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Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce rapport est de présenter des travaux de recherches réalisés dans le cadre d’une

thèse financée par le Ministère de l’Education Nationale et en collaboration avec la société

d’ingénieurie en construction navale, Principia Marine. Cette thèse préparée au Laboratoire

de Mécanique de Lille présente un modèle numérique de couplage fluide/structure pour des

impacts hydrodynamiques.

Le contexte industriel: l’impact hydrodynamique

Un impact hydrodynamique définit un choc entre une structure et la surface d’un liquide

supposé faiblement compressible (en général de l’eau). Un des impacts hydrodynamiques

les plus courants est le tossage dans l’industrie navale: ce phénomène apparaît lorsque la ca-

rène d’un navire frappe la surface de l’eau avec une vitesse importante. Un autre exemple est

le ballotement dans un réservoir à moitié rempli: le liquide contenu frappe la paroi interne

par vagues successives. La probabilité d’un impact fort augmente naturellement avec la vi-

tesse relative entre la structure et le liquide. Si la fréquence des impacts croît (par exemple,

pour les navires à grandes vitesses "ricochant" sur les vagues), une ruine prématurée par

fatigue peut menacer l’intégrité de la structure. Dans des cas extrêmes, la rupture de cette

dernière est tout à fait envisageable. Dans ces conditions, il est alors important de savoir

prédire les efforts hydrodynamiques appliqués à la structure pour la dimensionner correcte-

ment lors de sa conception ou pour prévenir un éventuel endommagement (pour un navire

en mer par exemple, la vitesse de progression est diminuée si la fréquence des impacts sé-

vères devient trop importante).
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La durée d’une pression d’impact est de l’ordre de quelques millisecondes et elle est aussi

très localisée dans l’espace. Les caractéristiques de cette pression locale dépendent essen-

tiellement de l’angle d’incidence � et de la vitesse relative � . Une estimation théorique de

la pression maximale peut être effectuée en appliquant la relation suivante obtenue pour un

dièdre entrant dans l’eau à vitesse constante:

���
��� �

����� � �
	 ��
��� ��� � (1.1)

Ce pic de pression est obtenu aux points d’arrêt. Si on connaît la vitesse tangentielle de

ce point le long du dièdre (voir Eq.(2.16)) par le théorème de Bernoulli, on peut montrer

la relation Eq.(1.1). On remarque que plus l’angle � sera petit, plus l’impact sera violent.

Pour un angle de � ��� et une vitesse d’impact de l’ordre de 
���� � , le pic sera de � � ��� � 

alors que pour

� � , il sera 4 fois plus important. Bien que la relation Eq.(1.1) permet déjà de

dimensionner le niveau de pression exercée sur une structure pour une incidence donnée, la

complexité d’un problème industriel ne permet pas de se limiter au cadre d’une approche

théorique.

L’approche envisagée: construire un modèle numérique

Au niveau de la modélisation théorique, le problème d’impact hydrodynamique a fait l’ob-

jet de nombreuses études: Von Karman [von Karman, 1929] a été un précurseur dans ce

domaine en étudiant l’amerrissage d’hydravions, la théorie de Wagner [Wagner, 1932] est

une pierre angulaire dans l’analyse asymptotique des problèmes de perforation de surfaces

libres et encore aujourd’hui (c’est le cas de cette thèse), ces travaux sont repris comme une

référence. Par la suite, d’autres développements théoriques ont suivi et tous sont basés sur

des hypothèses restrictives ne permettant pas de traiter un problème industriel réaliste. Avec

l’essor des outils numériques, il est possible de lever ces hypothèses en construisant des

modèles de plus en plus complexes. Le modèle idéal serait un modèle numérique capable

de simuler des impacts hydrodynamiques complets et concrets tout en s’assurant que la pré-

cision du calcul n’est pas perdue par la généralité de l’approche. Cependant, il est difficile

de concevoir un code généraliste précis sur les différents aspects d’un problème d’impact

incluant l’effet "coussin d’air" (l’air est emprisonné entre la structure et le liquide lors de

l’impact), la compressibilité du liquide (dans les premiers instants de l’impact, une onde
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de choc peut être générée), la cavitation (pour des vitesses importantes, la tension dans le

liquide implique un changement de phase), etc... Certains codes modélisent précisément

un ou plusieurs de ces aspects mais rarement tous. Un code d’élements finis explicite, LS-

DYNA, est choisi pour la modélisation de notre problème car il a la capacité de modéliser

des problèmes de dynamique rapide complets. Dans cette thèse, il est appliqué à l’impact

hydrodynamique dans un cadre d’hypothèses précises afin de vérifier sa validité.

Pour traiter le problème, une formulation éléments finis en contact est une solution envi-

sageable. Une formulation Lagrangienne pourrait être alors utilisée pour le fluide et pour

la structure. Cette approche est simple et précise. Cependant, le maillage Lagrangien a la

particularité de suivre le mouvement du matériau de manière à ce que toute particule ma-

térielle initialement présente dans une maille reste dans celle-ci au cours du calcul. Les

déformations d’une structure sont, en général, faibles et cette formulation est alors adap-

tée. Par contre, pour le fluide, de fortes distorsions de mailles apparaissent dans les zones

où les mouvements du fluide sont importants. Une autre formulation est alors employée: la

formulation Eulérienne pour laquelle le maillage reste fixe et le liquide traverse la grille.

A présent, il faut pouvoir coupler ces deux formulations pour traiter le problème d’impact

entre la structure et le fluide.

Le cœur du problème: le couplage fluide-structure

La principale problématique de cette thèse est: comment transmettre correctement les ef-

forts d’interaction entre le modèle Eulérien pour le fluide et le modèle Lagrangien pour la

structure? Les méthodes de couplage mises en œuvre pour répondre à cette question sont ap-

pelées couplages Euler/Lagrange. Le premier réflexe est d’imposer, à la frontière du fluide

et de la structure, une même cinématique. Par exemple, les vitesses des nœuds Lagrangiens

composant la frontière de la structure peuvent être déterminées en interpolant les vitesses

Eulériennes des nœuds voisins. Les rôles du "maître" (celui qui impose la vitesse) et de

"l’esclave" (celui qui subit) peuvent être inversés en cours de calcul. On peut aussi imposer

l’accélération de la même manière. L’inconvénient d’une telle approche est qu’elle est sou-

vent très dissipative: l’énergie totale du système tend à chuter dramatiquement. A la place

de cette première approche et pour assurer la conservation de la quantité de mouvement, le

champ des forces d’interaction est évalué et appliqué en respectant le principe de l’action et

de la réaction. La force d’interaction est estimée par une méthode de pénalisation consistant
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à permettre une légère pénétration entre les deux maillages. Une force de rappel proportion-

nelle à cette distance est alors évaluée par Eq.(1.2) et elle est appliquée, par symétrie, sur le

fluide et la structure. �
����� ��� (1.2)

où

�
, � et � sont respectivement la force, la pénétration et une raideur. Cette dernière est

l’objet du problème car il est difficile d’estimer sa valeur précisément pour un problème

quelconque. Si la raideur est trop faible, les interpénétrations deviendront inacceptables

et le fluide traversera la structure. En théorie, la raideur devrait être très grande afin de

limiter les pénétrations. Cependant, si la raideur est trop importante, la force de rappel trop

grande devant les forces physiques déstabilisera le calcul. Le choix de la raideur est un

problème non-linéaire délicat qui repose sur l’expérience de l’utilisateur qui doit avoir une

idée de la solution physique recherchée. Pour le problème de l’impact hydrodynamique,

une étude recherchant la raideur optimale pour différents angles d’incidence sera mise en

œuvre. L’idée par la suite serait de pouvoir étendre cette analyse à un grand nombre de cas

d’impacts.

Plan du mémoire

Le plan du mémoire est le suivant:

Le chapitre 2 est consacré à une étude bibliographique de l’impact hydrodynamique d’un di-

èdre sur une surface libre. Les premières approches mises en œuvre pour traiter le problème

sont théoriques et elles sont présentées dans un premier temps. Deux méthodes générales

ressortent de la revue: la méthode asymptotique et la méthode des similitudes. Plusieurs

approches numériques sont mentionnées: elles visent à dépasser le cadre analytique des

méthodes théoriques. Bien que chacune des ces approches ait un degré élevé de validité et

de précision dans la résolution de l’impact hydrodynamique, ces méthodes reposent sur des

hypothèses qui ne leur permettent pas d’être étendues à des objectifs industriels réalistes.

Il s’agit alors, dans la suite, de développer une méthode numérique suffisamment générale

pour traiter des problèmes complexes mettant en jeu plusieurs phénomènes d’un impact

réaliste (l’interaction fluide-structure, la cavitation, le cushioning,...)

Le chapitre 3 propose une formulation Euler-Lagrange permettant de traiter le problème de

l’impact hydrodynamique dans un cadre général. Une formulation Lagrangienne est déve-

loppée pour calculer les champs de la structure. Elle est basée sur une approche variation-
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nelle en éléments finis des équations du mouvement. L’approche Lagrangienne ne permet

pas de traiter des modèles à grandes déformations. Le fluide est ainsi modélisé par une for-

mulation Eulérienne basée sur une méthode "split" chargée de décomposer le pas de calcul

en deux cycles: un cycle Lagrangien qui détermine les inconnues du problème par une ap-

proche en éléments finis et un cycle d’advection limitant les distorsions issues du premier

cycle en ramenant le maillage à sa position initiale. Les variables physiques sont alors proje-

tées, de la configuration déformée à la configuration initiale, par une méthode d’advection.

Cette approche est un cas particulier d’une formulation plus générale, la formulation ALE

(Arbitrary Lagrange Euler) pour laquelle le maillage, au cours du second cycle, peut être

placé à une position arbitraire. Les formulations Eulériennes et ALE sont multi-matériaux:

elles ont ainsi la capacité de modéliser l’écoulement de plusieurs fluides dans un même

maillage. Finalement, un couplage entre la formulation Eulérienne ou ALE et la formula-

tion Lagrangienne sera décrit en précisant deux algorithmes: une méthode par pénalisation

et une méthode explicite basée sur les multiplicateurs de Lagrange.

Le chapitre 4 présente une étude de problèmes simples en 1D comparant les méthodes de

couplage employées. Pour ces problèmes simples, la méthode des multiplicateurs de La-

grange est une approche directe et précise de la solution. Par contre, la précision de la

méthode par pénalisation dépend de la détermination de la raideur de pénalisation: trop

grande, le calcul peut être instable, trop petite, la pénétration relative devient inacceptable.

Lorsqu’une valeur optimale est évaluée, les efforts numériques peuvent être perturbés par

des oscillations dont l’origine numérique est liée au couplage. Un effet dissipatif est intro-

duit dans la méthode par pénalisation pour amortir ces perturbations.

Le chapitre 5 est consacré à l’étude de l’entrée d’un dièdre dans l’eau avec la formulation

Lagrange-Euler décrite dans le chapitre 3. Une base de données pour les paramètres contrô-

lant la force de couplage est établie. Cette base est construite en estimant la magnitude de

la pression locale exercée sur un dièdre pour différents angles d’incidence. Par la suite, ces

données sont employées pour l’impact d’un cylindre sur l’eau. L’idée est d’étendre les ré-

sultats obtenus pour le dièdre à une géométrie quelconque. Les deux méthodes de couplage

du chapitre précédent sont, à nouveau, comparées: l’approche par pénalisation et celle re-

posant sur les multiplicateurs de Lagrange.

Dans le dernier chapitre, les modélisations tridimensionnelles sont plus exigeantes en coût

de calcul et requièrent des approches spécifiques aux simulations réalistes. Pour diminuer

la durée d’un calcul, une formulation Euler-Lagrange parallélisée est appliquée de manière

5



à répartir la charge d’un modèle 3D sur plusieurs CPU. La construction d’une machine pa-

rallèle est décrite, dans un premier paragraphe, et sa performance est illustrée dans le cas

de l’impact hydrodynamique d’un cône. Les modélisations 3D sont aussi coûteuses dans

leur construction, notamment si la géométrie du problème est complexe. Les structures in-

dustrielles qui seront amenées à entrer en contact avec un ou plusieurs fluides reposent sur

un design complexe. Le maillage Eulérien ou ALE multi-matériaux chargé de modéliser

l’écoulement des interfaces matérielles peut être construit en déterminant la répartition de

la fraction volumique de chaque fluide. Comme une grille multi-matériaux 3D peut compor-

ter un nombre important de cellules coupées irrégulièrement par la structure, l’initialisation

des fractions volumiques requiert un algorithme que nous décrirons dans une seconde partie.
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Chapitre 2

Etat de l’art

Depuis 1929, date à laquelle Von Karman [von Karman, 1929] a développé la première

théorie sur l’impact hydrodynamique, jusqu’à nos jours, de nombreux développements théo-

riques, numériques et expérimentaux ont exploré les différentes facettes du problème. Ainsi,

ce dernier ne se réduit pas au cas idéal d’un impact entre un dièdre rigide et une surface

libre. En plus de l’élévation de la surface libre et de la répartition des efforts locaux le long

du dièdre, faut-il aussi tenir compte, par exemple, du cushioning définissant l’effet "cous-

sin d’air" pour des angles d’impact petits, la réponse de la structure, l’interaction fluide-

structure etc...

Néanmoins, nous envisagerons le scénario le plus simple: un dièdre rigide pénètre l’eau à

vitesse constante. Les hypothèses sont les suivantes:

- Modèle 2D,

- Dièdre rigide,

- Vitesse de pénétration constante,

- Absence de gravité,

- La surface libre est initialement plane,

- Fluide incompressible et irrotationnel.

Nous vérifierons si les approches envisagées peuvent dépasser le cadre de ces hypothèses

pour traiter des impacts plus complexes.

Dans le cadre de ces hypothèses, il y a deux approches théoriques du problème: la théo-

rie de Wagner [Wagner, 1932] qui dérive de celle de Von Karman [von Karman, 1929] et

la théorie non-linéaire des similitudes [Pierson, 1950], [Garabedian, 1953], [Cumberbatch,

1960], [Dobrovol’skaya, 1969]. Bien qu’il soit difficile d’étendre ces théories à des cas très
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complexes, elles donnent des résultats de référence sur lesquels les résultats des méthodes

numériques peuvent compter pour leurs validations.

Pour les méthodes numériques, les difficultés résident dans le suivi de la surface libre et

dans la gestion de l’interaction entre la formulation fluide et la formulation structure. Pour

cette dernière, une formulation Lagrangienne en éléments finis est suffisante pour bien la

modéliser. Par contre, pour le fluide, une approche éléments finis Lagrangienne est limitée

par les distorsions de mailles qui peuvent apparaître au niveau de la formation du jet le long

du dièdre. La méthode des éléments frontières ou la méthode mixte Euler Lagrange déve-

loppée par Longuet-Higgins et Cokelet [Longuet-Higgins and Cokelet, 1976] et Faltinsen

[Faltinsen, 1977] consiste à disposer des marqueurs sur la surface libre et à les suivre au

cours du mouvement. Cette approche reprise par de nombreux auteurs tels que [Zhao and

Faltinsen, 1993] permet de discrétiser uniquement la surface libre. Néanmoins, l’hypothèse

d’incompressibilité est fondamentale pour cette méthode et elle ne peut donc être levée pour

étudier les effets de la compressibilité de l’eau sur le mouvement de la surface libre et sur

la distribution de la pression le long de la structure. La méthode SPH (Smoothed Particle

Hydrodynamics) est une méthode particulaire qui peut être qualifiée de "Lagrangienne" car

les particules modélisent naturellement le mouvement de la surface libre. En contrepartie,

il faut souvent un grand nombre de particules pour construire un modèle valable. Ainsi les

coûts CPU pour les cas 3D deviennent très importants. La méthode VOF est une autre mé-

thode de suivi de l’interface à laquelle est associé un code en volumes finis ou en différences

finies. Cette approche est moins onéreuse mais nécessite un maillage complet du domaine

fluide contrairement aux deux précédentes méthodes. Nous verrons que cette méthode est

employée, dans cette thèse, pour modéliser le fluide.

2.1 Méthodes analytiques

Pour présenter les deux approches analytiques dominantes permettant la résolution du pro-

blème d’impact, on peut effectuer un rapide parallèle entre elles en définissant leurs limites

(cf.[Zhao and Faltinsen, 1992]). Chacune de ces méthodes a ses propres caractéristiques :

- La méthode des similitudes respecte les conditions de surface libre et elle n’est applicable

que pour des dièdres entrant à vitesse constante dans le fluide.

- La méthode asymptotique est limitée à des angles d’incidence petits, inférieurs à � � �
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d’après [Zhao and Faltinsen, 1993].

Cette dernière méthode est le fruit d’une succession d’articles dont le premier est [von Kar-

man, 1929]. Von karman fut, en effet, le pionnier dans l’étude du tossage et c’est pourquoi

sa théorie fera l’objet d’un premier paragraphe. Comme les hypothèses sur lesquelles elle

repose s’avèrent restrictives, Wagner développa une théorie plus évoluée [Wagner, 1932]

mais l’expression de la pression est singulière sur le bord du dièdre. Watanabe améliora

cette théorie pour contrecarrer ce problème [Watanabe, 1966] et développa l’expression de

la pression en prenant en compte le jet: il raccorda la solution de Wagner avec la solution

du jet sur une plaque. Cointe [Cointe, 1989] donna, indépendamment, une théorie similaire.

Zhao et Faltinsen, dans l’article [Zhao and Faltinsen, 1992], reprirent aussi l’expression de

la pression de Wagner pour la raccorder asymptotiquement avec une solution externe pour

le jet.

La méthode des similitudes repose sur la théorie de Dobrovolskaya développée dans [Do-

brovol’skaya, 1969]. Cette théorie qui fut aussi l’objet des articles [Pierson, 1950], [Gara-

bedian, 1953], [Borg, 1957] et [Cumberbatch, 1960], considère que l’écoulement est auto-

similaire réduisant ainsi l’étude à la résolution d’une équation intégrale non-linéaire unidi-

mensionnelle.

2.1.1 Approche de la masse ajoutée

FIG. 2.1 – Modèle d’impact de Von Karman

La théorie de Von Karman repose sur l’impact en 2 dimensions entre un dièdre et la surface

libre d’une eau au repos. On utilise les notations de Fig.2.1. Von Karman suppose que l’effet

de la gravité et le mouvement de la surface libre sont négligeables. De ce fait, la masse

ajoutée du fluide représentée sur Fig.2.1 en hachuré est donnée par m’=(1/2) � � c � avec

� , la masse volumique du fluide et � , la demi-base du triangle immergé. Si
�

est l’angle
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représenté sur la Fig.2.1, la relation géométrique qui lie � , la vitesse de pénétration du

dièdre dans l’eau et � est : V/tan(
� � = dc/dt. Le chargement

�
dû à l’impact est donné en

combinant les 3 équations suivantes :

- La conservation de la quantité de mouvement : mVo = mV + m’V avec Vo, la vitesse initiale

du dièdre.

- V/tan(
� � = dc/dt

- Le principe fondamental de la dynamique appliqué au dièdre : mdv/dt = P

On obtient :

� ����� �����	� � � � � � �

����������� ��� (2.1)

L’évaluation de la pression d’impact par cette théorie donne un bon ordre de grandeur.

Cependant, comme elle ne prend pas en compte l’élévation de la surface libre, l’estimation

de la partie immergée est imprécise ce qui entraîne une sous-estimation du chargement à

l’impact. Wagner démontre que la largeur mouillée réelle est � � � plus grande que � (voir

Eq.(2.15)). La masse d’eau ajoutée est alors estimée selon Fig.2.2. La théorie asymptotique

de Wagner est un modèle plus réaliste pour de petits angles
�

qui tient compte des effets

hydrodynamiques.

2.1.2 Approche asymptotique

En linéarisant les équations du problème, Wagner approxima l’écoulement autour des di-

èdres aplatis (donc avec un angle
�

petit) par l’écoulement autour d’une plaque plongée

dans un écoulement uniforme � . Cette théorie corrobore ainsi l’approche intuitive de Von

Karman et peut d’ailleurs s’appliquer à n’importe quelle forme de solide à condition que

l’angle
�

ne soit pas trop petit afin de rester dans un cadre incompressible ou éventuellement

limiter le cushioning. Le potentiel des vitesses de l’écoulement est donné par:
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FIG. 2.2 – Modèle de Wagner sur l’impact de vague

� � � ��� � � ��� � 
 ��� � ����� �
	�� (2.2)

Sur la plaque représentant le dièdre,
�

prend la forme particulière suivante:

� � � �� � � ��� � ��� � � � � � ��� � � (2.3)

La vitesse le long de la plaque suivant x est donnée par:

� �� � � ��
���� � � �

��� � � � � � ��� � � (2.4)

Comme précédemment, � représente la largeur de la ligne de flottaison du corps. L’équation

de Bernoulli donne, le long d’une ligne de courant proche de la plaque:

� ��� �� � �
� �� � � �

�


��� � � � � � � � ��� � � ���� � � ��
� � ��� � � �

� � �
�
�
� � � �

� � ��� � (2.5)

Pour le cas particulier d’un dièdre, dc/dt = � /2.V.cot(
� � (voir Eq.(2.15)). L’équation précé-

dente devient :

� ��� ��� �
�
� � ���� � ���	� � � ��

� � � ����
� � �� �
� � � �� �

� ����
� � � � � ��� � �! (2.6)

Cette fonction devient singulière à la limite du dièdre en � � � . Pour surmonter cette singu-

larité, Wagner fut le premier à proposer de raccorder asymptotiquement cette fonction à une
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solution décrivant un jet dans le voisinage de l’intersection. Watanabee [Watanabe, 1986a]

et [Watanabe, 1986b] propose aussi une solution analogue dans le plan complexe. Zhao et

Faltinsen [Zhao and Faltinsen, 1993] reprennent les travaux de Wagner pour obtenir une

solution composite pour la pression et compare cette approche à la méthode des similitudes

(voir paragraphe 2.1.4) et la méthode des éléments frontières (voir paragraphe 2.2.2).

2.1.3 Raccord asymptotique

Les approches asymptotiques sont nombreuses et découlent de l’analyse de Wagner. Elles

ont en commun la décomposition du problème en deux régions, décomposition proposée

initialement par Wagner dans [Wagner, 1932] sous les termes de "dynamique d’impact" et

"dynamique glissante". En particulier, Cointe [Cointe, 1991] montre que l’étude asympto-

tique de l’écoulement autour d’un dièdre peut être divisée en trois régions (voir Fig.2.3):

- une région externe, pour � � ��� ��� � � (c(t) est donnée par Eq.(2.15)) dans laquelle se déve-

loppe l’écoulement potentiel d’un doublet c’est à dire l’écoulement autour d’une plaque,

- une région interne au voisinage de � � � � ��� � � limitant le développement d’un jet d’épais-

seur constante égale à ��� � � � 
 � �
,

- une zone sur laquelle le jet se prolonge avec une épaisseur décroissante linéairement sur

une largeur équivalente à c(t). Watanabe [Watanabe, 1986a] et [Watanabe, 1986b], Cointe

[Cointe, 1989] proposent ainsi, sur ce schéma, une solution asymptotique de la pression en

raccordant la solution de la région interne et celle de la région externe. De la même ma-

nière, Zhao et Faltinsen [Zhao and Faltinsen, 1993] se basent sur la théorie de Wagner en

raccordant asymptotiquement l’écoulement du jet sur une plaque inclinée pour la solution

interne et l’écoulement autour d’une plaque en expansion pour la solution externe. Une so-

lution composite est alors construite pour la distribution de pression le long du dièdre qui

sera comparée aux résultats numériques de cette thèse .

Dans la région externe, les hypothèses permettent d’introduire le potentiel complexe défini

par
�

. Le dièdre est représenté par une plaque plane en expansion de demi-longueur ��� � � .
Ainsi, en reprenant les expressions de la théorie de Wagner, le potentiel de l’écoulement

contournant la plaque s’exprime, dans le plan complexe, par Eq.(2.3) et la pression sur

le dièdre dans le domaine externe, � � ��� , est donnée par l’équation de Bernoulli, Eq.(2.5).

Comme l’angle du dièdre est très ouvert, la longueur � � est plus petite que ��� � � . Les ordres

de grandeurs des termes quadratiques et du premier ordre de l’équation de Bernoulli en-
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traînent les relations suivantes: ����
�

� �� � � � �
� � � � ���� � � � �

�
���� � ��� 
 
 � (2.7)

L’équation de Bernoulli devient alors:

�
� ���� � �

� �� � (2.8)

� � ��
� � ��� � � �

� � (2.9)

On retrouve naturellement le terme central de la relation Eq.(2.5) en négligeant le terme

quadratique et en supposant V constante.

La demi-longueur du dièdre immergé, ��� � � , peut être déterminée par une expression donnant

l’élévation de la surface libre 	�����
 � � . A partir des conditions aux limites décrites par Fig.2.3,

on peut obtenir Eq.(2.10):

� 	� � � � �� � � � �� � � � ��� � � � � � � � � � � ����
 � � � 
 ��� � � (2.10)

L’intégration de Eq.(2.10) donne l’élévation de la surface libre 	�����
 � � :
	�����
 � ��� � � � �� � � � ��� � � � ��� � � � � � � � � ����
 � � � 
 ��� � � (2.11)

Avec Eq.(2.11), 	�� ��� � , l’élévation maximale de la surface libre par rapport au sommet du

dièdre (voir Fig.2.3), est déterminée par Eq.(2.12).

	�� ������� � � � ��� � �� � � � ��� � � � � � 
 � � � ��� � � ��� � � � � � (2.12)

La fonction ��� � � est approchée par ��� � �����
�
����� � avec �

�
et ��� , des constantes.

Eq.(2.12) prend alors la forme Eq.(2.13). La relation géométrique pour la hauteur entre

le sommet du dièdre et l’élévation de la surface libre donne la relation Eq.(2.14).

	�� ��� �����
�
�

�
� ����� � � (2.13)

	�� ������� ��� ��
 ��� � � (2.14)
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Ces deux équations déterminent l’expression de c(t):

� � � ��� � � �
���
 ��� � � (2.15)

On en déduit la vitesse constante de l’écoulement le long du dièdre:

� ��� � �
��� �

� �
���
��� � � (2.16)

Dans la région interne, la pression sur la surface du dièdre est trouvée par l’étude locale

de l’écoulement du jet par Wagner [Wagner, 1932]. Sa théorie [Wagner, 1932] décrit tour

FIG. 2.3 – Définition de la notation et du système de coordonnées. Approximation du dièdre
par une plaque plane en expansion

à tour la solution dans la zone du jet par la transformation de Schwarz-Christoffel et la

solution autour de la plaque en expansion. Voyons la solution proposée dans la zone du jet

voisine de � � � . D’après le théorème de Schwarz-Christoffel, le potentiel complexe � de

l’écoulement d’un jet incliné sur un plan infini peut être défini à partir de la transformation

entre le plan complexe � et le plan complexe physique � de Fig.2.4, de la manière suivante:

� �
��� �

� �����
�

(2.17)
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FIG. 2.4 – Plans complexes de la transformation de Schwarz Christoffel

Ainsi, Eq.(2.17) devient:

� � ��� � ��� � � � � ����� ��� (2.18)

Lorsque � � � � � � � � ��	 � � , � s’annule au point F (ou au point E) du plan complexe �

(voir Fig.2.4). On a alors: � � ��� ��	 � (2.19)

Lorsque � croit de D vers C, � � ��� �
	��� � � � passe de � à 0. En C, la partie réelle de �

tend alors vers ��� et sa partie imaginaire, � , vaut � � � � . Or, en supposant que, dans le

plan physique � de Fig.2.4, la vitesse à l’infini en C est � , � est égale à ��� en C. Donc,
� � �������� .

Si on applique la même transformation entre le plan
��� � �������� � � et le plan � , on obtient,

d’après le théorème de Schwarz-Christoffel:

�
���

! ��� � �
� �#" � � � � �

� ��� � � � �

 � � �

� � � � � � � �%$ � � ����� �'& � � � � (2.20)

Aprés quelques manipulations qui font apparaître le facteur � � ��� 	 � � , Eq.(2.20) devient:

�
� �

! ��� � �
� � " � � ��� � 	)( � � � � � � � ��	 � ��� � ��� 	 � �

� ����� � � � � � ��� 	 � � * (2.21)
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� �
���

! ��� � �
� � " ��� � � � 	 ! �

����� �
��

� � � ���
	 � " (2.22)

D’où,

� �
� � � ��� � � ( �

��� 	�
� ��	 * ��� ���

(2.23)

D’après Fig.2.4, on déduit aisément que
� � � � � � � � et

� � � � � 	 .
Ensuite, on peut obtenir la relation entre � et � :

� � �
�

� � ��� � � � ��� � 	 � ��� ��� ���
(2.24)

La pression sur le dièdre se déduit de l’équation de Bernoulli pour � réel négatif:

�
� �

�
�� � � �

��� �
�
�

� �� �
�

(2.25)

avec � � � � � � � � � la pression au point d’arrêt et � �� � , la dérivée particulaire du potentiel de

vitesse
�

. On peut remarquer que si � est un réel négatif alors � ���� de Eq.(2.23) devient réel:

� �
� � � � � � � � �� � ����� �

� �
� � �

� �� � (2.26)

Ainsi � �� � � � ���� ���� � � � ���� � . Après quelques manipulations dans Eq.(2.25), on obtient pour �

réel négatif:

� � � � � � � � �
� � � � � � � � (2.27)

On en déduit ainsi la pression dans la région interne:

� �
	
� � � � � �

��� � � � � ���� � ��� �
�
���� �� � � � � � � � �

� � (2.28)

La relation entre la variable intermédiaire � � � et la variable physique � est donnée par

Eq.(2.29):

� � � � �
� � � � ��� � � � � � � � ���� � � � � � � � (2.29)

� , l’épaisseur du jet obtenu en raccordant asymptotiquement la solution interne et la solution

externe, vaut � � � � �
�
� � �� � �  � . Quand le paramètre � � � tend vers � , � et � , x tend vers � , � � � �

et � � respectivement. Pour de grandes valeurs de �
�
� , les équations Eq.(2.28) et Eq.(2.29)
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deviennent �
� � � � ����� � � � � ��� � et � � ��� � � � � � respectivement. De ce fait, Eq.(2.28) devient

� �
	
� � � ��� � �

� � � �
�
� ��� � �������  ��� � (2.30)

Ainsi, une distribution composite de la pression peut être obtenue en additionnant Eq.(2.28)

et Eq.(2.9) et en soustrayant Eq.(2.30):

�
� � � ��

� � ��� � � �

��� � � � � �

��� � � � � ���� � ��� � � ���� �  �
� � � � � �

��� � �
�
� ��� � ��� ���  ��� � (2.31)

Cette expression de la pression est reprise, dans la suite, pour vérifier les résultats issus de

la simulation numérique du tossage d’un dièdre.

Des extensions de la méthode des développements asymptotiques raccordées existent et font

l’objet de travaux récents. Ainsi, cette méthode est utilisée, dans [Fontaine et al., 1997] et

[Wu et al., 2000], pour justifier une approche par tranches du problème d’impact d’un corps

de forme allongée et plate sur une surface libre. Dans [Faltinsen, 2002], Faltisen apporte une

solution pour le domaine interne valable pour n’importe quels angles et une généralisation

de l’impact à des vitesses d’entrée dépendantes du temps. Scolan et Korobkin [Scolan and

Korobkin, 2000], [Scolan and Korobkin, 2001] étendent l’approximation de la plaque plate

de Wagner à un problème de tossage 3D d’un corps émoussé. Afin de traiter des impact

hydrodynamiques de corps déformables ou rigides, Donguy [Donguy, 2002] couple une

formulation éléments finis pour résoudre la structure et le problème fluide asymptotique.

Pour ce dernier, une équation de Laplace est résolue pour un potentiel des vitesses et un

potentiel de déplacement. Le potentiel de déplacement permet de déterminer la position de

la surface libre et celui en vitesse permet d’évaluer la pression exercée sur la structure.

2.1.4 Méthode des similitudes

Le premier à fournir une analyse théorique des écoulements similaires de fluides incompres-

sibles fut encore Wagner [Wagner, 1932]. Il démontra que l’écoulement est auto-semblable

et qu’il pouvait ainsi être décrit par deux variables: � � ���	� � et 	�� � �	� � . Il introduit aussi

une fonction ����� � transformant le domaine physique en un domaine constitué de segments

de droites. Par la suite, en s’appuyant sur les développements de Wagner, le problème des
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écoulements similaires fut l’objet de nombreuses autres études, notamment Pierson [Pier-

son, 1950], Garabedian [Garabedian, 1953] qui démontra que l’angle à l’intersection de

la surface libre et du dièdre ne pouvait être supérieur à � � � , Mackie [Mackie, 1969] qui

précisa l’encadrement précédent de l’angle à l’intersection en prouvant qu’il est inférieur à
�

� �
� � � � �

(voir Fig.2.5), Borg [Borg, 1957] qui donna l’expression de la masse ajou-

tée pour un dièdre dissymétrique,... Avec le développement des processeurs dans les années

soixante, la solution numérique du problème fait son apparition. Ainsi, Dobrovol’skaya pro-

pose une théorie non linéaire sous la forme d’une équation intégrale unidimensionnelle dont

la solution ne peut être approchée que numériquement. Le principe est le suivant: l’objectif

est de déterminer la solution du problème d’un écoulement bidimensionnel le long d’un

dièdre entrant dans l’eau, en utilisant le potentiel des vitesses
� ����
 � 
 � � . Ce potentiel doit

respecter la condition dynamique, la condition cinématique sur la surface libre et les condi-

tions d’imperméabilité sur les frontières solides. On adimensionne le potentiel des vitesses� ����
 � 
 � � � � � � ��� � � 
 	 � avec � =x/Vt et 	 =y/Vt et � � ��
 	 � une fonction harmonique de � et	 dans la région CBAC (Fig.2.5).

� � ��
 	 � doit satisfaire les conditions de surface libre d’équation 	 = 	 � ��
La pression sur la surface libre est constante. De ce fait, l’équation de Bernoulli donnée sur

la surface libre,
����
� � �� ��� � � �� � 
 � � � � ��� � � � (la pression est prise nulle sur la surface libre),

devient:

� � ��
 	 � � �
�
�� � � 	 ��� � �

�� 	 � �
�

! �
�� � " � � �

�

! �
�� 	 " � ��� (2.32)

La condition cinématique s’écrit :

� � ����
 � 
 � �
��� �

� �� � �
� �� �

� �� � �
� �� �

� �� � ��� (2.33)

avec g(x,y,t) = y(x,t) – y = 	 ( � ) - 	
En utilisant le changement de variable, on obtient :

�
�� 	 � 	 � � � � �

�� � � � 	 � �� � 	 � �� ��� (2.34)
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La condition de glissement sur la surface du dièdre et sur l’axe symétrique du dièdre (voir

Fig.2.5) donne:


 �� � � � � � � � � �� ����� � � �� � � � (2.35)


 �� � � � � � � � � �� ����� � � �� � ��� (2.36)

Cette condition devient en considérant le changement de variables et le schéma de Fig.2.5:

�
�� �
�����
�

�
�

�
�� 	 �
	 � �

�
� �
	 �

�

�
(2.37)

sur AB �
�� � ��� (2.38)

sur CA

FIG. 2.5 – AB le dièdre, AC l’axe de symétrie, BC la surface libre,(Dobrovolskaya,1968)

En utilisant le théorème sur la transformée de Schwarz-Christoffel et la fonction de Wagner,

on peut ramener le problème à l’équation intégrale non-linéaire suivante:
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� � � � � �
� � �

�
� �

�� � � �  ����� � ���
	����� � �� �������������� � � � ������� �
� ��� � � �  ��� � ��! � 	��� �  � �� �"������������ � � � ��� � � � ���

� ��� � �
� ����# � � � � �  # � � ��  � � � #  � � ��� 	��� ��


� �� �������%$&��!'(�*) � � ��+ �!, � �.- �! � #� ��� � �  # � � � ��� � � #  � � � � ��� 	��� �� � �� �������%$&��!'(�*) � � �&+ � , � �.- �! � #

(2.39)

où t est un paramètre variant de 0 à 1 et f(t) une fonction bornée aussi par 0 et 1, solution de

cette équation. Fraenkel [Fraenkel, 1991] démontra l’unicité et l’existence de cette solution

intégrale quel que soit l’angle � . Etant donné sa forte non-linéarité, la relation Eq.(2.39)

ne peut se résoudre analytiquement. Dobrovolskaya donne une approche numérique pour

des angles � � inférieurs à � � � concordant avec les résultats donnés par Mackie [Mackie,

1969] pour le problème linéarisé du dièdre entrant dans l’eau. A � � � , Hughes [Hughes,

1972] donne une solution numérique par une méthode similaire. Zhao et Faltinsen [Zhao

and Faltinsen, 1992] améliorent cette approche et donnent des résultats numériques précis

pour une plus grande gamme d’angles
�

(de � � à
	 � � ). Ils comparent ces solutions à des

résultats numériques issus d’une méthode des éléments frontières, objet d’un paragraphe

suivant (2.2.2).

Ces approches théoriques, la théorie asymptotique et la méthode des similitudes, permettent

de résoudre le problème de la pénétration d’un dièdre rigide à vitesse constante dans un

fluide incompressible. Les hypothèses étaient restrictives; néanmoins, l’approche numé-

rique développée dans cette thèse restera dans le cadre de ces hypothèses afin de la comparer

à l’approche asymptotique de Wagner.

2.1.5 Conclusion

Bien que les hypothèses restrictives des approches analytiques ne permettent pas le traite-

ment de problèmes industriels complexes, ces théories forment une base intéressante pour

les développements numériques. En particulier, dans le cadre de cette thèse, on confrontera

la pression Eq.(2.31) donnée par la théorie de Zhao et Faltinsen [Zhao and Faltinsen, 1993]

et celle obtenue par la modélisation numérique de dièdres entrant dans l’eau . Plusieurs mé-
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thodes numériques ont aussi été développées afin de résoudre ce problème, le but étant, à

l’avenir, d’étendre les approches à des cas plus complexes.

2.2 Méthodes Numériques

La structure n’est pas un problème numérique: elle est, en général, résolue par une for-

mulation classique en éléments finis. Le problème du couplage dièdre/eau réside dans la

recherche d’une solution numérique pour le problème fluide. Une fois, cette solution trou-

vée, il faut la coupler à la formulation en éléments finis pour la structure afin de résoudre

le problème d’interaction. Pour modéliser l’impact hydrodynamique d’un dièdre ou d’une

carène, les méthodes numériques doivent être conçues pour suivre les grandes déformations

du fluide. Nous verrons, dans un premier temps, la formulation Lagrangienne ou ALE en

éléments finis. L’interaction fluide/structure est alors gérée par des méthodes de contact.

Nous verrons que, dans ce cas, cette approche est limitée par la distorsion des mailles. Des

méthodes de remaillage peuvent être envisagées mais leur coût CPU est très important.

Dans un deuxième temps, les solutions apportées par la méthode des éléments frontières

(BEM) ou par la méthode SPH seront décrites: elles permettent de s’affranchir du maillage

et donnent des résultats très proches des solutions physiques. Néanmoins, l’extension de

ces approches à des problèmes 3D complexes reste difficile. Enfin, en volumes finis et en

différences finies, la méthode VOF sera brièvement présentée. Elle permet de résoudre le

problème fluide sur un maillage fixe. Cette méthode sera utilisée et détaillée, dans la suite

de cette thèse.

2.2.1 Méthodes de contact

Communément, l’algorithme de contact gère, en formulation éléments finis ou différences

finies, l’interaction entre deux maillages Lagrangiens, ALE ou encore Lagrangien-ALE.

Cependant, un algorithme de contact spécifique peut être aussi utilisé pour coupler une mé-

thode particulaire Lagrangienne (SPH) et une méthode éléments finis. On peut noter que

le point commun aux formulations Lagrangiennes, ALE ou SPH est que la description du

contact est Lagrangienne: les mailles ou les particules en contact sont décrites par une ap-
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proche Lagrangienne et suivent la déformation de l’interface matérielle. Les algorithmes

de contact gèrent l’interface entre deux maillages distincts en empêchant qu’un nœud La-

grangien d’un maillage ou qu’une particule Lagrangienne ne passe à travers la surface La-

grangienne de l’autre maillage. Pour différencier les deux formulations en contact, l’une est

désignée comme étant l’esclave et l’autre étant le maître. Les nœuds ou les particules se

trouvant dans la zone de l’interface sont aussi appelés maîtres ou esclaves. En général, le

fluide est le maître et la structure est l’esclave. Néanmoins, une permutation des rôles peut

être faite. Pour assurer une symétrie, certain algorithme permutent le rôle de l’esclave et du

maître régulièrement en cours de calcul.

Selon Zhong [Zhong, 1993], la résolution numérique en éléments finis d’un problème d’in-

teraction par un algorithme de contact est composée de 8 parties:

1 - Les formulations variationnelles qui sont les bases de la discrétisation.

2 - Les formulations de la discrétisation (triangles, quadrangles, ...).

3 - Les formulations du matériau liant la contrainte et la déformation.

4 - Les lois de frottements.

5 - Les méthodes de contact qui calculent les forces de contact.

6 - Les algorithmes de recherche du contact qui, comme le nom l’indique, identifient les

nœuds des éléments en contact pour amorcer les algorithmes de l’étape 5.

7 - Les méthodes d’intégration en temps (dans le cadre de cette thèse, une méthode de dif-

férences finies centrées)

8 - Les méthodes de linéarisation qui transforment un problème géométrique non-linéaire

en une série de problèmes linéaires.

Le cinquième point est l’objet de cette partie. Selon les points 5 et 6, les algorithmes de

contact peuvent être décomposés en deux étapes : la recherche du contact vérifiant les condi-

tions de contact, et l’application de l’algorithme. Les forces à l’interface ne sont calculées

que si les conditions de contact sont vérifiées. Deux approches permettent de calculer les

forces de contact. Cette force est évaluée soit par les multiplicateurs de Lagrange, soit par

la méthode par pénalisation.

Les méthodes donnant les forces à l’interface, la méthode par pénalisation et la méthode

des multiplicateurs de Lagrange, sont considérées dans un cas en deux dimensions. Un

nœud esclave pénètre un segment maître constitué de deux nœuds dans un système de coor-

données locales défini par la normale (direction z) et la tangente au segment (direction y).
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L’extension du raisonnement, pour cet exemple, à un cas tridimensionnel est aisée. Dans le

système local, seules les forces normales au segment sont considérées et elles s’appliquent

sur le nœud esclave

�
�
��
� et, par réaction, sur les nœuds maîtres

�
�
��

�
. Les équations

d’équilibre donnent Eq(2.40), Eq.(2.41) et Eq.(2.42):

�
�
��

� � � � � � � � �
�
�
��
� (2.40)

�
�
��

� � � � �
�
�
��
� (2.41)

� � � � ��� � �� � � ��� � � (2.42)

où � � , � � � et � � � sont les coordonnées, dans le repère local, du nœud esclave et des deux

nœuds maîtres. Le principal enjeu est de calculer

�
�
��
� . Deux méthodes pour détermi-

ner cette valeur sont disponibles: soit la méthode des multiplicateurs de Lagrange, soit la

méthode par pénalisation.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange

La méthode des multiplicateurs de Lagrange introduit, dans l’équation d’équilibre des quan-

tités de mouvement, la condition suivante sur le contact :

� � � � � � � � �� � � � � � � � � (2.43)

Comme la force sur le nœud 	 est donnée par
� � � � � � � , les relations Eq.(2.40) et Eq.(2.41)

peuvent être retrouvées: � � � � � � � � �� � � � � � � � � (2.44)�
� � � � � � � �� � (2.45)�

� � � � � � (2.46)�
�
��
� � �

(2.47)

Les méthodes itératives sont souvent utilisées pour résoudre les équations plutôt qu’une

résolution directe. Par exemple, Carpenter et al. [Carpenter et al., 1991] résolvent le système

d’équations avec une méthode de Gauss-Seidel.
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La méthode par pénalisation

FIG. 2.6 – Schéma du contact par pénalisation

La méthode par pénalisation impose une force de rappel sur le nœud esclave (voir Fig.2.6)

qui est proportionnelle à la pénétration à travers le segment maître:

�
�
��
� � � ��� � � ��� � � (2.48)

� représente la raideur du ressort. Cette méthode consiste, en fait, à disposer, à l’interface,

des ressorts fictifs en tension entre tous les nœuds pénétrant et la surface de contact, la

position d’équilibre de ces ressorts correspondant à un nœud esclave positionné sur le seg-

ment maître. La raideur pour ce dernier est donnée par Eq(2.49) en terme du module de

compressibilité
�

, du volume � et de la face � de l’élément contenant le segment:

� � ��� � � �
� (2.49)

dans lequel ��� est un facteur scalaire adimensionnel, dit facteur par pénalisation, sa valeur

par défaut est 0.1. Des valeurs plus grandes que cette dernière peuvent entraîner des instabi-

lités. En effet, après un impact fort, le maître et l’esclave peuvent se séparer. Si la force par

pénalisation est très importante, l’impact et la séparation des corps peuvent avoir lieu dans

le même pas de temps. L’élément fini en contact est alors traversé par une onde de compres-

sion et par une onde de dépression dans le même pas de temps. Ceci viole la condition CFL

(Courant Levy Friedrich) impliquant que:

� � � ���
� � � � (2.50)

où � est le nombre de courant, � la vitesse de propagation des ondes, ��� le pas de temps du

calcul et � � la plus petite longueur de l’élément en contact dans la direction de propagation.

Cette anomalie peut être levée en imposant une limite supérieure à la force

�
�
��
� . Ainsi,

Belytschko et Neal [Belytschko and Neal, 1991] imposent un maximum calculé à partir de
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la force de contact entre deux sphères donnée par Eq.(2.51) pour un impact plastique (les

sphères restent en contact après l’impact):

�
�
��
���

� � � � � � � � � � �� � � � � � � � � (2.51)

dans lequel

�
�
��
� est la force d’interaction entre les deux sphères,

� � et
� �

, sont res-

pectivement les masses de l’élément maître et esclave, et �
�

et � � sont les vitesses de ces

sphères.

La modélisation d’un impact d’une structure sur un plan d’eau par une méthode de contact

a déjà été réalisée par Ribet [Ribet, 1997] et dans le cadre du projet SEAWORTH par Por-

temont [Portemont et al., 2002]. Ces études mirent en évidence de fortes distorsions des

mailles au cours du calcul. Candy [Candy et al., 1998] et Seddon [Seddon and Moatamedi,

2003] entreprirent, par cette méthode, l’étude numérique de la chute d’une capsule spatiale

dans l’eau. Le déplacement de la capsule était correctement prédit au début du calcul. Ce-

pendant, l’évolution numérique différait de la courbe expérimentale vers la fin du calcul. En

1994, Brooks et Anderson [Brooks and Anderson, 1994] utilisèrent une modélisation élé-

ments finis pour étudier l’entrée dans l’eau du module de commande d’Appolo pour lequel

une grande quantité de données expérimentales existait. Le modèle fut validé en comparant

les données et les résultats expérimentaux sur une courte durée. Après 30ms, les résultats

numériques et expérimentaux divergeaient. Ces études montrent que la formulation Lagran-

gienne pour le fluide est limitée par les fortes déformations du maillage comme le montre

Fig.2.7. Il est possible d’employer des algorithmes de remaillage mais leur coût de cal-

cul est important. Une formulation ALE n’est d’ailleurs guère plus adaptée et les études

précédentes montrent que le maillage ALE subit aussi de fortes distorsions. Ces dernières

entament sérieusement la précision du calcul et dans le cas d’une intégration explicite, la

condition CFL (Courant-Friedrich-Levy) impose une chute considérable du pas de temps

pour des éléments finis écrasés. Soit le calcul devient interminable, soit il débouche sur une

erreur arrêtant le processus.

Pour résoudre le problème fluide, d’autres solutions ont été envisagées et il fallait alors

coupler la structure en éléments finis aux formulations employées pour le fluide.
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FIG. 2.7 – Modélisation Lagrangienne du fluide

2.2.2 Méthode des éléments frontières (BEM method)

Longuet-Higgins et Cokelet [Longuet-Higgins and Cokelet, 1976] furent les premiers à in-

troduire cette technique connue aussi sous le nom de méthode Euler-Lagrange mixte. Des

variantes de cette méthode ont été appliquées à une large gamme de problèmes 2D et 3D

par de nombreux auteurs tels que Faltinsen [Faltinsen, 1977], Vinje et Brevig [Vinje and

Brevig, 1981], Cointe [Cointe et al., 1990],... Pour présenter cette approche, nous choisis-

sons de présenter les travaux de Zhao et Faltinsen pour cette méthode. Ils présentèrent, dans

[Zhao and Faltinsen, 1993], une méthode numérique permettant de calculer la répartition

de pression sur le dièdre à partir d’une méthode non-linéaire d’éléments frontières. Cette

méthode numérique s’applique à des problèmes linéaires elliptiques dont les équations par-

tielles peuvent être reformulées sous formes intégrales. Dans notre cas, l’écoulement étant

irrotationnel et le fluide incompressible, le potentiel des vitesses satisfait l’équation de La-

place dans le domaine fluide: � � �� � � �
� � �� � � ��� (2.52)

Les conditions aux limites associées à cette équation sont les conditions cinématiques et

dynamiques de surface libre: � �� � � � �
��� �

�� (2.53)

� �
��� �

�
�
�
� �� � � � � �

�
�
� �� � � � (2.54)

et la condition à frontière du dièdre:

� �� � ��� � ���� (2.55)

Dans [Zhao and Faltinsen, 1993], le domaine fluide proposé (voir Fig.(2.8) pour résoudre
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FIG. 2.8 – Définition des surfaces de contrôle utilisées par la méthode des éléments fron-
tières

ce problème est limité par une frontière
�

incluant la surface libre
� � , le dièdre

� � , des

segments AB et CD tronquant les jets de manière à négliger les parties exerçant une faible

pression sur le dièdre et
���

, une frontière suffisamment éloignée du dièdre pour considérer,

la surface libre, non perturbée dans le voisinage du raccord entre
� � et

���
. La seconde

identité de Green peut être utilisée sur
�

transformant ainsi le problème en une équation

intégrale non linéaire:

� �
� ����
 � ��� � � � � � ��
 � �� ��� ��
 � � � �  � � � � � � ��
 � � � � �  �� ��� ��
 � � � � � � ��
 � � (2.56)

avec � �
� ��� � �� � � ��� � � � � � ��� �

Comme la contribution de
���

dans cette équation est négligeable, l’équation intégrale sur
� � est formulée de manière à ce qu’elle soit bornée par � $ � � � , une fonction arbitraire du

temps donnant des valeurs suffisamment grandes. Pour � � � 
 $ � � � , la solution de l’écoule-

ment est donnée par un dipôle vertical dans un domaine fluide infini, modifiant ainsi l’inté-

grale de Eq.(2.56) sur l’ouvert � � � 
 � $ ��� � $ 
 � �
:

� ��� 
 � ����� � � � �� � � � � (2.57)

La discrétisation de S (sans
���

puisque son effet est négligeable) introduit des particules

reliées entre elles par des segments sur lesquels les inconnues
�

et
���� 	 sont supposées

constantes. Sur le dièdre,
���� 	 est connu et on recherche

�
. Sur la surface libre, c’est l’in-

verse. AB et CD sont représentés par un seul élément et
���� 	 est constante afin de respecter

l’hypothèse d’un écoulement unidimensionnel dans cette zone. Initialement,
� � et

� � ont

une particule en commun et AB et CD ne sont introduit que lorsque l’angle entre
� � et

� � devient plus petit qu’une valeur limite, inférieure à � � � , d’après la solution proposée
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par Dobrovol’skaya [Dobrovol’skaya, 1969] dans le cadre de l’approche par les similitudes.

L’approximation numérique de l’intégrale Eq.(2.56) et de Eq.(2.57) conduit à un système

linéaire d’équations qui peut être résolu, à chaque pas de temps, par une décomposition

LU ou par une méthode itérative. La position de la surface libre est mise à jour en s’ap-

puyant sur la condition cinématique Eq.(2.53). Cette intégration est effectuée en vérifiant

la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie. Zhao et Faltin-

sen comparèrent cette approche avec la méthode des similitudes du paragraphe 2.1.4 et la

théorie asymptotique décrite précédemment dans le paragraphe 2.1.2 et 2.1.3. De bonnes

corrélations furent trouvées.

Le choix de Zhao de tronquer le jet n’est valable que si l’angle entre le dièdre et le plan

d’eau initiale est petit et l’avantage est de s’affranchir de la singularité à l’intersection de

la surface libre et du solide. Cette singularité est un point difficile dans la résolution du

problème: les segments du fluide et de la structure liés par cette intersection ont deux nor-

males et deux vitesses différentes tandis que le potentiel
�

est continu à cette intersection.

On observe des instabilités dans le calcul et suivant les auteurs, des précautions sont prises

pour s’affranchir de cette singularité. Ainsi, Dommermuth et Yue [Dommermuth and Yue,

1987] intégrèrent les conditions Eq.(2.53) et Eq.(2.54) avec un schéma de Runge-Kutta du

4ieme ordre. Comme Yim et Taylor [Yim and Taylor, 1985], ils constatèrent cette instabi-

lité qu’ils éliminèrent en remaillant la frontière, près de l’intersection, après chaque pas de

temps. Un remaillage est aussi effectué dans [Wu et al., 2000] et les auteurs imposent une

variation linéaire de
�

et de
���� 	 . Pour stabiliser le calcul, Scorpio [Scorpio, 1997], Beck et

al. [Beck et al., 1994] employèrent une méthode DELTA (Desingularized Euler Lagrange

Time-domain Approach) introduit initialement par Webster [Webster, 1975]. Le but est de

calculer l’intégrale Eq.(2.56) sur des singularités légèrement décalées par rapport aux sur-

faces physiques. Il en résulte un calcul rapide et stable. D’autres auteurs gèrent les fortes

non-linéarités du jet en approximant son écoulement. Greco et al. [Greco and Faltinsen,

2000] prennent un pas de temps plus petit et une discrétisation spatiale élaborée (quadra-

tique au lieu de linéaire comme précisé précédemment). Dans [Donguy, 2002], la singularité

est levée en raccordant la solution éléments finis du problème asymptotique extérieur avec

la solution intérieure du jet.

L’approche proposée par Zhao et Faltinsen fut reprise par Campana et Carcaterra [Campana

et al., 2000]. Dans cette étude, seule la vitesse initiale d’impact est imposée et les forces de

réaction hydrostatiques et hydrodynamiques sont calculées pour déterminer la décélération
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et la vitesse relative à chaque pas de temps. En utilisant cette même méthode, Iafrati et Car-

caterra [Iafrati et al., 2000] comparèrent leurs résultats numériques aux résultats analytiques

issus d’un dièdre, entrant dans l’eau, supporté par un système masse-ressort. Ils en tirèrent

la force maximale du tossage et la force dans le ressort comme une expression dépendant de

l’angle d’incidence, de la vitesse initiale d’impact, de la raideur et de la masse du support et

du dièdre. Une validation expérimentale de ces résultats analytiques fut finalement réalisée

dans [Carcaterra and Ciappi, 2004].

Felippa, Geers, Park et Deruntz couplèrent une formulation FEM et une formulation BEM

développée par Geers (Doubly Asymptotic Approximation) [Geers, 1971], [Geers, 1980],

[Geers and Felippa, 1971], [Geers, 1983] pour traiter, à l’origine, un problème d’interac-

tion entre une onde de choc sous-marine et une structure élastique, [Park et al., 1977]. La

méthode de couplage fut généralisée dans [Felippa and Park, 1980], [Felippa and DeRuntz,

1984]. Dans [Bereznitski, 2003], l’étude du comportement hydroélastique d’une plaque fut

abordée par Bereznitski en couplant une approche BEM pour le fluide et une formulation

MEF pour la structure. Lu, He et Wu [Lucy et al., 2000] couplèrent la méthode des éléments

frontières de Zhao et Faltinsen avec une formulation en éléments finis pour la structure afin

de prédire les contraintes locales subies par une plaque tombant dans l’eau. Le modèle 2D

pour le fluide et la structure fut résolu dans un même pas de temps. Sur des résultats en

pression comparées à ceux données par [Zhao and Faltinsen, 1993], ils montrèrent la dif-

férence entre un couplage fort et un couplage étagé où la vitesse de la structure du pas de

temps précédent est utilisée dans la BEM comme une condition aux limites.

La méthode aux éléments frontières par rapport aux formulations classiques a l’avantage

que seules les frontières sont discrétisées. Cependant, les matrices résultantes sont pleines

contrairement aux matrices rencontrées en éléments finis ou en volumes finis. Des pro-

blèmes tridimensionnelles complexes peuvent être traités mais les calculs deviennent plus

lourds étant donné le grand nombre d’inconnues requis. Dans [Young and Kinnas, 2003],

Young propose un modèle 3D d’une hélice semi-immergée basé sur un code éléments fron-

tières. Néanmoins, des hypothèses sur la cavitation, sur la position des interfaces air/eau et

les conditions cinématiques appliquées sur ces interfaces ont dû être émises pour appliquer

la méthode. Les hypothèses à la base de la formulation en éléments frontières restreignent

son application à une gamme de problèmes industriels. Il est difficile d’étendre cette mé-

thode à un problème où la compressibilité du fluide jouera un rôle important, comme dans le

cas d’un impact sur une surface libre d’une structure à incidence rasante. D’autres solutions
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numériques ont été développées pour traiter l’impact hydrodynamique.

2.2.3 Méthode SPH

En 1977, les travaux de Lucy et Monaghan [Lucy, 1977] donnent lieu à une nouvelle mé-

thode numérique: la méthode SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics). Cette méthode

particulaire s’affranchit d’une connectivité géométrique, contrairement aux formulations

classiques. Les domaines physiques sont discrétisés par des particules qui suivent le mou-

vement du matériau. Pour le tossage, la formation du jet ne pose ainsi plus de problèmes de

modélisation. Cette méthode fut d’abord appliquée en astrophysique, [Lucy, 1977] et [Gin-

gold and Monaghan, 1977], avant d’être utilisée par la suite en Mécanique, [Monaghan and

Gingold, 1983]. Les particules représentent les points d’interpolation où les inconnues mé-

caniques du problèmes sont déterminées. La méthode SPH se caractérise par la masse des

particules et par deux grandeurs de discrétisation, la distance interparticulaire et la longueur

de lissage. Le principe est d’approximer un champ
�� sur un domaine � par un ensemble de

points de discrétisation appelés particules. En chacune de ces particules, on peut écrire une

formulation intégrale du champ
�� :

�� � �� � �  � ���� �� � � � �� � �� � ��� (2.58)

où � est la fonction de Dirac. Elle peut être approchée par une fonction de lissage
�

intro-

duisant la notion de longueur de lissage � qui définit la zone d’influence de chaque particule.
� � �� � �� 
 � � tend vers � � �� � �� � si � tend vers 0. Le champ

�� est alors approximé par:

���� ���� �  � �� � �� � � � � � �� � �� � � 
 � � ��� (2.59)

avec 
�
� � � � �� � �� � � 
 � � ��� ��� (2.60)

Si ��� et � � représentent respectivement la masse volumique et la masse d’une particule � ,

l’intégrale dans Eq.(2.59) peut être approximée par une quadrature de type Monte Carlo:

���� �� � � �	� �
� ���� ���� �� � � � � � � �� � � �� � � � 
 � � (2.61)
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FIG. 2.9 – Schéma du couplage SPH/FEM

Appliquée à la conservation de la masse, on obtient l’approximation suivante:

� � � �� � �
� � �	� �

� ���� � � � �� � � �
� � � �� � 
 � � � �� � � �� � 
 � � (2.62)

Il est clair que la conservation de la masse est vérifiée étant donné que chaque particule a

une masse constante. Les interactions interparticulaires dépendent du choix de la longueur

de lissage � . Les forces d’interactions respectent la loi de l’action et de la réaction donc la

conservation de la quantité de mouvement est aussi vérifiée.

Le couplage SPH/FEM repose sur une méthode de contact par pénalisation similaire à celle

présentée dans le paragraphe 2.2.1. Les particules fluides sont les "nœuds" esclaves. Si

l’une d’elle pénètre un élément structure d’une distance � (voir Fig.2.9), la force appliquée

est proportionnelle à cette distance: � � � ��� dans laquelle k est la raideur par pénalisation.

Ce couplage et la méthode SPH sont détaillées dans [Lacome, 1998].

Dans le cadre de la simulation d’impact hydrodynamique, la méthode SPH a déjà été utilisée

par Rompteaux [Rompteaux and VILA, 1999], Pentecôte [Pentecote et al., 2003], Fontaine

[Fontaine, 2000], Gallet [Gallet, 2001], Lacerda [Lacerda, 2000], Lacôme [Lacome, 1998].

Les résultats obtenus corroborent les résultats de référence. En général, les courbes d’effort

présentent des oscillations (voir Fig.2.11) qui nécessitent un filtre fréquentiel passe-bas.

L’origine de ces oscillations n’est pas évidente. On peut supposer raisonnablement qu’il y a

deux sources à "ce bruit": la méthode par pénalisation (voir la partie concernant le contact)

gérant l’interaction particule/structure ou la compressibilité trop importante liée à la modé-

lisation SPH ou encore une conjugaison de ces deux effets. L’hypothèse d’incompressibilité

peut être imposée suivant différentes méthodes [Monaghan, 1994], [Cummins and Rudman,

1999], [Shao and Lo, 2003]. L’inconvénient de l’approche est le coût CPU. Le nombre de

particules doit être suffisamment grand pour répondre à la précision requise. Pour le mo-

dèle de Fig.2.10, le temps de calcul est d’environ 15 heures sur un pentium III de 1GHz

(avec 512Mo de RAM) pour un plan de 57800 particules. Un modèle 3D d’une carène tom-
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bant dans l’eau demanderait un temps de calcul très important et exigerait des ordinateurs

puissants (nous verrons que dans le cadre de cette thèse, un cluster (grappe d’ordinateurs)

a été créé pour répondre aux exigences des modèles 3D). La méthode VOF peut être une

alternative moins coûteuse.

FIG. 2.10 – Modélisation SPH, [Gallet,2001]

FIG. 2.11 – Evolution de la force verticale globale, [Gallet,2001]

2.2.4 Méthode VOF

Cette méthode a été introduite la première fois par Hirt et Nichols [Nichols and Hirt, 1981]

dans un code appelé SOLA-VOF pour traquer les interfaces matérielles dans une grille Eu-

lérienne. La méthode est liée à la résolution des équations d’Euler ou de Navier-Stokes par
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un schéma de différences finies ou de volumes finis. Le principe du suivi d’interface est

de déterminer la quantité de fluide dans chaque volume de contrôle (cellule) en évaluant

une quantité appelée fraction volumique. Si cette dernière vaut 1 alors la cellule est remplie

de fluide; si elle vaut 0, la cellule est soit vide, soit remplie d’un autre fluide. Les frac-

tions volumiques comprises entre 0 et 1 déterminent la position de l’interface matérielle ou

de la surface libre. En connaissant la distribution de la fraction volumique d’un fluide, il

est possible de déterminer les limites physiques du domaine fluide dans un maillage. Pour

cela, Young [Youngs, 1982] propose une technique pour calculer précisément la position

de l’interface dans une cellule en utilisant les fractions volumiques des cellules voisines.

La méthode VOF a les trois caractéristiques nécessaires à une technique de suivi des inter-

faces matérielles: un schéma localisant l’interface, un algorithme déterminant précisément

la position de l’interface dans le maillage et un algorithme appliquant les conditions aux

limites sur cette frontière. La méthode ne sera pas détaillée dans cette partie puisqu’elle est

employée dans cette thèse. Elle fera l’objet d’un paragraphe dans le second chapitre. Des

prédictions numériques de chargements de tossage sur un dièdre ont été menées en utilisant

des techniques CFD reposant sur des formulations en différences finies ou en volumes finis

pour la discrétisation des équations de l’écoulement et sur des schémas VOF pour capturer

la surface libre. Pour les auteurs qui suivent, aucun algorithme de couplage n’a été employé,

seules des conditions de contact sur une des frontières du domaine fluide représentaient le

solide. Arai et al. [Arai et al., 1994] utilisèrent la méthode des différences finies pour la

discrétisation des équations d’Euler et la méthode VOF afin d’obtenir les pressions de char-

gement sur des sections 2D en supposant une vitesse d’entrée constante. Ils obtinrent des

tendances favorables mais les pressions ne corrélaient pas très bien les résultats des drop

tests. Ces différences sont probablement liées à la variation des vitesses d’impact qui n’est

pas prise en compte dans le modèle numérique. Sames et al. [Schellin et al., 1999] et Muza-

ferija et al. [Muzaferija et al., 1999] employèrent une formulation en volumes finis pour la

dicrétisation des équations de Navier-Stokes et un schéma HRIC (High Resolution Interface

Capturing) pour traquer la surface libre afin de prédire les chargements hydrodynamiques

sur des sections 2D en appliquant des vitesses d’entrée évoluant avec la chute. Sames et

al. conclurent que l’évolution des vitesses imposées affectait la détermination des niveaux

de pressions. Muzaferija et al. obtinrent des pressions de chargement sur des sections diè-

driques en prenant en compte les effets 3D pour corréler raisonnablement les résultats ex-

périmentaux de Zhao et al. [Zhao et al., 1996]. Varyani et Gatiganti, [Varyani et al., 2000]
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et [Gatiganti et al., 1999] développèrent une méthode semblable aux auteurs précédents.

Reddy et al. [Reddy et al., 2002] présentèrent une étude numérique des techniques CFD

et de la méthode VOF pour des sections en forme de V entrant dans l’eau. Ils mirent en

évidence plusieurs facteurs affectant les évolutions de chargement recherchées: la taille du

domaine fluide, la variation de la vitesse d’entrée, les effets 3D. Les résultats numériques

en tenant compte de cette étude corrélaient correctement les résultats expérimentaux.

Comme pour les méthodes précédentes modélisant l’écoulement du fluide, dans certains ar-

ticles, la méthode VOF a été couplée avec une formulation éléments finis pour la structure

pour traiter des problèmes d’interactions fluide-structure. Dans les années 90, la modéli-

sation par éléments finis connut une avancée intéressante: le fluide et la structure étaient

couplés dans un même modèle volumes finis / éléments finis, on parle aussi de couplage

Euler/Lagrange. Cette innovation permettait de résoudre des problèmes 3D complexes im-

pliquant la déformation de la structure, une évolution fortement non linéaire du fluide, la

compressibilité de ce dernier, l’effet "coussin d’air",... Des problèmes industriels complexes

pouvaient être ainsi traités dans leur totalité ce qui n’aurait pas pu être le cas en utilisant

les méthodes précédentes. Anghillerri et Spizzica [Anghileri and Spizzica, 1995] modéli-

sèrent l’impact sur l’eau d’une sphère déformable par le code MSC-Dytran dans lequel est

implémenté le couplage Euler/Lagrange et ils validèrent le modèle en comparant l’accélé-

ration de cette sphère avec les résultats expérimentaux. Ils mirent en évidence l’efficacité

de l’approche en modélisant une large gamme d’impacts pour lesquels les géométries, les

vitesses et les angles d’impact différaient. Candy, Kirk et Murrel [Candy et al., 2000] analy-

sèrent le crash en mer d’un hélicoptère en utilisant le code LS-DYNA3D [Hallquist, 1998],

un code d’éléments finis explicite incluant aussi le module de couplage Euler/Lagrange. La

validation du modèle fut difficile puisque aucune donnée expérimentale n’existait. Néan-

moins, les premiers résultats montraient le potentiel de la méthode. Dans le cadre du projet

SEAWORTH, Dambra et al. [Dambra et al., 2000] appliquèrent le code MSC-Dytran à un

problème d’impact sur un plan d’eau d’une plaque déformable à faible incidence en pre-

nant en compte l’effet de l’air emprisonné. En comparant avec les résultats de drop test, il

obtinrent de bonnes corrélations pour des angles d’incidence inférieurs à � � . Souli et Olovs-

son [Souli and Olovsson, 2003] présentèrent quelques applications industrielles illustrant

les possibilités du couplage Euler/Lagrange: l’impact d’oiseaux sur un fuselage d’un Jet, le

gonflement d’un airbag,... Actuellement, l’engouement pour cette approche est tel que des

projets ambitieux sont montés comme le développement au Canada d’un laboratoire virtuel
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de dynamique maritime basé sur plusieurs codes ANSYS, LS-DYNA, ICE-FOR, GEDAP,

[Derradji-Aouat, 2002]. Le concept est de modéliser complètement les manœuvres d’un na-

vire et tous les scénarios possibles.

Cependant, des validations doivent encore être menées pour atteindre de tels objectifs car

tous les cas d’impacts ne donnent pas des résultats indiscutables. Ainsi, dans [Clarke and

Shen, ], la modélisation de la chute d’un dièdre dans l’eau avec le module de couplage de

MSC-Dytran montre que les pressions exercées sur ce dièdre à � � � sont perturbées par des

pics. De la même manière, dans le rapport [Couty, 2002], de fortes oscillations perturbent

aussi la force exercée sur un dièdre à � � � chutant dans l’eau.

Ces perturbations sont liées au couplage Euler/Lagrange. Cet algorithme sera présenté dans

le prochain chapitre. Le principe de l’algorithme est identique à la méthode par pénalisation

décrit dans le paragraphe 2.2.1 pour le contact en éléments finis. On verra, dans les chapitres

suivants, comment améliorer l’algorithme de couplage pour éviter que les courbes d’effort

d’interaction entre le dièdre et le fluide ne soient "bruitées".

2.3 Conclusions et contributions de la thèse

Ce chapitre a été consacré à une revue (non exhaustive) des théories et des méthodes nu-

mériques permettant de résoudre le problème d’impact d’un dièdre rigide sur un plan d’eau

en se limitant aux hypothèses posées dans l’introduction. Nous avons vu que certaines ap-

proches pouvaient dépasser ces hypothèses pour modéliser des cas plus complexes. Dans les

méthodes théoriques, deux écoles sont mises en évidence: la méthode des développements

asymptotiques raccordés et la méthode des similitudes. Alors que l’approche asymptotique

offre des ouvertures pour des développements plus élaborées, notamment en éléments finis

dans [Donguy, 2002], la théorie des similitudes repose sur des hypothèses restrictives qui

laissent peu de place à des extensions de l’approche à des cas plus complexes. Les limites

théoriques des deux méthodes nous ont poussé à nous intéresser aux approches numériques.

Les algorithmes de contact en éléments finis permettent de traiter des impacts hydrodyna-

miques de dièdres pour des déformations modérées c’est à dire dans les premiers instants

du calcul. Au-delà, un jet se forme et comme les mailles suivent les déformations du fluide,

les distorsions qui s’en suivent limitent la validité et la durée du calcul. D’autres solutions

pour traiter l’écoulement du fluide voient le jour et elles sont couplées à une formulation en
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éléments finis pour la structure. La méthode des éléments frontières testée et validée pour

de nombreuses applications impliquant la génération de houle a un avantage certain sur

les formulations classiques: seules les frontières du domaine fluide sont maillées. Cepen-

dant, le fluide doit satisfaire l’équation de Laplace à savoir l’hypothèse d’incompressibilité.

Pour de faibles angles d’incidence, la compressibilité du fluide dans les premiers instants

de l’impact doit avoir un effet sur la force d’interaction entre le dièdre et l’eau qui n’est

pas pris en compte par cette méthode. La méthode particulaire de type SPH apporte une

solution pratique dans le suivi de la surface libre et elle peut aisément traiter des cas com-

plexes. Néanmoins, le coût CPU d’un modèle SPH est important surtout si on s’intéresse

à des cas 3D. La méthode VOF associée à une formulation en volumes finis ou en diffé-

rences finies est une alternative moins coûteuse puisque, par contrôle de volume, seule la

fraction volumique est mise en mémoire. Elle permet de traiter des problèmes multipha-

siques 3D complexes. Le couplage d’une formulation éléments finis pour la structure et

d’une méthode volumes finis + VOF pour le fluide permet de modéliser complètement des

problèmes industriels complexes jusqu’alors inaccessibles. Néanmoins, les codes explicites

proposant cet avantage exigent encore des efforts de développements et de validations pour

qu’ils soient optimaux.

La méthode de couplage Euler / Lagrange reposant sur la méthode par pénalisation est su-

jet à cet effort car les forces d’interaction évaluées par cette méthode pour un impact entre

une structure quelconque et l’eau ne sont pas encore satisfaisantes. Le but de cette thèse est

donc d’apporter des développements au module de couplage afin d’améliorer l’évolution

des efforts d’interaction.

Les contributions de cette thèse sont les suivantes:

- Introduction d’un effet dissipatif dans la méthode de couplage.

La méthode de couplage repose sur une méthode par pénalisation. L’algorithme par pénali-

sation est amorcé dès qu’une masse fluide pénètre la structure. Une force de rappel est alors

appliquée sur la masse fluide et sur la masse structure. L’effet de l’algorithme peut être re-

présenté par un ressort liant la masse fluide et la masse structure. L’idée est de compléter ce

schéma par un amortissement pour limiter les oscillations de ce ressort.

- Etude systématique des raideurs par pénalisation pour différents cas d’impacts hydrody-

namiques de dièdres.

Précédemment, nous avons évoqué le fait que l’algorithme de couplage pouvait être repré-

senté par un ressort. La raideur de ce ressort n’est pas un problème évident et cette raideur
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change suivant le problème traité puisqu’elle dépend des efforts d’interaction recherchés (le

problème du "serpent qui se mord la queue"). Néanmoins, on donnera une méthode permet-

tant de déterminer la valeur d’un ressort pour un angle de dièdre donné. L’extension de cette

approche à des corps quelconques reste encore un problème ouvert.

- Algorithme d’initialisation des fractions volumiques.

On a vu que la méthode VOF reposait sur l’évaluation des fractions volumiques. Cependant,

il faut pouvoir déterminer la répartition initiale des fractions volumiques autour de structures

quelconques. Nous verrons qu’un algorithme a été développé permettant de construire un

maillage pour plusieurs fluides en contact avec des structures complexes.

- Développement d’un cluster de processeurs.

Les calculs 3D exigent des temps de calcul très long. En regroupant des processeurs, un

cluster a été créé permettant les calculs parallèles en MPI (Messag Passing Interface). Les

temps de calcul se trouvent alors réduits en fonction du nombre de processeurs utilisés.
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Chapitre 3

Formulation Euler-Lagrange d’un

problème d’interaction

fluide-structure

Dans le premier volet de ce chapitre, une formulation Lagrangienne est développée pour

calculer les champs de la structure. Elle est basée sur une approche variationnelle en élé-

ments finis des équations du mouvement. La conservation de la masse est automatique-

ment satisfaite (elle se résume à une équation algébrique) car l’une des caractéristiques des

contrôles de volume Lagrangiens est de se déformer avec le matériau modélisé de manière

à ce que chaque particule matérielle initialement présente dans la maille reste dans cette

maille au cours du temps. Si cette formulation était employée pour modéliser l’écoulement

d’un fluide, les mailles Lagrangiennes se distordraient dans les zones à fort gradient de vi-

tesses. La méthode d’intégration en temps étant explicite, le pas de temps chuterait puisqu’il

est lié à la taille des mailles par la condition CFL (Courant Friedrich Levy). Un remaillage

couteux devrait être alors employé pour préserver le pas du calcul. Pour éviter cette diffi-

culté, une formulation Eulérienne est employée pour modéliser le fluide. Elle est basée sur

une méthode "split" chargée de décomposer le pas de calcul en deux cycles:

- Dans le premier cycle du calcul (cycle Lagrangien), une méthode en éléments finis déter-

mine les champs inconnus du problème. Ce cycle s’apparente à un calcul Lagrangien et le

maillage se déforme avec le fluide.

- Dans le deuxième cycle (cycle d’advection), le maillage est remis à sa position initiale et

une méthode en volumes finis projette les champs physiques sur la position initiale.
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L’approche est, en fait, un cas particulier de la formulation ALE pour laquelle le maillage,

au cours du second cycle, peut être placé à une position arbitraire. Dans le cadre de cette

thèse, la formulation Eulérienne ou ALE a la particularité de pouvoir modéliser l’écoule-

ment d’une surface libre. Ces formulations multi-matériaux peuvent ainsi simuler l’écoule-

ment de plusieurs fluides et elles seront l’objet d’un second paragraphe. Finalement, l’im-

pact hydrodynamique implique une interaction entre le fluide et la structure, donc un cou-

plage entre la formulation Eulérienne ou ALE et la formulation Lagrangienne. Dans un

dernier paragraphe, l’algorithme de couplage sera décrit en précisant deux approches: une

méthode par pénalisation et une autre basée sur les multiplicateurs de Lagrange.

3.1 Formulation Lagrangienne pour la structure

Les formulations Lagrangiennes sont souvent utilisées en mécanique des structures. En ef-

fet, les nœuds et les éléments d’un maillage Lagrangien suivent les mouvements du matériau

modélisé de manière à ce que les frontières matérielles restent coïncidentes avec les fron-

tières des éléments. Ainsi, si le matériau se déforme fortement, les mailles sont soumises

à des distorsions. Les déformations d’une structure sont, en général, suffisamment raison-

nables pour que le maillage Lagrangien reste régulier. De plus, comme les points de quadra-

ture se déplacent aussi avec le domaine physique, les équations constitutives sont toujours

aisément évaluées aux mêmes points matériels. Les conditions aux limites sont aussi facile-

ment imposées puisque les frontières du maillage traquent les limites du domaine physique

(ici la structure) pendant le calcul. Pour ces raisons, les formulations Lagrangiennes sont

très appréciées en calcul des structures. Ces formulations sont classées en deux familles :

celles qui sont mises à jour et les formulations totales. Les premières résolvent le problème

de la structure dans la configuration courante : on calcule les inconnues à l’instant � � ���

(les champs de déplacements, de vitesses,...) à partir de leur valeur à l’instant � . Dans la

deuxième formulation, la résolution du problème se fait dans la configuration courante : à

chaque instant du calcul, les inconnues sont déterminées à partir de leur valeur initiale (à

� � � ). On s’intéressera à la formulation Lagrangienne mise à jour et dans la suite, pour

y faire référence, on parlera simplement de "formulation Lagrangienne". Les inconnues

dépendent du temps et des coordonnées matérielles ou Lagrangiennes qui définissent, en

fait, les coordonnées de la configuration initiale. Les dérivées sont, par contre, fonctions du
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FIG. 3.1 – Structure dans la configuration initiale et courante

temps et des coordonnées spatiales ou Eulériennes qui sont les coordonnées de la configura-

tion déformée ou courante. La mesure des déformations est le tenseur taux de déformations

et les contraintes sont évaluées par le tenseur de Cauchy. Une forme forte des équations

gouvernant le mouvement de la structure sera d’abord établie. Ensuite, le principe des puis-

sances virtuelles permettra d’écrire une forme faible sur la configuration déformée. Cette

intégrale sera discrétisée par des éléments quadrangles de type Belytschko-Tsay.

3.1.1 Forme forte

A l’instant � ��� , la structure occupe un domaine � � � de frontière
�
� � � . Le mouvement de

la structure
�

transforme, à l’instant � , ce domaine dans la configuration � � avec une fron-

tière
�
� � (voir Fig.3.1). Les transferts d’énergie ne sont pas pris en compte. Les équations

gouvernant le comportement de la structure sont données sous la forme suivante.

- Conservation de la masse :

� � �� 
 � ����� �� 
 � � � �
� �

�� ��� � �
�� � � �

� �
�� � (3.1)

où � est la masse volumique, � le jacobien de la transformation
�

.
��

est la coordonnée de

la configuration initiale (on parle aussi de coordonnées Lagrangiennes ou matérielles). Les

indices "o" du second membre indiquent que les quantités précédentes sont prises à � � � .

Puisque le maillage Lagrangien se déforme avec le matériau de manière à ce qu’il n’y ait
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aucun flux entre les éléments, la conservation de la masse est automatiquement vérifiée par

à une équation algébrique qui est aisément résolue.

- Conservation de la quantité de mouvement :

� � � �� � �
��� � �� � � � � $ � ��� � � � (3.2)

où 	 
 � � � 
 � 
 � ,
� � � � représente la dérivée matérielle, � � , les composantes de la vitesse

et � � celles de la coordonnée de la configuration courante (on parle aussi de coordonnées

Eulériennes ou spatiales).
�

est le tenseur de contrainte de Cauchy. $ � représente les com-

posantes de la force de volume (gravité).

- Equation constitutive : Loi hypoélastique

���� � �
� � � � � ��� � �� � � (3.3)

où 	 
 � 
 � 
 & ��� 
 � 
 � ,
�� et

��
représentent, respectivement, les tenseurs de contrainte de Cauchy

et taux de déformations exprimés dans le repère local de l’élément aux points de quadrature

(On parle aussi de repère corotationnel). � � ��� � est le tenseur du 4ieme ordre des modules

élastiques. Les composantes d’un vecteur
�
� � � dans le système corotationnel sont liées aux

composantes globales par la relation suivante :

�
� � � �
	

��
� � � (3.4)

où 	 est la matrice de transformation orthogonale passant du repère corotationnel au re-

père global. D’une manière générale, les indices "chapeau" indiqueront les composantes

exprimées dans le repère local de l’élément. Pour la contrainte de Cauchy, on a la relation

suivante:

� �
	 �� 	
�

(3.5)

On peut remarquer que la contrainte corotationnelle est objective: elle ne dépend pas du

repère considéré.

- Taux de déformation:

� � � � �
�
�
� � �� � � �

� � �� � � � 
 � � � 	 
 � ��� 
 � 
 � (3.6)
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On peut s’assurer que le taux de déformation est bien nul pour une rotation rigide afin

d’éviter une modification anormale de la contrainte due à une transformation rigide. Il suffit

de remplacer dans Eq.(3.6) la vitesse par la relation suivante:

� � � � � � � � 
 � � � 	 
 � ��� 
 � 
 � (3.7)

où
� � � est une matrice anti-symétrique.

- Conditions aux limites:

� � � � � ��� � ��� � �
� � � (3.8)

et

� � � � �� ��� � �
� ��� (3.9)

où 	 
 � � � 
 � 
 � ,
�
� est la traction imposée sur la frontière

�
� � � et

�
� � , la vitesse imposée sur

la frontière
�
� � � . Les deux frontières précédentes sont complémentaires comme le précise

Fig.3.1. Les efforts de couplage sont appliqués sur la frontière
�
� � � .

- Conditions initiales: �
� � �� 
	�� � �

�

�
� �� � (3.10)

et
� � � � �� 
	�� � � � �

�
� �� � 
 ��� � 	 
 ����� 
 � 
 � (3.11)

3.1.2 Forme faible

Le principe des puissances virtuelles est appliqué pour développer une forme faible de

Eq.(3.2) et Eq.(3.8). Pour cela, nous définissons l’espace des fonctions tests (ou l’espace

des vitesses cinématiquement admissibles à 0) � � et celui des vitesses cinématiquement

admissibles � :

� � � � �� � � � � 
 � � �
� � � � � � � � ��� � 
 � � � ��� ��� � �

� ����� (3.12)

et

� � � �� 
 � � � � 
 � �
� � � � � � �	� � 
 � � � � �� ��� � �

� � � � (3.13)
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� � désigne l’espace de Sobolev de degré 1. On peut remarquer que les espaces � � et � sont

identiques à cela près que les vitesses tests s’annulent là où les vitesses de � sont imposées.

La forme faible est obtenue en multipliant Eq.(3.2) par une fonction test � � � et d’intégrer ce

produit sur la configuration courante:

 ��� � � � ( ��� � �� � � � � $ � � ���� � * � � ��� (3.14)

Cette intégrale est exprimée en fonction des coordonnées � � . Néanmoins, pour l’implémen-

tation, l’intégrant n’a pas à être formulé en fonction de � � . La technique standard en élé-

ments finis consiste à exprimer les variables en fonction des coordonnées de l’élément, qui

sont parfois appelées "coordonnées parentes" ou "coordonnées naturelles" (voir Fig.3.2).

En utilisant ces coordonnées, nous pouvons toujours exprimer une variable en fonction des

coordonnées courantes ou des coordonnées initiales. Le premier terme dans Eq.(3.14) peut

être développé sous la forme suivante:

 � � � � ��� � �� � � � � �
 � � � � � � � � � � �� � � �

� � � �� � � � � ��� � � (3.15)

Le théorème de Gauss implique que le premier terme du second membre de Eq.(3.15) se

réduise à une intégrale sur
�
� � � car les fonctions tests sont nulles sur le complémentaire de

cette frontière:
�
� � � . On a l’égalité suivante:

 � � � � � � � � � �� � � � � �
 � ��� � � � � � � � � � (3.16)

En substituant Eq.(3.15) et Eq.(3.16) dans Eq.(3.14), on obtient la forme faible suivante:

 � � � � � �� � � � � � � � �  � � � � � � $ � � � �  � � � � � � � � � � � � �
 � � � � � ���� � � � ��� (3.17)

Pour discrétiser Eq.(3.17), des éléments quadrilatéraux à un point d’intégration sont utilisés

pour leur efficacité et pour éliminer le locking. Les modes à énergie nulle sont contrôlés

avec une viscosité de hourglass. Le pas de temps de calcul est résumé ci-dessous:

1) Connaissant les forces de hourglass et le champ de contraintes à l’instant �
	

dans chaque

élément, les forces nodales sont calculées. Les accélérations des nœuds sont déterminées en

divisant les forces nodales par les masses nodales.

2) Les accélérations nodales sont intégrées pour fournir le champ de vitesses à l’instant

�
		� ��� �
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3) Les nouvelles positions des nœuds à l’instant �
	 � � sont déterminées par l’intégration des

vitesses.

4) Les contraintes sont calculées à partir des vitesses précédentes et l’équation constitutive

est intégrée de �
	

à �
	 � � pour donner les forces internes.

5) Les forces de houglass ajoutées aux forces internes sont calculées à partir du champ de

vitesses à �
	 � ��� �

6) Le pas de temps est déterminé en se basant sur la vitesse du son et de la géométrie de

l’élément quadrangle.

7) Retour à 1) pour avancer le calcul d’un pas de temps

Les étapes 1) à 3) avec 6) sont détaillées dans le paragraphe consacré à la discrétisation de la

forme faible Eq.(3.17). Les étapes 4) et 5) dépendent de l’élément quadrangle pris pour in-

tégrer les contraintes et déterminer les forces nodales internes. Ces étapes sont décrites dans

un paragraphe suivant dans lequel les éléments de Belytschko-Lin-Tsay seront considérés.

3.1.3 Discrétisation en éléments quadrangles: Calcul des grandeurs cinéma-

tiques

Le domaine � � est décomposé en éléments de coque quadrangles � � � (éléments à 4 nœuds

comme le montre Fig.3.2). Les coordonnées nodales dans la configuration courante sont

notées � ��� 
 � � � 
 � � 
 � . L’indice "i" indique la composante tandis que l’indice "I" donne le

numéro du nœud.

Les fonctions de forme bilinéaire sont données par:

� � � ��
 	 ��� �
� � � � �� � � � 	 � (3.18)

� � � ��
 	 ��� �
�
� ��� �� � � � 	 � (3.19)

��� � ��
 	 ��� �
� � ��� �� � ����	 � (3.20)

��� � ��
 	 ��� �
� � � � �� � ����	 � (3.21)

La fonction test est approximée par:

� � � � �� ��� � � ��� � � � �� � (3.22)
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FIG. 3.2 – Eléments quadrangles dans la configuration initiale et courante et l’élément
parent associé

En substituant cette dernière équation dans Eq.(3.17), on obtient la discrétisation suivante:

�
�

� � � ���  ���� � � �� � � � � � � � � � � ���  ���� � � � $ � � � � � � � �  � ���� � � � � � � � � ��� � ���  ���� � � ���� � � � � ���

(3.23)

En utilisant le fait que la vitesse test est arbitraire dans � � � sauf sur
�
� � � � , la forme faible

devient:

� ��	 
 � � �� �
� � � � 
  � �� � � �� � � � � � � � �  � �� � � � $ � � � �  � � �� � � � � � � � � �

 � �� � � ���� � � � ���

(3.24)

Le premier terme de Eq.(3.24) est l’expression standard des forces nodales internes (et

moments nodaux):

� � 	 �� � �
 ���� � � �� � � � � 	 � � (3.25)

L’évaluation de ces forces dans le repère corotationnel impose que:

� � �� � � �
� � �� �� �

� �� �� � � �
� � �� �� � � � � (3.26)

ce qui s’écrit encore:
� ���	�� �
	 �

�
��� �� �
	
� � (3.27)
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où R est la matrice orthogonale de Eq.(3.4). En utilisant Eq.(3.5) et Eq.(3.27) dans le trans-

posé de Eq.(3.25), on obtient l’expression suivante:

�
� �
	 �� �

�
 ���� � �

�
	
�
	 �� 	

� � � (3.28)

Comme 	 est orthogonale:

�
� �
	 �� �

�
 ���� � �

� �� 	
� � � (3.29)

En posant
� �
� � comme étant les forces nodales internes dans le repère local, Eq.(3.29) devient:

�
� �
	 �� � � ��

� �
	 � � (3.30)

avec �
� �
	 �� �

�
 ���� � �

� �� � � (3.31)

Les forces nodales de Eq.(3.31) sont intégrées sur le domaine parent et sur l’épaisseur de

l’élément suivant
�� : �

� �
	 �� �
�
 ���� � �

� �� � �� � � ��	 � �� (3.32)

avec

� �� � �	 � �� � � �� � � � �� � � �� � � � � �� � � �� � � � �� � � �� � � ��� � � �� � � �� � � � �� � � �� � � ��	 � (3.33)

où � � � � � � � � � et � � � � � � ��� � . En � � � et 	 � � de l’élément parent (voir Fig.3.2), le

jacobien donne:

� �� � �
� (3.34)

où � est l’aire de l’élément quadrangle. Les forces externes constituées des 2ieme et 3ieme

termes de Eq.(3.24) sont intégrées sur l’élément parent de la même manière. En sachant

que �� � � ��� �� � � , les forces d’inertie (4ieme terme de Eq.(3.24)) donne la matrice masse

suivante:
� � � � � � � � �  ���� � � � ��� � � � � � ���� � � (3.35)

L’équation Eq.(3.24) prend la forme condensée suivante:

� � � �� � � �� � � � � �
	 ���� � � � � ���� (3.36)
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On peut remarquer que la matrice masse ne dépend pas du temps dans une formulation

Lagrangienne. En effet, d’après Eq.(3.1), on a la propriété suivante:

�� � � �
 ���� � � � � � � � �

 ���� � � � � � � � � � �
 ���� � � � � � � � � � (3.37)

Il est nécessaire d’évaluer la matrice masse qu’une seule fois au début du calcul. Dans un

calcul explicite, il est intéressant et avantageux de diagonaliser la matrice masse pour limiter

les coûts CPU dans la détermination des accélérations. La technique "row-sum" somme les

termes d’une ligne de la matrice pour estimer le terme sur la diagonale correspondante:

�� � � �

�

���� �
 ������ � � � � ��� � � � �

 ������ � � � �
�

���� � ��� � � � �
 ������ � � � � � � � (3.38)

Les intégrales des forces nodales et des autres matrices élémentaires telles que la matrice

masse sont déterminées pour un point de quadrature de Gauss centré en � ��� et 	�� � . La

masse nodale est alors simplement donnée par:

�� � � � �
�
�
� � � � � 
 	 � � (3.39)

où � � et � � 
 	 � � sont l’aire initiale et l’épaisseur initiale de l’élément. Les accélérations d’un

nœud
�

à l’instant �
	

sont alors aisément obtenues de Eq.(3.36):

�� 	��� � � � � � ���� � 	 � � � �
	 ���� � 	
�� � � (3.40)

De là, un schéma d’intégration sur le pas de temps ��� , en différences finies centrées permet

de déduire la vitesse nodale à l’instant �
	 � ��� � et la nouvelle position du nœud

�
à l’instant

�
		� � :

� ��� 	 � ��� � � � ��� 	  ��� � � �� 	��� ��� (3.41)

� ��� 		� � � � � � 	  � � � ��� 		� ��� � ��� (3.42)

Pour les éléments coques, le pas de temps ��� est donné par le minimum des pas de temps

��� � calculé pour chaque élément par:

��� � �
�

�
(3.43)
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où
�

est une dimension caractéristique donnée par:

� � �
� 
 ��� � 	 
 � � 
�� 	 
 � � � (3.44)

avec � 	 
 � � , les diagonales de l’élément et � , la vitesse du son définie par:

�
� �

�

� � � ��� � � (3.45)

L’intégration en un point de quadrature est largement répandue dans les éléments coques à

4 nœuds. Par contre sur l’épaisseur, le nombre de points de quadrature dépend de la com-

plexité de la réponse du matériau en flexion. Plus cette dernière sera fortement non-linéaire,

plus il faudra de points de quadrature (Lobatto ou Gauss). La première coque à un point

quadrature utilisée dans les calculs explicites est l’élément de Belytschko-Lin-Tsay [Belyt-

schko and Tsay, 1981]. Nous allons l’utiliser dans cette thèse pour modéliser la structure.

3.1.4 Les coques Belytschko-Lin-Tsay: Calcul des forces internes

Ces éléments coques à 4 nœuds sont dus aux travaux de Belytschko, Lin et Tsay [Belyt-

schko and Tsay, 1981]. Cette formulation a été implémentée, par défaut, dans le code expli-

cite d’éléments finis, LS-DYNA3D. Ces éléments sont basés sur une combinaison entre un

système local de coordonnées dites corotationnelles et une formulation en taux de déforma-

tion.

Coordonnées corotationnelles

Le système de coordonnées corotationnelles est local à l’élément coque et suit la défor-

mation de la coque puisque les quatre nœuds sont utilisés dans la définition de ce repère

local. Le premier vecteur unitaire du repère local est calculé à partir du produit vectoriel

des vecteurs formant les 2 diagonales du quadrilatère (voir Fig.3.3). La relation Eq.(3.46)

définissant ce vecteur unitaire est donnée ci-dessous :

�� �� � � �� � �� �� � � � (3.46)
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� �� � � � � �
� � � � � � � �� � � � �� (3.47)

�� � � � � �� � ��� � �� � � (3.48)

FIG. 3.3 – Schéma du système de coordonnées locales corotationnelles,(Hallquist,1998)

Si on regarde le schéma de Fig.3.3, on remarque que le second vecteur unitaire
�� �� � est

presque parallèle à � �� � � car il est défini par les relations Eq.(3.49) et Eq.(3.50) ci-dessous:

�� �� � � �� � �� �� � � � (3.49)

�� ��� � � �� � � � � � �� � � � �� �� � � �� �� � (3.50)

Le dernier vecteur est construit à partir du produit vectoriel des deux précédents:

�� �� � � �� �� � � �� �� � (3.51)

Comme l’élément se déforme, la fibre peut prendre une direction
�� � , différente de la direc-

tion du vecteur
�� �� � . Si la condition Eq.(3.52) est réalisée pour des valeurs de � petites, de

l’ordre de � �  � ce qui correspond à une grande partie des applications, on peut alors consi-

dérer que la différence entre la rotation du matériau et la rotation du système de coordon-

nées corotationnelles est petite. Par cette condition, les déformations hors du plan médian

de l’élément sont petites: on autorise seulement un faible gauchissement de l’élément.

� �� � � �� �� � � � � � � (3.52)
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Dans la suite, les indices i=1,2,3 de
�� � , par exemple, et les indices x,y,z représenteront la

même direction. De la même manière, on aura naturellement:
�� � � �� ,

�� � � �� et
�� � � �� .

Relations entre les déplacements et les taux de déformations

De part la restriction Eq.(3.52), les relations entre les déplacements et les taux de déforma-

tions sont traitées dans le cadre des petites déformations. Le déplacement de n’importe quel

point de l’élément coque est décomposé en un déplacement sur le plan médian de l’élément

et une rotation rigide des fibres de l’élément. La théorie de Reissner-Mindlin sur les plaques

et les coques donne la vitesse d’un point de l’élément par la relation Eq.(3.53).

�
� �

�
�
� � �� ��� � � �

�
(3.53)

Les taux de déformations dans le repère corotationnel sont donnés par Eq.(3.54).

�� � � � �
�
�
� �� �� �� � �

� �� �� �� � � (3.54)

En remplaçant Eq.(3.53) dans cette dernière, on obtient les relations suivantes:

�� � �
� �� ��� �� � �� � ��

�� �� (3.55)

�� � �
� �� ��� �� � �� � �� �� �� (3.56)

�
�� � � �

� �� ��� �� �
� �� ��� �� � �� � � �� �� �� �

� �� �� �� � (3.57)

�
�� � � � � �� ��� �� � �� � (3.58)

�
�� � � � � �� ��� �� � ��

� (3.59)

On approxime les relations ci-dessus aux points de quadrature de la surface médiane de

l’élément. Pour cela, une interpolation bilinéaire de la vitesse, de la vitesse angulaire et

des coordonnées est donnée par les relations suivantes en utilisant les relations Eq.(3.18) à

Eq.(3.21):

�
�
� � � � ��
 	 � � � (3.60)
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�
�
� � � � ��
 	 � � � (3.61)

� � � � � � ��
 	 � � � (3.62)

dans lesquelles l’indice I représente un nœud de l’élément (
� � � 
 � � 
 
 � ); les vitesses nodales

sont obtenues en dérivant par rapport au temps les coordonnées � � .
Un élément à un point de quadrature est pris, donc � � � et 	 ��� . Les taux de déformation

de l’élément sont obtenus au centre de l’élément, pour � � � et 	 � � , en substituant

Eq.(3.60) et Eq.(3.61) dans les relations Eq.(3.54) à Eq.(3.59):

�� � ��� � � �� � � � ���� � � �� � � (3.63)

�� � ��� � � �� � � � ���� � � �� � � (3.64)

�
�� � � ��� � � �� � � ��� � � �� � � � �� ��� � � �� � � ��� � � �� � � � (3.65)

�
�� � � ��� � � �� � � � � �

��
� � (3.66)

�
�� � � ��� � � �� � � � � � �� � � (3.67)

avec

� � � � � � �� �� (3.68)

� � � �
� � �� �� (3.69)

Ces fonctions de forme sont aussi évaluées au centre de l’élément pour � ��� et 	 ��� .

Contraintes résultantes et forces nodales

Les contraintes résultantes sont intégrées sur l’épaisseur de l’élément pour obtenir les forces

et les moments résultants locaux:

�
���
	�� �

 �� 	�� � �� (3.70)

�� � 	�� � �  �� �� 	�� � �� (3.71)
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Les forces et les moments aux nœuds sont liés à la force et au moment au centre de l’élément

par les relations Eq.(3.72) à Eq.(3.77) en utilisant un point de quadrature.

�� � � � � ����� � �� �� � � � � � �� �� � � (3.72)

�� � � � � ��� � � �� �� � ��� � � �� �� � � (3.73)

�� � � � � � ��� � � �� �� � � � � � �
� � � � � (3.74)

�� � � � � ��� � � �� � � � � � � � �� �� � � �

�

�
� � � � � (3.75)

�� � � � � � ��� � � �� �� � � � � � �� �� � � �

�
�� �� � � (3.76)

�� � � ��� (3.77)

dans lesquelles A est l’aire de l’élément et � est le facteur de cisaillement de la théorie de

Mindlin. Dans la formulation de Belytschko-Lin-Tsay, � est un paramètre de pénalisation

permettant d’assurer la condition de normalité de Kirchhoff dés que la coque devient fine.

Pour supprimer les modes de hourglass accompagnant les intégrations à 1 point de qua-

drature dans le plan de l’élément, un contrôle a été développé dans [Belytschko and Tsay,

1981]. Le principe est de généraliser la définition du mode de hourglass suivante:

� � � � � � � � (3.78)

On peut montrer que � ��� est le covecteur de � ��� . En effet, on a la propriété suivante:

�

�
� � � � � � � � � � � � � (3.79)

En posant � � � � pour
� � � 
 � � � 
 � , l’opérateur de stabilisation du hourglass ou le vecteur

forme du hourglass généralisant la définition Eq.(3.78) est définie dans la base � � � 
 � � � 
 � � � 
 � � � :
� � � � � � � ��� � � � � ��� � � � � � � � � � (3.80)

où � � sont des constantes. Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt impose au

vecteur forme du hourglass d’être orthogonal à un polynôme linéaire arbitraire en � � � .
� �

52



prend la forme suivante:

� � � �
� � � �

�

�� � � � ��� � �� � � � � � � � ��� � �� � � � � � � � (3.81)

On définit les taux de déformations de hourglass généralisés en fonction de
� � suivant:

�� �	 � � � �� 	 � (3.82)

�� � �� � � � � �� �� � � (3.83)

�� �	 � � � �� 	 � (3.84)

où les superscripts $ et � désignent les taux de déformations de flexion et membranaires.

Les taux de contraintes de hourglass correspondant sont données par:

�� �	 � ��� � � � 
 	 � � �
��� � � � � � � � �� �	 (3.85)

�� � �� � � ��� ��� � � 
 	 � � �
� � � � � � � � �� � �� � (3.86)

�� � 	 �
� � � � � 
 	 � �	 � � � � � � �� �	 (3.87)

où � � 
 	 � est l’épaisseur de la coque,
�

le module d’Young, � le module de cisaillement.

��� , � � et �
�

sont des paramètres généralement fixés entre 0.01 et 0.05. La contrainte de

hourglass est mise à jour par l’intégration sur le pas de temps de Eq.(3.85), Eq.(3.86)

et Eq.(3.87). Les forces nodales Eq.(3.72) à Eq.(3.76) sont aussi mises par jour par les

contraintes de hourglass ainsi obtenues:

�� � � ��� ��� � � �� �� � � � � � �� �� � � � � � � �� (3.88)

�� � � � � ��� � � �� �� � � � � � �� �� � � � � � � �� (3.89)

�� � � � � � ��� � � �� �� � � � � � �
� � � � � � � � � �� (3.90)

�� � � � � ��� � � �� � � � � � � � �� �� � � �

�

�
� � � � ��� � � � �� (3.91)

�� � � ��� � ��� � � �� �� � � � � � �� �� � � �

�
�� �� � � � � � � �� (3.92)

pour
� ��� 
 � � � 
 � .

53



Les forces nodales locales et les moments nodaux locaux sont alors transformés dans le

repère globale par la matrice de passage de Eq.(3.93) tirée de l’analyse du système de coor-

données corotationnelles.

�����
�
� �� �

� �
������
� �

�����
�

� � � � ��� � � �� � � � � � � � �
� � � � � � � � �

������
�

�����
�
�� �
�� �

�� �
������
� (3.93)

3.1.5 Conclusion

La formulation Lagrangienne développée dans cette partie permet de modéliser une struc-

ture à l’aide d’éléments quadrangles de type Belytschko-Lin-Tsay. Cette formulation ayant

la particularité de suivre le matériau dans ses mouvements, elle est simple et précise dans

la détermination d’un champ de déformation peu important. Ainsi, les mouvements d’une

structure sont correctement calculés par une telle formulation. Comme les frontières du

maillage coïncident avec les limites matérielles, quel que soit l’instant du calcul, la formu-

lation Lagrangienne serait une approche simple à la simulation des milieux composés de

plusieurs matériaux. Dans notre cas, la formulation devrait modéliser l’écoulement de la

surface libre séparant l’air et l’eau. Cependant, au cours du calcul, l’approche Lagrangienne

ne supporte pas longtemps les grandes déformations liées aux écoulements des fluides. Les

déformations très importantes dans ce cas entraînent une distorsion des mailles Lagran-

giennes dans les zones à fort gradient de vitesses. Cette distorsion pénalise la précision

du calcul et implique aussi une chute du pas de temps puisque ce dernier est controlé par la

condition CFL (Courant Friedrich Levy). Il est alors nécessaire d’employer une formulation

en grande déformation qui soit capable de prendre en charge plusieurs fluides. L’approche

Eulérienne multi-matériaux repose sur une formulation en volumes finis dont le maillage

fixe est indépendant du mouvement des fluides. Cette modélisation est décrite, dans la suite,

avec une formulation plus générale: la formulation ALE.
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3.2 Formulation ALE et Eulérienne multi-matériaux pour le fluide

Les formulations ALE et Eulérienne multi-matériaux ont été, à l’origine, développées pour

résoudre des problèmes impliquant de fortes pressions tels que des explosions (pression

supérieure à 1Mbar). A de telles pressions, les contraintes déviatoriques sont souvent igno-

rées. De la même manière, dans cette étude, les forces visqueuses ne seront pas prises en

compte. La capacité des formulations multi-matériaux à modéliser de grandes déformations

matérielles et à générer de nouvelles surfaces libres permet de résoudre une large gamme de

problèmes fortement non linéaires en mécanique des fluides. La formulation Eulérienne est

un cas particulier de la formulation ALE. C’est pourquoi cette dernière sera l’objet d’une

attention particulière dans cette partie. Une description Eulérienne d’écoulements incom-

pressibles à été développée par Hughes et al [Hughes and Stephenson, 1981] pour résoudre

des écoulements à surface libre et des problèmes d’interaction fluide-structure. Cette théorie

générale est une base aux approches Lagrangiennes, Eulériennes et ALE. Les auteurs défi-

nissent trois domaines pour décrire le mouvement du fluide: un domaine spatial ou Eulérien

qui correspond à la configuration courante � dans le précédent paragraphe, un domaine

matériel ou Lagrangien correspondant à la configuration initiale �

�
du paragraphe 3.1 et

enfin un domaine dit de référence ou ALE, � � � � , qui est un nouveau domaine où la particule

est décrite par la variable � et le temps. Ce domaine représente, en fait, le maillage. On

peut remarquer que la formulation Lagrangienne est obtenue lorsque le domaine ALE est

Lagrangien, c’est à dire lorsque �

�
� � � � � . Lorsque le domaine ALE est � ( � � � � � � ), la

description est Eulérienne.

Nous avons vu précédemment que les variables Eulériennes � ���
 � � sont exprimées en fonc-

tion des coordonnées de la configuration initiale � �� 
 � � :
�� � �� � �� 
 � � (3.94)

Cette relation injective donne en fait le mouvement du matériau. Si une quantité physique,

� , est exprimée dans la configuration Eulérienne, on a la relation suivante:

� � ���
 � ��� � � �� � �� 
 � ��
 � � � �

�
� �� 
 � � (3.95)

La dérivée matérielle
�

� � définie dans le paragraphe 3.1.1 est une dérivée temporelle prise
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dans le repère Lagrangien:

�� � � �

�
� �� 
 � �� � � ( � �

�
� �� 
 � �� � * ��

(3.96)

Si on applique la dérivée matérielle à la relation Eq(3.95), on obtient la dérivation suivante:

( � �
�

� � * ��
�

! � � � ���
 � �� � " �� � ( � � � �� 
 � �� � * ��
�
� � � �� 
 � �� �� (3.97)

Avec Eq.(3.96), on a: � �
� � �

! � � � �� 
 � �� � " �� �
� ��� � �

�� �� � (3.98)

�
� �

� ��� � représente la dérivée matérielle du mouvement du fluide c’est à dire la vitesse maté-

rielle. Si, à présent, on considère l’application injective
�� liant les coordonnées Eulériennes

� ���
 � � et les coordonnées ALE � �� 
 � � (voir Eq.(3.99))

�� représente le déplacement du domaine ALE, � � � � :

�� � �� � �� 
 � � (3.99)

� s’exprime donc dans le repère ALE sous la forme suivante:

� � �� 
 � � � � � �� � �� 
 � ��
 � ��� � � � � � �� 
 � � (3.100)

La dérivée de � �
�
� � �� 
 � � prise dans le repère ALE donne:

( � � � � � � �� 
 � �� � * ��
�

! � � � ���
 � �� � " �� �
! � � � �� 
 � �� � " �� �

� � � �� 
 � �� ��
On voit apparaître la vitesse du repère ALE:

�
�
�
�
� �


 ��� � �� � ����
�
�
�� D’où:

( � � � � � � �� 
 � �� � * ��
�

! � � � �� 
 � �� � " �� �
�
�
�
�
� �

�� �� � � �� 
 � � (3.101)

Si on soustrait Eq.(3.98) et Eq.(3.101), on a une relation entre la dérivée par rapport au
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FIG. 3.4 – Fluide dans les trois configurations

repère ALE et la dérivée matérielle:

� �
� � � ( � � � � �� � * ��

� � �� � �
�
�
�
� � �

�� �� � (3.102)

On note
�

� �
�
� � �

�
�
�
� , la vitesse de convection (différence entre la vitesse du fluide et la

vitesse du domaine ALE). Dans la suite, comme � � � � représente le maillage,
�
�
�
�
� sera la

vitesse du maillage.

Si � � � � � �

�
,

�
� �

��
et

�� � �� 
 � � � �� � �� 
 � � puisque les applications sont injectives. De

ce fait,
�
� �

�
�
�
�
� et obtient la description Lagrangienne avec une vitesse convective nulle

(
�

� �
�
� ).

Si � � � � � � ,
�

� �
�� et

�
�
�
�
� �

! � �� � �� � ����
� " �� �

! � �� � �� � ����
� " �� . Avec Eq.(3.99),

�
�
�
�
� �


 � ���
�
�
�� ��

� .

On obtient alors la description Eulérienne pour laquelle la vitesse convective est la vitesse

matérielle (
�

� �
�
� ). A présent, on écrit la formulation ALE forte des équations du mouve-

ment pour le fluide.
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3.2.1 Forme forte

- Conservation de la masse:

La dérivée matérielle de Eq.(3.1) donne la conservation de la masse pour le fluide:

�
� �
� � �

� � �� � ��� (3.103)

Comme
� �

� � � � � 	 � �� , on obtient:

� �
� � �

� � 	 � �� ��� (3.104)

En substituant Eq.(3.102) dans l’équation précédente, on a l’équation ALE de la conserva-

tion de la masse. ( � � � � �� � * ��
� �

�

�� �� � � � � � 	 � �� ��� � ��� (3.105)

- Conservation de la quantité de mouvement:

De la même manière, la conservation de la quantité de mouvement pour le fluide dans le

repère ALE est dérivée de Eq.(3.2) en substituant la relation Eq. (3.98):

� ( � �
� �
�
�� � * ��

� � �
�
� �� �� � �� 	 � � � � �$ ��� � ��� (3.106)

- Conservation de l’énergie:

La conservation de l’énergie en ALE suit le même raisonnement que précédemment et on

obtient:

� ( � � � � �� � * ��
� � �

�

�� �� � � �������
	�� �
� � � �$ � �� (3.107)

- Equation constitutive: Fluide newtonien

� � � � �� � � � �� � � � � � � (3.108)

On peut remarquer une différence avec la loi hypoélastique utilisée pour la structure dans le

paragraphe 3.1.1: la loi hypoélastique est une relation entre le taux de contrainte et le taux
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de déformation,
�

, tandis que l’équation constitutive Newtonienne est une relation linéaire

entre la contrainte et
�

. De ce fait, dans une grande rotation rigide, la contrainte suit
�

.

Comme le taux de déformation se comporte correctement pour de grandes transformations

rigides, aucune précaution n’est nécessaire pour s’assurer que la contrainte est invariante

dans une rotation rigide.

- Conditions aux limites :

� � � �� 
 � � � � � � �� 
 � � � � � � �� 
 � � ��� � �
� � � (3.109)

et

� � � �� 
 � ��� � �� � �� 
 � � ��� � �
� � � (3.110)

où
�
� est la traction imposée sur la frontière

�
� � � et

�
� � , la vitesse imposée sur la frontière�

� � � . Les deux frontières précédentes sont complémentaires comme le précise Fig.3.4. Les

efforts de couplage sont appliqués sur la frontière
�
� � � .

- Conditions initiales: �
� � �� 
	�� � �

�

�
� �� � (3.111)

et
� � � � �� 
	�� � � � �

�
� �� � (3.112)

3.2.2 Forme faible

Il y a deux approches différentes pour mettre à jour les variables à partir des équations

précédentes. La première résout ces équations en 1 seule étape en mettant en œuvre une

forme faible directement à partir de la formulation forte précédente. La deuxième approche,

appelée "opérateur split", sépare, dans Eq.(3.105), Eq.(3.106) et Eq.(3.107), les termes La-

grangiens des termes d’advection. Le pas de temps est divisé en deux cycles de calcul: un

cycle Lagrangien qui détermine les inconnues physiques du problème et un cycle d’advec-

tion qui ramène la solution physique soit sur le domaine ALE fixe (le maillage initial fixe:�
�
�
�
� �

�
� ) pour un cycle Eulérien, soit sur une configuration ALE mobile (maillage mobile

de vitesse arbitraire
�
�
�
�
� ) dans le cas d’un calcul ALE. Le calcul Lagrangien implique que

le maillage se déforme avec le fluide et peut se distordre. La seconde étape permet d’éviter
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cette distorsion en déplaçant le maillage de manière à préserver la régularité de ce dernier.

Le mouvement du maillage est indépendant du mouvement du fluide ce qui entraîne des flux

de masse, de quantité de mouvement, d’énergie. Ces flux sont calculées à partir de schémas

d’advections de Godunov.

Forme faible directe

Les formulations faibles de Eq.(3.105), Eq.(3.106), Eq.(3.107) et Eq.(3.109) sont données

par:

 � � � � � � � � �� � � � �
 � � � �� � � �� � � � � � �  � � � � � �

� �� � � � � (3.113)

où � � �	� � � � � � est une fonction test,

 � � � � � � � � � � ��� � � � �  � � � � � � � � � � �� � � � � �
 � �

� � � �� � � � � � � � �
 � � � � � � $ � � � �  � � �

� � � � � � � � �
(3.114)

où les fonctions � � � et � � sont définies dans le paragraphe 3.1.2,

 � � � � � � � � �� � � � �
 � � � � � � � � �� � � � � �

 � � � � � � �� � � � � � � � �
 � � � � � � � $ � � � (3.115)

où � � � � � � � � � est une fonction test.

La formulation standard de Galerkin pose des problèmes lorsque le terme d’advection dans

Eq.(3.114) est important. L’équation linéaire de l’advection-diffusion d’une grandeur � est

caractéristique de ce problème:

�
� �

�� � 
 � � � � � � � � � � (3.116)

où � es la viscosité cinématique. La stabilité de Eq.(3.116) est liée au nombre de Péclet, Pe,

de l’élément:
� � � � � �� � � �

�
(3.117)

où
�

est une dimension caractéristique de l’élément. Une discrétisation classique de Galer-

kin de Eq.(3.116) montre que, si
� � � � , la solution est proche de la solution exacte et si

� � 
 � , des oscillations spatiales non physiques se superposent à la solution recherchée.

60



Une fonction test pour Eq.(3.114) est ajoutée à la fonction classique de manière à introduire

une viscosité artificielle dans la direction de l’écoulement:

� ������ � � � � � � �

�

� �� � ���� � � � � �� � � (3.118)

où � 
 � est un paramètre qui peut être déterminé dans le cas 1D de Eq.(3.116) par:

� � ���� ��� � � � � �� � (3.119)

Cette approche est connue sous le nom de formulation SUPG (Streamline Upwind Pe-

trov Galerkine). Cette méthode largement répandue a été appliquée par Brooks et Hughes

[Brooks and Hughes, 1982] aux équations de Navier-Stokes en incompressible. D’autres

méthodes permettent de résoudre directement Eq.(3.113), Eq.(3.114) et Eq.(3.115). La for-

mulation GLS (Galerkin Least Square) introduite par Hughes et al. [Hughes et al., 1986]

a été appliquée à la résolution des équations de Navier-Stokes en compressible par Shakib

[Shakib, 1988] et en incompressible par Johnson et al. [Johnson and Saranem, 1986]. Cette

approche est reprise par [Souli and Zolesio, 2001] pour résoudre le problème d’un fluide

visqueux incompressible avec de grandes déformations de surfaces libres. Pour des écoule-

ments dominés par la convection, Glowinski et Pironneau [Glowinski and Pironneau, 1992]

appliquent avec succès une formulation de Galerkin à des écoulements incompressibles.

Bien que ces méthodes soient précises devant la méthode "split", cette dernière fournit un

moyen simple d’obtenir une formulation robuste et efficace.

Méthode split

La méthode split est pratique pour diviser des problèmes complexes en une série de pro-

blèmes plus simples. La division d’un calcul Eulérien ou ALE en deux phases: une phase

Lagrangienne et une phase Eulérienne est une application de cette méthode. Elle est aussi

fréquemment utilisée pour construire des algorithmes d’advection 2D ou 3D à partir d’al-

gorithmes 1D. Le pas de calcul d’un écoulement par une formulation Eulérienne ou ALE

basée sur un opérateur split procède par les 2 étapes suivantes:

I) La formulation faible de Eq.(3.114) peut être réécrite sous une forme Lagrangienne en uti-
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lisant la relation Eq.(3.102) liant la dérivée matérielle ou Lagrangienne à la dérivée donnée

dans le repère ALE:

 � � � � � � � � �� � � � �
 � �

� � � �� � � � � � � � �
 � � � � � � $ � � � �

 � � �
� � � � � � � � � (3.120)

 � � � � � �
� � � � �

 � � � � � � �� � � � � � � � �
 � � � � � � � $ � � � (3.121)

La conservation de la masse est une simple équation algébrique décrite dans le paragraphe

3.1.1. On retrouve naturellement dans Eq.(3.120) la forme faible donnée pour les coques

dans la partie précédente (Eq.(3.17)). Des similitudes apparaissent donc dans la résolution

du problème fluide dans un cycle Lagrangien et l’exécution d’un pas de calcul Lagrangien

pour la structure. La solution est déterminée dans un cycle Lagrangien comprenant les sous-

étapes suivantes:

1) Connaissant le champ de contraintes, de pression, les forces de hourglass et la viscosité

de choc (voir page 68) à l’instant �
	

dans chaque élément, les forces aux nœuds sont calcu-

lées. On en déduit les accélérations en divisant ces forces par la masse nodale.

2) Les accélérations sont intégrées pour donner les vitesses à l’instant �
	 � ��� � .

3) Les vitesses sont intégrées à leur tour pour fournir le champ de déplacements à l’instant

�
		� � mettant ainsi à jour la position Lagrangienne du maillage.

4) La viscosité de choc artificielle et la viscosité de hourglass sont calculées à partir de

�
	 � ��� � .

5) L’énergie interne est mise à jour.

6) La pression est déterminée à partir de l’équation d’état en utilisant la masse volumique

et l’énergie interne par unité de volume.

7) Un nouveau pas de temps est calculé en se basant sur la condition CFL (Courant Frie-

drichs Levy).

II) La phase Eulérienne ou d’advection résout le problème hyperbolique de l’advection des

grandeurs trouvées dans le cycle précédent quand le maillage est déplacé librement vis à vis

du fluide. Les équations de transport sont données en considérant les formes homogènes de

Eq.(3.105),Eq.(3.106) et Eq.(3.107):

( � � � � �� � * ��
� �

�

�� �� � ��� (3.122)
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� ( � �
� �
�
�� � * ��

� � �
�
� �� �� ��� (3.123)

� ( � � � � �� � * ��
� � �

�

�� � ��� (3.124)

Le temps t est fictif: il ne correspond pas au temps physique car les équations de transport

ne gouvernent pas la convection physique du fluide. En fait, le mouvement du fluide est

figé dans le repère physique et seul le maillage se déplace. Le mouvement des mailles par

rapport au fluide entraîne des flux entre les mailles. Les conditions initiales sont données

par les valeurs déterminées par le cycle Lagrangien:

� � � � � � 
	�� � � �
��� # � 	 � � � 	 (3.125)

�
� �
�
� � � 
	���� �

� �
��� # � 	 � � � 	 (3.126)

� � � � � � 
	�� � � �
��� # � 	 � � � 	 (3.127)

Ce problème est résolu par une formulation en volumes finis. Il est alors préférable de

considérer la forme conservative des équations d’advection. Pour cela, on définit le jacobien

de la transformation
�� � �� 
 � � donné par:! �

� �� � " �� � � � � 	 � � �� � � � � (3.128)

Pour une formulation purement Eulérienne ou purement Lagrangienne, � � � � . Une com-

binaison linéaire permet d’obtenir les formes conservatives de Eq.(3.122), Eq.(3.123) et

Eq.(3.124) en multipliant chacune de ces équations par � � et en factorisant Eq.(3.128) par

� ou
�
� ou � : ! � � � ��

� " �� � � � � 	 � � � �
� � � � (3.129)! � � �� � �� � " �� � � �

�� 	 � � � �
��� �

� � ��� (3.130)! � � � � �� � " �� � � � � 	 � � � �
� � ����� (3.131)

On remarquera qu’une grandeur � � � � exprimée dans � � � � peut être donnée dans � � en in-

versant
�� � �� 
 � � : � � � � � �� 
 � � � � � � � 
 ��  � � ���
 � ��
 � � � � � �� 
 � � . Suivant Eq.(3.129), Eq.(3.130) et

Eq.(3.131), le cycle Eulérien projette, sur le nouveau maillage, la solution physique déter-
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minée dans le cycle Lagrangien en procédant par les sous-étapes suivantes:

8) Un nouveau maillage est généré en relaxant le maillage Lagrangien dans un calcul ALE

ou en revenant à la configuration fixe initiale dans un calcul Eulérien.

9) Les variables centrées dans l’élément (contrainte, énergie interne,...) sont projetées par

un algorithme d’advection de type Godunov.

10) Les vitesses aux nœuds sont projetées à leur tour sur le nouveau maillage par une tech-

nique HIS (Half Index Shift): on crée un nouveau maillage décalé d’un demi-pas dans les 3

directions de manière à ce que les centres des mailles soient les nœuds du maillage original.

Chacune des étapes du cycle Lagrangien et du cycle Eulérien est décrite dans les para-

graphes suivants.

3.2.3 Discrétisation en éléments briques: Calcul des grandeurs cinématiques

Pour un maillage d’éléments à 8 nœuds, � � est décomposé en éléments � � � . Le mouvement

du maillage est donné par: �� � �� 
 � � � �

�
� � � �� � � � � � � � ��� (3.132)

où
�
� et

�� � représentent les coordonnées de l’élément parent associé et du nœud I respecti-

vement et
� � est la fonction forme définie par:

� � � �	 � ��� � � � � � � ��	 	 � � � � � � � � � (3.133)

avec � � , 	 � et � � prenant suivant I les valeurs � ��� 
 � � 
�� � � . Dans le cadre de cette ap-

proximation, les coordonnées ALE sont données par:

�
� � �� � � �

�
� � � �

� �
� � � �� � (3.134)

La dérivée matérielle d’une grandeur � donnée par Eq.(3.102) est approximée par:

� �
� � �

�

�
� � � �

� � � � �
���

� � � ����� � � �� 
 � � � �� � � � �� � � � � � � (3.135)

La forme faible dans le cycle Lagrangien de Eq.(3.120) prend la forme discrétisée ci-

dessous; la conservation de l’énergie requiert un traitement particulier que l’on verra dans

un autre paragraphe:
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� ���
� � �������
	��������	 (3.136)

avec
� ��� �

�  � � � �
� � � � � � � ��� � ) �� � � , (3.137)

�����
	 �
�  � � �

� � �� � � � � � � � � (3.138)

�����	 �
�  � � � �

� � $ � � � �
 � � � �

� � � � � � � � (3.139)

� � � �� � � (3.140)
���
� � � � � �

� �

� � � (3.141)

où � � est la matrice d’identité de dimension 3. Comme dans le paragraphe 3.1.3, la matrice

masse est diagonalisée en sommant les termes d’une ligne de ) �� � � , :
�� � � �

�

���� �
 � � � �

� � ��� � � �
 � � � �

� �

�

���� � � � � � �
 � � � �

� � � � (3.142)

Les intégrales précédentes sont évaluées avec un point de quadrature centré en � � � ,	 � � et � ��� . Cependant, des modes à énergie nulle apparaissent dans ce cas: il faut

alors inclure un contrôle du hourglass qui sera l’objet du paragraphe suivant. Le calcul de

la matrice masse avec un point de quadrature permet d’obtenir:

�� � � � �	 � � � & � � � � � (3.143)

où � � & � � � � � est le volume de l’élément � � � . L’accélération est déduite de l’équation de

quantité de mouvement: on peut reprendre Eq.(3.40) pour évaluer les accélérations nodales.

De la même manière, les autres grandeurs cinématiques (vitesse et position) sont intégrées

par une méthode de différences finies centrées: de ce fait, le champ de vitesses est déterminé

par Eq.(3.41) et la mise à jour de la position du maillage pour le cycle Lagrangien est

obtenue par Eq.(3.42). Dans les relations précédentes, on a besoin de connaître le pas de

temps du calcul. Il est donné en prenant le minimum des pas de calcul � � � déterminés pour

chaque élément brique par:

��� � �
�

� � � � � � � � � ��� � (3.144)
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avec
�

, une fonction des coefficients de la viscosité de choc �
�

et � � (voir paragraphe

suivant) :
� � � � � ���

�
� � � 	 � � � � � � � � � � 	 � � � � � � (3.145)

où
�

est le taux de déformation. Si � 	 � � � ��� � , alors
� � � . �

est une dimension caracté-

ristique de l’élément:
� �

��� & � � � � �� � � � � � � � � (3.146)

où � � ��� � � � � � est l’aire de la plus grande face de � � � . La vitesse du son isentropique, � est

définie par:

� �
! � �� � " � (3.147)

avec � l’entropie. Quand � est constante c’est à dire lorsque � � � n’échange pas de chaleur à

travers sa frontière
�
� � � , on parle aussi de "vitesse du son adiabatique". Les étapes du calcul

1), 2) , 3) et 7) ont été décrites. Il reste à évoquer les viscosités numériques ajoutées aux

schémas de calcul dont le contrôle du hourglass et la viscosité de choc font partie (étape

4), et le calcul de l’énergie interne (étape 5) qui servira dans l’équation d’état (étape 6).

Détaillons d’abord les viscosités numériques.

3.2.4 Viscosités numériques

Viscosité de hourglass

Pour les éléments briques comme pour les éléments quadrangles du paragraphe 3.1.4, le

désavantage d’une intégration avec un seul point d’intégration est la nécessité de contrôler

les modes à énergie nulle appelés aussi modes de hourglass. Ces modes impliquent des

déformations nulles aux points de quadrature:

� � � � � � ��
 	 ����
 � ���� � �
�

�

�� � � ( � � � � ��
	��
	��� � � � � � �
� � � � ��
	��
	��� � � � ��� * 
 � � � 	 
 � � � 
 � 
 �

(3.148)

or � � � � ��
	��
	��� � � � �
� ��� � ��
	��
	��� � � (3.149)

� ��� � ��
	��
	��� � � � �
� ��� � ��
	��
	��� � � (3.150)
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� � � � ��
	��
	��� � � � �
� �

� � ��
	��
	��� � � (3.151)

� ��� � ��
	��
	��� � � � �
� ��� � ��
	��
	��� � � (3.152)

et lorsque les vitesses des nœuds opposés diagonalement sont égales pour 	 ��� 
 � 
 � :

� � � � � � � (3.153)

� � � � � � � (3.154)

� � � � � � � (3.155)

� � � � � � � (3.156)

alors le taux de déformation � � � � � � ��
 	 � ��
 � � �� s’annule au point de quadrature.

Ce mode entraîne alors un travail nul d’où le nom de mode à énergie nulle. L’interprétation

géométrique de ce phénomène est que le plan parallèle au gradient de vitesses passant par le

point de quadrature ne se déforme pas dans un mode de hourglass. La raideur de ce mode est,

en général, plus petite que la plus basse des raideurs physiques et ainsi la fréquence associée

est aussi plus petite que la plus petite fréquence du problème physique. On observe alors

des oscillations perturbant les grandeurs physiques. De plus, le hourglass est une instabilité

spatiale visible dans la déformation des mailles lors d’un calcul Lagrangien. Cette instabilité

peut se communiquer et se développer sur l’ensemble du maillage comme une instabilité

d’advection-diffusion évoquée dans le paragraphe 3.2.2. Pour pallier cette instabilité, 12

forces d’amortissement �
	
� pour � � � 
 � � � et 	 � � 
 � 
 � sont introduites. Pour cela, on

définit des vecteurs de forme du hourglass
� 	� comme étant covecteurs des vecteurs de base

du hourglass �
	
� . Les vecteurs

� 	� sont orthogonaux à un mouvement rigide et à un champ

de vitesses linéaire en � ��� pour que les forces d’amortissement ne perturbent pas la physique

de l’écoulement : � 	� � �	 �
	
� �

�

� � � �
� � � � ��
	��
	��� � �

�

�� � � � � � � 	� (3.157)

On peut vérifier que les covecteurs de � ��� sont les vecteurs
������ ��� :

�

�
� � �

� � �� � � � ��� � � � � (3.158)
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Les taux de déformations du hourglass généralisés sont donnés par :

�� 	� � �

�
� � � � ��� � 	� (3.159)

Les 12 forces nodales résistant aux 12 modes de hourglass sont alors écrites sous la forme

suivante:

�
	
��� � 
�� �� 	� � 	� (3.160)

avec 
�� , une constante définie par:


�� � ��� � � � & � � � � � � � � �

�
(3.161)

��� est une constante définie par l’utilisateur entre ���	� � et ��� � � .

Viscosité de choc (bulk viscosity)

Le fluide étant faiblement compressible, des ondes de chocs peuvent se produire au mo-

ment de l’impact entre la structure et la surface libre. Il est possible de traiter l’onde de choc

comme une frontière interne en appliquant les équations de Rankine-Hugoniot. Cependant,

l’onde étant en mouvement par rapport au maillage, l’application des conditions est diffi-

cile. La non-linéarité des conditions aux limites implique que le mouvement de la surface

de choc est déterminée par les conditions aux limites. Par cette approche, le traitement des

ondes de chocs débute à partir d’une configuration arbitraire et la solution est optimisée en

bouclant dans un même pas de temps (technique "trial-and-error"). Cette procédure peut être

utilisée pour des problèmes simples unidimensionnels mais elle est difficilement applicable

à des cas 3D complexes puisqu’elle repose essentiellement sur l’expérience de l’utilisateur;

de plus elle exige de grands temps de calcul. La méthode proposée par Von Neumann et

Richtmyer [Neumann and Richtmyer, 1950] permet un traitement automatique des ondes de

chocs sans avoir à rechercher la position de l’onde pour appliquer les conditions de chocs.

A la traversée d’un choc fort, l’irréversibilité thermodynamique est traduite par une aug-

mentation de l’entropie. L’idée est d’introduire, dans les équations, un terme dissipatif qui

traduirait cette irréversibilité. Le choc est alors approché par une surface ayant une épais-

seur comparable sinon plus grande que le pas de maille dans la direction de propagation. Le

mécanisme de dissipation est représenté par une pression � ajoutée à la pression physique.
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� est supposée négligeable sauf dans la région des ondes de choc. Cette viscosité artificielle

appelée aussi "bulk viscosity" permet d’étendre l’onde de choc sur plusieurs mailles et de

vérifier néanmoins les équations de Rankine-Hugoniot à condition que l’épaisseur de l’onde

ainsi approximée soit petite devant les autres dimensions du problèmes. En 1D, la viscosité

de choc proposée dans [Neumann and Richtmyer, 1950] a la forme suivante:

� � �
�
� � � � � � ! � �� � " � ��	 � �� � � � (3.162)

et

� ��� ��	 � �� � � � (3.163)

où �
�

est une constante sans dimension déjà évoquée dans le paragraphe 3.2.3. � est ajoutée

à la pression dans la conservation de quantité de mouvement Eq.(3.120) et dans l’équation

de l’énergie interne Eq.(3.121). Ainsi, les forces internes de Eq.(3.138) sont déterminées

en ajoutant � au terme de pression de
� � � . En 1955, Landshoff [Landshoff, 1955] suggère

d’ajouter un terme linéaire à � :

� � �
�
� � � � � � ! � �� � " � ��� � � � � � � �� � ��	 � �� � � � (3.164)

et

� ��� ��	 � �� � � � (3.165)

En 2 et 3 dimensions, la divergence de la vitesse est donnée par � �
� , la trace du tenseur

taux de déformations, et la longueur caractéristique est la racine carrée de l’aire ou la racine

cubique du volume de l’élément � � � :

� � �
�
� � � � ��
� ��� � � � � � � � ��	 � �
� � � (3.166)

et

� ��� ��	 � �
� � � (3.167)

Les valeurs prises pour �
�

et � � sont � � � et ���	��
 respectivement. Pour dépasser les limites

d’une viscosité scalaire, un tenseur de viscosités peut être développé en évaluant le terme en

pression indépendamment de la direction 	 et en considérant la partie déviatorique comme

une fonction linéaire du taux de déformation déviatorique � �� � , la densité et la distance ca-
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ractéristique L:

� � � � � �
�
� � � � ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � (3.168)

3.2.5 Calcul de l’énergie interne et de la pression

Comme pour le champ de vitesses, le calcul de l’énergie interne repose sur une intégra-

tion en un point de quadrature décrite dans le paragraphe 3.2.3 ce qui simplifie Eq.(3.121).

En effet, l’énergie interne, la fonction test � � , � , le taux de déformations et le champ de

contraintes sont centrés au point de quadrature donc constants dans � � � . La forme faible

Eq.(3.121) devient avec � � � � & � � � � � � � � � � � � :

� � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �� �

� ��
�
� � (3.169)

avec
�
� ��

�
� � �

� � � � �
� � � et

�$ � �� , la gravité. Par définition, � � est une fonction test arbitraire

et on suppose pour simplifier que les forces à distances $ � sont nulles (dans les applications

numériques, la gravité n’est pas en général prise en compte):

� � �
� � � � � � � � � � � (3.170)

Les tenseurs du second membre sont décomposés en une partie déviatorique d’indice � � � � et

une partie moyenne �� � � � �
� . En incluant le tenseur des viscosités de choc � (voir paragraphe

précédent) que l’on suppose symétrique, Eq.(3.170) devient:

� � �
� � � �

! �
� � � � � � � � � �� � " ! � �� � � � � � � � � �� � � �

�
� �
� � � � " � (3.171)

La trace du taux de déformation est égale au taux de déformation volumétrique
���
���

� . En

introduisant l’énergie interne totale de l’élément
� � � � � , on discrétise Eq.(3.171) sur un

schéma de différences finies centrées:

� 	 � � � � 	 � ��� 
 � � �� � 	 � ��� � � � �� � 	 � ��� � � � �� � 		� ��� � � 		� ��� ��� � ! �
�
� � � 	 � ��� � � � 	 � ��� � " � � 		� ��� �

(3.172)

avec
� �� � 		� ��� � � �

�


 � �� � 	 � � �� � 	 � � � (3.173)
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� �� � 		� ��� � � �
�


 � �� � 	 � � �� � 		� � � (3.174)

� �� � 		� ��� � � �
�


 � �� � 	 � � �� � 		� � � (3.175)

L’énergie dépend de la pression à �
		� � rendant ainsi Eq.(3.172) implicite puisque la pression

dépend de l’énergie par la relation d’état suivante:

� � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � (3.176)

L’équation d’état est un polynôme de l’énergie interne par unité de volume et du taux re-

latif de la fraction volumique définie par � �   �� � ��� � � où � # � � est la masse volumique de

référence: � � � � ��� �
�
��� � � ��� �� � (3.177)

� � � � ��� � � � � � � � � � � � ��� 
� � (3.178)

où � � sont des constantes. Les équations d’état pour l’eau et pour l’air considérées dans les

applications numériques sont définies respectivement par:

� � � � � 
 � � � � � ��� � � � � 	 ����
 � 
 � � 
�
 � � � � � � # � � �
� (3.179)

� �
�

� # � � �
� � � � � 
 � � � � � ��� � � � � 	 ����
 � � � 
�
 � � � � � � � � � � � (3.180)

où � est le rapport des chaleurs spécifiques. En utilisant Eq.(3.176), on peut réécrire Eq.(3.172)

sous la forme explicite suivante:

� 	 � � � � 	 � ��� 
 � � �� � 	 � ��� � � � �� � 	 � ��� � � � �� � 		� ��� � � 		� ��� � � � 
 �� � � � 		� ��� � � �� � 	 � � � 	 � ��� �
� � �� �����  ��� ����  ��� � � � � � 		� � � � � �

�
� � � � 		� � � � � 	

(3.181)

Une fois
� 	 � � déterminée, Eq.(3.176) donne la pression à �

	 � � .
Les étapes (1) à (7) du cycle Lagrangien sont complétées: toutes les variables physiques

sont connues. Il reste à présent à exécuter le cycle Eulérien (étapes restantes: (8) à (10))

pour limiter les distorsions de mailles.
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3.2.6 Méthodes d’advection

Dans le cycle Eulérien, pour maintenir des mailles régulières, le maillage est soit replacé à

sa position initiale pour un calcul Eulérien, soit déplacé vers une position arbitraire pour un

calcul ALE. Le déplacement des mailles est indépendant du mouvement du fluide. De ce

fait, des flux de matières entre les mailles sont créés. Ces flux sont caractérisés par le trans-

port des inconnues physiques de la position du maillage donnée par le cycle Lagrangien vers

sa nouvelle position. La projection des variables centrées telles que la masse, l’énergie, la

contrainte,... se fait par des algorithmes de Godunov: par exemple, l’algorithme de la cellule

donneuse est une méthode de Godunov du premier ordre tandis que la méthode Van Leer

est du second ordre. C’est cette dernière qui est utilisée dans les applications numériques.

Les méthodes d’advection doivent être précises, stables, conservatives et monotones c’est à

dire qu’aucun minimum ou maximum local ne doit être créé par l’advection. Les grandeurs

centrées dans la maille sont représentées par � et la forme générique des équations hyperbo-

liques Eq.(3.129), Eq.(3.130),Eq.(3.131) gouvernant le transport de ces variables physiques

est donnée par: ! � � � �� � " �� � � � � 	 � � � �
� ��� � (3.182)

avec

� � �� 
	�� � � �
��� # � 	 � � � 	 � ���� (3.183)

On considère, dans les applications numériques, une formulation Eulérienne: � � � � . En

identifiant, dans � , la masse volumique ou la composante 	 de la quantité de mouvement

par unité de volume ( � � � ) ou encore l’énergie interne par unité de volume ( � � ), on retrouve

Eq.(3.129), Eq.(3.130), et Eq.(3.131) respectivement. Le transport de la quantité de mou-

vement exige un traitement particulier étant donné que les vitesses sont déterminées aux

nœuds de la maille et non au centre de celle-ci. Comme déjà précisé dans le paragraphe

3.2.2, le transport de � est purement géométrique et la grandeur � n’est pas le temps phy-

sique. Ainsi, quand � passe de l’état � à � � � , cette grandeur n’est pas avancée dans le

temps: elle est projetée du maillage à l’état � sur le nouveau maillage à l’état � � � . Pour

assurer la stabilité des schémas d’advection, le déplacement du maillage dans un pas de

temps ��� doit être inférieur à une dimension caractéristique du maillage
�

. Cette condition
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est imposée en précisant que le nombre de courant � doit être inférieur à 1:

� � � �� � ���
� � � (3.184)

Le maillage ne se déplaçant pas sur un pas de temps physique, ��� est arbitraire et ���
�

� ���

est le volume transporté entre les mailles adjacentes. � � � �
� ��� � � � constitue un flux

de masse si � est la masse volumique ou un flux d’énergie interne si � est l’énergie interne

volumique, ou encore un flux de quantité de mouvement si � représente une quantité de

mouvement par unité de volume ( � � � ).
Remarque concernant la notation:

Les volumes des mailles sont associés aux centres des mailles décalées d’un demi-pas par

rapport au nœuds. Ainsi, on note � � � � ��� � � � � ��� � � � � ��� ��� , le volume de la maille ��	 � � � � 
 � �
� � � 
 � � � � � � . Par contre, les volumes transportés entre les mailles associent une position

de nœud dans une direction donnée. Par exemple, � � � � � � ��� � � � � ��� ��� est un volume passant de

la maille ��	 � � � � 
 ��� � � � 
 � � � � � � et ��	 � � � � 
 ��� � � � 
 � � � � � � . En général, si tous les

indices sont décalés d’un � � � , la grandeur concernée est centrée dans la maille. Sinon, cette

grandeur est sur la frontière de la maille voire sur le nœud pour des indices exclusivement

entiers.

Méthode de la cellule donneuse (Donor Cell)

On présente l’algorithme pour une advection en 1D. Bien que cette approche soit du premier

ordre, elle respecte les principales caractéristiques d’un algorithme d’advection: elle est

stable et monotone:

� 		� �� � ��� � � � 	� � ��� � � �
� � � � � � � � � � � (3.185)

avec

� � � �
�

� � ��� � � 	�
 ��� � � � 	� � ��� � ��� �

�
� � � � ��� � � 	�

 ��� � � � 	� � ��� � � (3.186)

� définit un nœud. � 	� � ��� � et � 	�
 ��� � sont les valeurs de � centrées dans les mailles à droite

et à gauche de � respectivement. La valeur de � � dépend du signe de la vitesse au nœud � ,

� � :
- Si � � 
 � , alors � � � � � � 	�

 ��� � � � � � 	�
 ��� � � � , le flux de � va de la gauche vers la droite

(vers les indices croissants en � )
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- Si � � � � , alors � � � � � � 	� � ��� � � � � � 	� � ��� � � � , le flux de � va de la droite vers la gauche

(vers les indices décroissants en � )

L’algorithme de la cellule donneuse est une méthode de Godunov du premier ordre. Van

Leer [Leer, 1977] a introduit une méthode de Godunov d’ordre plus élevée.

Algorithme de Van Leer (MUSCL)

L’algorithme d’advection présenté ici est connue aussi sous le nom d’algorithme MUSCL

(Monotone Upwind Schemes for Conservations Laws). La méthode de la cellule donneuse

suppose que � est constante sur la maille. Van Leer remplace cette distribution constante

par morceaux par une distribution d’un ordre plus élevée. Une distribution linéaire par mor-

ceaux peut être utilisée:

� 	� � ��� � ��� � � � 	� � ��� � ��� ��� 	� � ��� � � � � 	� � ��� � (3.187)

où � est la coordonnée dans le volume de l’élément, � 	� � ��� � , la coordonnée du centre de la

maille et
� 	� � ��� � , la pente de la droite. Pour assurer la monotonicité, cette pente est limitée

par:
� 	� � ��� � � �

�



� � ��� � � � � � � ��� � � � � � 	 ��� � � � � 
 � � 	� � ��� � � 
 � � � � � (3.188)

avec
� �

� �
� � � � � ��� � 
 � 	� � ��� � � � 	�

 ��� � � � (3.189)

et
� � � �

� � � � � ��� � 
 � 	� � � � � � � 	� � ��� � � � (3.190)

où �
	� � ��� � est une approximation de la pente du second ordre obtenue en interpolant par une

parabole les valeurs de g aux centres des 3 mailles adjacentes:

�
	� � ��� � � � � 	� � � � � � � 	� � ��� � � � � �� � � � 	� � ��� � � � 	�

 ��� � � � � �� � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � (3.191)

avec

� � � � � 	� � ��� � ��� 	�
 ��� � (3.192)
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Un second minimum peut être envisagé en remplaçant Eq.(3.190) et Eq.(3.191) par ce qui

suit:
� �

�
� 	� � ��� � � � 	�

 ��� �� � � ��� � � ��� � � �� � 
 � � ��
 � � � ��� � (3.193)

� � �
� 	� � � � � � � 	� � ��� �� � � � � �� � 	 ��� ��
 � � � � ��� � ��� � � ��� � (3.194)

Le flux � � au nœud � est alors évalué en utilisant un schéma similaire à la méthode Donor

Cell:

� � � �
�

� � � � � � � �� � ��� � �
�
� � � � � � � � � �� � ��� (3.195)

avec

�  � � 	�
 ��� � ��� � ��� 	�

 ��� � � � � 	�
 ��� � (3.196)

� � � � 	� � ��� � ��� � ��� 	� � ��� � � � � 	� � ��� � (3.197)

et

� � � � 	� � �
�
��� � � (3.198)

On obtient la nouvelle valeur de � , après l’advection, par Eq.(3.185)

� 		� �� � ��� � � � 	� � ��� � � �
� � � � � � � � � � � (3.199)

Cette méthode d’advection est adoptée dans les applications numériques. Les autres va-

riables évaluées au centre de la maille lors du cycle Lagrangien sont aussi projetées sur le

nouveau maillage par l’algorithme d’advection présenté. Les vitesses n’étant pas centrées

dans la maille mais déterminées au nœuds, il faut modifier cet algorithme pour l’adapter à

l’advection de la quantité de mouvement.

Advection de la quantité de mouvement

La vitesse, contrairement aux autres champs, est évaluées aux nœuds du maillage. La quan-

tité de mouvement est advectée à la place du champ de vitesses pour assurer la conserva-

tion de la quantité de mouvement. L’algorithme présenté précédemment doit être modifié

pour advecter les quantités de mouvements nodales. L’idée est de décaler d’un demi-pas

(dans les trois directions de l’espace pour le cas 3D) les indices de l’algorithme donné par

Eq.(3.199). Le premier code à proposer ce concept fut YAQUI [Amsden and Hirt, 1973]. De
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cette manière, les nœuds deviennent les centres d’un maillage fictif sur lequel est appliqué

l’algorithme 1D de Van Leer.

� �� � �� � � � � � � � � � � �  ��� � � �  ��� � � � � � � � � ��� � � � � ��� � (3.200)

où
� � représente la masse nodale du nœud � du maillage et l’indice

�
indique une quantité

projetée sur le nouveau maillage. L’advection de la masse nodale est interpolée en fonc-

tion des masses advectées des centres de mailles:
� ���� ��� � � � ��� ��� � � ��� ��� � avec � ��� ��� � le

volume de la maille � ��� � � ; dans le cas 1D, � ��� ��� � � � � ��� ��� � . On obtient:

� �� �
� �
�  ��� � ��� �

� � ��� ��
� �� 
 � � � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

 ��� � � � � � � �  � � � � � � � �
� � � � �� � � � � � � � � � � �

 � � � � �
(3.201)

L’algorithme SALE (Simple Arbitrary Lagrangian Eulerian code) [Amsden et al., 1981]

approxime, dans Eq.(3.200), les quantités de mouvement centrées en prenant simplement la

moyenne des quantités de mouvement nodales. La variation de la quantité de mouvement

au centre d’une maille � � � � � � � est donnée par � � � � �  ��� � � �  ��� � � � � � � � � ��� � � � � ��� � . En

prenant la moitié de cette quantité pour chaque élément partageant le nœud � , on obtient la

variation de quantité de mouvement de ce nœud:

� �� � �� � � � � � � �
�
� � � � � �  � � �  � � � � � � � � � � � � � � (3.202)

L’inconvénient de cet algorithme est qu’il disperse les chocs parce qu’elle est du premier

ordre. Un algorithme du second ordre est obtenue par Margolin [Margolin and Beason,

1988] en développant, dans le code SHALE, un schéma similaire à ce qui précède mais

en prenant en plus de la moyenne de la quantité de mouvement, la moyenne de sa dérivée.

Les algorithmes SALE et SHALE sont monotones vis à vis des variables centrées mais ils

n’assurent pas la monotonicité des variables nodales. Pour y remédier, Benson propose une

méthode appelée algorithme HIS (Half Index Shift) [Benson, 1992] dans laquelle il se base

sur les analyses précédentes mais en prenant des précautions dans la projection donnant

les vitesses nodales en fonction des quantités de mouvement centrées. Il s’assure que la

matrice de transformation entre les variables centrées et nodales est diagonale. Dans les

applications numériques, l’algorithme HIS est utilisée avec la méthode d’advection de Van

Leer pour projeter le champ de vitesses sur le nouveau maillage issu du cycle Eulérien.
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Comme les applications numériques sont 2D ou 3D, il est nécessaire d’étendre la méthode

de Van Leer 1D, à des problèmes de convection suivant les trois directions de l’espace.

Advection 3D

La plus simple approche pour étendre l’algorithme d’advection présenté précédemment à

trois dimensions est l’opérateur split spatial ou la méthode des directions d’advection al-

ternées. Considérons l’advection entre un élément ��	 � � � � 
 � ��� � � 
 � � � � � � d’indice 1

pour simplifier l’écriture et ses éléments voisins. Si le flux est dirigé suivant 	 ou � ou

� , l’algorithme 1D de Van Leer peut être appliqué directement. En général, l’écoulement

est 3D et la matière passe entre les éléments partageant une même arête ou un même

coin. Si l’algorithme 1D est appliqué dans les 3 directions simultanément dans un même

pas de temps, aucun flux de � ne sera calculé entre des éléments diagonaux. Pour y re-

médier, l’opérateur split applique l’algorithme 1D successivement dans les 3 directions

pour un même pas de temps. Si on suppose que l’écoulement est positive dans les 3 di-

rections, l’élément ��	�� � � � 
 � � � � � 
 ��� � � � � donnera un volume � � � � � � � � � � � � � � à l’élément

��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � . Pour évaluer ce volume, on décompose le calcul en trois étapes:

- un volume � � � � � � � � � � � � ��� � � � � ��� ��� passe de l’élément 1 ��	 ��� � � 
 � � � � � 
 � � � � � � à

l’élément 2 ��	 � � � � 
 � ��� � � 
 � ��� � � � ,
- un volume � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� ��� passe de l’élément 2 ��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � à

l’élément 3 ��	 � � � � 
 � � � � � 
 � ��� � � � ,
- un volume � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � passe de l’élément 3 ��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � à

l’élément 4 ��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � .
En utilisant, pour alléger l’écriture, les indices 1,2,3,4 donnés à chaque élément, la valeur �

de l’élément 4 projetée sur le nouveau maillage est donnée par:

� �� � �� � � � � � � � � � �
� �� � � � � � � � �

� �� � �� � � � � � � � � � �
� �� � �� � � � � � � � � � (3.203)

L’indice
�
indique une valeur donnée après l’advection. Dans chacun des termes de Eq.(3.203),

on peut identifier les transports de volume entre la cellule 4 et ses voisines. Par exemple, le

dernier terme représente le volume � � ��� � � � � � � � � � � entre 1 et 4:

� � � � � � � � � � � � � � � �
� �� � �� � � � � � � � � � (3.204)
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Un algorithme du second ordre peut être construit en choisissant de passer � � � du volume

transporté par chaque face de l’élément 1 successivement. Ainsi, l’advection se déroule en

5 pas et on change la numérotation des éléments:

- une advection suivant 	 transporte un volume � � � � � � � � � ��� � � � � ��� � � � � ��� ��� de l’élément 1

��	 � � � � 
 � � � � � 
 � ��� � � � à l’élément 2 ��	�� � � � 
 � ��� � � 
 � � � � � � ,
- une advection suivant � transporte un volume � � � � � � � � � ��� ��� � � � � � � � � ��� ��� de l’élé-

ment 1 ��	�� � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � à l’élément 4 ��	�� � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � et � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � ��� ��� de l’élément 2 ��	 � � � � 
 ��� � � � 
 � � � � � � à 3 ��	 � � � � 
 ��� � � � 
 � � � � � �
- une advection suivant � transporte un volume � � � � � � � � � � � ��� � � � � ��� � � � � � � de l’élé-

ment 1 ��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � à l’élément 5 ��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � , un vo-

lume � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � de l’élément 3 ��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � à l’élément

7 ��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � et un volume � � � � � � � � � ��� ��� � � � � � � � � � � � � de l’élément 4

��	 � � � � 
 � � � � � 
 � ��� � � � à l’élément 8 ��	���� � � 
 � � � � � 
 � � � � � � ,
- une nouvelle advection suivant 	 transporte un volume � � � � � � � � � � � � � � � ��� � � � � � � ��� de

l’élément 5 ��	�� � � � 
 ��� � � � 
 � � � � � � à l’élément 6 ��	 � � � � 
 ��� � � � 
 � � � � � � et un vo-

lume � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� de l’élément 8 ��	���� � � 
 � � � � � 
 � � � � � � à l’élément 7

��	 � � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � .
- une nouvelle advection suivant � transporte un volume � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� de

l’élément 6 ��	 � � � � 
 � ��� � � 
 � � � � � � à l’élément 7 ��	�� � � � 
 � � � � � 
 � � � � � � .
On obtient alors:

� �� � �� � � � � � � �� 
 � � � � � � �� �� � � �
� � �

���
� �� � � � � � � ���� �� �

� �� 
 � � � � � � � �� �� � �� �� � � � � � �
� ���� ��

�
�� �
�
� � � � � � � ���� �� � �� �

�
�

� � �� 
 � � �
�
� � � � �� �
�
� �� � �

� �
�
�
� � � �� �

�
� �� � �

� �
�
�
� � � �� �

�
� �� �

(3.205)

Dans ce cas, le volume transporté diagonalement est donné par:

� � � � � � � � � � � � � � � �
�

! � � � � � � � � �
� �� � �� � � � � � � � � � �

� �� � �� � � � � � � � � �
�

� �� � �
� " (3.206)

Les advections entre éléments partageant une même arête sont aisément obtenues à par-

tir des équations précédentes. Les advections tiennent aussi compte de la distribution des

fluides dans une maille. Les applications numériques recherchées impliquent que l’air et

l’eau peuvent coexister dans une même cellule et la détermination des interfaces matérielles

est essentielle pour appliquer les conditions aux limites sur la surface libre. Pour cela, une
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approche en éléments multi-matériaux est développée pour évaluer la distribution de plu-

sieurs fluides dans une même maille.

Equilibre des pressions et calcul d’interface

Un élément est supposé contenir plusieurs matériaux � . Chaque matériau occupe une frac-

tion ���
�

du volume total de l’élément et possède leur propres propriétés et leurs propres

variables. Des conditions thermodynamiques sont imposées pour définir un système d’équa-

tions non-linéaires dont ���
�

est l’inconnue. En supposant que la température est constante

et égale pour tous les matériaux, on impose soit un équilibre des pressions, soit des taux

de déformations égaux pour tous les matériaux. Ce dernier cas suppose que deux fluides,

eau et air, de compressibilités très différentes doivent avoir des déformations égales. Dans

l’eau, de fortes contraintes irréalistes sont alors calculées. Dans un élément contenant de

l’air et de l’eau, l’air fortement compressible prend une grande part de la déformation de

l’élément. L’équilibre des pressions est une approche largement répandue dans les théories

des mélanges. Elle est prise en compte dans la formulation multi-matériaux de cette thèse.

Les pressions
� � � � � 
 � � � issues des équations d’état pour chaque matériau sont imposées

égales à une même pression d’équilibre
� � � � � ��� � .

� � � � � 
 � � � � � � ��� (3.207)

et la somme des fraction volumique doit être égale à 1 :
� � � ��� � � � � . La pression est

exprimée en fonction de ���
�

avec l’équation d’état Eq.(3.176). La méthode de Newton-

Raphson permet de résoudre itérativement les équations non-linéaires Eq.(3.207) pour chaque

� :

� ���
�
�

� � � � �� ���� � � � (3.208)

� � est obtenue en utilisant Eq.(3.208) et en sachant que
� � � ���

�
� � ���

�
����� :

� � �
��� � � !

� ���� �� ��� � � ���
� "

� � ! ���� �� ��� � " (3.209)

Une fois obtenue le champ de fractions volumiques dans le maillage, on calcule la position

de l’interface en utilisant la méthode de Young [Youngs, 1982]. La méthode de Young est
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développée pour traquer les interfaces matérielles dans les éléments multi-matériaux. Pour

deux fluides dans un problème 2D, par exemple, la frontière matérielle dans une cellule est

calculée en utilisant les fractions volumiques de cette cellule et des 8 voisines ( dans un cas

3D, on utiliserait les fractions volumiques de toutes les cellules adjacentes). L’interface est

approximée par une droite (un plan en 3D) dont la pente est déterminée par:

�� �
�� � 
 � � ��� �� �� � 
 � � ��� � � (3.210)

où
�� est une normale à la droite (au plan en 3D). Par exemple, dans le cas 2D, on considère

un carré de 9 cellules centrées sur la maille ��	 ��� � � 
 � ��� � � � . La pente est donnée par:

� ���� � �
��� � � � � � � � � � ��� ��� � ��� � �

 ��� � � � � ��� ���� � � � � � � � � � ��� ��� ��� � �  ��� � � � � ��� ��� (3.211)

� ���� � �
��� � � � ��� � � � � � � ��� � ��� � ��� ��� � � �  ��� ���� � � � ��� � � � � � � ��� ��� � � � ��� � � �  ��� ��� (3.212)

avec

��� � ��� � � � � � � ��� ��� � ��� � � � � � � � � � � � ��� � � ��� � � � � � � � � � ��� ��� � ��� � � � � � � � �  ��� ���
� (3.213)

��� � �
 ��� � � � � ��� ��� � ��� � �

 ��� � � � � � � ��� � � ��� � �  ��� � � � � ��� ��� � ��� � �
 ��� � � �  ��� ���

� (3.214)

��� � ��� ��� � � � � � � ��� � ��� � �
 ��� � � � � � � ��� � � ��� � � � ��� � � � � � � ��� � ��� � � � � � � � � � � � ���

�
(3.215)

��� � ��� ��� � � �  ��� ��� � ��� � �
 ��� � � �  ��� ��� � � ��� � � � ��� � � �  ��� ��� � ��� � � � � � � � �  ��� ���

� (3.216)

Ensuite, on ajuste la position de la droite de manière à obtenir la fraction volumique de la

cellule centrale: ��� � � � ��� � � � � ��� ��� . Il suffit d’étendre cette analyse à un cube de 27 éléments

pour approximer l’interface matérielle dans un cas 3D. Un test sur la fraction volumique

permet de déterminer si l’élément est un élément multi-matériaux ou non. Par exemple un

écoulement de surface libre entre l’air et l’eau, si ���
�
��� ou ���

�
� � , l’élément contient

soit de l’eau, soit de l’air respectivement. Si � � ���
�
� � , l’élément contient la surface

libre.
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3.2.7 Conclusion

Dans ce paragraphe, on a décrit la formulation Eulérienne multi-matériaux utilisée pour

modéliser l’écoulement de surface libre. Cette formulation est un cas particulier de la for-

mulation ALE multi-matériaux: si la vitesse convective
�

� est différente de zéro, les étapes

du calcul décrites dans ce paragraphe restent les mêmes. Dans le chapitre 6, nous verrons

une application employant la formulation ALE multi-matériaux. A présent, l’impact hydro-

dynamique nécessite une modélisation des interactions entre le fluide et la structure. Une

partie de la frontière
�
� � � complémentaire de la surface libre est contrainte par le couplage

entre la structure et le fluide. Dans la suite, l’algorithme couplant la formulation Lagran-

gienne et la formulation Eulérienne est présenté. Cette algorithme est aussi applicable à un

couplage entre une formulation ALE et une formulation Lagrangienne.

3.3 Modélisation de l’interaction fluide/structure

Cette partie décrit la modélisation des interactions mécaniques entre le fluide et la structure.

Par "interaction mécanique", on écarte du champ d’investigation les interactions thermiques

mettant en jeu des échanges de chaleurs aux frontières communes des systèmes. Seuls sont

étudiés les efforts d’interaction à la frontière des deux systèmes mécaniques: le fluide et la

structure. Selon Zhong [Zhong, 1993] et Volgers [Volgers, 1997], les problèmes d’interac-

tion commencèrent avec l’étude des problèmes de contact, il y a une centaine d’années et

on peut identifier ainsi deux approches classiques : le contact en mécanique Newtonienne

et le contact Hertzien. Avec le développement des microprocesseurs, l’approche numérique

prenait le pas sur ces théories pour traiter des problèmes de plus en plus complexes. A la

base des méthodes numériques, la formulation variationnelle est le pilier de la modélisa-

tion de l’interaction entre deux systèmes mécaniques. Dans les problèmes classiques de

contact pour lesquels les déformations de l’interface de contact sont faibles et suffisamment

simples, une approche analytique suffit à résoudre le problème (Contact Hertzien). Puis, les

déformations devenant importantes et complexes, de nouvelles solutions apportées par la

formulation variationnelle du contact entre en jeu: les algorithmes de contact déjà évoqués

dans le chapitre précédent. Enfin, lorsque les déformations de l’interface géométrique du

contact deviennent fortement non-linéaires, pour des problèmes transitoires d’interactions
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fluide/structure par exemple, on doit faire appel à de nouvelles approches numériques en

couplant, dans la résolution du problème, plusieurs méthodes numériques. Par exemple,

pour traiter un problème de vibroacoustique entre une structure et l’air, il est possible d’as-

socier une formulation en éléments frontières pour l’air et une formulation en éléments

finis pour la structure [Park et al., 1977]. Le rôle de l’algorithme de couplage est alors de

transmettre correctement les efforts de pression et les déplacements de la structure entre les

deux formulations. Une revue des méthodes de couplages sera effectuée et on présentera,

en particulier le couplage Euler/Lagrange par pénalisation. On verra notamment comment

cet algorithme a été amélioré dans le cadre de cette thèse.

3.3.1 Etat de l’art des algorithmes de couplage

Les méthodes de couplage permettent de profiter des avantages des approches numériques

couplées afin de lever les difficultés liées à la modélisation du problème d’interaction. En

général, les algorithmes de couplage sont utilisées pour traiter des problèmes d’interaction

fluide/structure fortement non-linéaire. Une classification des différents types de couplage

permet de mettre en évidence deux familles: le couplage monolithique et le couplage parti-

tionné.

Différents types de couplage

Une méthode de couplage doit permettre de faire évoluer le système fluide/structure dans le

temps. Si le fluide et la structure avancent, à chaque pas de temps, simultanément, la mé-

thode de couplage est dite monolithique. Pour de telles méthodes, en général, il est difficile

de résoudre le système complet à cause de l’inhomogénéité des matrices de raideur du pro-

blème. Une autre possibilité est de faire avancer la structure et le fluide, séquentiellement.

Le couplage est dit alors partitionné. Deux codes différents et distincts peuvent alors traiter

le fluide et la structure. Cette méthode est, certes, flexible mais elle a le désavantage d’être

dissipative et d’avoir des problèmes de convergence. A contrario, la méthode de couplage

monolithique est plus précise et possède une convergence optimale mais elle pose des diffi-

cultés d’implémentation.

Pour illustrer la différence entre ces deux méthodes de couplage, on considère un problème

simple d’interaction entre deux masses, � � et � � , reliées entre elles par un ressort de rai-
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deur � . Le système d’équation régissant le mouvement de ces deux masses peut être écrit

sous la forme suivante:

� � � � � ���� � � � ��� � ��� � ����� (3.217)

� � � � � �
��� (3.218)

� � � � � ���� � � � ��� � ��� � ����� (3.219)

� � � � � �
��� (3.220)

Un schéma de différences finis centrées classique, d’ordre 2 permet de discrétiser et d’inté-

grer ce problème sur un pas de temps � � :
� �
��� � � � � 	 � � � � � 	 � � �

�
� ��� � 		� � � � � 	 � � �

�
� ��� � 		� � � � � 	 � ��� (3.221)

� � 	 � � � � � 	 � ���
�
� � � � � 		� � � � � 	 � (3.222)

� ���� � � � �
	 � � � � � 	 � � �

�
� ��� � 		� � � � � 	 � � �

�
� ��� � 		� � � � � 	 � ��� (3.223)

� � 	 � � � � � 	 � ���
�
� � � � 		� � � � � 	 � (3.224)

Couplage monolithique

Avec les conditions initiales �
�
� et �

�
� , l’approche simultanée ou monolithique résout à

chaque pas de temps ��� le système suivant:

��
�
�
�
�
�
��
� � � � � � � � � � � � �
� ��� � � � � �

� � � � ��� � � � � � � �
� � � � � � � �

���
�
�
�
�
�
�!

��
�
�
�
�
�
��

� � 	 � �
� � 	 � �
� � 		� �
� � 		� �

���
�
�
�
�
�
�! �

��
�
�
�
�
�
��

� � 	 � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � 	
� � 	 ����� � � � � � 	

� � 	 � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � 	
� � 	 ����� � � � � � 	

���
�
�
�
�
�
�!

Dans cette approche classique, ce schéma est stable et d’ordre 2 en temps. L’idée de la for-

mulation monolithique des systèmes mécaniques et des conditions de couplage est de poser

le problème en une unique équation ce qui permet des analyses d’erreurs et de stabilité du

système couplé. En général, la convergence de ce type d’approche est optimale. Hübner

et Walhorn montrent ainsi qu’une formulation éléments finis en espace et en temps déve-

loppée dans [Walhorn et al., 2003] pour un problème d’interaction fluide-structure est au
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moins précise à l’ordre 2. Une résolution simultanée du problème en une seule équation est

retrouvée dans les publications [F.J.Blom, 1998], [Morton et al., 1997], [Erath et al., 1998].

De la même manière, une résolution directe des systèmes couplés en vibroacoustique et hy-

droélastique (sloshing de faible amplitude) [Morand and Ohayon, 1995] est approchée en

linéarisant les équations du mouvement.

Couplage partitionné

Dans la méthode du couplage partitionné, une prédiction des valeurs � � 	 � � et � � 		� � permet

de décomposer le calcul en 3 étapes:

- D’abord, les valeurs prédites, � ��� 	 � � et � � � 	 � � , sont choisies. Deux possibilités peuvent

être envisagées: soit � � � 	 � � � � � 	 soit � � � 	 � � � � � 	 � � � 	 ��� � pour 	 ��� 
 � .

- Ensuite, la résolution du sous-système aux inconnues � � 
 � � permet de mettre à jour la

position � � .
- Enfin, le sous-système aux inconnues � � 
 � � est mis à jour en prenant compte la nouvelle

valeur � � .
Dans l’équation matricielle suivante, on distingue les deux sous-systèmes � � 
 � � et � � 
 � � qui

sont calculées successivement:

��
�
�
�
�
�
��
� � � � � � � � � �

� ��� � � � � �

� � � � � ��� � � �
� � � � � � � �

���
�
�
�
�
�
�!

��
�
�
�
�
�
��

� � 		� �
� � 		� �
� � 		� �
� � 		� �

���
�
�
�
�
�
�! �

��
�
�
�
�
�
��

� � 	 � � � � ��� � � � � � � � 	 � � � � � ��� � 	 � � � � 	 � � �
� � 	 ��� � � � � � � 	

� � 	 � � � � ��� � � � � � � � 	 � � � � � ��� � 	 � � � � 	 � � �
� � 	 ��� � � � � � � 	

���
�
�
�
�
�
�!

Les méthodes de couplage partitionné commence à émerger dans le milieu des années 70

avec trois équipes de chercheurs:

- Belytschko et Mullen [Belytschko and Mullen, a], [Belytschko and Mullen, c], [Belyt-

schko and Mullen, b] étudièrent une méthode de couplage partitionné nœud-à-nœud.

- Hughes et Liu s’intéressèrent, a contrario [Hughes and Liu, 1939],[Hughes et al., 1979],[Hu-

ghes and Stephenson, 1981] à un partitionnement élément-à-élément dans un cadre implicite

ou explicite. Par la suite, une autre approche partitionné élément-à-élément fut présentée

dans [Hughes, 1987]

- Felippa, Geers, Park et Deruntz couplèrent une formulation FEM et une formulation BEM
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développée par Geers (Doubly Asymptotique Approximation) [Geers, 1971], [Geers, 1980],

[Geers and Felippa, 1971], [Geers, 1983] pour traiter, à l’origine, un problème d’interaction

entre une onde de choc sous-marine et une structure élastique, [Park et al., 1977]. La mé-

thode de couplage fut généralisée dans [Felippa and Park, 1980], [Felippa and DeRuntz,

1984].

Par la suite, dans les années 80, des revues des méthodes de couplage partitionné furent dé-

veloppées: [Park and Felippa, 1984], [Park and Felippa, 1983], [Felippa and Geers, 1988].

En 1987, Farta commença ses recherches en aéroélasticité numérique [Farhat et al., 1991]

tandis que Park amorçait son travail sur l’interaction structure controlée/fluide, [Belvin and

Park, 1990], [Park and Belvin, 1984].

Couplage mixte

Pour le cas simple d’un système masse-ressort-masse, les calculs numériques montrent que

le schéma monolithique et le schéma partitionné sont très proches.

Dans le cas d’un problème industriel complexe fortement non-linéaire tel que le tossage, la

méthode du couplage partitionné peut introduire des problèmes de stabilité et de précision si

le choix des valeurs prédites n’est pas judicieux. Cette décision révèle la notion de "chemin

de calcul", [Felippa and Park, 1978] qui distinguent les deux méthodes de couplage. Dans

un schéma monolithique, le problème du choix de la prédiction n’apparaît évidemment pas;

le schéma est, en général précis et stable. Néanmoins, pour des problèmes complexes, il

exige un coût CPU plus important que pour les méthodes partitionnées pour un même pas

de temps. La mise en œuvre d’un algorithme monolithique est en général assez lourde tandis

que l’approche partitionnée est flexible puisqu’elle permet de coupler des codes de calcul

déjà existants. En pratique, on tente de combiner les avantages de ces deux approches. Ainsi,

par exemple, Meynen et Schäfer [Meynen and Schäfer, 1999] introduisent une technique ité-

rative "prédicteur-correcteur" dans une approche partitionnée la rendant ainsi plus robuste.

Une autre possibilité est exploitée par Schäfer et Teschauer [Schäfer and Teschauer, 2001]

en combinant une approche multi-grille monolithique avec un schéma partitionné agissant

comme un correcteur du champ de pression. D’autres variantes sont exposées dans [Casadei

et al., 2001], [Tallec and Mouro, 2001], [Lesoinne and Farhat, 1998].
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3.3.2 Couplage Euler/Lagrange

Ce paragraphe est consacré à la description du couplage Euler/Lagrange. On s’intéressera,

plus particulièrement, au couplage par pénalisation. Cet algorithme repose sur le même

principe que le contact par pénalisation. C’est pourquoi le contact par pénalisation a été

décrit en détail dans le paragraphe 2.2.1 afin de mieux comprendre la base du couplage par

pénalisation. Ici, on abordera les particularités de l’algorithme du couplage par pénalisation,

notamment, la recherche des nœuds fluide et structure en interaction, différente du contact

par pénalisation puisque pour ce dernier, un contact géométrique existe. Dans le cadre du

couplage par pénalisation, il n’y a pas de contact géométrique entre deux maillages distincts.

En général, le maillage structure est immergé dans une grille Eulérienne et on couple une

particule fluide (la particule fluide est assimilée à un nœud) et un élément structure ce qui

introduit la notion d’interface matérielle qui correspond à l’interface géométrique rencon-

trée dans le contact. La méthode de couplage présentée dans cette thèse peut être qualifiée

de couplage mixte car elle ne peut pas être classée clairement comme un couplage mono-

lithique ou un couplage partitionné. Cette méthode a les caractéristiques d’une approche

monolithique:

- un code unique pour le fluide et la structure,

- une avancée simultanée de la solution pour le fluide et de la solution pour la structure,

mais aussi les caractéristiques d’un couplage partitionné:

- la force d’interaction est prédite par:

�
� � � ��� dans lequel � est la raideur prédite par

l’utilisateur et � le déplacement relatif,

- un schéma d’intégration explicite en temps.

La méthode de couplage est néanmoins plus proche d’un schéma partitionné que d’un

schéma monolithique.

Les conditions d’interaction fluide/structure seront d’abord établies et on décrira le cou-

plage par pénalisation. Cet algorithme sera, par la suite, l’objet de notre étude dans les

applications numériques.

Conditions d’interaction fluide/structure

Pour modéliser numériquement ou mathématiquement l’interaction entre deux corps, les

conditions de non-interpénétration ou de contact unilatéral doivent être établies. De nom-
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breux travaux ont déjà été menés sur ce sujet: [Laursen and Simo, 1993a], [Laursen and

Simo, 1993b], [Laursen and Oancea, 1994], [Laursen and Parker, 2002] [Klarbring, 1986],

[Curnier et al., 1995]. Une revue détaillée des lois de frottement de Coulomb, de Shaw, de

Tresca,... est présentée dans [Oudin et al., 1989]. Le frottement n’est cependant pas pris

en compte. Pour distinguer les deux systèmes mécaniques en interaction, un des corps est

appelé maître et l’autre esclave. Les termes "cible" et "contacteur" sont parfois usités. Une

particule de la surface esclave
�� � est ainsi étudiée par rapport à la surface maître. Le corps

esclave est décrit en fonction du maître et une dissymétrie apparaît alors dans la mise en

équation du problème du contact. Cependant, il est possible de régler numériquement cette

dissymétrie en alternant par des algorithmes nommés "one-pass" ou "two-pass" [Benson

and Hallquist, 1990], le rôle du maître et celui de l’esclave. La particule maître
�� � la plus

proche de
�� � introduit la notion de vecteur distance [Chertier, 1997]

�� et de distance normale

de contact � 	 : �� � �� � � �� � (3.225)

� 	 � � �� � � �� � � � �� �
(3.226)

Que l’étude porte sur le maître ou l’esclave, les relations sont écrites de la même manière.

La première condition de non- interpénétration peut être alors écrite en fonction de � 	 et du

champ de déplacement ��� ���
 � � sous la forme suivante:

� 	 � ���
 � ��� � 	

�
� �� � ��� 	 � ���
 � � � � � � � � �� ��� � (3.227)

où � � est la surface de contact commune à l’esclave et au maître; � 	

�
� ���� est le gap initial,

� 	 � ���
 � ��� ���� ���
 � � � �� . Une autre condition est la condition de compression:

� 	 � ���
 � � � � � � � � �� ��� � (3.228)

où � 	 est la composante normale du vecteur des contraintes de Cauchy du corps esclave

ou du corps maître. Les composantes normales esclave et maître sont identiques en module,

d’après la loi de l’action et de la réaction qui peut être considérée comme la loi fondamentale

en contact. La dernière condition est la condition de contact unitaire liant � 	 et � 	 :

� 	 � �� 
 � � � � 	 � �� 
 � � ��� � � � � �� ��� � (3.229)
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Cette dernière équation indique (voir figure 3.5) que si � 	 est non-nulle, c’est à dire, si une

FIG. 3.5 – Loi de contact unilatéral

compression s’exerce à l’interface séparant le maître et l’esclave, alors � 	 est nulle et il y a

un contact. Inversement, s’il n’y a pas de contact, � 	 est non-nulle et aucune pression n’est

exercée sur les frontières maître et esclave.

La condition de non-interpénétration n’est respectée qu’approximativement puisque, comme

pour le contact par pénalisation décrit dans le paragraphe 2.2.1, une pénétration est autori-

sée.

Couplage par pénalisation et par multiplicateurs de Lagrange

FIG. 3.6 – Schéma du couplage par pénalisation

Les dénominations "maître" et "esclave" sont, en général, attribuées au fluide et à la struc-

ture respectivement. Néanmoins, une inversion des rôles peut être effectuée même en cours

de calcul. Aussi parlerons-nous ici directement du fluide et de la structure sans passer par

ces dénominations. Le comportement masse-ressort du contact, décrit dans le paragraphe

2.2.1, est repris pour construire l’algorithme du couplage par pénalisation. La principale

différence est l’algorithme de recherche des nœuds en interaction. En effet, contrairement

aux algorithmes précédents, il n’y a pas, dans le cadre du couplage, une frontière géomé-

trique franche entre deux maillages distincts: ces derniers ne sont pas mis en "contact". Le

couplage est utilisé pour gérer l’interaction fluide/structure entre un maillage Lagrangien,
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pour la structure, et un maillage Eulérien pour le fluide, le maillage Lagrangien étant im-

mergé dans la grille Eulérienne. De ce fait, il est naturel que la recherche des nœuds du

fluide ou de la structure en interaction soit différente de l’algorithme de recherche utilisée

dans le contact. Ainsi, on ne vérifie pas la pénétration effective des nœuds esclaves dans le

segment maître, donnée, dans le cas du contact, par la distance relative entre les positions

Lagrangiennes des nœuds mais la distance relative entre une particule fluide et un point

interne de l’élément de la structure. Ces points sont, en général et par défaut, utilisés pour

le couplage à la place des nœuds de la structure. La position de ces points dépend de leur

nombre. Dans les applications, on considère 4 points par élément et il sont décalés d’un

quart de pas de maille vers l’intérieur de l’élément. Les quantités aux points internes telles

que les forces d’interaction, les masses ou les vitesses sont reliées aux quantités nodales

par les fonctions de forme
� � . De la même manière, la particule fluide couplée au point

interne de la structure peut être assimilée à un nouveau nœud et elle est physiquement liée

aux autres nœuds par les fonctions de forme Eulériennes, la force de couplage exercée sur

cette particule étant ensuite distribuée aux nœuds de l’élément par l’inverse de ces mêmes

fonction de forme. Un déplacement relatif construit à partir des variables Eulériennes est

donné par le produit du pas de temps de calcul par la vitesse relative normale à l’élément

structure: ��� � �
�

�
	 � ��� �� � # � � � � # � �

�
�
	 � ��� �� � � � � � � . La pénétration à chaque cycle est mise à jour par:

� 	 � � � � 	 � ��� � �
�

�
	 � ��� �� � # � � � � # � �

�
�
	 � ��� �� � � � � � � (3.230)

Si � 	 � � � �� � où
�� � est le vecteur normal à la structure, l’algorithme de couplage est amorcé.

Une fois la pénétration déterminée, comme pour le contact par pénalisation, une force de

rappel,

�
�
�� � est appliquée sur la particule fluide, la réaction à cette force étant distribuée

aux nœuds structures, par les fonctions de formes nodales
� � :

� �

� � �� � 	 � � � � � � � ��� 	 � � (3.231)

Le gros inconvénient de l’approche par pénalisation est la détermination de la raideur. En

général, elle est déterminée à partir des masses des points internes de la structure et des

masses des particules fluides en interaction. La raideur peut être déterminée de trois ma-

nières différentes:

- Hallquist [Hallquist, 1998] évalue la raideur comme le rapport entre une masse fonction
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des nœuds esclaves et maîtres et le pas de temps du calcul au carré, un facteur adimension-

nel, ��� multiplie ce rapport: ��� � � � � �
�
� � # � 
 � � � � � � � � � � ��� � . La fonction

�
dépend de la

configuration géométrique des nœuds. Le facteur adimensionnel, ��� , est le facteur de pé-

nalisation. Comme, dans l’algorithme du contact par pénalisation, sa fonction est de régler

la raideur du ressort entre la particule fluide et le point interne de la structure. Les efforts

d’interaction dépendant de la raideur des ressorts, la difficulté de cette approche est de pou-

voir calibrer correctement ce facteur de pénalisation pour une modélisation d’un problème

d’interaction fluide/structure quelconque.

- Zhong [Zhong, 1993], dans le cadre des méthodes de contact en éléments finis, déter-

mine la force d’interaction en calculant la force de contact entre deux nœuds en 1D par une

méthode de multiplicateurs de Lagrange. Cette approche, similaire à la théorie de Flanagan-

Taylor [Taylor and Flanagan, 1987] utilisée dans PRONTO, est implémentée dans un algo-

rithme de contact appelé DENA (Defence Node Algorithm). Il est possible d’adapter son

approche au couplage étant donné la similitude du couplage par pénalisation avec le contact

par pénalisation. La particule fluide et le point interne de la structure ont les caractéristiques

des nœuds. Ils peuvent ainsi être assimilés aux nœuds utilisés dans la théorie de Zhong.

Ainsi, la particule fluide est le nœud contacteur de masse
� � et le point interne de la struc-

ture est le nœud cible
� � . On considère un choc frontal entre ces deux nœuds:

� � � � ���� �

� � � � � �� � (3.232)

� � � � ���� �

�
� �

� � �� � (3.233)

où

� � et

�
� représentent, au temps �

	
, les forces nodales sans la force d’interaction

�
�
�� � �

�
� � �� � . � � et

�
� contiennent les contributions des autres forces d’interaction au temps �

	

qui ne sont pas encore connues. Pour obtenir un schéma explicite, on découple toutes les

autres forces des forces d’interaction. Pour un couple contacteur-cible, les forces d’interac-

tions des autres couples sont prises à �
	
 � . Ainsi,

� � et

�
� sont connues à �

	
. Puisque le

pas de temps est petit, l’erreur commise est acceptable. Après une combinaison linéaire de

Eq.(3.232) et Eq.(3.233), on obtient l’équation suivante:

� � � �� � � � � � � � � � � � �
� � �

� �� � � � �
�
� �

� �� � � � �
� � � � � �� � (3.234)
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Il est possible d’intégrer Eq.(3.234) par une méthode en différences finies centrées:

� � � �� � � � � � � � � � � � 	 � ��� � � � � � � � � � 	  ��� �
��� � �

� �� � � � �
�
� �

� �� � � � �
� � � � � �� �

(3.235)

La contrainte cinématique de contact impose qu’à �
	 � � , la pénétration soit nulle: � 	 � � ��� .

En incluant Eq.(3.230) dans Eq.(3.235), la force d’interaction appliquée au nœud cible (au

point interne de la structure) est donnée par:

� � �� � � � � � �� � � � � ( � � � � � � � 	  ��� �
��� � � 	

��� � �
�
�� � �

� �� � * (3.236)

La méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange sera une des méthodes employées

pour coupler le fluide et la structure.

- On peut enfin adapter la méthode de pénalisation en contact présentée dans le paragraphe

2.2.1 au couplage par pénalisation. En effet, la relation Eq.(2.49) donnant la raideur peut

être retrouvée si on considère l’équation d’état Eq.(3.179) pour l’eau.

� � � � � � � � � � � # � �� # � � (3.237)

On suppose qu’il existe un contrôle de volume de volume � # � � pour lequel la masse vo-

lumique moyenne � # � � peut être trouvée. Si ce contrôle de volume se déforme avec le

fluide du volume � # � � au volume � , la masse de ce volume de contrôle est donnée par

� # � � � # � � � � � . La pression est alors réécrite sous la forme suivante:

� � � � � # � � � �� (3.238)

or la variation de volume est due au mouvement relatif entre le fluide et la structure supposée

rigide: � # � � � � � ��� � où � est donnée par Eq.(3.230) et ��� � � 	 � � � � � � � � � . En fait, ���
est l’aire de l’élément structure divisée par le nombre de points internes (en l’occurrence,

dans les applications numériques, il y a 4 points par élément). On retrouve ainsi aisément la

force de pénalisation en multipliant Eq.(3.237) par ��� et par le paramètre � � :

� � �� � � � � � � � ��
� � (3.239)

avec � � � � � � où � représente la vitesse du son et � , la masse volumique. Le volume �
peut être estimé en considérant que la masse de fluide comprimée est un cylindre de volume
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� � � � ��� où
�

est la longueur suivant la directrice de ce cylindre. Pour un piston ayant une

longueur infiniment grande,
� � � ��� et le volume du fluide accéléré est donné par � � � ��� �

où ��� � est le pas de temps associé au fluide. Dans le cas du tossage, le domaine fluide � �
est effectivement très grand pour limiter les effets des bords de la grille Eulérienne sur la

solution et on conserve la définition
� � � ��� . � représente alors la taille caractéristique des

mailles � � � . Ainsi, la raideur peut être évaluée à partir de Eq.(3.237) par la relation suivante:

��� ��� � � ���
� � � (3.240)

Les méthodes de contact [Hallquist, 1998] déterminent la raideur du fluide par Eq.(3.240).

Pour la structure, la raideur est donnée par une formulation équivalente:

� � � ��� � � �
� 
 ��� � 	 
 � ��� 
 & � � � � � � (3.241)

où
�

est le module de compressibilité de la structure. Une raideur équivalente � � � d’un

système couplé peut alors être évaluée par:

� � � � � � � �� � � � � (3.242)

avec � � , la raideur donnée par Eq.(3.240). Le maillage est construit de manière à ce que les

mailles du fluide et celles de la structure aient des dimensions équivalentes dans la zone du

couplage. Ainsi, les diagonales d’un élément � � � sont de l’ordre de la longueur caractéris-

tique d’une maille fluide
� � � ��� � . De ce fait, en posant

� � � � � � dans Eq.(3.240) et
� � � �

dans Eq.(3.241), � � � est du même ordre que � �
� � � �� � � � � où

� � avec 	 � � 
�� repré-

sentent la compressibilité de chaque matériau. Comme
� � est, en général, grand devant

� �
(
�
� � � � # ��� 
 � � � 
 ou

�
�
�
�
� � 	 �

�
� � � � � � 
 devant

�
� � � � � � � � � � � � � � 
 ), � � � est

proche de � � . Ainsi, dans les applications numériques, la raideur du couplage est estimée

par Eq.(3.240). En effet, comme les résultats de référence sont données pour des structures

rigides, la plupart des résultats numériques sont obtenus pour des cas rigides et lorsque la

structure est déformable, la rigidité de cette dernière reste importante devant le fluide (on

considère, soit de l’acier, soit de l’aluminium).
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Note: La raideur de Eq.(3.240) est calculée, dans les chapitres suivants, par unité d’aire:

� � ��� � �

� � � (3.243)

� représente alors une "densité surfacique de raideur" dont les unités sont � � 
 � �  � . Mal-

gré cette unité, dans la suite, elle est appelée "raideur" pour plus de commodités.

3.4 Conclusion

La formulation Lagrangienne a été, premièrement, décrite. Des éléments quadrangles basés

sur une approche Reissner-Mindlin (Eléments de type Belytschko-Lin-Tsay) composent la

structure. La méthode Lagrangienne est précise et simple pour calculer la déformée d’une

structure. Cependant, elle n’est pas adaptée à un calcul en grandes déformations à cause des

distorsions de mailles. Une formulation Eulérienne basée sur des éléments hexaédriques est

alors mise en œuvre pour déterminer le mouvement du fluide. Le maillage est fixe et le

fluide peut traverser les mailles. Le pas de calcul Eulérien se fait en deux temps: d’abord un

calcul Lagrangien détermine les variables physiques du problème; ensuite le maillage est re-

placé à sa position initiale et les inconnues sont projetées sur cette position par une méthode

d’advection (Van Leer). Dans un calcul ALE, le maillage est déplacé, à la convenance de

l’utilisateur, en fixant arbitrairement une vitesse convective. La caractéristique de la formu-

lation Eulérienne et ALE est de prendre en charge plusieurs fluides dans un même maillage.

Un nouveau champ d’inconnues est alors ajouté aux variables physiques: la fraction volu-

mique. Ce champ permet de situer la position de la surface libre (d’une manière générale, la

position d’une interface matérielle). Si la grille multi-matériaux est composée d’air et d’eau

(comme ce sera le cas dans les applications suivantes), une fraction volumique valant 0

correspond à une cellule remplie d’air, et 1, à une cellule remplie d’eau. Les fractions com-

prises entre 0 et 1 indiquent des cellules composées d’air et d’eau. L’équilibre des pressions

dans ces cellules permet de déterminer la valeur de la fraction volumique et la position de

l’interface matérielle est calculée par une méthode de Young. Pour coupler la formulation

Lagrangienne et la formulation Eulérienne, deux approches sont utilisées et comparées dans

la suite: la méthode par pénalisation et la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Pour

la méthode par pénalisation, la question qui reste en filigrane dans cette thèse est comment

déterminer correctement la raideur de pénalisation pour calculer un champ de pression phy-
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sique lors d’un impact hydrodynamique. Nous tentons de répondre à cette question dans les

deux chapitres suivants.
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Chapitre 4

Etude de problèmes 1D

Ce chapitre présente une étude de deux problèmes simples en 1D qui ont l’avantage de

mettre en évidence certaines caractéristiques des méthodes de couplage employées. Pour

ces problèmes simples, la méthode des multiplicateurs de Lagrange est une approche di-

recte et précise de la solution. Par contre, la méthode par pénalisation exige un choix de

l’utilisateur qui dépend de l’expérience de ce dernier. Ce choix porte sur la détermination

de la raideur de pénalisation: trop grande, le calcul peut être instable, trop petite, la péné-

tration relative devient inacceptable. De plus, lorsqu’une valeur garantit la proximité avec

la solution, les efforts numériques peuvent être perturbés par des oscillations dont l’origine

numérique est inhérente au couplage. Pour assurer une comparaison optimale avec les so-

lutions de référence, un effet dissipatif est introduit dans la méthode par pénalisation. Dans

un premier temps, l’impact d’une colonne d’eau sur un mur rigide est étudiée. Le temps

caractéristique de l’impact est le temps de la simulation. Ainsi, seuls les premiers instants

de l’impact sont analysés, l’écoulement du liquide le long du mur n’est pas considéré. La

deuxième application est un piston écrasant une quantité de liquide à vitesse constante.

Les perturbations issues du couplage seront alors mises en évidence et un amortissement

numérique est introduit pour limiter ces oscillations.

4.1 Impact d’une colonne d’eau

On considère une colonne d’eau tombant sur une plaque horizontale avec une vitesse d’im-

pact � �
�

� � � � �
� � ���  � . Le temps de l’impact est le temps de la simulation : on arrête la
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simulation avant qu’il n’y ait un écoulement le long de la plaque. Ce temps étant court

( ��� ��� � ), une première étude devra être faite sur le pas de temps permettant aux méthodes

de converger. Le maillage employé pour le fluide est une grille Eulérienne et, pour la struc-

ture, un maillage Lagrangien est composé d’éléments quadrangles (voir Fig.4.2(a)). La so-

lution théorique est un impulse de pression dont la magnitude est donnée par : � � � � � � � � � �
� � � � � 
 . Cette application est étudiée en utilisant les méthodes de couplage décrites pré-

cédemment. Dans un premier temps, la méthode des multiplicateurs de Lagrange est mise

en œuvre seule afin de vérifier quel pas de temps permettra de converger vers la solution

physique. Ensuite, en conservant le pas trouvé, cette méthode est comparée à la méthode par

pénalisation. Dans une dernière partie, la méthode par pénalisation est étudiée pour différent

paramètre de pénalisation ��� .

4.1.1 Etude du pas de temps

La méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange décrite précédemment dans le para-

graphe 3.3.2 est appliquée pour gérer l’interaction entre le fluide et la plaque. Comme la

structure est rigide, cette dernière est une simple condition aux limites pour le fluide. Pour

représenter cette condition aux limites, on fait tendre la rigidité � � de Eq.(3.242) et la masse
� � de Eq.(3.236) vers l’infini. La relation Eq.(3.236) devient:

� � �� � � � � ( � � � � � � � 	  ��� �
� � � � 	

��� � � �
� �� � * (4.1)

Dans un premier temps, on examine l’influence du pas de temps ��� défini par ��� �

� � � � ��� � où � �� � est un scalaire inférieur à 1. Par défaut, � �� � vaut 0.65. La pression exer-

cée sur la plaque est tracée en fonction du temps pour différentes valeurs de � � � � (voir

Fig.4.1). On voit que la méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange converge vers la

valeur attendue quand ��� diminue. On conserve, dans la suite liée à cette application, le pas

de temps permettant la convergence. La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet

d’atteindre un résultat précis pour cet exemple sans avoir à choisir un paramètre, contraire-

ment à la méthode par pénalisation. Dans la suite, nous comparons les deux méthodes.
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4.1.2 Comparaison de la méthode des multiplicateurs de Lagrange et de la

méthode par pénalisation

A présent, nous reprenons l’étude faite par Zhong dans [Zhong, 1993] de l’impact d’une

barre sur un mur. Il compara la méthode par pénalisation et la méthode explicite des multi-

plicateurs de Lagrange introduite par l’algorithme DENA. Deux modèles sont créés:

- un modèle de référence (voir Fig.4.2(b)) pour lequel la grille Eulérienne est utilisée uni-

quement et la plaque est modélisée en bloquant les nœuds,

- le modèle précédent (voir Fig.4.2(a)) pour lequel la grille Eulérienne est couplée à une

plaque constituée d’éléments quadrangles (voir le paragraphe 3.1.4) en utilisant l’algorithme

explicite des multiplicateurs de Lagrange.

- et un dernier modèle basé sur les formulations précédentes et sur une méthode par pé-

nalisation. La raideur est évaluée par Eq.(3.240).
� � ���	� � � � est la taille caractéristique

des mailles Eulériennes d’où � � � � � ��� � � � ��
 
 
��� . ��� � est le pas de temps associé au

fluide. On en déduit une raideur valant � � � � 
 � �  � .
On obtient les courbes de pressions de Fig.(4.3) :

- La courbe A montre la pression obtenue à partir du modèle illustré sur Fig.4.2(b) pour

lequel la condition de glissement (nœuds bloqués) représente la plaque,

- la courbe B donne la pression obtenue en couplant par pénalisation une plaque d’éléments

quadrangles et la grille Eulérienne,

- la courbe C donne la pression obtenue en couplant une plaque d’éléments quadrangles et

la grille Eulérienne par la méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange décrite dans

[Zhong, 1993] et dans la chapitre précédent.

Les trois impulses de pression sont très proches de la solution théorique: � � � � � � � � � �
� � � � � 
 . Néanmoins, la courbe de pression obtenue par la méthode de pénalisation re-

joint la pression nulle tardivement et oscille faiblement. Comme Zhong l’a fait remarquer

dans [Zhong, 1993], il faut adapter le facteur de pénalisation ��� pour obtenir une solution

physique. Si ��� est trop important, le calcul est déstabilisé pour les mêmes raisons que celles

évoquées pour les méthodes de contact dans le paragraphe 2.2.1: la force d’interaction trop

grande inverse la vitesse relative dans le même pas de temps. L’élément Eulérien contenant

la particule fluide est alors traversé par une onde de compression et ensuite par une onde de

dépression dans le même pas de temps ce qui viole la condition CFL de stabilité. Si ��� est

trop petit, le fluide peut traverser la structure et la pression exercée sur la structure est faible
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devant la pression physique. Ce comportement est visible dans l’évolution de la courbe (B).

Il faut alors augmenter le facteur ��� .

4.1.3 Etude de ���

En reprenant le modèle par pénalisation décrit précédemment, on choisit successivement

��� � � � , ��� � � � � et � � � � � � � . Les courbes de pressions sont comparées, sur Fig.4.4 à

la courbe de référence (A) de Fig.4.3. Plus � � augmente, plus on s’approche de la solution

physique mais, dans le même temps, plus la courbe est oscillante. Pour ��� � � � � � , la courbe

est fortement oscillante et l’erreur sur la solution est aussi très importante. Les paramètres

��� � � � et ��� � � � � sont proches de la solution. Ainsi, on observe ici qu’il n’y a pas

qu’une solution unique pour ��� mais une plage de valeurs garantissant un résultat proche

de la solution recherchée. Néanmoins, trouver un domaine de valeurs ��� pour lequel une

solution numérique est valide n’est pas un problème évident. Si ce domaine existe, il devrait

être indépendant du maillage employé. Par exemple, pour ��� � � � , on crée un nouveau

maillage avec un rapport de forme différent pour les mailles fluides (voir Fig.4.2(c)). Si

on compare la courbe de référence et la courbe (B), on remarque que la seconde serait

quasiment confondue avec la première si des oscillations ne perturbaient pas la pression.

Pour mettre en évidence l’origine de ces oscillations, une autre application est traitée: le

piston.

4.2 Etude du piston

Un piston comprime un fluide (une quantité d’eau) à vitesse constante, � � � ��� � . La

colonne d’eau est, en fait, un cube de ��� � � de coté. Comme précédemment, la pression

exercée sur le piston est l’objet de cette étude.

4.2.1 Comparaison de la méthode des multiplicateurs de Lagrange et de la

méthode par pénalisation

On compare trois cas:

- Un modèle de référence (voir Fig.4.6) auquel les résultats pourront être comparés, est
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construit en modélisant le fluide et la structure par une formulation Lagrangienne. Les

nœuds de la structure et ceux du fluide sont confondus de sorte que la condition cinématique

imposée sur le piston est directement appliquée sur la frontière du fluide.

- Un modèle de couplage où l’algorithme de Zhong gère l’interaction entre une formulation

Lagrangienne pour la structure et une formulation Eulérienne pour le fluide (voir Fig.4.3).

Comme précédemment, le piston est considéré comme rigide. On reprend alors la relation

Eq.(4.1).

- Un modèle de couplage par pénalisation (voir Fig.4.3) dans lequel la raideur est évaluée à

partir de Eq.(3.240) avec un pas de temps de � ��
 
��� : � � � � � � � � 
 � �  � . Ici, le facteur de

pénalisation ��� est fixé à 1.

Contrairement à l’application précédente, une calibration du pas de temps de calcul n’est pas

nécessaire étant donné que l’étude se fait sur une durée plus longue ( � � � � ). Les courbes de

pression exercées sur le piston sont tracées sur Fig.4.3. Comme dans l’application de l’im-

pact de la colonne d’eau, la méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange converge

après quelques oscillations vers la solution de référence. Par contre, la pression obtenue par

la méthode par pénalisation est fortement oscillante et elle semble (comme pour Fig.4.5)

osciller autour de la solution recherchée.

4.2.2 Origine des oscillations dans la méthode de pénalisation

Pour déterminer l’origine des oscillations, on évalue la fréquence de celles-ci en appliquant,

au signal (C) de Fig.4.3, une transformée de Fourier (FFT). Le spectre présenté sur Fig.4.3

donne une fréquence de � 
 
 � � � � .

Fréquence propre du piston

Pour vérifier que cette fréquence n’a pas d’origine physique, on reprend Eq.(3.238) en

affectant à � et à � # � � le volume courant et le volume initial du piston, respectivement.

Comme � � � � � où � représentent la section du piston et
�

, la hauteur d’eau, la relation

Eq.(3.238) devient:

� � � � � �� (4.2)
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La valeur initiale
�

�
diminue de 10% sur le temps du calcul: � � � � (sur Fig.4.3 et Fig.4.6,

la vitesse du piston est plus importante pour que son déplacement soit visible). La hauteur

d’eau finale est de
� � ����� � � � et la raideur équivalente du piston passe de:

� �� �  � �� � �
� � � � � 
 � �  � à

� �� �  � �� � � � � � 
 � �  � . En sachant que la masse d’eau par unité d’aire

comprimée par le piston est déterminée par � � , la fréquence propre du piston � � ���
� est

donnée par:

� � ���
� � �

� �

����  � ��� � � �

� �
� (4.3)

Cette fréquence est comprise alors dans l’intervalle suivant: [477Hz,530Hz]. Elle corres-

pond au nombre d’aller-retour par seconde parcourus par l’onde dans le piston et elle diffère

de la fréquence déterminée par FFT.

Fréquence propre du couplage

A présent, on recherche la fréquence propre du système [
� � - � -

� � ] représenté sur

Fig.4.11. Le schéma 1 de cette figure représente le principe du couplage: dès qu’il y a

une interpénétration entre les masses
� � et

� � , une force de rappel représentée par un

ressort de raideur � est appliquée sur les deux masses. Le schéma 2 de Fig.4.11 est équi-

valent au schéma 1 pour une masse équivalente
�
� � �

� � � �� � ��� � et un ressort de raideur � .

Cette équivalence est aisément démontrée par la relation Eq.(3.234) résultante de la com-

binaison de Eq.(3.232) et Eq.(3.233). Les masses des points interne de la structure et des

particules fluides sont évaluées par les fonctions de forme
� � et les masses nodales

� � :

la modélisation numérique donne une masse équivalente variant de
�
� � � � 	 � � � �  � à

�
� � � � � � � � �  � suivant la position du point interne le long du piston (comme pour la

raideur, la masse est en fait une masse par unité d’aire). La fréquence propre du couplage

� � ��� � est alors donnée par:

� � ��� � � �
� ��� ��

� �
(4.4)

La fréquence propre du couplage est alors comprise entre: � � ��� � � � � � � � � � et � � ��� � �
� 	 � � � � � . Ces valeurs sont très proches de la valeur déterminée sur le spectre fréquentiel de

Fig.4.3. Comme cette fréquence est distincte d’une fréquence physique, nous introduisons

un amortissement qui filtrera cette fréquence.
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4.2.3 Introduction d’un effet dissipatif dans le couplage

En général, l’amortissement numérique dans les algorithmes altère la simulation du phé-

nomène physique et on recherche à limiter cette dissipation. Ainsi, Piperno et al., dans

[S. Piperno, 1993] tente de compenser les erreurs liées à la dissipation numérique engen-

drée par leur schéma de couplage. A contrario, ici, on introduit un facteur dissipatif qui

permettrait d’atténuer les fortes oscillations mises en évidence dans [Couty, 2002]. Le pro-

cédé est simple: au système masse-ressort décrit précédemment, on ajoute un amortisseur

comme illustré sur Fig.4.10. L’équation d’équilibre, Eq.(4.5), des forces numériques de cou-

plage est écrite en fonction du déplacement relatif � des masses du fluide, � � � � � � � , et de la

structure, � � � # � � � � # � en interaction:

� � �
� � � � ��� ������ � � � ��� (4.5)

avec � le facteur d’amortissement et � �
� � � � � � ��� � �� � � � � .

Afin d’optimiser l’amortissement des oscillations numériques indésirables, � est fixé à une

valeur critique � � � � . Cet amortissement est aussi nommé "damping" dans cette thèse.

Dès lors, pour vérifier l’efficacité de cette méthode, on traite les deux exemples précédents:

- Une colonne d’eau entre en collision avec une plaque rigide et on trace l’évolution de

l’impulse de pression. Deux cas sont comparés: le cas de référence décrit dans le paragraphe

4.1.2 pour lequel les nœuds du fluide et ceux de la structure sont confondus et le cas du

couplage par pénalisation avec damping où la structure Lagrangienne est couplée à une

formulation Eulérienne pour le fluide. Les courbes de pression présentées sur Fig.4.12 sont

très proches et les oscillations qui apparaissaient sur Fig.4.5 sont amorties.

- Un piston comprime un fluide à vitesse constante et on cherche l’évolution de la pression

dans le fluide. Deux cas sont considérés: une modélisation du problème du piston reposant

sur un couplage en pénalité avec amortissement et une autre modélisation pour laquelle les

nœuds du fluide et de la structure sont confondus afin d’assurer un couplage cinématique

entre les deux maillages. Les courbes de pressions sont tracées sur Fig.4.13. La courbe de

référence présente des oscillations dont la période correspond au temps mis par l’onde de

compression pour se propager dans le fluide, se réfléchir sur la paroi du fond et revenir

au piston. Lorsqu’on ajoute un amortissement numérique dans le couplage en pénalité, on

voit que la courbe est moins oscillante et qu’elle est proche de la courbe de référence.
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Ainsi, l’implémentation de l’algorithme de l’amortissement dans le couplage en pénalité

permet de limiter les oscillations numériques parasites sans affecter l’évolution physique de

la pression.

4.3 Conclusion

La méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange permet de converger rapidement vers

la solution pour ces problèmes unidimensionnels. Il faudra vérifier, dans la suite, si cette

approche tient ses promesses pour des problèmes plus complexes en 2D. Le couplage par

pénalisation est tributaire du choix de la raideur et, vis à vis de l’approche directe des multi-

plicateurs de Lagrange qui n’exige aucun choix de l’utilisateur, la méthode par pénalisation

apporte plus d’inconvénients que d’avantages pour traiter de simples problèmes 1D. Une

raideur trop faible implique des interpénétrations inacceptables et une raideur trop forte

perturbe les efforts d’interaction par des oscillations. Néanmoins, dans ce cas, l’évolution

moyenne de la pression appliquée à la structure est proche de la solution physique et l’intro-

duction d’un amortissement numérique permet de dissiper l’énergie emmagasinée dans les

ressorts de pénalisation. Cependant, deux critiques peuvent être émises à propos de l’intro-

duction d’une dissipation numérique dans le couplage. Premièrement, elle exige quelques

précautions dans son application car il faut effectivement s’assurer que les fréquences phy-

siques soient loins des fréquences numériques à amortir. En général, la fréquence du cou-

plage par pénalisation est suffisamment grande devant la fréquence physique maximale pour

éviter que le couplage ne perturbe déjà le phénomène physique. Deuxièmement, les cas pré-

sentés dans ce chapitre et les applications des chapitres suivants n’incluent pas de viscosités

physiques. Il est donc naturel que l’introduction d’une viscosité numérique ait un effet si

positif et si spectaculaire sur les résultats. Si un impact plus réaliste incluant les viscosités

physiques était réalisé, le damping serait certainement déjà assuré. Pour cette thèse, l’effet

dissipatif introduit dans le couplage permet de comparer les forces d’interaction numériques

et théoriques en absence d’oscillations. Nous verrons, dans la suite, que le damping n’a pas

toujours l’effet dissipatif escompté et que toutes les perturbations impliquant le couplage ne

sont pas amorties.
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FIG. 4.1 – Pression exercée sur la plaque pour différents ��� : (A) ��� � ���	��
��� (B) � � �
����
��� (C) �����������

(a) (b)

(c)

FIG. 4.2 – (a) Modèle d’impact de la colonne en couplage, (b) Modèle d’impact de la
colonne en bloquant les nœuds, (c) Modèle d’impact de la colonne en couplage pour un
maillage différent
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FIG. 4.3 – Pressions exercées sur la structure: (A) Courbe de référence, (B) Couplage par
pénalisation avec pf=1, (C) Méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange

FIG. 4.4 – Pressions exercées sur la structure: (A) Couplage par pénalisation avec pf=1000,
(B) Couplage par pénalisation avec pf=100, (C) Couplage par pénalisation avec pf=10, (D)
Courbe de référence
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FIG. 4.5 – Pressions exercées sur la structure:(A) Couplage par pénalisation pour un
maillage différent avec pf=10, (B) Courbe de référence

FIG. 4.6 – Modèle de référence du piston

FIG. 4.7 – Modèle du piston en couplage
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FIG. 4.8 – Pressions exercées sur le piston: (A) Couplage par pénalisation, (B) Méthode
explicite des multiplicateurs de Lagrange, (C) Courbe de référence

FIG. 4.9 – Spectre fréquentiel du signal en pression (C) de la figure précédente

FIG. 4.10 – Schéma du couplage en pénalité avec amortissement
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FIG. 4.11 – Schéma du couplage en pénalité

FIG. 4.12 – Pressions exercées sur la plaque: (A) Courbe de référence (B) Couplage par
pénalisation avec damping

FIG. 4.13 – Pressions exercées sur le piston: (A) Couplage par pénalisation avec damping
(B) Courbe de référence
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Chapitre 5

Etude de problèmes 2D

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’entrée d’un dièdre dans l’eau avec la formulation

Lagrange-Euler décrite dans le chapitre 3. Le modèle étudié est basé sur les hypothèses

de l’étude bibliographique faite dans le chapitre 2. Les éléments quadrangles de la struc-

ture reposent sur une formulation Lagrangienne de type Belytschko-Lin-Tsay décrite dans

le paragraphe 3.1.4 et les éléments hexaédriques pour l’eau et pour l’air sont basées sur

une formulation Eulérienne multi-matériaux décrite dans le paragraphe 3.2. On se propose

d’établir une base de données pour les paramètres contrôlant la force de couplage. Cette

base est construite en estimant la magnitude de la pression locale exercée sur un dièdre pour

différents angles d’incidence. Par la suite, ces données sont employées pour l’impact d’un

cylindre sur l’eau. L’idée est d’étendre, les résultats obtenus pour le dièdre, à une géomé-

trie quelconque. Deux méthodes de couplage sont comparées: l’approche par pénalisation

et celle reposant sur les multiplicateurs de Lagrange.

5.1 Description du modèle

Le modèle est un demi-dièdre constitué d’éléments quadrangles en formulation Lagran-

gienne immergé dans une grille Eulérienne modélisant l’écoulement d’une surface libre

séparant l’air et l’eau (voir Fig.5.1). On profite de la symétrie du problème pour réduire,

par deux, la taille du domaine de calcul en imposant une condition de glissement le long de

l’axe de symétrie du dièdre. La largeur de ce dernier est de �
� � � � . La dimension du do-

maine de calcul pour le fluide est étudiée dans un paragraphe suivant afin de vérifier que les
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conditions aux frontières n’influencent pas les résultats recherchés. Le dièdre composé de

99 éléments quadrangles sur la partie inclinée entre dans l’eau à vitesse constante et égale

à 
�� � � � ��� � . Plusieurs angles d’incidence � sont considérés ; de � � à � � � . Pour chacun de

ces angles, on s’intéresse à la pression locale exercée sur la structure.

FIG. 5.1 – Présentation du modèle pour l’entrée du dièdre dans l’eau

5.1.1 Vérification des hypothèses théoriques

L’équation d’état liant la pression et la densité est donnée par Eq.(3.179). Cette relation li-

néaire implique que l’incompressibilité du fluide est assurée approximativement: puisque la

valeur du module de compressibilité est très important ( � � � � � � � � � � 
 ), à une variation

de la densité correspond une forte pression. Ainsi, lorsque le dièdre entre en contact avec

la surface libre, la masse d’eau accélérée par le couplage entraîne une brutale compression

et donc une augmentation de la densité. Cette onde de choc est plus ou moins forte suivant

l’angle d’incidence considéré et si ce dernier est faible, un écoulement peut devenir com-

pressible. Communément, un nombre de Mach inférieur à 0.3 correspond à des variations

de densité faibles et donc à un écoulement incompressible. En reprenant la vitesse théo-

rique du glissement du point de stagnation le long du dièdre (Eq.2.16), l’angle d’incidence

ne devrait pas être plus petit que l’angle suivant:

� 
 
 � � � 
 �
! � �
����
 �

" � � � � � (5.1)
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Pour � � , les comparaisons avec la théorie ne seront alors pas appropriées; néanmoins, cet

angle d’incidence sera étudié. D’une manière générale, pour s’assurer que l’écoulement sera

quasiment incompressible pour un angle donné, la pression est prise loin du point d’impact.

En théorie, l’écoulement est non-visqueux et dans un impact sur l’eau, le champ de pres-

sion est très important devant le champ de contraintes déviatoriques. On peut ainsi négli-

ger le terme déviatorique dans la loi de comportement données par Eq.(3.108) . On peut

alors considérer l’écoulement comme étant irrotationnel. Comme il est aussi incompres-

sible, l’analyse du paragraphe 2.1.4 permet de conclure que l’écoulement est auto-similaire

à condition d’être loin du point d’attaque du dièdre et loin du bord de fuite. Pour s’assurer

de cette propriété et pour vérifier l’incompressibilité, les pressions sont alors prises en un

élément du dièdre situé à égale distance des limites de la partie inclinée. Suivant la théorie

décrite dans le paragraphe 2.1.3, la pression doit être alors égale à:

�
� � � � � ���� � �� ��� ��� � � �

�
���

� � � � � � � � � �� � � � � � ���� � ��� � � ���� �� �
� � � � � � � � � � ���� � � � � � � � � � ��� � � � �������  ��� � (5.2)

où � � � � et � représentent, respectivement, la position du point d’arrêt et la position du

centre de l’élément où est prise la pression suivant l’axe horizontal (on a remplacé � par

� � � � pour éviter toutes confusions avec la vitesse du son). � est donné en résolvant Eq.(2.29)

dans le paragraphe 2.1.3.

5.1.2 Conditions aux limites

Condition de non-réflexion d’ondes

Quand le dièdre atteint la surface libre, une onde de choc peut se développer et se réfléchir

sur la frontière de la grille Eulérienne si cette dernière est bloquée. Aussi impose-t-on une

condition de non réflexion d’ondes sur les frontières de la grille modélisant l’eau (sauf

naturellement sur l’axe de symétrie). Ces conditions discutées par [Cohen and Jennings,

1983] appliquent, à la frontière, un champ de pression proportionnelle à la vitesse de la

particule:

� ��� � � � 	 (5.3)
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où � , � et � 	 représentent la masse volumique, la vitesse du son et la vitesse particulaire

normale à la frontière respectivement. Ainsi, lorsqu’une onde de choc atteint la frontière,

une pression opposée en magnitude est imposée sur la frontière de manière à ce que la

résultante de l’onde incidente et de l’onde générée par la frontière soit nulle. Ces frontières

permettent de représenter, pour le champ de pression, un domaine infini. A présent, on doit

vérifier que les conditions appliquées aux frontières de la grille ne perturbent les champs

locaux, notamment la pression exercée sur la structure.

Dimensions de la grille Eulérienne

Les dimensions de la grille Eulérienne sont évaluées de manière à ce que les frontières de

cette dernière n’influencent pas le champ de pression exercé sur le dièdre. Dans un premier

temps, la largeur de la grille est égale à deux fois la largeur du dièdre. D’après l’analyse

faite dans le paragraphe précédent consacré aux vérifications des hypothèses, on trace la

pression au milieu du dièdre pour deux angles différents: � � et � � � . Ensuite, on multiplie

par 2 la largeur de la grille et on compare la pression pour le même point. Si les courbes sont

différentes, on augmente à nouveau la largeur jusqu’à ce que les courbes pour deux grilles

de tailles successives soient proches. On observe sur Fig.5.2 pour � � � que la pression obte-

nue pour une largeur de � � � � � � (x2) est confondue avec celle calculée avec une largeur de

� � � � � � (x4). De même, pour � � , les courbes de pression pour deux largeurs différentes,
� � � � � (x1) et 1000mm (x2), sont très proches entre elles. La largeur de grille devrait être

fixée à 1000mm pour toutes les simulations. De la même manière, la hauteur d’eau dans

la grille Eulérienne est fixée initialement à ��� � � � , puis on augmente cette hauteur jus-

qu’à ce que la courbe de pression ne soit plus influencée par la condition de non-réflexion

d’ondes appliquée sur la frontière basse de la grille. Comme précédemment, sur Fig.5.4 et

sur Fig.5.5, on remarque que la pression ne varie plus au-delà du double de la hauteur ini-

tiale, donc, la hauteur entre la surface libre et la frontière basse devrait être fixée à
	 � � � � .

Cependant, pour réduire les coûts de calcul, on choisit de garder la largeur et la hauteur

initiale car on peut remarquer que les différences entre les courbes sont petites. Changer la

largeur ou la hauteur de la grille n’affecte pas la pression qu’après l’instant du pic et pour de

larges angles tels que � � � : on remarque la pression est plus élevée à la fin du calcul lorsque

la grille est petite. Par contre, les dimensions de la grille n’affectent pas les maxima de pres-

sion, principal objet de cette étude. La suite est ainsi consacrée à une évaluation des pics de
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pression en employant soit la méthode par pénalisation soit la méthode des multiplicateurs

de Lagrange.

5.1.3 Conclusion

En résumé, le modèle d’impact est constitué d’un dièdre rigide (il sera déformable dans une

dernière partie) de �
� � � � de largeur composé d’éléments quadrangle basé sur une formu-

lation Lagrangienne. Ce dièdre percute une surface libre séparant un milieu air/eau modélisé

par une grille Eulérienne multimatérielle de
� � � � � de largeur sur

	 � � � � d’hauteur pour

l’eau. Aux frontières de cette grille, des conditions de non-réflexion d’ondes sont appliquées

qui influencent peu le champ de pression évoluant localement le long du dièdre. Les carac-

téristiques du calcul évoluent suivant l’angle étudié et elles sont regroupées dans le tableau

5.1. :

Angle 1 2 3 4 5 10 20 30
Temps CPU (s) 1109 615 553 972 391 981 1099 3106

Durée simulé (ms) 0.6 1 1.6 2 1 4 10 15
Nombre d’éléments Eulériens 9950 9353 9353 9741 9761 9425 9801 9801

��� � � � � � � � � � ( ��� ) 0.96 0.84 1.26 1.08 1.44 1.57 4.04 3.17

TAB. 5.1 – Caractéristiques du calcul en fonction de l’angle d’incidence �

Dans le tableau 5.1, ��� � est le pas de temps associé au fluide, ��� le pas de temps de calcul

et � �� � un facteur inférieur à 1. Le processeur employé pour les calculs du tableau 5.1. est

un intel(R) celeron(R) de 1.7GHz avec 1Go de RAM et un cache L1 de 8Ko et un cache L2

de 128Ko. Ces calculs ont été menés, successivement, dans le cadre de l’étude du couplage

par pénalisation et dans celui du couplage par les multiplicateurs de Lagrange.

5.2 Couplage par pénalisation

Le couplage par pénalisation utilisé pour résoudre le problème 2D du slamming repose sur

la formulation en contact développée dans le paragraphe 3.3.2. Pour le calcul de la raideur,

on reprend la relation Eq.(3.240) dans laquelle la raideur est donnée par unité de surface

mais on continue à la noter raideur pour plus de simplicité.
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5.2.1 Etude de l’effet de l’amortissement numérique

D’abord, on s’intéresse à l’effet du damping introduit dans le paragraphe 4.2.3 pour diffé-

rents angles d’incidence. La raideur de pénalisation est choisie suffisamment grande pour

éviter que l’eau ne traverse la structure ("fuites"). Dans la suite, on verra comment la raideur

est choisie en fonction de l’angle de pénétration.

Dièdre avec un angle d’incidence inférieur à � � �

Dans un premier temps, les angles d’entrée dans l’eau sont inférieurs à � � � . On compare

les pressions obtenues avec un couplage en pénalisation sans effet dissipatif et avec un

amortissement numérique. Les pressions sont prises, comme précédemment, au milieu de la

partie inclinée du dièdre. Deux angles d’incidence sont choisis: � � et � � � . Sur Fig.5.4 et sur

Fig.5.4, les courbes d’indice (A) montrent clairement des oscillations qui sont amorties sur

les courbes (B) lorsque le damping est introduit dans le couplage. Néanmoins, les raideurs

sont importantes pour que ces oscillations apparaissent car les pics de pression devraient,

en théorie, être plus petits. En effet, en appliquant le théorème de Bernoulli avec la relation

Eq.(2.16), on obtient l’équation suivante pour le maximum de pression:

� �
��� � �

��� � � � �
���
� �����
��� ��� � (5.4)

Pour � � ��� et � � � � � , les maxima théoriques de pression sont respectivement � � 	�� � 

et � � ��� � 
 . Sur Fig.5.4 et sur Fig.5.4, les pics numériques atteignent � ��� � 
 pour � � et


 � � 
 pour � ��� . Si la raideur était plus petite et plus proche de la valeur optimale per-

mettant de retrouver les évolutions physiques, les oscillations seraient plus petites voire

inexistantes. Par exemple, on reprend le cas à � � et on cherche à retrouver le pic physique

en ajustant le paramètre ��� . Pour ��� �����	��� � , on retrouve le maximum physique et on

observe qu’il y a peu de différences entre la pression avec damping et la pression sans dam-

ping (voir Fig.5.4). L’effet de l’amortissement numérique introduit dans le couplage par

pénalisation est aussi très faible si l’angle du dièdre devient grand.
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Dièdre avec un angle d’incidence supérieur à � � �

A présent, dans un second temps, l’angle � est supérieur à � � � et deux cas sont étudiés: le cas

limite à � � � et un autre cas à � ��� . Sur Fig.5.4 et sur Fig.5.4, les oscillations numériques as-

sociées au couplage par pénalisation sont tellement faibles qu’on ne voit pas de différences

entre les courbes (A) et les courbes (B). Les pressions avec et sans damping sont quasiment

confondues. Par contre, d’autres oscillations apparaissent. L’origine de ces oscillations peut

être aisément comprise si on compare les pressions exercées sur deux éléments voisins de

la partie inclinée du dièdre à � � � . Sur Fig.5.4, les évolutions de ces pressions sont liées:

à un sommet sur une courbe correspond un creux de pression sur l’autre à un instant fixé.

Des ondes transportées par le fluide se déplacent alors le long du dièdre et perturbent les

pressions locales. Ces ondes peuvent être visualisées en déterminant l’isocontour à 0.5 de

la fraction volumique. Sur Fig.5.4, cet isocontour représente la frontière du domaine fluide

sur laquelle sont appliquées les forces d’interaction et indique aussi la pénétration du fluide

dans la structure. Cette frontière oscille et ces oscillations se retrouvent dans le champ de

pression exercé sur la structure. Cette analyse est reprise dans le couplage par les multipli-

cateurs de Lagrange. Pour limiter ces oscillations et pour retrouver des évolutions proches

des courbes de référence, il est nécessaire d’étudier et d’adapter le facteur de pénalisation.

5.2.2 Etude de la raideur de pénalisation

Etude du facteur ���

Comme l’effort exercé par l’eau sur la structure dépend de l’angle du dièdre � , le facteur de

pénalisation ��� doit être ajusté suivant l’angle � . On établit un tableau donnant � � pour 9

angles compris entre � � et � � � .

Les valeurs de ��� sont déterminées pour un couplage avec l’eau uniquement. La valeur

Angle 0 1 2 3 4 5 10 20 30
pf 10 7 0.34 0.085 0.034 0.018 0.009 0.008 0.002

Raideur
� � 
 � � �  � 9e+5 11e+3 620 103 48 20 9 3 0.95

TAB. 5.2 – Valeurs de ��� en fonction de l’angle d’incidence �

de � � pour l’angle nul avait déjà été établie, dans le paragraphe 4.1.3, pour l’impact de la

colonne d’eau à incidence nulle. Les autres valeurs ont été évaluées en cherchant une pres-
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sion d’interaction la plus proche possible de la solution théorique. Cette approche pour � �

et � � est discutable étant donné que, d’après le paragraphe 5.1.1, l’eau devient compressible

pour un angle inférieur à � � . Les raideurs de la 2ieme ligne du tableau 5.2 sont déterminées

en utilisant la relation Eq.(3.243) et les pas de temps du tableau 5.1 . Il faut s’assurer que

les valeurs de ��� ne dépendent pas des paramètres de la modélisation et, en particulier, il

faut vérifier l’indépendance de ��� vis à vis du maillage employé. Pour cela, on compare les

pressions pour 3 angles différents ( � � � , � � � , � � � ) et dans 3 cas différents:

- Pour un maillage donné et pour une taille de mailles pour le fluide deux fois plus impor-

tante que celle de la structure,

- Pour un maillage deux fois plus fin que le maillage précédent en conservant le même rap-

port de mailles fluide/structure (1 pour 2),

- Pour un rapport entre les mailles des deux domaines identiques.

Sur Fig.5.13, Fig.5.14 et Fig.5.15, la comparaison des cas de calcul montre des pressions

peu différentes de la pression obtenue avec le maillage initial et les courbes restent proches

de la solution théorique. Pour � � � , un autre cas a été ajouté en diminuant le pas de temps

par � �� � ����� � (par défaut, � �� � � ����
 � ). La courbe (D) tracée dans ce cas est alors quasi-

ment confondue avec la courbe (A). Néanmoins, l’évolution de la pression diffère lorsque le

maillage est raffiné: la courbe (A) est différente de la courbe (B) (une erreur relative de
� ��� )

bien que cette dernière soit plus proche de la courbe de référence (E) à cause du raffinement

des mailles. Pour � ��� , les courbes numériques sont, par contre, groupées mais différentes

de la solution théorique (une erreur relative de � ��� environ). Des différences sont donc

à noter malgré la calibration du paramètre de pénalisation mais l’ensemble des résultats

concordent approximativement. En plus de vérifier l’indépendance de cette calibration vis à

vis de paramètres numériques, il faut aussi s’assurer que cette étude est applicable à d’autres

géométries. C’est pourquoi la modélisation de l’impact hydrodynamique d’un cylindre est

mise en œuvre.

Modélisation de l’entrée dans l’eau d’un cylindre par un couplage par pénalisation

Le dièdre est remplacé par une structure cylindrique de rayon
� � �

� � � � entrant dans

l’eau à la même vitesse que le dièdre: � � 
�� � � � ��� � . Il est nécessaire, dans un premier

temps, d’établir une solution de référence. Il suffit, pour cela, de reprendre l’analyse faite

dans le paragraphe 2.1.3 avec la relation Eq.(2.13) donnant l’élévation 	 � de la surface libre
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par rapport au premier point de contact:

	�� ��� �����
�
�

�
� ����� � � (5.5)

La géométrie du cylindre implique que:

� � � � � � 	���� � � � � (5.6)

Soit, en négligeant le terme en 	 � du second ordre:

� � � � 	�� � (5.7)

Par identification, on obtient �
�
� � et � � � � � � � � � . En utilisant la relation Eq.(2.12),

la relation donnant la position du point d’arrêt � � � � en fonction du temps est déterminée

par la relation suivante: (dans laquelle on a remplacé � par � � � � pour éviter toute confusion

avec la vitesse du son).

� � ��� � � ��� �
�
� � � (5.8)

La vitesse du point d’arrêt le long du cylindre est alors évaluée par:

� � � � �
��� �

� ��
� � �

(5.9)

En appliquant le théorème de Bernoulli, la relation Eq.(5.9) permet d’estimer la pression

maximale par: � �
� � � �

��� � � � �
�

� � (5.10)

Suivant sa position le long du cylindre, un élément de la structure est incliné d’un angle

� vis à vis de la position initiale de la surface libre. En interpolant linéairement les va-

leurs du tableau 5.2 , il est possible de déterminer la valeur ��� de cet élément. Pour chaque

élément de la structure cylindrique, on compare les pics de pression numériques et l’évo-

lution du maximum de pression en fonction de la pénétration � � . Sur Fig.5.16, la courbe

théorique obtenue avec Eq.(5.10) est une hyperbole et les maxima numériques sont pris

jusqu’au milieu du cylindre, soit pour � � � � � . On extrapole les valeurs de 5.2 pour les

angles supérieurs à � ��� en posant une valeur constante pour ��� valant ���	� � � . Pour mettre en

évidence les erreurs commises, on trace l’erreur relative sur le pic de pression en fonction

de la pénétration. Au début de l’impact, la solution théorique sur Fig.5.16 surestime la pres-
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sion acoustique � � � � � � ��� � 
 . C’est pourquoi l’erreur sur Fig.5.17 est remarquablement

importante au début de l’impact. De fortes erreurs apparaissent aussi pour des pénétrations

comprises entre
� � � et � � � � . Pour le reste, l’erreur relative est voisine de 40% ce qui est

raisonnable. Néanmoins, l’erreur maximale de 120% laisse entendre que la base de données

pour � � et, plus largement, la méthode par pénalisation reste une approche grossière du

problème d’impact. Dans la suite, la méthode des multiplicateurs de Lagrange est appliquée

aux mêmes problèmes pour étudier la précision de ce couplage.

5.3 Couplage par les multiplicateurs de Lagrange

5.3.1 Première approche

Dans cette partie, on couple la formulation Eulérienne pour le fluide et la formulation La-

grangienne pour la structure par la méthode des multiplicateurs de Lagrange présentée dans

le paragraphe 3.3.2. Pour
� � et � � � , on trace la pression exercée au milieu du dièdre (élé-

ment de structure 50) et on compare la courbe ainsi obtenue avec l’évolution de la pression

théorique rappelée par Eq.(2.28). On observe de fortes oscillations perturbant la courbe nu-

mérique de sorte que l’erreur sur l’évaluation du pic de pression ou la différence entre les

évolutions est très importante. Néanmoins, après le pic de pression, les pressions moyennes

sont proches. Si, à présent, on compare cette pression (prise en l’élément 50) avec celle

d’un élément voisin, l’élément 51, on remarque que les pressions tracées sur Fig.5.20 pour
� � et Fig.5.21 pour � ��� ont des évolutions quasi-symétriques par rapport l’axe du temps. A

une valeur maximale sur une courbe correspond, en général, un minimum sur l’autre courbe.

Ainsi, ces remarques tendent à montrer que les évolutions ne sont pas indépendantes et qu’il

est possible de corréler les pressions d’éléments voisins. Le couplage fluide-structure en un

élément donné influence et est influencé par les couplages des éléments voisins parce que

la force calculée avec Eq.(4.1) par la méthode des multiplicateurs de Lagrange valable pour

un choc frontal est très grande. On voit sur Fig.5.21 et Fig.5.20 que les valeurs physiques

sont nettement surévaluées par les pressions numériques. Cette importante énergie mise en

jeu par le couplage est transportée sous forme de paquets d’ondes dans le fluide, le long de

la structure. En effet, si on trace par exemple, pour le dièdre à 30 degrés, l’isocontour de

la fraction volumique à 0.5 (voir Fig.5.22), on remarque que les déformations de la surface
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fluide sont couplées à la structure. Cette "interaction entre couplages voisins" contredit la

propriété d’autosimilarité de l’écoulement. Pour limiter l’"interaction" entre les efforts de

couplage de deux éléments voisins, il faut diminuer la force évaluée par le relation Eq.(4.1)

en la multipliant par un paramètre inférieur à 1.

5.3.2 Modification de l’approche

Introduction du facteur ���

On reprend la relation Eq.(3.236) donnant la force d’interaction par les multiplicateurs de

Lagrange en la multipliant par un facteur � ��� � permettant de réduire et d’ajuster la force

de couplage: � � �� � � ��� � � ( � � � � � � � 	  ��� �
� � � � 	

� � � � �
� �� � * (5.11)

On cherche, par exemple pour le cas à � � � , la valeur assurant l’auto-similarité de l’écoule-

ment, autrement dit une valeur qui permet une indépendance des profils de pression pour

deux éléments voisins. Cependant, ��� ne doit pas être trop faible pour éviter que les péné-

trations des particules dans le dièdre ne soient trop importantes. Pour ��� � ���	� � � , il n’y

a pas de fuites et on retrace, sur Fig.5.23, les pressions exercées sur l’élément 50 et 51.

Les évolutions sont très proches et décalées en temps de � ���� , durée approximative corres-

pondant au temps mis par le point de stagnation pour glisser de l’élément 50 à l’élément

51. A présent, si on compare la pression numérique et la pression théorique, on observe,

sur Fig.5.24, que les courbes sont proches l’une de l’autre et que le maximum de pression

(14MPa pour � ��� ) est correctement estimé. La relation Eq.(3.236) calculant la force d’in-

teraction dépend du pas de calcul ��� . De sorte que si on change le facteur � � � � introduit

dans le paragraphe 4.1.1 pour évaluer ��� , le paramètre ��� devra aussi alors être de nouveau

ajusté. Ainsi, par exemple, à � � � , on refait le calcul pour � �� � � ��� � et on observe, sur

Fig.5.25, que la nouvelle pression prend des valeurs plus importantes que celles obtenues

pour � �� � � ����
 � . Notamment, on remarque que le maximum de pression est 6 fois plus

grand avec � �� � � ��� � qu’avec � � � � � ����
 � . Il suffit alors de diviser ��� par 6 pour re-

trouver un résultat proche de la théorie comme le montre Fig.5.26. Néanmoins, on ne peut

appliquer la méthode avec ��� � ���	� � � quel que soit l’angle envisagé. Les forces physiques

d’interaction dépendent de l’angle d’incidence et de ce fait, le facteur ��� doit être alors

ajusté. En effet, pour
� � , si on prend le même facteur, une fuite apparaît (voir Fig.5.27) car
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les efforts de couplage ne sont alors pas suffisants devant les forces de pression exercées par

l’eau sur le dièdre. A la lumière du paragraphe sur l’étude du facteur ��� , il faudrait formuler

une approche restant valide quel que soit l’angle et quel que soit le maillage utilisé. Dans la

suite, on s’efforce de mettre en œuvre une telle approche.

Etude du facteur ���

Comme pour le paramètre ��� , une base de données pour � � est construite en fonction de

l’angle d’incidence de pénétration du dièdre:

Angle 0 1 2 3 4 5 10 20 30
pr 1 1 0.14 0.06 0.02 0.01 0.005 0.001 0.001

TAB. 5.3 – Valeurs de � � en fonction de l’angle d’incidence �

La valeur de ��� pour l’angle nulle avait déjà été établie, dans le paragraphe 4.1.2, pour l’im-

pact de la colonne d’eau à incidence nulle. Les autres valeurs ont été évaluées en cherchant

une pression d’interaction la plus proche possible de la solution théorique. De la même ma-

nière que dans l’étude de ��� , la comparaison avec la théorie pour � � et � � est discutable

étant donné que, d’après le paragraphe 5.1.1, l’eau devient compressible pour un angle in-

férieur à � � .

Pour que cette étude ne se restreigne pas à la modélisation employée pour déterminer les

valeurs de ��� , on doit vérifier que les valeurs du tableau 5.3 restent indépendantes des para-

mètres de la modélisation et en particulier, du maillage employé. Comme dans l’étude sur

��� , on compare les pressions pour 3 angles différents ( � � � , � ��� , � � � ) et dans 3 cas diffé-

rents:

- Pour un maillage donné et pour une taille de mailles pour le fluide deux fois plus impor-

tante que celle de la structure,

- Pour un maillage deux fois plus fin que le maillage précédent en conservant le même rap-

port de mailles fluide/structure (1 pour 2),

- Pour un rapport entre les mailles des deux domaines identiques.

Les pressions sont comparées sur Fig.5.30, Fig.5.29 et Fig.5.28 . Les évolutions sont proches

entre elles, notamment les maxima de pressions sont du même ordre de grandeur. Cepen-

dant, à � ��� et à � ��� , des différences apparaissent et elles sont identiques à celles déjà obser-
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vées dans le cadre du couplage par pénalisation, à savoir:

- Pour � � � , l ’évolution de la pression diffère lorsque le maillage est raffiné: la courbe (A)

est différente de la courbe (B) et le raffinement du maillage permet de converger vers la

courbe de référence (E). L’erreur la plus importante sur le pic de pression est
� � � .

- Pour � � � , les courbes numériques sont groupées et elles sont différentes de la solution

théorique. L’erreur la plus importante est de � ��� .

Ces erreurs montrent qu’il est difficile de déterminer précisément la valeur du maximum de

pression. Bien que les erreurs paraissent grossières, l’estimation des pressions locales reste

correcte. On verra que l’ordre de grandeurs de ces erreurs est retrouvée dans la modélisation

de l’impact hydrodynamique d’un cylindre.

Modélisation de l’entrée dans l’eau d’un cylindre par la méthode des multiplicateurs

de Lagrange

Il faut à présent vérifier que l’étude précédente est applicable à d’autres géométries. Comme

pour le couplage par pénalisation, le dièdre est remplacé par un cylindre pour vérifier si la

table 5.3 est indépendante de la solution recherchée. A chaque élément de la structure, on

calcule une valeur de ��� en interpolant les valeurs du tableau 5.3 . Un élément est incliné

initialement d’un angle � pour lequel un encadrement est déterminé dans le tableau 5.3 .

L’interpolation de ces valeurs permet d’évaluer le facteur � � associé à l’élément structure.

On reprend la relation Eq.(5.10) pour déterminer l’évolution théorique du pic de pression en

fonction de la pénétration et les maxima de pressions exercés sur chaque élément du cylindre

sont relevés de � ��� � à � � � � � . Au delà de � � � , les valeurs ��� sont extrapolées en posant

��� � ���	� � � . L’erreur relative sur la pression maximale en fonction de la pénétration est

comparée à l’erreur commise en employant la méthode par pénalisation. Sur Fig.5.32, on

remarque que l’erreur faite par la méthode des multiplicateurs de Lagrange est plus petite

dans les zones où la méthode par pénalisation commet la plus grande erreur. D’une manière

générale, l’erreur relative pour la méthode des multiplicateurs de Lagrange est voisine de

40% et elle est proche de l’erreur faite par la méthode de pénalisation. L’erreur pour les

deux approches est ponctuellement forte vers � � � � � � � c’est à dire pour � � � � � .

Aucune signification n’est réellement accordée à cela, étant donné que, dans les deux cas,

l’erreur retombe au voisinage de ����� . Comme pour la méthode de pénalisation, l’erreur

importante au début de l’impact (voir Fig.5.31) est due à la mauvaise évaluation théorique
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de l’impact à incidence nulle. Après le point d’impact, les erreurs diminuent jusqu’à ����� :

il y a une transition entre la région où l’eau est compressible (à t=0) et la région où elle

est incompressible. Cette zone de transition pour une pénétration de 0 à 2mm environ n’est

naturellement pas prédite par la théorie qui suppose un fluide uniquement incompressible

ce qui explique les erreurs importantes du début de calcul. En résumé, le champ de pression

autour d’un profil de structure quelconque telle une proue de navire entrant dans l’eau peut

être estimée, par cette approche, à ����� près pour les pics de pression. Une évaluation plus

précise des maxima de pression est difficile dans le cadre de cette méthode. Néanmoins,

on a pu remarquer dans ce paragraphe qu’après l’instant du pic de pression, les courbes

théoriques et numériques sont en général très proches ce qui laisse entendre que la quantité

de mouvement globale transmise à la structure doit être correcte malgré l’erreur commise

sur le pic. Dans la suite, une étude d’un dièdre déformable permet de mettre en évidence

l’indépendance de la quantité de mouvement transmis à la structure vis à vis du facteur ���

employé.

5.3.3 Dièdre déformable

Un dièdre de � ��� entre dans l’eau avec une vitesse initiale de 
�� � � � ��� � . Le dièdre est

constitué d’élements finis quadrangles en aluminium d’épaisseur 1mm et le couplage fluide-

structure repose sur une formulation plus complète incluant les accélérations de la structure.

On reprend alors la relation Eq.(3.236) en affectant le paramètre ��� :

� � �� � � � �
� � � �� � � � � ( � � � � � � � 	  ��� �

� � � � 	
��� � �

�
�� � �

� �� � * (5.12)

Dans la suite, on s’intéressera d’abord à l’effort global exercé sur la structure, ensuite à

l’impulsion de pression (on verra plus loin sa définition) et enfin, aux déplacements et à

la contrainte de Von Mises. Ces dernières grandeurs sont prises aux positions mises en

évidence sur Fig.5.33: les déplacements sont pris aux nœuds 132 et 170 et la contrainte

de Von Mises est évaluée sur l’élément quadrangle 50. Deux modèles sont construits et ils

diffèrent par la valeur affectée à � � : soit 0.001, soit 0.01. On compare alors les deux calculs

pour étudier la dépendance des grandeurs précédentes vis à vis du paramètre � � .
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Effort global

La force globale est verticale, dirigée suivant y, et elle est rapportée à l’épaisseur du modèle

suivant z; ainsi, ses unités sont ceux d’une raideur: N/m. Pour évaluer cette force, on somme

les forces locales exercées sur les éléments de la structure qui sont issues de l’intégration

des pressions locales sur les surfaces de ces éléments. Sur Fig.5.34, les courbes d’effort

pour ��� � ���	� � � et ��� � ���	� � sont très proches. On peut remarquer que la courbe la plus

oscillante est la courbe (B) et que cette dernière est légèrement en avance sur la courbe

(A). Ceci est caractéristique d’une comparaison d’une raideur forte et d’une raideur faible:

��� � ���	� � implique une évolution plus perturbée et un temps de réponse plus petit à une

interpénétration que ��� � ���	� � � . Les évolutions étant très proches, on peut conclure que

la force globale est quasiment indépendante du paramètre � � à condition que ce dernier

ne soit ni trop élevé pour éviter les instabilités numériques, ni trop faible pour limiter les

interpénétrations. Il existe alors un domaine autour d’une valeur � � optimale dans lequel le

paramètre peut être choisi sans affecter l’effort global. A présent, nous faisons une étude

identique pour l’impulsion.

Impulsion

Pour la modélisation du slamming sur un dièdre, nous avons vu qu’il est difficile d’obtenir

des efforts locaux réguliers et proches des efforts théoriques avec le couplage par les multi-

plicateurs de Lagrange ou par pénalisation. Optimiser la raideur de pénalisation ou trouver

systématiquement les valeurs � � de manière à obtenir des efforts locaux précis reste un pro-

blème ouvert. C’est pourquoi les résultats ici ne sont pas axés sur les efforts locaux mais sur

une autre grandeur caractéristique des impacts: l’impulsion. L’impulsion est définie comme

l’intégrale de la force sur un intervalle de temps donné. Dans ce chapitre, on considère

l’impulsion par unité de surface, I définie, dans la relation Eq.(5.13), comme l’intégrale de

la pression � � � � entre le temps de naissance de la pression � � et � . Dans toute la suite, la

dénomination "impulsion" fera référence à cette définition.

� �
 �

� �
� � � � ��� (5.13)
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Pour comprendre l’intérêt de cette grandeur, on considère deux pressions différentes � � � � �
et � � � � � appliquées sur un même élément de structure de surface S et de masse

� � pendant

la période
�
� � 
 ��� . Sur ce même intervalle de temps, on suppose que les impulsions,

� � � � � et
� � � � � , données par les relations Eq.(5.14) et Eq.(5.15) sont identiques (voir Eq.(5.16)).

� � � � ���  �

� �
� � � � � � � (5.14)

� � � � ���
 �

� �
� � � � � � � (5.15)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (5.16)

En utilisant le principe fondamental de la dynamique, Eq.(5.16) indique que l’élément de

structure a reçu la même quantité de mouvement dans la direction normale à cet élément.

Ainsi, l’impulsion représente l’évolution du chargement que subit la structure [Bagnold,

1939]. Certains scientifiques [Richert, 1968] affirment que l’impulsion est plus pertinente

que la pression maximale pour caractériser un impact. Lorsqu’on compare deux pressions

exercées sur un élément de la structure pour deux ��� différents, on remarque sur Fig.5.35

que les maxima de pression sont différents. La différence entre les pics est d’environ � ��� .

La durée du pic pour � � � ���	� � � est d’environ 0.42ms tandis que pour ��� � ���	� � , elle est

approximativement de 0.29ms. La différence de durée équilibre la différence des maxima,

de manière à ce que les aires soient approximativement les mêmes. Ainsi, sur Fig.5.36,

les impulsions pour ��� � ���	� � � et ��� � ���	� � sont proches, dans les premiers instants

de la naissance du pic et sur une courte durée (de 4.6ms à 5.1ms). Sur cette durée, les

quantités de mouvement transmises à la structure sont quasiment identiques dans les deux

cas. Néanmoins, plus le pic aura un maximum élevé et plus il sera proche d’un pic de Dirac.

La transformée de Fourier d’un tel pic est alors un spectre s’étalant sur une large gamme de

fréquences. De ce fait, plus le pic de la pression locale sera aigü et plus les déformations de

la structure atteindront des fréquences élevées. Cette remarque corrèle l’étude de la force

globale dans laquelle l’effort pour � � � ���	� � oscille à des fréquences qui n’apparaissent

pas dans l’évolution de la force pour � � �����	� � � .
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Déplacements de la structure et contrainte de Von Mises

Les quantités de mouvement étant sensiblement les mêmes pour deux � � différents, les gran-

deurs cinématiques qui en dérivent devraient être proches aussi. En effet, les déplacements

nodaux de la structure tracés sur Fig.5.37 et Fig.5.38 présentent des évolutions quasiment

identiques. Si les contraintes sont évaluées en un élément centré sur la partie inclinée (50),

on observe aussi que les courbes (A) et (B) sont voisines hormis les quelques oscillations

dont l’origine a déjà été discutée précédemment.

5.4 Conclusion

Ce chapitre a établi une base de données pour la raideur de pénalisation et pour le para-

mètre introduit dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Ces tables associent, à

chaque incidence, une valeur du paramètre ��� ou ��� ce qui permet, pour une structure quel-

conque présentant des géométries à différentes incidences, d’estimer la raideur associée à

celles-ci. Néanmoins, les deux approches, le couplage par pénalisation et le couplage par

les multiplicateurs de Lagrange, mènent à des erreurs similaires sur l’évaluation du pic de

pression, voisines de 40% dans le cas du cylindre. L’ordre de grandeur de cette erreur se

retrouve lors de la détermination des facteurs ajustant la force d’interaction pour le cas du

dièdre. Il est difficile de déterminer précisément la valeur du pic de pression avec ces mé-

thodes. Par contre, l’impulsion, l’intégrale du pic de pression, varie peu si on choisit, pour

la méthode des multiplicateurs de Lagrange, des paramètres ��� différents (à condition qu’ils

soient choisis voisins des valeurs de la table 5.3). L’indépendance de cette grandeur vis à

vis de ��� montre que la quantité de mouvement transmise à la structure dépend peu de la

paramétrisation du couplage. De ce fait, les déplacements et les contraintes de la structure

évoluent indifféremment du paramètre � � employé dans la méthode des multiplicateurs de

Lagrange. Un résultat similaire peut être attendu avec l’approche par pénalisation. Dans la

suite, l’analyse faite en 2D sur un dièdre est appliquée à un cône de � � � en couplant par

pénalisation et en utilisant la table 5.2.
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FIG. 5.2 – Dièdre à � � � : Comparaison de la pression au milieu du dièdre pour différentes
largeurs de grille

FIG. 5.3 – Dièdre à � � : Comparaison de la pression au milieu du dièdre pour différentes
largeurs de grille
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FIG. 5.4 – Dièdre à � ��� : Comparaison de la pression au milieu du dièdre pour différentes
hauteurs de grille

FIG. 5.5 – Dièdre à � � : Comparaison de la pression au milieu du dièdre pour différentes
hauteurs de grille
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FIG. 5.6 – Dièdre à � � :(A) Pression sans damping (B) Pression avec damping

FIG. 5.7 – Dièdre à � ��� :(A) Pression sans damping (B) Pression avec damping
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FIG. 5.8 – Dièdre à ��� avec ��� � ���	��� � :(A) Pression sans damping (B) Pression avec
damping

FIG. 5.9 – Dièdre à � � � :(A) Pression sans damping (B) Pression avec damping
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FIG. 5.10 – Dièdre à � ��� :(A) Pression sans damping (B) Pression avec damping

FIG. 5.11 – Dièdre à � � � :(A) Pression sur l’élément 50 (B) Pression sur l’élément 51
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FIG. 5.12 – Dièdre à � ��� : Isocontour de la fraction volumique à 0.5

FIG. 5.13 – Comparaison de la pression exercée sur le dièdre à � � � : (A) Maillage initial
(B) Maillage 2 fois plus fin (C) une maille fluide pour une maille structure (D) Courbe de
référence
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FIG. 5.14 – Comparaison de la pression exercée sur le dièdre à � � � : (A) Maillage initial
(B) Maillage 2 fois plus fin (C) une maille fluide pour une maille structure (D) Courbe de
référence

FIG. 5.15 – Comparaison de la pression exercée sur le dièdre à � � � : (A) Maillage initial
(B) Maillage 2 fois plus fin (C) une maille fluide pour une maille structure (D) tssf=0.3 (E)
Courbe de référence
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FIG. 5.16 – Cylindre : Pression maximale en fonction de la pénétration par un couplage
par pénalisation

FIG. 5.17 – Cylindre: Erreur relative sur la pression maximale en fonction de la pénétration
par un couplage par pénalisation
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FIG. 5.18 – Dièdre à
� � : (A) Pression locale théorique obtenue par la méthode des multi-

plicateurs de Lagrange (B) Pression de référence

FIG. 5.19 – Dièdre à � ��� : (A) Pression locale obtenue par la méthode des multiplicateurs
de Lagrange (B) Pression de référence
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FIG. 5.20 – Dièdre à
� � : Pression obtenue par la méthode des multiplicateurs de Lagrange

en deux éléments voisins

FIG. 5.21 – Dièdre à � � � : Pression obtenue par la méthode des multiplicateurs de Lagrange
en deux éléments voisins
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FIG. 5.22 – Dièdre à � � � : Isocontour de la fraction volumique à 0.5

FIG. 5.23 – Dièdre à � � � : Pression obtenue par la méthode modifiée des multiplicateurs de
Lagrange en deux éléments voisins
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FIG. 5.24 – Dièdre à � � � : (A) Pression pour � � � ���	� � � , (B) Pression de référence

FIG. 5.25 – Dièdre à � � � : (A) Pression pour � � � � ����� � , (B) Pression pour � �� � ������
 �
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FIG. 5.26 – Dièdre à � ��� : (A) Pression pour � � � � � ��� � et ��� � ���	� � � � 
 , (B) Pression de
référence

FIG. 5.27 – Dièdre à
� � :Répartition de la fraction volumique de l’eau (blanc: ��� � � � � ��� � ,

gris: ��� � � ��
 ��� � )
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FIG. 5.28 – Comparaison des pressions locales obtenues par la méthode modifiée des multi-
plicateurs de Lagrange pour un dièdre à � � � : (A) Maillage initial (B) Pression de référence
(C) 1 maille fluide pour une maille structure (D) Maillage deux fois plus fin

FIG. 5.29 – Comparaison des pressions locales obtenues par la méthode modifiée des mul-
tiplicateurs de Lagrange pour un dièdre à � � � : (A) Maillage initial (B) Maillage deux fois
plus fin (C) 1 maille fluide pour une maille structure (D) Pression de référence
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FIG. 5.30 – Comparaison des pressions locales obtenues par la méthode modifiée des mul-
tiplicateurs de Lagrange pour un dièdre à � � � : (A) Maillage initial (B) Maillage deux fois
plus fin (C) 1 maille fluide pour une maille structure (D) Pression de référence

FIG. 5.31 – Cylindre : Pression maximale en fonction de la pénétration par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange
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FIG. 5.32 – Erreur relative sur la pression maximale exercée sur le cylindre en fonction de
pénétration: (A) Méthode des multiplicateurs de Lagrange, (B) Méthode par pénalisation

FIG. 5.33 – Déformation du dièdre: points de mesure
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FIG. 5.34 – Déformation du dièdre: (A) Force globale pour ��� � ���	� � � , (B) Force globale
pour � � � ���	� �

FIG. 5.35 – Déformation du dièdre: (A) Pression pour � � � ���	� � � , (B) Pression pour
��� �����	� �
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FIG. 5.36 – Déformation du dièdre: (A) Impulse pour � � � ���	� � � , (B) Impulse pour ��� �
���	� �

FIG. 5.37 – Déformation du dièdre: (A) Déplacement du nœud 132 pour ��� � ���	� � � , (B)
Déplacement du nœud 132 pour ��� �����	� �
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FIG. 5.38 – Déformation du dièdre: (A) Déplacement du nœud 170 pour ��� � ���	� � � , (B)
Déplacement du nœud 170 pour ��� �����	� �

FIG. 5.39 – Déformation du dièdre: (A) Contrainte de Von Mises pour ��� � ���	� � � , (B)
Contrainte de Von Mises pour ��� �����	� �
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Chapitre 6

Etude de problèmes 3D

Dans ce chapitre, les modélisations traitées sont plus exigeantes en coût de calcul et re-

quièrent des approches spécifiques aux simulations réalistes. Bien que la durée d’un impact

hydrodynamique soit courte, un modèle 3D demande un coût CPU important. Le ballote-

ment d’un liquide dans un réservoir ou l’entrée d’une étrave de navire dans l’eau sont des

modèles lourds et ils exigent souvent des semaines de calcul, le pas de temps étant petit

dans le cadre d’un calcul explicite. Pour diminuer la durée d’un calcul, la charge d’un mo-

dèle 3D peut être répartie sur plusieurs CPU. Le domaine de calcul est divisé en un nombre

de sous-domaines correspondant au nombre de CPU. Chaque sous-domaine a une taille en

nombre d’éléments approximativement équivalente. Les processeurs travaillent, de concert,

en communiquant aux frontières des sous-domaines. Ce parallélisme est mis en œuvre, dans

un premier paragraphe, dans le cas de l’impact hydrodynamique d’un cône. Les modélisa-

tions 3D sont coûteuses dans leur construction, notamment, si la géométrie du problème

est complexe. Les structures industrielles qui seront amenées à entrer en contact avec un

ou plusieurs fluides, reposent sur un design difficile à appréhender directement sans faire

appel à des algorithmes spécifiques (lors du preprocessing). Une grille Eulérienne ou ALE

multi-matériaux modélise, en général, l’écoulement de plusieurs fluides en interaction avec

une structure Lagrangienne complexe. Ce maillage multi-matériaux peut être construit en

déterminant la répartition de la fraction volumique. Une même cellule de cette grille peut

contenir, par exemple, 3 fluides différents et être coupée par une structure. Dans une telle

cellule, si la géométrie du problème le permet, un calcul direct des fractions volumiques ini-

tiales est abordable. Cependant, une grille multi-matériaux 3D peut comporter un nombre

important de cellules coupées irrégulièrement par la structure. L’initialisation des fractions
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volumiques en tenant compte de la géométrie complexe du problème repose alors nécessai-

rement sur un algorithme que nous proposons de décrire dans une seconde partie.

6.1 Calcul parallèle

Pour les modèles 3D prenant un coût CPU important, une machine parallèle a été construite

en regroupant 4PC en une grappe de processeur ou cluster. Sur cette machine est installée

une version parallèle du code LS-DYNA3D écrite en MPI (Message Passing Interface). Le

calcul d’un cône percutant une surface libre permettra de mettre en évidence les difficultés

rencontrées lors de la décomposition du domaine de calcul.

6.1.1 Machine parallèle

Architecture

La machine parallèle est une grappe de 4PC (ou cluster de 4PC). Chaque processeur ou

nœud est un intel(R) celeron(R) de 1.7GHz avec 1Go de mémoire vive, � � � � � � � (micro-

opérations) en cache L1 et 8Ko en cache L2. Selon la classification de Flynn, cette machine

est de type MIMD (Multiple Intstruction Multiple Data) à mémoire distribuée. Le câblage

est de catégorie 5e avec une bande passante de 100Mhz et une baie de brassage. Ce support

de transmission sert de base à un protocole Fast Ethernet de 100Mb/s (100base-TX) en

full duplex. Au-dessus de ce protocole réseau se trouvent le protocole internet (IP) et le

protocole de services (TCP). Le système d’exploitation est la distribution Linux Red Hat

8.0. Pour assurer un répertoire de travail commun à tous les nœuds, un serveur nfs (Network

File System) est installé sur le nœud maître (qui est le nœud collectant les calculs de chaque

processus). Ce dernier devient le nœud serveur et les autres sont les nœuds clients. Afin

de partager la charge du calcul entre les processeurs, le cluster repose sur des applications

de type client-serveur. Comme le code LS-DYNA et le modèle ne sont pas présents sur les

nœuds clients, il est primordial de diffuser, vers les machines clientes, les sources du code et

les sous-domaines issus de la décomposition (voir la paragraphe suivant). Cette diffusion est

effectuée grâce à une librairie de passage de messages entre les machines : MPI (Message

Passing Interface).
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Parallélisme de tâches

Le parallélisme de tâches implique une décomposition d’un travail en sous-tâches réparties

par processus ou thread. En l’occurrence, dans le cas du cluster, un calcul est réparti sur

les 4 CPU. Chacune de ces sous-tâches est exécutée localement sur le CPU et une synchro-

nisation de ces processus implique une communication par messages. La norme MPI 1.1

(Message Passing Interface) sert de base au code parallèle de LS-DYNA3D. Cette norme

utilise une communication de type TCP/IP et elle est installée sur le cluster sous la version

LAM 6.5.6 (Local Area Multicomputer) du standard MPI. LAM est, en fait, un environne-

ment commun aux 4 CPU dans lequel des applications MPI et LAM peuvent être lancées.

Cet environnement est mis en place lorsque le démon lamd est activé sur les nœuds. Ce

démon pourvoit les services requis par le code MPI de LS-DYNA. Il est une application

servant d’interface entre le protocole de services TCP et les librairies MPI. Ces dernières

regroupent des fonctions en fortran (compilateur fortran intel) servant à passer des messages

entre les nœuds. Les principales fonctions employées sont:

- MPI_Init(...) pour initialiser l’environnement parallèle. Les différents arguments du code

sont passer en paramètre.

- MPI_Comm_size(...) pour connaître le nombre de processus.

- MPI_Send(...) envoie un message contenant une variable (entier, tableau,...).

- MPI_Recv(...) reçoit des données.

- MPI_Reduce(...) permet au processus maître, de collecter un ensemble de valeurs détenues

par les processus esclave et d’appliquer une opération sur cet ensemble (une somme, une

recherche d’extremum,...).

- etc...

Des petits programmes tests en MPI ont été mis en œuvre pour vérifier la performance

ou l’accélération (speedup) de la machine. Une accélération voisine de 4 a été notée pour

ces petits programmes qui exigent peu de communications entre les processeurs. Le coût

du transfert des données entre processus dépend de la taille du problème et de la division

du domaine de calcul. En effet, les communications se font à la frontière entre les sous-

domaines affectés à chaque processus et il est important que chaque processus ait le même

temps de communication. Pour cela, il faut diviser le domaine de manière à équilibrer les

charges de calcul. Sa décomposition est effectuée par une méthode RCB (Recursive Coor-

dinate Bisection) appliquée à l’impact hydrodynamique du cône.
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6.1.2 Application: Entrée d’un cône dans l’eau

On considère un cône rigide pénétrant l’eau à une vitesse constante et égale à 6150mm/s.

Le rayon du cône est de 128mm. L’angle choisi est de � � � . Comme pour l’impact hydro-

dynamique du dièdre, le modèle repose sur un couplage entre une grille Eulérienne multi-

matériaux modélisant l’écoulement de la surface libre et une structure conique composée

d’éléments quadrangles (de type Belytschko-Lin-Tsay). L’interaction fluide-structure est

modélisée par un couplage par pénalisation. La raideur est évaluée en se servant du ta-

bleau 5.2 pour � ��� : avec la relation Eq.(3.243) et un pas de temps asssocié au fluide valant

��� � ����� � � ��� , la raideur vaut � � � � 
 � � �  � . Nous voyons d’abord comment le domaine

de calcul est décomposé par la méthode RCB (Recursive Coordinate Bisection) et nous

étudions l’influence de cette décomposition sur l’accélération du calcul. Ensuite, nous exa-

minerons les résultats en pression locale obtenue avec le calcul parallèle et le calcul sur un

cpu.

Décomposition de domaines

La méthode RCB (Recursive Coordinate Bisection) permet de diviser itérativement le do-

maine de calcul en deux, perpendiculairement à l’une des 3 directions pour laquelle le do-

maine possède la plus grande dimension. Ce découpage tend à générer des sous-domaines

de forme cubique alignés le long des axes (voir Fig.6.2.5). Si le nombre de processeurs est

paire, la méthode RCB divise le domaine de calcul, en deux parts égales, suivant la plus

grande dimension dans la direction x, y ou z. Si ce nombre est impaire, la méthode décom-

pose, dans la direction de la plus grande dimension, le domaine de calcul en sous-domaine

inégaux dans des proportions équivalentes aux entiers les plus proches du demi-nombre de

CPU (s’il y a 5 CPU, le domaine est divisé en une part de 2/5 et une autre de 3/5). La mé-

thode RCB itére ce procédé sur les sous-domaines jusqu’à ce que chaque processeur ait une

charge de travail. Dans notre cas, le nombre de CPU est 4 et la grille Eulérienne de base

carré est plus large que haute. Donc, en suivant cette méthode, la grille est divisée, suivant

x et y, en 4 quartiers égaux (voir Fig.6.2.5).
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Résultats

La décomposition du domaine de calcul joue un rôle important pour assurer une réparti-

tion équilibrée du calcul sur les 4 nœuds afin de limiter l’attente d’informations entre les

processeurs. Un processus peut seulement résoudre un pas de temps avant d’attendre que

les autres aient terminé leur tâche. De la même manière, l’efficacité du calcul parallèle

est augmentée si on parvient à réduire le nombre d’éléments à la frontière entre les sous-

domaines car cela permet de réduire le temps de communication MPI entre les processus.

En absence de couplage, la décomposition idéale serait celle où chaque CPU mettrait un

temps identique à traiter chaque élément. Cependant, des éléments différents requièrent des

temps de calcul différents. En l’occurrence, dans le cas de cette application, les éléments

hexaédriques pour le fluide devraient avoir un coût CPU largement supérieur à un élément

quadrangle rigide. D’ailleurs, le nombre d’éléments composant la structure est très faible

devant le nombre d’éléments Eulériens: 14994 éléments quadrangles contre 373856 élé-

ments hexaédriques, soit 1 pour 25. S’il n’y avait pas de couplage, le temps de calcul serait

quasiment monopolisé par le fluide et il suffirait de diviser le domaine en 4 parts égales

(voir Fig.6.2.5). L’algorithme de couplage complique les choses car le temps CPU passé

à coupler les deux formulations dépend de la surface mouillée du cône. Un calcul sur un

seul nœud montre qu’il prend � � du temps CPU ce qui est peu. Si, à présent, on divise,

en part égale, la grille Eulérienne par le nombre de processeurs, ce pourcentage va néces-

sairement augmenter. Pour quantifier l’importance du couplage, le calcul est lancé avec la

décomposition par défaut. La durée du calcul sur un CPU est de 68h58min tandis que celle

sur les 4 CPU donne un temps de 26h09min. Le calcul est environ 2.6 fois plus rapide mais

cette accélération aurait due être, théoriquement, de l’ordre de 4. Le pourcentage de CPU

consommé par le couplage est au maximum de 16% pour les 4CPU. Cette part reste encore

faible et n’explique donc pas la faible accélération observée. Plusieurs autres décomposi-

tions ont pu être tentées. Par exemple, le domaine est découpé en tranches verticales (voir

Fig.6.2.5) mais la durée du calcul reste proche de 26h. Une transformation des coordonnées

dans un repère cylindrique est choisie de manière à découper le domaine radialement: on

obtient la décomposition affichée sur Fig.6.2.5. On remarque que chaque sous-domaine a

deux frontières communes avec ces voisins de manière à ce que le coût des communications

entre CPU soit équilibré. La charge CPU pour chaque processeur est voisine de 
 � � x � �
�
� .

Ce temps est proche du quart de la durée du calcul sur un CPU ( 
 � � � � � � 	 x � �
�
� ). Néan-
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moins, la durée du calcul croît: 37h 55min. Ces calculs et, notamment le dernier, indiquent

un coût de communication très important. En effet, lorsqu’on passe de la décomposition par

défaut à la décomposition radiale, la taille des frontières entre les sous-domaines augmente,

et ainsi, d’un calcul durant 26h, on passe à un calcul durant 37h. Pour la décomposition

par tranches, les frontières possèdent la même dimension que celle par défaut, c’est pour-

quoi la durée du calcul dans ces deux cas est approximativement la même. L’accélération

du calcul est aussi limitée par les parties du code restées non-parallélisées (par exemple,

l’initialisation des paramètres de calcul comme la fraction volumique qu’on étudiera dans

le paragraphe suivant). Si � est la fraction du code restée séquentiel, la durée d’exécution

minimum,
� 	 , sur � processeurs, est alors donnée par la loi d’Amdahl [Amdahl, 1967]:

� 	 � � � � � � � � � � �
� � (6.1)

où
� � � � est la durée du calcul sur le code séquentiel de LS-DYNA. L’accélération du calcul

peut être évaluée par: � � � � 	
� � � �

� � � � � �
� (6.2)

Sur les différentes décompositions proposées, la meilleure accélération est celle donnée par

la décomposition par défaut: 2.6. Dans cette accélération, il faut tenir compte du temps des

communications. De la relation Eq.(6.2), on en déduit, avec � � � , que la partie séquentielle

doit être inférieure à � � � , soit environ � ��� pour fixer les idées. Si on veut accélérer, de

manière significative, l’application parallèle, il faut réduire au maximum le pourcentage

de la partie séquentielle. En supposant, par exemple, que les coûts de communication sont

négligeables, une accélération � � de l’ordre de 3.5 serait possible si la partie séquentielle

était réduite à
� � sur l’ensemble du code.

A présent, on s’intéresse à la pression locale exercée sur la structure conique. En adaptant la

théorie décrite dans le paragraphe 2.1.3 au cas d’un cône, il est possible d’évaluer la partie

mouillée du cône par une expression proche de Eq.(2.15):

� � � ��� � � �
� ��
 ��� � � (6.3)

La vitesse du point de stagnation, le long du cône, est alors aisément obtenue en dérivant,

par rapport au temps, la relation Eq.(6.3). La pression maximale en ce point est alors donnée
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par la relation suivante issue du théorème de Bernoulli:

���
��� � �

��� � � � � � 

� � �����
��� ��� � (6.4)

Sur Fig.6.2.5, la pression numérique comporte des valeurs fortes devant la pression ce qui

indique que le couplage est fort devant le champ de pression recherché. La calibration de

l’algorithme étant faite sur un dièdre, on sait qu’en théorie, la pression 2D tend à être plus

importante que la pression 3D. Chuang [Chuang, 1969] confirme expérimentalement que

les effets 3D réduisent la pression d’impact. Une adaptation de l’analyse 2D au cas 3D de-

vrait alors être faite en ajustant le paramètre ��� . Néanmoins, la pression maximale théorique

déterminée par Eq.(6.4) étant de 1.1MPa, on remarque que la courbe numérique passe par

un maximum proche de cette valeur. La courbe théorique est obtenue en adaptant la relation

composite Eq.(2.31) au cas du cône et elle est aussi proche de la courbe numérique tracée

sur Fig.6.2.5. Le temps de naissance du pic est correctement prédit. Bien que la courbe

numérique soit oscillante, elle corrèle la courbe de référence. La comparaison des courbes

(A) obtenue avec 1CPU et (B) calculée avec 4CPU donnent des évolutions quasiment iden-

tiques.

6.1.3 Conclusion

Pour réduire les coûts de calcul d’un modèle 3D, une approche parallèle de la formula-

tion Euler-Lagrange a été mise en œuvre pour traiter l’impact hydrodynamique d’un cône.

Une machine parallèle a été construite en utilisant 4 processeurs de 1.7GHz. L’accélération

théorique de cette machine est vérifiée pour un problème ayant des coûts de communica-

tions faibles devant la charge CPU et avec un code complétement parallèlisé. Cependant un

code de calcul comporte toujours des parties séquentielles (sur la version parallèle de LS-

DYNA3D, on estime que leur part est environ inférieure à � ��� ) et les communications pour

un modèle 3D ne sont pas négligeables. L’accélération réaliste du code parallèle LS-DYNA

sur le cluster varie entre 2.5 et 3 suivant l’application traitée. La pression locale obtenue

par le code parallèle est proche de la pression théorique et de la pression déterminée par

la version séquentielle. Seul le calcul paralléle permet actuellement une augmentation des

performances du code LS-DYNA. Cependant, l’utilisation d’une machine parallèle pose

des difficultés de programmation et d’utilisation. Les communications prennent beaucoup
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de temps CPU et ils faut diminuer leur coût soit en optimisant les échanges MPI, soit en

réduisant la taille des frontières lors de la décomposition d’un problème donné, soit encore

en les recouvrant par du calcul. Dans ce dernier cas, la charge du calcul peut être augmentée

en raffinant le maillage, par exemple. Cette approche rejoint la loi de Gustafson [Gustafson,

1988] dans laquelle la taille du problème est proportionnelle au nombre de processeurs com-

posant la machine parallèle. Dans la suite, on s’intéresse à un autre problème lié aux grands

modèles 3D: le pre-traitement d’un maillage ALE modélisant plusieurs fluides autour d’une

structure géométriquement complexe.

6.2 Initialisation des fractions volumiques

Dans cette partie, nous présentons un algorithme qui permet de calculer la distribution ini-

tiale des fractions volumiques dans des grilles ALE ou Eulériennes pour des problèmes

d’interaction fluide-structure. Cette approche améliore la flexibilité et l’efficacité des formu-

lations multi-matériaux en permettant de gérer des problèmes de couplage fluide-structure

pour lesquels des structures de géométries complexes sont immergées dans un maillage

ALE cartésien modélisant plusieurs fluides. Ce nouvel algorithme est implémenté dans

LS-DYNA3D et il sera fort utile dans la modélisation de problèmes d’interaction fluide-

structure impliquant le calcul précis de la fraction volumique de chaque cellule ALE cou-

pée par une structure complexe. Si l’initialisation des fractions volumiques n’est pas cor-

rectement menée, le couplage (par pénalisation ou par les multiplicateurs de Lagrange) peut

conduire à des fuites à travers la structure et à une solution alors erronée. La première carac-

téristique de l’algorithme est de construire des grilles ALE comportant des interfaces maté-

rielles complexes. Les éléments quadrangles Lagrangiens pour la structure sont, en général,

des frontières entre les différents fluides dans les problèmes d’interaction fluide-structure.

De ce fait, une large part du code concerne la distribution de la fraction volumique dans

le voisinage de la structure qui peut posséder des singularités telles que des points selles

ou des angles aigüs. Un traitement particulier est présenté pour évaluer les fraction volu-

miques autour de ces singularités. Dans un premier temps, la méthode VCE (Virtual Cell

Embedding) développée par Landsberg [Landsberg et al., 1997] est décrite: cet algorithme

qui est inclus dans notre schéma propose une approche pour calculer la fraction volumique

de cellules coupées par un corps ayant une géométrie arbitraire.
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6.2.1 Méthode VCE

Le calcul des fractions volumiques est basé sur une méthode dite VCE (Virtual Cell Em-

bedding) développée par Landsberg [Landsberg et al., 1997]. Cette méthode peut générer

une grille multi-matériaux pour n’importe quelle géométrie placée d’une manière arbitraire.

Quelques surfaces classiques (sphère, ellipse, plan,...) sont disponibles dans le code im-

plémenté pour construire des interfaces matérielles simples entre les fluides. Mais, dans

des problèmes d’interaction fluide-structure, la structure est, en général, une paroi sépa-

rant deux ou plusieurs fluides. Si deux fluides sont séparées par une structure Lagrangienne

(voir Fig.6.6), l’algorithme procéde en plusieurs étapes. Supposons qu’un des deux fluides

remplisse initialement tous les contrôles de volume ALE, par la suite, les autres fluides rem-

placent le premier en prenant en compte l’orientation des surfaces ou des structures limitant

le domaine ALE à remplir. La première étape est alors de calculer une normale pour chaque

élément quadrangle (voir Fig.6.6). La seconde étape est de déterminer la position des nœuds

ALE vis à vis des normales de la structure. Les normales sont dirigées vers le domaine "ex-

terne" et on veut remplir le domaine interne avec le deuxième fluide. Si un élément ALE

n’est pas coupé par la structure, cette cellule est alors remplie par un des deux fluides suivant

qu’elle est située à "l’extérieur" ou à "l’interieur" de la structure. Si la cellule est coupée,

elle est divisée en sous-cellules (voir Fig.6.6). Le centre de chacune de ces sous-cellules est

marquée comme étant "externe" ou "interne" (par rapport à l’orientation des normales). La

somme des sous-cellules internes détermine la fraction volumique du second fluide (et la

somme de celles externes, la fraction volumique du premier).

6.2.2 Schéma de l’algorithme

Les géométries des structures ne sont pas aussi régulières qu’une sphère ou qu’une ellipse.

Pour ces formes, une approche classique basée uniquement sur un produit scalaire permet

d’identifier les domaines externes et internes correctement. Des singularités telles que des

points selles ou des coins apparaissent souvent sur une structure réaliste et peut impliquer

des erreurs d’estimation dans la répartition des fractions volumiques autour de ces points.

L’initialisation des fractions volumiques près de ces singularités requiert des précautions

particulières. Examinons l’approche classique du calcul de la fraction volumique sur un

cas simple: une structure constituée d’éléments quadrangles est immergée dans une grille
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ALE remplie initialement d’un seul fluide (les fractions volumiques de chaque cellule ALE

valent 0). Le but est de remplir l’intérieur du domaine par le second fluide (les fractions

volumiques des cellules complètement internes vaudront 1). Si une cellule est divisée par la

structure, sa fraction volumique sera comprise entre 0 et 1. La méthode classique procède

par les étapes suivantes:

1 - Pour chaque nœud de la cellule ALE, ( 	 � � 
 � � 
 � en 2D et 	 � � 
 � � � 
 	 en 3D) le nœud

structure 	 � le plus proche est recherché.

2 - Une normale
�

����	 � � est construite en 	 � en faisant la moyenne des normales des éléments

structures connectés à ce nœud. Les normales des éléments de la structure sont orientées

vers le domaine fluide externe.

3 - On vérifie le signe du produit scalaire
�

����	 � � � �� avec
�� , un vecteur unitaire dirigé de 	 �

vers 	 � . S’il est positif, le nœud 	 � est déclaré à l’extérieur de la structure. S’il est négatif, il

est à l’intérieur de la structure.

4 - Si les 8 nœuds sont internes, la fraction volumique de la cellule est fixée à 1 et si les 8

nœuds sont externes, elle reste à 0.

5 - Si au moins un des nœuds est situé à l’intérieur de la structure, l’élément ALE est consi-

déré comme coupé par la structure et un algorithme reposant sur la méthode VCE est appelé

pour faire une évaluation précise de la fraction volumique. Cette méthode est souvent utili-

sée pour reconstruire les interfaces matérielles [Emery et al., 1997].

Cependant, pour une géométrie ayant des singularités, cet algorithme peut donner une frac-

tion volumique non nulle pour un élément ALE complétement à l’extérieur du domaine.

Considérons l’exemple sur Fig.6.7. Si on suit l’algorithme, le calcul du produit scalaire est

négatif pour le nœud A de l’élément hachuré. Ce nœud est considéré comme interne à la

structure et l’élément possède alors une fraction volumique non nulle. Etant donné que cet

élément n’est pas coupé par la structure, au cours du calcul qui suivra l’initialisation des

fractions volumiques, l’algorithme de couplage fluide/structure calculera une force d’inter-

action erronée et une fuite peut s’amorcer et s’étendre à l’extérieur de la structure.

Pour améliorer les conditions déterminant si le nœud fluide est interne ou externe à la struc-

ture, on recherche le nœud structure le plus proche et on considère les centres � � des élé-

ments structures qui lui sont voisins (avec 	 ��� 
 � en 2D et 	 ��� 
 � � � 
 � en 3D). Pour chacun

de ces centres, on définit un produit scalaire par
�� � � �� � dans lequel

�� � est la normale en � � et�� � , le vecteur dirigé de � � vers le nœud fluide considéré. Les conditions vérifiant la position

du nœud fluide vis à vis de la structure dépendent de l’angle � qui est déterminé par les tan-
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gentes au point de singularité. Si � 
 � (cette condition est notée 1 et elle est représentée

sur Fig.6.8), le nœud fluide A est à l’extérieur de la structure si au moins un des produits

scalaires
�� � � �� � est positif. Si � � � (cette condition est notée 2 et elle est représentée sur

Fig.6.9), le nœud fluide A est à l’extérieur de la structure si tous les produits scalaires sont

positifs. L’extension de ces conditions à un cas tridimensionnel est simple et permet de trai-

ter n’importe quelles irrégularités à la surface d’une structure 3D.

L’autre intérêt de l’algorithme est de générer des cellules ALE cartésiennes contenant plu-

sieurs matériaux. En effet, les conditions sélectionnant les cellules ALE pour un calcul de

la fraction volumique ne se réduisent pas à la vérification de la position de la cellule vis

à vis de la structure. Le calcul de la fraction volumique ne s’effectue que si le matériau

contenu dans la cellule est effectivement le matériau à remplacer. Ainsi, l’algorithme peut

être appliqué successivement à une cellule afin qu’elle contienne plusieurs matériaux. Pour

illustrer ce propos, on considère un réservoir rectangulaire immergé dans une grille ALE

contenant initialement de l’air: un modèle de ce réservoir contenant du carburant et du gaz

se construit en deux étapes. Dans un premier temps, l’air est identifié comme étant le ma-

tériau à remplacer et on remplit alors complètement le réservoir de carburant. Le calcul des

fractions volumiques s’appuie sur la description de l’algorithme donnée précédemment en

tenant compte de l’orientation des normales. Les cellules internes sont alors complètement

remplies de carburant et, dans les cellules coupées par la structure, coexistent l’air et le

carburant (voir Fig.6.10). Dans un deuxième temps, l’algorithme est appliqué aux cellules

possédant du carburant et situées au-dessus d’un plan horizontal coupant à mi-hauteur le

réservoir. Ces cellules sont alors remplies de gaz et trois fonctions donnent alors la distribu-

tion de la fraction volumique entre le gaz et le carburant, entre le gaz et l’air et entre l’air et

le carburant. Il est possible ainsi de mettre, dans une cellule ALE, un grand nombre de ma-

tériaux fluides, la limite étant la capacité de la formulation ALE multi-matériaux à effectuer

le calcul. Ainsi, dans la cellule mise en évidence sur Fig.6.10, trois matériaux coexistent:

25% de carburant, 25% de gaz et 50% d’air. La validation de l’algorithme est démontrée

sur un problème similaire où la structure possède, cette fois-ci, une forme géométrique plus

complexe, prouvant ainsi la capacité du code à construire des modèles industriels réalistes.
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6.2.3 Applications numériques

Problème du tube à choc en 2D

Une version cylindrique du problème linéaire du tube à choc est considérer pour valider

l’initialisation des fraction volumiques. La propagation 2D dans l’air d’un choc issu d’un

gaz à haute pression est modélisée avec la masse volumique initiale et l’énergie interne par

unité de volume suivantes:

- Pour � 
 � � , � � � # � � � � � � � � � � , � � ��� � � 
 ,

- Pour � � � � , la densité du gaz est proche de celle de l’air, � � � � � ��� � 
 ,

L’équation d’état Eq.(3.180) pour les gaz parfait est considérée. Deux modèles différents

sont comparés sur Fig.6.2.5:

- Cas 1: l’initialisation des fractions volumiques est appliquée sur une grille cartésienne afin

de construire une interface cylindrique entre l’air et le gaz de rayon
� �

- Cas 2: les maillages pour l’air et pour le gaz sont projetés sur une frontière circulaire de

rayon
� � . Aucun élément n’est initialement partagé par les matériaux.

Sur Fig.6.2.5, la répartition de la fraction volumique dans le cas 2 montre l’exacte limite

initiale entre l’air et le gaz contrairement au cas 1. Pour vérifier le calcul de la fraction

volumique dans le cas 1, l’isocontour à 0.5 est tracé sur Fig.6.2.5. La forme initiale de la

frontière air/gaz est correctement modélisé dans les deux cas. Sur Fig.6.2.5 et Fig.6.2.5,

la modélisation de la propagation de l’onde de choc dans les cas 1 et 2 est synchrone. A

19m du centre, les profils de pression de Fig.6.2.5 concordent dans les deux cas. Une grille

cartésienne multi-matériaux, pour laquelle les interfaces matérielles sont construites par

l’algorithme d’initialisation des fractions volumiques donne des résultats aussi précis que

ceux obtenus par un maillage multi-matériaux projeté sur les frontières matérielles.

6.2.4 Ballotement dans un réservoir

Dans cette partie, on s’intéresse au ballotement d’un carburant dans un réservoir (sloshing).

Comme le réservoir possède une géométrie complexe, cette application permet de mettre

en valeur l’intérêt de l’algorithme d’initialisation des fractions volumiques. On emploie une

formulation ALE qui a la propriété de se déplacer rigidement avec le réservoir de sorte

qu’un maillage Eulérien de grandes dimensions n’est pas nécessaire à la modélisation.
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Construction du modèle

Le modèle est basée sur une formulation Lagrangienne pour le réservoir et sur une formu-

lation ALE pour le fluide. Le réservoir est supposé rigide. Les impacts entre le liquide et la

paroi interne du réservoir sont modélisés par un algorithme de couplage par pénalisation.

Le facteur ��� vaut 1. Le réservoir étant rempli de deux fluides de densités très différentes,

les accélérations de ce dernier entraîne un ballottement du fluide le plus lourd. Ce problème

industriel est connu, par exemple, pour des réservoirs à carburant partiellement remplis:

le gaz et le liquide coexistent et la différence de densité est telle que l’interface n’est pas

contrainte. Sous ces conditions, l’approche Lagrangienne serait la méthode la plus simple et

la plus directe. Cependant, la distorsion de mailles due aux mouvements de la surface libre

rendrait la formulation Lagrangienne instable. La formulation ALE multi-matériaux per-

met d’utiliser un maillage régulier en prenant en compte plus d’un fluide dans une cellule

ALE. Le réservoir présenté sur Fig.6.2.5 est composé de 15326 éléments de coque disposés

suivant un design industriel complexe. Pour construire la grille ALE multi-matériaux com-

posée de 79800 cellules, l’algorithme d’initialisation des fractions volumiques est appliquée

comme démontrée sur Fig.6.10. L’air est le premier fluide présent dans la grille ALE et le

but est de remplir le réservoir de gaz et de carburant. Sur Fig.6.2.5, l’initialisation est mise

en évidence avec des iso-surfaces de la fraction volumique. Les iso-surfaces à 0.5 pour le

gaz et pour le carburant sont toutes les deux proches du maillage de la structure. Donc la

construction du modèle est correcte et fidèle à la réalité. On peut remarquer, au passage, que

le maillage pour le fluide est plus petit qu’un maillage Eulérien car la formulation ALE em-

ployée a la particularité de se déplacer avec le réservoir. Nous voyons cette caractéristique

dans la suite.

Mouvement de la grille ALE

Dans le chapitre 3.2, nous avons présenté trois domaines: le domaine matérielle (configu-

ration initiale ou Lagrangienne), le domaine spatial (configuration courante ou Eulérienne)

et le domaine ALE. Jusqu’ici, ce dernier était confondue avec le domaine spatial (puisque

la formulation employée pour le fluide était Eulérienne) et la vitesse du maillage
�
�
�
�
� était

nulle. Dans cette partie, le champ de vitesse
�
�
�
�
� est non nul et il est déterminé de manière

à ce que le maillage ALE se déplace rigidement avec la structure ([Aquelet et al., 2003]).
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Cette nouvelle caractéristique du maillage ALE permet de réduire la taille du domaine de

calcul puisqu’il suffit de créer un maillage autour du réservoir. Dans le cas d’une formula-

tion Eulérienne, il faudrait créer un maillage pour le fluide suffisamment grand pour qu’il

contienne le réservoir dans tous ses déplacements. Pour mettre en œuvre cette nouvelle for-

mulation, le champ de vitesses du maillage ALE est calculée en prenant la vitesse d’un

repère attaché à la structure. Ce repère est construit en prenant 3 points de la structure. Au-

cune condition n’est appliquée sur les frontières de la grille: on ne s’intéresse pas à l’écou-

lement de l’air autour du réservoir. Le réservoir accélère violemment, dans la direction x, en

imposant une vitesse de � � ��� � . Le carburant est alors projeté sur la paroi interne du réser-

voir comme le démontre, à différents instants du mouvement, Fig.6.18, Fig.6.19, Fig.6.20

et Fig.6.21. Sur ces figures, on peut remarquer que grâce au couplage, le carburant monte le

long de la paroi interne sans qu’il n’y ait de fuites. Le sloshing est un problème semblable

au slamming: les pressions locales issues de l’impact du fluide contre la paroi peuvent en-

dommager la structure interne d’un réservoir. Ce modèle permettrait de dimensionner ces

efforts. Afin de le valider, une étude expérimentale sera menée au laboratoire de Visteon à

Détroit (Etats-Unis). Le calcul prend 2h8min sur un CPU de la machine parallèle décrite

dans le paragraphe 6.1.1. En version parallèle, sa durée est réduite à 44min en utilisant les

4 nœuds et en décomposant le domaine de calcul avec l’approche RCB par défaut (voir

Fig.6.22). L’accélération de la machine parallèle pour ce calcul est de 2.9 . Pour un modèle

différent, on retrouve une performance de la machine parallèle proche du speedup estimé

dans le paragraphe précédent pour l’impact du cône sur l’eau. Cette remarque corrobore les

conclusions précédentes concernant la perte du temps de calcul dans les communications et

dans les parties séquentielles du code.

6.2.5 Conclusion

La première caractéristique de l’algorithme d’initialisation des fractions volumiques est un

calcul précis de la distribution de la fraction volumique autour de singularités telles que

les coins. La deuxième caractéristique est sa capacité à construire un maillage ALE com-

portant plusieurs interfaces matérielles autour de structures complexes. Les applications

traitées ont montré la possibilité de construire un modèle d’interaction fluide-structure in-

dustriel réaliste. Pour diminuer la taille du maillage fluide, une formulation ALE spécifique

permet de construire un maillage multi-matériaux dans le voisinage du réservoir qui a la ca-
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pacité de se déplacer avec ce dernier. Cependant, même dans cette approche, les problèmes

comportent un grand nombre de cellules ALE et la méthode d’initialisation des fractions

volumiques peut être coûteuse. Pour réduire ce coût, il faudrait une version de l’algorithme

en parallélisme de données. Le domaine ALE serait divisé par le nombre de CPU employés

et à chaque CPU serait affecté un sous-domaine dans lequel la distribution de la fraction

volumique serait déterminée.

FIG. 6.1 – Cône à � ��� : Décomposition du domaine de calcul par défaut

FIG. 6.2 – Cône à � ��� : Décomposition du domaine en tranches verticales

FIG. 6.3 – Cône à � � � : Décomposition radiale du domaine
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FIG. 6.4 – Cône à � ��� : (A) Pression obtenue avec 1CPU (B) Pression obtenue avec 4CPU
(B) Pression théorique

FIG. 6.5 – Schéma d’une structure Lagrangienne coupant un maillage ALE rectangulaire

FIG. 6.6 – Division de la cellule "A" en sous-cellules
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FIG. 6.7 – Méthode basée sur la moyenne des normales au nœud: Description du problème

FIG. 6.8 – Condition 1 pour � 
��

FIG. 6.9 – Condition 2 pour � � �
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FIG. 6.10 – Remplissage d’un réservoir en deux étapes

FIG. 6.11 – Répartition de la fraction volumique initiale

FIG. 6.12 – Iso-surface de la fraction volumique à 0.5 pour t=0ms
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FIG. 6.13 – Propagation de l’onde à t=0ms

FIG. 6.14 – Propagation de l’onde à t=0.03ms

FIG. 6.15 – Profil de pression à 19m du centre
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FIG. 6.16 – Géométrie du réservoir industriel

FIG. 6.17 – Initialisation des fractions volumique dans le réservoir

FIG. 6.18 – Ballotement du carburant dans le réservoir à t=0ms
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FIG. 6.19 – Ballotement du carburant dans le réservoir à t=6ms

FIG. 6.20 – Ballotement du carburant dans le réservoir à t=11ms
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FIG. 6.21 – Ballotement du carburant dans le réservoir à t=17ms

FIG. 6.22 – Décomposition du domaine de calcul pour le sloshing
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Chapitre 7

Conclusion

Cette thèse est consacrée à la simulation numérique de l’impact entre une surface libre et

une structure. Un exemple d’application de cette étude est le dimensionnement des efforts

de tossage (slamming) exercés sur la carène d’un navire progressant dans une mer agitée.

Une autre application est la modélisation du ballotement d’un carburant dans un réservoir

(sloshing). Ces travaux de recherches visent à proposer une méthode numérique pour ré-

soudre le problème d’interaction fluide-structure tridimensionnel de l’impact hydrodyna-

mique. En particulier, l’analyse des efforts d’interaction locaux est confrontée aux résultats

analytiques issus d’une théorie asymptotique supposant un écoulement incompressible, ir-

rotationnel et non-visqueux. Néanmoins, l’approche numérique peut être étendue à des cas

d’impacts plus complexes incluant l’effet d’emprisonnement de l’air pour de petites inci-

dences (cushioning), la déformation de la structure, la cavitation, etc... Dans le cadre de

cette étude, une validation de la méthode sur l’impact hydrodynamique d’un dièdre décrit

dans la revue bibliographique est le principal enjeu de nos recherches.

Dans le chapitre II présentant la revue bibliographique, nous avons présenté différentes

études du problème de l’impact hydrodynamique mettant en évidence un état de l’art des

développements théoriques et numériques réalisés sur le sujet. Ces approches permettent

une modélisation précise de l’application envisagée mais elle ne sont pas extensibles à des

objectifs industriels de plus en plus exigeants. Deux approches théoriques permettent de

résoudre le problème de l’impact hydrodynamique dans le cadre d’hypothèses restrictives:

la méthode des développements asymptotiques raccordés et la méthode des similitudes. Ces

hypothèses ne permettent pas une extension de ces théories à des cas complexes et indus-
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triels. Ces limites théoriques nous ont poussé à nous intéresser aux approches numériques:

les méthodes de contact en éléments finis, la formulation en éléments frontières, le couplage

de formulations (éléments finis - éléments frontières, éléments finis - particule SPH,...). Ces

méthodes numériques toutes aussi précises que les approches théoriques comportent cer-

tains points non-maîtrisés: la compressibilité du fluide dans les premiers instants de l’im-

pact pour la méthode des éléments frontières, la distorsion des mailles pour les méthodes

de contact en éléments finis, le coût CPU important des modèles SPH tridimensionnels. Le

couplage d’une formulation éléments finis pour la structure et d’une méthode volumes finis

+ VOF pour le fluide permet de modéliser complètement des problèmes industriels com-

plexes jusqu’alors inaccessibles. Néanmoins, les codes explicites proposant cet avantage

exigent encore des efforts de développements et de validations que nous envisageons dans

les chapitres suivants.

Dans le chapitre III, une formulation Lagrangienne modélisant le mouvement de la struc-

ture est, premièrement, décrite. Des éléments quadrangles basés sur une approche Reissner-

Mindlin (Eléments de type Belytschko-Lin-Tsay) composent la structure. La distorsion des

mailles évoquées pour les méthodes de contact sont dues à l’emploi d’une formulation La-

grangienne pour le fluide. Une formulation Eulérienne basée sur des éléments hexaédriques

doit être utilisée pour déterminer le mouvement du fluide. Le pas de calcul Eulérien se fait

en deux temps: d’abord un calcul Lagrangien détermine les variables physiques du pro-

blème; ensuite ces champs inconnus sont projetés sur la position initiale par une méthode

d’advection. La formulation Eulérienne a la capacité de prendre en charge plusieurs fluides

dans un même maillage en situant la position des interfaces matérielles par la distribution de

la fraction volumique des fluides dans le maillage Eulérien. La position de l’interface ma-

térielle est déterminée par la méthode de Young. Pour coupler la formulation Lagrangienne

et la formulation Eulérienne, deux approches sont utilisées et comparées dans la suite: la

méthode de pénalisation et la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Dans le chapitre IV, la comparaison des deux méthodes débutent par des problèmes 1D. La

méthode explicite des multiplicateurs de Lagrange permet de converger rapidement vers la

solution pour ces problèmes unidimensionnels. Le couplage par pénalisation est tributaire

du choix de la raideur et, vis à vis de l’approche directe des multiplicateurs de Lagrange

167



qui n’exige aucun choix de l’utilisateur, la méthode par pénalisation apporte plus d’incon-

vénients que d’avantages pour traiter de simples problèmes 1D. Une raideur trop faible im-

plique des interpénétrations inacceptables et une raideur trop forte perturbe les efforts d’in-

teraction par des oscillations. Néanmoins, dans ce cas, l’évolution moyenne de la pression

appliquée à la structure est proche de la solution physique et l’introduction d’un amortisse-

ment numérique permet de dissiper l’énergie emmagasinée dans les ressorts de pénalisation.

Pour la raideur de pénalisation ajustée par le paramètre � � et pour le paramètre ��� introduit

dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange, le chapitre V établit des tables associant,

à chaque incidence d’impact, une valeur de ces paramètres. Cette approche permet, pour

une structure quelconque entrant dans l’eau verticalement, d’estimer la raideur associée à

chaque partie de la structure ayant une incidence propre avec la surface libre. Néanmoins, le

couplage par pénalisation et le couplage par les multiplicateurs de Lagrange, mènent à des

erreurs similaires sur l’évaluation du pic de pression, voisines de 40% dans les problèmes

2D étudiés. La valeur du maximum de pression par ces méthodes est difficile à appréhender

précisément. D’un autre coté, l’impulsion, l’intégrale du pic de pression, varie peu suivant

le paramètre choisi ce qui montre que la quantité de mouvement transmise à la structure dé-

pend peu de la paramétrisation du couplage. De ce fait, les déplacements et les contraintes

de la structure évolue indifféremment de l’erreur commise sur le maximum de pression.

Le chapitre VI comporte deux études.Premièrement, comme les modèles 3D requiert des

coûts de calcul importants, une version parallèle de la formulation Euler-Lagrange est mise

en œuvre pour traiter, à titre d’application, l’impact hydrodynamique d’un cône. Une ma-

chine parallèle a été construite en utilisant 4 processeurs de 1.7GHz. Sur la version parallèle

de LS-DYNA3D, on estime que les parties non-parallélisées sont approximativement infé-

rieures à � ��� . A cela s’ajoute le coût des communications qui, pour un modèle 3D, ne sont

pas négligeables. L’accélération réel du code parallèle LS-DYNA sur le cluster oscille entre

2.5 et 3 suivant le modèle. Pour le modèle de l’impact du cône, l’accélération est voisine de

2.6 et la pression locale obtenue par le code parallèle est proche de la pression théorique et

de la pression déterminée par la version séquentielle. Dans la deuxième étude, un algorithme

est proposé pour calculer la distribution initiale des fractions volumiques dans des grilles

ALE ou Eulériennes multi-matériaux pour des problèmes d’interaction fluide-structure.
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Cette approche améliore la flexibilité et l’efficacité des formulations multi-matériaux en

permettant de gérer des problèmes de couplage fluide-structure pour lesquels des structures

de géométries complexes sont immergées dans un maillage ALE cartésien modélisant plu-

sieurs fluides. Ce nouvel algorithme est implémenté dans LS-DYNA3D et il sera fort utile

dans la modélisation de problèmes d’interaction fluide-structure impliquant le calcul précis

de la fraction volumique de chaque cellule ALE coupée par une structure complexe. La pre-

mière caractéristique de l’algorithme d’initialisation des fractions volumiques est un calcul

précis de la distribution de la fraction volumique autour de singularités telles que les coins

de la structure. La deuxième caractéristique est sa capacité à construire un maillage ALE

comportant plusieurs interfaces matérielles autour de structures complexes. Les applica-

tions traitées ont montré la possibilité de construire un modèle d’interaction fluide-structure

industriel réaliste. Cependant, dans des problèmes comportant un grand nombre de cellules

ALE, la méthode d’initialisation des fractions volumiques peut être coûteuse. Pour réduire

ce coût, il faudrait une version de l’algorithme en parallélisme de données. Le domaine

ALE serait divisé par le nombre de CPU employés et à chaque CPU serait affecté un sous-

domaine dans lequel la distribution de la fraction volumique serait déterminée. A la suite de

cette étude, plusieurs développements sont envisageables:

- Dans la formulation Eulerienne, une détermination semi-implicite de la pression permet-

trait d’améliorer le calcul des forces de couplage au voisinage de la structure. A chaque

pas de temps, la pression serait évaluée à la convergence d’un critère d’équilibre qui reste

néanmoins à déterminer. Dans cette même boucle, les forces d’interaction pourraient aussi

être calculées plus précisément en choisissant un critère de pénétration adéquat.

- Une implémentation des bases de données pour les paramètres du couplage par pénali-

sation et de la méthode des multiplicateurs de Lagrange permettrait d’adapter la valeur du

paramètre en fonction de la géométrie locale et de la position de la surface libre.

- Une optimisation du calcul parallèle pourrait aussi être envisagée en réduisant les parties

séquentielles du code. Une augmentation de l’efficacité du parallélisme pourrait aussi passer

par un choix optimal dans les librairies de passage des messages ce qui réduirait les coûts

de communication.

- Ce point a déjà été signalé: une version parallèle de l’algorithme d’initialisation des frac-

tions volumiques accélérait le pré-traitement des modèles multi-matériaux 3D volumineux.
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