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Tables des notations

Espaces et d’ensembles :

X représente un espace quelconque.

B(X) est la tribu de Borélien de X.

(Q, F) est espace probabilisable, avec F une tribu sur .
N est ’ensemble des entiers naturels.

R est ’ensemble des réels.

R? est 'ensemble des p-uplets (z1, . .., Zp)-

([0, 1]) est ’espace de Skorokhod sur [0, 1].

D([—m, m]) est 'espace de Skorokhod sur [—m,m)].

D(R) est I’espace de Skorokhod sur R.

D(]J0, 1[xR) est V'espace de Skorokhod sur [0, 1[xR.

D¢ est le support du processus F-empirique.

DP est le support du processus F-empirique pondéré.

D4 est le support du processus F-quantile.

D2 est le support du processus F-séquentiel.

D,, représente indifféremment 1'un des quatre supports précédents.

E, est le sous ensemble de R" défini par {(z1,...,Z,) ER" |21 < --- < z,}.

supp(f) est le support de fonction f.
A est ensemble des fonctions continues, surjectives et strictement croissantes sur un
espace X.

A€ est le complémentaire de ’ensemble A.
A est I'intérieur de ’ensemble A.

T est Penveloppe convexe des points (1, ..., Z,), de diamétre ¢r.

Lois, mesures ou probabilités :

P est une probabilité sur ’espace probabilisable (£2, F).
A est la mesure de Lebesgue unidimensionnelle.
A2 est la mesure de Lebesgue bidimensionnelle.
d; est la mesure de Dirac concentrée en un point ¢.
() est la loi du processus F-empirique.
PP est le loi du processus F-empirique pondéré.
P9 est 1a loi du processus F-quantile.



P,(f) est la loi du processus F-séquentiel.
P, représente indifféremment I'une des quatre lois précédentes.

Processus :

€ représente un processus quelconque.
&1,...,&, sont des variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartion F'.

F, est le processus défini par Fn(t) = 1 3" [1)_coy (&)]-
i=1

»; représentent la 1**™me_statistique d’ordre d’un processus de type empirique.

{E,(f) (t), t € R},en est un processus F-empirique.

{f,(f’ ) (t), t € R}nen est un processus F-empirique pondéré.

{f,(,q) (t), t € [0,1]}nen est un processus F-quantile.

{68)(t), w € [0,1], ¢ € R}nen est un processus F-séquentiel.
&, représente indifféremment I'un de ses quatre processus.

“Yn, €n €t Op représentent un processus ponctuel.

7, est un processus empirique uniforme.
W est le processus de Wiener sur un espace X.

Nombres :

[t] est la partie entiére de t.
f+ est le réel sup{t € R|t € supp(f)}.

f- est le réel inf{t € R|t € supp(f)}.
(z1,...,2s) € E, sont les instants des sauts ou les amplitudes des sauts d'une trajectoire

typique.

z] est le ™ instant de saut dans lintervalle [%, *%1) d’une trajectoire typique du pro-
cessus F-séquentiel.

M, est le supremum d’une fonction ¢.

Si {c1,...,cn} sont des réels non nuls, on pose :

1
-G = ‘/‘%J;Cn,j-

n
- Ved =) 22,
i=1
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Fonctions :

7 est la projection canonique entre R" et E,,.
@ et ¢y, sont des fonctions de t-transformation.
F est une fonction de répartition.
f, g sont des fonctions définies selon les sections.
f! est la fonction réciproque d’une fonction f.
p est la densité de la fonction de répartition F'.

G est une transformation de l'espace X.
Ghc est une transformation de ’espace Dy,.
G est une transformation de ’espace E,.

~

Gn . est une transformation de 'espace R,,.

p et o sont des fonctions continues strictement croissantes et surjectives de A.
© est une fonction définie par O(Z) = gé; '—_,Ei—m]l

I, est la bijection entre E, et Df.
I, est la bijection entre E, et D?.
I, est la bijection entre E, et DZ.
I, est la bijection entre E, et D3.
I représente indéfferemment I'une de ses quatre bijections.

Distance :

d distance sur D([0, 1]).

d{—m,m] distance sur D([—m,m]).

dg distance sur D(R).

dpo,1[xr distance sur ID([0, 1[xR).

ds distance uniforme sur un espace quelconque.
d, distance sur D),.

r distance sur E,.

B marque la fin d’une démonstration.
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Introduction

L’étude des propriétés fines de I'image obtenue par transport par une fonctionnelle
de la loi d’un processus a toujours été un sujet passionnant : {{(t),t € T} étant un
processus, de loi P, dans un espace X qui contient presque stirement les trajectoires
de £ et f une fonctionnelle définie sur X, & valeurs dans R¢, on s’intéresse alors aux
propriétés de la loi image Pf~!.

L’existence de la densité nous intéressera dans ce texte.

Citons quelques résultats obtenus précédemment :
— B.S. Tsirel’son, [20], obtint, en 1975, le premier résultat significatif en étudiant
le cas des processus gaussiens et des fonctionnelles de type supremum.

— C. Borel et A. Ehrhard, [3], montrérent, en 1976, que de tels résultats étaient
dus a la convexité des mesures gaussiennes.

— P. Mallavin développa, en 1978, un puissant calcul stochastique, [13] [19], qui
permet de traiter profondément le cas des fonctionnelles lisses et d’obtenir des ré-
sultats sur 1’existence de densités infiniment dérivables.

— Yu. Davydov, [6], développa, en 1978, la méthode de stratification qui permit
de prouver 'absolue continuité de loi image obtenue pour un nombre certain de
fonctionnelles.

— M.A. Lifschits, [12], en 1981-84, appliqua cette méthode pour prouver ’existence
de densité bornée pour Pf~1,

— N.V. Smorodina, [17], [18], approcha, plus récemment, ce probléme grace aux
opérateurs différentiels généralisés.

— La méthode de stratification est depuis trés pratiquée soit pour étudier des lois des

fonctionnelles, soit pour démontrer des théorémes-limites locaux pour une suite de
mesures {P,f~!,n € N}, P, = P, [11].

Il existe donc des résultats liés a certaines classes de processus &, et plus particuliérement
gaussiens. Un résultat, confirmant ceci, obtenu pour les processus gaussiens, de loi P, &
trajectoire dans un espace X, est le suivant :

Théoréme 0.0.1 ([11], page 52)

Soit B un borélien de X Soit f une fonctionnelle mesurable de X d valeurs réelles.
Supposons que pour tout x € B, il existe une direction admissible ¢ et un voisinage V;
de x dans X tels que :

1. On dit qu’une direction est admissible quand PG} ~! est absolument continue par rapport 4 P ol
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o y+— D;f(y) est continue sur V, N B,
o Dif(z) #0,
ot on note Dy l'opérateur de dérivation selon la direction l.
Alors, Pgf~t < .
De plus, si P(B) =1, alors Pf~! est absolument continue par rappor a \.

La propriété de ’absolue continuité semble liée aux propriétés des fonctionnelles.
L’une des principales est le fait d’étre suffisamment lisse, et d’avoir une dérivée non
nulle presque partout.

Par contre, le probléme reste ouvert dans bien d’autres domaines ot il peut devenir plus
délicat quand bien méme on considére des fonctionnelles ayant de trés bonnes qualités
de régularité, on peut obtenir une loi image Pf~! singuliére : considérons, par exemple,
la fonctionnelle d’évaluation en un point : f(z) = z(tp), pour o €]0, 1[. Clairement, f
est linéaire, donc trés lisse.

Un simple calcul permet de calculer D, f(zx), pour une direction h donnée,et l'on a
Daf(x) = hito).

Etudions le transport d’un processus empirique uniforme f,(f), de fonction de réparti-
tion F' = 1j, de loi P,Sf) qui est concentrée? sur l'ensemble des fonctions du type
z(t) = —/nt + ﬁ, t € R. En choisissant convenablement ¢y, on peut supposer que
P,{h|h(to) = 0} = 0.

Ainsi, on a Dy, f(z) # 0p.p.. La loi P, f~! est pourtant singuliére, étant concentrée sur
'ensemble fini des points {—+/nto + ﬁ}ie{l,...n}-

Le but de ce travail est d’étudier plus particuliérement le transport de la loi de
processus empiriques pour les deux types de processus qui existent essentiellement, les
diverses définitions, bien connues, seront données ultérieurement :

— les processus empiriques "classiques" (étudiés dans la partie I) pour lesquels on

étudiera le transport par des fonctionnelles de type intégral ou suprémum,

— les processus empiriques ponctuels (vus dans la partie II) pour lesquels on

étudiera le transport par des fonctionnelles de homogénes ou localement dépen-
dantes.

Un autre intérét & répondre favorablement & la question de ’absolue continuité est
de "créer" un terrain favorable & la recherche de convergence en variation pour les lois
P.f™1, c'est a dire & I’obtention de théorémes limites locaux. Une telle convergence est
en effet équivalente & la convergence, dans £, des densités des lois.

Ces convergences renforcent celles des lois des processus vers leur processus limite,
dans le sens ou 'on peut obtenir, par exemple, un théoréme du type Donsker-Prokhorov
relatif & la convergence du processus empirique vers le pont brownien.

GL(z) = z + cl. Pour les mesures gaussiennes, la famille des directions admissibles est trés large ([11],
page 38)
2. voir section 1.1.1
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D’un point de vue technique, on constate facilement, grace a ’écriture méme de
chaque processus, que chaque &, se construit & partir de ’échantillon &, ..., &,. Concreé-
tement, on a f(&,) = g(&i, ...,&,) pour une certaine fonction g : R* — R.

Etudier P,f~* revient alors a étudier L¢, ¢, 97! Cependant, g n'a pas forcément une
écriture simple, ce qui ne faciletera pas I’étude. Par exemple, méme si f est linéaire rien
ne prouve que g le soit.

Il est possible de choisir, pour chaque &;, une fonction de répartition F; ( au lieu de
F), admettant une densité p;. L’indépendance des £, ...,§, assurera le méme type
de résultats. Toutefois, on conservera dans la suite la méme fonction de répartition
F pour ne pas surcharger les différentes notations ou démonstrations. En effet, en no-
tant @ la loi de densité p; x --- X p, et P la loi de densité p®" normale standart et
H(zy,...,zn) = fl&a(z1,...,2,)], telle que Pon ait P H~! <« A on a, pour A un en-
semble tel que A\(A) =0, P H}(A) =0 P (H(A)) = 0.

Comme Q << P, on a QH™! = 0, ceci prouve que QH ! < \.

On souhaite étudier la loi du transport de £; par une fonctionnelle, ce qui se présente
sous la forme d’une autre fonctionnelle mais, cette fois, du vecteur (§i,...,&,). Ainsi,
on peut supposer, sans perdre la sens général des résultats, que la densité p de F est
strictement positive p.p. En effet, la densité du vecteur (&,...,&,), de loi F®", est
(z1,...m) — [lie, p(z:). Cette donnée permet de construire un vecteur ( fk), cees ,(Lk)),
de loi F®, construit & partir de la densité [, p®)(z;) vérifiant :

(i) p®*) > 0 partout,

(ii) p® £, .

Cette construction est possible, par exemple, par convolution de p avec une densité
gaussienne centrée, de faible espérance.

Ainsi, la convergence (i) implique la convergence en variation des lois :

L& 2 e

Prouver I’existence d’une densité de la loi £%) impliquera automatiquement ’existence
de la densité de la loi de L.

15



Dans la premiére partie, on considére sur un espace de probabilité (2, F,P) une
suite de variables aléatoires indépendantes (£, )nen, de fonction de répartition F, admet-
tant une densité notée p. Nous associons a cette sulte les familles suivantes de processus :

- F-empiriques : {fn (t), t € R}pen, de loi P donnés par (1.1.1) :

6(8) \/—Z (—o0it] (gz)_ ( )] teR
— F-empiriques pondérés : {£P(t), t € R}nen, de loi P, définis par (1.2.1) :

£P(t) = \/% > cni[Licooiq (€) - F(B)], teR,
i=1

n
ol les ¢, ; sont non nuls et en posant, traditionnellement, e/ = 3 ¢2 ..
=1

~ F-quantiles : {£9(¢), t € [0, 1]}nen, de loi P9, donnés par (1.3.1) :
ED() = v [F1() - FT'(®)], tel0
en ayant défini par (1.3.2) :

n

F.(t) = %Z [1[_oo;t] (‘fz)] :

i=1

— F-séquentiels : {£(u,1), u € [0,1],t € R}nen, de loi P, donnés par (1.4.1) :

[ny]

£ (u,t) = Z (oo (&) — F(8)], uwe[0,1[t€R,
ou [nu] est la partie entiére de nu.

Remarque : Pour parler indifféremment d’un de ces quatre processus, on le notera

€n-

Ainsi, on note que, par définition, les trajectoires {{,(w,t),t € R} sont cadlag (conti-
nues & droite et avec des limites & gauche). Elles possédent un nombre de sauts fixés,
d’amplitudes connues. Ces trajectoires appartiennent & un certain espace de Skorokhod,
a expliciter selon le processus.

Nous allons, par la suite, trouver des conditions aussi bien sur la fonctionnelle que
sur la fonction de répartition F' pour assurer cette absolue continuité. Toutefois, nous
ne répondrons & cette question que pour des fonctionnelles des types suivants :

16



— intégrale :

— sur X =R ou [0, 1] définie par (4.1.1) :

o= [ () a0 d
— sur [0, 1[xR définie par (4.4.1) :

T +— h(z(u,t)) q(u,t) dudt,
[0,1[xR

— supremum :
— sur R ou [0, 1] définie par (5.0.1) :

z — sup ¥ (z(?)),

— sur [0, 1[xR définie par (5.0.2) :

zr— sup ¥Y(z(u,t)),
(u,t)€[0,1[xR

ol h,q et ¥ sont parfaitement définies pour donner un sens & ces fonctionnelles.

On étudie les conditions suffisantes pour que P f~! soit absolument continue par rap-
port & la mesure de Lebesgue A. Plus précisément, le propos de ce travail est donc de
définir dans quelles mesures la loi de la variable aléatoire f(&,) est, & n fixé, absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue .

Dans la deuxiéme partie, on considére des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (£,)nen & valeurs dans R™, de loi F. On suppose que F est
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue A™ et on notera ¢ la densité
de F'. On étudiera lois des fonctionnelles f(e,) ou f(8,), définies sur les réalisations des
processus ponctuels €, et (,, que 'on a associés aux variables aléatoires (&, )nen par :

— les processus empiriques construit par (6.0.1) :

1 n
€p = ; E 5{&}, Vn €N,
i=1

— les processus empiriques dilatés (ou binomiaux) construit par (6.0.2) :

Bo=) 0iuy VnEN,
i=1
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olt {by, }nen est une suite de constantes de normalisation telles que b, — 0o
et 5{,,} représente la mesure de Dirac au point a, sur R™.

Avant tout, sans aucune condition supplémenataire, on pose la question de 1’absolue
continuité de ces lois et on l'obtient dans le chapitre 7, théoréme 7.0.2, pour les fonction-
nelles homogénes c’est a dire telle qu'il existe p € R vérifiant f(cz) = Pf(x). Cette
classe comporte entre autres les fonctionnelles caractérisant diverses propriétés géomé-
triques d’une configuration de n points s, = {£1, ..., &} ou de ses différentes enveloppes
convexes, notée C;(sr).

Toutefois, il est d’usage d’imposer une condition supplémentaire : on suppose que F’
vérifie la condition suivante, dite de variation réguliére :

Condition (VR)

Il existe une mesure finie o sur S%! et il existe une suite {b,} croissante vers l'infini
telles que pour chaque ensemble B € Bga-1 tel que 0(0B) =0, on a

lim nP{”g €8 &2l > tbn} = o(B)u(lt; 00)), (0.0.1)

ol p est une mesure sur Bg, , de densité %(r) = ar~17® pour a > 0 et OB est la frontiére
de B.

Remarques :
(i) Pour « € (0,2), la condition (VR) est celle de 'appartenance de F' au domaine
d’attraction d’une loi a-stable dont la mesure spectrale serait o.
(ii) La condition (VR) implique que b, = n& h(n) ol h est une fonction a variation
lente.
Il est bien connu, ([16] proposition 3.21, page 154), que sous la condition ((VR)),
les processus (3, convergent faiblement vers un processus ponctuel Poissonnien limite,
noté I1, (voir 8.0.3) :

Lemme 0.0.1
G, = Il, (0.0.2)

ot I1, est un processus Poissonien de mesure de controle® o X p.

Cette convergence explique notre intérét a la question de la convergence forte, c’est
a dire en variation totale des lois de f(B3,) vers celle de f(Il,), pour une classe de
fonctionnelles f définies précisément.

3. On rappelle qu'une mesure de contrdle m d’un processus poissonien £ est telle que pour tout
ensemble A, E{¢(A)} = m(A)
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Effectivement, supposons que F' admet une densité, notée p,. Si la convergence (6.0.4)
suivante était vérifiée :
Pien) = Pi(iia), n— 00

alors, la loi limite aurait aussi une densité, notée p et, de (6.0.4) découlerait la conver-

gence des densités
1
Pa-—p, n—00.
Concrétement, on obtiendrait un théoréme locale limite pour les fonctionnelles f(4,).

Avant toute chose, il est indispensable de rappeler la définition de quelques conver-
gences.

Convergence faible
Une suite de mesures {F, | n € N} définies sur un espace métrique (X, Bx) converge
faiblement vers une mesure P si pour toute fonction bornée f définie sur & on a

/X fdp, — /X fdp (0.0.3)

On note P, = P. Cette notion a été étudiée dans de nombreux ouvrages.

Convergence en Variation
Soit 4 une mesure signée sur Bx. On définie une mesure |u| par

kl(4) = su > lu(An)], (0.0.4)
ou {An} est une partition finie de ’ensemble A de X'.
On appelle variation totale de p la valeur ||y|| = |u|(X).

On appelle convergence en variation la convergence dans ’espace de Banach des
mesures sur X', muni de cette mesure. Cela signifie que la différence converge vers 0.
ar
On la note —.

Remarques :
(i) Sila mesure u admet une densité h par rapport 4 une mesure v, alors

ul] = /X bl

(ii) Plus de détails sont donnés dans le livre "Local Properties of Distributions of
Stochastic Functionals" de Davydov, Lifshits, Smorodina [11].
(iii) La convergence en variation est une notion trés forte.

On étudie donc ce probléme dans le chapitre 8 ou 'on démontre (6.0.4) sous la
condition de variation réguliére forte sur F, ( voir ((FVR), (8.0.7)), condition qui
implique (VR) :
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Condition (FVR)

Pour la mesure u,, définie par u,(B) = nF(b,B), B € Bgrm\{q}, la convergence suivante
a lieu, Vr > 0,

var
Frl(r 00) Ma|(, o)

ot mq est donnée par (8.0.3) et 6|, dénote la restriction d'une loi § & un ensemble A.

Sous la condition (VR), renforcée de F < Ay, il existe un résultat "plus fort" :

Lemme 0.0.2 [15] La condition (8.0.7) est équivalente & la convergence forte des lois
des restrictions des processus B, : pour chaque D C B(0,7)¢ :

Ls,p = Litap- (0.0.5)

Toutefois, on se limitera a des fonctionnelles f : K — R qui vérifient la condition de
locale dépendance (LD) suivante :

Condition (LD)

Pour tout € > 0, il existe § > 0 et un ensemble ouvert A C K tels que, en posant
B=T;'(A),ona:
P(B)>1-e.
Alors,
Vi € B, f(x) = f(Ys(3)).

Dans cette condition, apparait une projection Yy, celle-ci se construit ainsi :

Définition 0.0.1 Considérons un ensemble A C R™ \ {0}. On peut alors définir la
projection T 4 : K — K par :
Ta(s) = 2N A.

Si A=Ds={z ||z| > 8}, on posera simplement Ys(3¢) = Tp, = 3N Ds.

Par la suite, on notera £! = LY(R™) = L}Y(R™, \™).

Toutes les démonstrations seront essentiellement basées sur un des résultats obtenus
grace 4 la méthode dite de "superstructure”, [11], paragraphe 5, pages 23 & 29, utilisée
quand on veut établir ’absolue continuité de distributions Pf~! :

Théoréme 0.0.2 (th. 5.2, [11]) Soient (X,d) un espace métrique, séparable, muni de
sa tribu borélienne B(X), P une mesure de probabilité sur (X, B(X)) et f : X — R une
fonctionnelle. Supposons que pour P-presque chaque x € X, il existe un voisinage ouvert
V: de z et une famille {G., c € [0,&;]} de transformations de X tels que :
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1. PG:* X% p;

c—0

2. G(z) — T en probabilité P ;

3. Pour P-presque chaque y de V,, il existe €, > 0 tel qu’avec ¢,(c) = f(G.(y))

presque chaque c € [0, &), ¢;(c) existe et est non nulle.

Alors, Pf1 < .

On remarque que la clef de ce théoréme est I’existence d’une famille {G.,c € R}
de transformations de I’espace X possédant des propriétés spéciales. Dans la premiére
partie, aprés avoir étudié les espaces de Skorohod correspondant & chaque processus, on
construira une famille de transformations adaptées au processus &,, pour conclure sur
les résultats obtenus tant pour les fonctionnelles de type "intégrale" que pour celles de
type "suprémum". Dans la deuxiéme partie, on étudiera la famille de transformations
adaptées aux processus ponctuels pour enchainer par 1’étude du transport par des fonc-
tionnelles de type géométrique.

On passe a présent & une description rapide des différentes sections :
Premiére Partie : processus empiriques.

Chapitre 1, on étudie les différents processus empiriques :
— Les processus F-empiriques {£(t), t € R}nen sont donnés par (1.1.1) :

£9(t) = Jﬁ > [l @)= FO], i€,

dont le support est l'espace D¢, voir (1.1.4), 'ensemble des fonctions z € D(R)
pour lesquelles qu'il existe un n-uplet (z1,...,%,) € E, tel que Vt € (z;, z;11], on
a .
2(t) = —VAF() + =,
en supposant convenu que To = —00, Tpy1 = +00.
~ Les processus F-empiriques pondérés {¢P)(t),t € R} ey sont définis par (1.2.1) :

1 .
&)= ; oni [Li-oosg (6) — F(1)], tER,

n

ot les ¢, ; sont non nuls et ou, selon la littéature habituelle, on a noté ¢’ = 3 ¢2 ;.
i=1

On remarque que la pondération permet ici de modifier 'amplitude des sauts des
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trajectoires, pour qu’elles ne soient plus constantes. Le support est I’espace D?
voir (1.2.2), 'ensemble des fonctions {z € D(R) pour lesquelles il existe un n-uplet
(z1,...,2n) € Ep, défini par la formule (1.1.3), tel que pour ¢ € (z;, z;41], on a :

z(t) = —C. F(t) + C,,

_— — _ 1 :
en posant Iy = —00, Iny; = +00, et C; = ‘7;_?,; Cnj-
F-quantiles : {£2(2), t € [0,1]}nen, de loi P2, donnés par (1.3.1) :
£9(@t) = vn [FH(t) - F7'(1)], telo,1]

en ayant défini par (1.3.2) :

n

Fo(t) = %Z [1[—00;t] (fz)] :

i=1

L’étude des trajectoires t — &2 (w, t), t € [0, 1]} montre qu'elles sont cadlag et
1 n—1

qu’elles possédent précisément n — 1 sauts aux points d’abscisses ., ..., ==.

Ces trajectoires appartiennent a I’espace de Skorohod Dja,b], VO <a < b < 1.

ceuy

remarque que ’amplitude du saut du processus F-quantile, au point d’abscisse %
est exactement :
On a exactement, selon la formule (1.3.3) :

\/ﬁ{EZ,m - f:;,i}-

F-séquentiels : {€9(u,1), u € [0, 1], € R}pen, de loi P, donnés par (1.4.1) :

En notant ( ,’;’i)izl, » les statistiques d’ordre associés & I’échantillon &, ...,&,, on

[nu]

9wt = 2= [l €) - FO], uel1LteR,

1=1

ol [nu] est la partie entiére de nu.

Le support de ce processus sera restreint a 'espace D2, voir (1.4.4), 'ensemble des
fonctions £ € D([0, 1[xR) telles qu’il existe un n — l-uplet (z1,...,Zp-1) € R*!
tel que Y(u,t) € [0,1[xR, 35 € {1,...,n}, T4 € {1,..., } vérifiant :

> 1%—1 <u< %,

>z} <t<azl,avecz)=0et 2l =1,
Alors, on a

z(u,t) = ——j——F(t) +

vn Vo
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Chapitre 2, on étudie les métriques et la topologie des espaces de Skorohod adaptés
4 chacun de ses processus.

Chapitre 3, on définit puis on étudie ici la famille de transformations de ’espace
de Skorohod nécessaire & 'utilisation du théoréme 0.0.2. Cette construction s’effectue a
partir d’une fonction de fp-transformation ¢ vérifiant les conditions, voir section 3.1.1 :

() @, (to) =1,
(ii) ¢y, est absolument continue et & support compact,

(iii) @}, € L'(R) et Va # 0,A{t | ¢} (t) =a} = 0.

- Soit y € D¢ une trajectoire typique d’un processus F-empirique §,(f), associée a
la famille de ses instants de sauts {yi,...,yn} dans E,.
Alors G, .(y) est définie par (3.3.2) :

1 : -
Gn,cy(t) = _\/;l-F(t) + % sit e [yc,i; yc,i+1[-

ou
Jei=Yi+co(y:) Vie€ {1, cen, n}

— Soit y € DP une trajectoire typique d’un processus F-empirique pondéré §,(Lp ),
associée & la famille de ses instants de sauts {yi, ..., y,} dans E,.
Alors G, .(y) est définie par (3.3.3) :

Gn,y(t) = —CoF(t) +C;  sit € [fei; Yeivi]-

ou
Jei=yi+op(y) Vie{l,...,n}

— Soit y € D? une trajectoire typique d’un processus F-quantile 5,({’), associée a la

famille de ses amplitudes de sauts {y1,...,yn} dans E,.
Alors G .(y) est définie par (3.3.4) :

Grt(t) = —VAF(0) + zo/m+ evmglt) site [L

[.

— Soit y € I une trajectoire typique d’un processus F-séquentiel 57(15), associée a
la famille de ses instants de sauts {y1,...,yn} dans E,.
Alors Gy, .(y) est définie par (3.3.5) :
J i . j J+1 i i
Grcy(u, t) = —“ﬁF(t) + Jn stu €l T[ t € [T Toiml;
Oﬁ . . -
Uoi =% +op(yi) Vie{l,...,j}
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Puis, dans cette section, on s’interressera & la vérification des deux premiéres hypothéses
du théoréme 0.0.2 :
Gne(z) — z, ¢ — 0,

et
PnG;’i 2 P, c—0.

Chapitre 4, on se consacre au transport de la loi d’un processus empirique par une
fonctionnelle de type intégral. On montrera des résultats du type suivant :

Théoréme 4.1.1
Soit {f,(f) (t), t € R} un processus empirique, sur un espace probabilisé (2, F,P), associés
& une fonction de répartition F de densité p. Notons P® = PP la loi de £ dans
D(R).

Soient h et q deux fonctions définies sur R telles que
1. h est absolument continue i.e. Vs € R, h(s) = h(0) + [ F'(¢) dt.
2. L’une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

(2.1) W est localement finie et g € L*(R).

(2.2) - g est bornée,
— h est localement bornée,
- il existe p > 0 tel que :

¢ au voisinage de 0, |h(t)| < C|tP,

1
n

¢ 35>0tel que E < 400.

Soit f la fonctionnelle de type intégrale définie parfaitement sur D(R) par la formule
(4.1.1) :

vz e D(R), f(z)= /R h(z(t))g(t) dt.

On suppose que :

3. b # 0 presque partout.

4 Mz € R| g(z)p(z) # 0} # 0.

5 Ms€R|h(s+ ) = h(s)} = 0.
Alors, PP f~1 < A,

Les hypothéses demandées dans ce théoréme sont trés simples & vérifier dans le cas
de fonctions A et g concrétes, comme on peut le remarquer en étudiant les exemples de
la section 4.1.3.

Chapitre 5, on discute du transport de la loi des processus par une fonctionelle
de type supremum. Dans ce chapitre, pour une fonctionnelle de type suprémum et un
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processus F-empirique, on obtient le résulat suivant :

Théoréme 5.3.1
Soit f : D(R) — R définie par f(z) = supyer ¥(z(t)) 0w U est une fonction conveze
vérifiant W' # 0 p.p. Alors, la loi P,f~! de f (5,(,e)) est absolument continue par rapport
& la mesure de Lebesgue .

Deuxiéme Partie : processus empiriques ponctuels.

Chapitre 7, on étudie dans ce chapitre les processus empiriques ponctuels : pour des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (£,)neny & valeurs dans
R™, de loi F. On suppose que F' est absolument continue par rapport & la mesure de
Lebesgue A\™ de densité ¢, on associe a ces variables aléatoires deux processus ponctuels :

— les processus empiriques, donnés par (6.0.1) :

1
€p = Zé{gi}, Vn € N.
i=1

n

— les processus empiriques dilatés (ou binomiaux), par (6.0.2) :
n
Bn = 25{% Vn € N.

ol {b, }nen est une suite de constantes de normalisation telles que b, — oo et 0(a}
représente la mesure de Dirac au point a, sur R™.

Chapitre 8, I’absolue continuité de la loi d’un processus ponctuel par une fonction-
nelle de type homogéne sera évoquée et I'on montrera des résultats du type :

Théoréme 7.0.2 Soit un processus empirique défini sur R™, par (7.0.1) :

n
T =D 8}
i=1

de loi P, sur K,. Soit f : K, — R une fonction homogéne de degré p # 0 telle que

f(z) #0, P-p.p.
Alors, P,f* < A ie la loi B,f™! est absolument continue par rapport da la
mesure de Lebesque A.

Chapitre 9, on étudie la convergence forte des lois des fonctionnelles étudiées. Puis
on étudiera les différentes formes de généralisation possibles. On montrera des résultats
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comme celui-cj :

Théoréme 8.0.4 Soit ({,)nen des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées, a valeurs dans R™, de loi F, de densité q par rapport a la mesure
de Lebesgue M\,,. On associe @ ces variables aléatoires une suite de processus empiriques
dilatés définis par (6.0.2)

n
Pn = 25{51
i=1

ot {bp}nen est une suite de constantes de normalisation.
On note P, la loi du processus (B, sur K et on suppose que F vérifie la condition (FVR).
Soit I1, le processus poissonien limite, de loi P, de mesure de contréle o X p. Soit f une
fonctionnelle sur K vérifiant la condition de locale dépendance (LD).
Alors,

P.f12pf . n— oo

Les différentes annexes sont consacrées aux différentes démonstrations qui n’ont
pas été données dans le texte afin de permettre une lecture plus agréable.
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Premiére partie

Transport des processus empiriques

27



Chapitre 1

Définition des processus empiriques
étudiés

A présent, revenons sur les définitions des divers processus. Nous soulignons que nous
travaillons & n fixé. Cette étude sommaire permettra d’envisager chaque espace de Sko-
rohod adapté ainsi que sa topologie.

Soit {£,,n € N} une suite de variables aléatoires indépendantes sur (Q, F, P).

On suppose, dans la suite, que la fonction de répartition F' est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue, et on note p sa densité.

Pour toute la suite, on notera :

F, =sup{a € R | o € supp(F)}, (1.0.1)

F_=inf{a €R | a € supp(F)}, (1.0.2)
ol 'on note S = suppF le support de la loi F.

1.1 Le processus F-empirique
Le processus F-empirique {5,(,5) (t), t € R}pen se définit par :
1 n
&) = —_ ) —
60 == [Lewa @ - FO), teR. (1.1.1)

i=1

L’analyse de la trajectoire t — 57(13) (w,t), w fixé, t € R montre qu’elle est cadlag ,
possédant exactement n sauts de méme amplitude —\/1;
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Ainsi, les trajectoires appartiennent a I’espace de Skorohod D(R) des fonctions cadlag
sur R; On note P la loi de £, dans D(R).

Dans la suite, pour chaque trajectoire, nous considérons (f:i,i)i=1,...,n les instants des
sauts réordonnés de maniére croissante, du processus empirique appelés statistiques
d’ordre. On a, p.s.

far < <&
Les inégalités strictes découlent de la continuité absolue de la loi commune des variables
aléatoires &3,...,&,.

Remarque : Effet d’'un changement de temps
Le processus empirique uniforme (associé & une suite de variables i.i.d. uniformes) joue
un réle particulier. On s’y raméne souvent, dans le cas o F' est strictement croissante,
en faisant le changement de variable s = F(t) qui transforme un F-processus empirique
(associé & une fonction de répartition F) en un processus empirique uniforme. En effet,
en posant t = F~1(s) dans la définition (1.1.1) d’un F-processus, on a

> oo F 1o (&) = 3] :
i=1

Or, V1 <i<n, & < F(s) équivaut ¢ F(§;) < s. Comme n; := F(&;) est une suite de
variables indépendantes uniformes, on obtient le processus empirique uniforme :

EO(F1(s)) = —j—ﬁ—

(1.1.2)

M = 61(16)(17_1(3)) = % [E 1o S](ni) — 8

Le lemme suivant est bien connu :

Lemme 1.1.1 Soit &,...,&, des variables aléatoires indépendantes de fonction de ré-
partition F, de statistiques d’ordre &, ,...,&; .

Alors, m = F(€s1),---,Mm = F(&nn) sont des variables aléatoires indépendantes uni-
formes sur [0,1], de statistiques d’ordre n}, ; = F (&)

— Le changement de temps associé n’est pas toujours nécessaire : il dépend des fonc-
tionnelles étudiées et de la situation envisagée.

— Ce changement de temps permet de se ramener & ’espace de Skorokhod D0, 1]
mieux connu que D(R).

Définition 1.1.1 : Ensembles E, et D¢
Pour n fixé, notons

En={z=(z1,...,zn)eR"Iz1<.--<zn}_ (113)
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De plus, on note par D¢ I'ensemble des fonctions z € D(R) pour lesquelles il existe
un n-uplet (zi,...,z,) € E, tel que Vt € (z;, z;11], on a

?

z(t) = —vnF(t) + Nk

(1.1.4)

en supposant convenu que Tp = —00, Tny1 = +00.
Lemme 1.1.2 L’ensemble D¢ porte le support de la loi du processus empirique &,.

Démonstration : Pour i # j, on a P{§; = §;} = 0, donc P-presque strement
(e) e
n € DE.

|
Lemme 1.1.3 : Extrema d’une trajectoire typique

Pour tout n > 2 fixé, P -presque chaque € D¢ atteint son mazimum et son infimum
en deuz points uniques distincts de la famille {z,,...,z,} des sauts de z.

1

Démonstration : Cette démonstration s’effectue en trois points :
(i) Vie {1...n}, & ; € S° = (suppF)°

(if) Vi € {1...n}, P{z(& ;) > z(t) > z(&441), VEE (60 &ninn)} =1
(iil) V'unicité des indices

en notant S° = (suppF)° 'intérieur du support de F.

Clairement, Vi, £, € S p.s. et S° = |J;(a, bi), union dénombrable d’ouverts dis-
joints. Ainsi, par I'absolue continuité de F, P{{;; = ar} = P{{,; = b} = 0. Ceci
démontre que &; ; € S° ps. Ceci termine la vérification de (i).

Pour (ii), il suffit de montrer que P{F(§;;) > F(t)} = 1, Vt € [&;,,&5:41)- Par
analogie, on aura P{F(t) > &;;,;} = 1. Comme F est une fonction de répartition,
I’événement complémentaire est {£}; = F(t)}. Comme F est croissante, F(¢;;) = F(t)
signifie qu'il existe un indice k tel que & ; € (ax, bx) et t € (ax, b).

Ainsi, selon (i), on a & ; € {ax, b}, ce qui est impossible.

Ceci permet de conclure que sur [£; £ ., ,), le maximum de z est atteint pour & ; et
linfimum lest pour & ;..

Vérifions (iii). Supposons qu’il existe deux indices ¢ et j assurant le maximum (la
démonstration pour 'infimum est équivalente). On a trivialement

PIVRFIE) + = —VAF(E) + ) = PR - Fiety) = )

/n

1. Par abus de language, on dira que z atteint son infimum, méme si rigoureusement il faut com-
prendre que I'on parle d’une limite car elle n’est pas continue a4 gauche.
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Le lemme 1.1.1 permettra de conclure que l'on a

n

* Z‘ —_ % j — * * — i - j
P{—\/EF(En,i) + -ﬁ = —\/HF(gn,j) + %} - P{nn,i - nn,j - }
Ceci est bien évidemment nul. En conclusion, d’aprés (1.1.4), pour z € D¢ :

mfx(t)— mln( VnF(z;) + sup z(t) = ( —VnF(z;) +i/v/n).

_1)
VT R
]

Lemme 1.1.4 : Construction par ses instants de sauts
Soit I : Ep, — D qui d (z1,...,2Z,) € Ey, associe la fonction z = I (x4, ...,1,) € D¢
définie par (1.1.4) :

Vi € (2, ], 2(t) = —VAF(t) + ﬁ

Alors, I, est une bijection.

Démonstration : I, est parfaitement définie et clairement surjective par définition
de D%. Pour voir qu’elle est injective, considérons (z1,...,Z,) # (Y1,---,Yn), il existe
un premier indice k¥ € {1,...,n} tel que zx # yx. On peut supposer z; < yi; sur
(Zk, Y A Ti41] par définition d’une fonction de DE, on constate z # y car

o) = —VAPW)+ =,
yt) = —varm+ =
Vn
|
Remarque : Pour définir une fonction z de D%, il suffit donc de la définir par la famille
de ses sauts {z1,...,Z,} € E, en utilisant la bijection I.

1.2 Le processus F-empirique pondéré

Le processus F-empirique pondéré, noté {&(f ) (t), t € R}pen, est donné par :
1 n
P (1) = — cni [Lcoo (€5) — Ft)], teR. 1.2.1
€90 = 75> ens [l (€)= FO) (1:2.1)

ou les ¢, ; sont non nuls, en posant ¢’ = E ¢z ., selon la littérature habituelle.

nz?
i=1
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Remarques :

¢ Une hypothése ha.bituelle,2 supplémentaire, classique est de supposer que pour
n — 00, on ait maxlgiSn{\c/%} — 0, n — o0.
Toutefois, comme nous ne passerons pas & la limite, nous n’effectuerons pas cette
supposition.

¢ Cette définition est semblable & celle d’un processus F-empirique, formule (1.1.1).
La pondération découle des ¢, ; et permet de changer d’amplitude au instant des
sauts. Il est méme évident que ce type de processus est une généralisation de
processus F-empirique dans le sens o, en prenant ¢,; = 1,Vi € {1,...,n}, on
retrouve la formule (1.1.1).

Les trajectoires sont cadlag . Elles appartiennent toutes & ’espace D(R). On note

PP 1a loi du processus F'- empirique pondéré dans cet espace et les statistiques d’ordre
sont notées &g ;.

Définition 1.2.1 : L’ensemble D?

Pour n fizé, on appelle D?. I’ensemble des fonctions {x € D(R) pour lesquelles il existe
un n — uplet(zy, ..., z,) € Ey,, défini par la formule (1.1.8), tel que pour t € (z;, Ziy1),
on a:

5(t) = —CaF(2) + C, (12.2)
en posant To = —00, Tny1 = 400, et C; = = z Cnj
P 0 n+1 \/;J; d

Cette définition permet, comme P(§; = §;) = 0,7 # j, de prouver le lemme suivant :

Lemme 1.2.1 D?

P est le support de la loi du processus F-empirique pondéré.

La démonstration du lemme suivant est similaire a celle du lemme 1.1.3

Lemme 1.2.2 : Extrema d’une trajectoire typique

Pour n > 2, PP )-presque chaque z de DP atteint son marimum et son infimum® en
deuz points uniques et distincts de la famille {z1,...,z,} des instants des sauts de z.
On a

2

%gn{x(t) = lréliiéln(—CnF(mi) +Ci—1) ilelngm(t) = lléliaé)%(—CnF(xi) +C;).

Lemme 1.2.3 : Construction a partir des instants de sauts
Soit I, : E, — DP qui d (z1,...,Zn) € En, associe la fonction x = I(z1,...,2,) € DY
définie par

YVt € (iEi, $i+1] , .'L'(t) = —CnF(t) +C;. (123)

Alors, I, est une bijection.

2. De nouveau, par abus de langage.
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Démonstration : On comprend aisément que ce lemme est une généralisation du
lemme 1.1.4 relatif au processus F-empirique. La démonstration est une simple adapta-
tion.

|
Remarque : Pour définir une fonction z de D2, il suffit donc de la définir par la famille
de ses sauts {z1,...,2Z,} € E, en utilisant la bijection I,.

1.3 Le processus F-quantile

On appelle processus F-quantile un processus {&({”) (t), t € [0,1]}nen, & valeurs dans
R, donné par
£9(t) = v [F7(t) - F7'\(t)], te[o,1], (1.3.1)

ou F,, est donnée par :

Fal®) = = 3 oo (6). (13.2)

On rappelle que pour une fonction de répartition f, sa fonction réciproque f=! est
définie par, [11] :

flit)=inf{a eR | fla)>1t}, te(0,1).

L’étude des trajectoires ¢t — 5,(1q)(w,t), t € [0,1]} montre qu’elles sont cadlag et

qu’elles possédent précisément n — 1 sauts aux points d’abscisses %, ey "T_l

Ces trajectoires appartiennent a 1’espace de Skorohod Dia,b], V0 < a < b < 1.
En notant (;;)i=1,..n les statistiques d’ordre associés & 1’échantillon i, ...,&,, on

remarque que Pamplitude du saut du processus F-quantile, au point d’abscisse % est

exactement :
V{6 — &) (1.3.3)

Définition 1.3.1 : L’ensemble D?

Pour n fizé, on notera par DY Uensemble des fonctions z € D([0,1]) telles qu’il existe

(%1, ...,Zn) € By, voir section 1.1.1, tels que Vi € {0,...,n— 1} Vt € [%, 3:—1), on a
z(t) = —/nF 7 (t) + Vnzip (1.3.4)

ot l’on a posé€ xo = 0.

La définition précédente permet, comme P(§; = &) = 0, ¢ # j, de prouver le lemme
suivant :
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Lemme 1.3.1 L’ensemble D¢ porte le support de la loi du processus F-quantile.

Remarque : Extréma d’une trajectoire typique
La notion d’extréma est particuliére dans la mesure ou il est clair que pour une trajec-
toire z quelconque, le sup,¢(o,) z(t) peut étre égal & +oo et que infycpy z(t) peut étre
égal 4 —oo0.
Nous verrons plus tard que, pour rester dans un cadre général, on se réduira & D’intervalle
d’étude a [a,b] C [0,1], 0 < @ < b < 1, évitant ainsi des discussions quant & la valeur de
ces deux notions.

Lemme 1.3.2 : Construction & partir des amplitudes des sauts

Soit Iy : En — D qui 6 (21,...,%n) € Ey, associe la fonction z = I(z,,. .., z,) € D
définie par (1.2.2) : Vt € [%,H1),

IE(t) = —\/ﬁp_l(t) + 113,;_,.1\/5.
Alors, I, est une bijection.

Démonstration : I, est parfaitement définie et clairement surjective par définition
de D?. Pour voir qu'elle est injective, considérons (zi,...,Zn) # (¥1,.-.,Yn), il existe
un premier indice k¥ € {1,...,n} tel que zx # yx. On peut supposer zp < yi; sur
(Zk, Y A Tr41] par définition d’une fonction de D?, on constate z # y car

z(t) = —v/nF7(t) + zr11v/n,
y(t) = —vnF'(t) + yerrvn.

Remarque : Pour définir une fonction z de D4, il suffit donc de la définir par la
famille de ses amplitudes de saut {z1,...,2,} € E, en utilisant la bijection I,.

1.4 Le processus F-séquentiel

On appelle processus F'-séquentiel tout processus {fﬁs)(u, t), u € [0,1[,t € R}pen
donné par :

[ny]

£ (u ) = —= Y Moo (&) = F(8)], ue 0,1t ER, (1.4.1)
7

i=1
ou [nu] est la partie entiére de nu.

De maniére générale, il est possible de supposer que u € R*. Dés lors, on remarque
que l'on retrouve le processus F-empirique en prenant “u = 1”.
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— Pour chaque w fixé dans (2, la trajectoire f,(,s) (w,u,t) est constituée de “surface” de
largeur = sur 'axe des “u”.

— Si u est fixé de plus, les trajectoires sont cadlag, & [nu| sauts, aux instants réordon-
nés, de maniére croissante, &1 [ny), - - - » & n,[ny)- Ainsi, les trajectoires appartiennent
ainsi & Pespace de Skorohod ([0, 1[xR).

Dans le cas d’un processus séquentiel uniforme, il est bien connu, [5], qu'il converge,
quand n — 00, vers le processus de Kiefer uniforme dont on rappelle de suite la définition.

Définition 1.4.1 On appelle processus de Kiefer un processus {K(u,t) | u € [0,1],
t € [0,1]} séparable, gaussien, centré, de fonction de covariance

E(K(’U,l, tl)a K(Ug, tg)) = ('Uq A ’LLg)(tl A t2 - t1t2).

Dans notre cas, on décide de ne prendre uw que dans [0,1]. On pourrait étendre la
discution & des ensembles plus grands. On peut voir un processus de Kiefer comme un
processus de Wiener & deux paramétres {W (u,t) | (u,t) € [0,1) % [0,1]} transformé

K(u,t) =W(u,t) — tW(u,1), pour u € [0,1], ¢ € [0, 1],

avec W (u,t) un processus gaussien tel que

- E(W(u,t)) = 0,

- E W(ul,tl)W(U2,t2) = (Ul /\u2)(t1 A t2).
On peut voir le processus de Kiefer comme un pont brownien en "t" et comme un
processus de Wiener en "u". Autrement dit, le processus de Kiefer a les propriétés
suivantes :

— Pour tout ¢y € [0, 1], le processus {W(u) = _to(l\/—l——_t-ﬂK(u’ to) | u € [0,1)} est un

processus de Wiener, _
— Pour tout ug € [0, 1], le processus {B(t) = T/L‘_EK (uo,t) | t € [0,1]} est un pont
brownien.

Forme générale d’une trajectoire

Soit = une trajectoire typique du processus fy(f).
Il existe une suite {zy, k € {1,...,n — 1}} d’éléments de R, définissant les instants des
sauts de z qui sont tous d’amphtudes . On supposera que les z; sont ordonnés dans
le sens suivant :

— Sur [0, 2) x R, la trajectoire est nulle,

- Sur [3,2) x R, z; est 'instant du saut,

— Sur [E X R, z,,z, sont les instants des sauts,

— Sur [E)'l x R, z1,xq, 3 sont les instants des sauts,
,1) x R, z;,...,2,1 sont les instants des sauts,

'-‘: |.>: oo |m§
R e

o
:
|1
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Plus généralement, sur [£, 1) x R, la surface a exactement i sauts aux points
Zy,...,T; d’amplitude %

Il est & remarquer que les z; ne sont pas ordonnés dans le sens habituel, ils sont
ordonnées dans l'ordre d’apparition. Toutefois, pour donner la forme générale d’une
trajectoire, il est indispensable d’obtenir de les ordonner dans 'ordre croissant. Pour
cela, on donne la définition suivante :

Définition 1.4.2 On note z{, e ,:L*; les j instants de saut z1,...,x; réordonnés dans
le sens croissant, d’une trajectoire x sur l’intervalle [%, 7%1)

On peut expliquer cette définition en remarquant qu’il existe une permutation s
unique de {1,...,;} telle que (z7,... ,:rj) = (Ts(1), - - - Ts(j))- Autrement, on peut dire
que les j-uplets (27, ... ,a:g) et (z1,...,z;) sont les mémes, le premier est rangé dans
Pordre croissant, le second est rangé dans I'ordre d’apparition.

Définition 1.4.3 Soit x une trajectoire typique du processus F-séquentiel E,(f), associée
a ses instants de saut {zy,...,2,_1}. Soit u € [0,1[,t € R. Alors, 3!j € N\{0} tel que
L<u<etIie(l,...,5} tel quez] <t <zl tels que l'on ait :

j i
z(u,t) = ———=F(t) + —
() =~ F(0) +
Il est & présent évident que cette trajectoire appartient & ’espace de Skorohod
D([0, 1[xR). On note alors P 1a loi du processus F-séquentiel sur cet espace.

(1.4.2)

Définition 1.4.4 : L’ensemble D
Pour n fixé, on appelle D%, l’ensemble des fonctions x € D([0, 1[xR) telles qu’il existe un
n—1—uplet (r1,...,Zn—1) € R* ! tel que V(u,t) € [0,1[xR, 3je€{1,...,n—1}, i€
{1,...,7} vérifiant :

> 7—;—1 <u< %,

> xg§t<1{+1 aveca:{;=0 etz‘;+1=1.
Alors, on a ' _
J i
z(u,t) = ——=F(t) + —.
() = —2=F(O) + =
La définition précédente permet de montrer facilement le lemme suivant :

Lemme 1.4.1 L’ensemble D} porte le support de la loi du processu F'-séquentiel 57(,8).

Exemple Concrétement, dans le cas ot n = 5, la situation peut se traduire grace
au tableau suivant. Il faut le comprendre dans le sens suivant :
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— En abscisses correspondant & ¢ € R, on a placé les différents instants de sauts

I, .

apparaissent, '
- En ordonnées correspondant a u € [0,1], on a subdivisé [0, 1 en intervalles l%l <

u<i,

— A Dintersection des intervalles [z;,zx) (en abscisse) et [I=F, 1) (en ordonnée), on

obtient la valeur exacte de la trajectoire {z(u,t) | u € [0,1[ ¢t € R}.

.., T4, rangés dans 'ordre croissant, ordre qui n’est pas ’ordre dans lequel ils

1
z(u,t) = z(u,t) = z(u,t) = z(u,t) = z(u,t) =
-7F@®) | —5FF@) ~7F () ~-%F() ~LF(t)
1 2 3 4
+7 +7 +ﬁ +ﬁ
§ [-oo i T3 3 T4 00
4
41
z(u,t) =  —%F() z(u,t) = z(u,t) = z(u,t) =
—%F(t) ——%F(t) —%F(t)
1 2 3
+z +7 +5
5 oo 3 T3 3 00
]
5
W= —ZFM| = | swh= —ZFO+3
2 1
5 [ 3 3 00
2
5
swt)= —-%F@) o(w,t) = -—RFO+%
5 [o° 1 00
1
5
z(u,t) =0
0 |-oo 50
—00 Zy4 T2 1 T3 o)

Lemme 1.4.2 :

Soit I

Construction a partir de ses instants de sauts
: R — D2 qui a (21,-..,Zn—1) € R"}, associe la fonction z
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(z1,...,Tn1) € D¢ définie par (1.4.2) :

Vu e[J ]+ Tt Y v e [od,2l,,), olut) = ——=F(t) +

Vi o

Alors, I, est une bijection.

Démonstration : I; est parfaitement définie et clairement surjective par définition

de DZ. Pour voir qu’elle est injective, considérons (zi,...,Zn-1) # (Y1,-- -, Yn-1),
il existe un premier indice k € {1,...,n — 1} tel que zx # yx. On peut supposer
Tr < Yk.

Pour tout I, sur [, 42) X [z, yx A Zx41), par définition d'une fonction de D3, on
constate ;é y car

l k

[ k-1

|

Remarque : Pour définir une fonction z de D2, il suffit donc de la définir par la
famille de ses sauts {z1,...,Z,-1} € R"! en utilisant la bijection I, et en prenant
bien soin de la réordonner sur chaque [£, &1) x R,

La démonstration du lemme suivant est proposée en annexe D.4
Lemme 1.4.3 : Extréma d’une trajectoire typique
Pour P¢° )-presque tout z € DS, z atteint son mazimun sur le segment [L, 7—) X
{z;} et son infimum?3 sur le segment £, k‘”) x {z;}. De plus, les couples (3, ]) et
(I, k) sont uniques et différents et l'on a :

-1

k 7 : 1
inf Y= ——F k 8= —d_F(g v
(u,t)é[O,l[lex(u, ) \/’E (xl) + \/ﬁ ’ (u,t)e[O,l[xRx(u’ ) \/ﬁ ( ’) + \/ﬁ

3. par abus de langage.
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Chapitre 2

Etude métrique et topologique des
supports

L’utilisation du théoréme 0.0.2 nécessite une étude métrique et topologique des
différents supports.

— Quelle mesure est utilisée sur le support ?

— Quelle est la topologie correspondante ?

Nous allons répondre 4 ces questions dans ce chapitre.

Remarque : Pour ne pas étre trop répétitif lorsque le résultat le permettra, D,
sera utilisé pour parler indifféeremment des supports ID),({3 ), formule (1.1.4), D,(f’ ), sec-

tion (1.2.1), D, section (1.3.1), ou DY, section (1.4.4).

2.1 Notion de distance sur les espaces de Skoro-
khod utilisés

La notion de distance sur un espace de Skorokhod est bien connue :

% P. Billingsley, [2], a décrit la construction d’une distance sur ([0, 1]), en section
12, et sur D([0, +00)), en section 16.

% P.J. Bickel et M.J. Wichura, [1], ont “généralisé” cette notion aux espaces de
Skorokhod multidimensionnels.

Ce paragraphe résume briévement ces constructions et donne une construction sur
D(R), ainsi que quelques propriétés immédiates.

o L’ensemble D([a, b)), Va, b, désigne 1’espace des fonctions cadlag sur [a,b]. On le
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munit usuellement de la distance donnée par :

dip)(z,y) = inf | sup |2(t) — y(pap(t))| + sup |t — pas(t)| (2.1.1)
Pab€Mab | tefab) te(a,b]

ou z,y € D([a, b]) et A, est la famille des fonctions continues, strictement crois-
santes, surjectives de I'intervalle [a, b], cf [2].

Muni de la distance (2.1.1), I’espace ID([0, 1]) est séparable, (cf. [2], page 123-
130).

Les résultats suivants, démontrés en annexes B.1, relient les distances sur diffé-
rents espaces de type Skorokhod :

Lemme 2.1.1 Soient z,y € D([-T,T]), S < T tels que z(t) = y(t) pour t €
[-T,T)\ [-S, 8], alors di_r71(z,y) < d—s,5)(2, ¥)-

On n’a pas d’inégalité en sens inverse pour dr et ds. Cependant, on a le résultat
suivant, réciproque en un certain sens :

Lemme 2.1.2 Soient z,, z € D([-T,T]) tels que z, — z dans D([-T,T]) et
S < T. On suppose que x n’a pas de saut dans les points —S et S. Alors

z, — z, dans D([-S,S]).

Dans la suite, on considére ’espace D(R) et on le munit de la distance :

&1 , 2.1.2
de(z,y) =) 2™ 1 + di_mm)(, ) (12

m=1

ou z,y € D(R).

On dispose du résultat suivant qui relie les distances dr et di_m m :

Lemme 2.1.3 Soient z,, z € D(R) tels que z,(t) = z(t) pourt € [-N, N¢. Si
z n’a pas de sauts en les points de NN [—N, N|, alors, on a

d[_N,N](xp,.’I:) -0 < dg(zp,z)—0.

Soit A I'ensemble des transformations de [0, 1] x R dans lui-méme, de la forme
A(t1,ta) = (A1(t1), A2(2)) od A; est une fonction continue, strictement croissante
et surjective de [0, 1] dans lui-méme et A2 est une fonction continue, strictement
croissante et surjective de R dans lui-méme.

On définit la distance entre deux éléments z et y de D([0, 1[xR) par :

doyxr(z,y) = inf |  sup |z(u,t) —y(p(u,t))|+ sup |(u,t) — p(u,t)]
PEA | (ut)e[0,1{xR (u,t)€l0,1]xR
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Muni de cette distance, ’espace D([0, 1[XR) est séparable, [1].

On dispose alors du lemme suivant, dont la démonstration est évidente dans un
sens et dans l'autre il suffit de prolonger une fonction définie sur [— N, N] par
P’identité pour la définir sur R :

Lemme 2.1.4 Soient z,, z € D([0,1[xR) tels que zp(u,t) = z(u,t) pourt ¢
[-N, N]. Si z n’a pas de sauts en les points de NN [—N, N], alors, on a

do,x[-NN(Tm, T) = 0 <= djp1xr(Zm,Z) = 0.

2.2 Distance sur les D,

Bien qu'’il soit évident que chaque support ID,, hérite de la distance de Skorokhod
de 'espace dans lequel il est plongé, il est souhaitable d’utiliser une autre distance,
plus pratique. Cette distance équivalente utilise la bijection I entre les espaces E,,
et D,.

Soient deux éléments z,y € Dy, associés & T = {z1,...,Zn} et T = {y1,.--,Un}
dans E, par I ( on sait que z = I({z1,...,zn}) et que y = I({y1,...,un}) ).

Soit © : R® — R définie par :
o)=Y ——. (22.1)

o |z; — z;]
On définit n
r(Z,9) =Y |z — wl +10(z) - 6(@), (2.2.2)
i=1
et
dn(z,y) = r(Z, 7). (2.2.3)

Remarque : Le terme supplémentaire avec © dans la définition précédente de
d, permet de compléter la topologie métrique associée, cette démarche est trés
classique. La métrique d,, est définie comme isométrique & 7.

On dispose d’abord du critére suivant de convergence dans D, :
Lemme 2.2.1 Soit z € D, défini par la famille de ses sauts {z;,...,z,} € E,

et (2™),,en une suite de D, définie & partir de {Tim,. .., Tom}men Suite de E,.
Alors,
D )
" T oz = V1L<i<n, Tim — I
m—-+400 m— 00
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Démonstration : Le sens direct est clair. En effet, si z,, — = dans D,, alors on a
la convergence de la somme E;;l |Zms — xi] — 0 et donc pour chaque 1 <7 < m,
on a i, — Z;. Le sens réciproque suit classiquement de la continuité de © sur
E,.

|

Cette définition nécessite de prouver que les convergences liées a la distance d sont
équivalentes aux convergences correspondantes dans les espaces de Skorokhod dans
lequel chaque support est plongé. C’est le propos de la section suivante.

2.3 Critéres de convergence sur les D,

Les démonstrations des lemmes suivants sont donnés en annexe B.2

2.3.1 Pour le processus F-emprique

Lemme 2.3.1 Pour P\¥-presque chaque z € D¢ on a pour toute suite (Tm)men
de (D7, dn) :

D;, D(R)
Ty, — T <~ Iy — I.
m-—+00 m——+00

2.3.2 Pour le processus F-emprique pondéré

Lemme 2.3.2 Pour P? )-presque chaque x € D2 on a pour toute suite (Tm)men
de (D2, d,) :

D7 D(R)
Ty — T < Ty —
m-—+00 m—+o0

2.3.3 Pour le processus F-quantile

Le lemme suivant traduit le fait que pour le processus F-quantile, il suffit de
travailler avec la distance uniforme dy, sur ([0, 1]). Ce résultat, comme on pourra
le constater dans la démonstration, découle du fait qu’ici les instants de saut sont
fixes en les points %

Lemme 2.3.3 Pour P,gq)—presque chaque = € DI, pour toute suite (Tm)men de
(D2,d,), on a :
(1)

DY u

Ty, — T — Ty, — I.
m—+-+00 m—+00

(i)

u D([0,1])
Ty —@ T — Iy — T
m—+00 m—-+00
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(i)

D([0,1]) D7,
Ty — T —> Ty — T
m——+00 m—+400

. u .
On a noté par — la convergence uniforme.
m——+00

2.3.4 Pour le processus F-séquentiel

Lemme 2.3.4 Pour P,gs) -presque chaque x € D2 on a pour toute suite (T )men
de (D2,d,) :

D;, D([0,1[xR)
Ty — I R Tm —_— x.
m—+00 m—400

2.4 Les supports D,, sont fermés

On a les résultats suivants démontrés en annexe A :

Lemme 2.4.1 Les espaces D,, des trajectoires possibles correspondants aux pro-
cessus empiriques, empiriques pondérés, quantiles et séquentiels sont fermés dans
les espaces de Skorohod dans lesquels ils sont plongés. Plus précisément,

- D2 est fermé dans D(R),

— D? est fermé dans D(R),

- DY est fermé dans ([0, 1]),

— D¢ est fermé dans D([0, 1[xR).

Remarque : On a en fait la suite d’inclusions d’ensembles suivante :
D ¢ D2 ¢ D(R)

ol 'on remarque facilement que ces inclusions sont strictes.

2.5 Un voisinage particulier d’une trajectoire sur
les D,

On remarque que dans le théoréme 0.0.2, [11], il est nécessaire de définir un voi-
sinage particulier V, d’un élément z du support D, de la loi du processus &,. Tel
est le but de cette section.

Soit z une trajectoire typique dans des supports D, € {D¢,D? D2 D:}. Soit

{z1,...,2,} € E, associé & z par la bijection I. Soit § > 0. Soit A} = (x,-—g, zc,-+%).

Lemme 2.5.1 Us = {y € D, | Vi € {i,...,n}, 5 € A%} est un voisinage ouvert
de x dans D,.

43



Démonstration : Il s’agit de voir que
Us={yeDy| Fie{l,...,n}, yi ¢ A}

est fermé.

Pour cela, soit (yi)ren une suite de U§ qui converge vers y. Comme D, est fermé
(voir les lemmes de la section 2.4), on a y € D,,.

De plus, selon les lemmes de la section 2.3, on a

) Dy,
Y9e — Y < Y —Y.
Comme y;, & Us, on peut définir ¢* € {1,...,n} et une sous-suite (k') C (k) tels
que Y+ & AS. Or comme yp — y dans Dy, on a yp» — ys». Par fermeture de

(A%, on a y;« € Af. On a donc y &€ U; : Us est un ensemble ouvert.
|
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Chapitre 3

Etude d’une famille adaptée de
transformations {Gn,c, c E R}

Nous allons & présent définir la famille de transformations adaptée & chaque pro-
cessus &, sur ’ensemble D, € {D, D2, DI, D3 }.

3.1 1Idée directrice

Pour appliquer le théoréme 0.0.2, on doit associer & P,-presque chaque z une famille
de transformations de D, dans lui méme. C’est 'objet de cette section. Pour cela,
fixons z € D,,. On associe & z, grace 4 la bijection I, la famille {z1,...,z,} € E,.

Pour définir la famille {G,, ¢, ¢ € R}, nous introduisons une fonction ¢, associée a
un réel ty de la facon suivante :

Définition 3.1.1 On appelle fonction de to-transformation toute fonction o, telle
que :

(1) ¢t (to) =1,
(1) o1, est absolument continue et & support compact,

(ii1) ¢, € L*(R) et Va # 0, \{t | ¢} (t) =a} =0.

Remarques :
e Pour toute trajectoire z fixée, on définit &, = ; min;«;(|z; — z;|). On peut méme
choisir ¢, avec un support compris dans l'intervalle |to — £z, to + €]-

e L’hypothése (ii) assure consécutivement que ¢, € L*(R), sup;cg |44, (t)] < +o00.

Rappelons qu'une trajectoire y € D, est donnée par la famille de ses sauts (yy,...,¥s) €
E, par (1.1.4), (1.2.2), (1.3.4) ou (1.4.2).

Ainsi, pour définir G, .(y) € Dy, il suffit de donner les n instants ou amplitudes®
de ses sauts donc de définir la transformation G, . des instants y; des sauts de

1. Dans le cas du processus F-quantile.
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y puis de reconstruire la fonction G, (y) € D,. A priori, ces transformations ne
garantissent pas que l'ordre des instants transformés G, .(y;) soit le méme que
celui des instants y; (voir cependant le lemme 3.4.1), pour cela, on définit G, . sur
E,.

Rappelons qu’on a fixé z € D,,, on commence alors par choisir 1 < iy < n et ¢ une

fonction de z;,—transformation de support |z;, — €, Z;, +€.| ol elle est strictement

positive, avec &5 := 3 Mii<i<n_1 |Tis1 — Zil.

On définit d’abord les transformations @n,c sur R" par :
@n,c :R* — R (3.1.1)
(1,...,Zs) — (Z1 + co(Z1), ..., Zn + cp(zy)).

3.2 Nouvelle définition de E,

Définition 3.2.1 Deux éléments x = (z1,...,2,) ety = (y1,...,Yn) de R™ sont
équivalents, s’il existe une permutation T de {1,...,n} telle que V1 <i<mn, y; =
Tr)- On notera alors x ~ y.

Cette relation d’équivalence définit I’espace quotient R™/ ~ des classes d’équiva-
lence. Dans chaque classe, il existe un élément dont les coordonnées sont ordonnées ;
on choisit dans la suite un tel élément comme représentant de la classe d’équiva-
lence. Finalement, I’ensemble E, peut étre vu comme ’espace quotient R"/ ~.
Notons 7 la projection canonique de R dans E, qui & x associe sa classe Z.

3.3 Définition explicite des familles de transfor-
mations

On a défini :
@n,c :R* — R"
(Z1,...,Zn) — (1 + (1), ..., Tn + cp(zn)).
On definit alors :
én,c : B, — E, par C:'n,c =Tmo @n,c. (3.3.1)
Notons pour y € D, avec (y1,...,yn) € E, associé :

'gc = (:’;c,la v ,ﬁc,n) = (yl +c (,0(?/1), ey YntC (P(yn)) = Gn,c(yh ey yn),

gc = (gc,la seey gc,n) = Gn,c(yla S )yn)-

Pour le processus F-séquentiel, on comprendra de remplacer E, par R™1. On
définit finalement, la transformation G, . par G =I o0 Gpco I

On a en fait :
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3.3.1 Pour le processus F-empirique

Soit y € D¢ une trajectoire typique d’un processus F-empirique E,(f), associée a la
famille de ses instants de sauts {y;,...,y»} dans E,.
Alors G, .(y) est définie par :

i
Gn,cy(t) = —V/nF(t) + 7 o t € [fei; Te,itals (3.3.2)

ol
Jei =i +cp(y) Vie{l,...,n}.

3.3.2 Pour le processus F-empirique pondéré

Soit y € DP une trajectoire typique d’un processus F-empirique E,(f ), associée a la
famille de ses instants de sauts {yi,...,yn} dans E,.
Alors G, .(y) est définie par :

Gn,cy(t) = —CnF(t) + Ci site [gc,i; gc,i.,.l[, (333)

ol
Jei =i +cp(y) Vie{l,...,n}

3.3.3 Pour le processus F-quantile

Soit y € DI une trajectoire typique d’un processus F-empirique f,(lq) , associée a la

famille de ses amplitudes de sauts {yy, ..., y,} dans E,.
Alors G, .(y) est définie par :

Grat(t) = —VAF (1) + v+ ovmp(t) site [N (334

3.3.4 Pour le processus F-séquentiel

Soit y € D¢ une trajectoire typique d'un processus F-empirique ff(f), associée a la
famille de ses instants de sauts {y,...,yn—1} dans R*1.
Alors Gp, c(y) est définie par :

] 1
Gn,cy(u,t) = _ﬁF(t) + %, (335)
si i1
u € [n7 n [’ te [yi,wyi,wl[a

ou
Ri=vl +cpl]) Yie{l,... 5}
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3.4 Voisinage et transformation

A priori,(Zc1, ..., Ecn) = @n,c(zl, ..., Zy) N’a aucune raison d’étre dans E,. Mais
comme ¢ est localement finie, comme les z; sont bornés et comme supp(y) C
Jto — €z, to + £z[, il est clair cependant que pour c assez petit, 'ordre de la famille
{Zci, € {1,...,n}} est le méme que celui de {z;, i € {1,...,n}}.

En fait, ’ordre se conserve localement pour les trajectoires transformeées de la fagon

suivante :

Lemme 3.4.1 Pour toute fonction x € D, il existe V, voisinage ouvert de x dans
D, et e > 0 tels que : Ve € [0,¢), Yy € V', ouvert inclus dans V,, on a

- Gn,cy € ‘/a:;

~ la famille §. = {y; + c(¥:), 1 < i < n} des sauts de G, ((y) est ordonnée.

Remarque : On peut considérer que les ouverts V, et V' sont de la forme donnée
par le lemme 2.5.1, c’est 4 dire, qu’il existe § > 0 et &’ > 0 tels que :

Vo={yeD,|Vie{i...,n},y € A%},
et

Vi={yeD,|Vie{i,...,n},y; € AT}
Remarque : Pour y proche de z on peut donc reconstruire directement G, .y &
partir de la transformation des instants de ses sauts G .(y;) sans probléme.

Démonstration : Soient z € D, et 0 < 6 < g, = %minlsisn_l |ziv1 — z;|. La
fonction z est définie par ses sauts {z1,...,Z,} € Ep.
Soit Al = (z; — %, z; + %) On rappelle que, par le lemme 2.5.1, on peut définir un

voisinage ouvert particulier d’une trajectoire z de D, par :
Us={yeDy | Vi€ {i,...,n},y € A}
» Comme A{, pour 1 < i < n, sont des intervalles finis, par continuité de ¢, on a

M, = sup |p(t)| < +oo.
tEU.‘A’is

On considére dans la suite ¢ < ¢g := 6/(2M,).
» Pour toute fonction y € Uy, la famille {y1,...,yn} € E,, de ses sauts la définis-
sant vérifie : V1 < i < n, y; € A?. Par définition de la famille de transformations,

Ghpc(y) est définie par les sauts
{yi +co(y), i € {1,...,n}}.
Par choix de 4, la famille précédente est ordonnée.
» Montrons & présent que G, .(y) reste au voisinage de z.
Ve € (—co;c0), Yy €Us, Vitelque 1 <i<n,ona:
lvi +co(y) —zil <y — zil + lew(wi)]
< 5/2+C()M(p <.
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Finalement, Ve € (—co, ¢o), Vy € Us,Vi tel que 1 <i < n, |y; + co(ys) — x5 < 9.
Par définition des ouverts Us, on a donc Ve € (—cp, co), Yy € Us, Vi tel que
1<i1<n:

Yi +cp(y:) € Uss.

Ceci signifie que Ve € (—co, ), Yy € Us, Grnc(y) € Uss, voisinage ouvert de z
par le lemme 2.5.1.
[ |

3.5 'Transformation, voisinage et extrémum d’une
trajectoire

Les lemmes présentés dans cette section seront démontrés exactement en annexes
D.1, D.2, D.3 et D.4. Ils sont relatifs 4 la notion d’extréma d’une trajectoire typique
de chacun des processus étudiés, sur un voisinage donné. Toutefois, la démonstra-
tion des lemmes "infimum" se déduisent de I’étude des lemmes "maximum" des
trajectoires grace & une simple adaptation des démonstrations. En effet, dans la dé-
finition des trajectoires, on montre qu’elles sont cadlag. Ceci permet de démontrer
Pexistence et 'unicité presque stire du maximum des trajectoires. Un simple chan-
gement dans la définition permet d’obtenir des trajectoires continues & gauche
et admettant une limite & droite (ce que I'on pourrait nommer caglad). L’étude
d’une telle trajectoire prouverait, en appliquant la méme démarche que pour les
trajectoires cadlag ’existence et 'unicité presque siire des minima.

3.5.1 Cas du processus F-empirique.

Lemme 3.5.1 Mazimum d’une trajectoire

Pour P,(f) -presque toute trajectoire x € D, il existe € > 0 et un voisinage ouvert
Ve de z tels que : Ve € (—¢,€), Vy € V,, z, y et G,y atteignent leur mazimum
respectif pour le méme indice i € {1,...,n}.

Plus précisément, z atteint son mazrimun pour l’instant de saut z;, y dans l'instant
Yi et Gncy dans Uinstant y; + co(y:)-

Lemme 3.5.2 Infimum d’une trajectoire

Pour P® -presque toute trajectoire x € Df, il existe € > 0 et un voisinage ouvert
Vy de x tels que : Ve € (—¢,€), Yy € V,, z, y et Gp oy atteignent leur infimum?
respectif pour le méme indice j € {1,...,n}.

Plus précisément, cette notion signifie que l’infimum de x est sur Uintervalle [x;_,, T;),
pour Uinstant de saut x; et vaut précisément —/nF (:cj)-i--’—J—T—%. De méme, Uinfimum
de y est atteint pour instant y; et celui de G, cy pour l’instant y; + cp(y;).

Pour n > 2, les indices ¢ et j des ces deux lemmes sont distincts, puisque F' posséde
une densité.

2. Par abus de langage.
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3.5.2 Cas du processus F-empirique pondéré.

Lemme 3.5.3 Mazimum d’une trajectoire

Pour P? ) -presque toute trajectoire x € DP, il existe € > O el un voisinage ouvert
Vi de z tels que : Ve € (—¢,€), Yy € V,, z, y et Gncy atteignent leur mazimum
respectif pour le méme indice i € {1,...,n}.

Plus précisément, = atteint son mazimun pour 'instant de saut x;, y dans ’instant
yi et Gpcy dans Uinstant y; + cp(y;).

Lemme 3.5.4 Infimum d’une trajectoire

Pour P,EP )-presque toute trajectoire x € DP, il existe ¢ > 0 et un voisinage ouvert
Ve de z tels que : Vc € (—¢,€), Yy € V,, , y et Gp oy atteignent? leur infimum
respectif pour le méme indice j € {1,...,n}.

Plus précisément, cette notion signifie que linfimum de x est atteint pour linstant
de saut x;, sur Uintervalle [z;-1, z;) et vaut précisément —Cp, F(z;)+C;_1, Vinfimum
de y dans linstant y; et celui de Gy dans Uinstant y; + cp(y;).

Pour n > 2, les indices 7 et j des ces deux lemmes sont distincts, puisque F posséde
une densité.

3.5.3 Cas du processus F-quantile.

Bien entendu, la notion d’extréma est limitée sur [0, 1] puisque que le suprémum
peut étre +oo et 'infimum peut étre —oo. Ainsi, dans les deux lemmes suivants,
on se limite & un intervalle [a,4],0 < a < b < 1.

Lemme 3.5.5 Mazimum d’une trajectoire

Pour P,gq) -presque toute trajectoire x € DI, il existe € > 0 et un voisinage ouvert
Ve de z tels que : i€ {l,...,n}, Ve € (—¢,¢), Vy € Vo, z, y et Gy atteignent
leur mazimum respectif pour le méme réel tpr € {a, 711}

Lemme 3.5.6 Infimum d’une trajectoire

Pour P,fq) -presque toute trajectoire x € DI, il existe € > 0 et un voisinage ouvert
Vy de T tels que : Vc € (—¢,€), Yy € V,, z, y et Gncy atteignent* leur infimum
respectif pour le méme indice j € {1,...,n}.

Plus précisément, cela signifie que z atteint son infimum sur l’intervalle [%, %) Nla, b]
et vaut précisément —/nF~1(b) + z;/n ou —/nF~Y(L) + z;y/n. L'infimum de y

et celui de Gy, .y sera atteint pour le méme instant b ou f;

Pour n > 2, les indices i et j des ces deux lemmes sont distincts, puisque F’ posséde

une densité.

3. Par abus de langage.
4. Par abus de langage.
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3.5.4 Cas du processus F-séquentiel.

Lemme 3.5.7 Maximum d’une trajectoire

Pour P;-presque toute trajectoire x € D}, il existe € > 0 et un voisinage ouvert
Vi de z tels que : Ve € (—¢,¢), Yy € Vy, z, y et G,y atteignent leur mazimum
respectif pour le méme couple d’indices (i,j) € {1,...,n}%. .

Plus précisément, = atteint son mazimun sur le segment [, 22) x {2}, y dans
Vinstant [, Z£2) x {47} et Gnoy dans Uinstant L L) 5 {y; + cp(ys)}-

Lemme 3.5.8 Infimum d’une trajectoire

Pour P:-presque toute trajectoire x € D}, il existe € > 0 et un voisinage ouvert
V; de z tels que : V¢ € (—¢,e), Yy € V,, z, y et Gp .y atteignent® leur infimum
respectif pour le méme couple d’indices (k,l) € {1,...,n}%

Plus précisément, cette notion signifie x atteint son mazimun pour linstant de
saut z; sur le segment (£, £l

L) x {zf} et yayt pre’cisément —%F(xl) + l—\;-;l
Remarque : Pour n > 2, les segments [£, 2£2) x {a]} et [£, &) x {zF} des ces
deux lemmes sont distincts, puisque F” > 0 pp.

3.6 Diagramme fonctionnel

Les diagrammes fonctionnels résument la situation :

R* — R"
Gn,c

— ~— :tq(_:]_%
S

S

n Dn
n,c

Q

La partie basse du diagramme précédent est commutatif car I est bijective. Pour
le processus F-séquentiel, on comprendra de remplacer E, par R*!.

5. Par abus de langage.
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3.7 Application a la loi des processus

Notons P, la loi définie sur R™ par la densité p®". Par commutativité du diagramme
fonctionnel, il suit les définitions suivantes.

3.7.1 Pour le processus F-empirique

Pour le processus F-empirique f,(f), on construit les trajectoires de D¢ grace a la
bijection I, entre E, et DZ. On a alors :

P = (Pr Y, (3.7.1)
PG = (P )Gro) I (3.7.2)

3.7.2 Pour le processus F-empirique pondéré

Pour le processus F-empirique E,(f ), on construit les trajectoires de D grace a la
bijection I, entre E, et D?. On a alors :

PP = (Pn Y, (3.7.3)
PPGL = (Bar V)G L. (3.7.4)

3.7.3 Pour le processus F'-quantile

Pour le processus F-empirique 5,(,"), on construit les trajectoires de DI grace a la
bijection I; entre E, et DZ. On a alors :

P@ = (BrHIT, (3.7.5)
POG;L = (Bar )G o) I (3.7.6)

3.7.4 Pour le processus F-séquentiel

Pour le processus F-empirique 5,(,3), on construit les trajectoires de I} grace a la
bijection I; entre R*! et D2. On a alors :

P = (P HI, (3.7.7)

POGL = (P )Gae) It (3.7.8)
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3.8 Vérification de I’hypothése G, .(z) — z, ¢ = 0

Dans cette section, on vérifie I’hypothése G, () — z, ¢ — 0, du théoréme 0.0.2 :
Pour P,-presque chaque x fizé, il faut vérifier que la distance au sens de Skorokhod
d(Gr (), z) entre Gu.(z) et z converge vers 0, quand ¢ — 0. On remarque que cette
vérification ne dépend pas de la nature du processus.

Les paragraphes 1.2 et 1.3 nous assurent que ’on peut utiliser les bijections I entre E,
et les ensembles Dy, et, dans le cas du processus F-séquentiel, entre R"~! et D3,
Lemme 3.8.1 Pour P,-presque tout x de D,

Gne(z) — 1z, c—0

Démonstration : Considérons le cas des deux processus F-empiriques :

Soit x une trajectoire possible définie complétement par le n-uplet (zi,...,2,) € E,.
Considérons une suite {¢n,, m € N} convergente vers 0.
Par définition, Gy, ., (z) est définie par les instants de ses sauts (z; + (1), ..., Ziy +

Cmso(xio)a cooy T+ Cm(P(:L'n))
On peut supposer, sans perdre le sens général de cette démonstration, que ¢, est suffi-

samment petit pour conserver l’ordre des deux n-uplets.

Comme ¢ est bornée, voir paragraphe 3.1.1, il est clair que
Vie {1,...,n}, z; + cpp(z;) — i, m — oo.

Par le lemme 2.3, on a facilement G, .(z) — 2, ¢ — 0.

|
Dans le cas d’un processus F-quantile, on considére z une trajectoire possible définie
complétement par le n-uplet (zi,...,z,) € E,. Considérons une suite {c,,m € N}

convergente vers 0.
Par définition, G, . (z) est définie par les instants de ses amplitudes et ’on a :

Gren(T)(t) = =V/NF 7 (t) + ziv/M + cm/nlE (2).
On étudie alors sup,g(o y) [2(t) — Gn,c. (t)|. Evidemment, |2(t) — Gr.c,, (t)| = |emy/n14,(2)]-
Ainsi, Vz € D(R), Vn € N, d(Gp¢(z),z) — 0, ¢ — 0.
Dans le cas du processus F-séquentiel, il suffit de remplacer (zy,...,z,) de E, par

(1,...,Zn—1) dans R*1.
|

3.9 Vérification de I’hypothése P,G-L =5 P,, ¢ — 0

n,c

Dans cette partie, on vérifie la premiére hypothése du théoréme 0.0.2. Les quelques
lemmes élémentaires suivants sont nécessaires pour démontrer ce résultat; la démons-
tration des lemmes qui ne sont pas référencés est proposée en annexe C.
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Lemme 3.9.1 (th. 2.5, [11]) Pour toutes mesures v et p et pour toute fonction ¥

mesurable, on a
”V\I’—l - N\I’—lllvar < “V - .u'”'va""

Lemme 3.9.2 Soient v; et u; des mesures sur X;, i = 1,2, on a
e x va — 1 X palluar < ||v2 — pellvar [[1]lvar + lv1 — p1llvar | B2]}var- (3.9.1)

Lemme 3.9.3 (cf. [8]) Soient (fp)pen €t f des fonctions absolument continues sur R
telles que :

- fp(0) — f(0), p— +oo;
, L'(R) .
- — f’ p——++oo,

P
- f'#0p.p.

Alors, pour toute mesure m finie vérifiant m < A, on a

mfyt =5 mf™t, p — +oo.

Les deux lemmes 3.9.4 et 3.9.5 découlent de I'indépendance des &,...,&,, de la forme
de P,G;} et de P, et du 3.9.2.
Lemme 3.9.4 Pour tout réel c, la loi du vecteur (§1+cp(&1),...,.én+cp (&), est

une mesure & densité, i.e. ﬁn@;,i LA™
Lemme 3.9.5 ||PnC1';,1c = Pollvar < 1 || Peyteoier) — Peillvar-

Vérification de ’hypothése 1 du théoréme 0.0.2 : Cette section permet de dé-

montrer que PnG,‘L,lc =, P,, ¢ — 0. Grace au paragraphe 3.7, on a pour chacun des

quatre processus : R
P, = (P,a H)I},

PoGrt = (Ban™)Gn o) I ™"
En utilisant ces expressions et le lemme 3.9.2, on a

”PnG;,}: = Pallvar < ”(ﬁnﬁgl)ér_zlc - An'”—l“var- (3.9.2)

et I'on note Q, = P,m~! la loi du vecteur réordonné (&} 1, .. .,&; ,) sur R™.

Il est bien connu, [11}, page 7, formule (2.3) , que

”Qné;,}: - Qn”var < / IIQné';,]él‘T)i=yii9&io - inm=yii¢io”var,R Fi#o (dy).

Rr—1

ot les notations QnG= Ll =y izi. €t Qnln.=y.izi, correspondent respectivement aux me-
b n,clni=yii#lo Ni=yiiFio
sures QnG;}c et (), dans lesquelles on a fixé la {f™° composante.

Pour s’en convaincre, on a le lemme suivant
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Lemme 3.9.6 Soit u une mesure sur un espace S quelcongue, définie @ partir d’une
autre mesure v par

p o= /Susu(ds). (3.9.3)

AlO’f‘S, ” I ”varS fS ” s “ V(ds)-
Démonstration : Considérons une partition finie (A4;);cr de S.

Sl = 21 [ nalAiuias),

i€l iel
Sl < X [ n(aiv(ds)
i€l iel

En interchangeant les deux signes sommes, on obtient

S A1 < [ 3 na(4lv(ds)

i€l icl
Ceci se traduit par une borne supérieure uniforme, i savoir

Z|u<A>|</u e || w(ds).

i€l
|

Dans ces conditions, on obtient le lemme suivant :
Lemme 3.9.7 Pour g. : +— x + cp(z) et pour tout (Y1, . - - Yig—1, Yio+1s - - - » Yn),
on a 5 5
QnGr_L,ilﬂi=yii¢io = (QnG;}JI”h=yii?&io)gc— b= (Qnlmi=yiizio) e '
En utilisant le lemme précédent, dont la démonstration est proposée en annexe C, on
obtient trivialement :

“Qné;,lc"Qn”var S/ B ”(Qn|m—yn¢zo) ! inm—y.z#o“varRFl#zo(dy)

Il reste & estimer ||(Qn|ni=yiizi, )95 " — @nln=piistio|lvarR-
On utilise pour cela le lemme 3.9.3 avec

m = Qn, J=g0=1d, fn=gon
ol {¢,, p € N} est une suite convergeant vers 0.
1. g,(0) = cpp(0) — go(0) =0, p — +oo puisque ¢ est bornée;
2. 119, ~ 9l = ool fy [&/ldA — 0 quand p — +o0o car @' € L} (R) puisque
¢ € L'(R);
3. d=hy=1#0.

On a donc

”(Qn|7h=yii¢io)gc_1 - innz:yii#iollvar,lk — 0, p— +o0,
et on conclut, par la formule (3.9.2), que ’'hypothése 1 du théoréme 0.0.2 est vraie.
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Chapitre 4

Transport par une fonctionnelle de
type intégrale

4.1 Transport de la loi du processus F-empirique

4.1.1 Reésultats obtenus pour les processus F-empiriques

Théoréme 4.1.1 Soit {E,(f)(t), t € R} un processus empirique, sur un espace probabilisé
(Q, F,P), associé a une fonction de répartition F de densité p. Notons P =peo)-1 g
loi de £ dans D(R).

Soient h et q deux fonctions définies sur R telles que
1. h est absolument continue i.e. Vs € R, h(s) = h(0) + [; h'(t) dt.
2. L’une des deuz hypothéses suivantes est satisfaite :

(2.1) A’ est localement finie et ¢ € L'(R).

(2.2) - q est bornée,
— h est localement bornée,
- il existe p > 0 tel que :

¢ au voisinage de 0, |h(t)] < C |t]?,

1
(e) ;+5
n

¢ 36>0telque E < +00.

Soit f la fonctionnelle de type intégrale définie parfaitement sur D(R) par la formule
vz € DR), f(z)= / h(z(t))g(t) dt. (4.1.1)
R

On suppose que :
3. h' # 0 presque partout.

4. Mz €R| g(z)p(z) # 0} # 0.
5. Ms €R| h(s + Z=) = h(s)} = 0.
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Alors, P f~1 < ).
Un corollaire au théoréme précédent peut étre énoncé sous la forme suivante :
Corollaire 4.1.1 (Processus empirique uniforme U(0,1))

Soit {E,(f) (t); t € R, n € N} une suite de processus empiriques uniformes, sur un espace
probabilisé (Q, F,P), de loi P® =P dans D(R). On considére la fonctionnelle f
sur D(R), donnée par (4.1.1), avec les mémes hypothéses que dans le théoréme 4.1.1 en
remplagant (4) par (4’)

Mt € [0,1]] g(t) # 0} #0.

Alors, PP f1 < A.

4.1.2 Discussion des hypothéses du théoréme 4.1.1

¢ On suppose d’abord I’hypothése (2.1) vérifiée. Comme h’ est localement finie,
lest aussi. Or, comme toute fonction z de D¢ est bornée, la composée h(zx) est
bornée par une constante C. On déduit de (4.1.1) |f(z)| < C f; |q(t)] dt. 1l suit
alors de ’hypothése (2.1) que

If(z)| < Cllq||zr < +o0.

La fonctionnelle f est donc bien définie avec les hypothéses considérées sur le
couple (h, q).

¢ On suppose maintenant ’hypothése (2.2) vérifiée. Soit x € D¢, par définition,
il existe (z1,...,2,) € E,, tel que pour t € (z;, Ti1] :

i
z(t) = —v/nF(t) + —,
(6) = ~VAF () + =
avec To = —00, Zpy1 = +00. Soit € > 0 tel que pour [t| < g, |A(t)| < C|t), il
existe T, > 0 tel que :

-Vi<i<n, z;€|-T.,T.,
— Vt €] — 00, =T U [T¢, +o0], |z(t)| < &.

Par définition de f, on a |f(x)| < [f; |h(z(t))| |q(t)| dt, on obtient donc

WMSCAmmmmt

Décomposons lintégrale de la fagon suivante [ |h(z(t))| dt = I + I, + I avec

h=[”mmmMnh=/swwmﬁ,A=Ammmmwt

[e%s) -T:

A Comme h est localement bornée, on a I, < +00.
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Soit r = % + 4, pour |z| > T, on a |z(t)| < € d’ou,
[h(z(t))| < C |z(B)IP.
AOnal;= [T |n(z@®)|dt < C [T |z(t) dt.
Or, sur ] — 0o, ~T¢], z(t) = —/nF(t) donc, I; < C(vn) [Z2*|Ft)|P dt, et

F(t) = PE® <t} < P{IE®| > It} < - BIEW"

L1

Comme par I'hypothése 2.2, E|¢2|»** < +00, on a IF) < Ch &

~Te p
I, < Cg(\/ﬁ)p/ 7 dt < +o0 car pr > 1.
AOnal;= [ |hz(t))| dt < C’f |z(t)|P dt.

Or, sur [T5,+oo[, z(t) = v/n(1 — F(t)) donc
+oo
hcway [ - PP

Or 1- F(t) = P{&Y > t} < L EIEI".
Comme El«ff(l)lin'+‘s < +4oo,ona|l—F(t)] <C;

P
dt < 400 car pr > 1.

+00 1
I; < 04(\/5)11/
. |17

Finalement,
/ Ih(z(8)| dt = I + I + Iy < +oo.
R

Donc, |f(z)| < C [ |h(z(t))| dt < +00 et f est bien définie dans cette situation.

{ Autres hypothéses du théoréme 4.1.1. Les hypothéses 1 et 2 sont naturelles pour
que f soit bien définie. Par contre, hypothése 3 est a priori plus restrictive, mais
indispensable. Notons ?u ‘elle interdit, par exemple, les fonctions h & paliers,
pour lesquelles la loi P,”’ f~' a au moins un atome. Par exemple si h(z) = C
pour |z|] < 4, on constate facilement qu’avec une probabilité positive, on a

f(& (e)) = C [ g dX : cela signifie que la loi P f-1 3 un atome en C Jradx.

Les hypothéses 4 et 5 sont les hypothéses & vérifier en pratique. Notons que
I’hypothése 4 est fondamentale car si elle n’est pas vérifiée alors f ( ,(f)) =0 sur

un ensemble de mesure positive, pour le F-processus empirique 57(,6).
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4.1.3 Exemples
Nous proposons dans cette section quelques exemples pour lesquelles on vérifie les condi-
tions sur les fonctionnelles du théoréme 4.1.1. Bien sfr, les hypothéses
BIEP]P* < 400
pour & > 0, et
Mz | p(z) g(z) # 0} # 0.

devront étre vérifiées dans des exemples encore plus précis. Rappelons que ces hypo-
théses sont immédiates si on considére le processus empirique uniforme.

Exemple 1 : Type norme LP(qd)).

Considérons pour p > 1 la fonction réelle h,(s) = |s|P et une fonction g € L*(R).
La fonction f s’écrit alors

f(z) = / ()P a(t) dt,

c’est & dire que si q est positive, on obtient la puissance p de la norme de = dans
LP(g dX) (cette fonction convient toujours pour 0 < p < 1 mais ne s’interpréte
plus comme la norme | - {|,)-

Vérification des hypothéses du théoréme 4.1.1

(1) La fonction h, est absolument continue sur R, de dérivée
hp(8) = PSP L0, 400) (8) + (—1)PPP ™1 (_o0,0)(5)-

(2.1) Par définition, on a ¢ € L*(R); de plus, il est clair que h;, est localement
finie. La fonction f est donc bien définie.

(8) L'expression de h,, assure immédiatement que h;, # O p.p.

p
(5) Cette hypothese s’écrit 's + ﬁ, = |s|?, équation qui admet ——2= comme
solution.

Exemple 2 : Fonction h convexe, sans palier.
Supposons que la fonction h est une fonction convexe sans palier (c’est a dire
qu’il n’existe pas d’intervalle sur lequel la fonction h est constante) et que ¢ = 1.
On a alors

Vz € DR), f(z)= /R h(z(t)) dt.
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Vérification des hypothéses du théoréme 4.1.1 Comme h est convexe,
les hypothéses 1 et (2.2) du théoréme 4.1.1 sont évidentes. Comme h est sans
palier, ’hypothése 3 est vérifiée et I’équation h(s + 711—;) = h(s) admet au plus
une solution. L’hypothése 4 avec ¢ = 1 est immédiate.

Exemple 3 : Fonctions trigonométriques.
On considére dans ce paragraphe h = sin et ¢ = 1, c’est a dire :

vz € D(R), f(z)= /R sin(z(t)) dt.

Vérification des hypothéses du théoréme 4.1.1 : D’abord & est évidem-
ment absolument continue et bornée par 1. Au voisinage de 0, |h(t)| = |sin(¢)| <
C|t|. L’hypothése (3) est vérifiée car h'(t) = 0 & t = 7 + km, k € N, équation
qui n’admet qu'un nombre dénombrable de solutions, donc A’ # 0 p.p. Puis,
Péquation h(t+ ﬁ) = h(t) posséde également un nombre dénombrable de solu-

tions, d’ou la vérification de (5).

Exemple 4 : Fonctions indicatrices.
Considérons la fonction réelle h = 14 associée & A € B(R), de mesure positive.
Supposons également que la fonction g est positive et vérifie ||q||1®) < +o00. La
fonction f s’écrit alors,

vz e D(R), f(z)= / 1a(2(t)) q(t)dt,

c’est & dire, pour ¢ positive, f(z) désigne la norme ||1 A(x)|]’,:p( gd2)"
Dans une telle situation, ’hypothése 3 n’est pas satisfaite; on ne peut pas ap-
pliquer le théoréme 4.1.1. On constate en fait que dans ce cas la loi P\ f~! a
au moins un atome.
Conclusion : Les exemples 1, 2 et 3 nous montrent ’efficacité du théoréme. Par contre,
I’exemple 4 nous prouve que les hypothéses du théoréme 4.1.1 sont vraiment indispen-
sables.

4.1.4 Preuve du théoréme 4.1.1

Le principe de la démonstration du théoréme 4.1.1 repose sur la vérification des hypo-
théses du théoréme 0.0.2. Le choix de la famille de transformations données en (3.3) va
nous assurer la vérification des deux premiéres hypothéses de ce théoréme, c’est I'objet
des sections 3.9 et 3.8. La troisiéme hypothése est étudiée en section 4.1.5.

Principe de la démonstration du Théoréme 4.1.1

La démonstration du théoréme 4.1.1 consiste en la vérification des hypothéses du résultat
suivant, de nouveau énoncé afin de faciliter la lecture :
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Théoréme 0.0.2 : [th. 5.2, [11]] Soient (X,d) un espace métrique, séparable, muni
de sa tribu borélienne B(X), P une mesure de probabilité sur (X,B(X)) et f: X - R
une fonctionnelle. Supposons que pour P-presque chaque x € X, il eziste un voisinage
ouvert V de = et une famille {G., c € [0,0,]} de transformations de X tels que :

1. PG;' 25 P,

c—0

2. G(z) —zen probabilité P ;
3. Pour P-presque chaque y de V;, il existe e, > 0 tel qu’avec ¢y(c) = f(Ge(y))

presque chaque c € [0,¢,], ¢;(c) existe et est non nulle.

Alors, Pf~! < \.

Avant de démontrer le théoréme 4.1.1, on a construit, dans le chapitre 3 une famille de
transformations de ID,, qui permet d’appliquer le théoréme 0.0.2. Elle agit sur le support
du processus empirique §,(f), donné par la formule 1.1.1. Le support du processus est
presque srement l’espace Df défini comme l’ensemble des fonctions z € D(R) telles
qu’il existe un n-uplet (zi,...,z,) € E, tel que Vt € (z;,z;11], on a, 1.1.4,

2(t) = —V/AF(t) + ﬁ

en supposant convenu que Iy = —00, Inti = +00 et que ’ensemble E,, est défini par
(1.1.3) :
E.={2=(21,...,2) ER" | 21 < -+ < z}.

Je rappelle que la famille de transformations agit sur la famille {y;,...,y,} des sauts
d’une trajectoire y, et on a alors défini Gy, .(y) par (3.3.2) :

7 . - .
Gn,c y(t) = —\/EF (t) + % sit€ (yc,i; ?Jc,i+1],

ou
Tei =Yi +co(y;) Vie{l,...,n}.

Vérification des deux premiéres hypothéses du théoréme 4.1.1
var

— L’hypothése PG;! — P a été vérifiée en section 3.9.

c—0

— L’hypothése G¢(z) —2zen probabilité P fut quant & elle vérifiée en section
3.8.
Il reste & présent & vérifier la troisiéme hypothése du théoréme 4.1.1. Cette démonstration
peut étre effectuée de différentes maniéres, je propose, dans le cas "simple" du processus
F-empirique, deux démonstrations pour montrer leur structure, bien evidemment pour
les autres processus on se limitera & une seule démonstration.
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4.1.5 Deux vérifications de I’hypothése 3 du théoréme 4.1.1
Vérification dite “classique”

Rappelons qu’on considére f de type intégrale donnée par
VyeDi )= [ hu(®) oot

On considére z fixé dans un ensemble P,ge)-presque str et y dans le voisinage V(z)
associé & z par le lemme 3.4.1. Notons toujours {y1,...,yn} € E, instants ordonnés des
sauts de y € D¢, A; les intervalles |y;, yi+1] avec yo = —00 et yp4+1 = +00. Comme sur
chaque intervalle A;, y € D¢ est bien connue, on peut préciser ’écriture de f de la fagon
suivante :

0 =3 [ H-vRFO+ im0 at (412

=0

Commengons par évaluer f(Gpc+d(y)) — f(Gnc(y)) pour y € V(z) avec q(yi,) # 0 (cf.
hypothése 4 du th. 4.1.1).
Remarquons que par choix de V(z), ©(yi,) # 0 (car pour y € V(z), d’aprés le lemme
3.4.1, y;, € A, intervalle ol ¢ est strictement positive par définition).
Comme on s’intéresse & une limite pour d — 0, on peut supposer que les intervalles
0i(d) == [ys + ¢ p(¥:), ¥ + (¢ + d)p(y;)] sont disjoints (éventuellement, on échange les
bornes de ces intervalles pour les avoir dans le bon sens).

Ainsi, f(Gpera(®)) — F(Gre(w)) =

Z / . [ (—\/EF(t) + -\}—ﬁ) _h (—\/ﬁF(t) + %)] a(t) dt (4.1.3)

=151d)

avec €; = %1, selon la position relative des points y; et y; + ¢ (v;).
Revenons maintenant au calcul de ¢,(c) = limg_o (G, ‘*"(y» f(Crew),

On déduit de 1’expression (4.1.3) que ¢/, (c) = limg_o In(h, q,¥, c, d), avec

Li(h,q,v,c,d) = dz / [ [ (—\/ﬁF(t) + \/Lﬁ) _h (—\/HF(t) + %)} o(t) dt.

On constate facilement que la limite de chaque terme de la somme précédente est donnée
par : quand d — 0,

1 i .
3 [ n(—vare + 22 ) a0 dt— awletwh (VARG -+ epu) + 72 ).

En utilisant cette expression, on a alors ¢ (c) =

g &:q(v) (y:) [h (—\/EF(.%- +eo(w) + %) ~h (—\/ﬁF(y,- +ep(y) + %)] _
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Or, rappelons que la fonction ¢ a été choisie de fagon que

— O Si t ¢]mio - E:h xio + Ez[)
p(t) = : .
>0 si tE€Tiy — € Tig + €z

Comme y € V(x), on a y; € A; et par choix de ces intervalles :
Yi ElTiy — €2, Tig + Ex| € Yig E]Tio — Ex, Tig + Ex-

On a donc ¢(y;,) > 0 ssi i # g et il suit ¢ (c) =
7 o—1

€i09(Yio)(¥io) {h (—\/ﬁF(yz-o +co(yi)) + ﬁ) —h (—\/ﬁF(yio +co(¥i)) + OWH :

Notons & présent,

A= {t eR ‘ h (—\/'r_LF(t) + ﬁ) =h (—\/EF(t) + ’\;T_Ll) } .

Pour conclure, il suffit maintenant de voir A(4;,) = 0. Or d’aprés ’hypothése 5 du
théoréme 4.1.1 :

Ms€R|h(s+1/v/n)=h(s)} =0.

En utilisant alors le changement de variable s(t) = —/nF(t), comme F'(t) > 0 p.p.,
on a §'(t) < 0 p.p. et donc As™! <« A d’oit on déduit A(4;,) = 0. On satisfait ainsi la
troisiéme hypothése du théoréme 0.0.2 et achéve la preuve du théoréme 4.1.1.

|

Veérification dite “directe”

On a vu précédement que Vc assez petit, Vy € Vi, si 6;(c) := [yit+co(¥:), Yir1+(€)o(yiz1)),

on a
n

)
$Guei =3 [ |1 (=vare+ )| aw e
=6i(d)
Or, par choix de la fonction ¢, définie en section 3.1.1, on a en fait :

f(Gre(®)) = E:; 7 [h (—\/ﬁF(t) + ﬁ)] 20 di +
s
yitep(y:) -
J [h (-\/ﬁF(t) 42 = )] o0 dt +
Yit1 |:h (—\/EF(t) + ﬁ)] q(t) dt.
vi+eo(ys)
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n
Il est & remarquer que la somme ). ne dépend pas de c. Ainsi, en dérivant ce terme
=1
i1
i
s’éliminera automatiquement. Par conséquent, on a

04(6) = awo() [ (~VAF (s + cow) + = ) = b (=VAF@ + colu) + -—‘ﬁl)] .

On remarque que 'on a la méme dérivée que dans la vérification “classique” et on conclut

en utilisant les mémes arguments que précédemment.
||

4.2 Transport de la loi du processus F-empirique pon-
déré

4.2.1 Résultats obtenus pour les processus F-empiriques pondé-
rés

Le théoréme suivant, relatif aux processus F-empiriques pondérés, est une généralisation

du théoréme 4.1.1, relatif aux processus F-empiriques.

Théoréme 4.2.1 Soit {§,(f' )(t), t € R} un processus F-empirique pondéré, sur un es-

pace probabilisé (2, F,P), associés a une fonction de répartition F' de densité p. Notons

PP = PP 15 10 de £¥ dans D(R).

Soient h et q¢ deux fonctions définies sur R telles que
1. h est absolument continue i.e. Vs € R, h(s) = h(0) + [J I'(t) dt.
2. L’une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

(2.1) K est localement finie et g € L*(R).
(2.2) - g est bornée,

— h est localement bornée,
- il existe p > 0 tel que :

¢ au voisinage de 0, |h(t)] < C |t|7,
(p)

1
;+5

¢ 36 >0tel que E < +o00.

Soit f la fonctionnelle de type intégrale définie parfaitement sur D(R) selon la formule
(4.1.1) par :

vz e D(R), f(z)= /R h(z(8)a(t) dt.

On suppose que :

3. W' # 0 presque partout.
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4. Mz € R| q(z)p(z) # 0} # 0.
5. Vie{l,...,n}, Ms € R| h(s+cn;) = h(s)} =0.

Alors, PP 1 < .

Dans le cas du processus pondéré uniforme, on déduit immédiatement le corollaire sui-
vant :

Corollaire 4.2.1 (Processus empirique pondéré uniforme )

Soit {{,(,p ) (t);t € R,n € N} un processus F-empirique uniforme, sur un espace probabilisé
(Q, F,P), de loi PP = Pt~ dans D(R). On considére la fonctionnelle f sur D(R),
donnée par (4.1.1), avec les mémes hypothéses que dans le théoréme 4.2.1 en remplacant

(4) par (4)
Mt € [0,1]| g(t) # 0} #0.

Alors, PP f-1 < .

4.2.2 Discussion des hypothéses du théoréme 4.2.1

¢ Les deux premiéres hypothéses assurent, comme dans le cas du processus F-
empirique (voir section 4.1.2), la parfaite définition de la fonctionnelle f.

¢ Les hypothéses (3) et (4) sont les mémes que celles du théoréme 4.1.1.

¢ La seule hypothése qui varie est, en fait, ’hypothése (5) Vi € {1,...,n}, Ms €
R| k(s + cn;) = h(s)} = 0. Elle tient compte de la pondération du processus.
Comme on pourra le remarquer dans la démonstration, on peut réduire cette
hypothése & l’existence d’un indice iy vérifiant cette condition.

4.2.3 Exemples

Il convient de rééxaminer dans cette section les quelques exemples vus dans la section
4.1.3. De nouveau, il restera ensuite & vérifier les hypothéses EI&(L” )|1/”+‘s < 400 pour

d > 0 et AM{z|p(z) g(z) #0} #0.

Exemple 1 : Type normes LP(q d)).
Considérons, de nouveau, pour p > 1, la fonctionnelle f qui s’écrit

f(z) = / ()P a(¢) dt.

De nouveau, les hypothéses (1), (2.1) et (3) sont immédiates.
L’hypothése (5) s’écrit |s + cpi|P = |[s]P, pour ¢,; > 0. Cette équation admet
au plus deux solutions. Ainsi, la 5iéme hypothése est immédiate.
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Exemple 2 : Fonction h convexe, sans palier.
Supposons que la fonction A est une fonction convexe sans palier (c’est & dire
qu’il n’existe pas d’intervalle sur lequel la fonction h est constante) et que g = 1.
On a alors

vz eDR), f(z)= /R h(z(t)) dt.

Vérification des hypothéses du théoréme 4.2.1 Les hypothéses (1), (2.2),
(3) et (4) ont déja été vérifiées dans le cas du théoréme 4.1.1. Comme h est sans
palier, ’hypothése (5) est vérifiée puisque I’équation h(s+ ¢, ;) = h(s) admet au
plus une solution.
La démonstration du théoréme 4.2.1 est trés semblable & celle du théoréme 4.1.1. Pour
cette raison, la démonstration est renvoyée en annexe E.1.

4.3 Transport de la loi du processus F-quantile

4.3.1 Résultat

Theéoréme 4.3.1 Soit {€9(¢), t € R} un processus F-quantile, défini par (1.8.1), sur
un espace probabilisé (Q, F,P), associés a une fonction de répartition F de densité p.

Notons P9 = IF’E,(:I)_1 la loi de €2 dans D([0, 1]).

Soient h et q deuz fonctions définies sur R telles que
1. h est absolument continue i.e. Vs € [0,1], h(s) = h(0) + [; A'(¢) dt.
2. L’une des deuz hypothéses suivantes est satisfaite :

(2.1) K est localement finie et q € LY([0,1]).
(2.2) - q est bornée,
— h est localement bornée,
~ il eziste p > 0 tel que :
¢ au voisinage de 0, |h(t)| < Ct?P,
++0

r(zq) < +00.

¢ 36>0tel que E

Soit f une fonctionnelle de type intégrale définie sur D([0, 1)) par la formule (4.1.1) :
Ve e D), f@)= [ Haw) i
0,1

On suppose que :
3. b # 0 presque partout.
4. la fonction T, définie sur R? par

Moo= [ VK (~VAF(O) + Via + e g(t) ds

k kt1
[&,52]
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est continue sur R x {0} ou elle est non nulle.
Alors, PP f-1 « A,
Remarque : On remarque que ’hypothése 4. n’est pas simple, d’un point de vue de
Pécriture et de la vérification. Malheureusement, les processus quantiles ne m’ont pas
permis de la formuler différemment.

4.3.2 Preuve du théoréme 4.3.1 (Vérification classique)

On utilise de nouveau le théoréme 0.0.2. II est clair que le choix de la famille de transfor-
mations données en (3.3.4) va nous assurer la vérification des deux premiéres hypothéses
de ce théoréme, tel fut I'objet des sections 3.9 et 3.8.

Il ne reste alors qu’a vérifier la troisiéme hypothése, a savoir :

Pour P-presque chaque y de Vi, il existe e, > 0 tel qu’avec ¢y(c) = f(Ge(y))

/

pour presque chaque c € [0,¢,], ¢,(c) existe et est non nulle.

Rappelons qu’on considére f de type intégrale donnée :

VyeD,, f(y)= [OI]h(y(t)) q(t) dt.

On considére z fixé dans un ensemble P,Eq)-presque str et y dans le voisinage V' (z) associé
4 x par le lemme 3.4.1.

Notons {y1,...,¥n} € E, les amplitudes des sauts de y € DY aux instants ,..., 21

? n °

Soit A; les intervalles [£, L[, Vi € {0,...,n — 1}. Comme sur chaque intervalle A;,

y € D4 est bien connue, on peut préciser I’écriture de f de la facon suivante :

F0) =3 [ HVRPO + Vi) at) d. (431)

1=0

On rappele que, selon la formule (3.3.4), on choisit I'indice k correspondant aux hypo-
théses du théoréme, on a : Vt € A;,

Gn,c(y)(t) = —\/EF_I(t) + \/ﬁyi+l + c\/ﬁlAk (t)
Il convient alors de commencer par évaluer

IS(y) = f(Gn,c+d(y)) - f(Gn,c(y))
pour y € V(z) avec q(yx) # 0 (cf. hypothése 4 du th. 4.3.1).
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Ainsi,
L) =% / [ (£ + dv/mla, () — A (£)] q(t) dt (432)

1.=0 A‘i
en posant t; = —/nF7(t) + \/nyis1 + cy/nla, (1)

Revenons maintenant au calcul de

’ 1 Ig(y))
¢y(C) = lim ——d——

d—0
On déduit de ’expression (4.3.2) que

8= [ VAR (~VRFO) + Ve + evR) a) de
e

D’ot ¢} (c) = Tk (ys, ¢). Or, la fonction T est définie sur R? par

I'i(a,c) = / V' (=v/nF7l(t) + v/na + cv/n) g(t) dt
(54
et elle est continue sur R x {0} et différe de 0. Ainsi, il existe € > 0 tel que Ve € (¢, €),

8),(c) # 0.

On satisfait ainsi la troisiéme hypothése du théoréme 0.0.2 et achéve la preuve du théo-

réme 4.1.1.
||

4.4 Transport de la loi du processus F-séquentiel

Considérons le processus F-séquentiels {€5(t), u € [0,1[,¢ € R}, donné par (1.4.1) :

[nu]
€9 (u,t) = % 3 (oo (&) - F(B)] -

i=1

ou [nu] est la partie entiére de nu.

Son support est ’ensemble D¢ défini, section (1.4.4), comme P'ensemble des fonctions
z € D([0, 1[xR) telles qu’il existe un n — uplet (z1,...,Tn—1) € R*! tel que V(u,t) €
[0,1[xR, 35 € {1,...,n}, i€ {1,...,5} vérifiant :

izl I
> —<u<y,

>z <t<zl,avecz)=0et x§+1 =1 ot les 7 sont définis en section (1.4.2),
alors, on a :

z(u,t) = —%F(t) + ﬁ
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4.4.1 Résultats

Théoréme 4.4.1 Soit {5,(,3) (u,t), u € [0,1], t € R} un processus F-séquentiel, sur un
espace probabilisé (Q, F,P), associés a une fonction de répartition F de densité p.

Notons P = PES1 g loi de £ dans D([0, 1[xR).

Soient h et q deuz fonctions définies respectivement sur R et sur [0, 1[xR telles que
1. h est absolument continue.
2. L’une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

(2.1) R est localement finie et ¢ € L*([0, 1[xR).

(2.2) - q est bornée sur [0, 1[xR,
— h est localement bornée,
— il existe p > 0 tel que :

¢ au voisinage de 0, |h(t)| < C|t),

1
n

¢ 360 >0 tel que B < 4o00.

Soit f une fonctionnelle de type intégrale définie sur D([0, 1[xR) par : Vz € D([0, 1[xR),
f(z) = / / (e, £)g(u, £) daA\(u, 1) (44.)
[0,1[xR

On suppose que :
3. K # 0 presque partout.
4. Pour tout ty € R, f; q(u,to) = ¢, # 0.

5. Ms € R| h(s + 7z) = h(s)} = 0.

Alors, P& f~1 <« .
La démonstration du théoréme 4.4.1 est directe. Pour cela, elle est renvoyée en annexe
E.2.

Corollaire 4.4.1 (Processus empirique uniforme U(0,1))

Soit {f,(f) (t);t € R,u € [0, 1[} un processus séquentiel uniforme, sur un espace probabilisé
(Q, F,P), de loi P = P& dans D([0,1[xR). On considére la fonctionnelle f sur
D([0, 1[xR), donnée par (4.4.1), avec les mémes hypothéses que dans le théoréeme 4.4.1
en supprimant (4), Alors, P f~1 < A.

4.4.2 Discussion des hypothéses du théoréme 4.4.1

Avant toute chose, il est nécessaire de vérifier qu’avec les hypothéses du théoréme, la fonc-
tionnelle f est bien définie pour tout z € ([0, 1[xR). Notons que la fonction h : R — R
ne dépend pas directement de la variable u.
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& On suppose d’abord U’hypotheése (2.1) vérifice.
Comme h' est localement finie, h l’est aussi. Or, comme toute fonction z de
D est bornée, la composée h(z) est bornée par une constante C. On déduit de
(4.4.1) que, Vz € D([0, 1[xR), |f(z)| < Cf[O,l[x]R lq(u, t)| dt.
1l suit alors de I’hypothése (2.1) que

|f(x)] < Cllall L1 (o, 11xR)<+oo.

La fonctionnelle f est donc bien définie avec les hypothéses considérées sur le
couple (h,q).

& On suppose maintenant [’hypothése (2.2) vérifiée.
Etudions plus précisément la fonctionnelle f : D([0, 1[xR) — R. Par une simple
décomposition sur les intervalles [Z &) ona:Vzeb;,

f@=3 [, ., [P i

A présent, on utilise, sur chaque [-}L, J%l), les instants des sauts de z € D;. En

effet, par définition, il existe (21, ..., %) € En, tel que sur [%, 7%1), la trajectoire
T ait exactement j sauts réordonnés z},...,} et 'on ait :
Vu e [L, 2 vt € [o],2],,)
7 1
z(u,t) = ——=F(t)+ —
avec 1‘5 = —00, x;:H = +00.

On a donc, Vz € D([0,1[xR),

f(z) = nii:/]_/+ (2w, £)) q(u, ) doA(w, 2).

j=0 i=0

Comme sur chaque [z],z],,), = est parfaitement connue, on a alors :

Vu € [Jﬁ’ %l)’ Vt € [1"1?,.7"1’{+1)’
f(z) = Z_:Z /1 " * h (—\%F(t) + 7) g(u,t) oA (u, ). (4.4.2)

Gréace 4 la formule (4.4.2), Vx € D3, on a

$)|<Zli/ /m

3=0 i=0

( F(t) + ﬁ) ’ la(,2)] daA(u, 8).
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Comme q est bornée, il vient alors :

£ <022/ /

j=0 i=0

dg)\(u, t).

(R0 )

Ainsi, facilement, on obtient grace au théoréme de Fubini,

z)| < C’Z (Z / (——F(t) \;ﬁ)l A(dt) /1 o ,\(du)).

=0 \i=0

11 vient alors

|f<x|<§§fﬁj/

j=0 1=0

(——F( )+ \/’H) ‘ Adt).

En faisant le chemin & l’envers, on se rend compte que

Z / (——F(t)+7>‘ Adt) = /R I (z(2))] A(dt).

f@)<C / Ih (x(t))] A(dt).

Pour conclure, il suffit de reprendre la démarche utilisée dans la discussion des
hypothéses dans le cas du processus F-empirique. Donc, on obtient |f(z)| < 0.

On obtient ainsi

¢ Autres hypothéses du théoréme 4.1.1.
L’hypothése (3) interdit toute fonction avec un palier. C’est une hypotheése forte
mais nécessaire. Les hypothéses 4 et 5 sont les hypothéses & vérifier en pratique.

4.4.3 Exemples

Nous proposons dans cette section quelques exemples pour lesquels on vérifie les condi-
tions sur les fonctionnelles du théoréme 4.1.1. On se limitera ici & vérifier les hypothéses
3, 4 et 5. L’hypothése 2 dépend du processus étudié.

Exemple 1 : Type norme L”(q d)).

Considérons pour p > 1 la fonction réelle h,(s) = |s|P et une fonction ¢ €
L([0,1[xR). La fonction f s’écrit alors

//[01 z(u, t)|? q(u, t) dXa(u, t),

c’est & dire que si g est positive, on obtient la puissance p de la norme de z dans
LP(q d;)) (cette fonction convient toujours pour 0 < p < 1 mais ne s’interpréte
plus comme la norme || - ||,).
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Vérification des hypothéses du théoréme 4.4.1
(1) La fonction h, est absolument continue sur R, de dérivée

h;,(s) = ps® 11 (0,400)(8) + (—=1)Pps? 11 (_oo,0)(5)-

(2.1) Par définition, ¢ est bornée sur [0, 1[xR; de plus, il est clair que h;, est
localement finie. La fonction f est donc bien définie.

(8) L’expression de h;, assure immédiatement que h;, # 0 p.p.

P
(5) Cette hypothése s’écrit ‘s + \/_nl_Tll = |s|P, équation qui admet peu de solu-
tions.

Exemple 2 : Fonction h convexe, sans palier.
Nous passons & une forme de généralisation de I'’exemple 1, dans la mesure on,
dans I'’exemple 1, la fonction h est convexe, sans palier.

Supposons que la fonction h est une fonction convexe sans palier (c’est a dire
qu'’il n’existe pas d’intervalle sur lequel la fonction h est constante) et que g = 1.
On a alors

vz € D([0,1[xR), f(z)= / /[0 0 4200

Vérification des hypothéses du théoréme 4.4.1 Comme h est convexe,
les hypothéses 1 et (2.2) du théoréme 4.4.1 sont évidentes. Comme h est sans
palier, ’hypothése 3 est vérifiée et ’équation h(s + \/ﬁ—l?i) = h(s) admet au plus
une solution. L’hypothése 4 avec ¢ = 1 est immédiate.

Exemple 3 : Fonctions indicatrices.
Considérons la fonction réelle h = 1,4 associée & A € B(R), de mesure positive.
Supposons également que la fonction g est positive et vérifie ||q||z1(o,1xr) < +00.
La fonction f s’écrit alors,

vz € D(0, 1[xR), f(z) = / /[0 1o A0 0) a0 DA ),

c’est & dire si ¢ est positive, f(z) désigne la norme ||14(z)||Lr(gdzn)-
Dans une telle situation, I’hypothése 3 n’est pas satisfaite; on ne peut pas ap-
pliquer le théoréme 4.1.1. On constate en fait que dans ce cas la loi P fla
au moins un atome.
Conclusion : Les exemples 1 et 2 nous montrent 1’efficacité du théoréme. Par contre,
I’exemple 3 nous prouve que les hypothéses du théoréme 4.4.1 sont vraiment indispen-
sables.

72



Chapitre 5

Transport par une fonctionnelle de
type supremum

Dans ce chapitre, on étudie ’absolue continuité de la loi P, d’un processus F-empirique,
F-empirique pondéré ou F-quantile {£,,n € N} transportés par une fonctionnelle f :
X — R de type supremum définie sur X = [a,b] ou R par :

f(z) = Sl:.p U(z(t)). (5.0.1)

On étudie également le cas de 'absolue continuité de la loi d’un processus F-séquentiel
par une fonctionnelle £ : [0,1] x R — R de type supremum définie par :

f(x)= sup ¥(z(u,t)). (5.0.2)
(u,t)€[0,1) xR

On supposera que ¥ est une fonction convexe, de dérivée presque partout non nulle.
Remarque : On aura noté que dans le cas du processus F-quantile on se limite a un
intervalle [a,b] C (0,1) puisque les extrema d’une trajectoire peuvent atteindre 1’infini.
Par contre dans le cas ol le support de F' est borné, on peut considérer le cas général.

Nous allons étudier le cas particulier ot ¥ = id. Nous étudierons ensuite la loi du couple
(infier €n(t), supseg &n(t)), pour démontrer finalement le cas général.

5.1 Etude du cas particulier f(z) =supz

5.1.1 Transport d’un processus F-empirique

Considérons a nouveau un processus F-empirique f,(f) de loi notée Pf(f).

Théoréme 5.1.1 Soit f : X — R définie par f(z) = sup,pz(t). Si F est absolu-
ment continue par rapport & la mesure de Lebesque, alors, la loi P f~! de f (f,(f)) est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue ).
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Démonstration du théoréme 5.1.1

La démonstration réside en la vérification des hypothéses du théoréme 0.0.2. La famille
de transformations utilisées étant la méme qu’en section 3, les deux premiéres hypothéses
ont déja été vérifiées en sections 3.8 et 3.9, pour les fonctionnelles de type intégrale.

Pour vérifier la troisiéme hypothése du théoréme 0.0.2, on utilise de nouveau la famille
de transformations {Gp ., c € R} de Dg, donnée dans le chapitre 3. Pour cela, d’aprés le
lemme 1.1.2, on choisit z € D¢ dont le maximum est atteint pour un unique indice ¢ et
on considére {Gy ¢, ¢ € R} définie & I’aide d’une fonction ¢ de z;-transformation.

On a ¢y(c) = f(Gne(y)) = supyeg Gne(y). Par définition, si elle existe, la dérivée est
donnée par

1
! (c) = lim = |sup Gp. —sup Gpc .
6y(¢) = lim 7 |SUp Gr.cra(y) — SUP Gro(y)

Pour connaitre I'image de y € D¢ par une transformation G, ., il suffit de spécifier les n
instants de ses sauts. Rappelons qu’a y € D¢ est associé (v1,...,¥n) € En et qu’alors y
est donné par (1.1.4). Notons

Vi=1,...,n, ;=T +co(y),
g= (Qc,h ce "gc,n)'

Comme on ne s’intéresse qu’a ¢ — 0, les propriétés sur la conservation de 'ordre des
(Fe,15- - - Jen) restent valables.(cf. lemme 3.4.1).

Comme G, .(z) est une fonction définie par ses sauts §. = (Ye,1,- - -, Jen), continue et
décroissante sur chacun des intervalles [., Uc,i+1}, on constate facilement que pour toute
fonction y € D, pour tout réel ¢, on a G, (y) € D¢ et

¢y(c) = max {—\/ﬁF(yi +co(y)) + ﬁ} .

i<i<n

On a P’analogue du lemme 3.4.1 :
Lemme 5.1.1 Pour P -presque chaque x € D¢, il existe V(z) un voisinage ouvert de

x tel que pour P -presque chaque y € V(z), Gn oy atteint son mazimum pour le méme
indice que T pour c assez petit.

Démonstration : Comme P{&; = &;, i # j} = 0, il est facile de voir que I'ensemble des
z € D¢ qui atteignent leur maximum en un unique point est P,(,e)-presque siir. Soient
z € D¢ un tel élément et i l'indice tel que f(z) = —/nF'(z;) +i//n.

Soit

1 . . .
6 < 5 min (—v/aF(z:) +4/Vn) = (~VnF(z;) + j/v/n)).
Par continuité de F en z,,..., Ty, soit §; > 0 tel que
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Notons Us, = {y € D¢| |y; — ;| < 61}, voisinage ouvert de = défini par le lemme 2.5.1.

D’aprés la preuve du lemme 3.4.1, pour tout ¢ < ¢p = miny<i<n-1 |Tit1 — &;i|/4M, ol
M, = sup, |¢(t)|, on a pour y € Us,, Gy € Uss,.

On a d’abord f(G.y) = maxi<j<n(—v/nF(g;) + j/+/n), puis, comme |§; — ;| < 24; :

— VnF(g;) + j/vn < 6 + (—/nF(z;) + j/v/n)
~ VRF () +i/v/n > =6 + (—/nF(z;) +i/v/n) > 6 + (—/nF(z;) + j/v/n),

on en déduit que le maximum f(G.y) est atteint pour l'indice 1.

Lemme 5.1.2 Soient

S = {t e R| F'(t) emiste et F'(t) > 0},
Xo={zeD,|V1<i<n, 5 €S}

La densité de la loi commune des &; est donnée par

_J F'(t) siteS
p(t) = { 0 sinon.

De plus, P,Se)-presque stdrement, une fonction £ de DS, n’a de sauts que sur l’ensemble
S, c’est ¢ dire que P(Xg) = 1.
Démonstration : La définition de p est claire, la seconde partie vient de :

Vke{1,...,n}, P{&e%}:/pd,w/ 0d\=1.
8( c

Ainsi, les trajectoires sont presque siirement & sauts appartenant a .
|

Reprenons, & présent, la justification de la vérification de la troisiéme hypothése du
théoréme 0.0.2 : soit y € V() voisinage de x donné par le lemme 3.4.1, pour tout c réel,
on a

‘%(C) = limg o % [SuPteIR Gn,c+d(y) — SUPyer Gn,o(¥)]
#(0) = limao § [{~VAF @ + (c+ o)) + Z2 } = {~VAF@: +c o)) + ],

ou ¢ est I'indice commun pour lequel Gy, c+4(y) et G, (y) atteignent leur maximum et @
est une fonction de z;-transformation.
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On a facilement,

!
¢y(c) = —vnlim = [F(y: + (c + d)o(y:) — F(yi + co(w))]-
Un calcul élémentaire de limite permet de vérifier que pour tout y € V(z) et c€ R

¢, (c) = —vnp(y:) F' (v + ¢ p(:))-

Comme y € V(z), y; est voisin de z; avec p(z;) = 1, on peut supposer avoir choisi V(z)
dans la preuve du lemme 3.4.1 tel que ¢(y;) > 0 pour y € V(z). Puis, comme F’ > 0
p-p., on a bien p.p., ¢, (c) # 0, le théoréme 0.0.2 s’applique et donne P,f' <« )\, ce qui
achéve la preuve du théoréme 5.1.1.

|

5.1.2 Transport d’un processus F-empirique pondéré

Considérons 4 nouveau un processus F-empirique 5,(3’ ) de loi notée P. On obtient le
théoréme suivant, démontré en annexe F

Théoréme 5.1.2 Soit f : X — R définie par f(z) = sup,cgz(t). Si F est absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue, alors la loi PP fldef (f,(f )) est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A.

5.1.3 Transport d’un processus F-quantile

Considérons un processus F-quantile 5,(3) de loi notée P?. On démontrera, en annexe
F, le théoréme suivant :

Théoréme 5.1.3 Soit f : X — R définie par f(z) = sup,g,y z(t). Si F est absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue, alors la loi P9 fldef (E,(,Q)) est
absolument continue par rapport ¢ la mesure de Lebesgue .

5.1.4 Transport d’un processus F-séquentiel
Considérons un processus F-séquentiel §,(f) de loi notée PL°). Le théoréme suivant sera

étudié en annexe F :
Théoréme 5.1.4 Soit f : X — R définie par f(x) = sup,epijter T(u,t). 51 F est

absolument continue par rapport ¢ la mesure de Lebesgue, alors la loi (#) fldef (57(18))
est absolument continue par rapport d la mesure de Lebesgue .

5.2 Absolue continuité du couple (inf &,,sup&,)

Avant de s’intéresser a 1’étude de fonctionnelles supremum plus générales, on étudie
d’abord dans cette section I’absolue continuité par rapport & la mesure de Lebesgue A2
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de la loi du couple
(inf £ (2), sup £ (1)),
teR teR

du couple
(inf £P(t), sup £P (1)),
teR teR

du couple
(inf £9(t), sup £9(t)), pour [a,b] C (0,1)

te(a,b] t€la,b)
et du couple
inf (o) u, t ) su (s) U,t .
((u,t)elo,l[xR & ((u,1)) (’U»,t)E[OI,)l[ngn (( )))
Cette question est bien entendue intéressante en elle méme et on a :

Théoréme 5.2.1 Soit &, un des quatre processus précédents avec la loi F' absolument
continue par rapport ¢ la mesure de Lebesgue, la loi de (inf&,,sup&,) est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesque 2.

Pour ne pas surcharger la lecture, on ne donnera ici la démonstration que dans le cas
du processus empirique, on comprendra aisément que l’adaption aux cas des autres
processus ne pose aucun probléme, elles sont donc proposées en annexe G.

5.2.1 Outil de démonstration : superstructure en dimension su-
périeure.

La démonstration est fondée sur 'utilisation du résultat suivant, version bidimensionnelle

du théoréme 0.0.2 qu’on généraliserait de la méme fagon en dimension supérieure.

Théoréme 5.2.2 Soient X un espace polonais muni de sa tribu Bx et P une probabilité
sur (X, Bx). Considérons f une fonctionnelle bidimensionnelle f(z) = (fi(z), f2(z)).
Supposons qu’il existe une famille {G., c € [0,6]?} de transformations de X avec

1. PG;'**5P, ¢ —0;
2. Pour P-presque chaque T de X, M}, y27" < A% 01 ¢5(c) = f(Gc(2))-
Alors, Pf~' <« A2,

Démonstration : du théoréme 5.2.2 Fixons € < § et considérons sur ’espace X x
[0, €]? une probabilité et une fonctionnelle auxiliaires données par

Q=P x M F@,0)=f(Glo)).

On a facilement en posant @.(c) = f(G.(z)) pour c € [0,¢]? :

~ i
Qf =21 /X A2 267 P(d).

£
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D’aprés Phypothése 2 du théoréme, on a Q. f~! <« A2. D’autre part, comme

- 1 1
st 1= (P X 6—2)\[20’612) Gc lf 1,

on a 1
Qe.fl'—_ .chl f 1d)\2€20.
2 ]2 ( ) [0,¢] (c)

11 suit

Q.f - P

or, ’hypothése 1 du théoréme assure que ||PG,! — P||

1
SB[ PG £ P 0

var — 0, c—0.

Dot Q.f 1 25 Pf1 e —0. ) )
Finalement, on a montré que Q.f™! <« A2 et que Q.f1 =5 Pf~1, ce qui achéve la
démonstration du théoréme 5.2.2.

[ |

Il est possible de modifier 'hypothése 2 du théoréme 5.2.2, de la fagon suivante, plus
facile a vérifier en pratique [11, th. 4.3] :

Corollaire 5.2.1 En remplacant l’hypothése 2 du théoréme 5.2.2 par : .
pour P-presque chaque x € X, il existe e, > 0 tel qu’avec ¢.(c) = f(G(z)), pour
presque chaque ¢ € [0,e,)?, Do,(c) existe au sens de Fréchet et est différent de 0 (i.e.

det(D¢,) #0),

on a toujours
Pfl« A2

Comme il peut étre difficile de trouver une famille de transformations {G,, ¢ € [0, 6]*}
définies globalement sur X, on a recours & une procédure de localisation (c’est ce résultat
en fait qui généralise le théoréme 0.0.2) :

Corollaire 5.2.2 Soient X un espace métrique, séparable, muni de sa tribu Bx, P
une mesure de probabilité sur (X,Bx) et f : X — R? une fonctionnelle donnée par

f(z) = (fi(2), fo(=)).
Supposons que pour P-presque chaque x € X, il existe un voisinage ouvert V(z) de = et
une famille {G,, c € [0,68,)?} de transformations de X tels que :

1. PG;' =5 P;
2. G.(z) — z en probabilité;

8. Pour P-presque chaquey de V(z), il existee, > 0 tel que Ve € [0,¢,)?, Déy(c)
eziste et est non dégénérée, avec ¢y,(c) = f(G.(y)).

Alors, Pf~1 <« A2,
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Comme pour la démonstration du théoréme 4.1.1, la preuve de ce résultat est fondée
sur la décomposition de Pf~! & ’aide d’un certain recouvrement {Vi}ren de X dii 4 la
séparabilité de X et sur le lemme suivant, généralisation élémentaire du lemme 5.1 de
[11].

Lemme 5.2.1 Soient X un espace métrique, séparable, muni d’une tribu Bx et P une
mesure de probabilité sur (X, Bx). Supposons qu’une famille {G.,c € [0,0]?} de trans-
formations de X vérifie :

Ge(x) — z et PG;' 25 P, c— 0.

Alors, pour tout A € By,
PAGgl = Py.

Démonstration du corollaire 5.2.2.
Soit Xp 'ensemble de mesure P(Xy) = 1 des z € X tel que les hypothéses 1, 2 et 3
soient vérifiées.
La séparabilité de X assure qu’il existe un recouvrement {Vi,k € N} de X, par des
+00
ouverts disjoints. On a alors Pf~! = Y Py, f~!. D’aprés les hypothéses du théoréme
k=1
5.2.2, le lemme 5.2.1 s’applique et donne Py, G;! = Py, , pour chaque k. On peut alors
appliquer le théoréme 5.2.2 pour avoir Py, f~! <« A, ce qui achéve la justification.
|

5.2.2 Choix de la famille de transformations

On étudie ici le cas du processus F-emprique, le cas des autres processus est renvoyé en
annexe G. Soient z € D¢ donné par le lemme 1.1.2 pour lequel les maximum et minimum
sont uniquement atteints. Notons {zi,...,z,} les instants de ses sauts, %, j les indices
distincts ol ses maximum et minimum sont atteints.

Soient ¢, = %min25,~5n |z: — zi—1] et ©F, ¢ des fonctions de z;- et z;-transformations
telles que dans la définition 3.1.1. avec des supports dans respectivement [z; — &, T; +£4)
et [z; — €z, % + €4

Pour tout ¢ = (cy, ¢z) € R?, on définit une transformation @n,c de R par
Grolt) =t + 197 (t) + a2 (2). (5.2.1)
On définit alors é’n,c et G, . de la méme fagon qu’en section 3 a partir de (5.2.1) :
én,c : E, — E, par C:'n,c =170 é’\n,c. (56.2.2)

Notons pour y € D, avec (y1,...,yn) € E, associé :

-~

gc = (gC,la .. agC,n) = Gn,C(yI’ v ayn)'
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On définit finalement, la transformation G, par G, = I o é’n,c ol 1,

On voit de la méme fagon que pour le lemme 3.4.1 :

Lemme 5.2.2 Pour P,(f) -presque chaque ¢ € D¢, il existe V(z) un voisinage ouvert de x
tel que pour P,Ee) -presque chaque y € V(z), G, .y atteint son minimum et son mazimum
pour les mémes indices que x pour c assez petit.

5.2.3 Vérification de P,G;! -5 P,, ¢ — 0.

On vérifie d’abord la condition 1 du théoréme 0.0.2 :

En utilisant les expressions similaires aux formules (3.7.1), (3.7.2) correspondant & la
nouvelle famille de transformations considérées et le lemme 3.9.2, on a :

||P,§C)G;’i - Prge)”var = ”PnG;,}; - Pn”var <n “P61+c1 eF&)+e2 wf(61) — P&“var- (5-2-3)

1l reste & estimer || P, 4c, P (E) e 03 (1) — P, |lvar, C'est & dire & évaluer la différence en
variation entre les lois de £ et de g.(£1) ot maintenant g.(t) = x + c19F(t) + o (2)-
Notons que pour 0 < ¢ < ¢g := (z; — z;) — 2¢,, on a

©j (t +cpi(t)) = ¥5(2).
On a alors
HP£1+01 pil)tez 05 (&) — P€1 ”var = ”P§1+C1 of(€1)+eawd (brter wF(61)) — P£1 ”var- (5-2-4)

. var — var —
Or si m, — m et h, — h, comme dans le lemme 3.9.3, on a m,h! — mh™!, on
applique alors ce lemme avec

m= Pfl, my, = PE1+c"<p;‘(£1)1 h(t) = t7 hn(t) =t+ cggof(t)

1

ou ¢}, c§ convergent vers 0. Le deuxiéme membre de (5.2.4) tend vers 0 et par (5.2.3),

on vérifie ainsi ’hypothése 1 du corollaire 5.2.2 dans cette situation.
|

5.2.4 Vérification de G.(z) — z, ¢ — 0 en probabilité

A nouveau par définition des transformations G, il est clair que = et G.(z) ne différent
que sur un intervalle fini. On trouve donc N entier assez grand tel que z(t) = G.(z)(t)
pour t ¢ [-N, N]. Considérons la fonction o, : R — R donnée par

0ult) = t + 1P (2) + ot (2). (5.2.5)
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Un calcul élémentaire donne : o,(t) = 1+ c1(¥f)'(t) + ca(F)'(t). De plus, par définition,
on a i(t) = 0sit & [z — €z, i + €] U [7 — €2, 75 + &4,

oL(t)=1+ca(pf)t) si  tE€[zi— &g Ti+Es;
a(t) = 1+ ca(]) () si t€[z;— &gz +E;
o.(t)=1  sinon.

On vérifie ainsi facilement que o est une fonction strictement croissante pour chacune des
coordonnées c; et ¢, et continue. Puis o.(—N) = —N, 0,(N) = N car N est choisi assez
grand pour contenir les supports de ¢; et ¢; (ce qui donne ¢;(+N) =0, ¢;(£N) = 0).
On a alors o, € Ay et il suit de la définition de la distance dp :

d(Gne(z),z) = inf | sup [z(p(t)) — Gne(z(t))| + sup [t — p(t)]
PEAN |te[-N,N] te N]

< sup |a(0(t)) — Gre(z(®))| + sup [t —o.(t)].
te[—N,N] t€[—N,N]

’

On a alors facilement
|2(0c(t)) — Gre(z(t))| =0 et [t —oc(t)] = |1} (t) + o ()]
donc

[t —oc(t)] < lallei )]+ |eallf (t)]
< e M; + |eo| M;

ol M, = sup,eg |¢§(t)| pour k = 4, 7. Ainsi, Vz € D(R), Vn € N, d(Gp(z),z) — 0,
c—0.
|

5.2.5 Vérification de la troisiéme hypothése du corollaire 5.2.2

On considére la fonctionnelle bidimensionnelle

f(z) = (inf z(¢), supz(t)),

teR teR

on a alors par définition de G, en (5.2.2) et pour y € V(z), voisinage donné par le
lemme 5.2.2 :

¢y(c) = f(Gney)

¢y(c) = (inftelR Gn,cy(t)1 SUD;er Gn,cy(t))a
#(0) = ( minscken —v/AF (e + 1 (ue) + 203 (u)) + (k= /v,
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maXi<k<n —vF (Yk + c19f (Ye) + caf (yx)) + k/ \/7—%),
¢y(c) = (= VnF(yi + i) + (i — 1)/vn, —VnF(y; + 29§ (y;)) + 3//n)-

Les min et max de G,y sont en effet atteints pour les mémes indices 7 et j que pour
z, pour y € V(z) et c assez petit d’aprés le lemme 5.2.2. On en déduit facilement le
jacobien de la dérivée :

|Déy ()| = @F (y:) 5 (y5) p(wi + 10§ (i) (Y5 + 2 (u;))

ol on rappelle que p désigne la densité de la loi des variables considérées &;.
Quitte & restreindre V(x), on peut supposer que

Yi € (Ti—€nTitey) et y; € (T — €5 Tj + Eg),

on a alors ¢f(y;) 97 (y;) # 0. Puis comme p’ > 0 presque partout, on a bien pour presque
chaque ¢

|Déy(c)| # 0.
Finalement, on a vérifié toutes les hypothéses du corollaire 5.2.2 qui s’applique et achéve

de prouver le théoréme 5.2.1.
|

5.3 Cas général des fonctionnelles f(z) = sup,cg V(z(t))

Nous étudions a présent le cas d’une fonctionnelle de type supremum plus générale.
Théoréme 5.3.1 Soit f : D(R) — R définie par f(z) = sup,cg ¥(z(t)) ot ¥ est
une fonction conveze vérifiant ¥ # 0 p.p. Alors, la loi P,f™! de f(&,) est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesque A ot &, représente l’un des quatre processus
étudiés.

La démonstration de ce théoréme repose sur le théoréme 5.2.1 et les lemmes élémentaires
suivants. On se convainc facilement du premier :

Lemme 5.3.1 Soit f la fonctionnelle du théoréme 5.8.1. Alors, pour tout x € D(R), on
a

f(z) = max(¥(z_), ¥(z,))
ot z_ = inf,cr(z(t)) et x4 = sup,er(z(2)).
Lemme 5.3.2 La loi du couple (¥(&,,_), ¥(&n+)) est absolument continue par rapport
a A2
Démonstration : comme ¥’ # 0 p.p., 'application du plan & : (¢, t2) — (¥(t1), ¥(¢2))
est non dégénérée, on a donc Aok™! < Ag. Il suit alors de I’absolue continuité du couple
(én,—, &n,+) donnée par le théoréme 5.2.1 celle recherchée :

PE’".—fgn,+(\Il7 \II)_I << Az-
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Lemme 5.3.3 Soit Q < )\?, alors avec f(z,y) = max(z,y), Qf ! < ).
Démonstration : Ce lemme se démontre simplement en remarquant que pour Z =
maz(X,Y) et un ensemble A de mesure nulle, ona P{Z € A} < P{X € A} + P{Y €
A}. Ce qui est evidemment nulle.
|

Demonstration du théoréme 5.3.1 Comme f(&,) = max(¥(£_), ¥(£+)), I'absolue
continuité de la loi de f(&,) suit des lemmes 5.3.2 et 5.3.3 en remarquant que si Q < \?
alors @f~! < X. On a donc

Pl
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Quelques perspectives sur le processus F-empirique.

Les théorémes 4.1.1, 5.1.1 et 5.3.1 donnent I’absolue continuité des lois des transports
du processus empirique P flg

Comme on I'indiquait dans I'introduction de ce travail, on se trouve alors dans une situa-
tion particuliérement intéressante pour la recherche de convergences en variation de ces
lois. Elles donnent en effet, dans ce cas des théorémes locaux qui renforcent les résultats
du type Donsker-Prokhorov pour le pont brownien.

Commencons par préciser ces résultats :

Définition 5.3.1 (F-mouvement brownien sur [0, 1])

Etant donnée une fonction de répartition F a support [0, 1] et nulle en 0, un F-mouvement
brownien W sur (Q,F,P) sur [0,1] est le processus gaussien, centré, & accroissements
indépendants et de variance F(t). .

Il est facile de vérifier que ce F-mouvement brownien a des propriétés similaires a celles
du mouvement brownien standard.

Définition 5.3.2 (F-pont brownien sur [0, 1])

Ce processus est le processus centré gaussien indexé sur [0,1] de covariance I'(s,t) =
F(sAt)— F(s)F(t).

On voit habituellement ce processus par W; = W; — tW; ou W est un mouvement
brownien. Il est clair que Wy = W; = 0.

Définition 5.3.3 (F-pont brownien sur R)

De facon classique on définit un F-pont brownien Wr sur R comme un « étirement »
d’un pont brownien sur [0,1], c’est a dire que ’on peut utiliser une bijection entre [0, 1]
et R pour obtenir a partir d’un F-pont brownien sur [0,1] a un F-pont brownien sur R.
C’est le seul processus gaussien centré de covariance I'(s,t) = F(s At) — F(s)F(t).

Le changement de temps de R dans [0, 1], déja vu en section 1.1, permet de transformer
un F-processus empirique en un processus empirique uniforme. Ce changement de temps
permet également de passer d’un F-pont brownien W a un pont brownien uniforme
o]

W. On en déduit alors tous les résultats utiles sur les ponts browniens en particulier
l’analogue du théoréme de Donsker-Prokhorov (cf. [2, th.16.4]),

P = Wp, n— +oo, (5.3.1)

ol on rappelle que P désigne la loi d’un F-processus empirique.

En partant de tels types de convergences faibles de processus, Davydov renforce les
convergences des fonctionnelles stochastiques associées Pf~! pour de nombreuses fonc-
tionnelles [11, §18], pour des processus polygonaux. L’objectif d’un travail & venir est de
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généraliser ces résultats dans le cadre des processus empiriques en renforgant (5.3.1) par
un théoréme de type Donsker-Prokhorov

P f-1 2,y p-1 (5.3.2)

pour f dans une large classe de fonctionnelles. Compte tenu des résultats des théorémes
4.1.1, 5.1.1 et 5.3.1, on obtient en fait la convergence des densités dans L*(R) :

dP® -1 gy dWpf-!
é .
p) )
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Deuxiéme partie

Etude des processus ponctuels

86



Chapitre 6

Résultats préliminaires sue les
processus ponctuels

Soient des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (&,)nen & va-
leurs dans R™, de loi F'. On suppose que F' est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue A™ et on notera ¢ la densité de F'.
On associe & ces variables aléatoires deux processus ponctuels :

— les processus empiriques :

1 n
=" > by, W¥neN. (6.0.1)
i=1

— les processus empiriques dilatés (ou binomiaux) :
n
B = ;5{ a) VneN. (6.0.2)
i=

ol {b,}nen est une suite de constantes de normalisation telles que b, — oo et d(a}
représente la mesure de Dirac au point a, sur R™.

On étudie les lois des fonctionnelles f(e,) ou f(8,), définies sur les réalisations des
processus €, et (,. Avant tout, on pose la question de 1’absolue continuité de ces lois et
on I'obtient dans le chapitre 7, théoréme 7.0.2, pour les fonctionnelles homogénes, c’est
a dire telle qu’il existe p € R vérifiant f(cx) = ¢ f(z). Cette classe comporte entre autres
les fonctionnelles caractérisant diverses propriétés géométriques d’une configuration de
points ¢, = {£1, ..., &} ou de ses différentes enveloppes convexes, notées C;(sr).

Il est bien connu, [16] proposition 3.21, page 154, que sous la condition dite de variation
réguliére sur F ( voir (VR), 7?), & savoir : Il eziste une suite de constantes {b, }ner
croisante et tendant vers oo, il existe a > 0 et une mesure finie o sur S ! telle que
pour chaque ensemble B € Bga-1 avec 6(0B) =0, etVr >0 on a

&

e € B el >} = o(B)re.

lim nP{
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(i) Pour a € (0,2), la condition (VR) est celle de appartenance de F' au domaine
d’attraction d’une loi a-stable.

(ii) La condition (VR) implique que b, = n= h(n) o h est une fonction &
variation lente.

(iii) Sous la condition de (VR) les processus 3, convergent faiblement vers un
processus ponctuel poissonnien II, (Riesnick, [16]), c’est & dire

Pn = 114 (6.0.3)

n—oo

ou I, est un processus ponctuel poissonien de mesure de contréle m, = ¢ X pq, Voir
(8.0.3) et p, est une mesure o-finie sur (0, 00) de densité %\—"(z) =az~17@,

Cette convergence explique notre intérét a la deuxiéme question sur la convergence forte,
c’est & dire en variation totale des lois de f((3,) vers celle de f(IL,).

De plus, si f admet une densité notée p, et vérifie parallélement la convergence suivante
Pien) = Pra)y m— 00 (6.0.4)

alors, la loi limite sera aussi de densité notée p.

De plus, de (6.0.4) découle la convergence des densités :

Ll

Pn — P, N — 00, (6.0.5)

c’est & dire, on obtient un théoréme de limite locale pour les fonctionnelles f(G,).

On étudie ce probléme dans la section 8 oit 'on démontre (6.0.4) sous la condition
de variation réguliére forte sur F, ( voir ((FVR), (8.0.7)). Des exemples simples
montrent que cette derniére condition est vraiment nécessaire.

Par la suite, on notera £! = L}R™) = L1(R™, ™).
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Chapitre 7

Absolue continuité du transport par
une fonctionnelle homogéne

Les processus empirigues sont donc définis soit par €,, (6.0.1), soit par 3,, (6.0.2). Tou-
tefois, dans cette section, n étant fixé, le role de b, est moindre, on remarque que ni
b, = 1 et ni le facteur ;11_ n’ont d’effet sur la continuité absolue, on ne les prendra alors
pas en compte pour simplifier les calculs. De plus, comme les fonctionnelles étudiées sont
homogeénes, il est clair que les résultats obtenus sont valables pour ces trois définitions
de processus ponctuels. On considérera donc le processus suivant :

M= 8 (7.0.1)
i=1

Sous ’hypothése de I’absolue continuité de F' par rapport & la mesure de Lebesgue A\™
sur R™, ce processus sera un processus ponctuel simple de support sz, contenant p.s.
exactement n points. On utilise ici et dans la suite la terminologie et les notions de la
théorie standard des processus ponctuels (voir [16], chapitre 3). Il nous sera commode
de choisir comme espace de phase E = R™ \ {0} et comme espace de configurations

K ={5|Ve>0 card{s>xNS(0,¢)°} < oo} (7.0.2)

ou §(0,¢) est la boule ouverte de centre 0 et de rayon €.

On note K, C K la sous famille de configurations finies de cardinalité n. Il est clair que
la loi P, du processus 7, est portée par KC,,.

Définition 7.0.4 Considérons une configuration s = (z1,%3,...) € K et a > 0. On
définit alors la configuration as par ax = (azy,azy,...,).

Définition 7.0.5 La fonction f : K — R (ou f: K, — R) est dite homogéne de degré
p e R\ {0} siVa>0,VxeK,

f(asx) = a® f (). (7.0.3)

Dans la suite, on ne considére que des fonctions f homogeénes continues.
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Voici quelques exemples de fonctions homogénes :
En notant C(sr) 'enveloppe convexe de I’ensemble 3 = {z,,...,z,},

— le diamétre de 3¢ défini par :

¢(>) = sup (d(z,y)) = max(d(&;, &;))- (7.0.4)

I,YyEx

Onap=1.
— le volume de 3 est défini par :
V() = A™(C()). (7.0.5)

Onap=m.
~ L’aire de la surface de s est définie par

S(3¢) = A™1(8C(52)). (7.0.6)
Ici, OA est la frontiére de A. Onap=m — 1.

Théoréme 7.0.2 Soit un processus empirique défini sur R™, par (7.0.1) :

T = Z dge}-
i=1

de loi P, sur K,. Soit f : K, — R une fonction homogéne de degré p # 0 telle que

f(z) #0, P-p.p.
Alors, B,f' < X e laloi P,f~! est absolument continue par rapport ¢ la mesure
de Lebesgue .

Les conditions & ’absolue continuité de la loi P, f~! par rapport & la mesure de Lebesgue
A se limitent & deux hypothéses simples :

(i) f(z)# 0 Py-p.p.
(ii) p#0.

— L’hypothése (i) est vraiment trés naturelle. En effet, s’il existait un ensemble de
mesure non nulle pour lequel on ait f(z) = 0, alors, la loi aurait un atome.

— L’hypothése (ii) semble plus particuliére, toutefois cette condition est indispen-
sable : en effet, supposons p = 0 et f est continue en 0 dans le sens suivant :

|f(3e1) = f(s2)| — O

si dg(311; 35) — 0, ot ’on suppose que dy est la distance de Hausdorff sur K.

Rappel : Distance de Hausdorff Soient A et B deux ensembles fermés com-
pacts. Posons A= {z | d(z,A) < €} oud(z,A) = inf{|z —y| |y € A}.
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Posons alors :
e; = inf{e | B C A%},

es = inf{e | A C B¢}.
On définit la distance de Haussdoff entre A et B par :

dH(A, B) =€ \% €9 (707)

Revenons a présent a ’exemple :

Soit S = {5 € K,, | d(0; ¢) = 1}. Pour tout s € K,,, il existe 77 € S telle que
f(5¢) = |||[" f (3) par homogénéité de f (Il suffit de prendre 3 = %). Comme
p = 0, on obtient alors f(sr) = f(37). Par continuité de f en 0, il devient alors
évident que f est constante sur K,. La loi P, f~! est donc dégénérée.

Si 'on supprime ’hypothése de continuité, le méme raisonnement permet de
choisir une fonction f sur S' non constante. Le débat sur I’absolue continuité
de P,f! devient moins évident.

L’application directe du théoréme 7.0.2 aux exemples cités ci-dessus, nous donne aisé-
ment le corollaire suivant :
Corollaire 7.0.1 Soit la fonction f définie par une des relations (7.0.4), (7.0.5) ou
(7.0.6). Alors, P,f~! < \.
Démonstration du théoréme 7.0.2. Pour démontrer le théoréme 7.0.2, on va revenir

Rm =k, 4 R
(Ela"')gn)'__)x’——_)f(%)

ot R"™ est 'espace R™™ privé des “diagonales” {z; = z; | i, € {1,...,n}}. Ces dia-
gonales sont négligeables puisque F' est diffuse. L’application 7, : R™ — K, est la
projection naturelle qui fait correspondre & l'échantillon (&;)ief1,...n} la configuration

possible .

Si I'on note @, la loi du vecteur (£, ...,&,), on a bien évidemment
P, = Qumt. (7.0.8)
Pof ' = Qury  f 71 = Qu(f oma) ™ (7.0.9)

Puisque ’'homogénéité de f implique celle de f om,, notre théoréme découle directement
du théoréme suivant :
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Théoréme 7.0.3 Soit Q une loi sur R™, absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue Ap,. Soit g : R™ — R une fonction homogéme continue, de degré p # 0, telle

que g(z) # 0, Q — p.p. Alors, Qg < .

Démonstration du théoréme 7.0.3. Elle s’effectue par la vérification des conditions
du théoréme 0.0.2 (th. 5.2, [11]) dont I’énoncé est rappelé ci-dessous, pour la commodité
du lecteur.
Théoréme 0.0.2 (th. 5.2, [11]) Soient (X,d) un espace métrique, séparable, muni
de sa tribu borélienne B(X), Q une mesure de probabilité sur (X,B(X)) etg: X - R
une fonctionnelle. Supposons que pour Q-presque chaque T € X, il existe un voisinage
ouwvert V, de z et une famille {G,, c € [0,&,]} de transformations de X tels que :

1. QG1 fﬁ% Q;

2. G.(z) —Zzen probabilité Q ;

3. Pour Q-presque chaque y de Vs, il existe &, > 0 tel qu’avec ¢y(c) = g(Gc(y))
pour presque chaque c € [0,g,], ¢4, (c) eziste et est non nulle.
Alors, Qf 1 < A

Le moment clef de ce théoréme est existence d’une famille possédant des propriétés
spéciales. Soit ¢ > 0. On construit alors la transformation G, : R™ — R™ par :

Gez)=(1+¢)z, VzeR™ (7.0.10)
Autrement dit, G. est I'homothétie de rapport 14 c.
Comme voisinage, on peut choisir V, = R™. Il reste & présent & vérifier les trois

hypothéses du théoréme 0.0.2.
— La vérification de 2 est immédiate dans la mesure ou G, est définie comme une
homothétie de R™ de rapport 1+ c.
— La vérification de 1 utilise le lemme élémentaire suivant :
Lemme 7.0.4 La loi de QG;! est absolument continue par rapport d la mesure
g 1
de Lebesque ™, de densité q.(z) = (33)™ 9(75)-
Remarque : La démonstration de la convergence en variation de QG;' vers
Q revient alors & démontrer la convergence dans L£'(R!) des densités, soit plus
précisément, & montrer que :
/ 1

t
(1+c
Rm

)" a(155) — alt)] Am(dt) =,0.

Le lemme suivant permet de vérifier ce résultat.

Lemme 7.0.5 Pour toute fonction g dans L'(R'), on a :

[ima) = g 3@ =0

Rm
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en notant T, g(t) = (=)™ 9(:%)-

Démonstration du lemme. On établit ce résultat d’abord par un calcul direct
pour g(z) = [T, ai b (i), pour £ = (z1,...,Zm) € R™. Le lemme devient
alors immédiat dans le cas de fonctions g simples, de la forme de produits des
fonctions ZkN=1 ¢k lia,,b)- Le cas d’une fonction g de L1(R™) découle du fait que
pour tout € > 0, il existe une fonction g, simple telle que ||g — g:|l1 < € ou ’on
note || - ||; 1a norme L£*(R™ A™). Il est évident que par isométrie de I'opérateur
T, on obtient

“Tcg - 9”1 < “Tcg - Tcgeul + ”Tcge - 96”1 + ”95 - 9“1 < 26+“Tcgs - 95”1

En appliquant le cas des fonctions simples, on obtient le résultat.

n
Ce lemme permet de conclure que
—1 var
QG;' 2% Q.

La vérification de 3. ne pose pas de problémes particuliers. Ainsi, pour Q-presque
tout z de R™, et pour tout y de V, on a

#y(c) = 9(Gn,c(v)) = 9((1 + c)y).

Comme g est homogéne de degré p # 0, on a évidemment :
¢y(c) = (1 +c)’g(y). (7.0.11)

D’ou si p # —1,

$y(c) = p(1 + P g(y)
etsip=—1,0ona

¢,(c) = In(1 + ¢)g(y)-

On conclut aisément dans la mesure ou p # 0 et g(y) #0, y € V, = R™.
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Chapitre 8

Convergence forte vers un processus
poissonnien

Dans cette section, on revient aux processus empiriques dilatés (ou binomiauz) définis
par (6.0.2) :

n
=2 Sy
i=1
ol {bp}nen est une suite de constantes de normalisation telles que b, — oo.

Considérons la condition suivante sur F dite condition de variation réguliére (VR) :

Il existe une suite de constantes {b,}necr croissante et tendant vers oo, il existe a > 0 et
une mesure finie o sur S%! telle que pour chaque ensemble B € Bga-1 avec 6(OB) = 0,
etVr>0ona

lim nP

n—oo

On rappelle qu’il est bien connu, [16], page 154, que :
(i) Pour a € (0,2), la condition (VR) est celle de 'appartenance de F' au domaine
d’attraction d’une loi a-stable.
(i) La condition (VR) implique que b, = n= h(n) ol h est une fonction a
variation lente.
(iii) Sous la condition de (VR) les processus (3, convergent faiblement vers un
processus ponctuel poissonnien I, (Riesnick, [16]), c’est & dire

:Bn = Ha (802)

ot II, est un processus poissonnien de mesure de controle
Mo = 0 X lg (8.0.3)

et u, est une mesure o-finie sur (0,00) de densité %(m) = az~ 7@
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On rappelle que I’on a identifié¢ R™\{0} avec S™1 x R; \{0} ot S™ ! est la sphére unité
de R™.

La convergence (8.0.2) entraine évidemment celle des lois de la fonctionnelle f continue
presque sfirement par rapport a la loi du processus Il,, & savoir

L) = Li,)- (8.0.4)

Notre but est de renforcer (8.0.4) jusqu’a une convergence dans un sens plus fort : "en

variation totale"
L) — L) (8.0.5)

L’exemple suivant montre qu’en général la condition de variation réguliére n’est pas
suffisante pour assurer (8.0.4), méme pour des fonctions dites simples.

Exemple. Supposons d =1, 0 = é(13, F(Ry) =1et f(32) = mé—xx{x}
e
La condition (VR) s’écrit maintenant par :

lim nF(1 —rb,) =cor™® , ¥Vr>0. (8.0.6)

n—oo

Si f est la densité de F', alors la densité de f(3,) sera donnée par :
gn(z) = nan"'l(bnx)q(bna:), z € R,.

La densité de f(II) sera dans ce cas représentée par :

q(z) = az %", z€R,.
La convergence (8.0.4) est équivalente & la convergence dans £'(R™) de g¢,, vers g, conver-
gence plus restrictive que (8.0.6).

On introduit alors la condition (F'VR) suivante, appelée condition forte de variation
réguliére :

Pour la mesure p, définie par p,(B) = nF(b,B), B € Brm\{q}, la convergence suivante
a lieu
onfr,00) — Malre0)y V7 >0, (8.0.7)

ot my est donnée par (8.0.5).

Remarques :

(i) La mesure u, est la mesure d’intensité du processus (,.

(ii) La condition (8.0.7) entraine la condition (?7?).

(iii) I est bien connu, voir [15], proposition 3.2.1, que la condition (8.0.7) est
équivalente & la convergence forte des lois des restrictions des processus 3, :
pour chaque D C B(0,7)° :

Lpp = Liigp- (8.0.8)
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Définition de la classe des fonctionnelles.
Considérons & présent un ensemble A C R™ \ {0}. On peut alors définir la projection
Ty: K — Kopar:

Ta(se) =3NA. (8.0.9)

Si A=D, = {z||z| > e}, on posera simplement
TE(J{) = Tpe = 3N De‘

On considére, dans la suite, des fonctionnelles f : X — R vérifiant la condition de locale
dépendance (LD) suivante :

(LD) : Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 et un ensemble ouvert A C K tels que, en posant
B=7;Y(A),ona:

P(B)>1—c¢. (8.0.10)
Vi € B, f(x) = f(T5(3)). (8.0.11)
Remarque : L’application T étant continue, ’ensemble B est ouvert.
Exemples : Soit || - || une norme sur R™ et [ € N,.
1) La fonctionnelle G () = ||zi||, pour 3 = (z1,Z9,...,2;,...) € K, les z; étant
ordonnés dans le sens suivant : |z,| > |zg] > ..., vérifie la condition (LD).

Réellement, il existe C > 0 tel que |z|| < |z| < C||z|| pour tout z € R™.
Choisissons v > 0 tel que P{|z;| > Z} > 1 —¢. Posons A = {s | ||lz;|| > v}

A est un ensemble ouvert tel que A D {]z;| > F}. C’est pourquoi P(A4) > 1 —e.
On a également pour » € A, |z;| > %llzi]| > 3, ce qui donne facilement, si
6 = %, G1(I15(5)) = Gi(3¢). Pour finir, on remarque que A = T;'(A).

2) Pour toute configuration » € K, on effectue le procédé de 1'épluchage :
On note Cy = conv(sr) 'enveloppe convexe de . Il est clair que la frontiére 9C,
ne contient qu’un nombre fini de points de 3. La configuration sr;, définie par
s = x\ {z € %N OCy}, appartient donc & K, on note alors C; = conv(sr).
En itérant le processus, on obtient une suite décroissante {Cy, Cy, ...} des enve-

loppes consécutives.
Il faut supposer que la mesure o est telle que le cone convexe engendré par le

support de o est R™. Considérons la fonctionnelle G, définie par :
Ga(3¢) = A™(Ci(50)), » €K,

ol Ci(3) est la ™ enveloppe convexe de s. Il existe § > 0 suffisamment petit
tel que P{B(0,8) C Ci(3¢)} > 1 — e. En prenant A = {5 | B(0,68) C Ci(sr)}, on
obtient aisément : A est ouvert, P(A) > 1—¢, V3 € A, Go(Il5(3¢)) = Ga(3¢). Ce
qui prouve que G, vérifie la propriété (LD).

3) De la méme fagon, on pourrait vérifier la propriété (LD), pour les fonctionnelles

Gs(32) = A™"HAC)(5)) ou G4(5) = diam ().

Notre principal résultat est le théoréme suivant :
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Théoréme 8.0.4 Soit (£,)nen des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, a valeurs dans R™, de loi F', de densité q par rapport a la mesure de Lebesgque
Am. On associe a ces variables aléatoires une suite de processus empiriques dilatés définis
par (6.0.2)

Bu=D Sa
=1

0U {by, }nen est une suite de constantes de normalisation.

On note P, la loi du processus B, sur K et on suppose que F' vérifie la condition (FVR).
Soit 11, le processus Poissonien limite, de loi P, de mesure de contréle o X p.

Soit f une fonctionnelle sur K vérifiant la condition de locale dépendance (LD).
Alors,

P, f 155 Pf Y, n— oo

Remarque sur les hypothéses du théoréme 8.0.4

Dire qu’une fonctionnelle f vérifie une condition de locale dépendance signifie que selon
un certain “épluchage” des configurations, I'image de configuration » ne dépend que
de son comportement "loin de 'origine". La démonstration montrera que cet épluchage
n’a qu’'un role partiel et que 'on peut en changer. Par exemple, on peut concevoir
aisément une suite de boules carrées, d’ellipsoides,... Seule la vérification de la condition
Ve > 0,Vs, f(3) = f(T.(5)) sera nécessiare.

Démonstration : Choisissons § > 0 et A C K de telle maniére que les conditions de
(LD) soient vérifiées. On remarque que I’on a

A = ||P.ft = PFY <A + Ay + A

en posant :

A1 = “Pnf_l - n,Bf—IHa
Ay = ||Popf™ = Paf7,
Az = ||Pf™ — Pef™'|,
otl B =T;'(A) et up est la restriction a ’ensemble B de la mesure u.
Par définition, A3 = ||[Pf~! — Pgf~!||. Ainsi, on a
Az = ||Pgef Y <e. (8.0.12)
De la méme maniére, on obtient aisément A; = |[|P.f™! — P,pf !l < 2 P.{B%}.

Comme BF est fermé, en appliquant le théoréme du portmanteau, ([2], théoréme 2.1,
page 16 ), on obtient

limA; < 2 P{B%. (8.0.13)
Par définition, Ay = ||P,5f™ — Psf~!|. Ainsi, on a
Ar < [|(L)gaips — (L)maipsll- (8.0.14)
Les estimations (8.0.12), (8.0.13), (8.0.14) et la propriété 8.0.8 entrainent A — 0.
n—00
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n
Corollaire 8.0.2 Pour les fonctionnelles G,, Gs et Gs, on a la convergence :

P.G' & PG

Corollaire 8.0.3 Supposons que la fonctionnelle f est homogéne et vérifie la condition
de locale-dépendance (LD) et que F vérifie la condition (FVR). Alors, Pf~1 < .

L’exemple suivant montre qu'’il existe des fonctionnelles appartenant & I’ensemble des
fonctionnelles homogénes H pour lesquelles la continuité absolue de Pf~! n’a pas lieu :

Exemple : Pour s = (z1,2,,...) € K, en supposant |z;| > |z2| > ... on pose :

) =a (2% Hmint (¥l
|$1I k—o00
oil ¢ : S™ ! — R est une fonction mesurable.
On rappelle que ’on a noté P la loi du processus poissonien limite, de mesure de contréle
X l4o. Dans ces conditions, il n’est pas compliqué de prouver que P-presque surement :
li,rcn{ki |zk|} = 1. C’est pourquoi f est bien définie P-p.p., non continue partout et homo-

géne de degré 1. Remarquons que c’est bien grace a la partie "liminf" que ’on obtient
I’homogénéité de degré 1. Sans elle, la fonction est homogéne de degré 0.

Sous P, la loi de I—;_LI est I—U—(g;‘;_—l—)—l En supposant que o est équivalente & la mesure de
Lebesgue sur 8!, on remarque que quelque soit la loi @ sur R, on peut choisir la
fonction ¢ de telle maniére que la loi de q(ﬁi—l) soit (). Par conséquent, la fonctionnelle
f est homogéne de degré 1 de loi donnée (), pas absolument continue.

Remarque : En analysant la démonstration du théoréme, on remarque que le role de
R? est moindre. Il est évident alors que qu’on peut généraliser le théoréme 8.0.4 & un
espace X polonais quelconque. Toutefois, la continuité absolue de la loi commune F n’a
pas de sens, puisqu’il n’y a pas de mesure de Lebesgue sur X. 11 suffit de supposer que
sa loi est diffuse (non atomique).
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Annexe A

Les espaces D? et DI sont fermés

Lemme 2.4.1 : D¢ est fermé dans D(R).

Démonstration : Pour montrer ce résultat, considérons une suite {zx, k € N} d’élé-
ments de D qui converge vers z € D(R).
Notons {zi,...,z7} € E, la famille des sauts de zy.

Commencons par constater que les sauts de z sont d’amplitude 1/4/n :

Soit to 'instant d’un saut de z d’amplitude 6,(¢o) strictement inférieure & 1/4/n; soit
To = [|to|] + 1, on a dgy(zm, ) — 0. Soit £ < (1//n — b,(t0))/2 fixé, il existe mg € N,
tel que pour tout m > myq on trouve A, ,, € Ap, avec

sup |z(t) — Tm(Aemt)] < e, sup |Acmt —t| <e
te[—To,To] te[—To,T0)

Avec t =ty € [-Tp, T, on a

5z(t0) — 2 S 5Im ()\etO) S 5$(t0) +2e < 1/\/’1;,
par choix de €. Comme nécessairement, 8, (Aemto) € {0,1/4/n}, on a &, (Acmto) = 0.
On a alors 6,(ty) < 2¢, ce qui méne & ,(tg) = 0 lorsque € — 0. Ceci est absurde.

Si maintenant ¢y est l'instant d’un saut de z de module strictement supérieur & 1/4/n,
avec Ty = [|to]] + 1, on a encore avec € < (6,(to) — 1/4/n)/2, 'existence de mg € N tel
que pour m > mg, on a A, € Ag, avec

sup |z(t) — zm(Aemt)| <o, sup |Acmt —t] <e.
te[—To,To) te[—To,To)

En particulier,
1/\/5 < 6a:(t0) — 2 S 53:,,. ()\s,mto)a
ce qui est absurde car d,,, (Aemto) € {0,1//n}.

La fonction z a donc tous ses sauts d’amplitude 1/4/n, notons les t; < -+ < ty. Soit
T = [max;<n |zi|]] + 1 et A, € A7 tel que quand m — +oo,

sup |z(t) — zm(Amt)] = 0, sup |A,t—1t| — 0.
te[—T,T) te{—T,T)
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En particulier, on a 4., (Amt) — 8:(t) - 0, m — +oo et pour t; € {t1,...,tn}, OD
constate que pour m assez grand on a

8o (t:) = 8. Omts) = +1/v/m.

Do A\pti € {Zm1y. -1 Tmn} t = 1,...,N. Comme Ay, croit et Z,; < -+ < Tmn, il est
facile de constater que N = n et Apti = Zpm;. On a alors VE € (i, tit1], Tmi < Amt <

Tm,it1 €t comme
Im(Amt) = —vVnF(Ant) +i/vn,

et A\t — t, par continuité de F, il suit
z(t) = —/nF(t) +i/v/n.

Finalement z € D¢,
Lemme : D? est fermé dans D(R).

Démonstration : Ce lemme est une adaptation du cas "simple". Il suffit simplement

d’adapter la derniére étape.
|

Lemme : D? est fermé dans D([0, 1]).

Démonstration : Pour montrer ce résultat, considérons une suite {zx, k € N} d’élé-
ments de D, qui converge vers z € ID([0, 1]) au sens de la distance uniforme.
Notons {mk, z3} € E, la famille des sauts de zy aux instants :

La continuité de z et la convergence uniforme permet de conclure que z € Di.
|

Lemme : D3 est fermé dans D([0, 1] x R).

Démonstration : Considérons une suite {zx, k € N} d’éléments de D? qui converge
vers z € ([0, 1] x R).
Notons {x}c, e ,xz—l} € R*! la famille des sauts de zy.

L’idée est de décomposer le segment [0,1] en intervalles [Z, ZE). Sur chacun de ces
intervalles, z; est bien définie avec exactement j sauts d’amplitude - 7
Ainsi, & ug fixé, {zx(uo, t),t € R} est la trajectoire typique d’un processus F-empirique.
On a

zx(uo, t) — z(uo, t) k — o0.

En reprenant la démonstration du lemme 2.4. 1 on montre que {x(uo,t),t € R} posseéde,
sur [£, 1], exactement j sauts, d’amphtude =. Cela revient & dire que sur [£, ) xR,

T est de la forme :

2,200 e fadai™)

z(u,t) = ——j—F(t) + ﬁ u€ [~

N
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Ainsi, il est clair que z € D3
Donc, I}, est fermé.
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Annexe B

Distance de Skorohod

B.1 Espaces de Skorohod

Lemme 2.1.1:
Soient z,y € D([-T,T]), S < T tels que z(t) = y(t) pour t € [-T,T]\ [-S,S], alors
d[—T,T] (xa y) S d[——S,S] (:17, y) .
Démonstration : Soit ps € Ag, on construit pr € Ar comme suit :
_ [ oslt) site[-S,S]
prit) = { t  site[-T.T]\[-S,S].

On a

di-r7)(z,y) < sup 1z(t) — y(er(t)| + sup lor(t) —t|.

Orsi [t 2 S, on a pr(t) = t done supyyer |pr(t) —t| = supyes lor(t) —t) et y(pr(®)) =
y(t) = z(¢). Tandis que si |t| < S, on apr(t) = ps(t).
On a donc supjy<r [2(t) — Y(pr(t))| = supjy<s |(t) — y(ps(t))| et il suit

di-r,7(z, y) < sup |z(t) — y(ps(t))| + sup |ps(t) —t|.
jt<s jtl<5

En optimisant par rapport & ps € Ag, on obtient dj_r.7)(z,y) < d_s,s(z,y)-
|

Lemme 2.1.2 :
Soient z,, € D([-T,T)) tels que z, — x dans D([-T,T]) et S <T. On suppose que x
n’a pas de saut dans les points —S et S. Alors

zp — z, dans D([-S,S]).

Démonstration : Soit p, 7+ € Ar tel que

sup |z,(t) — z(pp,r(t))| + sup |ppr(t) —t| — 0, p — 4o0.
jtI<T [tI<T
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Comme p, 1 — id, pour p assez grand on peut définir

tzl’ = lnf{t I (ta pP,T(t)) € [_Sa S]Z}a
t5 = sup{t | (¢, pp,r(t)) € [-S, S]%}.
Soit é, — 0, notons s} =t} + J, et s = t§ — 6.
On définit alors p, s € Ag comme suit :
linéaire entre (—S, —S) et (s, ppr(s)),
pp,S(t) = pp,T(t) site [311)7 812)]’
linéaire entre (s5, p, r(sh)) et (-5, S),

Remarquons que £, — —S en effet sinon soit ¢, := lim,#} > —S. 1l existe une sous suite
telle que t’l’l — t;; pour p’ assez grand, on a alors t’l" > 31;—5 > —S et par définition
de t’l’l, on a pour t €] — S, -tl;—s], (t, pp.7(t)) & [, S]? donc py r(t) < —S, ce qui nie
Ppr(t) — t>—S.
On a donc Iim, # < =S or lim, &} > -5 d’ou #} — —S; de la méme fagon, on a
th — S, p— +oo.

On a maintenant,

di—s,s)(z, Tp) < sup |zp(t) — z(pp,s(t))| + sup |t — pp,s(t)].
[t1<S <8

Or d’abord supy<s [t — pp,s(t)| =
HMX<SW>H-¢%dﬂL sup |t —pps(t)], sup H“ﬂﬁ“”)
te(s?,sh] —5<t<sh sh<i<S

et comme

pour t € [sY, 5] 1 pp,s(t) = ppr(t)
pourt € [-S,s7]: pps est linéaire donc sup |t — pps(t)| < |8 — pp7(sT)]

—8<t<sy
pour ¢ € [s5,5]:  pps de méme sup |t — pps(t)] < |55 — ppr(sh)|
sh<t<S

on a finalement
sup |t — pp,s(t)| < sup |t — ppr(t)] — 0, p— +oo.
tI<S lt<T

Puis

sup |zp(t) — z(pp,s(t))| < sup |zx(t) — z(pp,r(t))| + sup |2(op7(t)) — z(0p,s(t))|-
ltI<s lt|<s tl<s
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Le premier terme tend vers 0 et le deuxiéme est égal &

sup |z(ppr(t)) - 2(pps(t))] (B.11)

te[-S,s7]uUs8,S5]

Or comme pour t € [-S,s7], on a

pps(t) € =S, ppr(s1)] et |ppr(t)+ 5| < sup |pp.r(t) — 2| + |57 + S,

on a pp s(t), pp,T(t) € [_S - (Iszl) + S|+ Supy <t lop(t) — tl)v -S+ (ls’l’ + S|+ Supj¢|<T oo, (t) — tl)
Donc, pp,S(t)) pp,T(t) - [—S — Qp, =S+ ap]'

avec ap — 0. En désignant par h — w,(t, h) le module de continuité de z en ¢, on majore

alors (B.1.1) par w;(—S, ap) V wz(S, o). Par continuité de z en —S et S, on a alors

sup |z,(t) — z(pp,s(t))| = 0, p — +oo.
jt1<8

Finalement, ds(zp, ) — 0 quand p — +o0.

|
Lemme 2.1.3 :
Soient z,, x € D(R) tels que z,(t) = z(t) pourt & [-T,T]. Si x n’a pas de sauts en les
points de NN [T, T), alors, on a

di-71)(Zp,z) = 0 <= dr(zp,z) = 0.

Démonstration : Si dg(z,,z) — 0 quand p — 400 il est clair d’aprés (2.1.2) qu'en
particulier dj_r7)(zp, ) — 0. Réciproquement, si dj_7,71(zp, ) — 0 et z,(t) = z(t) pour
t & [-T,T], d’aprés le lemme 2.1.1, on a di_ix(2p, z) < dj_171(Zp, Z) pour tout k > T
et par le lemme 2.1.2, di(z,,z) — 0, p — +o00 pour k < T car = n’a pas de saut en
—k, k. On a alors

1 di_ , 1 di- ns
daap ) = Y ekt 2) | 5 L _drn(en2)

k<t ﬁ 1+ d[-—k,k] (iEp, iL') g ﬁ 1+ d[_T,T](:vn, CL‘) )

Le premier terme est une somme finie de termes majoré par dj_r71(Zp, z), le deuxiéme
est majoré par dj_7.1)(Zp, z)/2%, qui tend vers 0.
|

B.2 Critéres de convergence sur les D,

B.2.1 Pour le processus F-emprique

Lemme 2.3.1 :
Pour P¢-presque chaque z € D¢ on a pour toute suite (Tpm)men de (DS, dy) :

D7 D(R)
Ty — T <= In; — ZI.
m—+o00 m—-+00
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Démonstration : Notons zp, 1 < -+ < Ty, les sauts de zp,, 21 < - -+ < z, ceux de z.

> Sens direct : on a pour tout i < n : |Tpmi — & < d(Tm,z) — 0, m — +oo. Soit
N = [|z1| V |za]] + 1, il existe mo tel que Vm > mo, V1 < i < n, |Zmi — 2] < 1. En
particulier, z,,; € [N, N]Vm > my, 1 <4 < n. Il est clair alors que

VE< =N, zn(t) = —vnF(t) = z(t)
Vt > N, zn(t)=—vnF(t)+vn=z(t).

D’ol Z/{_n,Nje = Zm/[—N,n]- €t on conclut alors pour I’ensemble P,-presque sir des z sans
sauts dans NN[—N, N] : le lemme 2.1.3 donne en effet dans ce cas quand m — +o00,

d[—N,N] (xm, CE) -0 <= dm(il)m,$) — 0.

> Sens indirect : soit & nouveau N = [|z;| A |z,|] + 1.

On déduit de dr(zm,z) — 0 que di_y n)(Tm,z) — 0.

Pour ¢ < (ming;{|z; —z;|} A1//n), il existe mqg tel que pour m > mq, di—n,n)(Zm, Z) <
€. En particulier, il existe A € An tel que pour |t| < N

0 < 8(t) — 26 < 8, (Aemt) < 8a(t) + 2,
[Aemt — t| < e
A chaque instant z; d’'un saut de z est associé un saut de z,, en A, mz;. Les A i
sont tous distincts par choix de £ et sont dans [N, N]. Par croissance de A m, on a

facilement, A mZ; = Zim. On a donc z; ,, — x;, m — 400 pour tout i. Par le lemme

2.2.1, on a alors d(z,,z) — 0.
||

B.2.2 Pour le processus F-emprique pondéré

Lemme 2.3.2 :
Pour PP-presque chaque z € DP. on a pour toute suite (Zm)men de (D2, d,) :
DX D(R)
Ty — T <~ Ty — .
m—+00 m——+o0

Démonstration : Notons zp,1 < -+ < T, les sauts de z,, 21 < -+ < z, ceux de z.
> Sens direct : on a pour tout i < n : |Tp; — 2] < d(Zm,z) — 0, m — +oo. Soit
N = [|z1| V |za]] + 1, il existe mg tel que Vm > mg, V1 < i < n, |Zm; —z;] < 1. En
particulier, z,,; € [-N, N]Vm > mp, 1 < i < n. Il est clair alors que

Vi < =N, zn(t)=—C F(t) = z(t)

Vit > N, zn(t)=—-C,F(t)+C, = z(t).
D’oli Z/{_N,Nje = Tm/|-n,N]c €t on conclut alors pour 'ensemble P,-presque sdr des z sans
sauts dans NN [N, N] : le lemme 2.1.3 donne en effet dans ce cas quand m — +oo,

di-nN(Zm,T) = 0 <= dgr(Tm,z) — 0.
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> Sens indirect : soit & nouveau N = [|z1| A |z,|] + 1.

On déduit de dg(zm,z) — 0 que di_n,N)(Zm, ) — 0.

Pour & < 3(ming;{|z;—z;|} A1/y/n), il existe mq tel que pour m > mq, dj—n N (Tm, T) <
€. En particulier, il existe A, ,, € An tel que pour |t| < N

0 < 6,(t) — 2 < bz, (Nemt) < 0,(t) + 2¢,
[Aemt —t| < €.

A chaque instant z; d’'un saut de z est associé un saut de z,, en A nz;. Les A nz;
sont tous distincts par choix de € et sont dans [—N, N]. Par croissance de A, On a
facilement, A; mz; = Z;m. On a donc z; ,, — z;, m — +oo pour tout i. Par le lemme

2.2.1, on a alors d,(z;,z) — 0.
]

B.2.3 Pour le processus F-quantile

Lemme 2.3.3 :
Pour P2-presque chaque z € DI on a pour toute suite (Tm)men de (D2,d,), on a :
(i)
DY, U
Tm —> T = Iy — L.
m—+00 m—+oo

(1)

u D([0,1])
Ty —™ T =— L, — T
m~-4-00 m—-+00
(i)
D([0,1)) D7
Ty — T = Ty — I
m—<400 m—+00

, u _ .
On aura noté que — signifie la convergence uniforme.
m—<400

Démonstration :
(i) On veut montrer ici que :

Tm % T = Inp i) .
m—+00 m—+00
jgit ¢ )el [0,1]. On & |z(t) — Zm(t)| = |(—vRF (1) + V/nz;) — (—/AF(t) +

Posons z,; et zm s les amplitutes des sauts sur 'intervalle ou se situe ¢. On a
alors évidement : |z(t) — zp(t)| = | — VRF(t) + Vnz; — /NZmt + V/NTmy —
VNTmit + VTmiz + VRE () — V/nTm,i)|-

Ainsi, on obtient |z(t) — Zm(t)| = |VnZmt — VNZmi)| = VP|Tmt — Tmi)l-

ou alors, |z(t) — zp,(t)] < VRmax; |Zm — Tm,;)l|-
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Or, par définition, on a © est une fonction définie par ©(Z) = rlmgl
#j
Comme Y ¢, |Z; — Tmi| + |©(21,...,Zn) —OZm1,- -, Tmn)| — 0, ou en par-
ticulier |z; — Zm;| — 0, il devient clair que sup,¢(o, ) |Z(t) — Zm(t)| — 0.
(ii) I faut démontrer que

U D([0,1})
Ty — I = Iym — X
m—-+4oo m——+00

Ceci est trivial dans la mesure ou la convergence uniforme est plus "forte".
(iii) On cherche & prouver que

D([0,1]) D3
Tm — I = Iym — T
m——+o0 m—+00

P D([0,1]) I
De maniére équivalente, la convergence z,, .z signifie que
m—+00

d(z,z,) = min {%;maxfie{l,...,n} |lz; — mm,il} — 0.

m—+00
Il devient alors Vi € {1,...,n}, |z; — zmi| — O.
m—+00
Or,

T — Tmi| T |Zj — Tm,j
Ie(wlj'--7xn)—@(xm,l, .’L'mn)l <Z| m"’l | J m)]l.

oy :L‘—:L‘Jme, xm,jl

ol les dénominateurs sont évidemment non nuls.
Done, 30 1 |%i — Tmil + |©(z1,- -, Zn) — O@m1y - -y Tmpn)] — 0.

m—+00
]
B.2.4 Pour le processus F-séquentiel

Lemme 2.3.4 : Pour P:-presque chaque z € D on a pour toute suite (Tn)men de

(wa dn) :

D7 D([0,1{xR)
Ty — T < Iy — T
m—+00 m——+0o0

Démonstration : Notons ;1 < *++ < Typp—1 les sauts de T, 71 < -+ < T ceux de

z.

> Sens direct : on a pour tout i < n : |Ty; — x| < d(ZTm,z) — 0, m — +oo. Soit
= [|z1| V |za|] + 1, il existe mo tel que Vm > mg, V1 < ¢ < n, |Zp; — ;) < 1. En

particulier, z,; € [N, N] Vm > mg, 1 <7 < n. Il est clair alors que

vuell, It < —w, xm(t)=—%F(t)=.x(t)
vue 2,250, viz N, ) =~ F(0) + = = a(t).

vn vn
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D’otl z/p,1jx[-N,Njc = Zm/[o,1]x[-N,N]c €t on conclut alors pour I’ensemble F,.-presque stir
des z sans sauts dans NN [—N, N] : le lemme 2.1.4 donne en effet dans ce cas quand
m — 400,

dio1[x[-N,N)(Tm,T) = 0 <= dp1jxr(Tm,z) — 0.
> Sens indirect : soit & nouveau N = [|z1] A |z,[] + 1.
On déduit de djo,1jxr(Tm, ) — 0 que djo,1)x[-N,N](Tm, T) — O.
Pour € < %(mini#{lm,-—zjl}/\l/\/ﬁ), il existe mq tel que pour m > my, djg 1jx[~N,N](Tm, Z) <
¢. En particulier, il existe A.,m € Al-n,n] tel que pour [t| < N, (on n’utilise pas la varia-
tion en "u".),

0 < 6(t) — 2e < bq,,,(Aemt) < 02(t) + 2¢,
| Aemt — t| < €.

A chaque instant z; d’'un saut de z est associé un saut de z,, en A.,,z;. Les A, nz;
sont tous distincts par choix de € et sont dans [-N, N]. Par croissance de A, m, on a
facilement, A ,Z; = Z; . On a donc z;,, — z;, m — +oo pour tout 7. Par le lemme

2.2.1, on a alors d(zy,,z) — 0.
n

110



Annexe C

Convergence en loi

Lemme 3.9.2 :
Soient ¥; et u; des mesures sur X;, i = 1,2, on a la relation (3.9.1) a savoir :

“VI X Vg — py X /1'2”'uar S ”V2 - /1'2”'uar”V1 Ivar + “Vl - Hl”var”/"Z”var-

Démonstration : Etant donnée (A,), une partition mesurable de X; x X5, on a

Y 1 X va(An) = 1 X pa(An)|

<) i x va(An) — w1 X pa(An)| + D |1 X pa(An) — 1 X pa(An)]- (C.0.1)
Or on estime le premier terme de (C.0.1) par :
|1 X vo(An) — 11 X ua(A4y)| = ‘/ 14,dv1dvs —/ 14, didus
X1xX2 X1% X2
< / / 14, (71, 22) dvp — / 14,(z1, 7o) duz| dlui|
Xh X2 X2
< [ balna) = aln) i
X1
avec Ap y, les ensembles traces des A, sur {z;} x X,. Il suit
> o1 x va(An) = v1 X pia(An)| < vz — pzlloar 121 [lvar- (C.0.2)

En raisonnant de la méme fagon, on majore le deuxiéme terme de (C.0.1) comme en
(C.0.2) et on en déduit (3.9.1).
|

Lemme 3.9.4
Pour tout réel c, la loi du vecteur (&1 +c@(&1),...,&n+c@(€,)) est une mesure a
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densité, i.e. P G— <K A", ot la fonction ¢ est une fonction de t-transformation définie
au paragraphe 3. 1.

Démonstration : Soit g. la fonction sur R, définie par g.(z) = z + ¢ ¢(x). On déduit
facilement de la définition 3.1.1 de ¢ que g.(z) = 1+ c¢'(z) # 0 p.p. Ainsi, pour tout
i €{1,...,n}, laloi ; de g.(&) = & + c p(&;) est absolument continue par rapport a .
Or, le vecteur

an,c(fl, ceey En) = (€1 +c 80(51)7 o ,gn +c <P(§n))

a ses coordonnées indépendantes et identiquement distribuées. Donc, sa loi PG;’IC est

une loi produit absolument continue par rapport a A",
[ |

Lemme 3.9.7
En reprenant les notations définie dans le paragraphe 3.9, page 52, pour

ge : T— T + cp(z)

et pour tout
(yla ey Yig—1, Yip+15 - - - ,yn),

on a
-1
m=yii¢io)gc .

QnG;,lcln¢=yii#io = (QHG;,%)lﬂi=y’i‘i9éia)gc- b= (Qn

Démonstration : On remarque que dans ’énoncé de ce lemme, on fixe n — 1 variables.
Ainsi pour simplifier la démonstration, on notera les n-uplets par (z,%) pour 7 un (n—1)-
uplet et z le réel subissant la transformation G, .

Soit h une fonction mesurable sur R x R*1,

Il est clair que 'on a :

| w9 QG;idadg) = [ [ ha7) QS (da)Fiep)
]R'n. n—1
ol F est la loi de densité p®"~! et Qg est la loi @), transporté par G, . & y fixé.

D’un autre point de vue, on a

| he.) Q@i dedr) = [ o+ oo(a), ) QUzdy)

Par la définition de la loi conditionnelle, en notant Q5 est la loi @), & y fixé, on a
h(a: 7) QG;4( dzdy / i /h(z+cg0(x) ¥) Qy(dz)F (dy)

ce qui se tradult facilement par

| @9 Q6:4( dody // (@,5) @ 97 (d)F(d0)
QG

Ainsi, par identification, il est clair que Qy g;! =
[ |
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Annexe D

Inf, sup et voisinage

Nous allons reprendre et démontrer les lemmes relatifs & 1’existence de voisinage ouvert
d’une trajectoire possible £ de chacun des processus empiriques pour lequel toute tra-
jectoire y et sa transformée G, .y admettent leurs extréma pour les mémes indices que
ceux de z.

Les démonstrations proposées sont trés proches et pourront semblées redoudantes. Elles
sont toutefois proposées dans leur intégralité.

D.1 Cas du processus F-empirique.

Lemme 3.5.1 : Maximum d’une trajectoire

Pour P )-presque toute trajectoire x € D%, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V,, de
x tels que : Ve € (—¢,¢e), Yy e V,, z, 4 et Gn,cy atteignent leur maximum respectif pour
le méme indice i € {1,...,n}. Plus précisemment, = atteint son mazimun pour l’instant
de saut x;, y dans linstant y; et G,y dans Uinstant y; + co(y;).

Démonstration : Comme P{§; =&, i # j} = 0, il est facile de voir que ’ensemble des

S ID)Sf) qui atteignent leur maximum en un unique point est P( )—presque slir. Soient
z € DY un tel élément et i indice unique tel que max;cr(z(t)) = —AF(z;) + i//n.
Soit

< 3min (~VAF(@:) +i/VR) — (~VAF(z;) + /VR)
Par continuité de F en zi,..., Z,, soit §; > 0 tel que
|z — ;] <26 = |F(z) — F(z;)| <8/v/n.
Notons Us, = {y € D%| |y; — z;| < 6,1}, voisinage ouvert de z d’aprés le lemme 2.5.1.
D’apres la preuve du lemme 3.4.1, pour tout ¢ < ¢p := minjci<p—1 |Tit1 — Zi|/4M, ou

M, = sup, |¢(2)], on a pour y € Us,, Goy € Uss,

On a d’abord max; G, .(y(t)) = maxi<j<n(—+/nF(F;) + j/+/n), puis, comme |§; — z;| <
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251 .

— VnF(§;) + j/Vn < 6 + (—V/nF(z;) + j/v/n)
— VnF (@) +i/vn > =8 + (=v/nF(z;) +i/v/n) 2 § + (—v/nF(z;) + j/\/n),

on en déduit que le maximum de Gy, .y est atteint pour I'indice i, facilement pour ¢ = 0,
on obtient le résultat pour y.

|
Lemme 3.5.2 : Infimum d’une trajectoire
Pour P,ge) -presque toute trajectoire x € D%, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V, de
z tels que : Vc € (—¢,€), Vy € V,, z, y et G, oy atteignent leur infimum respectif pour le
méme indice j € {1,...,n}. Plus précisément, cette notion signifie x atteint son infimum
pour Uinstant de saut =; sur lintervalle [x;_1,z;) et vaut précisément —/nF(z;) + J;;-—nl,
y dans Uinstant y; et Gpcy dans Uinstant y; + cp(y;).
On propose ici une démonstration directe des lemmes "infimum". Toutefois, il a été mon-
trer que 'existence des infimum dépend de ’existence des maximum et d’un changement
dans la définition des trajectoires.

Démonstration : Cette démonstration s’effectue en trois points :
— Existence et unicité de 'indice j pour lequel x atteint son minimum.
— Exitence du voisinage de x satisfaisant les conditions du lemme.
— Correspondance de l'indice pour y et G, cy.

Démontrons ces trois points & présent,
— Existence et unicité de l'indice j pour lequel z atteint son minimum. Par défi-
nition, la trajectoire est P,ge)-presque surement de la forme :

2(t) = —/AF(t) + # Czi), i€{0,...,n—1}

ol F est continue avec F' > 0, g = —00 et T3 = +00.
Ainsi, sur chaque intervalle [z;, z;1+1), = est décroissante strictement. Par consé-

quent, minser z(t) = minie(i,..n ( —+/nF(z;) + 1—\7;—1) Comme P{¢ = &, © #
j} =0, il est facile de voir que ’ensemble des x € Dt qui atteignent leur maxi-
mum en un unique point est PS-presque slir. Soient z € D¢ un tel élément et j
Pindice unique tel que mingg(z(t)) = —/nF(z;) +i//n.

— Exitence du voisinage de z satisfaisant les conditions du lemme. Us, = {y €
Dg | |y; — x| < 61}, est un voisinage ouvert de = d’aprés le lemme 2.5.1, section

2.5.
— Correspondance de l'indice pour y et G, cy. Soit
5 < % min (—v/AF(z;) + L) - (—vaF(e:) + =2)
T 2 g 7 n Ym0
Par continuité de F en z1, ..., Z,, soit 4; > 0 tel que
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Ainsi Us, est un voisinage ouvert de z d’aprés le lemme 2.5.1. D’aprés la preuve

du lemme 3.4.1, pour tout ¢ < ¢ := minjci<n_1|Tit1 — &i|/4M, ou M, =
sup, |¢(t), on a pour y € Us,, Gey € Uss;,.
On a d’abord

-1

min Gr,o(y(t)) = lréliisnn(—\/ﬁF(gj) + Z'W)),

puis, comme |§; — z;| < 26y, on a:

—VRF@) + i7__1) > —§ + (—v/nF(z;) + %)),

| =

et

i1 j—1 j—1
—V/nF () + 7) > 6+ (—v/nF(z;) + —\/—ﬁ—)) > —/nF(z;) + —\7'7—1—)-
On en déduit que le minimum de G,y est atteint pour l'indice j, facilement
pour ¢ = 0, on obtient le résultat pour y.
|

D.2 Cas du processus F-empirique pondéré.

Les deux lemmes suivants sont de simples adaptations des démonstrations des lemmes
précédents en remplagant /n par C, et /7 par C;.

Lemme 3.5.3 : Maximum d’une trajectoire

Pour P,S” ) -presque toute trajectoire x € DP, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V, de
z tels que : Ve € (—€,€), Yy € V,, z, y et G,y atteignent leur mazimum respectif pour
le méme indice i € {1,...,n}.

Plus précisemment, cette notion signifie x atteint son infimun pour instant de saut z;
sur lintervalle [z;_1,z;) et vaut précisément —C,F(z;) + C;j_1, y dans linstant y; et
Ghn,cy dans Uinstant y; + co(y;).

lemme 3.5.4 : Infimum d’une trajectoire

Pour PP -presque toute trajectoire x € DP, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V, de
z tels que : Ve € (—¢,€), Vy € V, z, y et Gp oy atteignent leur infimum respectif pour
le méme indice j € {1,...,n}.

Plus précisément, cette notion signifie x atteint son infimum pour l'instant de saut z;

sur Uintervalle [z;_;, ;) et vaut précisément —C,F(z;) + C;—1, y dans Uinstant y; et
Ghn,cy dans Uinstant y; + cp(y;).
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D.3 Cas du processus F-quantile.

On rappelle que ’on se limite & un intervalle [a, b] C (0,1).

Lemme 3.5.5 : Maximum d’une trajectoire

Pour Péq)-presque toute trajectoire z € DI, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V,
de x tels que : i € {1,...,n}, Vc € (—¢,e), Vy € V,, z, y et G,y atteignent leur
mazimum respectif pour le méme réel ty égal soit a a, soit a ;l’-

Démonstration : Soit = une trajectoire possible, z € D?, restreinte & ’intervalle [a, b].
Comme P{§ = &;, i # j} = 0, il est facile de voir que I’ensemble des z € D¢ qui

atteignent leur maximum en un unique point est P,Sq)-presque sfir, ce maximum est
atteint soit en a, soit en un des points * dans [a, b], mais V'indice est unique et vérifie

max (2(2)) = max{—\/ﬁF‘l(%) b VAT —VAF-Ya) + Az, 1},

t€(a,b]

N st g ig g+l
ou z;, est le saut au point o tel que a € (—T‘Ll, —“n—]

Us, = {y € D?| |y; — z;| < &1}, est un voisinage ouvert de z d’aprés le lemme 2.5.1,
section 2.5.

Il reste & montrer que G, .y et y atteingnent leur maximum soit en a soit en riw et au
méme point que .

— Supposons que z atteint son maximum en a.
Soit

6 < %miin (=vnF~!(a) + —v/nTi,11) — (—\/EF_I(%) + —V/nziy)).

Le minimum s’enttend pour les i tels que £ € [a, B).
Par continuité de F en z,,...,Z,, soit 6; > 0 tel que

|z — ;] <26, = |F(z) — F(z:)| < 6/v/n.
Pour U g\/L, voisinage ouvert de z d’aprés le lemme 2.5.1, ¥4 € (Ts41— %, Tiv1+
6 n
7R

Aisément, on a Vi tel que £ € [a, ],

i 1 - 1,0
Gn,cy(:’;) = —\/T_ZF_I(;)) +—vnyin < —vnF l(ﬁ)) + —V/nZiy1 +6.
Or, par définition de 4,

VAP R 48 < —RF @) + VR — &
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et, on a —y/nTi,+1 — § < v/ny;’+1. Ceci prouve que Vi tel que £ € [a, b],

ncy( ) < Gn Cy(a)

On en déduit que le maximum de G, .y est atteint pour l'indice ¢, facilement
pour ¢ = 0, on obtient le résultat pour y.

— Supposons que z atteint son maximum en ':I
11 suffit de reprendre la démarche pour

6 < %min(@a , 6;)

= (—\/EF_I(%) +VnZiy1) - (—vnF~(a) + Vnzip1),
et

6; = min ((—\/EF_I(%) +Vnzi) - (—\/EF-I(%) + V/nzis1)).

J#i
|
Lemme 3.5.6 : Infimum d’une trajectoire

Pour P,Eq) -presque toute trajectoire x € DI, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V, de
z tels que : Ve € (—¢,€), Vy € Vo, z, y et Gp oy atteignent leur infimum respectif pour
le méme indice j € {1,...,n}.

Plus précisemment, cela signifie que z atteint son infimun sur lintervalle [j — 1, 7) Na, b]
et vaut précisément —/nF71(b) + zjv/n ou —/nF (L) + z;/n.
Démonstration : Cette démonstration s’effectue en trois points :

— Existence et unicité de I'indice j pour lequel z atteint son minimum.

— Exitence du voisinage de x satisfaisant les conditions du lemme.

— Correspondance de l'indice pour y et G cy.

Démontrons successivement ces trois points
— Existence et unicité de l'indice j pour lequel z atteint son minimum.
Par définition, la trajectoire est Py, (@ -presque surement de la forme :

() = —VAFYt) + zavi , te [L2Eh,

)
)
non
ou F est continue avec F' > 0.
Ainsi, sur chaque intervalle [z;, z;1+1), T est décroissante strictement.
Par conséquent,

min x(t)z( min —vaF-1(:

t€la,b] ie{l,...,n}

z+1

) o —yrE (2 )+x,.,,\/ﬁ) |
Comme P{§; = &;, i # j} = 0, il est facile de voir que ’ensemble des z € D qui

' attelgnent leur maximum en un -unique pomt est P(q)-presque sir, soit en b, soit
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— Exitence du voisinage de x satisfaisant les conditions du lemme.
Us, = {y € DY} |y; — zj| < &1}, est un voisinage ouvert de z d’aprés le lemme
2.5.1, section 2.5.

— Correspondance de l'indice pour y et G, cy.
Il reste & montrer que G, .y et y atteingnent leur minimum soit en b soit en 71;,
mais au méme point que z.

— Supposons que z atteint son minimum en fl-
Posons my = —/nF~'(1) + z;1/n. Soit

1 . .
§ < i (—VAFT) + o) —my 5 (—VRFT0) + ) = my)).
Ainsi Us, est un voisinage ouvert de z d’aprés le lemme 2.5.1. D’aprés la
preuve du lemme 3.4.1, on a pour y € Us,, Gey € U%.

On a d’abord, pour tout % # j tels que £ € [a, B],

1
n

—VREN D) 4 Gi/m) > —VAF L) + /) -
Or, par définition de 4, on a
~VAFNE) 4 i/ > 6+ (~VAF(D) + 25vm)
et . .
—VAFN(Z) + §iv/R) > —VaF (D) + Vg
De méme, on montre que

—VRE0) + 5 > —VAF (D) 4 vl

on en déduit que le minimum de G, .y est atteint pour l'indice 7, facilement
pour ¢ = 0, on obtient le résultat pour y.
— Supposons que z atteint son maximum en b.
On utilise la méthode précédente avec

§ < gmin (~VAF(2) + /) = (—VAFI0) + 29).

m
D.4 Cas du processus F-séquentiel.

Lemme 3.5.7 : Maximum d’une trajectoire
Pour Pfgs)-presque toute tragectoire x € I, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V, de
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x tels que : Ve € (—¢€,¢€), Yy € V,, z, y et G oy atteignent leur mazimum respectif pour
le méme couple d’indices (i,5) € {1,...,n}%

Plus précisemment z atteint son mazimun sur le segment [%, 7%1) x{xl}, y dans Vinstant

1,2y {41} et Gpey dans Uinstant [L, 22 x {y! + cp(y])}.

Démonstration : Comme P{¢; = &;, i # j} = 0, il est facile de voir que I’ensemble

des z € D} qui atteignent leur maximum en un unique point est P(S)—presque str.
Soient z € ]Ds un tel élément et (3, 7) 'unique couple d’indices tel que max;er(z(t)) =
F(zJ ) + J5- Le maximum est atteint sur [Z, 1) % {z;}. Soit

1 ) j ; ) [
§< = P+ L) - (——=F(z
2(kg1;2’]){( \/’ﬁ ( 1,)+ \/’l—l) ( \/ﬁ (xk)+
Par continuité de F en zi, soit 6 > 0 tel que

o — 2kl < 28, > |Fla) — F(a)| < /v

Alors, Uy; est un voisinage ouvert de z d’aprés le lemme 2.5.1, pour tout ¢ < ¢p :=

k
)

miny<;<n—1 |Tit1 — Zi|/4M, ot M, = sup, [¢(t)|, on a pour y € Uélj, Gy € U253'

On a d’abord max; Gy .(y(t)) = max(k,l)(-—l;F(ﬂfc) + %), puis, comme |7} — zt| < 26, :

- Lrgh+ j-<«s+( J=F e )+%>

NG , .
_J J j .
@) + f > =6+ (— ﬁF(rZ) f —=F(zy) +

_),
vn vn vn
on en déduit que le maximum de G,y est atteint pour 'indice (¢, j), facilement pour
¢ = 0, on obtient le résultat pour y.

—) >0+ (-

|
Lemme 3.5.8 : Infimum d’une trajectoire
Pour P )-presque toute trajectoire x € D, il existe € > 0 et un voisinage ouvert V,, de
z tels que : Ve € (—¢,e), Yy € V,, z, y et Gncy atteignent leur infimum respectif pour
le méme couple d’indices (k,1) € {1,...,n}>.

Plus précisemment, cette notion signifie T atteint son minimun pour linstant de saut z;

sur le segment [£, 5£1) x {z¥} et vaut précisément —%F (@) + %—T%

Démonstration :
— Existence et unicité de 'indice (i,j) pour lequel z atteint son minimum. Par
définition, le minimum de la trajectoire est P,(f)-presque surement de la forme :

l
inf z(u,t) = min ———F(x
(w,t)€[0,1)2 1) (l,k)E{l,.,.,n}x{1,...,l}{ vn (Thsa) + \/’}
ou F est décroissante et continue avec F' > 0, zf = —oo et z},; = +o0.

Ainsi, sur chaque intervalle [£, Z£1) x [¢],2],,), = est décroissante strictement.
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Comme P{§; = &;, i # 5} = 0, il est facile de voir que ’ensemble des = € D? qui
atteignent leur maximum en un unique point est P;-presque sir. Soient z € D?
un tel élément et (%, ) 'indice unique.

Exitence du voisinage de z. U, est un voisinage ouvert de z d’aprés le lemme
2.5.1, section 2.5.

Correspondance de l'indice pour y et G, cy. Soit -

1 ) [ k-1 j R |
= 2 (k,gﬁf%,j) ((—\/—ﬁF(zZ) + 7;;—) - (—%F(xf) + 7 ))

0

Par continuité de F' en zf, soit 6. > 0 tel que
|z — zi| < 26, = |F(z) — F(z})] < é/v/n.

Soit §; = mingy dL. Ainsi U;, est un voisinage ouvert de z d’aprés le lemme
3.4.1, pour tout ¢ < ¢p := minj<i<p—1 |Tit1 — | /4M, o0 M, = sup, |¢(t)], on a
pour y € Us,, Gey € Uy, -

On a ainsi aisément :

l - k-1 l k-1
—ﬁF(y,’c) + ‘77-1:— > —6 + (—WF(xi:) + '—ﬁ)’
et . .
_%F(y}c) + k\/'ﬁl >6+ (- ﬁF(wf) + 3\/—51‘)

Ce qui se traduit par
—— —_— > ——F1; —
Jal @)+~ > — R @) + 7

On en déduit que le minimum de G, .y est atteint pour le couple d’indices (¢, j),

facilement pour ¢ = 0, on obtient le résultat pour y.
|
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Annexe E

Transport de type intégrale

E.1 Preuve du théoréme 4.2.1

Le principe de la démonstration du théoréme 4.2.1 repose sur la vérification des hypo-
théses du théoréme 0.0.2. Le choix de la famille de transformations données en (3.3.3) va
nous assurer la vérification des deux premiéres hypothéses de ce théoréme, c’est ’objet
des sections 3.9 et 3.8.

Il ne reste qu’a vérifier la troisiéme hypothése.

Rappelons qu’on considére f de type intégrale donnée par
VyeD,, f(y)= /R h(y(t)) q(t) dt.

On considére z fixé dans un ensemble P )-presque sir et y dans le voisinage V' (z) associé
a z par le lemme 3.4.1. Notons toujours {y1,...,yn} € E, instants ordonnés des sauts
de y € D2, A; les intervalles |y;, yi+1] avec yo = —00 et Y1 = +00.

Comme sur chaque intervalle A;, y € DP est bien connue, on peut préciser 1’écriture de
f de la facon suivante :

=3 /A h(~CaF(t) + Co) a(9) dt (E.11)

On cherche & évaluer ¢ (c) pour ¢,(c) = f (Gnc(¥))-

Commengons par évaluer f(Gresaly)) — £(Gaely)) POUT y € V(2) avec aluin) # 0 (cf
hypothése 4 du th. 4.2.1).
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Remarquons que par choix de V' (z), ¢(vi,) # 0 (car pour y € V(z), d’aprés le lemme
3.4.1, y;, € A,,, intervalle ol ¢ est strictement positive par définition).

Comme on s’intéresse a4 une limite pour d — 0, on peut supposer que les intervalles
0i(d) == [yi + c p(v:),¥i + (c + d)p(y;)] sont disjoints (éventuellement, on échange les
bornes de ces intervalles pour les avoir dans le bon sens).

Ainsi, f(Gnesa(¥)) — f(Gno(w)) =

zn: / &i[h (CaF(t) +C;) — h (CaF(t) + Ciiy)] q(2) dt (E.1.2)
=15(d)

avec €; = %1, selon la position relative des points y; et y; + ¢ ©(¥;).
Revenons maintenant au calcul de

¢;(c) _ ii_{% f(Gn,C+d(y))d— f(Gn,C(y))'

On déduit de 'expression (E.1.2) que ¢;(c) = limg_o I (h, q,, ¢, d), avec
1 n
In(h,q,9,c,d) = 5 3 | / & [h(—CaF(t) + Ci) — h(—CuF(t) +Ci-1)] a(t) dt.
i—1 Y 0i(d)

On obtient alors facilement que la limite de chaque terme de la somme précédente est
donnée par : quand d — 0,

= h(=CoF(t) +Ci) q(t) dt — q(vi)e(¥i)h (—CaF(yi + cp(yi)) +Ci) -

d Jsi(a)

En utilisant cette expression, on a alors ¢ (c) =
> " eig(@)o(@s) B (—CaF (yi + c 0(v:)) + Ci) — b (—CoF(y: + c o(%:)) + Cica)]
i=1

Or, rappelons que la fonction ¢ a été choisie de fagon que

0 si t¢Ti,— € Tip + E2l,
o(t) = ; o .
> 0 S1 t E]xzo Ezy m‘lo + E-’l?[‘

Comme y € V(z), on a y; € A; et par choix de ces intervalles :
Yi E)Tig — €z, Tig + €[ € Yig E|Tio — Exy Tig + Ex[-
On a donc p(y;) = 0 ssi i # o et p(yi) > 0.

Il suit ¢(c) =
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EiOQ(yio)cp(yio) [h' (_C'nF(yio t+c ‘p(yio)) + Cio) ~h (_CnF(yio +c Qp(yio)) + Cio—l)] .

Notons & présent,

4={ter j h(~CaF(t) +C) = h(~CaF () + Cit) } .

Pour conclure, il suffit maintenant de voir A(4;,) = 0.
Or d’aprés ’hypothése 5 du théoréme 4.2.1 :

Ms eR|h(s+1/v/n)=h(s)} =0.

En utilisant alors le changement de variable s(t) = —/nF(t), comme F'(¢) > 0 p.p.,
on a §'(t) < 0 p.p. et donc As™! < X d’ot on déduit A(A4;,) = 0. On satisfait ainsi la
troisiéme hypothése du théoréme 0.0.2 et achéve la preuve du théoréme 4.2.1.

|

E.2 Preuve du théoréme 4.4.1 : Vérification directe

Le principe de la démonstration du théoréme 4.4.1 repose sur la vérification des hypo-
théses du théoréme 0.0.2. Le choix de la famille de transformations données en (3.3.5) va
nous assurer la vérification des deux premiéres hypothéses de ce théoréme, c’est 1'objet
des sections 3.9 et 3.8. Il ne reste 4 nouveau qu’a vérifier la troisiéme hypotheése :

Pour P\ -presque chaque y de V,, il existe gy > 0 tel qu’avec ¢y(c) = f(G.(y))

presque chaque c € [0,¢,), ¢, (c) existe et est non nulle.

Rappelons qu’on considére f de type intégrale donnée par : Vy € DS,
$@ = [ hlowt) aut) dadu)
[0,1[xR

On considére z fixé dans un ensemble P,gs)-presque str et y dans le voisinage V' (z) associé
4 z par le lemme 3.4.1.

Notons toujours {y1,...,¥n} € E, instants ordonnés des sauts de y € D2, A; les inter-
valles Jy;, yi+1] avec yo = —00 et yYpy1 = +00.

Comme sur chaque intervalle A;, y € D, est bien connue, on peut préciser 'écriture de
@y(c) == f(Gn,(y) de la fagon suivante :

-1

Vit <ﬁ(y’+1) j ;
é,(c) = ZZ / / —TF(t) ZPa(w . (B21)

=0 i=0 y’+c¢p(y )
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On choisit ¢ comme une fonction de z,_;-transformation, définie par la formule 3.1.1,
ainsi, on remarque que par choix de V(z), ¢(yn—1) # 0 et Vi # n, p(y;) = 0.

L’équation (E.2.1) met donc en évidence que ¢,(c) est une somme dont seulement deux
termes dépendent de c. Ceci permet de comprendre le lemme suivant :
Lemme E.2.1 Pour tout y € V, et pour tout c € (—¢,€), on a

¢y(c) = ¢1 + P2 + b3 + P4

avec

=3 JT 1'»']+1 1
&= ZZ/ / h(———F( )+ \/'ﬁ) q(u, t) dtdu,

j=0 i=0
Z/ R0+ ) a(w)
F(t) + —=) q(u, t) dtdu,
z—-O v ! \/ﬁ
y,+1 #yn_
y”_l#yn—l

y‘0+1 n -1 i()
b5 = / / F(t) + %) g(u, t) dtdu,
1+c<p(yn—1) \/ﬁ \/ﬁ

Yn—1+cp(Yn—1) n—1 19 — 1
be = / / _WF(t) ) t) dtdu,

10 1
ot 1o est la place de y,-1 dans le classement des y; dans l’ordre croissant.
Démonstration : On décompose ¢,(c) sous la forme (E.2.1) en quatre intégrales selon
les produits suivants :
- [Oa 1] [0 n-l ]
- [nr_; ’ ] [O xzo—l et [n ] [xz;i-ll’l]’
=L x [z Z,+11]
[n ] [x‘l.o 1R 1,0 1]
et 'on obtient le résultat souhaité puisque, sur les deux premiéres zones, p(y;) =

0.
n

Lemme E.2.2 Pour touty € V; et pour tout ¢ € (—¢,¢€) ; la fonction ¢y(c) est dérivable
et l'on a:

(0= oluncr) [t (1= =) =1 (0] /_ Qs + cplynr)) du (B22)

outy = __\/__F (Yn-1+cp(Yn-1))+= f, si l’on note 1 est la place de Y,y quand on range

les y; dans l'ordre croissant.
Démonstration : La dérivabilité de la fonction ¢ et la forme de ¢; (c) se déduit des
formules de dérivation d’intégrales de fonctions dérivables construites sous un paramétre.

124



Pour finir la vérification, on applique donc ce lemme en posant

n—1 ’io

to=— 7n F(yn—1+ co(Yn-1)) + ﬁ’

¢y(c) = [h (to - %) —h (to)] /1 (, Yn1 + p(yn-1)) du.

Or, ’hypothése (4) assure que a1 q(uy Yn—1 + c@(yn—1)) du # 0.

Finalement, ’hypothése P{h(u) = h(u + %)} = 0 permet d’assurer que l’ensemble
{toeR | h (to - \/iﬁ) = h (tp)} est de mesure nulle, on a ainsi ¢;(c) # 0 pp.

On satisfait ainsi la troisiéme hypothése du théoréme 0.0.2 et achéve la preuve du théo-

réme 4.4.1.
|
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Annexe F

Transport de type suprémum

F.1 Etude du cas particulier f(z) = sup,g z(t)

F.1.1 Transport d’un processus F-empirique

Théoréme (5.1.1) : Soit f : X — R définie par f(z) = sup,cg z(t). Alors, la loi
P f1 de f( ,(f)) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque ).

Démonstration du théoréme 5.1.1

La démonstration réside en la vérification des hypothéses du théoréme 0.0.2. La famille
de transformations utilisées étant la méme qu’en section 3, les deux premiéres hypothéses
ont déja été vérifiées en sections 3.9, 3.8 pour les fonctionnelles de type intégrale.

Pour vérifier la troisiéme hypothése du théoréme 0.0.2, on utilise de nouveau la famille de
transformations {G, ., ¢ € R} de Dg, donnée en section 3. Pour cela, d’aprés le lemme
1.1.2, on choisit z € D¢ dont le maximum est atteint pour un unique indice ¢ et on
considére {Gy, ., c € R} définie a ’aide d’une fonction ¢ de z;-transformation.

On a ¢y(c) = f(Gne(y)) = sup,cg Gne(y). Par définition, si elle existe, la dérivée est
donnée par

.1
#(c) = 1im = |Sup G era(u)(8) — 5up G e (u)() |
— teR teR

d
Pour connaitre 'image de y € D¢, par une transformation Gy, il suffit de spécifier les n
instants de ses sauts. Rappelons qu’a y € D¢ est associé (y1,...,¥n) € E, et qu’alors y

est donné par (1.1.4). Notons
‘v’i=1,...,n, Qc,izyi"'cw(yi))
v= (?jc,l, oo agc,n)-

Comme on ne s’intéresse qu’a ¢ — 0, les propriétés sur la conservation de 'ordre des
(Deny - - - Yen) restent valables (cf. lemme 3.4.1).

Comme G, .(z) est une fonction définie par ses sauts g. = (Jc1,- - -, Je,n), cONtinue et
décroissante sur chacun des intervalles [{c,, §c,i+1], On constate facilement que pour toute
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fonction y € DE pour tout réel ¢, on a G, .(y) € DS et

By(c) = max {—\/my,. +eolw) + %} |

1<i<n

On a Panalogue du lemme 3.4.1, voir annexe précédente :
Lemme F.1.1 Pour P,ge) -presque chaque x € D%, il existe V(z) un voisinage ouvert de

z tel que pour Pr(f) -presque chaque y € V(z), G,y atteint son mazimum pour le méme
indice que T pour c assez petit.

Lemme F.1.2 Soient

S = {t e R| F'(t) eziste et F'(t) > 0},
Xg={x€Dn|V1§z'§n, z; € S}

La densité de la loi commune des & est donnée par

Mw={§w)z%i% (F.1.1)

De plus, p® -presque stdrement, une fonction x de D¢ n’a de sauts que sur l’ensemble
S, c’est & dire que P(Xg) = 1.

Démonstration : L’égalité (F.1.1) est claire, la seconde partie vient de :

Vk € {1,...,n}, P{§k€3}=/pdk+/ 0dr=1.
<X c

Ainsi, les trajectoires sont presque siirement & sauts dans <.
[ |

Reprenons, & présent, la justification de la vérification de la troisiéme hypothése du
théoréme 0.0.2 : soit y € V(z) voisinage de z donné par le lemme 3.4.1, pour tout ¢ réel,
on a

¢;(C) = limg_o 7,13 [SupteR Gn,c+d(y) — SUPyer Gn,c(?/)] )
#(c) = limao § [{—vAF @ + (c+ do)) + 2} — {~VAF (@ + cow)) + 3z ]]

ou ¢ est I'indice commun pour lequel Gy, .1+4(y) et Gn o(y) atteignent leur maximum et ¢
est une fonction de z;-transformation.

On a facilement,
8,() = —vlim = [Py + (c + d)p(u)) — Py + e o).

Un calcul élémentaire de limite permet de vérifier que pour tout y € V(z) et c€ R

¢y (c) = —vnp(y) F'(yi + c p(%:)-
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Comme y € V(z), y; est voisin de z; avec ¢(z;) = 1, on peut supposer avoir choisi V(z)
dans la preuve du lemme 3.4.1 tel que ¢(y;) > 0 pour y € V(z). Puis comme F’' > 0
p-p., on a bien p.p., ¢/, (c) # 0, le théoréme 0.0.2 s’applique et donne P, f~! < A, ce qui
achéve la preuve du théoréme 5.1.1.

[ |

F.1.2 Transport d’un processus F-empirique pondéré

Théoréme 5.1.2 : Soit f: X — R définie par f(z) = sup,eg z(t). Alors, la loi PP f1
de f (ff,p )) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgque .

Démonstration : Le cas du processus empirique pondéré est de nouveau une générali-
sation immeédiate du cas du processus empirique. Pour cela, il suffit de faire une simple
adaption.

]

F.1.3 Transport d’un processus F-quantile

Théoréme 5.1.3 : Soit f : X — R définie par f(z) = sup,cg z(t). Alors, la loi P9 f-1

de f (5,({1)) est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue A.

Démonstration : La démonstration réside en la vérification des hypothéses du théoréme
0.0.2. La famille de transformations utilisées étant la méme qu’en section 3, les deux
premiéres hypothéses ont déja été vérifiées en sections 3.9, 3.8. Pour cela, d’aprés le
lemme 1.1.2, on choisit z € D! dont le maximum est atteint pour un unique indice ¢ et
on considére {Gn ., c € R} définie & ’aide d’une fonction ¢ de z;-transformation.

On a ¢y(c) = f(Gnc(y)) = sup;egr Gnc(y). Par définition, si elle existe, la dérivée est
donnée par

L1
¢;,(c) = lim [sup Ghn,cra(y) — sup Gn,c(y)] .
d—0 d | teR teR
Pour connaitre I'image de y € DY par une transformation G, ., il suffit de spécifier les n

instants de ses sauts. Rappelons qu’a y € DY est associé (yi, . ..,¥n) € E, et qualors y
est donné par (1.3.4). Notons

Vi:lv"'any ﬁc,i=yi+C‘P(yi),
?:, = (gc,l, LR a?:/c,n)-
Comme on ne s’intéresse qu’a ¢ — 0, les propriétés sur la conservation de l'ordre des

(D15 - - - » Ye,n) restent valables.(cf. lemme 3.4.1).

Comme G, .(z) est une fonction définie par ses sauts §. = (Jc1,---,Jen), Continue et
décroissante sur chacun des intervalles [{, §c,i+1], On constate facilement que pour toute
fonction y € D pour tout réel ¢, on a Gn(y) € DY et

1<i<n

$,(c) = max {—\/ﬁF(y,- + o) + 7%}
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On a ’analogue du lemme 3.4.1, voir annexe précédente :

Lemme F.1.3 Pour P -presque chaque = € D, il existe V(z) un voisinage ouvert de
z tel que pour P -presque chaque y € V(z), G,y atteint son mazimum pour le méme
indice que T pour c assez petit.

On a donc

¢(c) = max (= +nF7 (k) + VnZwur + cv/nli(to))-

toE{a,l'?-}

Par simple dérivation, on a

#(6) = max (vilk(a) ; V().

On a bien p.p., ¢,(c) # 0, le théoréeme 0.0.2 s’applique et donne Pif~! <« ), ce qui
achéve la preuve du théoréme 5.1.3.
]

F.1.4 Transport d’un processus F-séquentiel

Théoréme 5.1.4 : Soit f : X — R définie par f(z) = SuPye(o 1) ter Z(u, t). Alors, la loi
P 71 de F(£9) est absolument continue par rapport i la mesure de Lebesgue \.
Démonstration : La démonstration réside en la vérification des hypothéses du théo-
réme 0.0.2. La famille de transformations utilisées étant la méme qu’en section 3, les
deux premiéres hypothéses ont déja été vérifiées en sections 3.9, 3.8 pour les fonction-
nelles de type intégrale.

Pour vérifier la troisiéme hypothése du théoréme 0.0.2, on utilise de nouveau la famille de
transformations {Gy.c,c € R} de D2, donnée en section 3. Pour cela, d’aprés le lemme
1.1.2, on choisit z € D¢ dont le maximum est atteint pour un unique indice 7 et on
considére {Gp ., c € R} définie & l’aide d’une fonction ¢ de z;-transformation.

On a ¢y(c) = f(Gr,c(y)) = supyer Gnc(y). Par définition, si elle existe, la dérivée est
donnée par

1
/ . - _
¢y(c) = lim - Sup Gr,cra(y) sup Gne(y)| -

Pour connaitre 'image de y € D par une transformation Gy, il suffit de spécifier les n
instants de ses sauts. Rappelons qu’a y € D$ est associé (y1,...,¥n) € E,. Notons

Vi——-ly"')'nﬂ Z}c,i=yi+C‘P('!/i)>

y= ('gc,la oo agc,n)-

Comme on ne s’intéresse qu’a ¢ — 0, les propriétés sur la conservation de l'ordre des
(Fe1s - - - s Uem) Testent valables.(cf. lemme 3.4.1).
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Comme G, .(z) est une fonction définie par ses sauts §. = (¥e1,---,Jen), COntinue et
décroissante sur chacun des intervalles [§., §ci+1), on constate facilement que pour toute
fonction y € DS pour tout réel ¢, on a Gn(y) € D? et

W)= ea B | TR Oh+eotub) + 2 L

T R DE{L e} X {1k}

Un calcul élémentaire de limite permet de vérifier que pour tout y € V(z) et c € R

j . . ,
4() = = T=pF ] + e o))
Comme y € V(z), y] est voisin de x] avec ¢(z]) = 1, on peut supposer avoir choisi V (z)
dans la preuve du lemme 3.4.1 tel que ¢(y]) > 0 pour y € V(z). Puis comme F' > 0
p.p. On a bien p.p., ¢ (c) # 0, le théoréme 0.0.2 s’applique et donne POf1 « ), ce

qui achéve la preuve du théoréme 5.1.1.
|
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Annexe G

Absolue continuité du couple
(inf &, sup &p)

G.1 Cas du processus F-emprique pondéré

On prouve dans cette section le théoréme suivant :

Théoréme G.1.1 Soit &(Lp ) un processus empirique de loi F' admettant une densité p,
la loi de (inf;cg ¢® (t), sup;er £P)(4)) est absolument continue par rapport & la mesure de
Lebesgue 2.

G.1.1 Choix de la famille de transformations

Soient z € DP. donné par (1.2.1) pour lequel les maximum et minimum sont uniquement
atteints. Notons {z,,...,,} les instants de ses sauts, 7, j les indices distincts ou ses

maximum et minimum sont atteints.

Soient £, = %mingsisn |z; — xi1| et pf, o} des fonctions de z;- et z;-transformations

telles que dans la définition 3.1.1. avec des supports dans respectivement [z; —é&,, T; + €]
et [ZE]‘ — &g, X5 + E:z].

Pour tout ¢ = (1, ¢ca) € R?, on définit une transformation @n,c de R par
G clt) =t + 12 (t) + e’ (2). (G.1.1)

Pour le processus F-empirique pondéré, on définit alors én,c et G de la méme facon
qu’en section 3 & partir de (5.2.1) :

Gney(t) = —C. F(@t) +Ci sit € (Jeis Yeyit1] (G.1.2)
ot on note Vk € {1,...,n} G = Gnc(yk)-

On voit que ’on a aisément le lemme suivant :
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Lemme G.1.1 Pour P,Ep ) -presque chaque x € DP, il existe V(z) un voisinage ouvert
de x tel que pour P )-presque chaque y € V(z), Gny atteint son minimum et son
mazimum pour les mémes indices que T pour c assez petit.

var

G.1.2 Vérification de P,G,; — P,, ¢ — 0.

On vérifie d’abord la condition 1 du théoréme 0.0.2 :

En utilisant les expressions similaires aux formules (3.7.3) et (3.7.4) correspondant a la
nouvelle famille de transformations considérées et le lemme 3.9.2, on a :

Hprgp)G;,lc - Prgp)”var = ”PnGr_L,lc — Fallvar <m ”P€1+c1 ef (61)+e2 o (61) — Pe |lvar- (G.1.3)

11 reste & estimer || Fe e, o2 (61)+c2 v3(61) — Ferllvar, C’est & dire & évaluer la différence en

variation entre les lois de £, et de g.(§1) ol maintenant g.(t) = = + c1¢}(t) + o} (2).
Notons que pour ¢ = (c1,¢2) tel que Vi € {1,2}, 0 < ¢; < ¢p := (z; — ;) — 24, on a

@5 (t + cpi (t) = ¥5(2).
On a alors

|IP§1+c1 ©F(€1)+e2 o3 (&) — Pellvar = | Peytex ©f (E1)+capf (Cate1 9F(61)) — Pe,llvar- (G.1.4)

5 var - var o
Or si m, — m et h, — h, comme dans le lemme 3.9.3, on a m,h,;! — mh™!, on

applique alors ce lemme avec
m = Pgl, my = P51+C'f¢f(51)7 h(t) =i, hn(t) =1+ ngOf;(t)

ou c}, ¢y convergent vers 0. Le deuxiéme membre de (5.2.4) tend vers 0 et par (G.1.3),

on vérifie ainsi I’hypothése 1 du corollaire 5.2.2 dans cette situation.
[ |

G.1.3 Vérification de G.(z) — z, ¢ — 0 en probabilité

A nouveau par définition des transformations G, il est clair que = et G.(z) ne différent
que sur un intervalle fini. On trouve donc N entier assez grand tel que z(t) = G.(z)(¢)
pour t ¢ [-N, N]. Considérons la fonction o, : R — R donnée par

0ult) = t+ cagf (1) + e (1), (G.15)

Un calcul élémentaire donne : o;(t) = 1+ c1(f)'(t) + ca(F)'(t). De plus, par définition,
on a pi(t)=0sit¢&[r; — &g, Ti + &) U [ — €5, 25 + &4,
olt)=1+c(ef)t) si  t€ [z — e, T+
oo(t) = 1+ ca(}) (2) si t € [z; — €xy Tj + €45
oi(t) =1 sinon.
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On vérifie ainsi facilement que o, est une fonction strictement croissante pour chacun
des deux c; et continue. Puis o.(—N) = —N, 0,(N) = N car N est choisi assez grand
pour contenir les supports de ¢; et ¢; (ce qui donne @;(+N) =0, ¢;(+N) =0). On a
alors o, € Ay et il suit de la définition de la distance dy :

d(Gne(2),2) = inf | sup |z(p(t)) — Gre(z(t))|+ sup |t — p(t)]
PEAN | te[-N,N] te[—-N,N]
< sup |2(0c(t) — Gae(z(®))|+ sup |t —oc(t)]-
te[—N,N] te[-N,N]

On a alors facilement
|2(0c(t)) = Gro(z(@)] =0 et [t — ac(t)| = |erpf () + caf ()]
donc

|t = ac(t)] leall@f ()] + leall (2)]

<
< e M + |ea| M

ot My = sup,g |@i(t)] pour k = i,j. Ainsi, Vz € D(R), Vn € N, d(Gp(z),z) — 0,
c— 0.
]

G.1.4 Vérification de la troisiéme hypothése du corollaire 5.2.2

On consideére la fonctionnelle bidimensionnelle
flz) = (%glga:(t), stlelg z(t)),

on a alors par définition de Gp. en (G.1.2) et pour y € V(z), voisinage donné par le
lemme G.1.1:

¢y(0) = f(Gney)
= (inf Gpcy(t), sup Gny(t))
teR teR

= (minlgcsn ~CoF (y + 197 (yx) + 29§ (yk)) + Cr-1,

maxi<k<n —CnF(yk + 107 (yk) + c203 (yk)) + Ck)

= (-CaF(yi + 19 (%)) + Cim1, —CoF(y; + c20%(y5)) +C;)

Les min et max de G, .y sont en effet atteints pour les mémes indices ¢ et j que pour
z, pour y € V(x) et ¢ assez petit d’aprés le lemme G.1.1. On en déduit facilement le
jacobien de la dérivée :

|Déy(c)| = &5 () 5 (y5) p(yi + c10f (i) p(y; + o (y5))
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ol on rappelle que p désigne la densité de la loi des variables considérées &;.
Quitte & restreindre V' (z), on peut supposer que

Yi € (Ti — €z, Ti +62) et y; € (T — &7, Tj + £2),

on a alors ¢f(y;) ¢ (y;) # 0. Puis comme p’ > 0 presque partout, on a bien pour presque
chaque ¢

|Dgy(c)| # 0.

Finalement, on a vérifié toutes les hypothéses du corollaire 5.2.2 qui s’applique et achéve

de prouver le théoréme G.1.1.
|

G.2 Cas du processus F-quantile

Théoréme G.2.1 Soit 57(14) un processus empirique de loi F' admettant une densité p, la
loi de (infie(op &9 (t), SUPsea p) 9 (t)) est absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue \?.

G.2.1 Choix de la famille de transformations

Soient z € D? donné par (1.3.1) pour lequel les maximum et minimum sont uniquement
atteints sur [a, b]. Notons {z, . .., z, } les amplitudes de ses sauts, i, j les indices distincts
ou ses maximum et minimum sont atteints sur l'intervalle [a, b, en sachant bien que ces
extréma peuvent étre atteints soit en a soit en b.

Soient &, = %min2§i5n |z; — ;1] et ¢F, ¢% des fonctions de z;- et z;-transformations
telles que dans la définition 3.1.1. avec des supports dans respectivement [z; —é&;, T; + &4
et [T; — €2, + &4

Pour tout ¢ = (¢, ¢cz) € R?, on définit une transformation @n,c de R par
Gn(t) =t + c1v/nl},(t) + c2v/nl% () (G.2.1)

N — (4 i+l
ou Al—(i,T

On définit alors Gp . et Gy de la méme facon qu’en section 3 & partir de (G.2.1) :
-1 . » ) i 1+1
Gn,cy(t) = —\/EF (t)+\/ﬁyi+1+61\/7—11A,. (t)-{-Cz\/ﬁlAj (t) sit € [ﬁ,

[ (G.2.2)

On voit que l'on a le lemme :

Lemme G.2.1 Pour P\?-presque chaque = € D¢, il existe V(z) un voisinage ouvert
de z tel que pour P,g'I)-presque chaque y € V(z), Gncy atteint son minimum et son
mazimum sur [a, b], pour les mémes indices que T pour c assez petit.
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var

G.2.2 Vérification de P,G;; — P, ¢ — 0.

On vérifie d’abord la condition 1 du théoréme 0.0.2 :

En utilisant les expressions similaires aux formules (3.7.5), (3.7.6) correspondant a la
nouvelle famille de transformations considérées et le lemme 3.9.2, on a :

“Péq)G;,lc - Prsq)”var = “f)nGr—z,i - Pn”var <n ||P£1+c1 lzi(51)+cz 1Zj(51) - PEl ”var- (G-2-3)

1l reste & estimer || P 4o, 15 (61)+e2 15 (€1) — P;,|lvar, Cest & dire & évaluer la différence en
i 2
variation entre les lois de &; et de g.(§1) o maintenant g.(t) = z + c113,(t) + 213, (2)-

On a alors

[ Ferter 15 en)+ea 13 60) = Paalloar = | Perer 13 600 4ets, (@413, 0) — Faallar (G.2.4)
Or si m, = m et h, — h, comme dans le lemme 3.9.3, on a m,h;! =5 mh~!, on
applique alors ce lemme avec

m= PEI’ m, = P§1+c?lzi(&), h(t) =1t, hn(t) =t+ Cglzj (t)

ou cf, ¢§ convergent vers 0. Le deuxiéme membre de (G.2.4) tend vers 0 et par (G.2.3),
on vérifie ainsi I’hypothése 1 du corollaire 5.2.2 dans cette situation.
]

G.2.3 Vérification de G .(r) — z, ¢ — 0 en probabilité

Soit x une trajectoire possible définie complétement par le n-uplet (z,...,z,) € E,.
Considérons deux suites {c1,m,m € N} et {com,m € N} convergentent vers 0. Posons
¢m = (C1,m,Com), m € N. Par définition, Gy, (z) est définie par les instants de ses
amplitudes et I'on a :

Gren(@)(t) = VRF ™' + 201V + ey m/n1R, (B) + com /115 (B).

On étudie alors sup, ¢y 1) [2(t) —Gr,c (t)|- Evidemment, |2(t) ~Gp e, (t)| = |c1,mv/n14,(1)+
comv/n1}, ()] < vrlleym| + |eaml)-

Ainsi, Vz € D(R), Vn € N, d(Gpn(z), z — 0, ¢ — 0.
|
G.2.4 Vérification de la troisiéme hypothése du corollaire 5.2.2

On considére la fonctionnelle bidimensionnelle

£(z) = ( inf a(), sup a(t),

t€{a,b]
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on a alors par définition de G en (G.2.2) et pour y € V(z), voisinage donné par le
lemme G.2.1 :

¢y(c) = f(Gn Y)
= (inf Gncy(t), sup Gny(t)

t€[a,b] t€(a,b]

= (VAFE) + 2+ ey, —AF(E) + 2/ + eav/R).

Les min et max de G, .y sont en effet atteints pour les mémes indices ¢ et j que pour
z, pour y € V(z) et c assez petit d’aprés le lemme G.2.1. On en déduit facilement le
jacobien de la dérivée :

|Dgy(c)| = n.

On a bien pour presque chaque ¢

|D¢y(c)| # 0.

Finalement, on a vérifié toutes les hypothéses du corollaire 5.2.2 qui s’applique et achéve

de prouver le théoréme G.2.1.
|

G.3 Cas du processus F'-séquentiel

Théoréme G.3.1 Soit§ g))r cessus séquentiel, de loz F admettant une densité p.

Alors, la loi de (inf(y,ef0,1[xRr £ ((u, t)), sup(u £)€[0,1] xR £ ((u,t))) est absolument conti-
nue par rapport @ la mesure de Lebesque \2.

G.3.1 Choix de la famille de transformations

Soient z € D2 donné par (1.4.4) pour lequel les maximum et minimum sont uniquement
atteints. Notons {1, ..., Z,—1} les instants de ses sauts, (7, j) et (k, ) les couples d’indices
distincts ol ses maximum et minimum sont atteints, respectivement sur [n ) x {z;}
et sur [, 22) x {zx}.

n' n
Soient £, = ; Ming<i<n—1 |Z; — Zi—1| et o¥, ¢} des fonctions de z;- et zx-transformations

telles que dans la définition 3.1.1. avec des supports dans respectivement [z; — &, Z; + £4)
et [Tk — €z, Tk + €2

Pour tout ¢ = (c1, ¢z) € R?, on définit une transformation @n,c de [0, 1]% par
Crcl(u,1) = t+ c12(t) + cai(2). (G.3.1)

On définit alors Gy, . et Gp . de la méme fagon qu’en section 3 & partir de (G.3.1) :

) ) 1
Gn,cy(u,t) = —qurtnF(t) + 2 siu € [J ‘i—), t € (Fei> Yeit1] (G.3.2)

vn Vn
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ou on note Vk € {1,...,n} ik = Guo(v)-

On a facilement le lemme suivant :

Lemme G.3.1 Pour P,Es)—presque chaque z € D2, il existe V(z) un voisinage ouvert
de x tel que pour Py(f)-p'r’esque chaque y € V(z), Gncy atteint son minimum et son
mazimum pour les mémes indices que x, pour ¢ assez petit.

G.3.2 Vérification de P,G;. =5 Py, ¢ — 0.
On vérifie d’abord la condition 1 du théoréme 0.0.2 :

En utilisant les expressions similaires aux formules (3.7.7), (3.7.8) correspondant a la
nouvelle famille de transformations considérées et le lemme 3.9.2. D’un point de vue
plus intuitif, il faut comprendre que la variation en "u" n’existe pas, ainsi on a :

”Prgs)G;,lc - Prgs)”var = “Pné;,1c - pn“var <n ”Pfl+cl wF(€1)+c2 R (&1) — PEl “var- (G-3-3)

Il reste & estimer || P, 4, 0¥ (E1)+c2 PE(EL) — Ps |lvar, Cest & dire & évaluer la différence en
variation entre les lois de &; et de g.(§1) ou maintenant g.(t) = t + c1¢F(t) + c2i(2).
Notons que pour 0 < ¢ < ¢ := (z; — ;) — 2,, on a

@5 (t + cpi (1)) = ¥i(?)-
On a alors

”P€1+61 $F(61)+e2 pE(6r) — PEl ”var = “P€1+01 oF (G )+ (E1+e1 97 (61)) — Pfl ”vm" (G'3'4)

. var — var —
Or si m, — m et h, — h, comme dans le lemme 3.9.3, on a m,h;' — mh~!, on

applique alors ce lemme avec

m= PEU mp = p£1+cncpf(£1)’ h(t) =t, ha(t) =t + capi(t)

1

ou ¢}, ¢ convergent vers 0. Le deuxiéme membre de (5.2.4) tend vers 0 et par (G.3.3),
on vérifie ainsi I’hypothése 1 du corollaire 5.2.2 dans cette situation.
n

G.3.3 Vérification de G.(x) — z, ¢ — 0 en probabilité

A nouveau par définition des transformations G, il est clair que = et G.(z) ne diffé-
rent que sur un intervalle fini. On trouve donc N entier assez grand tel que z(u,t) =
G.(z)(u,t) pour t & [-N, N]. Considérons la fonction o, : RZ — R? donnée par

oc(u,t) = (u, 0.(t)) = (u,t + 17 (t) + copi (t)). (G.3.5)
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Un calcul élémentaire donne : a,(t) = 1+ c1(¢f) () + ca(F)’ (t). De plus, par définition,
on a ‘Pi(t) =0sit ¢ [xi —€p,Ti + 52] U [$] — €z, Tj + 8.’1:]’

O'(I:(t) =1 + G (‘pf)lt) si le [mi — &z, T4 + 59:];
Ué(t) =1 + c2(()0lzc)l(t) si te [mlc — Ex, Tk + Ea:];
o.(t)=1  sinon.
On vérifie ainsi facilement que o, est une fonction strictement croissante et continue.
Puis 0.(—N) = =N, 0.(N) = N car N est choisi assez grand pour contenir les supports

de @; et p; (ce qui donne @;(+N) =0, ¢;(£N) = 0). On a alors o, € Ay et il suit de
la définition de la distance :

d(Gpe(z), x)

= inf sup |z(p((u, 1)) — Gne(z((u,2)))| + sup [(w,t) — p((u, )| ;
PEAN | (u,t)€[0,1]x[~N,N] (u,t)€[0,1]x[~N,N]
< sup |z(0c((4,1))) — Gre(z((u, 2)))] + sup |(u,t) — o((u,1))].
(u,t)€[0,2]x[~N,N] (u,t)€[0,1]x[-N,N]

On a alors facilement
12(0c((w,))) — Gre(z((w, ) =0 et |(u,t) — oc((u,1)| = lerpi (t) + o} (2)]-
donc

leallef ()] + le2l (@)

l(u,t) —o.((u,1))] <
< e M; + |eo| My

ol M; = sup,g |¢F ()| pour I =14, k.
Ainsi,
Vz € D([0,1[xR), Vn € N, d(G,(z),z) — 0 ¢ — 0.
n

G.3.4 Vérification de la troisiéme hypothése du corollaire 5.2.2

On considére la fonctionnelle bidimensionnelle

fl@)y=( inf z((wt), sup z((w,1)),

(u,t)€[0,1[xR (u,t)€[0,1[xR

on a alors par définition de G, . en (G.3.2) et pour y € V(z), voisinage donné par le
lemme G.3.1:

¢y(c) = f(Gn,cy)
Gn,cy((u’ t))’ sup Gn,cy((ua t)))

inf
(u,t)€[0,1[xR (u,t)€[0,1[xR
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B (_J VAF(yite1¢7 (i) +i/ v, —7’;F(yk+cz<p£(yk))+k/s/ﬁ)-

Les min et max de G, cy sont en effet atteints pour les mémes couples d’indices que pour
z, pour y € V(z) et ¢ assez petit d’aprés le lemme G.3.1. On en déduit facilement le
jacobien de la dérivée, & une constante multiplicative non nulle prés :

|Doy(c)| = ©f (vi) ek (yx) p(yi + 107 (i) p(yi + c20% (yx))

ol on rappelle que p désigne la densité de la loi des variables considérées &;.
Quitte & restreindre V(z), on peut supposer que

Yi € (Ts — €2, Ti +6) €t Yk € (T — &, Tk + €2),

on a alors ¢?(y;) ¥(yx) # 0. Puis comme p' > 0 presque partout, on a bien pour presque
chaque ¢

|Dgy(c)| # 0-

Finalement, on a vérifié toutes les hypothéses du corollaire 5.2.2 qui s’applique et achéve

de prouver le théoréme 5.2.1.
[ |

139



Bibliographie

[1] P. J. BICKEL et M.J. WICHURA, Convergence criteria for multiparameter sto-
chastic processes and some applications, The annals of Mathematical Statistics,
1971, vol. 42, no. 5, 1656-1670.

[2] P. BILLINGSLEY, Convergence of probability measures, Wiley, 1968, 2d ed.

[3] C. BOREL, Gaussian radom measures on locally conver spaces, Math. Scand.
38, 1976, 265-284.

[4] C. BRETON M. KAIM, Transport de la loi d’un processus empirique, Publica-
tions IRMA de Lille, Volume 57, article XII, 2000.

[5] M. CsORGO, Quantile Processes with Statistical Applications, Society for In-
dustrial and Applied Mathematiques, Philadelphia, Pennsylvania, 19103, 1983.

[6] Y. A. DAvYDOV, On absolute continuity of distributions of functionals of ran-
dom processes, Theory Probab. Appl., 23, 1978.

[7] Y. A. DAvYDOV, Local limit theorems for functionnals of random processes,
Theory Probab. Appl., 33, 1988, 732-738.

[8] Y. A. DAVYDOV, On convergence in variation of one-dimensional image mea-
sures, J. Math. Sciences, vol. 75, no. 5, 1995, p. 1903-1909.

[9] Y.A. DAvyDOV, M. KAIM, , Publications IRMA de Lille, volume 63, article
VIII, 2004.

[10] Y. A. DAvYDOV, M.A. LIFSHITS, Stratification method in some probability
problems, J. Soviet Math. 37, 1987,n0 1.

[11] Y.A. DAvYDOV, M.A. LIFSHITS, N.V. SMORODINA, Local properties of dis-
tributions of stochastic functionals, American Mathematical Society, 1998.

[12] M. A. LiFsHITS, Statification method for processes with independent incre-
ments, J. Soviet Math. 27, 1984, no 6.

[13] P. MALLIAVIN, C*-hypoellipticity with degeneracy, 1,Stochastic Analysis, Aca-
demic Press, New York, 1978, pp. 199-214.

[14] D. POLLARD, Convergence of stochastic processes, Springer-Verlag, 1984.
[15] R. D. RE1ss, A Course on Point Process, Springer-Verlag, Berlin, 1993.

[16] S. 1. RIESNICK, Extreme Values, Regular Variation and Point Processes,
Springer-Verlag, Berlin, 1987.

140



[17] N. V. SMORODINA, Differential caculus on mesearable spaces and conditions
for smoothness of probability densities of random variables, Soviet Math. Dokl.
35, 1987.

[18] N. V. SMORODINA, Differential calculus in configuration space and stable mea-
sures, Theory Probab. Appl. 33, 1988, 488-500.

[19] D. STROOCK, The Malliavin calculus and its applications, Lecture Notes in
Math., vol. 851,Springer-Verlag, Berlin, 1981, pp. 394-432.

[20] B. TSIREL’SON, The density of the distribution of the mazumum of a Gaussian
process, Theory Prob. Appl. 20, 1975, 847-856.

141



	Page vierge

