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Introduction 1

1.1 Contexte industriel

Dans de nombreuses configurations industrielles, les composants mécaniques tels que les échan-
geurs de chaleur (figure 1.1) sont soumis à des écoulements complexes induisant des vibrations ainsi
qu’un possible endommagement par usure ou fatigue vibratoire (figure 1.2). Afin d’éviter la rup-
ture ou la détérioration de ces structures fortement sollicitées, de nombreuses expériences ont été
conduites à EDF R&D pour prédire les forces d’origine thermohydraulique responsables des pro-
blèmes vibratoires induits par les écoulements. Par la mesure directe de ces chargements fluides, il
est souvent difficile de distinguer les différents mécanismes physiques mis en jeu en configuration
couplée. Des méthodes indirectes basées sur des mesures expérimentales ont été développées et ont
trouvé de nombreuses applications en particulier pour l’étude des structures tubulaires. La plupart
de ces méthodes s’appuient sur des modèles analytiques reliant les forces fluides à des paramètres
d’échelles inconnus et leur mise en oeuvre n’est pas toujours aisée en particulier en présence d’écou-
lements complexes turbulents. Une amélioration de l’approche indirecte a été développée à EDF
R&D depuis une quinzaine d’années. Le système mécanique est étudié sur base modale et les forces
sont décomposées suivant leurs modes propres normaux par un processus assurant la fermeture du
système. Cette dernière approche est efficace et a été utilisée pour prédire les forces fluides s’exerçant
sur un tube seul et sur des composants de réacteur à eau pressurisé (REP) comme les grappes de com-
mandes et les assemblages combustibles (Longatte et al. 2000), les faisceaux de tubes des échangeurs
de chaleur (Adobes et al. 2001). Toutefois cette technique alimentée par des mesures expérimentales
adaptées à chaque configuration étudiée a un coût important. D’où la nécessité de recourir à des mé-
thodes numériques pour être à même d’étudier un grand nombre de configurations industrielles sièges
de phénomènes vibratoires induits par les écoulements. Grâce aux développements récents introduits
dans les codes de thermohydraulique fine (i.e 3D local), la simulation numérique des couplages fluide
structure semble désormais possible sur des cas quasi-industriels.

1.2 Problématiques physiques

L’enjeu industriel de cette étude est de pourvoir estimer le comportement vibratoire des tubes de
générateur de vapeur et avec le progrès des outils de calcul, une étude numérique de ce comportement
vibratoire par la simulation numérique est envisageable.

On peut distinguer trois cas :

1. Lorsque les forces fluidélastiques sont réduites aux effets de masse et d’amortissement ajoutés
par le fluide, les effets du mouvement de la structure sur l’écoulement peuvent être négligés.
On peut alors effectuer les calculs fluide et structure séparément. Le spectre des forces peut être
simulé en utilisant une méthode de type Large Eddy Simulation (LES) et est introduit en entrée
du calcul mécanique fournissant une estimation du comportement vibratoire de la structure. Un
calcul chaîné de ce type a été réalisé pour la prédiction du comportement vibratoire d’un tube
soumis à un écoulement turbulent en l’absence de confinement pour des régimes linéaires ou
non linéaires (Moreno et al. 2000, Longatte et al. 2001).
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Chapitre 1. Introduction

2. En présence de couplages fluidélastiques constituant un couplage fort, par exemple pour des
faisceaux de tubes soumis à un écoulement transverse, la méthode LES utilisée sur des maillages
fixes peut fournir des informations intéressantes concernant les coefficients de portance et de
traînée, les spectres d’excitation ou encore les pertes de charge dans le faisceau. Ces coeffi-
cients peuvent être utilisés dans un modèle semi-analytique pour la prédiction des vibrations
des tubes.

3. En présence de couplages forts, une troisième approche de simulation numérique est désor-
mais envisageable. Elle consiste à simuler en même temps les problèmes thermohydraulique et
mécanique en utilisant une formulation Arbitraire Lagrange-Euler (ALE) pour le calcul fluide
et en couplant les calculs fluide structure par le biais d’un processus itératif. Cette approche
numérique a été appliquée à la prédiction des vibrations d’un tube flexible dans un faisceau de
tubes soumis à un écoulement transverse (Longatte et al. 2002, 2003, Bendjeddou et al. 2003).
Elle est l’objet du présent document.

FIG. 1.1 – Représentation schématique du fonctionnement d’un générateur de vapeur.

12



1.2. Problématiques physiques

FIG. 1.2 – Visualisation de tubes de générateur de vapeur endommagés par vibrations (Chen 1987).
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Chapitre 1. Introduction

1.3 Objectifs de la thèse

Le présent document a pour objet de présenter la méthodologie numérique de couplage de codes
mise en oeuvre. Les principaux développements réalisés et envisagés ainsi que les premiers résul-
tats obtenus pour la simulation des couplages fluide-structure et fluidélastiques dans les faisceaux de
tubes sont présentés.

On présente dans une première partie un état de l’art sur l’étude du couplage fluidélastique. On
introduit les différents modèles utilisés actuellement pour l’étude du comportement vibratoire des
générateurs de vapeur.

Dans le chapitre 2 on donne la méthodologie de couplage utilisée pour résoudre le problème
fluide-structure. On présente dans une première partie la formulation Arbitraire
Lagrange-Euler (ALE) des équations de Navier-Stokes qui utilise une formulation lagrangienne des
équations près de la paroi mobile et une formulation eulérienne loin de celle-ci. Cette formulation
permet de gérer des parois mobiles en présence d’écoulements fortement convectifs et est particu-
lièrement adaptée aux problèmes fluide-structure. On décrit dans un premier temps le principe de la
méthode ALE qui introduit une vitesse de maillage dans les équations de Navier-Stokes et nécessite
l’actualisation du maillage à chaque itération. Dans un second temps, on valide la formulation ALE
en considérant tout d’abord le cas d’un écoulement de Poiseuille dans un canal plan avec un mou-
vement de maillage imposé en espace et en temps. On compare ainsi le profil de vitesse et la chute
linéique de pression aux valeurs théoriques et numériques attendues sur maillage fixe. Ensuite on
introduit un algorithme pour contrôler la déformation de maillage à partir du déplacement de la paroi
mobile sur une configuration de faisceau de tubes. En effet cette déformation est considérée maxi-
male sur le tube mobile et se propage et s’atténue loin du tube en suivant une équation de diffusion
sur la vitesse de maillage avec l’introduction d’une viscosité de maillage. Deux distributions spatiales
de viscosités de maillage ont été testées pour éviter des distorsions de mailles trop importantes près
du tube mobile et permettre une résolution précise du champ thermohydraulique près de cette paroi
mobile.

Dans un deuxième temps, on présente l’équation mécanique utilisée pour modéliser le mouve-
ment de la structure. Le mouvement de la structure est décomposé sur un mode propre et on la
caractérise par une masse, une raideur et un amortissement. On présente les développements de Tay-
lor utilisés pour définir les schémas d’intégration et on compare plusieurs schémas du premier et du
second ordres en temps.

Ensuite différents schémas de couplage introduits pour permettre le couplage entre les codes
fluide et structure sont présentés. Tout d’abord une estimation de l’énergie produite à l’interface
fluide-structure est effectuée. Cette énergie est calculée à partir de la variation de l’énergie cinétique,
de l’énergie potentielle de la structure et du travail des forces extérieures exercées sur le fluide entre
deux pas de temps. Différents schémas de couplage explicite synchrone, asynchrone et implicite par
une méthode de point fixe sont décrits. Le schéma synchrone suppose que les calculs fluide et struc-
ture sont effectués au même temps physique tandis que pour le schéma asynchrone les résolutions
fluide et structure sont décalées en temps pour assurer la continuité des déplacements et des vitesses à
l’interface fluide-structure. Le schéma implicite consiste à effectuer une série d’estimations explicites
convergentes du déplacement structure et de la force fluide exercée sur la structure. Le processus ité-
ratif est stoppé à l’aide d’un critère de convergence sur la norme de la force. On a choisi d’étudier les
propriétés de conservation d’énergie de ces schémas sur des configurations monodimensionnelle et
bidimensionnelle. On suppose pour ces cas-tests que les structures sont non amorties et que le fluide
est parfait et l’on dispose de solutions analytiques de référence.
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1.3. Objectifs de la thèse

On s’intéresse dans une troisième partie à l’étude des efforts fluide-structure induits par le mou-
vement d’une structure dans un fluide au repos. On considère plusieurs configurations, cylindres
concentriques, faisceaux de tubes, pour lesquelles on dispose de solutions analytiques, de mesures
expérimentales ou de lois empiriques pour permettre la validation de l’outil numérique de couplage.

On présente dans une quatrième partie une première étude en écoulement laminaire bidimendion-
nelle des efforts fluidélastiques induits par le mouvement d’un tube dans un faisceau de tubes avec
une première estimation des fréquences du tube en écoulement et de la vitesse critique de départ en
instabilité "fluidélastique".

Enfin on termine l’étude par une validation des chargements fluides pariétaux exercés sur une
structure fixe en présence d’écoulements laminaires et turbulents en canal, en faisceau ou encore
pour un écoulement transverse derrière un cylindre. On étudie tout d’abord les forces fluides exercées
sur plaque plane pour un écoulement de Poiseuille. Puis on présente une validation des coefficients
de portance et traînée induits par un écoulement transverse laminaire bidimensionnel derrière un
cylindre seul. On considère ensuite l’étude du chargement fluide exercé sur un tube au milieu d’un
faisceau de tubes pour un écoulement laminaire. On teste les conditions aux limites périodiques,
l’influence de l’extrusion tridimensionnelle sur les coefficients de traînée et de portance. Enfin on
conclut cette étude par une première validation des coefficients de portance et traînée en écoulement
turbulent en comparant différents modèles de turbulence k

�
ε, Ri j

�
ε et LES.
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Etat de l’art sur le couplage fluidélastique 2

Comment identifier les forces fluide-structure et fluidélastiques ? Rappelons la définition de ces
forces de couplage. En pratique, on suppose que la force fluide exercée sur une structure peut se
décomposer en trois contributions :

– une force, dite aléatoire ou force indépendante du mouvement : elle désigne la force exercée
par le fluide sur la structure fixe. Elle est due à la perte de charge et aux frottements visqueux
au niveau de la paroi fixe. Elle peut être stationnaire ou présenter un caractère aléatoire lors de
lâchers de tourbillons ou en présence d’écoulements turbulents ou diphasiques.

– une force fluide-structure : elle apparaît pour une structure vibrante dans un fluide au repos
sans écoulement permanent.

– une force fluidélastique : cette force est due au mouvement de la structure dans un écoulement
fluide.

Les forces fluide-structure et fluidélastiques n’existent qu’en présence du mouvement de la structure.
Le couplage fluide-structure apparaît systématiquement dès qu’une structure vibrante est immergée
dans un fluide au repos. Il est dû à l’accélération des particules de fluide, au voisinage de la structure,
sous l’effet du mouvement de celle-ci. La variation de pression qui en résulte induit en retour, sur la
structure, une force d’inertie qui agit comme une masse ajoutée fixée au système mécanique, et se
déplaçant solidairement avec lui. En présence d’un fluide visqueux, un amortissement est induit par
la viscosité et s’ajoute à l’amortissement propre de la structure.
Le couplage fluidélastique est un couplage dynamique non-conservatif. Les flux d’énergie échan-
gés entre le fluide et la structure dépendent de la vitesse de convection de l’écoulement moyen. Or,
dans certaines configurations, au-delà d’une certaine vitesse caractéristique de l’écoulement moyen,
le fluide transfère à la structure plus d’énergie qu’elle ne peut en dissiper. Le système devient alors
"instable" : la structure se met à osciller fortement et peut éventuellement impacter les structures
avoisinantes. Ce type de comportement, qualifié de départ en "instabilité fluidélastique", est en gé-
néral suivi d’un endommagement rapide du composant par usure accélérée ou, plus généralement,
par fatigue vibratoire. Au niveau des composants du REP, ce phénomène est tout particulièrement
examiné puisqu’il peut impacter la sûreté des installations. Au niveau des tubes de générateurs de
vapeur, la détection des vitesses critiques d’écoulements de départ en instabilité des tubes fait l’objet
de nombreux travaux. Plusieurs méthodes sont utilisées.

Parmi elles, il existe plusieurs modélisations du couplage fluidélastique dans les faisceaux de
tubes dont quelques unes sont présentées ci-dessous.

2.1 Modèles semi-empirique et semi-expérimental

Les premières méthodes utilisées pour l’étude des instabilités fluidélastiques sont basées sur des
modèles semi-empiriques. Elles s’appuient sur des mesures sur maquettes expérimentales qui per-
mettent l’identification des forces fluides indépendantes du mouvement de la structure et des forces
fluidélastiques dépendant du mouvement de celle-ci. Les premiers modèles introduits ont été utili-
sés pour prédire avec précision les instabilités dynamiques des faisceaux de tubes des échangeurs de
chaleur, sous l’effet d’un écoulement externe (Tanaka et al. 1981). Elles permettaient uniquement la
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caractérisation des forces fluidélastiques. En effet dans cette méthode, le déplacement de la structure
est imposé et les forces fluidélastiques sont mesurées directement sur une maquette expérimentale
ce qui nécessite une instrumentation assez complexe. Par la suite une méthode inverse d’identifica-
tion des forces fluidélastiques et des forces indépendantes du mouvement a été proposée par Granger
(1990), Granger et Perotin (1997). Avec cette méthode inverse, la structure évolue librement sous
l’effet de l’écoulement et on détermine les forces fluidélastiques et les forces indépendantes du mou-
vement par l’intermédiaire d’un post-traitement temporel ou fréquentiel des signaux de réponse de la
structure en air, en eau et sous écoulement (Hadj-Sadok 1994, Granger 1990).

2.2 Modèles quasi-statique et quasi-instationnaire

Depuis les années 60, différentes modélisations de l’instabilité fluidélastique ont été envisagées,
inspirant le modèle quasi-instationnaire (Price et al. 1984, 1986, Granger et al. 1996). Les fondements
du modèle sont mentionnés ci-dessous.

2.2.1 Théorie quasi-statique évoluée

D

L

8

D

F

F

U

.
(t)Y

Ugap

FIG. 2.1 – Représentation d’un faisceau à pas carré

Les premiers modèles développés pour les faisceaux de tubes ne permettaient pas de décrire toute
la phénoménologie du couplage fluide structure, car ils négligeaient la dynamique complexe que
met en jeu l’évolution des vibrations des tubes en fonction de la vitesse de l’écoulement. Les deux
modèles décrits ci-dessous reprennent la modélisation quasi-statique et cherchent à rendre compte de
l’influence du mouvement des tubes.

Le modèle quasi-statique consiste à résoudre plusieurs problèmes stationnaires avec parois fixes
correspondant à différentes positions occupées par le tube durant son mouvement. On estime pour
chacune des positions les forces de portance et de traînée stationnaires s’exerçant sur la structure. On
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se place ensuite dans un repère lié au mouvement de la structure. Dans ce repère la structure est fixe
et elle est soumise à un écoulement modifié par le mouvement vibratoire. On applique ainsi sur la
structure les forces de portance et traînée calculées sur les différentes positions statiques. Ensuite on
effectue un changement de repère inverse pour revenir au problème initial : on obtient ainsi une esti-
mation des forces fluidélastiques. La difficulté de cette méthode réside dans le changement de repère
qui ne peut pas s’effectuer de manière exacte. Il introduit en particulier des termes instationnaires
qui ne sont pas pris en compte par les forces stationnaires calculées sur les diverses positions de la
structure.

On précise ci-dessous la modélisation adoptée dans le modèle quasi-statique. On ne considère que
le mouvement de la structure dans la direction portance car le phénomène d’instabilité vibratoire a
lieu dans cette direction. Le système mécanique considéré est constitué d’un cylindre mobile dans un
faisceau à pas carré possédant un seul degré de liberté, le déplacement dans la direction de portance
excité par une force fluide F (figure 2.1) est décrit par l’équation différentielle ci-dessous :

MsÜ � CsU̇ � KsU � F (2.1)

avec Ms, Cs et Ks respectivement la masse, l’amortissement et la raideur de la structure. Cette force
F peut se décomposer en une force indépendante du mouvement de la structure Ft , une force fluide-
structure Fe ainsi qu’une force fluidélastique Fc induite par le mouvement. Par analogie avec l’équa-
tion de la mécanique, les forces Fe et Fc sont définies par :

Fe � �
MaÜ

�
CaU̇

Fc � �
C fU̇

�
K fU (2.2)

en introduisant les coefficients de masse, d’amortissement ajoutés par le fluide au repos Ma, Ca et
d’amortissement et de raideur ajoutés par le fluide en écoulement C f et K f . On fait de plus les hy-
pothèses que la masse ajoutée ne dépend pas de la vitesse de l’écoulement fluide et que le fluide au
repos n’induit pas de raideur ajoutée.

La dynamique du système couplé vibrant dans la direction portance est décrite par :�
Ms � Ma � Ü � � Cs � Ca � C f � U̇ � � Ks � K f � U � Ft (2.3)

L’approche quasi-stationnaire consiste à exprimer la force de portance à l’instant t, lorsque le cylindre
se déplace d’une quantité U , en fonction des coefficients de portance et de traînée, la vitesse U̇

�
t �

étant supposée constante. En se plaçant sous l’approximation des petites oscillations par linéarisation
de la force de portance autour de la position d’équilibre et en utilisant les propriétés de symétrie du
problème, on peut écrire la force fluidélastique sous la forme :

Fc � 1
2

ρU2
gapLD

�
∂CL

∂U

�
0 � 0 � U �

t �
D

�
CD
�
0 � 0 � U̇ �

t �
Ugap � (2.4)

où Ugap désigne la vitesse moyenne inter-tube.
L’équation du mouvement devient :�

Ms � Ma �� �
	 �
masse

ÿ � � Cs � Ca � 1
2

ρUgapLDCD
�
0 � 0 �� �
	 �

amortissement

� U̇ ����� � Ks
� 1

2
ρU2

gapL
∂CL

∂y

�
0 � 0 ���� �
	 �

raideur

�
��� U � ft (2.5)

avec :

CL � FL
1
2ρU2

gapDL
(2.6)

CD � FD
1
2ρU2

gapDL
(2.7)
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où FL et FD désignent respectivement les forces de portance et traînée, D et L le diamètre et la
longueur des tubes. On peut voir une représentation des forces de portance et traînée sur la figure
(2.2).

S FL

FD
U

FIG. 2.2 – Représentation des forces de portance FL et traînée FD .

Les coefficients ∂CL
∂y

�
0 � 0 � et CD

�
0 � 0 � peuvent être déterminés expérimentalement, ce qui donne

accès au comportement dynamique du système. Malgré les améliorations par rapport aux modèles
précédents et la prise en compte du mouvement du tube flexible, les prédictions du seuil d’instabi-
lité restent imparfaites. De plus, l’amortissement augmente avec la vitesse de l’écoulement rendant
impossible la modélisation du départ en instabilité. D’où l’émergence des approches suivantes consis-
tant à considérer le temps nécessaire à l’écoulement pour redevenir stationnaire après le déplacement
du tube. En effet, la théorie quasi-stationnaire suppose que ce temps est nul. D’où l’idée d’introduire
un temps de réponse τ mettant en jeu la viscosité du fluide. En remplaçant dans l’équation U

�
t � par

U
�
t

�
τ � , on obtient une force de portance qui peut rendre le système instable. L’introduction de ce

retard signifie que les forces fluides ne sont pas affectées par le mouvement du tube pour un délai
inférieur à τ et qu’elles retrouvent leur valeur stationnaire instantanément pour t � τ. Cette modéli-
sation parait donc peu réaliste puisque les coefficients sont supposés évoluer continûment pendant le
régime transitoire. Cette notion de retard est à l’origine du modèle quasi-instationnaire.

2.2.2 Modèle Quasi Instationnaire

Le Modèle Quasi-Instationnaire (MQI, Granger et al. 1996) propose la modélisation suivante de
la force de portance :

Fc � 1
2

ρU2
gapLD

�
∂Cl

∂y

�
0 � 0 � h � U

�
t �

D

�
CD
�
0 � 0 � U̇ �

t �
Ugap � (2.8)

où h � U
�
t � traduit l’effet mémoire de l’écoulement par rapport au mouvement du cylindre. Il est

pris en compte dans le produit de convolution entre U
�
t � et la fonction h.

La solution obtenue permet de reconstruire les cartes d’instabilités des différentes géométries
existantes. Ce modèle a fourni des résultats et a pu être validé à l’aide de données expérimentales
obtenues sur maquettes. Cependant, il est parfois difficile à mettre en oeuvre. En particulier, le calcul
de h repose sur la résolution d’un problème d’optimisation non linéaire et fortement dépendant de la
solution initiale qui n’est pas toujours facile à déterminer. De plus, l’analyse de ce type de phénomène
non linéaire par une modélisation linéaire n’est pas satisfaisante d’un point de vue théorique.
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2.3. Approche numérique

2.3 Approche numérique

Avec le développement des codes de calcul en mécanique des fluides (Computation Fluid Dy-
namic, CFD) et l’augmentation des ressources informatiques, la simulation numérique devient une
alternative intéressante et complémentaire pour l’étude des couplages fluide-structure et fluidélas-
tiques dans les composants. En effet on peut envisager de reproduire numériquement les phénomènes
couplés étudiés auparavant expérimentalement et analytiquement.

On est alors confronté aux problématiques suivantes : assurer la conservation de l’énergie lors de
la transmission des données entre les codes et gérer l’interface mobile où s’échangent les données
et où se crée le couplage. Les couplages fluide-structure et fluidélastiques s’opèrent au niveau de
l’interface fluide-structure. En théorie, on doit assurer la continuité des contraintes et des vitesses à
l’interface entre le fluide et la structure. La difficulté est de trouver une formulation adaptée pour la
résolution des équations fluide-structure qui tient compte des parois mobiles et permet de simuler des
écoulements fortement convectifs. La formulation Arbitraire Lagrange-Euler (ALE) est une solution
qui permet de gérer des maillages mobiles dans ces conditions avec des déplacements d’amplitudes
modérées.

Le couplage entre codes fluide et structure s’opère de la façon suivante : on calcule dans un
premier temps, les chargements fluides exercés sur la structure. Ensuite ce chargement est utilisé
pour le calcul mécanique et on en déduit le déplacement et la vitesse de la structure utilisés comme
conditions limites du calcul fluide à l’itération suivante.

Toutefois la gestion des conditions limites en particulier pour la prise en compte de parois mo-
biles avec des écoulements turbulents reste un problème complexe. On peut trouver des exemples
d’utilisation de la formulation ALE avec des modèles de turbulence k

�
ε (Medic 1999). Une alter-

native consiste à s’affranchir des lois de parois en utilisant des maillages très raffinés. Les temps de
calcul requis pour traiter des cas à caractère industriel peuvent alors devenir prohibitifs, à moins de
recourir au calcul parallèle.

La méthode de Parois Mobiles sur Domaine Fixe (PMDF) ou méthode de paroi transpirante per-
met à partir d’une formulation eulérienne des équations de Navier-Stokes de prendre en compte des
parois mobiles pour de petits déplacements en utilisant des conditions aux limites adaptées à la paroi
mobile (Renou 1998). En pratique cette méthode définit une loi de paroi "vibrante" calculée à partir
d’une approximation des équations de Navier-Stokes décrite en formulation ALE. Les déplacements
structure ne doivent en théorie pas dépasser la taille de la première cellule en contact avec la paroi
mobile. Toutefois cela est suffisant pour un grand nombre d’applications comme la détermination
des grandeurs fluide-structure dans les faisceaux de tubes et même pour l’estimation dans certains
cas sous des hypothèses restrictives de l’instabilité fluidélastique (Renou 1998). Elle a également été
utilisée pour l’étude des interactions fluidélastiques en écoulement turbulent (Medic 1999).
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Méthodologie pour calculs couplés 3

On présente dans ce chapitre la méthodologie mise en oeuvre pour modéliser le couplage fluide-
structure ou fluidélastique. On introduit la notion de maillage mobile et de formulation Arbitraire-
Lagrange Euler des équations de Navier-Stokes, puis on présente le schéma d’intégration temporelle
structure utilisé et une validation de ce schéma. Enfin on termine par l’étude de différents schémas de
couplage explicites et implicites permettant le transfert des données entre les codes fluide et structure
par le biais de l’interface fluide-structure.

3.1 Méthodologie pour le calcul fluide

3.1.1 Objectifs

La méthode Arbitraire Lagrange Euler (ALE) combine à la fois les formulations eulérienne et
lagrangienne pour décrire le mouvement des particules fluides. Elle a été introduite dans le but de
modéliser des problèmes de frontières mobiles et de surfaces libres, chacune des deux descriptions
précédentes prise seule étant mal adaptée pour ce type de problème. Ainsi en description eulérienne,
on cherche à déterminer les propriétés physiques du fluide en des positions fixes de l’espace et du
temps. Le domaine d’étude ou volume de contrôle est fixe et le fluide est renouvelé constamment
dans celui-ci ce qui introduit un terme de convection dans les équations à résoudre. Si cette formu-
lation évite les déformations de maillage pour les résolutions numériques et est adaptée à la plupart
des problèmes de mécanique des fluides, elle ne prend pas en compte le cas de frontières mobiles où
le volume de contrôle dépend du temps, les dérivées temporelles étant alors mal définies. En descrip-
tion lagrangienne, au contraire, on suit les particules dans leur mouvement et le domaine de contrôle
avance à la vitesse des particules ou vitesse du domaine matériel. Cette description est bien adaptée à
de faibles déplacements puisqu’elle conduit à une déformation du volume de contrôle et elle est par-
ticulièrement utilisée en mécanique des solides. Toutefois si les déplacements sont trop importants,
le calcul est rendu impossible en raison de déformations de maillage trop importantes et le pas de
temps requis peut devenir très faible. D’où le recours à une formulation mixte, dite méthode ALE,
qui introduit un domaine de calcul supplémentaire suivant les frontières du domaine et permettant
une résolution des équations mieux adaptée en évitant ou en atténuant les écueils des descriptions
eulérienne et lagrangienne classiques. Les premiers modèles numériques en ALE utilisant une mé-
thode de différences finies ont été introduits par Noh et al. (1964) et Hirt (1974). On peut trouver des
exemples d’utilisation de la méthode ALE en éléments finis dans Hughes et al. (1981), Belyschko et
al. (1982), Liu et Huerta (1988) et pour de grandes déformations dans Benson (1989) et Souli (2000).
Dans ce qui suit, on donne dans une première partie les bases théoriques de la méthode ALE, puis
on montre sa mise en oeuvre dans un cas particulier. Enfin on détaille la résolution de la vitesse
introduite en utilisant une méthode de volumes finis.

3.1.2 Formulation ALE

On se donne un domaine matériel Ωm qui suit les particules fluides X dans leur mouvement
(description lagrangienne) et un domaine spatial fixe Ωs occupant des positions fixes x de l’espace
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(description eulérienne). On peut lier les deux variables X et x par la relation ci-dessous :

x � x
�
X � t �

∂x
∂t

����
X

� u
�
X � t � � ũ

�
x � t �

avec u (ou ũ) vitesse du domaine matériel. La dérivée matérielle d’une quantité Φ lorsque l’on suit
les particules dans leur mouvement est donnée par :

dΦ
dt

� ∂Φ
�
X � t �

∂t

����
X
� ∂Φ̃

�
x � t �

∂t

����
x
� ∂Φ̃

�
x � t �

∂xi

����
t

ũi
�
xi � t �

Si on considère un domaine ayant un mouvement arbitraire Ωa différent de celui de Ωm (figure 3.1),
il est lié au domaine fixe Ωs par les coordonnées ξ telles que :

x � x̂
�
ξ � t �

∂x̂
∂t

����
ξ
� ŵ

�
ξ � t � � w̃

�
x � t �

avec ŵ (ou w̃) vitesse du référentiel arbitraire. On a de même que précédemment :

∂Φ̂
�
ξ � t �

∂t

����
ξ
� ∂Φ̃

�
x � t �

∂t

����
x
� ∂Φ̃

�
x � t �

∂xi

����
t

w̃i
�
xi � t � (3.1)

On choisit le domaine Ωa de façon à le faire coïncider avec les frontières mobiles, ξ et w désignant les
positions et la vitesse du maillage. On résout alors les équations de Navier-Stokes en les exprimant
dans le domaine Ωa. On rappelle les équations de conservation de la masse, de quantité de mouvement
pour un fluide newtonien et un écoulement incompressible. En description eulérienne où l’on suppose
que le volume de contrôle Ωs est fixe au cours du temps, les équations locales s’écrivent :

∂ρ̃
∂t

����
x
� ∇x � � ρ̃ ũ � � 0

ρ̃ � ∂ũ
∂t

����
x
� ũ ∇x

�
ũ ��� � �

∇x
�
p̃ � � ∇x � � µ̃ ∇x

�
ũ � � (3.2)

Si le domaine Ωs est mobile, la formulation eulérienne ne convient plus. On définit alors un
difféomorphisme qui fait correspondre chaque point du domaine Ωs

�
t � à un domaine fixe Ωa. On

exprime les équations du système (3.2) à l’aide de l’équation (3.1). Il vient :

∂ρ̃
∂t

����
x
� ∇x � � ρ̃ ũ � � 0

ρ̃ � ∂û
∂t

����
ξ
� � ũ �

w̃ � ∇x
�
ũ ��� � �

∇x
�
p̃ � � ∇x � � µ̃ ∇x

�
ũ � � (3.3)

Le système ci-dessus fait intervenir à la fois des grandeurs exprimées en coordonnées eulérienne
et lagrangienne. Il existe plusieurs méthodes pour résoudre ce type de système. L’une d’elles consiste
à résoudre le système complet avec les termes de convection (Guimet et Archambeau, 1998). Elle
nécessite la donnée du jacobien Ĵ du changement de variables entre les coordonnées eulériennes x et
lagrangiennes "arbitraires" ξ :

Ĵ � Ĵ
�
ξ � t � � ����

∂xi

∂ξ j

����
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  aΩ
x ξ

X

X(x,t)
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référentiel arbitraire

Ω

ξ

  s

Ω  m

référentiel lagrangien

(vitesse matériel v)

(vitesse nulle)

(vitesse w)

référentiel eulérien

FIG. 3.1 – Représentation schématique des domaines Ωm, Ωs et Ωa.

On note avec un tilde les grandeurs exprimées dans le repère Ωs et on utilise un chapeau pour les
autres grandeurs exprimées dans le repère Ωa . Les grandeurs et opérateurs de dérivation sont expri-
més à l’aide du jacobien en coordonnées lagrangiennes "arbitraires". La résolution est effectuée sur
Ωa et toutes les grandeurs sont exprimées dans Ωs après actualisation de la géométrie. Le système
d’équations précédent s’écrit par conséquent :

∂Ĵρ̂
∂t

����
ξ
� Ĵ∇x � � ρ̃ � ũ �

w̃ ��� � 0

Ĵρ̂ � ∂û
∂t

����
ξ
� � ũ �

w̃ � ∇x
�
ũ ��� � Ĵ � �

∇x
�
p̃ � � ∇x � � µ̃ ∇x

�
ũ � � � (3.4)

Le passage entre les différentes coordonnées se fait au premier ordre en temps et le jacobien est choisi
égal à l’identité Ĵ � I, les opérateurs de dérivation ∇x � ∇ξ sont supposés égaux ainsi que les vitesses
û
�
ξ � t � � ũ

�
x � t � .

L’algorithme global doit vérifier la loi de conservation géométrique suivante :

∂Ĵ
∂t

����
ξ
� Ĵ ∇x � w̃

ou sous forme intégrale :

∂
∂t

�
V

dV

����
ξ
� �

δV
w̃ � ndS

Cette loi lie le taux de variation d’un volume élémentaire V à la divergence de la vitesse w̃. Ainsi
lorsque la divergence de la vitesse est positive, le volume élémentaire V augmente et il diminue dans
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le cas contraire.

On suppose de plus que la masse volumique ρ est constante en temps et en espace dans l’équation
de conservation de la masse et il a été montré (Guimet 1998) que l’on peut négliger la vitesse de
maillage w dans l’équation de continuité. En utilisant la loi de conservation géométrique dans le
système précédent, on obtient pour un écoulement incompressible :

∇ξ � � u � � 0

ρ � ∂u
∂t

����
ξ
� � u �

w � ∇ξ
�
u ��� � �

∇ξ
�
p � � ∇ξ � � µ ∇ξ

�
u ��� (3.5)

Il existe d’autres approches pour la résolution du système (3.3) (Souli 2000). On peut procéder en
deux étapes : dans un premier temps on considère que le domaine arbitraire se déplace à la vitesse du
milieu matériel, il n’apparaît aucun terme de convection dans les équations ; dans un second temps,
le transport des grandeurs à travers les frontières est calculé. Cela correspond à un retour du domaine
arbitraire de la "position" lagrangienne vers sa position arbitraire. Cette approche est adaptée au
traitement de problèmes diphasiques (explosion sous-marine par exemple, Souli 2000).

3.1.3 Mise en oeuvre

Pour la mise en oeuvre il convient de choisir une vitesse du domaine arbitraire respectant les fron-
tières mobiles et conservant un maillage régulier sans retournement de mailles. On peut travailler sur
les déplacements ou sur la vitesse de maillage. Si l’équation qui régit la vitesse ou les déplacements
est linéaire, les deux approches sont équivalentes et il est possible de faire une approximation au
premier ordre en temps pour lier vitesse et déplacement :

ξn � 1
j � ξn

j � wn
j ∆t

avec :
– ξn � 1

j et ξn
j les déplacements aux instants n et n � 1

– wn
j la vitesse à l’instant n

On peut considérer le domaine arbitraire (ici le maillage) comme un milieu continu. Les déplacements
sont alors solutions d’un problème de mécanique classique. On peut par exemple supposer que le
maillage subit une déformation maximale sur les frontières mobiles se propageant dans le domaine
et s’atténuant loin des frontières. Cela revient à résoudre une équation de diffusion pour w ou ξ sur
le domaine Ωa sous la forme :

∇ � � λ ∇ξ � � 0 (3.6)

avec des conditions aux limites fixées sur les frontières mobiles Γ
�
t � et les frontières fixes ∂Ωa

�
Γ
�
t �

– ξ
�
Γ � t � et ξ

�
∂Ωa � Γ � t � connus.

– λ viscosité du milieu à définir.
Une généralisation de cette approche est donnée dans (Souli 2001) où un tenseur des contraintes σa

du milieu continu arbitraire Ωa est introduit et modélisé afin d’éviter une trop grande déformation des
petites mailles et de mieux décrire des problèmes de couches limites. On résout alors une équation
sur σa dans Ωa :

∇ � � σa � � 0

avec des contraintes ou des déplacements connus sur les frontières du domaine Ωa. Il existe différents
modèles pour σa en fonction des problèmes physiques considérés. On peut choisir un modèle linéaire
élastique si l’on suppose le milieu incompressible :

σa � Cξ

avec
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3.1. Méthodologie pour le calcul fluide

– σa torseur des contraintes du milieu Ωa

– ξ déformation du milieu
– C matrice dépendant des éléments de Ωa

La matrice C est construite pour éviter la déformation des petites cellules de Ωa.

La vitesse de maillage w est calculée aux centres des cellules de calcul (formulation "cell-centered").
Il est nécessaire d’extrapoler ou d’interpoler la vitesse ou le déplacement du centre des cellules du
maillage aux nœuds des cellules afin d’actualiser la géométrie à chaque itération pour le calcul fluide.
Pour les nœuds internes, on détermine dans un premier temps la vitesse aux centres des faces en
moyennant la vitesse aux centres des deux cellules voisines de la face considérée.

wk � 1
2

w j � 1 � 1
2

w j

Ensuite on en déduit la vitesse au nœud i en moyennant la vitesse aux centres des faces possédant ce
nœud.

wi � 1
NFac

NFac

∑
k � 1

wk

avec :

NFac le nombre de faces possédant le nœud i,

wk la vitesse de maillage sur la face k,

wi la vitesse au nœud i.

On peut voir une représentation schématique de l’interpolation de la vitesse aux nœuds internes sur
la figure (3.2).

Pour les nœuds de bord, on utilise les conditions aux limites exprimées aux centres des faces
de bord. Ainsi pour des conditions aux limites de Dirichlet sur la vitesse de maillage, la vitesse des
nœuds de bord est prise égale à la valeur à la condition aux limites. Pour les conditions aux limites
de Neumann, la vitesse aux nœuds de bord est déduite de la vitesse au centre de la cellule voisine de
la face bord.

Centre cellule j Centre cellule j−1

Noeud interne i

Faces internes k

FIG. 3.2 – Extrapolation vitesse centre cellule-nœud interne.
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3.1.4 Caractéristiques de la formulation ALE

On choisit d’étudier l’effet du mouvement d’un maillage fluide imposé en espace et en temps sur
la résolution des champs de vitesse et pression. Pour cela, on considère un canal plan et on se donne
une déformation de maillage ou vitesse de maillage fixée en temps et en espace perpendiculaire à la
longueur du canal.

On définit quatre zones différentes pour la vitesse w de maillage (figures 3.3 et 3.4) :

zone 1 : w � 20 ω xmax x y cos
�
ωt �

zone 2 : w � 20 ω xmax
�
1

�
x � y cos

�
ωt �

zone 3 : w � 20 ω xmax x
�
0 � 2 �

y � cos
�
ωt �

zone 4 : w � 20 ω xmax
�
1

�
x � � 0 � 2 �

y � cos
�
ωt �

On choisit une amplitude maximale de déplacement xmax égale à 10% de la largeur du canal et
une pulsation ω � 2π.

sens de déplacement

Canal plan  Zones de déplacement

ZONE  1

ZONE  4ZONE  3

ZONE 2

FIG. 3.3 – Représentation schématique du déplacement de maillage.

3.1.4.1 Ecoulement uniforme en temps et en espace

On sait que la loi de conservation géométrique est vérifiée si un champ de vitesse uniforme est
conservé. On choisit tout d’abord de prendre un champ de vitesse nulle u � 0 et une masse volumique
constante égale ρ � 1 kg � m � 3.
Le système d’équations (3.4) devient :

∂Ĵ
∂t

����
ξ

�
Ĵ∇x � w � 0 (3.7)

On retrouve la loi de conservation géométrique sous forme locale.

Numériquement on retrouve un champ de vitesse et de pression nul dans le domaine de calcul et
par conséquent les efforts de pression et les efforts visqueux exercés sur la paroi inférieure du canal
sont nuls.
On a testé dans un deuxième temps un champ de vitesse uniforme en espace u � 1 � 5 m � s � 1 en impo-
sant des conditions aux limites de symétrie sur les parois inférieure et supérieure du canal. On peut
voir sur la figure (3.5) que le champ de vitesse n’est pas influencé par la déformation de maillage.
Par ailleurs le champ de vitesse étant constant et la chute linéique de pression étant nulle, on retrouve
comme au cas précédent des efforts nuls à la "paroi" ou faces de bord inférieur. Le déplacement des
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3.1. Méthodologie pour le calcul fluide

FIG. 3.4 – Visualisation du maillage non déformé et des maillages déformés après une demi-période
et une période (déplacement amplifié 5 fois) .

X

Y

Z

FIG. 3.5 – Champ de vitesse fluide uniforme avec un déplacement de maillage amplifié 5 fois.
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nœuds et l’introduction de la vitesse de maillage correspondante dans l’équation de conservation de
la masse n’introduit donc pas de vitesse parasite dans la résolution des équations du fluide. La loi
de conservation géométrique semble être bien assurée par la formulation ALE bien que la vitesse de
maillage soit déterminée aux centres des cellules et interpolée aux nœuds.

3.1.4.2 Ecoulement dans un canal plan

On étudie à présent l’effet du mouvement de maillage sur l’écoulement stationnaire incompres-
sible d’un fluide visqueux dans un canal plan (écoulement de Poiseuille plan). Cet écoulement ap-
partient à une classe d’écoulements parallèles monodimensionnels pour lesquels on dispose d’une
solution analytique (cf. chapitre 2). On sait que le profil de vitesse est parabolique en y et que la
pression est linéaire en x. On veut retrouver les caractéristiques de cet écoulement avec un maillage
mobile. On impose les conditions aux limites suivantes pour la vitesse fluide :

u � 0 sur les parois en y � 0 � 0 et y � 0 � 2
u � umax y

�
0 � 2 �

y � � 1 � 5 y
�
0 � 2 �

y � en entrée du canal x � 0 � 0
On peut voir sur les figures (3.6) et (3.7) que l’on retrouve bien la chute linéique de pression et le
profil parabolique de vitesse attendu.
On observe que le déplacement de maillage induit de faibles oscillations sur l’effort de pression. De
plus ces oscillations dépendent faiblement du pas de temps utilisé. On peut voir un résumé des calculs
effectués en fonction du pas de temps sur le tableau (3.1) et une évolution de l’effort de pression et
de la chute linéique de pression sur les figures (3.8) et (3.9). On en déduit que la formulation ALE
induit une erreur de 2 � 6% sur les calculs des efforts de pression en présence de ce déplacement de
maillage. Cet écart peut s’expliquer par l’augmentation des non-orthogonalités du maillage au cours
des itérations ALE.

FIG. 3.6 – Maillage coloré par la pression avec mouvement de maillage.
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FIG. 3.7 – Maillage coloré par la vitesse avec mouvement de maillage.

Pas de temps dt Fp
�
kg � m � s � 2 � Fv

�
kg � m � s � 2 � F �p

�
kg � m � s � 2 � F �v

�
kg � m � s � 2 �

Théorique
�

1 � 5 10 � 4 3 � 0 10 � 5 0 0
Maillage fixe

�
1 � 49 10 � 4 2 � 82 10 � 5 1 � 57 10 � 11 1 � 12 10 � 11

1 � 30
�

1 � 53 10 � 4 2 � 88 10 � 5 9 � 82 10 � 8 8 � 07 10 � 10

1 � 60
�

1 � 53 10 � 4 2 � 88 10 � 5 1 � 02 10 � 7 6 � 33 10 � 10

1 � 120
�

1 � 53 10 � 4 2 � 88 10 � 5 1 � 04 10 � 7 4 � 92 10 � 10

1 � 240
�

1 � 53 10 � 4 2 � 88 10 � 5 1 � 05 10 � 7 4 � 06 10 � 10

1 � 480
�

1 � 53 10 � 4 2 � 88 10 � 5 1 � 05 10 � 7 3 � 49 10 � 10

1 � 900
�

1 � 53 10 � 4 2 � 88 10 � 5 1 � 05 10 � 7 3 � 15 10 � 10

TAB. 3.1 – Tableau comparatif des fluctuations des efforts de pression F �p et visqueux F �v et des efforts
moyens de pression Fp et visqueux Fv pour différents pas de temps
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dtref=1/30 s
dtref= 1/60 s
dtref= 1/120 s
dtref= 1/240 s
dtref= 1/480 s
dtref= 1/900 s

FIG. 3.8 – Evolution au cours du temps de l’effort de pression pour différents pas de temps.
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dtref= 1/30 s
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Solution analytique

FIG. 3.9 – Comparaison pour différents pas de temps de la chute linéique de pression.
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3.1.5 Contrôle de la déformation du maillage

Pour le calcul de la vitesse de maillage on résout une équation de diffusion de la forme :

∇ � � λ ∇w � � 0 (3.8)

avec
– conditions limites données,
– λ coefficient de diffusion de maillage.

Le choix du coefficient de diffusion de maillage λ � 1 partout a donné des résultats corrects pour
les simulations effectuées. Toutefois dans l’étude des écoulements dans les faisceaux de tubes, le
choix d’un coefficient de diffusion de maillage λ variable a été préféré pour conserver un maillage
fin et non déformé près du tube mobile. La distribution suivante a été choisie :

– λ � 106 pour un rayon r � rmin

– λ � 1 pour un rayon r � rmin

où
– r désigne la distance du centre des cellules par rapport au centre du tube mobile.
– rmin définit une couronne de rayon rmin autour du tube mobile.

Pour éviter une variation trop brusque du coefficient de diffusion de maillage, une autre distribution
de coefficient de diffusion de maillage a été testée :

λ � 106 pour un rayon r � rmin

λ � 106e � � 2 � r � rmin � � � 1 pour un rayon r � rmin

Les déformations de maillage obtenues avec un coefficient de diffusion de maillage constante λ � 1
partout dans le domaine et la première distribution sont comparées sur les figures (3.10) et (3.11) .

La résolution de cette équation se fait par la méthode des volumes finis. On se ramène à la réso-
lution d’un système matriciel symétrique par une méthode de gradient conjugué préconditionné.

Pour vérifier l’intérêt des ces conditions aux limites de maillage, on choisit une configuration en
faisceau de tubes proche de la configuration expérimentale qui nous intéresse. On choisit de se limiter
à une cellule élémentaire de 5 tubes ou 9 tubes. On impose les conditions aux limites suivantes sur la
vitesse w pour la résolution du laplacien :

w � ws sur le tube mobile

w � 0 sur les tubes fixes

où ws � acos
�
ωt � désigne la vitesse imposée du tube mobile d’amplitude a et de pulsation ω.

On peut voir sur les figures (3.10) et (3.11) une comparaison des déplacements obtenus en choi-
sissant pour la résolution du laplacien un coefficient de diffusion constant en espace et unitaire et un
coefficient de diffusion de maillage variable en espace. Ainsi on retrouve bien sur les deux figures
que la déformation de maillage est maximale près de la paroi mobile et qu’elle se diffuse et s’annule
loin de la paroi. Par ailleurs on constate qu’avec une coefficient de diffusion de maillage variable en
espace, le maillage se déforme en bloc sur une courone autour de la paroi mobile et que les mailles
à la paroi sont moins déformées (figure 3.11). C’est cette distribution de coefficient de diffusion de
maillage λ qui sera conservé par la suite pour les simulations numériques en faisceau de tubes et
cylindres concentriques.
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FIG. 3.10 – Comparaison du déplacement de maillage avec un coefficient de diffusion de maillage
constant (bas) et un coefficient de diffusion de maillage variable λ � 106 pour r � rmin et
λ � 1 ailleurs au même instant (haut). Déplacement max=5 � 201 10 � 1 mm (haut) et Déplacement
max=5 � 191 10 � 1mm (bas).
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FIG. 3.11 – Exemple de maillage (5184 cellules) et de déformation de maillage avec différentes
distributions pour le coefficient de diffusion de maillage λ. λ � 1 partout (gauche). λ � 106 pour
r � rmin et λ � 1 ailleurs (droite).
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On a présenté dans cette section la formulation Arbitraire Lagrange-Euler (ALE) pour la résolu-
tion des équations de Navier-Stokes avec présence de paroi mobile. On a montré que cette formula-
tion introduisait une vitesse de maillage w arbitraire dans l’équation de quantité de mouvement. On
a pu testé la mise en oeuvre de cette formulation ALE pour un écoulement de Poiseuille plan et on
a montré que l’on estimait correctement la chute linéique de pression ainsi que le profil parabolique
de vitesse. On a constaté que le mouvement de maillage introduisait des oscillations négligeables sur
les efforts de pression exercés sur la paroi inférieur du canal. Ces oscillations sont vraisemblable-
ment dues à des erreurs numériques causés par les non-orthogonalités du maillage mobile. Enfin on
a pu tester un algorithme permettant le contrôle de la déformation et de la vitesse de maillage sur
une configuration de faisceau à partir d’une équation de diffusion. On a testé deux distributions de
coefficient de diffusion de maillage constant et variable en espace et en temps. Cette dernière distri-
bution de coefficient de diffusion de maillage a permis de conserver un maillage non déformé près
de la paroi mobile et elle sera utilisé par la suite pour les simulations en configuration de faisceaux
de tubes ou de cylindres concentriques.
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3.2 Méthodologie pour le calcul structure

On étudie ici le mouvement d’une structure vibrant en air. On rappelle dans un premier temps
l’équation mécanique régissant le mouvement de la structure. Celui-ci est décomposé suivant ses
modes propres et on introduit un coefficient de masse, d’amortissement et de raideur pour caractéri-
ser la structure. Puis on décrit une classe de schémas d’intégration temporelle (schémas de Newmark)
pour la résolution de cette équation différentielle. On effectue des développements de Taylor pour étu-
dier l’ordre en temps des schémas d’intégration numérique. Enfin on compare les résultats obtenues
avec différents schémas numériques à la solution analytique du déplacement d’une structure vibrant
sous l’effet d’une force imposée au cours du temps et en l’absence de couplage.

3.2.1 Position du problème structure

La représentation simplifiée adoptée pour l’étude de la dynamique d’un tube vibrant est la sui-
vante :

MsA � CsV � KsU � Fs

où U , V , A désignent respectivement le déplacement, la vitesse et l’accélération du tube et Ms, Cs,
Ks sa masse, son amortissement et sa raideur. Pour la résolution on utilise le schéma de Newmark en
accélération :

V n � 1 � V n � ∆t
� �

1
�

γ � An � γAn � 1 �

Un � 1 � Un � ∆tV n � 1
2

∆t2
� �

1
�

2β � An � 2βAn � 1 � (3.9)

avec γ et β constantes à définir en fonction du schéma.
Les relations du système (3.9) sont déduites des développements qui vont suivre. On écrit les déve-
loppements de Taylor de la vitesse aux temps tn et tn � 1 en explicite et implicite :

V n � 1 � V n � ∆tAn � ∆t2

2!
d2V n

dt2 � O
�
∆t3 �

V n � V n � 1 �
∆tAn � 1 � ∆t2

2!
d2V n � 1

dt2 � O
�
∆t3 �

On utilise dans le système précédent le coefficient γ :�
1

�
γ � V n � 1 � �

1
�

γ � V n � � 1 �
γ � ∆tAn � � 1 �

γ � ∆t2

2!
d2V n

dt2 � O
�
∆t3 �

γV n � γV n � 1 �
γ∆tAn � 1 � γ

∆t2

2!
d2V n � 1

dt2 � O
�
∆t3 �

En retranchant les deux équations du système précédent, il vient :�
1

�
γ � V n � 1 �

γV n � �
1

�
γ � V n �

γV n � 1� �
1

�
γ � ∆tAn � γ∆tAn � 1� �

1
�

γ � ∆t2

2!
d2V n

dt2

�
γ

∆t2

2!
d2V n � 1

dt2
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On a par conséquent :

V n � 1 � V n � ∆t
� �

1
�

γ � An � γAn � 1 � � ∆t2
� �

1
�

γ � d2V n

dt2

�
γ

d2V n � 1

dt2 � � O
�
∆t3 �

On peut écrire le développement limité suivant pour la dérivée seconde de la vitesse :

d2V n � 1

dt2 � d2V n

dt2 � O
�
∆t �

et par conséquent, il vient :

1
2

�
d2V n � 1

dt2

� d2V n

dt2 � � O
�
∆t �

Ainsi si on choisit γ � 1
2 le développement de la vitesse s’écrit :

V n � 1 � V n � ∆t
2

�
An � An � 1 � � O

�
∆t3 �

De la même manière, on écrit les développements de Taylor du déplacement aux temps t n et tn � 1 en
explicite et implicite.

Un � 1 � Un � ∆tV n � ∆t2

2!
An � O

�
∆t3 �

Un � Un � 1 �
∆tV n � 1 � ∆t2

2!
An � 1 � O

�
∆t3 �

On introduit le coefficient β dans le système précédent :�
1 � 2β � Un � 1 � �

1 � 2β � Un � � 1 � 2β � ∆tV n � � 1 � 2β � ∆t2

2!
An � O

�
∆t3 �

2βUn � 2βUn � 1 �
2β∆tV n � 1 � 2β

∆t2

2!
An � 1 � O

�
∆t3 �

et en sommant les deux équations du système précédent, il vient :�
1 � 2β � Un � 1 � 2βUn � �

1 � 2β � Un � � 1 � 2β � ∆tV n � � 1 � 2β � ∆t2

2!
An� 2βUn � 1 �

2β∆tV n � 1 � 2β
∆t2

2!
An � 1 � O

�
∆t3 �

On en déduit :

Un � 1 � Un � ∆t
� �

1 � 2β � V n �
2βV n � 1 � � � ∆t2

2!

� �
1 � 2β � An � 2βAn � 1 � � � O

�
∆t3 �

En remplaçant V n � 1 par le développement limité suivant :

V n � 1 � V n � ∆tAn � O
�
∆t2 �

dans l’équation précédente :

Un � 1 � Un � ∆t
� �

1 � 2β � V n �
2β
�
V n � ∆An � O

�
∆t2 ��� �� ∆t2

2!

� �
1 � 2β � An � 2βAn � 1 � � � O

�
∆t3 �
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on peut finalement écrire le développement suivant pour le déplacement au temps t n � 1 :

Un � 1 � Un � ∆tV n � ∆t2

2

� �
1

�
2β � An � 2βAn � 1 � � O

�
∆t3 �

On rappelle le résultat pour la vitesse au temps tn � 1 :

V n � 1 � V n � ∆t
� �

1
�

γ � An � γAn � 1 � � O
�
∆t2 �

Le schéma de Newmark est donc un schéma d’ordre 2 en temps si γ � 1
2 et d’ordre 1 en temps sinon.

De plus, si on choisit β � 1
4 et γ � 1

2 , on obtient le schéma suivant :

V n � 1 � V n � ∆t
2

�
An � An � 1 �

Un � 1 � Un � ∆tV n � ∆t2

4

�
An � An � 1 �

et en utilisant la première équation, on peut écrire :

V n � 1 �
V n

∆t
� 1

2

�
An � An � 1 �

En remplaçant dans la deuxième équation, on obtient le schéma des trapèzes d’ordre 2 :

MsA
n � 1 � CsV

n � 1 � KsU
n � 1 � Fn � 1

s

V n � 1 � V n � ∆t
2

�
An � An � 1 �

Un � Un � ∆t
2

�
V n � V n � 1 �

On donne quelques cas particuliers de schémas de Newmark :

γ � 1 � 2, β � 1 � 4 méthode des accélérations constantes (trapèzes).

γ � 1 � 2, β � 1 � 6 méthode des accélérations linéaires.

γ � 1 � 2, β � 0 méthode des différences centrées.

γ � 1, β � 1 � 2 méthode d’euler implicite.

Il peut être nécessaire dans certains cas de faire une extrapolation en temps de la force introduite dans
le système masse-ressort (ordre en temps du schéma global par exemple) et il peut être intéressant
d’utiliser pour cela un schéma dit α-HHT qui modifie le schéma de Newmark en introduisant un
coefficient α dans l’équation d’équilibre du masse-ressort de la façon suivante :

MsA
n � 1 � � �

1 � α � CsV
n � 1 �

αCsV
n � � � �

1 � αKsU
n � 1 � �

αUn � � � �
1 � α � Fn � 1

s
�

αFn
s

�

L’écriture du déplacement et de la vitesse reste inchangée par rapport au schéma de Newmark :

Un � 1 � Un � ∆tV n � 1
2

∆t2
� �

1
�

2β � An � 2βAn � 1 �

V n � 1 � V n � ∆t
� �

1
�

γ � An � γAn � 1 �

On retrouve le schéma de Newmark pour α � 0.
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3.2.2 Comparaison des schémas numériques

Le système mécanique décrit ci-dessous

Ms
d2U
dt2 � Cs

dU
dt

� KsU � Fs

est résolu par une méthode de différences finies. Différents types de schémas sont testés ci-dessous :
– schéma Euler explicite
– schéma centré
– schéma de Newmark

3.2.2.1 Schéma Euler explicite

On rappelle l’approximation au premier ordre en temps des dérivées première et seconde du
déplacement Un (vitesse et accélération) obtenues à l’aide des développements limités :�

dU
dt � n � Un �

Un � 1

∆t
� O

�
∆t ��

d2U
dt2 � n � Un �

2Un � 1 � Un � 2

∆t2 � O
�
∆t �

Le système mécanique est approché par l’équation suivante :

Ms
Un �

2Un � 1 � Un � 2

∆t2 � Cs
Un �

Un � 1

∆t
� KsU

n � Fn
s � O

�
∆t �

et on en déduit le déplacement U n en résolvant le système linéaire ci-dessous :�
Ms

∆t2 � Cs

∆t
� Ks � Un � Fn

s � �
2Ms

∆t2 � Cs

∆t � Un � 1 � Ms

∆t2Un � 2

Le schéma dit ’Euler explicite’ est du premier ordre en temps O
�
∆t � . On initialise par : U 0 et U1

pour amorcer le processus itératif à partir des conditions initiales.

3.2.2.2 Schéma centré

Les dérivées sont approchées par des formules centrées autour de U n. On a pour la vitesse et
l’accélération : �

dU
dt � n � Un � 1 �

Un � 1

2∆t
� O

�
∆t2 ��

d2U
dt2 � n � Un � 1 �

2Un � Un � 1

∆t2 � O
�
∆t2 �

En remplaçant dans le système mécanique, il vient :

Ms
Un � 1 �

2Un � Un � 1

∆t2 � Cs
Un � 1 �

Un � 1

2∆t
� KsU

n � Fn
s � O

�
∆t2 �

On en déduit comme précédemment le déplacement U n � 1 en résolvant le système linéaire ci-dessous :�
Ms

∆t2 � Cs

2∆t � Un � 1 � Fn
s � �

2
Ms

∆t2

�
Ks � Un � �

Cs

2∆t

� Ms

∆t2 � Un � 1

Cette approximation U n � 1 du déplacement au temps tn � 1 est du second ordre en temps O
�
∆t2 � .
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3.2.2.3 Schéma de Newmark

Approche en accélération

On a :

�
Ms � γ∆tCs � β∆t2Ks � An � 1 � Fn � 1

s
� �

Cs∆t
�
1

�
γ � � 1

�
2β

2
∆t2Ks � An � �

Cs � Ks∆t � V n �
KsU

n

V n � 1 � V n � ∆t
� �

1
�

γ � An � γAn � 1 �

Un � 1 � Un � ∆tV n � 1
2

∆t2
� �

1
�

2β � An � 2βAn � 1 �

La meilleure précision est obtenue pour β � 1
4 et γ � 1

2 avec un amortissement numérique réduit.

Approche en déplacement

En choisissant β � 1
4 et γ � 1

2 , on obtient :�
4Ms

∆t2 � 2Cs

∆t
� Ks � Un � 1 � Fn � 1

s � �
4Ms

∆t2 � 2Cs

∆t � Un � �
4Ms

∆t
� Cs � V n � MsA

n

V n � 1 � �
V n � 2

∆t

�
Un � 1 �

Un �
An � 1 � �

An � 2
∆t

�
V n � 1 �

V n �
Quelque soit l’approche choisie, on initialise le processus itératif en calculant l’accélération initiale
Ao par :

Ms Ao � Fo
s

�
Cs V o �

Ks Uo

3.2.3 Mise en oeuvre

Pour tester les différents schémas numériques utilisés pour le calcul structure, on compare les
résultats à une solution analytique du problème mécanique. On sait que la solution exacte du dépla-
cement du problème homogène telle que :

Ms
d2U
dt2 � Cs

dU
dt

� KsU � 0

On cherche un déplacement sous la forme d’une sinusoïde amortie. On peut montrer en supposant
que le déplacement est nul à l’instant initial et en négligeant l’amortissement Cs devant la raideur Ks

que :

U
�
t � � Uoe � Cs

2Ms
tsin

�
ωt �

avec
– Uo amplitude du déplacement,

– ω ��� Ks
Ms

pulsation du système mécanique.
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Chapitre 3. Méthodologie pour calculs couplés

On sait par ailleurs que la solution du problème complet est la somme de la solution du problème
homogène et d’une solution particulière. Pour obtenir une expression simple du problème complet,
on choisit une solution particulière et on en déduit l’expression de la force à imposer pour que le
système mécanique soit vérifié. Ainsi la solution analytique est la suivante :

U
�
t � � Uoe � Cs

2Ms
tsin

�
ωt � � sin

�
ω1t �

avec
– Uo amplitude du déplacement.
– ω1 � ω � 2

et on impose une force Fs
�
t � de la forme suivante :

U1
�
t � � sin

�
ω1t �

Fs
�
t � � Ms

d2U1

dt2 � Cs
dU1

dt
� KsU1

Pour les valeurs numériques de la masse Ms, l’amortissement Cs et la raideur Ks, on prend :

Ms � 24992 kg

Ks � 13185 � 22 � 250 � 1160 � 28 kg � s � 2

Cs � 124 � 06 kg � s � 1

De plus pour chacun des schémas d’intégrations temporels, on initialise les déplacements et vitesses
numériques à partir de la solution analytique. On peut voir les solutions obtenues pour les différents
schémas numériques et l’erreur par rapport à la solution analytique. Au vu des résultats (figures 3.12,
3.13) les schémas centrés et de Newmark (schéma d’ordre deux en temps) sont les mieux adaptés
pour ce type de problème.

On a étudié dans cette section les propriétés numériques de différents schémas d’intégration tem-
porelle : euler explicite, différences centrées et méthode des trapèzes et on a constaté que l’erreur
numérique la plus faible était obtenue par une méthode des trapèzes. On conservera ce schéma nu-
mérique pour les simulations numériques du mouvement du tube en présence de couplage avec le
fluide.
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FIG. 3.12 – Comparaison des déplacements obtenus par trois schémas numériques à une solution
analytique.
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FIG. 3.13 – Comparaison de l’erreur à une solution analytique obtenue pour trois schémas numé-
riques.
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3.3 Méthodologie pour le couplage fluide structure

3.3.1 Algorithmes de couplage

Pour modéliser le couplage, on procède par itérations successives : on calcule tout d’abord les
efforts fluides exercés sur la structure, on en déduit par la résolution du problème mécanique le dé-
placement du tube mobile et par conséquent la nouvelle géométrie pour le calcul fluide à l’itération
suivante. Pour réaliser ce couplage, plusieurs schémas sont possibles : un schéma de couplage expli-
cite du premier ordre en temps qui présente l’inconvénient de dissiper une partie de l’énergie méca-
nique du système global fluide-structure. Il ne faut pas produire d’énergie ni en dissiper à la frontière
des domaines fluide et solide afin d’éviter l’apparition d’un amortissement numérique susceptible de
perturber les résultats. D’autres schémas de couplage sont envisageables. Le premier consiste à faire
la résolution des deux problèmes structure et fluide dans le même système d’équations. Il s’agit d’un
couplage fort qui assure la conservation de l’énergie de fait mais nécessite de modifier la structure
des codes fluide et structure. Une deuxième approche consiste à utiliser des schémas de couplage
implicites qui font appel à des méthodes itératives pour effectuer le couplage comme la méthode de
point fixe. Une troisième approche consiste à utiliser des schémas de couplage explicites modifiés
pour réduire l’erreur due au couplage.

On considère un couplage fluide structure, on peut estimer la variation d’énergie mécanique in-
duite par le calcul fluide à chaque itération par :

∆En � 1
f � � TFn

f
�
Xn � 1 �

Xn �
où Fn

f désigne les efforts exercés par le fluide sur la structure et X n et Xn � 1 les déplacements imposés

par l’algorithme de couplage aux temps tn et tn � 1 au solveur fluide. On suppose que la structure peut
être modélisée par l’équation suivante :

MsA � CsV � KsU � Fs

où A, V et U désignent respectivement l’accélération, la vitesse et le déplacement de la structure.
Cette équation peut-être résolue par le schéma de Newmark suivant :

MsA
n � 1 � CsV

n � 1 � KsU
n � 1 � Fn � 1

s

V n � 1 � V n � ∆t
2

�
An � 1 � An �

Un � 1 � Un � ∆t
2

�
V n � 1 � V n �

avec Ms, Ks, Cs matrice de masse, de rigidité et d’amortissement. Ces matrices sont supposés sy-
métriques et les matrices Ms et Ks sont de plus définies positives. On écrit l’énergie de la structure
comme la somme des énergies cinétique et potentielle :

Es � 1
2

TV MsV � 1
2

TUKsU

et la variation d’énergie induite par le calcul structure d’un pas temps tn à un pas de temps tn � 1 peut
s’écrire :

∆En � 1
s � En � 1

s
�

En
s� 1

2
T � V n � 1 � V n � Ms

�
V n � 1 �

V n � � 1
2

T � Un � 1 � Un � Ks
�
Un � 1 �

Un �� ∆t TV n � 1
2 MsA

n � 1
2 � ∆t TUn � 1

2 KsV
n � 1

2� ∆t TV n � 1
2
�
MsA

n � 1
2 � KsU

n � 1
2 �� ∆t TV n � 1

2
�
F

n � 1
2

s
�

CsV
n � 1

2 �
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Finalement il vient :

∆En � 1
s � T � Un � 1 �

Un � Fn � 1
s � Fn

s

2

�
∆t TV n � 1

2CsV
n � 1

2

La variation d’énergie induite par le second terme de l’équation précédente est due à l’amortisse-
ment de la structure Cs et n’est pas prise en compte dans le bilan d’énergie globale fluide-structure.
Pour réduire les erreurs liées au couplage, il faut par conséquent s’assurer que l’égalité suivante est
respectée :

∆En � 1
s � T � Un � 1 �

Un � Fn
s � Fn � 1

s

2
� � TFn

f
�
Xn � 1 �

Xn � � ∆En � 1
f

Le schéma de couplage doit être construit tel que les déplacements X n envoyés au solveur fluide et
efforts Fn

s envoyés au solveur structure minimisent l’écart entre ces énergies. On présente dans les
paragraphes suivants trois types de schémas de couplage explicites et implicite conçus à cet effet.

3.3.1.1 Schéma A : Algorithme de couplage explicite synchrone

Généralement pour déterminer le déplacement d’une structure au temps tn � 1, on utilise la géo-
métrie au temps tn pour la détermination des efforts fluides (figure 3.14).

Etape Fluide

Etape Structure
Tn−1

Tn

Tn

Tn+1 Tn+2

Tn+2Tn+1

Tn−1

VnFn

FIG. 3.14 – Représentation schématique de l’avancée en temps du schéma synchrone.

Le principe de l’algorithme explicite synchrone est de prédire la position du domaine de calcul à
l’instant tn � 1 à partir de celui à l’instant tn en utilisant le développement suivant :

Xn � 1 � Un � α0∆tU̇n � α1∆t
�
U̇n �

U̇n � 1 � (3.10)

où
– Un désigne le déplacement à l’instant tn

– U̇n et U̇n � 1 les vitesses aux instants tn et tn � 1

– ∆t le pas de temps courant
– α0 et α1 les coefficients du schéma de couplage

Le déplacement étant connu, on déplace le tube avec ou sans sous-itération, les sous-itérations
stabilisant le calcul fluide. On estime ensuite les efforts fluides exercés sur le tube et on détermine
à l’aide du calcul mécanique son déplacement. Un choix judicieux des coefficients α0 et α1 permet
d’augmenter la précision du schéma. Si on prend α0 � 1 et α1 � 0 � 5, on obtient un schéma du second
ordre voire du troisième ordre en h � ω∆t , avec ω pulsation du système, si l’on s’assure qu’à chaque
pas de temps les efforts exercés par le fluide sur la structure Fn

s et les efforts "calculés" par le code
fluide et exercés par le fluide sur la structure Fn

f vérifient :

Fn
f � Fn � 1

s � Fn
s

2
(3.11)
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Cet algorithme a été introduit par Farhat et al. (1995, 1997). Il a donné de bons résultats pour l’étude
des problèmes d’aéroélasticité (écoulement autour d’une aile d’avion, Piperno et al. 1995, 1997). On
peut voir en annexe E le détail des calculs de l’ordre en temps du schéma de couplage synchrone
pour le cas particulier α0 � 0 et α1 � 0.

3.3.1.2 Schéma B : Algorithme de couplage explicite asynchrone

Le principe du schéma asynchrone consiste à ne pas effectuer les calculs fluide et structure aux
mêmes instants physiques. Ainsi le calcul fluide se fait à l’instant tn � 1

2 et le calcul structure à l’instant
tn � 1 (figure 3.15).

Etape Structure

Etape Fluide

Tn Tn+1 Tn+2

Tn−1/2 Tn+1/2 Tn+3/2 Tn+5/2

FIG. 3.15 – Représentation schématique de l’avancée en temps du schéma asynchrone.

On estime les nouveaux déplacements par la prédiction suivante :

Xn � 1
2 � Un � ∆t

2
U̇n

Ensuite on effectue comme précédemment le calcul fluide et on estime les efforts exercés sur la
structure à l’instant tn � 1. Cette procédure conserve la géométrie sans violer la continuité des champs
de vitesses à l’interface fluide-structure (Thomas et Lombard 1979). Cette conservation est due à la
propriété du schéma de couplage (trapezoidal rule) :

W � Xn � 1
2

�
Xn � 1

2

∆t
� Un �

Un � 1

∆t
� U̇n �

U̇n � 1

2
� U̇n

où W est la vitesse imposé au maillage fluide.

3.3.1.3 Schéma C : Algorithme de couplage implicite

On met en oeuvre ici un schéma de couplage implicite par une méthode de point fixe. L’algo-
rithme utilisé ici est inspiré des travaux de Hermann (1999), LeTallec (2001), Mani (2003) et Abouri
(2003). Cet algorithme consiste à faire une suite d’estimations explicites convergentes de la solu-
tion du système couplé fluide solide en utilisant un critère d’arrêt pour stopper le processus itératif.
Ce critère d’arrêt peut être la norme de l’écart de vitesse ou de force entre une sous-itération et la
suivante.

L’algorithme implicite est le suivant :
On part d’un état initial tn fluide (vitesse, pression, géométrie) et structure (déplacement, vitesse,

accélération) et on procède en cinq étapes :

1. Calcul des efforts fluides
�
Fn � 1 � k

2. Estimation du déplacement
�
X n � 1 � k et de la vitesse structure

�
V n � 1 � k

3. Déformation de la géométrie
�
Ωn � 1 � k
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4. Détermination de la nouvelle géométrie
�
Ωn � 1 � k � 1

5. Calcul de l’erreur E ��� � Fn � 1 � k � 1 � � Fn � 1 � k �
� � Fn � 1 � 0 �

Si l’erreur E � ε on continue les sous-itérations en repartant de l’état initial tn. On recommence
les étapes (1) à (5) en conservant la dernière vitesse calculée

�
V n � 1 � k pour la sous-itération suivante.

Dans le cas contraire, on passe à l’instant tn � 2. Ce processus de point fixe converge naturellement si la
première estimation explicite n’est pas trop loin de la solution finale mais il est possible de l’accélérer
en modifiant la vitesse ou la force par une méthode d’accélération Newton-Raphson (Abouri et al.
2003) (figures 3.16) ou de gradient conjugué (Daim et al. 2002). Pour ne pas dégrader l’ordre en
temps du schéma de couplage, il convient d’utiliser des résolutions en temps d’ordre élevé équivalent
à l’ordre en temps du schéma de couplage pour les solveurs fluide et structure.

F
n+1

F
n+1( ) 1

F
n+1( ) 2

F
n+1( ) 3

F
n+1( ) 4

Force 
y=x

F(t)

Sous−itération

F
n+1( ) 1

F
n+1( ) 2

F
n+1( ) 3

F
n+1

F
n+1( ) 3

F
n+1( ) 2

F
n+1( ) 1

Force 
y=x

F(t)

Sous−itération

FIG. 3.16 – Représentation schématique monodimensionnelle du schéma de couplage implicite avec
et sans accélération de Newton-Raphson (figure haut et bas respectivement).
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3.3.2 Propriétés des schémas

3.3.2.1 Position du problème

Pour caractériser les propriétés des schémas de couplage explicites et implicite, on a choisi l’étude
du couplage de deux ressorts en série non amortis de même raideur Ks et de masses différentes Ms1

et Ms2 . Le système couplé peut s’écrire de la façon suivante :

Ms1

d2U1

dt2 � KsU1 � KsU2

Ms2

d2U2

dt2 � KsU2 � KsU1

où U1 et U2 désignent les déplacements des deux structures.
Pour un tel système, la solution analytique du système couplé est connue. En effet en supposant par
exemple que Ms2 � Ms1 � 2 en régime harmonique, il vient :

U1
�
t � � Asin

�
ωt �

U2
�
t � � �

2U1
�
t �

avec ω ��� 3Ks1 � Ms1 pulsation du système et A amplitude du déplacement avec les conditions ini-
tiales suivantes :

U2
�
0 � � �

2U1
�
0 � � 0

∂U1

∂t

�
0 � � �

2
∂U2

∂t

�
0 �

On calcule les énergies fluide ∆E f et structure ∆Es des deux systèmes en faisant une analogie et en
supposant que la première équation traduit le comportement de la structure et la seconde le compor-
tement du fluide. Ainsi la force exercée par le fluide sur la structure sans correction est F n

f � KsUn
2 . Si

on choisit le schéma explicite synchrone ou asynchrone, il faut imposer les deux relations suivantes
pour minimiser l’énergie de couplage :

Fn
f � KsU

n
2

Fn
f � Fn

s � Fn � 1
s

2

Avec le schéma implicite, les extrapolations précédentes ne sont pas nécessaires puisque l’on ap-
proche la force fluide par sous-itérations.

3.3.2.2 Conservation de l’énergie à l’interface

On peut voir que l’écart entre la variation d’énergie due au fluide et à la structure est sensible-
ment réduit par l’utilisation d’un schéma de couplage B ou C (figure 3.17) et que l’amortissement
numérique induit par le couplage est le plus faible pour ces deux types de schéma (figure 3.18).

De plus on compare sur la figure (3.19) l’erreur à la solution analytique pour les trois schémas
de couplage A, B et C. On peut voir que l’erreur la plus faible est obtenue pour des schémas de
couplage asynchrone B et implicite C. De plus pour ces deux schémas, l’erreur augmente faiblement
au cours du temps. L’écart avec le schéma de couplage synchrone vient du fait que l’on ne peut pas
assurer avec ce schéma la continuité des déplacements et des vitesses qui génère des erreurs sur la
solution finale. De plus, on a comparé l’évolution au cours du temps de l’amortissement numérique
dû au schéma de couplage. On constate que l’amortissement numérique est le plus faible pour les
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schémas implicite et explicite asynchrone. De plus on identifie sur le tableau (3.2) l’amortissement
numérique ξ dû aux schémas de couplage A, B et C pour un déplacement de la structure de la forme
x � xoeξωtsin

�
ωt � . On peut voir que l’amortissement numérique ξ est réduit par l’utilisation d’un

schéma de couplage implicite C ou explicite asynchrone B. On effectue également une comparaison
avec un code d’élements finis implicite. Les deux masses et le ressort sont modélisés par des éléments
finis ponctuels et linéaires respectivement. La fréquence et l’amortissement obtenus avec ce couplage
fort (solveur implicite) sont comparés aux algorithmes de couplage partitionnés explicites et implicite
(A, B et C) sur le tableau (3.2).

On constate que l’amortissement obtenu avec un algorithme de couplage partitionné ou un schéma
de couplage implicite par méthode de point fixe est très proche de celui obtenu par couplage fort avec
un solveur complètement implicite.
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FIG. 3.17 – Cas test structure-structure : comparaison de l’écart d’énergie pour les trois schémas A,
B et C.
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FIG. 3.18 – Cas test structure-structure : comparaison de l’évolution de l’amortissement numérique
au cours du temps avec les trois schémas de couplage A, B et C estimé à partir du déplacement.
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FIG. 3.19 – Cas test structure-structure : erreur à la solution analytique pour les trois schémas de
couplage A, B et C.

Schéma de couplage f (Hz) ξ
Explicite synchrone (A) 0 � 059 2 � 34 � 10 � 4

Explicite asynchrone (B) 0 � 059 1 � 88 � 10 � 5

Implicite (C) 0 � 059 2 � 43 � 10 � 11

Couplage fort 0 � 059 1 � 88 � 10 � 11

Solution Analytique 0 � 059 0

TAB. 3.2 – Comparaison analytique et numérique des trois schémas de couplage A, B et C avec un pas
de temps dt � 10 � 2 ms et une structure de masse Ms � 2272 mg, de raideur Ks � 105 � 48 mg � ms � 2

et d’amortissement Cs � 0.
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3.3.3 Application et comparaison des schémas

3.3.3.1 cylindres concentriques

On s’intéresse aux forces fluide-structure induites par le mouvement d’un tube central mobile
rigide non amorti dans un fluide parfait au repos entouré par un tube fixe (figure 3.20). On effectue
une comparaison des schémas de couplage en terme de conservation d’énergie globale du système
fluide-structure.

Pour ce cas test, on dispose d’une solution analytique.

Tube fixe

D

De

Tube mobile

Fluide

FIG. 3.20 – Représentation schématique de la configuration étudiée.

3.3.3.2 Modèle analytique

Pour de forts nombres de Stokes, on peut approcher la masse ajoutée Ma et l’amortissement ajouté
Ca par les approximations suivantes (Sinyavaskii et al. 1980, Baj 1998, Renou 1998) :

Ma � ρD2L ��� π
4

1 ��� D
De � 2

1
� � D

De � 2 ��� π
St

� ��
Ca � µL ����� 2π

3
2

ρ f D2

µ

1 � � D
De � 3�

1
� � D

De � 2 � 2

�
���� (3.12)

avec :

ρ � 1000 kg � m � 3 masse volumique du fluide

µ � 0 viscosité dynamique du fluide

D � 2 mm diamètre du tube

De � 2 � 5 � D � 5 mm diamètre extérieur

L � 1 mm longueur d’extrusion en z

Ms � 5 � 96 10 � 4 kg masse structure

Cs � 0 amortissement structure

fs � 119 � 36 Hz fréquence structure

St � ∞ nombre de Stokes

A � 10 � 2 mm amplitude du déplacement initial du tube
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3.3. Méthodologie pour le couplage fluide structure

Pour un fluide parfait de viscosité dynamique µ nulle, le nombre de Stokes associé est infini

St � ρ f D2

µ � ∞. Le système (3.12) devient alors :

Ma � ρD2L ��� π
4

1 � � D
De � 2

1
� � D

De � 2

� ��
Ca � 0 (3.13)

Les formules analytiques donnent les résultats suivants pour la masse et l’amortissement ajoutés :

Ma � 4 � 3384 10 � 6 kg

Ca � 0

Le déplacement théorique attendu pour une structure non amortie dans un fluide parfait est de la
forme suivante :

U � Uocos
�
2π fet �

où fe désigne la fréquence d’oscillation du tube en eau au repos.
On suppose que le déplacement de la structure est régi par l’équation suivante :

Ms
d2U
dt2 � Cs

dU
dt

� KsU � Fe

où Fe désigne la force fluide-structure. La forme choisie pour identifier les forces fluide-structure (en
eau au repos) par analogie avec l’approche expérimentale est :

Fe � �
Ma

d2U
dt2

�
Ca

dU
dt

où Ma, Ca sont les coefficients de masse et d’amortissement ajoutés par le fluide au repos. On utilise
une méthode numérique de lâcher pour estimer les forces fluide-structure. Cette méthode numérique
utilise un couplage entre le code fluide et le code structure pour la détermination des grandeurs fluide-
structure. On donne un déplacement initial à la structure qu’on laisse évoluer librement dans le fluide
au repos.
Pour obtenir des résultats précis, on utilise des discrétisations en temps d’ordre 2, Newmark pour la
structure et Crank-Nicholson pour le fluide. Il apparaît un amortissement numérique et le déplace-
ment obtenu pour la structure est de la forme suivante :

U � Uo cos
�
2π fe t � e � 2πξ fe t

De plus, on effectue comme pour le cas-test monodimensionnel précédent une comparaison des fré-
quences et amortissements numériques avec un code d’éléments finis implicite. Le fluide est supposé
parfait non visqueux et l’écoulement est modélisé comme un écoulement bidimensionnel faiblement
compressible. Deux nouvelles variables sont introduites :

p pression fluide.

φ potentiel de vitesse.

pour la résolution du problème fluide-structure couplé, en considérant que la vitesse fluide u dérive
du potentiel φ de la façon suivante :

u � ∇φ
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Le système couplé fluide-structure peut s’écrire sous la forme (Morand et Ohayon 1995) :

�����������
Ks

�
ω2 Ms 0

�
ω2ρ

�
Σ UφdS

0

�
Ω f

p2dS

ρc2

�
ω2

�
Ω f

pφdS

c2

�
ω2ρ

�
Σ UφdS

�
ω
�

Ω f
pφdS

c2

�
ω2ρ

�
Ω f

���
∇φ � 2dS

�
����������
������������

U

p

φ

�
����������� � ������������
0

0

0

�
�����������
où :

ρ et c désignent respectivement la masse volumique du fluide et la vitesse du son dans le fluide,

Ω f et Σ désignent respectivement le volume fluide et l’interface fluide-structure.

Le déplacement du fluide et de la structure étant faibles, une formulation lagrangienne est utilisée
pour décrire les équations du mouvement du système couplé. On utilise pour la simulation numérique
un maillage bidimensionnel pour le fluide et la structure et un maillage monodimensionnel pour
l’interface fluide-structure. Les nœuds de l’interface sont communs aux mailles fluides et structure et
le couplage intervient au niveau de l’interface Σ. Le mouvement structure est résolu en déplacement
U , celui du fluide en pression et potentiel de vitesse (p, φ) et celui de l’interface en déplacement et
potentiel de vitesse (U , φ). Enfin la vitesse de l’écoulement étant faible devant la vitesse du son c,
on suppose que la modélisation compressible de l’écoulement est proche de celle obtenue par une
modélisation incompressible.

3.3.3.3 Conservation d’énergie

On donne la fréquence d’oscillation du tube en eau fe et l’amortissement ξ sur le tableau (3.3).

Schéma de couplage fe (Hz) ξ
Explicite synchrone 118 � 92 4 � 42 10 � 5

Explicite asynchrone 118 � 92 2 � 94 10 � 5

Implicite 118 � 92 4 � 01 10 � 6

Couplage fort 119 � 02 1 � 33 10 � 6

Solution analytique 118 � 93 0

TAB. 3.3 – Cas test tubes coaxiaux en fluide parfait : Comparaison des résultats théoriques et nu-
mériques obtenus pour les trois schémas de couplage explicite synchrone, explicite asynchrone et
implicite avec un pas de temps dt � 10 � 5 s ainsi que la solution avec couplage fort.

Les solutions les moins amorties sont obtenues avec les schémas de couplage explicite asynchrone
et implicite (tableau 3.3). On remarque de plus que l’amortissement numérique obtenu avec un algo-
rithme de couplage implicite partitionné est proche de celui obtenu avec un algorithme monolithique
de couplage fort dans le tableau (3.3).

Par ailleurs pour tous les schémas de couplage, la fréquence numérique obtenue est proche de
la solution théorique attendue en étant toutefois légèrement surestimée avec le solveur implicite de
couplage fort. Pour ce couplage fort, l’utilisation d’un maillage plus fin de l’interface fluide-structure
serait préférable et permettrait d’obtenir une meilleure estimation de la fréquence en eau ou de la
masse ajoutée. De plus une formulation incompressible serait plus adaptée.
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On a calculé l’énergie mécanique du système global fluide-structure pour les différents schémas
de couplage. Pour un système non amorti, l’énergie mécanique doit se conserver. On peut voir que le
schéma de couplage implicite assure bien la description de la réponse du tube (figure 3.21) ainsi que
la conservation de l’énergie mécanique (figure 3.22).
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FIG. 3.21 – Cas test tubes coaxiaux en fluide parfait : Comparaison du déplacement de la structure
pour les trois schémas de couplage explicite synchrone, explicite asynchrone et implicite.

0.02 0.04 0.06 0.08
Temps (s)

1.66e-08

1.67e-08

1.67e-08

1.67e-08

1.67e-08

1.67e-08

1.68e-08

E
ne

rg
ie

 fl
ui

de
-s

tru
ct

ur
e 

(J
)

Schéma de couplage implicite
Schéma de couplage explicite asynchrone
Schéma de couplage explicite synchrone

FIG. 3.22 – Cas test tubes coaxiaux en fluide parfait : Comparaison de l’énergie mécanique totale du
système fluide-structure pour les trois schémas de couplage explicite synchrone, explicite asynchrone
et implicite.
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3.3.3.4 Cylindres excentrés

On étudie à présent les coefficients fluide-structure, masse et amortissement ajoutés pour un
cylindre intérieur excentré par rapport au cylindre extérieur. Le rapport des diamètres est fixé à
De � D � 2. L’excentrement e est défini par la différence entre l’abscisse des centres des tubes adi-
mensionnée par le rayon du tube extérieur (figure 3.23). On se place à un nombre de Stokes circulaire
St � ωD2

ν � 50 et plusieurs excentrements sont testés : e � 0, e � 0 � 3 et e � 0 � 6.
On choisit une viscosité cinématique ν � 1 � 5 10 � 5 m2 � s � 1 et une masse volumique ρ � 1000kg � m � 3

pour le fluide.

Tube fixe

De

Fluide

D

Tube mobile

e    excentrement

FIG. 3.23 – Représentation schématique de la configuration.

On compare les résultats numériques obtenus par deux méthodes de couplage : couplage faible
avec un schéma B explicite asynchrone et un couplage fort monolithique implicite. Pour le couplage
implicite, les équations du fluide et de la structure sont résolues dans un seul système (algorithme
monolithique) par une méthode d’éléments finis (Yang et Moran 1979). Pour le couplage explicite
(algorithme partitionné), une méthode de volumes finis est utilisée pour le solveur fluide et une mé-
thode de différences finies pour le solveur structure. On impose pour nos simulations numériques un
déplacement initial x0 � 10 � 5m et un pas de temps dt � 10 � 5s.

Le coefficient de masse ajoutée Ma est adimensionné par :

M̃a � Ma

ρπR2L

et le coefficient C̃ν exprimé en fonction de l’amortissement ajouté Ca est introduit :

C̃ν � Ca

ρπR2ω

La comparaison des résultats numériques de masse ajoutée M̃a et d’amortissement ajouté C̃ν obtenus
par les deux méthodes de couplage est effectuée sur les figures (3.24) et (3.25). On retrouve bien la
masse et l’amortissement ajoutés augmentent avec l’excentrement. De plus les résultats numériques
sont proches pour les deux méthodes de couplage partitionnée et monolithique avec un écart maximal
de 8% pour la masse ajoutée et de 5% pour l’amortissement ajouté (écart qui pourrait être réduit en
utilisant une méthode de convergence de Richardson).
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FIG. 3.24 – Cas test cylindres excentrés : comparaison de la masse ajoutée obtenue avec un schéma
de couplage faible explicite asynchrone B et un couplage fort.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
e eccentricité

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Am
or

tis
se

m
en

t a
jo

ut
é 

ad
im

en
si

on
né

Calcul numérique
Yang & Moran

FIG. 3.25 – Cas test cylindres excentrés : comparaison de l’amortissement ajouté obtenu avec un
schéma de couplage faible explicite asynchrone B et un couplage fort.
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On a présenté différents schémas de couplage explicites et implicites pour permettre le transfert de
données entre les solveurs fluide et structure. On a étudié les propriétés de ces schémas en particulier
l’énergie produite à l’interface ainsi que l’amortissement induit par des résolutions fluide et structure
décalées en temps. On a pu montrer que le schéma implicite par méthode de point fixe ainsi que
le schéma explicite asynchrone conservent l’énergie du système globale fluide-structure. Toutefois,
bien que le schéma implicite conserve mieux l’énergie, son coût reste important et le schéma explicite
asynchrone moins coûteux est utilisée dans la suite.
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Etude des efforts fluide-structure 4

4.1 Cylindres concentriques

4.1.1 Configuration étudiée

On modélise les forces fluide-structure induites par le mouvement d’un tube central mobile rigide
dans un fluide visqueux au repos entouré par un tube fixe (figure 4.1). Pour ce cas test, on dispose de
solutions de référence.

Tube fixe

D

De

Tube mobile

Fluide

FIG. 4.1 – Représentation schématique de la configuration étudiée.

Ce dispositif a fait l’objet de plusieurs études expérimentales et théoriques (Chen et al. 1976,
1987, Yeh et Chen 1978, Versabeau 2001). On dispose de résultats analytiques pour la masse et
l’amortissement ajoutés.
On introduit a le rapport des déterminants ci-dessous :

a � �
��������

1 1 F1
�
α � G1

�
α �

0 1 γF1
�
β � γG1

�
β �

2 2 αF0
�
α � αG0

�
α �

0 2 αF1
�
α � αG0

�
β �

��������
�

��������

1 1 F1
�
α � G1

�
α �

γ2 1 γF1
�
β � γG1

�
β �

0 2 αF0
�
α � αG0

�
α �

0 2 αF1
�
α � αG0

�
β �

��������

où Fn et Gn désignent les fonctions de Bessel de 1ere et 2eme espèces et λ, α, β les coefficients
ci-dessous :

λ � � �
2iπSt
D2 α � λD

2
β � λDe

2

T.T Yeh et S.S. Chen (1978) donnent l’expression analytique suivante pour la masse et l’amortis-
sement ajoutés adimensionnés M̃a et C̃a :

M̃a � � π
4

Re
�
1 � 2a �

C̃a � π2St
2

Im
�
1 � 2a � (4.1)
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où la masse et l’amortissement ajoutés adimensionnés sont calculés de la façon suivante :

M̃a � Ma

ρD2L

C̃a � Ca

µL

où ρ, µ, D, L désignent respectivement la masse volumique, la viscosité cinématique, le diamètre du
tube intérieur et la longueur d’extrusion du tube.
Par ailleurs pour de forts nombres de Stokes, on peut approcher la formule (4.1) par l’approximation
suivante (Sinyavaskii 1980, Baj 1998, Renou 1998) :

M̃a � π
4

1 � � D
De � 2

1
� � D

De � 2 � � π
St

C̃a � 2π
3
2

�
St

1 � � D
De � 3�

1
� � D

De � 2 � 2 (4.2)

La configuration choisie est la suivante pour les simulations numériques :

D=22 mm diamètre du tube

De=2.5*D= 55 mm diamètre extérieur

St=800 nombre de Stokes

A=1.1 mm amplitude du déplacement initial du tube
δ
D � 1�

πSt � 0 � 1994 épaisseur de la couche limite adimensionnée (voir Annexe C)

Les formules analytiques donnent les résultats suivants pour la masse et l’amortissement ajoutés :

formule de Chen (système 4.1)

M̃a � 1 � 1790

C̃a � 497 � 62

formule approchée (système 4.2)

M̃a � 1 � 1472

C̃a � 474 � 98

Il existe une loi empirique de correspondance pour un fluide au repos entre les résultats de masse
et amortissement ajoutés obtenus pour un cylindre mobile dans un cylindre fixe et un faisceau de
tubes. Cette loi introduite par Rogers (1984) est de la forme suivante :

D
De

� f
� P
D � � �

1 � 07 � 0 � 56
P
D � P

D

On choisit le rapport des diamètres D � De � 2 � 5.
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4.1.2 Identification des forces fluide-structure

4.1.2.1 Expression des forces

Le déplacement de la structure en eau est régi par l’équation suivante :

Ms
d2U
dt2 � Cs

dU
dt

� KsU � Fe

On rappelle la forme choisie pour identifier les forces fluide-structure en eau au repos par analogie
avec l’approche expérimentale :

Fe � �
Ma

d2U
dt2

�
Ca

dU
dt

(4.3)

On peut déterminer les forces fluide-structure en utilisant deux méthodes numériques différentes. La
première méthode dite méthode de phase permet de déterminer la masse et l’amortissement ajoutés
directement à partir du déphasage entre la force fluide et le déplacement structure imposé (Baj 1998,
Renou 1998). La seconde méthode dite méthode de lâcher utilise un couplage entre le code fluide et
le code structure pour la détermination des grandeurs fluide-structure par une méthode de traitement
du signal de déplacement de la structure décrite en annexe A.

4.1.2.2 Méthode de phase

Dans cette méthode (Baj 1998, Renou 1998), on impose un mouvement de la structure de la forme
suivante :

U
�
t � � U0eiωt

où U0 et ω désignent le déplacement maximal et la pulsation de la structure. On suppose que la force
fluide exercée sur la structure peut s’écrire sous la forme suivante :

F
�
t � � F0ei � ωt � φ �

L’analogue expérimentale de cette méthode est celle de Tanaka (1981). On peut montrer en utilisant la
relation (4.3) que les coefficients de masse et amortissement ajoutés respectivement Ma et Ca peuvent
s’écrire de la façon suivante :

Ma � F0cos
�
φ �

ω2U0

Ca � � F0sin
�
φ �

ωU0

On peut remarquer que dans cette méthode, il n’y a pas de couplage entre les équations régissant le
fluide et la structure. Cette méthode nécessite l’utilisation de petits pas de temps pour déterminer cor-
rectement le déphasage et donc l’amortissement ajouté. Par ailleurs on constate que le déphasage φ
diminue lorsque le nombre de Stokes augmente et le coût de cette méthode devient prohibitif pour de
forts nombres de Stokes. Il peut alors devenir intéressant d’utiliser une méthode de lâcher nécessitant
un couplage entre les calculs fluide et structure.
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Chapitre 4. Etude des efforts fluide-structure

4.1.2.3 Méthode de lâcher

La méthode de lâcher est une méthode couplant les calculs fluide et structure. La méthode ex-
périmentale associée est celle de Hadj-Sadok (1994). Elle nécessite la donnée de conditions initiales
en déplacement, vitesse et force. On choisit un déplacement initial de la structure pour amorcer
l’écoulement fluide initialement au repos et le processus de couplage entre les équations régissant le
comportement du fluide et de la structure.

On teste les trois types de schémas de couplage explicites synchrone, asynchrone et implicite A,
B et C décrits au chapitre 2.
On utilise des discrétisations en temps d’ordre 2, Newmark pour la structure et Crank-Nicholson pour
le fluide. Par ailleurs lorsque l’on utilise le schéma de Crank-Nicholson, la pression est exprimée
au temps tn � 1 � 2 et les vitesses au temps tn � 1. Il est donc nécessaire de faire une extrapolation de la
pression au temps tn � 1 pour calculer les efforts fluides exercés sur la structure. On fait l’extrapolation
linéaire en temps d’ordre 2 suivante pour la pression :

pn � 1 � 3
2

pn � 1 � 2 � 1
2

pn � 1 � 2

Pour obtenir l’ordre 2 en temps dans le solveur fluide, il est nécessaire de faire un nombre suf-
fisant de sous-itérations sur la résolution des grandeurs vitesse et pression (Benhamadouche 2001).
On a choisi de faire dix sous-itérations sur le second membre pour la résolution des équations de
convection et de continuité.

4.1.2.4 Influence du nombre de Stokes

Avec la méthode de phase, on superpose sur la figure (4.2) le déphasage entre la force calculée
numériquement et redimensionnée et le déplacement imposé à la structure. On donne de plus sur
le tableau (4.1) les coefficients de masse et d’amortissement ajoutés numériques. On obtient un très
bon accord en terme de masse ajoutée avec la solution analytique et une erreur de 6 � 5% en terme
d’amortissement ajouté liée vraisemblablement à l’utilisation d’un pas de temps trop grand.

Avec la méthode de lâcher, on compare trois types de schémas pour un pas de temps fixé avec un
maillage donné. On peut voir sur le tableau (4.2) et la figure (4.3) que l’amortissement numérique dû
au couplage est réduit lorsque l’on utilise un schéma de couplage explicite asynchrone ou un schéma
implicite.

On a également testé la convergence en maillage et en temps avec le schéma de couplage explicite
asynchrone vers la solution analytique. On a utilisé pour cette convergence trois maillages (figure 4.4)
avec un nombre croissant de cellules dans la couche limite et trois pas de temps. A convergence on
obtient des résultats très proches de la solution analytique avec moins de 5% d’écart (convergence en
maillage, tableau 4.3, et convergence en temps, tableau 4.4). Les signaux numériques sont post-traités
par une méthode d’ajustement de paramètres détaillée dans l’annexe A.

Enfin on a testé l’influence de l’amplitude initiale sur les grandeurs fluide-structure ainsi que l’in-
fluence du nombre de Stokes sur la qualité des résultats numériques. On constate que pour la gamme
de déplacements initiaux choisis, la masse et l’amortissement ajoutés sont faiblement influencés avec
moins de 1% d’écart entre les différents résultats (tableau 4.5).

Enfin les résultats à nombre de Stokes 14036 sont très encourageants pour les simulations envi-
sagées en faisceaux de tubes à grands nombres de Stokes (tableau 4.6).

62



4.1. Cylindres concentriques

M̃a C̃a

Résultats théoriques 1 � 1790 497 � 2
Méthode de phase 1 � 1793 530

Erreur 2 � 5 10 � 4% 6 � 59%

TAB. 4.1 – Cas test cylindres concentriques : résultats obtenus par une méthode de phase pour un
nombre de Stokes 800 avec un maillage de 3712 cellules et un pas de temps 9 � 10 � 6 s.
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FIG. 4.2 – Cas test cylindres concentriques : comparaison du déplacement et de la force obtenus par
une méthode de phase

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Temps (s)

-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

D
ép

la
ce

m
en

t (
m

)

Schéma de couplage implicite
Schéma de couplage explicite asynchrone
Schéma de couplage explicite synchrone

FIG. 4.3 – Cas test cylindres concentriques : Comparaison des déplacements structure pour les sché-
mas de couplage explicite synchrone, explicite asynchrone et implicite pour un maillage de 896
cellules et un pas de temps de 5 � 10 � 4 s.
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M̃a C̃a

Résultats théoriques 1 � 1790 497 � 2
Couplage explicite synchrone 1 � 220 1266 � 63
Couplage explicite asynchrone 1 � 218 759 � 32

Couplage implicite 1 � 204 503 � 69

TAB. 4.2 – Cas test cylindres concentriques : comparaison des schémas de couplage explicite syn-
chrone, explicite asynchrone et implicite pour un maillage de 896 cellules et un pas de temps 5 � 10 � 4

s.

FIG. 4.4 – Cas test cylindres concentriques : maillages de 896 cellules, de 3712 cellules et de 16048
cellules de respectivement 4,7,14 cellules dans la couche limite.

Résultats théoriques 892 cellules 3712 cellules 16048 cellules
M̃a 1 � 1790 1 � 1935 1 � 1848 1 � 1868
C̃a 497 � 2 496 � 0 497 � 6 501 � 1

TAB. 4.3 – Cas test cylindres concentriques : convergence en maillage obtenu avec un schéma de
couplage asynchrone pour un pas de temps 1 � 25 10 � 5 s.
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Résultats théoriques dt � 5 � 10 � 4 s dt � 5 � 10 � 5 s dt � 2 � 5 � 10 � 5 s dt � 1 � 25 � 10 � 5 s
M̃a 1 � 1790 1 � 19156 1 � 1878 1 � 1888 1 � 1848
C̃a 497 � 2 738 � 83 513 � 42 500 � 99 497 � 6

TAB. 4.4 – Cas test cylindres concentriques : convergence en temps avec un schéma de couplage
explicite asynchrone pour le maillage de 3712 cellules.

Résultats théoriques 5% du diamètre 1% du diamètre 0.1% du diamètre
M̃a 1 � 1790 1 � 1851 1 � 1838 1 � 1838
C̃a 497 � 2 517 � 09 517 � 85 518 � 53

TAB. 4.5 – Cas test cylindres concentriques : influence de l’amplitude initiale sur les grandeurs
fluide-structures par une méthode de lâcher pour un pas de temps 5 � 10 � 5 s et un maillage de 3712
cellules.

Stokes=800

Résultats théoriques Résultats numériques Erreurs théorique - numérique (%)
M̃a 1 � 1790 1 � 1868 0 � 6616
C̃a 497 � 2 501 � 1 0 � 7843

Stokes=14036

Résultats théoriques Résultats numériques Erreurs théorique - numérique (%)
M̃a 1 � 1044 1 � 1069 0 � 2263
C̃a 1989 � 6 2039 � 21 2 � 4328

TAB. 4.6 – Cas test cylindres concentriques : comparaison des résultats analytiques et théoriques
pour un nombre de Stokes de 800 et de 14036.
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Chapitre 4. Etude des efforts fluide-structure

4.2 Faisceaux de tubes

4.2.1 Equation du déplacement de la structure en eau au repos

On rappelle l’équation vérifiée par la structure vibrante dans un fluide au repos :

MsÜ � CsU̇ � KsU � �
MaÜ

�
CaU̇

Soit : �
Ms � Ma � Ü � � Cs � Ca � U̇ � KsU � 0

On peut réduire l’équation précédente en divisant par la masse totale Ms � Ma sous la forme suivante :

Ü � 2ξeωeU̇ � ω2
eU � 0

On en déduit l’équation caractéristique associée :

r2 � 2ξeωer � ω2
e � 0

avec :

∆ � 4ω2
e
�
ξ2

e
�

1 �
On cherche des solutions de l’équation structure de faible amortissement tels que

�
ξe

� � 1 et les
solutions de l’équation caractéristique sont :

r1 � �
ξeωe

�
iωe � 1

�
ξ2

e

r2 � �
ξeωe � iωe � 1

�
ξ2

e

Le déplacement de la structure, solution de l’équation différentielle, s’écrit :

U
�
t � � exp

� �
ξeωe t � �

Aexp
�
iωe � 1

�
ξ2

e t � � Bexp
� �

iωe � 1
�

ξ2
e t � �

ou

U
�
t � � exp

� �
ξeωe t � �

C cos
�
ωe � 1

�
ξ2

e t � � Dsin
�
ωe � 1

�
ξ2

e t � �
Les constantes A, B ou C et D sont estimées à partir des conditions initiales.

4.2.2 Configuration étudiée

L’écoulement d’un fluide au repos dans un faisceau de tubes de diamètre D � 12 � 15 mm à pas
carré P � 1 � 44 D soit 17 � 496 mm est modélisé par une cellule bidimensionelle avec des conditions
aux limites périodiques et une longueur L � 2 mm suivant la maille dans la direction d’extrusion.
L’écoulement est supposé laminaire et bidimensionnel, les équations de Navier-Stokes sont résolues
avec un schéma en temps d’ordre 2 (Crank-Nicholson) et un schéma de convection centré (ordre 2
en espace, écoulement faiblement convectif avec nombre de Péclet inférieur à 2), 10 sous-itérations
sur les seconds membres sont faites pour la résolution de la vitesse et de la pression afin d’obtenir un
schéma proche de l’ordre 2 en temps. Les déformations du maillage lors du mouvement du tube sont
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4.2. Faisceaux de tubes

prises en compte via une formulation (ALE) décrite au chapitre 2. Le couplage entre le fluide et la
structure est réalisé avec un schéma de couplage explicite asynchrone et le schéma de Newmark est
mis en oeuvre pour la résolution de l’équation différentielle liée au mouvement du tube.
On cherche à estimer la masse et l’amortissement ajoutés pour un tube mobile au milieu d’un faisceau
de tubes fixes en présence d’un fluide au repos. Une méthode de couplage dite de "lâcher" est utilisée
avec une amplitude initiale de déplacement du tube A � 5 � 10 � 5 m. Le post-traitement du signal des
déplacements permet d’identifier les grandeurs fluide structure à l’aide d’un ajustement de paramètres
par moindres carrés dont l’algorithme se trouve en annexe A. L’écoulement est incompressible et le
fluide est supposé newtonien. Il possède les caractéristiques suivantes :

– masse volumique : ρ � 103 kg � m � 3

– viscosité cinématique : ν � 10 � 6 m2 � s � 1

Le tube est caractérisé par sa masse Ms � 5 � 96 10 � 4 kg et sa fréquence structure d’oscillation fs �
14 � 3 Hz. Les valeurs théoriques de Chen (1987) et Rogers (1984) permettent de comparer résultats
numériques et analytiques :

– nombre de Stokes : St � fs � D2

ν � 2111.

– masse ajoutée adimensionnée : M̃a
� 1 � 035 � � π

St � 1 � 074

– amortissement ajouté adimensionné : C̃a
� 15 � 71

�
St � 721 � 8

où les coefficients fluide-structure sont adimensionnés de la façon suivante :

M̃a � Ma

ρD2L

C̃a � Ca

ρνL

4.2.3 Convergence en maillage

Dans cette première phase, nous ne prenons qu’une partie du domaine à savoir une cellule de 9
tubes dont 8 coupés, seul le tube du milieu étant mobile.
Le schéma suivant fait apparaître les conditions aux limites imposées (4.5) :

TUBE MOBILE

TUBES FIXES (PAROI)

D

PERIODICITE

PERIODICITE

PERIODICITE PERIODICITE

P

FIG. 4.5 – Cellule de faisceaux 9 tubes dont 8 coupés.

Ce modèle représente un faisceau de tubes avec un tube mobile sur 4, les plus proches voisins ne
se déplacent pas. Dans la suite, nous appelons cette configuration : 2V2H. Cela signifie qu’un tube
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Chapitre 4. Etude des efforts fluide-structure

sur 2 dans le sens vertical V et 1 tube sur 2 dans le sens horizontal H peuvent bouger (conditions
aux limites périodiques). Ce principe de dénomination en fonction de la mobilité des tubes est utilisé
pour distinguer les modèles de cellules de faisceaux de tubes.

4.2.3.1 Choix du maillage

La convergence en maillage est effectuée sur 5 maillages différents tous construits sur le modèle
de référence ci-dessus en faisant varier le nombre total de mailles (voir figure 4.6). Des exemples de
maillages sont donnés sur les figures 4.7 et 4.8.

O (0,0)

R

(X3,0)

(X3,X10)

(X3,X3)
(X3,X10)

(X11,X11)

(0,X3)

(X5,X5)

NC

NA

NB
R1

R2

NF

(0,X6)

l = (P/D) R

(X6,0)(X4,0)

(0,X4)

FIG. 4.6 – Schéma de la géométrie paramétrée.
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4.2. Faisceaux de tubes

FIG. 4.7 – Visualisation du maillage à 8304 cellules.

FIG. 4.8 – Visualisation du maillage à 33216 cellules.
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Chapitre 4. Etude des efforts fluide-structure

FIG. 4.9 – Cas faisceaux de tubes : déplacement du maillage pour dt � 10 � 5 s avec le maillage à
33216 cellules.

La figure (4.9) montre que l’influence du mouvement du tube sur le maillage diminue lorsque l’on
s’éloigne du tube. Le déplacement du maillage est maximal près de la structure et se diffuse avec la
distance.
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FIG. 4.10 – Cas faisceaux de tubes : Courbe du déplacement en fonction du temps pour dt � 10 � 5 s
avec le maillage à 33216 cellules.

On peut voir sur la figure (4.10) l’allure du déplacement du tube imposé dans une direction, ce
mouvement est oscillant et amorti au cours du temps. La forme générale du signal s’écrit :

x � a exp
� �

2πξe fe t � � cos
�
2π fe t �
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4.2. Faisceaux de tubes

La fréquence de la structure en eau diminue et l’amortissement modal ξe du tube tend vers une
valeur asymptotique (voir les figures 4.11 et 4.12) et la convergence en espace est atteinte.

4.2.3.2 Résultats

Le tableau (4.7) présente les valeurs des coefficients fluide-structure pour l’ensemble des maillages
utilisés pour réaliser la convergence en maillage. Les coefficients ont été identifiés par la méthode
d’ajustement de paramètres par moindres carrés.

Nb de cellules fréquence fe
�
Hz � ξe

�
% � M̃a C̃a

1792 11 � 9519 1 � 038 0 � 8710 531 � 3512
8304 11 � 912 1 � 113 0 � 8904 582 � 1310

12336 11 � 8996 1 � 151 0 � 8965 607 � 0805
33216 11 � 8944 1 � 159 0 � 8990 612 � 7109

132864 11 � 8868 1 � 165 0 � 9028 616 � 7049

TAB. 4.7 – Cas faisceaux de tubes : coefficients fluide-structure pour la convergence en maillage.

L’erreur relative sur le coefficient d’amortissement ajouté C̃a entre deux maillages successifs est
donnée dans le tableau (4.8) : La convergence en temps est dite atteinte lorsque l’erreur relative est
inférieure à 1%, le maillage possédant 33216 cellules convient au critère fixé et est le maillage de
référence pour les calculs suivants.

δC̃a
C̃a

�
en % � 1792 8304 12336 33216 132864

1792 0 8 � 72 12 � 47 13 � 28 13 � 84
8304 8 � 72 0 4 � 11 4 � 99 5 � 6
12336 12 � 47 4 � 11 0 0 � 92 1 � 56
33216 13 � 28 4 � 99 0 � 92 0 0 � 65

TAB. 4.8 – Cas faisceaux de tubes : tableau des erreurs relatives des coefficients fluide-structure.
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FIG. 4.11 – Cas faisceaux de tubes : fréquence de la structure fe en fonction du nombre de cellules
du maillage.
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FIG. 4.12 – Cas faisceaux de tubes : amortissement modal ξe en fonction du nombre de cellules du
maillage.
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4.2.4 Convergence en temps

4.2.4.1 Choix du pas de temps

La cellule de calcul périodique utilisée pour la convergence en maillage est conservée, à savoir
la cellule 2V 2H. Les différents pas de temps utilisés sont : 5 � 10 � 4 s , 10 � 4 s , 5 10 � 5 s , 2 � 5 10 � 5 s ,
10 � 5 s et 5 10 � 6 s .

4.2.4.2 Résultats

Le tableau (4.9) présente les valeurs des coefficients fluide-structure pour l’ensemble des pas de
temps utilisés pour réaliser la convergence en temps. La fréquence de la structure en eau et l’amor-
tissement modal ξe du tube tendent vers une valeur asymptotique (figures 4.13 et 4.14 ) et la conver-
gence est quasiment atteinte.

Pas de temps (s) fréquence fe
�
Hz � ξe (%) M̃a C̃a

5 10 � 4 11 � 8782 1 � 458 0 � 9070 806 � 0891
10 � 4 11 � 8924 1 � 214 0 � 90 648 � 0762

5 10 � 5 11 � 8937 1 � 184 0 � 8994 628 � 4625
2 � 5 10 � 5 11 � 8942 1 � 168 0 � 8991 618 � 6448

10 � 5 11 � 8944 1 � 159 0 � 8990 612 � 7109
5 10 � 6 11 � 8944 1 � 156 0 � 8990 610 � 6969

TAB. 4.9 – Cas faisceaux de tubes : tableau des coefficients fluide-structure pour la convergence en
temps.

L’erreur relative sur C̃e entre deux pas de temps successifs est donné dans le tableau (4.10) :

δC̃a
C̃a

�
en % � 5 10 � 4 s 10 � 4 s 5 10 � 5 s 2 � 5 10 � 5 s 10 � 5 s 5 10 � 6 s

5 10 � 4 s 0 19 � 6 22 � 03 23 � 25 23 � 99 24 � 24
10 � 4 s 19 � 6 0 3 � 03 4 � 54 5 � 46 5 � 77

5 10 � 5 s 22 � 03 3 � 03 0 1 � 56 2 � 51 2 � 83
2 � 5 10 � 5 s 23 � 25 4 � 54 1 � 56 0 0 � 96 1 � 28

10 � 5 s 23 � 99 5 � 46 2 � 51 0 � 96 0 0 � 33

TAB. 4.10 – Tableau des erreurs relatives des coefficients fluide-structure.
La convergence est supposée atteinte lorsque l’erreur relative est inférieure à 1 %, le pas de temps
dt � 10 � 5 s convient et sert de référence pour les calculs suivants.
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FIG. 4.13 – Cas faisceaux de tubes : fréquence de la structure fe en fonction du pas de temps.
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FIG. 4.14 – Cas faisceaux de tubes : amortissement modal ξe en fonction du pas de temps.
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4.2. Faisceaux de tubes

4.2.5 Modélisation du faisceau

L’étude suivante porte sur l’influence du nombre de tubes du faisceau en mouvement, et donc
sur l’effet des conditions aux limites périodiques sur les résultats en terme de coefficients fluide-
structure du tube mobile. La méthode employée consiste à augmenter la taille du domaine simulé
dans la direction du déplacement imposé et dans la direction perpendiculaire au déplacement. La
conséquence directe est l’augmentation du nombre de tubes voisins fixes. La distinction des différents
cas se fait par la dénomination vue précédemment (xV yH avec (x

�
1) et (y

�
1) le nombre de tubes

fixes entre 2 tubes mobiles dans les directions Verticale et Horizontale).
Pour réaliser les calculs sur les divers domaines, les paramètres de la géométrie relative au maillage
de 33216 cellules sont conservés avec le pas de temps dt � 10 � 5 s déterminé lors de la convergence
en temps.

4.2.5.1 Choix du modèle

Les figures (4.15, 4.16 et 4.17) montrent l’ensemble des domaines simulés ainsi que les conditions
aux limites appliquées à savoir :

1 configuration 2V3H

1 configuration 2V4H

1 configuration sans conditions aux limites périodiques
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FIG. 4.15 – Modèle 2 tubes pleins : configuration 2V3H.
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FIG. 4.16 – Modèle 3 tubes pleins : configuration 2V4H.
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FIG. 4.17 – Modèle de faisceau non périodique.
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4.2.5.2 Influence des conditions aux limites

Domaines fréquence fe
�
Hz � ξe

�
% � M̃a C̃a

2V2H 11 � 8944 1 � 159 0 � 8990 612 � 7109
2V3H 11 � 6462 1 � 262 1 � 0247 695 � 8357
2V4H 11 � 5476 1 � 311 1 � 0876 737 � 0938

TAB. 4.11 – Cas faisceaux de tubes : tableau des coefficients fluide-structure pour les différents
modèles de faisceaux.

Les résultats du tableau (4.11) montrent l’effet de la périodicité dans le sens du déplacement de la
structure et, par suite l’effet direct de la mobilité des tubes voisins sur les coefficients fluide-structure
relatifs au tube mobile considéré.
La fréquence d’oscillation fe de la structure augmente lorsque le nombre de tubes mobiles croît, la
masse ajoutée M̃a et le coefficient d’amortissement modal ξ diminuent.

Domaines fréquence fe
�
Hz � ) ξe (%) M̃a C̃a

2V 2H 11 � 8944 1 � 159 0 � 8990 612 � 7109
3V 2H 11 � 9577 1 � 1235 0 � 8683 585 � 5919
4V 2H 11 � 9645 1 � 1185 0 � 8650 582 � 0394

TAB. 4.12 – Cas faisceaux de tubes : tableau des coefficients fluide-structure pour les différents
modèles de faisceaux.

Les résultats du tableau (4.12) montrent l’effet de la périodicité dans le sens orthogonal du dépla-
cement de la structure.
On peut remarquer que la fréquence d’oscillation fe de la structure augmente lorsque le nombre de
tubes proches voisins mobiles diminue, la conséquence directe est la décroissance de la masse ajou-
tée M̃a, on assiste à une diminution du phénomène d’inertie. Cependant, les effets de la périodicité
sur la valeur des coefficients ajoutés sont nettement moins prononcés que ceux de l’étude précédente
(tableau 4.11).

Enfin les résultats obtenus sur le modèle de faisceau sans conditions aux limites périodiques sont
présentés sur le tableau 4.13. Les valeurs des coefficients de masse et amortissement ajoutés sont
comparées avec les solutions théoriques de Chen (1987) et Rogers (1984) dans le cas d’un faisceau
infini. L’erreur relative sur le coefficient d’amortissement ajouté par rapport à la valeur analytique est
de 0 � 22 % après convergences en maillage et en pas de temps et de 0 � 27 % pour la masse ajoutée.

Analytique (Rogers) Numérique (lâcher)
M̃a 1 � 074 1 � 0769
C̃a 721 � 8 723 � 4055

TAB. 4.13 – Cas faisceaux de tubes : tableau de comparaison des coefficients ajoutés pour le domaine
complet.
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4.2.6 Comparaison calculs théoriques et mesures expérimentales

On considère ci-dessous une configuration de faisceaux de tubes pour laquelle on dispose respec-
tivement de la masse ajoutée théorique et de l’amortissement ajouté expérimental pour un nombre de
Stokes plus élevé. Le fluide utilisé est de l’eau. Cette configuration est tirée du dispositif expérimental
de Weaver (1985) et correspond à un faisceau de tubes avec un pas inter-tube P � D � 1 � 5.

Les caractéristiques fluide et structure sont les suivantes :

masse volumique ρ � 1000 kg � m � 3

viscosité cinématique ν � 10 � 6m2 � s � 1

diamètre des tubes D � 25 � 4 mm

longueur des tubes L � 300 mm

fréquence structure en air fs � 25 � 5 Hz
�

0 � 2Hz

nombre de Stokes St � fsD2 � ν � 16452

décrément logarithmique en air δs � 0 � 014
�

0 � 001

décrément logarithmique en eau δe � 0 � 037
�

0 � 004

Pour cette configuration on dispose du décrément logarithmique en eau qui constitue une mesure
de l’amortissement ajouté en eau et on sait d’après les études précédentes en cylindre confiné et en
faisceau de tubes que les grandeurs fluide-structure ne dépendent que du nombre de Stokes et du
confinement. Il suffit donc d’imposer le même pas d’espace P � D � 1 � 5, le même diamètre de tube D,
le même décrément logarithmique en air δs et d’ajuster la masse et la raideur pour obtenir la même
fréquence en air fs et retrouver numériquement le décrément logarithmique en eau δe. En pratique la
masse de la structure est choisie Ms � 0 � 284 kg et la raideur Ks est ajustée telle que :

fs � 1
2π
� Ks

Ms

Ks � �
2π fs � 2 � Ms � 7291 kg � s � 2

On peut par ailleurs comparer la fréquence et le décrément logarithmique numériques aux valeurs
théoriques obtenues à l’aide de la loi de Rogers (1984). On rappelle la valeur de la masse et de
l’amortissement ajoutés adimensionnés pour un nombre de Stokes St � 16452 et un pas d’espace
P � D � 1 � 5 :

M̃a � 1 � 017

C̃a � 1931

En dimensionnant les coefficients précédents, on trouve pour la fréquence et le décrément logarith-
mique théorique :

fe � 20 � 3 Hz

δe � 0 � 03768

On utilise une modélisation bidimensionnelle et on suppose le fluide newtonien et l’écoulement
incompressible. On utilise comme pour les simulations précédentes une cellule 9 tubes ou 12 tubes
avec des conditions aux limites périodiques (figure 4.18) et une méthode de lâcher avec un schéma
de couplage explicite asynchrone. On peut voir sur le tableau (4.14) les résultats obtenus sur les deux
configurations étudiées.

On a étudié dans ce chapitre les efforts fluide-structure pour différentes configurations de cy-
lindres concentriques et faisceaux de tubes pour lesquelles on dispose de solutions analytiques et de
mesures expérimentales de référence.
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P

T

D

Cellule de calcul

FIG. 4.18 – Dispositif expérimental et cellules de calcul 9 tubes et 12 tubes.

Fréquence en eau (Hz) Décrément logarithmique en eau
Expérimentale

�
0 � 037

�
0 � 004

Théorique 20 � 3 0 � 037
Numérique 9 tubes 21 � 09 0 � 035

Numérique 12 tubes 20 � 55 0 � 036

TAB. 4.14 – Cas faisceaux de tubes : comparaison des résultats théoriques, numériques et expérimen-
taux sur une configuration de faisceau de tubes P � D � 1 � 5.

On retrouve pour les deux cellules de calculs des résultats numériques proches des estimations théo-
riques et des mesures expérimentales avec moins de 10% d’écart. On constate que les résultats nu-
mériques sont améliorés par l’augmentation de la taille de la cellule élémentaire de calcul. On peut
ainsi apporter des éléments pour la validation de l’utilisation des conditions aux limites périodiques
pour l’étude des efforts fluide-structure sur les faisceaux de tubes à grands nombres de Stokes.
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Etude des efforts fluidélastiques 5

Le déplacement d’un tube dans un faisceau de tubes modifie le champ fluide qui interagit avec
le tube et ses voisins et peut modifier leur déplacement. Si au cours d’une période d’oscillation
du tube, l’énergie extraite de l’écoulement par le tube dépasse l’énergie dissipée par la structure
via l’amortissement structure, une instabilité due à l’interaction entre le mouvement de la structure
et l’écoulement fluide se développe. C’est l’instabilité fluidélastique (Connors 1970, Blevins 1974,
1990). Connors a développé un critère de stabilité basé sur la théorie quasi-statique et a montré que
la vitesse critique réduite Urc pour laquelle les déplacements de la structure deviennent importants
est proportionnelle à la racine carrée du coefficient de masse m � ρD2 (masse ajouté comprise) et au
décrément logarithmique de la structure δ en eau au repos sous la forme :

Ur � K
mδ
ρD2

avec :

m masse totale de la structure en eau ou en air au repos,

δ décrément logarithmique en eau ou en air au repos,

ρ masse volumique du fluide,

D diamètre du tube,

K constante empirique sans dimension.

K est compris entre 1 et 10, la valeur proposée par Chen (1987) est K � 3 � 3.

Toutefois ce critère peut-être imprécis et la simulation numérique peut permettre d’affiner l’esti-
mation de la vitesse de départ en instabilité fluidélastique comme on va le voir dans ce chapitre.

5.1 Détermination des coefficients fluidélastiques

On rappelle l’équation vérifiée par la structure vibrante dans un fluide en écoulement :�
Ms � Ma � Ü � � Cs � Ca � C f � U̇ � � Ks � K f � U � Ft

avec Ft désigne les forces fluides indépendantes du mouvement de la structure.
On peut réduire l’équation précédente en divisant par la masse totale Ms � Ma sous la forme

suivante :

Ü � 2ξ f ω f U̇ � ω2
fU � 0

et par identification entre les deux équations différentielles, il vient :�
Ks � K f � � �

Ms � Ma � ω2
f�

Cs � Ca � C f � � 2ξ f ω f
�
Ms � Ma �
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On peut écrire la raideur ajoutée K f et l’amortissement ajouté en écoulement C f sous la forme :

K f � �
Ms � Ma � ω2

f
�

Msω2
s

C f � Ca � 2ξ f ω f
�
Ms � Ma � �

2Msωsξs

Les coefficients fluidélastiques précédents peuvent être exprimés en fonction de la pulsation de la
structure en air et en eau ωs, ωe et ω f :

K f � Msω2
s

�
ω2

f

ω2
e

�
1 �

C f � Ca � 2Ms

�
ω f ξ f

ω2
s

ω2
e

�
ωsξs �

5.2 Modèle de faisceaux périodiques

5.2.1 Configuration étudiée

Dans un premier temps l’écoulement est supposé périodique et la cellule de calcul 9 tubes est
utilisée comme dans le chapitre précédent pour effectuer la convergence en maillage et en temps. Le
maillage de 33216 cellules est utilisé pour réaliser les calculs numériques. L’écoulement est supposé
bidimensionnel laminaire, les équations de Navier-Stokes sont résolues avec un schéma en temps
d’ordre 2 (Crank-Nicholson) et un schéma de convection Upwind du 1er ordre, 10 sous-itérations
sur les seconds membres sont réalisées pour la résolution de la vitesse et de la pression afin d’obte-
nir un schéma d’ordre 2 en temps. Trois vitesses d’écoulement sont considérées U∞ � 0 � 06 m � s � 1,
U∞ � 0 � 075 m � s � 1 et U∞ � 0 � 12 m � s � 1, elles sont imposées par l’intermédiaire d’une force volumique
(annexe B) dans les équations de Navier-Stokes ajustées à chaque itération pour conserver un débit
constant correspondant à la vitesse inter-tube Ugap :

Ugap � U∞
P

P
�

D� U∞
1 � 44
0 � 44

Le schéma de la figure (5.1) montre les conditions aux limites prises en compte :
Le fluide, en écoulement incompressible, est considéré newtonien, il possède les caractéristiques

suivantes :
– masse volumique : ρ � 103 kg � m � 3

– viscosité cinématique : µ � 10 � 6 m2 � s � 1

– nombre de Reynolds inter-tube : Re � UgapD
µ

On considère trois valeurs du nombre de Reynolds : Re � 2386, 2982 et 4772.
Avant d’amorcer le déplacement de la structure, l’écoulement doit atteindre un régime établi et

les forces fluides doivent converger vers les valeurs théoriques et expérimentales attendues.
La première partie en fluide au repos présentée au chapitre précédent a permis de déterminer

les coefficients fluide-structure à savoir la masse et amortissement ajoutés Ma, Ca et la fréquence fe

lorsque le fluide est au repos :

– M̃a � 0 � 8994 soit Ma � 2 � 65 10 � 4 kg
– C̃a � 612 � 8113 soit Ca � 1 � 23 10 � 3 kg � s � 1

– fe � 11 � 89 Hz
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TUBE MOBILE

TUBES FIXES (PAROI)

PERIODICITE

PERIODICITE

PERIODICITE+ DEBIT IMPOSE
PERIODICITE

UREF

FIG. 5.1 – Modèle du faisceau simulé dans un fluide en écoulement

On va déterminer à présent les coefficients fluidélastiques en écoulement en particulier la raideur
ajoutée K f . On évoquera les difficultés liées à l’identification de l’amortissement ajouté par l’écoule-
ment.

5.2.2 Raideur ajoutée
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FIG. 5.2 – Courbe du déplacement en fonction du temps sur domaine périodique

Les déplacements du tube obtenus pour les vitesses U∞ � 0 � 06 et 0 � 15 m � s � 1 à savoir Re � 2386
et 5965 sont présentés sur la figure (5.2). Contrairement à l’étude en eau au repos, les déplacements
du tube passent par deux phases :

– Une phase oscillante amortie.
– Une phase oscillante avec augmentation d’amplitude ou "non-amortie".

Le comportement est généré par les structures de l’écoulement qui se développent pour le pas réduit
considéré. On remarque que l’amplitude du mouvement de la structure est plus importante lorsque
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la vitesse augmente (figure 5.2). De plus pour une vitesse d’écoulement U∞ � 0 � 15 m � s � 1, le dépla-
cement du tube devient trop important pour le maillage utilisé ce qui conduit à un retournement de
maille.

Le signal numérique ne peut pas s’écrire sous une forme analytique simple et dans ce cas une
transformée de Fourier Rapide (FFT) ou la méthode IMENE est utilisée pour déterminer la fréquence
des signaux recueillis correspondant à la fréquence d’oscillation du tube en écoulement f f . Cette
méthode ne permet pas d’accéder de manière précise à l’amortissement réduit ξ f et donne une valeur
approchée de la constante de raideur ajoutée par l’écoulement K f .
Dans le tableau (5.1), les grandeurs f f et K � �

K f � Ks � (homogène à une constante de raideur)
obtenues numériques sont reportées. Pour l’identification de ξ f , un traitement du signal de 200000
itérations est nécessaire et n’a pas été réalisé ici, les temps de simulation étant très longs sans recours
au calcul parallèle.
D’après le tableau (5.1), la fréquence en écoulement et la somme des constantes de raideurs diminuent
lorsque la vitesse du fluide augmente. Pour cette étude on a une résolution spectrale δ f de 1 � 5258 Hz.
Ces résultats devront être confrontés à des données expérimentales disponibles pour validation. Un
complément d’étude sur les signaux en écoulement est présente en annexe A et peut servir de base
pour de futurs travaux.

Reynolds f f num. (Hz) K num.(kg � s � 2)
2386 12 � 21 5 � 07
4772 11 � 44 4 � 45

TAB. 5.1 – Cas faisceaux de tubes : tableau de fréquence et raideur sous écoulement numérique

5.3 Modèle de faisceau complet

5.3.1 Configuration étudiée

Dans cette partie, on étudie le même écoulement que précédemment sur une configuration sans
condition aux limites périodiques (5.3). On s’affranchit alors des conditions aux limites périodiques.
L’écoulement est supposé bidimensionnel et laminaire, les équations de Navier-Stokes sont résolues
avec un schéma en temps d’ordre 2 (Crank-Nicholson) et un schéma de convection centré est utilisé,
10 et 5 sous-itérations sont effectuées pour la résolution de la vitesse et de la pression. L’étude est
faite à présent pour les vitesses d’écoulement amont suivantes : U∞ � 0 � 06 m � s � 1, U∞ � 0 � 075 m � s � 1

, U∞ � 0 � 09 m � s � 1, U∞ � 0 � 12 m � s � 1 et U∞ � 0 � 15 m � s � 1.

5.3.2 Effets des écoulements transverses

Les résultats numériques présentés au tableau (5.2) sont obtenus pour une résolution spectrale
δ f � 0 � 3Hz.
On prédit les fréquences d’oscillation du tube en écoulement et la forme du déplacement obtenu
pour la vitesse U∞ � 0 � 15m � s � 1 (exponentielle non-amortie) laisse penser à un départ en instabilité
fluidélastique. Toutefois des calculs complémentaires sur différents maillages devront être conduits
pour permettre de confirmer ce départ en instabilité. Par ailleurs l’obtention des amortissements en
écoulement restent coûteuse en temps de calcul et n’a pas été menée à terme.

Par ailleurs on a effectué un calcul sur un maillage tridimensionnel à 1660800 cellules en extru-
dant le maillage bidimensionnel sur un diamètre avec 10 couches de cellules pour identifier d’even-
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Ugap

U8

Sens écoulement

T

D

P

FIG. 5.3 – Modèle complet d’un faisceau de tubes sous écoulement transverse sans conditions aux
limites périodiques

tuels effets tridimensionnels de l’écoulement (figure 5.5). Des calculs complémentaires seront effec-
tués pour mieux quantifier les effets tridimensionnels éventuels sur les grandeurs fluidélastiques.

U∞ fnum (Hz)
0 � 06 11 � 51

0 � 075 11 � 638
0 � 09 11 � 619

TAB. 5.2 – Tableau des résultats numériques obtenus
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FIG. 5.4 – Cas modèle faisceau complet : courbe du déplacement en fonction du temps sur domaine
complet

FIG. 5.5 – Maillage tridimensionnel extrudé à un diamètre et coloré par le champ de vitesse instan-
tanée obtenu pour une vitesse U∞ � 0 � 12 m � s � 1.
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5.3. Modèle de faisceau complet

On a effectué dans ce chapitre une première étude des efforts fluidélastiques pour un tube mobile
en milieu de faisceau soumis à un écoulement laminaire et bidimensionnel. On a comparé les résultats
des déplacements obtenus avec et sans conditions aux limites périodiques. On a bien observé l’aug-
mentation de l’amplitude du mouvement du tube avec celle de la vitesse d’écoulement. Par ailleurs
l’allure non amortie du déplacement du tube obtenu sur la configuration de faisceau sans condition
aux limites périodique avec la vitesse la plus importante laisse penser à un départ en instabilité. Ce
résultat devra être confirmé par des simulations numériques complémentaires tridimensionnelles et
turbulentes.
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Perspectives pour la prise en compte des
chargements turbulents 6

Le couplage fluide structure nécessite la connaissance précise des efforts fluides introduits en
entrée du calcul mécanique. En effet pour modéliser le couplage, il faut calculer les efforts fluides
pour en déduire le déplacement du tube et sa vitesse introduite en entrée du calcul fluide. Ce processus
définit le couplage fluide-structure. Avant la prise en compte des mouvements du tube, il convient de
s’assurer de la validité des efforts fluides pariétaux sur parois fixes. On présente dans ce chapitre des
calculs de chargements en écoulement laminaires et turbulents.

La plupart des écoulements industriels sont turbulents. On peut citer le jet qui s’échappe d’un tur-
boréacteur, le panache de fumée issu d’une cheminée, la couche limite qui s’établit sur les ailes d’un
avion. On peut également rencontrer des écoulements turbulents dans la vie courante en particulier
la fumée qui s’échappe d’une cigarette. La turbulence est donc un phénomène très important du fait
de ses nombreuses interventions dans la vie courante et dans le milieu industriel.
Les écoulements turbulents sont caractérisés par leurs irrégularités avec des grandeurs thermodyna-
miques comme la vitesse et la pression qui fluctuent de façon aléatoire, une large gamme d’échelles
de longueurs, de vitesses et de fréquences. La structure des fluctuations à grandes échelles est liée à
la nature de l’écoulement moyen alors que les fluctuations à petites échelles sont peu liées à l’écou-
lement moyen.
De plus ces écoulements sont dissipatifs et l’énergie cinétique turbulente issue des grosses structures
est transférée par un phénomène de cascade des grosses structures vers les petites structures puis
dissipé par frottements visqueux. Ces petites structures sont caractérisées par l’échelle de longueur
de Kolmogorov.
On a vu que pour un écoulement turbulent les grandeurs thermohydrauliques sont caractérisées par
leurs irrégularités en particulier la vitesse oscille autour d’une valeur moyenne et l’approche statis-
tique est l’une des approches envisagées pour étudier ces écoulements. L’approche statistique de la
turbulence consiste à moyenner en temps les équations de Navier-Stokes pour résoudre le champ
fluide moyen et modéliser la partie fluctuante de l’écoulement.
Ces moyennes temporelles font apparaître des corrélations inconnues dans le tenseur de contraintes
de Reynolds noté R qu’il faut modéliser pour permettre la fermeture des équations et la résolution
du champ fluide moyenné. Il existe plusieurs modèles de fermeture en turbulence. On peut citer le
modèle k

�
ε où le tenseur des contraintes de Reynolds R est relié au tenseur des taux de déformations

noté D en introduisant une viscosité turbulente µt exprimée à partir de l’énergie cinétique turbulente
k et du taux de dissipation de cette énergie noté ε.
Ce modèle nécessite le calage de constantes que l’on fixe à partir d’expériences. Il a donné de bons
résultats sur des configurations proches des configurations expérimentales utilisées pour le calage de
ce modèle mais il peut montrer des lacunes sur des écoulements en présence de recirculations impor-
tantes, de rotations, ou encore de stratifications.
A cet effet des modèles plus complexes, dits modèles du second ordre, ont été développés. On peut
citer en particulier le modèle Ri j

�
ε qui est un modèle du second ordre où toutes les composantes du

tenseur de Reynolds sont résolues. Mais il induit un surcoût calcul.
Une autre approche pour l’étude des écoulements turbulents consiste à simuler les grandes échelles
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du mouvement mis en jeu par la turbulence et à modéliser les petites échelles. Dans la simulation des
grandes échelles, la taille de la maille de calcul est grande devant l’échelle de longueur de Kolmogo-
rov. Les équations de Navier-Stokes sont filtrées en espace et on introduit un modèle de sous-maille
pour modéliser les hautes fréquences et le mouvement des petites structures de l’écoulement.
Il existe plusieurs modèles de sous-maille, on peut citer par exemple le modèle de Smagorinsky qui
introduit un tenseur de sous-maille calé sur le tenseur des taux de déformation. Ce modèle necéssite
la calage d’une constante dite constante de Smagorinsky sur des expériences.
Pour éviter le calage de cette constante, des modèles dynamiques ont été développés. La constante
est calculée automatiquement par exemple par interpolation linéaire entre deux échelles de filtrage
spatiales des équations (Candel 1995, Lesieur 1994, Rollet-Miet 1999, Benhamadouche 2003).

6.1 Calcul des efforts pariétaux dans les faisceaux

6.1.1 Définition des coefficients de portance et traînée fluctuantes

Le calcul des efforts est nécessaire pour la résolution du système d’équations résultant du cou-
plage entre l’écoulement fluide et la réponse vibratoire de la structure. L’effort F , exercé par le fluide
sur le tube, est estimé à partir de la contrainte T exercée sur la paroi par le fluide en mouvement, la
contrainte étant obtenue à partir du tenseur des contraintes ou tenseur σ.
D’après la continuité du tenseur des contraintes fluides σ f et structure σs à l’interface fluide-structure,
on peut écrire en notant respectivement �n f et �ns les normales extérieures au fluide et à la structure :

σ f � �n f � σs � �ns� �
	 �
e f f ort exerce sur la structure

� 0 (6.1)

�n f � � �ns (6.2)

σs � �ns � �
σ f � �n f (6.3)

(6.4)

d’où l’expression de la force :

�
F � �

δΩ
σ � �ndS (6.5)

où δΩ � S est la surface considérée,
�
T � σ � �n avec �n normale unitaire orientée de la paroi vers

l’intérieur du domaine fluide et σ tenseur des contraintes du fluide. L’expression du tenseur des
contraintes varie en fonction de la modélisation de l’écoulement. Elle est obtenue à partir de l’équa-
tion de Cauchy (forme locale des équations du mouvement) :

ρ
D �u
Dt

� ρ
�
f � �

∇ � σ (6.6)

Sous l’hypothèse de fluide newtonien en écoulement laminaire et dans l’approximation de Stokes,
l’expression de σ est :

σ � � �
p � 2

3
µ∇ � �u � I � 2µD (6.7)

où

D � 1
2

�
∇ �u � ∇ �ut � (6.8)
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D est le tenseur des taux de déformations. Cette expression est directement utilisable en laminaire.
En régime turbulent, elle dépend de la loi de fermeture adoptée. En effet, les équations résolues
étant relatives aux valeurs moyennes des grandeurs, au sens de la décomposition de Reynolds

�
X �

X � x � � , où X est la valeur moyenne de X et x � sa fluctuation, l’écriture de l’équation fait apparaître

de nouveaux termes et la modélisation du tenseur de Reynolds R � �
u �iu � j � intervient dans l’expression

de σ. Il vient alors pour un écoulement incompressible :

σ � �
pI � µD

�
ρR (6.9)

Dans le cas du modèle de fermeture Ri j
�

ε, les termes du tenseur de Reynolds sont déterminés

et cette expression est prise directement. Pour le modèle k
�

ε, le tenseur R est relié au tenseur D
moyenné en temps par l’intermédiaire de la viscosité turbulente µt :

R � 2µtD � 2
3

kI (6.10)

σ � � �
p � 2

3
ρk � I � 2

�
µ � µt � D (6.11)

où p, D désigne la pression et le tenseur des taux de déformations moyennés en temps.

En LES, le tenseur des contraintes est de la forme suivante :

σ � �
p̃I � 2

�
µ � µt � D̃ (6.12)

où p̃, D̃, µt désignent la pression, le tenseur des taux de déformations filtrés en espace et la viscosité
de sous-maille.

On désigne l’effort de pression
�
Fp par :

Modèle laminaire

�
Fp � � �

δΩ
p � �ndS (6.13)

Modèle k
�

ε ou Ri j
�

ε

�
Fp � � �

δΩ
p � �ndS (6.14)

Modèle LES

�
Fp � � �

δΩ
p̃ � �ndS (6.15)

et les efforts visqueux Fv :

Modèle laminaire

�
Fv � �

δΩ
2µD � �ndS (6.16)

Modèle k
�

ε ou Ri j
�

ε

�
Fv � �

δΩ
2µD � �ndS (6.17)
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Modèle LES

�
Fv � �

δΩ
2µD̃ � �ndS (6.18)

Les efforts turbulents pour les modèles Ri j
�

ε et LES sont respectivement :

�
F

Ri j
t � � �

δΩ
ρR � �ndS (6.19)

�
FLES

t � �
δΩ

2µtD̃ � �ndS (6.20)

6.1.2 Calcul des efforts

Pour le calcul des efforts on somme les valeurs de la contrainte exercée sur les faces de bord du
maillage, afin d’obtenir la valeur de l’effort fluide exercé sur la structure.

Pour le calcul des efforts de pression locaux, on somme la pression sur la cellule de bord (figure
6.1) pour obtenir la composante suivant la normale à la face.

Pour le calcul des efforts visqueux locaux à la paroi, on est amené à estimé le gradient de chaque
composante de la vitesse. Pour cela on calcule le gradient sur chaque cellule du maillage. Pour le
calcul du gradient noté ∇u d’une composante u de la vitesse sur une cellule élémentaire Ωi (figure
6.2), on procède comme suit en utilisant la formule de Green :

�
Ωi

� �
∇u � I � �

Ωi

∇udΩ� ∑
f aces de Ωi

u � ni jSi j

où Si j désigne les surfaces des faces de la cellule Ωi et ni j les normales à la face.
Il est nécessaire d’estimer le scalaire u aux faces de la cellule. On utilise pour cela une interpola-

tion linéaire à partir des valeurs aux centres des deux cellules ayant la face en commun :

uF � JO
IJ

uI � IO
IJ

uJ � � ∇ui � O � �
OF

où uF désigne la valeur de u sur la face reliant Ωi et Ω j (figure 6.2).
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�������
�������
�������
�������
�������

Domaine de calcul

Paroi

S

I

I’
F n normale sortante

FIG. 6.1 – Représentation schématique d’une cellule de bord.
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F
I’

O

S
ij

I Ω

Ω i

j

J’

J

FIG. 6.2 – Représentation schématique d’une face de cellules.

Cette interpolation permet de conserver un schéma en espace du second ordre même sur des
maillages non-orthogonaux (Benhamadouche et al. 2002, Archambeau et al. 2004). Toutefois cette
interpolation fait intervenir le gradient cellule et nécessite un calcul implicite du gradient cellule qui
peut être coûteux.
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6.1.3 Traînée et portance fluctuantes

Les forces de portance FL et de traînée FD sont décomposées en parties moyenne et fluctuante :

FD � FD � F �D (6.21)

FL � FL � F �L (6.22)

et l’écart type ou Root Mean Square Value (RMS) qui désigne aussi la racine carrée des moyennes
des carrés de la fluctuation ou l’écart type des forces de portance FD et de traînée FL est déterminée
par :

F � 2D � �
FD

�
FD � 2 (6.23)

F � 2D � �
F2

D

�
2FDFD � FD � FD � (6.24)

F � 2D � F2
D

�
2FD � FD � FD � FD (6.25)

F � 2D � F2
D

�
FD � FD (6.26)

Les coefficients CD et CL de portance et traînée moyennes sont définis par :

CD � FD
1
2ρU2

re f Sre f

CL � FL
1
2ρU2

re f DL
(6.27)

Les coefficients C �D et C �L de portance et traînée fluctuantes sont définis par :

C �D � � F2
D

�
FD � FD

1
2ρU2

re f Sre f
� � F � 2D

1
2ρU2

re f DL

C �L � � F2
L

�
FL � FL

1
2ρU2

re f Sre f
� � F � 2L

1
2ρU2

re f DL
(6.28)

Soit f � ω � 2π la fréquence du lâcher tourbillonnaire en aval du tube. Le signal temporel des
forces de portance et de traînée nécessite un post-traitement pour déterminer la fréquence f de lâcher
des tourbillons. On utilise pour cela une transformée de Fourier du signal temporel de la force F

�
t � :

G
�
ω � � � ∞

� ∞
F
�
t � e � iωtdt (6.29)

On en déduit le nombre de Strouhal construit sur cette fréquence :

St � f D
Ure f

où D, U désignent respectivement le diamètre du tube et la vitesse de référence du fluide (Ugap ou
U∞).
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6.2 Méthodes numériques

6.2.1 Méthode des volumes finis

On considère un écoulement instationnaire. On rappelle les équations de Navier-Stokes 3D effec-
tivement résolues :

∂ρ
∂t
� ∇ � ρu � 0

ρ
∂u
∂t
� ρ∇ � � u � u � � �

∇p � ∇ � � � µ � µt � � ∇u � ∇tu � �
La méthode des volumes finis repose sur l’intégration des équations sur des volumes de contrôle,

les cellules du maillage. On fait ainsi apparaître des valeurs "moyennes" des variables par volume de
contrôle ainsi que le flux aux faces des volumes de contrôle, par la formule de Green quand on peut
l’appliquer.

�
Ωi

∂ρ
∂t

dΩ � �
Ωi

∇ � ρu dΩ � 0

�
Ωi

ρ
∂u
∂t

dΩ � �
Ωi

ρ∇ � � u � u � dΩ � � �
Ωi

∇p dΩ � �
Ωi

∇ � � � µ � µt � � ∇u � ∇tu � � dΩ

Pour le calcul des flux aux faces, on doit estimer les gradients normaux sur les bords de ces vo-
lumes élémentaires avec la procédure vue précédemment. La discrétisation choisie est "cell-centered",
c’est-à-dire que les grandeurs sont explicitées aux centres des volumes et aux centres des faces des
volumes. La résolution du système se fait en deux étapes. La première étape est dite étape de pré-
diction où le champ de pression est connu explicitement et le champ de vitesse est calculé. A la fin
de cette étape, le champ de vitesse n’est pas à divergence nulle. On effectue une seconde étape, dite
de correction, où l’on détermine la correction de pression pour obtenir un écoulement incompres-
sible. Ensuite on corrige le champ de vitesse, on réactualise le champ de pression avec un algorithme
SIMPLEC et on passe au pas de temps suivant. On se ramène ainsi à chaque itération à la résolution
de deux systèmes linéaires par des méthodes itératives de type Jacobi ou gradient conjugué précon-
ditionné (Mechitoua et al. 1997, Benhamadouche et al. 2002, Archambeau et al. 2004). Le système
matriciel obtenu lors de l’étape de prédiction n’est pas symétrique et la méthode itérative de Jacobi,
compacte en mémoire et facilement vectorisable, est utilisée pour la résolution. Au cours de l’étape
de correction, on se ramène à la résolution d’un laplacien sur l’incrément de pression qui conduit à la
résolution d’un système matriciel symétrique par une méthode de gradient conjugué préconditionné
par la diagonale. La résolution du second système est plus longue en terme d’itérations que celle du
premier système. On peut accélérer la résolution du second système en améliorant le précondition-
nement du gradient conjugué ou en utilisant des méthodes multi-grilles.

6.2.2 Schéma de convection

On présente dans cette section, les différentes approximations pour le calcul du flux convectif aux
faces d’une grandeur physique φ en fonction de la vitesse u. On se limite ici à un cas monodimen-
sionnel. On introduit un maillage décalé monodimensionnel où la grandeur physique φ est estimée
au centre de la cellule et le flux au centre de la face correspondante.

6.2.2.1 Schéma de convection centré

L’approximation centrée de la grandeur φi � 1 � 2 à la face i � 1 � 2 consiste à faire la moyenne spatiale
suivante :

φi � 1 � 2 � 1
2

�
φi � φi � 1 �
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I−1/2φ φ I+1/2

V
I+1/2

I−2 I−1

φ I

I I+1 I+2

V
I−1/2

FIG. 6.3 – Maillage monodimensionnel décalé montrant les nœuds nécessaires au calcul du flux
φi � 1 � 2 à la face i � 1 � 2.

où φi et φi � 1 désignent respectivement la grandeur φ aux nœuds i et i � 1 entourant la face i � 1 � 2.
Ce schéma est d’ordre 2 en espace. Ce schéma peut introduire des oscillations non-physiques qui
apparaissent si le nombre de Peclet (nombre de Reynolds local) est supérieur à 2. Ce nombre de
Peclet compare les effets convectifs et diffusifs locaux.

6.2.2.2 Schéma de convection upwind

L’approximation upwind consiste à écrire le flux φi � 1 � 2 en tenant compte du sens de l’écoule-
ment :

φi � 1 � 2 � � φi si ui � 1 � 2 � 0
φi � 1 si ui � 1 � 2

� 0

Ce schéma est du premier ordre en espace. Il n’apparaît pas pour ce schéma d’oscillations numériques
non-physiques mais ce schéma est très diffusif.

6.2.2.3 Schéma de convection TVD : Total Variation Diminish

Le schéma TVD consiste à faire une approximation upwind corrigée en ajoutant un terme de flux
anti-diffusif contrôlé par un limiteur de flux ψ pour obtenir un schéma en espace d’ordre élevé en
évitant les oscillations non physiques (Van Leer 1979).

φi � 1 � 2 ��� φi � 1
2 ψ
�
r �

i � 1 � 2 � � φi
�

φi � 1 � si ui � 1 � 2 � 0

φi � 1 � 1
2ψ
�
r �i � 2 � � φi � 2

�
φi � 1 � si ui � 1 � 2

� 0

avec

r �
i � 1 � 2 � φi � 1

�
φi

φi
�

φi � 1
et r �

i � 1 � 2 � φi � 1
�

φi

φi � 2
�

φi � 1

Il existe plusieurs limiteurs de flux ψ :

ψ
�
r � � �

r ��� r � � � � 1 ��� r � � limiteur Van Leer

ψ
�
r � � max

�
0 � min

�
1 � r � � limiteur minmod

ψ
�
r � � max

�
0 � min

� 1 � r
2 � � 2 � 2r � limiteur de flux MC

ψ
�
r � � max

�
0 � min

�
1 � 2r � � min

�
2 � r ��� limiteur de flux Superbee

Il existe différents algorithmes TVD pour les maillages non-structurés (Vollmer 2003).
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6.2.3 Ordre en temps du schéma fluide

Les développements suivants sont tirés de (Benhamadouche 2001). On veut résoudre les équa-
tions de Navier-Stokes pour un fluide newtonien en écoulement incompressible. On suppose que
l’écoulement est turbulent et on introduit une viscosité turbulente µt .

ρ
∂u
∂t
� ρ∇ � � ρu � u � � �

∇p � ∇ � � � µ � µt � � ∇u � ∇tu � �
∇ � u � 0

On écrit le système précédent sous forme discrète.

M
un � 1 �

un

∆t
� Cn � 1

2
�
u � u � � �

Gn � 1
2
�
p � � Dn � 1

2
���

µ � µt � � u � � � Dt � n � 1
2
���

µ � µt � � u �
avec

M opérateur de masse

D opérateur de diffusion ∇ � ∇
Dt opérateur de diffusion secondaire ∇ � ∇t

C opérateur de convection linéarisé

G opérateur de gradient

La discrétisation en temps des équations est faite à partir d’un θ-schéma.

M
un � 1

i

�
un

i

∆t
� θCn � 1

i � � 1 �
θ � Cn

i � �
Gi
�
pn � 1

2 � � θDn � 1
i � � 1 �

θ � Dt
i
n � � θ � Dt

i
n � 1

Pour θ � 0, on a le schéma d’Euler explicite conditionnellement stable (résolution au temps t n).

Pour θ � 1, on a le schéma d’Euler implicite inconditionnellement stable (résolution au temps t n � 1).

Pour θ � 1
2 , on a le schéma de Crank-Nicholson d’ordre 2 en temps et inconditionnellement stable

(résolution au temps tn � 1
2 ).

La pression comme projecteur est résolue au temps tn � 1 � 2 si on choisit le schéma en temps
de Crank-Nicholson et tn ou tn � 1 pour les schémas d’Euler explicite et implicite respectivement.
On choisit pour les simulations numériques réalisées, le schéma d’intégration temporel de Crank-
Nicholson d’ordre 2 en temps.
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6.3 Validation des chargements

Le calcul des efforts fluides exercés sur la structure est une étape cruciale dans la prévision des
vibrations induites par les chargements. On a choisi plusieurs configurations laminaires et turbu-
lentes en canal et en faisceaux de tubes fixes pour vérifier les chargements fluides, en particulier les
coefficients de portance et de traînée ainsi que les fluctuations de ces coefficients.

6.3.1 Ecoulement dans un canal plan

6.3.1.1 Position du problème

x

L

y

h

H

FIG. 6.4 – Représentation schématique du canal plan.

On choisit tout d’abord d’étudier l’écoulement monodimensionnel laminaire stationnaire et in-
compressible d’un fluide visqueux dans un canal plan (écoulement de Poiseuille plan, figure 6.4)
pour lequel on dispose d’une solution analytique. Cet écoulement fait partie d’une classe d’écoule-
ments dit écoulements parallèles où une seule composante de vitesse est non nulle et où toutes les
particules de fluide suivent des trajectoires parallèles. En effet l’écoulement est indépendant du temps
t et de la composante latérale suivant z et l’écoulement est régi par l’équation suivante :

µ
d2u
d2y

� dp
dx

(6.30)

On a une chute linéique de pression suivant x et un profil de vitesse dépendant uniquement de la
composante transversale y :

u � u
�
y �

p � p
�
x �

La vitesse du fluide sur les parois solides fixes du canal inférieure et supérieure est nulle. L’équation
(6.30) possède un premier membre qui ne dépend que de y et un second membre qui ne dépend que
de x. Ces deux membres doivent être constants et par conséquent le gradient de pression dp � dx est
constant. On peut alors intégrer l’équation (6.30) :

u
�
y � � 1

2µ
dp
dx

y2 � c1y � c2

Le profil de vitesse est parabolique en y et les conditions aux limites permettent de déterminer les
constantes c1 et c2. De plus le profil de pression étant une fonction linéaire de l’abscisse x, on peut
définir le gradient de pression comme :

dp
dx

� ps
�

pe

L
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où pe, ps désignent la pression respectivement en entrée de canal et en sortie de canal et L la longueur
du canal.

6.3.1.2 Calcul des chargements

On choisit de déterminer les efforts exercés sur la paroi inférieure du canal pour valider le calcul
des efforts fluides. On rappelle l’expression des forces pour un fluide newtonien :

�
F � �

Ωs
¯̄σ � �n dS

avec
�
F la force fluide, ¯̄σ le tenseur des contraintes de Cauchy, �n le vecteur normal extérieur à la

structure et Ωs la surface de la paroi considérée.
Le tenseur des contraintes de Cauchy ¯̄σ vérifie pour un fluide newtonien et un écoulement laminaire
la relation suivante :

¯̄σ � �
p ¯̄I � 2 µ � ¯̄∇u � ¯̄∇

t
u �

Dans le cas de l’écoulement de Poiseuille considéré, l’expression des forces fluides est la suivante :

¯̄σ � �n � �� �
p µ du � dy 0

µ du � dy
�

p 0
0 0

�
p

�� �� 0
1
0

�� � �� µdu � dy�
p

0

��
La pression exerce un effort

�
Fp normal à la paroi et les efforts visqueux

�
Fv sont tangentiels à la paroi,

on a :

�
Fp � � � � L

0

� h

0
p
�
x � dxdz � �y

�
Fv � � � L

0

� h

0

�
µ

du
dy �

y � 0
dxdz � �x

6.3.1.3 Résultats

H=0.2

h=0.1

z

x
O

L=1

y

Origine du  repère

FIG. 6.5 – Domaine de calcul.

On choisit un domaine fluide parallélépipédique (figure 6.5) défini par : 0 � x � 1 ; 0 � y � 0 � 2 ;�
0 � 1 � z � 0.

On a les conditions aux limites suivantes sur les parois fixes :

u
�
0 � � u

�
0 � 2 � � 0
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Il vient :

u
�
y � � 1

2µ
dp
dx

y
�
y

�
0 � 2 �

Pour déterminer complètement le profil de vitesse, on impose un débit linéique de quantité de mou-
vement :

D � � 0 � 2

0
u
�
y � dy � 2 10 � 3m2 � s � 1

On en déduit les solutions analytiques de référence pour le champ de vitesse et le gradient de
pression sachant que le fluide a une masse volumique ρ � 1 kg � m � 3 et une viscosité dynamique
µ � 10 � 3 kg � m � 1 � s � 1 :

u
�
y � � 1 � 5 � y

�
0 � 2 �

y �
dp
dx

� �
3 � µ � �

3 � 10 � 3

Par ailleurs, la vitesse atteint son maximum au milieu du canal pour une ordonnée y � ymax � 0 � 1 et
vaut :

u
�
y � ymax � � umax � 1 � 5 � 10 � 2m � s � 1

On montre sur la figure (6.6) les maillages utilisés. En pratique on part d’un maillage initial que l’on
raffine en divisant chaque segment par deux. On multiplie alors le nombre de cellules d’un maillage
à un autre par un facteur 4.

FIG. 6.6 – Maillages à 250 cellules, 931 cellules, 3724 cellules et 14896 cellules utilisés pour le
calcul fluide.
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On peut voir sur la figure (6.7) que l’on retrouve un profil parabolique pour le champ de vitesse et
que le maximum de vitesse est bien atteint au milieu du canal et on peut voir sur la légende que ce
maximum vaut umax � 1 � 5 � 10 � 2 m � s � 1.

FIG. 6.7 – Maillage coloré par la composante x de vitesse.

Enfin on voit sur la figure (6.8) que le champ de pression est linéique et on retrouve bien à la lecture
de la légende le gradient de pression attendu dp � dx � �

3 � 10 � 3 kg � m � 2 � s � 2.

FIG. 6.8 – Maillage coloré par la pression.

On résume dans le tableau (6.1) les résultats obtenus :

umax
�
m � s � 1 � dp � dx

�
kg � m � 2 � s � 2 �

Résultats théoriques 1 � 5 10 � 2 �
3 10 � 3

Résultats numériques 1 � 5 10 � 2 �
2 � 989 10 � 3

Erreur théorique-numérique 0 � 0% 0 � 36%

TAB. 6.1 – Comparaison des solutions numériques et analytiques pour la vitesse maximale umax et le
gradient de pression.
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On compare à présent les efforts de pression Fp et visqueux Fv obtenus par les calculs théoriques
et numériques. On rappelle les valeurs analytiques attendues :

Fp � � 1

0

� 0 � 1

0
p
�
x � dxdz � � 1

0

� 0 � 1

0
3µ
�
x

�
1 � dxdz � �

1 � 5 � 10 � 4kg � m � s � 2

Fv � � 1

0

� 0 � 1

0

�
µ

du
dy �

y � 0
dxdz � � 1

0

� 0 � 1

0
µ
�
1 � 5 �

�
0 � 2 �

2y � � y � 0 dxdz � 3 � 10 � 5kg � m � s � 2

et les efforts globaux Ft sommés valent :

Ft � Fp � Fv � 1 � 8 � 10 � 4kg � m � s � 2

Dans ce cas, les efforts de pression dominent et représentent 83% des efforts globaux tandis que
les efforts visqueux représentent 17% des efforts totaux.

On résume dans le tableau (6.2) les résultats numériques et analytiques.

Fp
�
kg � m � s � 2 � Fv

�
kg � m � s � 2 �

Résultats théoriques
�

1 � 5 10 � 4 3 10 � 5

Résultats numériques
�

1 � 4996 10 � 4 2 � 9588 10 � 5

Erreur théorique-analytique 0 � 026% 1 � 37%

TAB. 6.2 – Comparaison des solutions numériques et analytiques pour les efforts de pression Fp et
les efforts visqueux Fv obtenus sur le maillage le plus raffiné.

Les courbes de convergence en maillage sont fournies sur les figures (6.9) et (6.10) pour les efforts
de pression et visqueux. Au vu des résultats on obtient une bonne concordance entre les résultats
numériques et analytiques ce qui prouve qu’en régime laminaire les chargements fluides sont bien
estimés.
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FIG. 6.9 – Convergence en maillage des efforts de pression.
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FIG. 6.10 – Convergence en maillage des efforts visqueux.
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6.3.2 Ecoulement laminaire autour d’un cylindre

6.3.2.1 Position du problème

L’étude de l’écoulement transverse autour d’un cylindre et des vibrations induites par cet écou-
lement a fait l’objet d’un grand nombre de travaux (Schewe 1983, Chen 1987, Williamson 1996,
Schäfer et al. 1996, Tremblay 2001, Protas et Wesfreid 2002) et cette problématique intervient dans
de nombreuses études pratiques comme l’étude des câbles sous-marins, des piliers de pont, des péri-
scopes pour les sous-marins. En effet les vibrations induites par les lâchers tourbillonnaires en aval
d’un cylindre peuvent conduire à des déplacements allant jusqu’à deux fois le diamètre du cylindre
ce qui n’est pas acceptable pour un grand nombre d’applications industrielles.

Les caractéristiques de l’écoulement autour d’un cylindre en fonction du nombre de Reynolds
sont :

Re � 5
Aucun décollement n’apparaît. L’écoulement est parfaitement symétrique.

5 � Re � 40
La couche limite se détache du cylindre des deux cotés, générant deux tourbillons symétriques
accrochés au cylindre.

40 � Re � 150
Les tourbillons se détachent alternativement du cylindre. Leur fréquence d’émission, fs, est
caractérisée par le nombre de Strouhal, St � fsD

U∞
. Le sillage oscillant constitue l’allée tour-

billonnaire de Von Karman. Le nombre de Strouhal et les coefficients de traînée et de portance
dépendent fortement du nombre de Reynolds.

150 � Re � 104

Une première transition laminaire turbulent se produit dans le sillage. Cette transition remonte
vers le cylindre lorsque le nombre de Reynolds augmente. Les tourbillons sont turbulents dès
leur formation et une onde d’instabilité rend la couche décollée turbulente. La couche limite
sur le cylindre est par contre laminaire. Le dernier type d’écoulement se retrouve jusqu’à Re �
2 � 105. Ensuite, on entre dans le cadre du régime critique.

FIG. 6.11 – Caractérisation de l’écoulement autour d’un cylindre en fonction du nombre de Reynolds.

On peut voir sur la figure (6.11) tirée de Tremblay (2001), les principales caractéristiques de
l’écoulement autour d’un cylindre en fonction du coefficient de pression CPB ci-dessous :

CPB � pB
�

p∞
1
2ρU2

∞
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où pB est la pression à l’arrière du cylindre et p∞ la pression de référence loin de l’obstacle. Ainsi
l’écoulement est stationnaire et bidimensionnel pour un nombre Reynolds inférieur à Re � 200, puis
il devient instationnaire pour un nombre de Reynolds compris entre 200 et 250. Enfin l’écoulement
devient tridimensionnel pour un nombre de Reynolds supérieur à 250.
Le nombre de Strouhal a été introduit par le physicien tchèque Vincenz Strouhal qui étudiait les
oscillations d’un fil soumis à un écoulement transverse. Le nombre de Strouhal St est le rapport entre
l’accélération instationnaire et l’accélération convective (ou d’inertie). Le nombre de Strouhal reste
constant avec une valeur de 0 � 2 pour un nombre de Reynolds compris entre 300 et 2 � 105. Cette gamme
de nombres de Reynolds définit une zone où l’écoulement fluide est dit sous-critique. Lorsque l’on
augmente le nombre de Reynolds (zone sur-critique), le nombre de Strouhal augmente en fonction
de l’intensité turbulente de l’écoulement amont.

FIG. 6.12 – Représentation schématique de l’écoulement autour d’un cylindre pour Re � 5, 5 � Re �

40 et 40 � Re � 150.

6.3.2.2 Caractéristiques des chargements

Lorsqu’un cylindre est immergé dans un écoulement uniforme, la force de portance stationnaire
s’exerçant sur le tube est généralement à moyenne nulle. La force de traînée exerce à la surface du
cylindre des frottements visqueux à la paroi renforcés par la différence de pression entre l’amont et
l’aval du tube. Les efforts visqueux sont la résultante des efforts tangentiels à la paroi, tandis que les
efforts de pression sont la résultante des efforts normaux.
Lorsqu’un tourbillon est lâché en aval du tube, celui-ci est soumis à des forces de portance FL et
traînée FD périodiques oscillant respectivement à la fréquence de lâcher tourbillonnaire et à une
fréquence deux fois supérieure à la fréquence de lâcher tourbillonnaire. On peut écrire la partie fluc-
tuante des forces de portance F �L et de traînée F �D sous la forme suivante :

F �L � 1
2

ρU2
∞DLC �Lsin

�
2π fpt �

F �D � 1
2

ρU2
∞DLC �Dsin

�
2π ftt �

avec

C �L fluctuation de la force de portance

C �D fluctuation de la force de traînée
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fp fréquence de la force de portance (lâcher tourbillonnaire)

ft fréquence de la force de traînée avec ft � 2 fp
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FIG. 6.13 – Evolution temporelle de la traînée et de la portance.

Sur la figure (6.13) les forces de portance et de traînée sont bien périodiques en temps et oscillent
à ces deux fréquences.

6.3.2.3 Application

U8

U8

6D

6D

6D 15D

D

FIG. 6.14 – Représentation schématique de la configuration laminaire étudiée pour un nombre de
Reynolds Re � 200.

On considère à présent un écoulement transverse incompressible laminaire sous-critique d’un
fluide visqueux autour d’un cylindre dans un domaine infini pour un nombre de Reynolds Re � 200
(figure 6.14). On rappelle les caractéristiques physiques du fluide et de l’écoulement :

ρ � 1000 kg � m � 3 masse volumique

µ � 10 � 3 kg � m � 1 � s � 1 viscosité dynamique

U∞ � 200 � 0 10 � 6 � � 22 � 0 10 � 3 � � 9 � 09 10 � 3 m � s � 1 vitesse amont
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D � 22 � 0 mm diamètre du cylindre

Re � U∞D
ν � 200 nombre de Reynolds

On utilise pour faire ce calcul trois maillages comportant respectivement 4392 cellules, 17568
cellules et 70272 cellules (figures 6.16 et 6.15). Les maillages utilisés se déduisent respectivement
en divisant chaque cellule par quatre. De plus on effectue une convergence en espace temps, on
choisit de conserver le même nombre de Courant (CFL) (0 � 6 environ) sur chacun des maillages et on
corrige le pas de temps d’un facteur 2 à chaque fois (tableau 6.3). Cela augmente d’autant le nombre
d’itérations à effectuer pour atteindre un état moyen convergé et pour observer les oscillations des
forces de portance et traînée.

Numérique Nombre de cellules dans couche limite pas de temps
maillage 4392 cellules 2 5 10 � 2

maillage 17568 cellules 4 2 � 5 10 � 2

maillage 70272 cellules 8 1 � 25 10 � 2

On utilise l’ordre de grandeur de l’épaisseur de la couche limite théorique pour un écoulement
laminaire sur une plaque plane pour juger de la finesse des maillages utilisés (cf annexe C) :

δ � D�
Re
� 1 � 55 mm

Cette épaisseur représente environ 7% du diamètre du tube.

On utilise un schéma de Crank-Nicholson d’ordre 2 en temps. De plus on a choisi de comparer
deux types de schéma de convection, un schéma de convection centré d’ordre 2 en espace et un
schéma de convection upwind du premier ordre en espace.

Schéma centré Distance à la paroi yplus max CFL max
maillage 4392 cellules 0 � 97 0 � 64

maillage 17568 cellules 0 � 51 0 � 67
maillage 70272 cellules 0 � 26 0 � 67

TAB. 6.3 – Comparaison des nombres de Courant et des distances à la paroi maximales pour différents
maillages.
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FIG. 6.15 – Zoom autour du cylindre pour les maillages à 4392 cellules, 17568 cellules et 70272
cellules.
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FIG. 6.16 – Maillages à 4392 cellules, 17568 cellules et 70272 cellules utilisés pour le calcul fluide.
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6.3.2.4 Résultats

On peut voir sur la figure (6.17) le champ de vitesse instantané coloré par le champ de pression
à deux instants différents. On observe les lâchers de tourbillons, localisés par les minima de pres-
sion, qui s’alternent périodiquement en bas et en haut du cylindre. Ces lâchers de tourbillons sont
responsables des oscillations de la force de traînée et de portance.

On montre le champ de pression et de vitesse moyennés en temps sur la figure (6.18). Les champs
moyens en temps sont symétriques, il existe une surpression en amont du cylindre. Sur les tableaux
(6.5) le nombre de Strouhal construit à partir de la fréquence de la force de portance converge vers
la valeur expérimentale attendue St � 0 � 2. Par ailleurs on retrouve bien que la fréquence de la force
de traînée est deux fois supérieure à celle de la force de portance. On résume sur les tableaux (6.4) et
(6.5) les principaux résultats obtenus pour les coefficients de traînée, portance et leurs fluctuations.
Ainsi on obtient une estimation correcte du coefficient de traînée avec une valeur convergée CD �
1 � 42. Enfin les fluctuations de portance et traînée sont du même ordre de grandeur que les simulations
numériques du tableau (6.4).

FIG. 6.17 – Visualisation du champ de vitesse coloré par la pression à deux instants différents.

110



6.3. Validation des chargements

FIG. 6.18 – Maillage coloré respectivement par le champ de pression moyen Pmoy, la composante
transversale de vitesse Umoy et la composante longitudinale Vmoy.
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Numérique St CD C �D C �L
Piperno (1998) 0 � 188 1 � 242 0 � 0290 0 � 545
Expérimentale St CD C �D C �L
Schewe (1983) 0 � 2 1 � 1 � �

Protas et Wesfreid (2002) 0 � 2 1 � 300
� �

TAB. 6.4 – Comparaison des résultats expérimentaux et théoriques obtenus à Reynolds Re � 200.

Schéma centré St fp ft CD CL C �D C �L
maillage 4392 cellules 0 � 216 0 � 0893 0 � 179 1 � 39

�
7 � 95 10 � 3 0 � 0232 0 � 460

maillage 17568 cellules 0 � 208 0 � 0859 0 � 171 1 � 42 1 � 66 10 � 3 0 � 0342 0 � 534
maillage 70272 cellules 0 � 201 0 � 0829 0 � 166 1 � 43 1 � 20 10 � 2 0 � 0348 0 � 533

TAB. 6.5 – Résultats numériques obtenus pour un nombre de Reynolds Re � 200.

6.3.2.5 Remarque sur les performances de l’outil numérique

On effectue une comparaison entre un calcul en mode séquentiel et un calcul en mode parallèle
sur une machine à 31 processeurs sur la même configuration avec le maillage raffiné à 70272 cellules
et un schéma de convection centré. On compare pour ces calculs la qualité des résultats obtenus ainsi
que le temps CPU entre le calcul en mode séquentiel et celui en parallèle. On dispose pour le code
parallèle de schémas de convection TVD (total variation diminish) avec différents limiteurs de flux
(Van Leer, SuperBee) qui ont la propriété de pas diffuser ou amplifier les extrema locaux de vitesses
à la différence des schémas de convection "classiques" upwind ou centré. Ce dernier test a pour but
de quantifier l’apport de tels schémas de convection sur les chargements fluides. On ne teste ici que
le limiteur de flux le moins diffusif SuperBee.

On peut voir que les résultats obtenus (tableau 6.6) pour le coefficient de traînée, le nombre de
Strouhal et les fluctuations de portance et traînée pour les trois calculs sont très proches, seul le
coefficient de portance moyen diffère mais tend vers zéro dans tous les cas. On peut conclure que le
calcul en parallèle des forces fluides fournis des résultats comparables aux résultats expérimentaux
et aux résultats numériques séquentiels. Par ailleurs on constate que les résultats numériques avec un
schéma de convection centré d’ordre 2 en espace et un schéma de convection TVD avec le limiteur
de flux Superbee concordent. Ceci tend à montrer que le schéma TVD diffuse peu comme un schéma
du second ordre en espace et qu’il ne modifie pas de manière sensible les chargements fluides. Enfin
on constate que le temps de calcul est fortement réduit par l’utilisation d’une machine parallèle. Pour
tester les performances du calcul parallèle en terme de gain en temps CPU, la configuration choisie
n’était pas optimale (tableau 6.7). Dans le cas traité ici, le maillage utilisé très grossier n’était pas
adapté à l’utilisation de 31 processeurs de sorte que le temps perdu dans la communication entre
processeurs induit une perte de temps non négligeable devant le temps gagné par le calcul parallèle.
L’intérêt de la démarche a néanmoins éé mis en évidence.

Résultats St fp ft CD CL C �D C �L
centré séquentiel 0 � 201 0 � 0829 0 � 166 1 � 43 0 � 0120 0 � 0348 0 � 533
centré parallèle 0 � 204 0 � 0843 0 � 170 1 � 43

�
0 � 0207 0 � 0349 0 � 529

TVD parallèle 0 � 206 0 � 0852 0 � 171 1 � 43 0 � 0118 0 � 0365 0 � 501

TAB. 6.6 – Comparaison des résultats obtenus avec des calculs séquentiel et parallèle.
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Résultats CPU/itération
centré séquentiel 89 s
centré parallèle 4 � 4 s
TVD parallèle 4 � 4 s

TAB. 6.7 – Comparaison des temps CPU par itération obtenus avec des calculs séquentiel et parallèle.
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6.4 Chargements thermohydrauliques en faisceaux de tubes

On considère ci-dessous des configurations de type faisceaux de tubes sous écoulements. Ces
écoulements en faisceaux ont fait l’objet de nombreuses études et sont largement documentés dans la
littérature (Chen 1987, Weaver et al. 1985, Feenstra et al. 2003). Il a été montré en particulier que le
régime d’écoulement sur ces configurations de faisceaux dépend de plusieurs paramètres : nombre de
Reynolds, arrangement du faisceau (faisceau à pas carré droit, quinconce ou triangulaire), longueur
des tubes, espacement entre les tubes. On trouve également une étude détaillé des coefficients de
portance et traînée en fonction du nombre de Reynolds, de l’espacement inter-tube pour des tubes
fixes ou mobiles. L’objet de cette section est d’apporter une première contribution à la validation des
forces de portance et traînée exercées sur un tube fixe en milieu de faisceau.

On introduit les caractéristiques suivantes pour décrire un faisceau de tubes (figure 6.19) :

D le diamètre des tubes,

P et P � D distance inter-tube et pas réduit dans le sens de l’écoulement,

T et T � D distance inter-tube et pas réduit dans le sens perpendiculaire à l’écoulement,

Ugap et U∞ vitesse inter-tube moyenne et vitesse amont moyenne.

On se limite ci-dessous à des faisceaux à pas carré pour lesquels P � T . On peut par ailleurs exprimer
la vitesse inter-tube Ugap en fonction de la vitesse amont U∞ de la façon suivante :

Ugap � T
�

D
T

U∞ � P
�

D
P

U∞

6.4.1 Ecoulement laminaire bidimensionnel ou tridimensionnel

Dans un premier temps, on s’intéresse à l’écoulement laminaire d’un fluide autour d’un tube
central (figure 6.19) : la structure reste fixe. Pour des raisons de coûts de calcul, on fait l’hypothèse
que l’écoulement est périodique en milieu de faisceau et on se limite à une cellule élémentaire de 9
tubes pour valider les calculs de la traînée et la portance fluctuantes. On simule une vitesse amont
0 � 12 m � s � 1 en utilisant un schéma de convection centrée.

Ugap

Cellule de calcul

U8

Sens écoulement

T

D

P

FIG. 6.19 – Configuration de référence pour un écoulement 2D droit dans un faisceau 9 tubes.
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On rappelle qu’il est nécessaire de faire intervenir le nombre de Courant ncourant (ou C.F.L.) pour
s’assurer de la bonne convergence de la résolution :

ncourant � Umaxdt
Lmin

(6.31)

Umax est la vitesse maximale atteinte par le fluide, dt est le pas de temps entre chaque itération et
Lmin la plus petite longueur du maillage. Un pas de temps dt � 2 10 � 4 s a été choisi, il correspond au
nombre de courant suivant (6.8) :

Reynolds Re � UgapD � ν Reynolds Re � U∞D � ν ncourant (moyen)
4772 1458 � 0 � 98

TAB. 6.8 – Tableau du nombre de courant (ou CFL) moyen en fonction du nombre de Reynolds

Le nombre de Courant ncourant est recalculé à chaque itération et reste dans une large mesure
dans l’intervalle

�
1 � 5;2 � ce qui est correct pour la résolution des équations avec le schéma de Crank-

Nicholson.
On peut voir sur la figure (6.20) que l’écoulement progresse principalement dans la direction de

l’écoulement et que des recirculations apparaissent entre les tubes dans les zones de faible pression.
De plus on constate sur la figure (6.21) que l’écoulement semble être symétrique et périodique en
moyenne.

Les prochains résultats apportent un complément d’informations sur les forces qui s’exercent sur
le tube.

Valeur expérimentale T/D=1.42 et P/D=1.46 adimensionnée par Ugap (système 6.27 et 6.28, Chen
1987)

Reynolds CL C �L CD C �D
1360

�
0 � 078

� �

Valeur expérimentale T/D=1.5 et P/D=1.5 adimensionnée par Ugap ou Ure f (système 6.27 et 6.28,
Price et al. 1984).

Reynolds CD
�
Ugap � CD

�
Ure f ��

0 � 25 2 � 3

TAB. 6.9 – Tableau des coefficients de portance et traînée et leurs fluctuations respectives

On dispose également pour les faisceaux de tubes à pas carré d’une formule empirique pour le
nombre de Strouhal adimensionné par la vitesse amont U∞ (Chen 1987) :

St � 1

2
�

P
D

�
1 �

On trouve pour P � D � 1 � 44

St � 1 � 14

On peut voir sur les figures (6.22) et (6.23) que le coefficient de portance moyen est proche
de 0 contrairement au coefficient de traînée qui est proche des valeurs expérimentales obtenues sur
une configuration P � D � 1 � 5 proche de la configuration étudiée. De plus on dispose d’une formule
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FIG. 6.20 – Vecteurs vitesses instantanés à t � 40 s colorés par la pression (Re � 4772) pour P � D �
1 � 44 .

FIG. 6.21 – Champ de pression moyen à t � 13 s (Re � 4772) pour P � D � 1 � 44
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empirique du coefficient de traînée CD adimensionné par Ugap en fonction du pas d’espace P � D
(Granger 1996) :

CD � 2 � 3
�

P � D
�

1
P � D � 2

qui peut donner une première estimation pour le pas d’espace P � D � 1 � 44

CD � 0 � 21

Par ailleurs on constate sur le tableau (6.10) une surestimation des fluctuations de portance et traî-
née avec un schéma de convection centré sur la configuration bidimensionnelle Cela est probablement
dû à un défaut de la modélisation bidimensionnelle. En effet il a été montré sur une configuration à
pas carré P � D � 1 � 5 et pour des nombres de Reynolds proches de ceux simulés ici que l’écoulement
fluide devient complètement turbulent (Weaver 1985).
En effet sur la configuration citée P � D � 1 � 5, l’écoulement reste laminaire pour des nombres de Rey-
nolds inférieurs à Re∞ � 150, basés sur la vitesse amont U∞ ce qui équivaut à un nombre de Reynolds
Regap � 450 si l’on se base sur la vitesse inter-tube Ugap. La transition vers la turbulence est complète
pour un nombre de Reynolds Re∞ � 400.
Par ailleurs on sait qu’il existe une longueur minimale de corrélation longitudinale (�z) pour modé-
liser correctement les chargements fluides. En effet on peut voir sur le tableau (6.10) un comparatif
des coefficients de portance et traînée obtenu avec un maillage bidimensionnel à 33216 cellules et
un maillage tridimensionnel à 631104 cellules extrudé à 2 diamètres dans la direction �z (20 couches
suivant �z). Ainsi les écarts-types de portance et traînée sont fortement réduits par l’utilisation d’un
maillage 3D et plus proches des résultats expérimentaux de Chen (1987). De plus la longueur de
corrélation dépend du nombre de Reynolds et peut diminuer avec l’augmentation du nombre de Rey-
nolds. On pourra se référer à (Benhamadouche 2005) pour une étude plus complète sur les effets
tridimensionnels dans les écoulements turbulents en faisceaux de tubes.

Schéma de convection CL C �L CD C �D St

Analytique
� �

0 � 21
�

1.14
Expérimentale

�
0 � 078

� � �
Centrée 2D

�
3 � 74 10 � 2 0 � 704 0 � 354 0 � 610 0 � 04

Centrée 3D
�

0 � 293 0 � 0995 0 � 329 0 � 0714 0 � 941

TAB. 6.10 – Comparaison des coefficients de portance, traînée et nombre de Strouhal pour une vitesse
U∞ � 0 � 12 m � s � 1

6.4.2 Ecoulement turbulent tridimensionel

Plusieurs modèles de turbulence (LES, Ri j
�

ε, k
�

ε) ont été testés et validés dans le code de
thermohydraulique fine développé à EDF, Code_Saturne, en écoulement tridimensionnel périodique
pour des configurations en faisceaux de tubes (Rollet-Miet 1999, Benhamadouche 2003). Des tests
effectués en écoulements turbulents bidimensionnels avec un modèle Ri j

�
ε ont donné des résultats

numériques surestimés pour les moments du second ordre en particulier pour l’énergie cinétique tur-
bulente. Par contre les mêmes tests ont été effectués avec un modèle Ri j

�
ε 3D et LES 3D (modèle

de Smagorinsky constant) et les résultats numériques obtenus en terme de profil de vitesse et moment
du second ordre sont en accord avec les mesures expérimentales et d’autres simulations numériques
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FIG. 6.22 – Visualisation du coefficient de traînée pour Re � 4772 avec des maillages bidimensionnel
et tridimensionnel
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FIG. 6.23 – Visualisation du coefficient de portance pour Re � 4772 avec des maillages bidimension-
nel et tridimensionnel
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en simulation numérique directe (DNS) (Benhamadouche 2003). On peut également citer la réfé-
rence (Bouris 1999) qui utilise un modèle LES bidimensionnel pour l’étude d’écoulements dans les
faisceaux de tubes et obtient des champs de vitesse et de presion moyens proches des mesures expé-
rimentales.

Le cas test traité dans cette partie correspond à un pas réduit P
D � 1 � 75 avec un écoulement

transverse comme on peut le voir sur la figure (6.24). Ce cas test est tiré de (Chen 1985, 1987) et on
dispose des mesures expérimentales des fluctuations de portance et traînée pour valider les résultats
numériques. On a choisi pour étudier cet écoulement de comparer plusieurs modèles de turbulence :
un modèle laminaire, un modèle de turbulence haut Reynolds Ri j

�
ε et un modèle LES, modèle

Smagorinsky constant et modèle dynamique (Piomelli & Liu) correspondant à la gamme de vitesses
expérimentales étudiées. On a choisi une constante de Smagorinsky Cs � 0 � 065 pour le modèle LES
Smagorinsky constant. Ce choix a permis d’obtenir une estimation correcte des champs de vitesse
moyens, de pression moyens et des composantes du tenseur des contraintes de Reynolds pour l’étude
d’un écoulement en configuration quinconce (Benhamadouche, 2003).

Comme précédemment on fait l’hypothèse que l’écoulement est périodique en milieu de faisceau
et on se limite à une cellule élémentaire de 9 tubes pour valider les coefficients de traînée et portance
fluctuantes. On compare les résultats des simulations à ceux d’un tube en milieu de faisceau (tube 4
sur figure 6.24). Trois calculs avec des nombres de Reynolds Re � 2 104, Re � 105 et Re � 2 105 ont
été réalisés.

Les tests numériques ont été effectués avec un calculateur parallèle avec 31 processeurs sur un
maillage tridimensionnel avec 1096128 cellules. Ce maillage est constitué de 33 couches de cellules
dans la direction perpendiculaire à l’écoulement obtenu en extrudant à 3 diamètres un maillage plan
de 33216 cellules dans cette même direction. Pour les différents nombres de Reynolds étudiés le pas
de temps est ajusté pour conserver un nombre de Courant (CFL) maximal dans le domaine proche de
1. Le pas de temps ∆t varie entre 10 � 4 s et 10 � 5 s respectivement pour le nombre de Reynolds le
plus faible (Re � 2 104) et le plus élevé (Re � 2 105). De plus sur le maillage considéré, la distance à
la paroi adimensionnée y � est comprise entre 1 et 40 pour les différents nombres de Reynolds.
On montre sur la figure (6.34) le champ de vitesse instantané obtenu avec un modèle de turbulence
LES Smagorinsky constant et un nombre de Reynolds Re � 1 105. On voit sur cette figure que l’écou-
lement est tridimensionnel avec des tourbillons qui se développent dans la direction transversale de
l’écoulement.
De plus on obtient pour les différents nombres de Reynolds étudiés, des écoulements moyens symé-
triques avec le modèle LES Smagorinsky constant (figures 6.31, 6.32, 6.33, 6.26 et 6.29).
Par contre on constate que le champ de pression moyen obtenu avec l’utilisation de modèles de
turbulence laminaire, Smagorinsky dynamique et Ri j

�
ε n’est pas symétrique (figures 6.27, 6.28, ,

6.30). En effet l’écoulement prend une direction privilégiée pour minimiser la perte de charge. Ainsi
il existe plusieurs régimes d’écoulements en faisceaux de tubes qui dépendent à la fois de la configu-
ration (pas d’espace, configuration quinconce ou droite) et du nombre de Reynolds. On peut trouver
plus de détails sur les régimes d’écoulements en faisceaux de tubes dans la référence (Chen 1987).

L’ensemble des mesures expérimentales et des résultats numériques obtenus pour les coefficients
de portance et traînée fluctuantes C �L et C �D sont présentés sur la figure (6.25) et le tableau (6.11).

On peut voir en comparant les résultats numériques du tableau (6.11) et les mesures expérimen-
tales de la figure que les fluctuations de traînée C �D sont correctement estimées avec tous les modèles
de turbulence choisis. Le coefficient de traînée CD diminue avec le nombre de Reynolds tandis que le
nombre de Strouhal reste constant dans cette gamme de nombre de Reynolds. On compare d’ailleurs
sur les figures (6.36) et (6.35) les forces de portance et de traînée pour les différents modèles de tur-
bulence aux nombres de Reynolds Re � 2 104 et Re � 2 105. On constate que l’amplitude des forces
de portance avec un modèle LES de Smagorinsky constant est supérieure à celle obtenue avec les
autres modèles de turbulence.
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Chapitre 6. Perspectives pour la prise en compte des chargements turbulents

Les fluctuations de portance sont surestimées avec un modèle de Smagorinsky constant et sont
réduits par l’utilisation d’un modèle de Smagorinsky dynamique. De plus les fluctuations de portance
et traînée sont du bon ordre grandeur avec un modèle laminaire et légèrement sous-estimées avec un
modèle Ri j

�
ε haut Reynolds.

La comparaison des champs moyens obtenus avec un modèle de Smagorinsky constant et un mo-
dèle dynamique ainsi que des fluctuations du coefficient de portance tend à montrer que pour cette
configuration le choix de la constante de Smagorinsky n’est pas optimal. Il serait intéressant d’effec-
tuer à l’avenir des calculs complémentaires avec un modèle de Smagorinsky constant avec plusieurs
choix de constante de Smagorinsky pour obtenir une meilleure concordance avec les mesures expé-
rimentales.

1 2 3 4 5 6

T

P

Cellule de calcul 

Sens ecoulement

FIG. 6.24 – Dispositif de référence pour un écoulement 3D droit d’un faisceau 9 tubes.
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FIG. 6.25 – Courbes expérimentales de coefficient de portance et traînée fluctuantes pour un tube en
milieu de faisceau, différents nombres de Reynolds et une intensité turbulente de 1 à 3 %.

Modèle de Smagorinsky constant Cs � 0 � 065
Re CD CL C �D C �L fp

�
Hz � St

2 104 0 � 312 1 � 98 10 � 3 0 � 0586 0 � 259 8 � 16 0 � 197
1 105 0 � 286 0 � 0144 0 � 0437 0 � 2138 40 � 8 0 � 197
2 105 0 � 277 0 � 0145 0 � 0504 0 � 2339 79 � 9 0 � 193

Modèle de Smagorinsky dynamique (Piomelli & Liu )
Re CD CL C �D C �L fp

�
Hz � St

2 105 0 � 176 0 � 0412 0 � 0524 0 � 126 64 � 3 0 � 155

Modèle laminaire
Re CD CL C �D C �L fp

�
Hz � St

2 104 0 � 381 0 � 0295 0 � 0472 0 � 0932 7 � 83 0 � 189

Modèle Rij-ε
Re CD CL C �D C �L fp

�
Hz � St

2 105 0 � 245 6 � 62 10 � 3 0 � 0258 0 � 0807 45 � 5 0 � 110

TAB. 6.11 – Tableau récapitulatif des résultats numériques avec un modèle LES, laminaire et Rij-ε
avec un maillage 3D extrudé à 3 diamètres.
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FIG. 6.26 – Champ de pression moyen LES (Smagorinsky constant) pour un nombre de Reynolds
Re=2 104.

FIG. 6.27 – Champ de pression moyen avec un modèle laminaire pour un nombre de Reynolds
Re=2 104.
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FIG. 6.28 – Champ de pression moyen avec un modèle aux tensions de Reynolds Ri j
�

ε 3D pour un
nombre de Reynolds Re � 2 105.

FIG. 6.29 – Champ de pression moyen avec un modèle LES 3D (Smagorinsky constant) pour un
nombre de Reynolds de Re � 2 105.

FIG. 6.30 – Champ de pression moyen avec un modèle LES 3D dynamique (Piomelli & Liu) pour un
nombre de Reynolds de Re � 2 105.
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FIG. 6.31 – Champ de vitesse moyen (composante x) avec un modèle LES 3D (Smagorinsky
constant) pour un nombre de Reynolds Re=1 105.

FIG. 6.32 – Champ de vitesse moyen (composante y) avec un modèle LES 3D (Smagorinsky
constant) pour un nombre de Reynolds Re=1 105.

FIG. 6.33 – Champ de pression moyen avec un modèle LES 3D (Smagorinsky constant) pour un
nombre de Reynolds Re=1 105.
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Y

X

Z

FIG. 6.34 – Champ de vitesse instantanée avec un modèle LES 3D (Smagorinsky constant) pour un
nombre de Reynolds Re � 1 105.

Dans ce dernier chapitre, on a pu valider le chargement fluide sur des configurations simple en
écoulement laminaire. On a pu montrer sur les écoulements en faisceau qu’il existe un effet tridi-
mensionnel non négligeable sur les chargements fluides pour le pas réduit et la gamme de Reynolds
étudiées. Enfin on a pu comparer différents modèles de turbulence pour l’estimation des chargements
fluides. Les premiers résultats des fluctuations de portance et traînée obtenus avec un modèle LES
Smagorinsky constant sont encourageants et les travaux devront être poursuivis pour permettre de
choisir au mieux la constante de Smagorinsky.
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FIG. 6.35 – Force de traînée (haut) et force de portance (bas) pour trois modèles de turbulence Ri j
�

ε,
LES (Smagorinsky constant) et LES (modèle dynamique) Re � 200 000.
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FIG. 6.36 – Force de traînée (haut) et force de portance (bas) pour deux modèles de turbulence DNS,
LES (Smagorinsky constant) Re � 20 000.
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Conclusions et perspectives 7

Ce rapport de thèse porte sur la simulation numérique des interactions fluide-structure et des cou-
plages fluidélastiques en présence d’écoulements dans des faisceaux de tubes.

On a introduit la notion de maillage mobile avec la formulation ALE des équations fluides pour
tenir compte des parois mobiles. On a souligné l’importance du choix et du calcul de la vitesse de
maillage tenant compte du déplacement de la structure et évitant les retournements de mailles du
maillage fluide. On a testé plusieurs types de calcul de vitesse de maillage. On a étudié l’écoule-
ment dans un canal plan avec un maillage mobile et une vitesse de maillage imposée en espace et
en temps dans tout le domaine. On a cherché à mesurer l’effet du mouvement de maillage sur la
résolution fluide et les efforts fluides. Dans un deuxième temps, on a montré que l’on peut déduire la
déformation de maillage de la résolution d’une équation de diffusion, on suppose que la déformation
est maximale à la paroi et qu’elle se diffuse dans le maillage. Plusieurs coefficients de diffusion de
maillage ont été testés afin d’éviter des distorsions de mailles trop importantes à la paroi induisant
des erreurs sur le calcul des efforts fluides. Des améliorations pourront être apportées à l’avenir pour
obtenir une formulation au second ordre en temps et en espace des équations fluide avec la formula-
tion ALE.

On a vu ensuite que le couplage des deux codes fluide et structure ne conservait pas l’énergie
totale du système fluide-structure et qu’il est nécessaire d’introduire des schémas de couplages spé-
cifiques pour éviter l’apparition d’un amortissement numérique dû à l’utilisation d’un algorithme
partitionné pour la résolution des problèmes fluide et structure. On a présenté et étudié les propriétés
de trois types de schémas explicite synchrone, explicite asynchrone et implicite avec une méthode
de point fixe. Les deux derniers schémas de couplage conservent quasiment l’énergie du système
globale fluide-structure. Toutefois une amélioration de l’algorithme de couplage implicite pourra être
envisagée grâce à une méthode d’accélération de la convergence afin de permettre une convergence
plus rapide de l’algorithme de point fixe.

Enfin les efforts fluide-structure ont été étudiés sur des configurations de cylindres confinés et de
faisceaux de tubes pour différents nombres de Stokes. Une comparaison des résultats numériques à
des solutions analytiques, des mesures expérimentales et des lois empiriques a été effectuée. On a pu
analyser en particulier l’utilisation de conditions aux limites périodiques limitant les coûts de cellules
sur des configurations de faisceaux de tubes pour le calcul des coefficients de masse et d’amortisse-
ment ajoutés.

Des premiers calculs numériques bidimensionnels ont été effectués pour permettre la caractéri-
sation des efforts fluidélastiques et l’étude des instabilités fluidélastiques dans les écoulements trans-
verses en faisceaux. On a pu faire une estimation du seuil de départ en instabilité.

On a pu valider enfin les chargements fluides exercés sur une structure fixe dans plusieurs confi-
gurations laminaires et turbulentes. L’écoulement fluide est modélisé en utilisant une formulation
eulérienne et les coefficients de traînée et de portance ainsi que le nombre de Strouhal sont correc-
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tement estimés pour le cas d’un écoulement laminaire derrière un cylindre. De plus les fluctuations
des coefficients de traînée et de portance ont été étudiées sur plusieurs configurations de faisceaux
de tubes en écoulements laminaires et turbulents. On a constaté un effet tridimensionnel important
sur les écoulements et en particulier sur les coefficients de traînée et de portance fluctuants. Il faut en
effet choisir une longueur de corrélation transversale suffisante pour éviter une surestimation de ces
grandeurs fluctuantes. On a testé en particulier la validité du calcul des chargements fluides sur ma-
chine parallèle permettant un gain de temps calcul non négligeable par rapport au calcul séquentiel.

On pourra tenter grâce au calcul parallèle de faire des simulations numériques plus longues et
tridimensionnelles turbulentes afin de permettre à la fois un meilleur post-traitement des signaux et
une meilleure modélisation des écoulements fluides.

Enfin le couplage entre un écoulement fluide et une structure flexible sera testé à l’avenir sur des
configurations bidimensionnelles et tridimensionnelles pour la simulation par exemple de l’instabilité
de tuyau d’arrosage.
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Méthode de traitement du signal A

Le traitement du signal est une étape importante pour l’exploitation de signaux de résultats dans
les domaines de la turbulence, de l’acoustique ou encore des couplages fluide-structure et fluide-
élastiques. Ainsi il existe de nombreuses méthodes pour le traitement des signaux de déplacement.
Une méthode très connue pour la détermination des fréquences et amortissements d’un signal numé-
rique quelconque est la transformée de Fourier. Cette méthode nécessite des signaux suffisamment
longs pour avoir une estimation précise de l’amortissement. Il existe également de nombreuses autres
méthodes de post-traitement comme la méthode d’ajustement de paramètres (moindres carrés), la mé-
thode des différences finies (Yin et Duhamel 2000, 2004) ou encore la transformée en ondelettes (Yin
et Duhamel 2004) utilisées pour le traitement du signal en astrophysique ou en acoustique. On va pré-
senter dans ce chapitre, quelques méthodes de post-traitement en particulier la méthode d’ajustement
de paramètres ou moindres carrés, la transformée de Fourier, d’incrément logarithmique, d’identifi-
cation directe (Gharib et al. 2000) et une méthode d’identification modale sous excitation non évaluée
(dite IMENE, Perotin 1998) qui combine à la fois la transformé de Fourier et la méthode de moindres
carrés pour la détermination des fréquence et amortissement d’un signal de réponse d’une poutre
sous écoulement.

A.1 Ajustements de paramètres

A.1.1 Relations mesures-paramètres

On considère deux variables réelles x et y associées à des grandeurs physiques mesurables. Dans
le cas présent, x représente le temps et y le déplacement de la structure. On suppose que ces variables
sont liées par un ensemble de p paramètres a1, a2,...a j,... ap par l’intermédiaire d’une relation de la
forme :

F
�
x � y � a1 � a2 � � � � ap � � 0

On considère un déplacement du tube dans un fluide au repos sous la forme d’une sinusoïde amortie :

F
�
x � y � a1 � a2 � � � � ap � � y

�
a � exp

� �
αx � cos

�
2π f x �

On a donc 3 paramètres a1 � a, a2 � α et a3 � f . On dispose d’un ensemble de n observations des
grandeurs x et y et des incertitudes associées σ

�
x � et σ

�
y � fixées à partir de l’erreur machine (par

exemple en simple précision on a une incertitude sur la 8eme décimale).
Pour i � 1 � 2 � � � � n xi, σ

�
xi � � xi

108 et yi,σ
�
yi � � yi

108

On adopte le système de notations suivant :
Quantités observées : x1, ... xi, y1, ... yi

Quantités calculées : x1, ... xi, y1, ... yi
On définit les poids statistiques correspondants pour i � 1 � � � n :

Wxi � �
σ0 � 2�

σ
�
xi ��� 2
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Wyi � �
σ0 � 2�

σ
�
yi ��� 2�

σ0 � 2 est une constante arbitraire, appelée variance de poids unité. Les résidus des observations sont
notés pour i � 1 � � � n :

Vxi � xi
�

xi

Vyi � yi
�

yi

On suppose que l’on dispose d’un ensemble de valeurs initiales pour les p paramètres : a0
1, a0

2, ... a0
j ,

... a0
p

Ces paramètres sont améliorés en effectuant une correction notée : ∆a j

∆a j � a0
j
�

a j

a j � a0
j
�

∆a j

On dispose également des valeurs initiales de la relation entre x et y :

F0
i � F

�
xi � yi � a0

j � � 0

A.1.2 Conditions de moindres carrés

On cherche à rendre minimale la somme pondérée des résidus :

S � n

∑
i � 1

�
WxiV

2
xi
� WyiV

2
yi � � Minimun

Il faut donc que dS � 0, c’est à dire :

n

∑
i � 1

�
WxiVxidVxi � WyiVyidVyi � � 0 (A.1)

A.1.3 Développements de Taylor

On suppose que la fonction F admet un développement de Taylor autour de chaque point
�
xi � yi � a0

j � .
La quantité F0

i peut s’écrire pour i � 1 ... n :

F0
i � VxiFxi � VyiFyi � p

∑
j � 1

Fa j ∆a j � O
�
∆a2

j � (A.2)

Fxi , Fyi et Fa j sont respectivement les dérivées partielles par rapport à xi, yi, a j et O
�
∆a2

j � désignent
tous les termes d’ordres 2 ou supérieur.
Au voisinage du meilleur ajustement, en considérant des variations élémentaires dVxi , dVyi et d∆a j

la relation suivante lie les corrections à apporter aux paramètres et les résidus des observations pour
i � 1 ... n :

FxidVxi � FyidVyi � p

∑
j � 1

Fa j d∆a j � 0
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A.1.4 Multiplicateurs de Lagrange

On multiplie l’expression précédente par un facteur arbitraire
�

λi pour i � 1 ... n :� �
λi � � FxidVxi � FyidVyi � p

∑
j � 1

Fa j d∆a j
� � 0 (A.3)

En additionnant les équations A.1 et A.3, on obtient :

n

∑
i � 1

�
WxiVxi

�
λiFxi � dVxi � n

∑
i � 1

�
WyiVyi

�
λiFyi � dVyi � p

∑
j � 1

� n

∑
i � 1

Fa j λid∆a j
� � 0

Il faut donc résoudre les systèmes d’équations suivants :

n

∑
i � 1

�
WxiVxi

�
λiFxi � � 0

n

∑
i � 1

�
WyiVyi

�
λiFyi � � 0

p

∑
j � 1

n

∑
i � 1

Fa j λi � 0 (A.4)

A.1.5 Détermination des corrections et des résidus

Les systèmes se résolvent par substitution :

Vxi � λiFxi

Wxi

Vyi � λiFyi

Wyi

En posant 1
Pi
� F2

xi
Wxi

� F2
yi

Wyi
et en utilisant l’équation A.2, on obtient :

λi � Pi
�
F0

i
� p

∑
j � 1

Fa j ∆a j
�

Pi est l’expression généralisée du poids statistique. En reportant l’expression des λi dans l’équation
A.4, on obtient pour k � 1 ... p :

n

∑
i � 1

Pi
�
F0

i
� p

∑
j � 1

Fa j ∆a j
� Fak � 0

p

∑
j � 1

� n

∑
i � 1

PiFakFa j � ∆a j � n

∑
i � 1

PiF
0
i Fak

Ces équations s’écrivent sous forme matricielle :

N � ∆A � ∆W

N désigne la matrice des équations normales, elle est carrée et symétrique de dimension p.

N jk � n

∑
i � 1

PiFa j Fak

N jk � Nk j
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∆Wk � n

∑
i � 1

PiF
0
i Fak

∆W désigne le vecteur d’erreur contenant p éléments.
La résolution du système linéaire fournit donc les p composantes du vecteur ∆A donnant les correc-
tions à apporter aux paramètres :

∆A � N � 1 � ∆W

A � A0 �
∆A

Ce processus itératif de corrections des paramètres se fait autant de fois qu’il est nécessaire pour
obtenir la minimisation de S, somme pondérée des résidus. Des tests de validation ont été réalisés
sur des polynômes d’ordres 3 et 4 et sur un signal oscillant amorti du type a1 � exp

� �
a2x � cos

�
a3x � ,

la convergence vers le meilleur ajustement des paramètres a été obtenu rapidement après quelques
itérations.
En ce qui concerne le signal du déplacement du tube dans l’eau au repos, l’ajustement se fait sur 3
paramètres tels que :

F
�
x � y � a1 � a2 � a3 � � y

�
a1 � exp

� �
a2x � cos

�
a3x �

Les dérivées sont ainsi calculées :

Fx
�
x � y � a1 � a2 � a3 � � a2 � a1 � exp

� �
a2x � cos

�
a3x �� a3 � a1 � exp

� �
a2x � sin

�
a3x �

Fa1

�
x � y � a1 � a2 � a3 � � �

exp
� �

a2x � cos
�
a3x �

Fa2

�
x � y � a1 � a2 � a3 � � x � a1 � exp

� �
a2x � cos

�
a3x �

Fa3

�
x � y � a1 � a2 � a3 � � x � a1 � exp

� �
a2x � sin

�
a3x �

A.2 Transformée de Fourier Rapide

A.2.1 Rappels

Soit x
�
t � une fonction à valeurs réelles ou complexes de la variable t, périodique de période T .

On la suppose bornée et intégrable dans
�
0 � T � . La série de Fourier s’écrit :

S � � ∞

∑
k � � ∞

Ak exp
�
i
2π
T

� k � t �
S � x

�
t � si continue� 1

2

�
lim

α � t � x
�
α � � lim

α � t �

x
�
α � � si discontinue

La série converge uniformément dans tout intervalle où x
�
t � est continue. Les coefficients Ak sont liés

à la fonction x
�
t � par les relations usuelles :

Ak � 1
T

� T

0
x
�
t � exp

�
i
2π
T

� k � t � dt
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A.2. Transformée de Fourier Rapide

Si le signal est réel alors A � k � Āk. D’une manière générale, on a :

Ak � αk � iβk

A � k � αk
�

iβk

x
�
t � � A0 � � ∞

∑
k � 1

�
Ak exp

�
i
2π
T

� k � t � � Āk exp
� �

i
2π
T

� k � t �
x
�
t � � A0 � � ∞

∑
k � 1

�
ak cos

� 2π
T

� k � t � � bk sin
� 2π

T
� k � t �

avec :
– si x(t) est paire alors βk � 0, les Ak sont réels.
– si x(t) est impaire alors αk � 0, les Ak sont imaginaires purs.

A.2.2 Echantillonnage

La détermination des Ak exige de calculer numériquement les intégrales, il faut donc sélectionner
un nombre fini de valeurs de x

�
t � : c’est l’échantillonnage.

On considère le cas d’un échantillonnage périodique portant sur N points. L’intégrale est alors rem-
placée par une somme :

Ak � 1
T

N � 1

∑
j � 0

x j
�
t � � TN � exp

� �
i
2π
T

� k � j � T
N �

Ak � 1
N

N � 1

∑
j � 0

x j � exp
� �

i
2π
N

� k � j �
A.2.3 Transformée de Fourier Rapide (T.F.R)

La méthode de Cooley-Tukey repose sur le principe des dédoublements successifs. Une trans-
formée de Fourier (T.F.) sur N points est équivalente à deux calculs de T.F. portant sur N

2 points. Le
calcul de la T.F. directe ou inverse se ramène à :

Yk � 1
N

N � 1

∑
j � 0

X jW
k � j
N

WN � exp
� �

i
2π
N �

On réécrit cette expression sur 2N points :

Yk � 1
2N

2N � 1

∑
j � 0

X jW
k � j
2N

Yk � 1
2N

2N � 1

∑
j � 0

X2 jW
k � j
N� 1

2N
W k

2N
� N � 1

∑
j � 0

X2 j � 1W k � j
N �

La dernière expression est obtenue en séparant les termes de rang pair de ceux de rang impair et en
utilisant la propriété : W 2 � k � j

2N � W k � j
N . Le signal temporel x

�
t � à analyser est discrétisé en N points

sur l’intervalle [0,T], l’incrément temporel est donc ∆t � T
N . L’intervalle fréquentiel est

�
0 � F � dont

l’incrément est ∆ f � F
N .

L’algorithme de Cooley-Tukey est valide sous les conditions suivantes :
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– Les valeurs des Ak sont calculées correctement par la T.F.R. dans l’intervalle
�
0 � F

2
� .

– Pour f � F
2 , les résultats ne sont pas corrects. Ceci est conforme au théorème de Shanon et

Nyquist (Fe � 2F).

f sf a f b

Amplitude

fréquence

F0

=F F1 0 2

FIG. A.1 – Représentation schématique de la transformée de Fourier

On peut mesurer l’amortissement d’un signal numérique en calculant la largeur de bande à -
3Db d’un pic de fréquence qui correspond à la largeur de bande fréquentielle prise en F1 � F0 � �

2
comme montré sur la figure (A.1). La largeur de bande à -3Db est représenté par le trait compris
entre les fréquences fa et fb. On sait par exemple que pour un signal numérique de la forme x �
xoeαtcos

�
2 π fst � , le coefficient α peut être obtenu graphiquement en utilisant la largeur de bande

noté ∆ f � fb
�

fa :

α � π∆ f

Il faut toutefois noter que la précision de la mesure de l’amortissement par cette méthode dépend de
la résolution spectrale qui doit être faible devant la largeur de bande ∆ f pour avoir une estimation
précise de l’amortissement.

A.3 Décrément logarithmique

On cherche à post-traiter un signal numérique solution de l’équation différentielle harmonique
suivante avec c � a � 0 :

aÜ � bU̇ � cU � 0

ou sous forme adimensionnée par a

Ü � 2ξωoU̇ � ω2
oU � 0

où ξ désigne l’amortissement réduit et ωo la pulsation propre du système.
On peut écrire l’équation caractéristique de l’équation précédente :

r2 � 2ξωo r � ω2
o � 0 (A.5)

142
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On calcule le discriminant réduit ∆ � ξ2ω2
o

�
ω2

o � ω2
o
�
ξ2 �

1 �
On se contente pour nos applications de l’étude des solutions sinusoïdales amorties correspondant

à un discriminant négatif c’est-à-dire pour un
�
ξ

� � 1.
L’équation (A.5) admet deux solutions complexes conjuguées r1 et r2 exprimées en fonction de

ω � ωo � 1
�

ξ2

r1 � �
ξωo � iξω

r2 � �
ξωo

�
iξω

et la solution générale de l’équation du mouvement s’écrit :

U
�
t � � e � ξωot � Aeiωt � Be � iωt �

ou en utilisant les fonctions sinus et cosinus

U
�
t � � e � ξωot � Ccos

�
ωt � � Dsin

�
ωt � �

On retrouve que U est un signal sinusoïdal amorti de pseudo-période T :

T � 2π
ω
� 2π

ωo � 1
�

ξ2
� To

� 1
�

ξ2

On peut calculer l’amortissement réduit ξ en fonction du décrément logarithmique δ :

δ � ln

�
U
�
t �

U
�
t � T � � � ξωoT � 2πξ

� 1
�

ξ2

En pratique lorsque ξ est très inférieur à 1, on peut faire les approximations suivantes :

T � To

ω � ωo

ξ �
δ

2π

A.4 Méthode d’identification directe

A.4.1 Force fluide constante

On présente une méthode introduite par Gharib et al. (2000) pour l’étude de la force fluide exercée
sur une structure soumise à un écoulement transverse. On cherche à déterminer les caractéristiques
fluide-structure ou fluide-élastiques d’un signal temporel. Pour cela on suppose connus le déplace-
ment U , la vitesse U̇ et l’accélération Ü de la structure ainsi que la force d exercée sur la structure.
Pour simplifier le mouvement de la structure est choisi monodimensionnel et la force exercée est
ponctuelle et constante. On suppose que le système fluide-structure peut s’écrire sous la forme :

a
�
Ü � b

�
U̇ � c

�
U � d � 0

où a, b, c et d désignent respectivement la masse, l’amortissement, la raideur et la force fluide exer-
cée sur la structure. On peut écrire le système précédent adimensionné par la masse a sous forme
matricielle :

� �
U̇

�
U

�
I � �� b � a

c � a
d � a

�� � � � �
Ü �
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et en multipliant le système ci-dessus par la matrice transposée
� �

U̇
�
U

�
I � T

, il vient :

� �
U̇

�
U

�
I � T � �

U̇
�
U

�
I � �� b � a

c � a
d � a

�� � � � �
U̇

�
U

�
I � T � �

Ü �
On se ramène à la résolution du système (3,3) suivant pour l’estimation des coefficients b � a, c � a et
d � a.

��� �
U̇

T �
U̇

�
U̇

T �
U

�
U̇

T �
I

�
UT

�
U̇

�
UT �

U
�
UT �

I
�
IT

�
U̇

�
IT �

U
�
IT �

I

� �� �� b � a
c � a
d � a

�� � � ��� �
U̇

T �
Ü

�
UT

�
Ü

�
IT

�
Ü

� ��
On en déduit la pulsation propre du système ω et l’amortissement réduit ξ :

ω � 1
2π
� c

a

ξ � 1
2ω

�
b
a � (A.6)

A.4.2 Force fluide nulle

On suppose dans ce paragraphe que la force fluide est nulle ou à moyenne nulle. On résout alors
le système simplifié suivant :

a
�
Ü � b

�
U̇ � c

�
U � 0

On peut écrire le système précédent adimensionné par la masse a sous forme matricielle :

� �
U̇

�
U �

�
b � a
c � a � � � � �

Ü �
et en multipliant par le vecteur

� �
U̇

�
U � T

, on se ramène à la résolution du système (2,2) suivant :� �
U̇

T �
U̇

�
U̇

T �
U

�
UT

�
U̇

�
UT �

U � �
b � a
c � a � � �

� �
U̇

T �
Ü

�
UT

�
Ü �

On retrouve les mêmes solutions pour ω et ξ que précédemment (équations A.6).

A.4.3 Force fluide variable

Dans le cas d’une force fluide variable, on peut utiliser une variante de cette méthode si l’on

connaît le vecteur force fluide que l’on note
�
F
�
t � et les vecteurs accélérations

�
Ü , vitesse

�
U̇ , déplace-

ment
�
U . On veut résoudre le système suivant :

a
�
Ü � b

�
U̇ � c

�
U � �

F
�
t �
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A.5. Identification modale sous excitation non évaluée (IMENE)

Comme au paragraphe précédent le système s’écrit sous la forme :

� �
Ü

�
U̇

�
U � �� a

b
c

�� � � � �
F
�
t � �

et en multipliant par le vecteur
� �

Ü
�
U̇

�
U � T

, on se ramène à la résolution du système (3,3) suivant :

���� �
Ü

T �
Ü

�
Ü

T �
U̇

�
Ü

T �
U

�
U̇

T �
Ü

�
U̇

T �
U̇

�
U̇

T �
U

�
UT

�
Ü

�
UT

�
U̇

�
UT �

U

� ��� �� a
b
c

�� � � ��� �
Ü

T �
F
�
t �

�
U̇

T �
F
�
t ��

UT �
F
�
t �

� ��
Dans ce cas, on calcule directement la masse a, l’amortissement b et la raideur c du système.

A.5 Identification modale sous excitation non évaluée (IMENE)

Le méthode d’Identification Modale sous Excitation Non Evaluée (IMENE) a été développée il y
a une quinzaine d’année (Perotin 1998). Elle permet de réaliser :

– l’analyse multi-références sous excitation quelconque, mesurée ou non mesurée.
– l’analyse multi-références sous excitation de type choc, mesuré ou non mesuré.
– l’identification de modes réels et de modes complexes.
– la détermination d’intervalles de confiance pour chacune des grandeurs identifiées.

Pour un signal de la forme :

S
�
t � � exp

� �
αt � cos

�
2π f t �

où α et f désignent respectivement l’amortissement et la fréquence du signal, les grandeurs à iden-
tifier sont d’une part la fréquence f et l’amortissement modal ξ � α

ω . On peut utiliser deux mé-
thodes : l’analyse sous excitation non mesurée et l’analyse sous excitation de type choc. Le mode
choc non mesuré nécessite la donnée d’un bloc de 2p valeurs ( � 65536) alors que le mode excita-
tion non mesurée réalise les calculs en faisant des moyennes statistiques sur plusieurs blocs, chaque
bloc contenant 2p valeurs (2 blocs minimums nécessaires). Il apparaît ici une des difficultés majeures
dans le traitement des signaux à savoir : trouver le bon compromis entre la longueur l et la fréquence
d’échantillonnage Fe du signal afin d’obtenir la résolution spectrale δ f la plus petite possible, sachant
que :

l � Nb

Fe
� 2p

Fe

δ f � 1
Fe

A.6 Validation du post-traitement

A.6.1 Signal une fréquence

On veut post-traiter un signal numérique théorique de fréquence fs et d’amortissement α de la
forme suivante x � e � αtsin

�
2π fst � avec :

fs � 14 � 3 Hz

α � 0 � 9 Hz

ξ � 1%
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Annexe A. Méthode de traitement du signal

On a choisi pour le signal numérique un pas de temps dt � 10 � 3 s avec 65536 points. La résolution
spectrale associée est δ f � 0 � 015 Hz.

On va comparer les différentes méthodes de post-traitement citées :

Méthode d’ajustement de paramètres avec 3 paramètres (MAP3)

Méthode d’ajustement de paramètres avec 2 paramètres (MAP2)

Transformée de Fourier (TF)

Méthode de Gharid à 3 paramètres (MG3)

Méthode de Gharid à 2 paramètres (MG2)

IMENE méthode excitation quelconque non mesurée (IMENE1)

IMENE méthode de choc non mesuré (IMENE2)

Post-traitement fs
�
Hz � α

�
Hz � ξ

�
% �

Analytique 14 � 30 0 � 9 1
MAP3 14 � 30 0 � 9 1
MAP2 14 � 30 0 � 9 1

TF 14 � 29 0 � 90 1
MG3 14 � 30 0 � 9 1
MG2 14 � 30 0 � 9 1

IMENE1 14 � 30 0 � 88 1
IMENE2 14 � 30 0 � 9 1

TAB. A.1 – Tableau comparatif des différentes méthodes de post-traitement

On peut voir sur le tableau (A.1) que les résultats obtenus par toutes les méthodes de post-
traitement sont très satisfaisantes.

A.6.2 Signal à deux fréquences

On a choisi de post-traiter un signal dont la forme se rapproche des signaux expérimentaux de la
forme suivante x � e � αstsin

�
2π fst � � e � αetsin

�
2π fet � avec

fs � 14 � 3 Hz fe � 7 � 15 Hz

αs � 0 � 9 Hz αe � 0 Hz

ξs � 1% ξe � 0%

On a choisi comme précédemment pour le signal numérique un pas de temps dt � 10 � 3 s avec 65536
points. La résolution spectrale associée δ f � 0 � 015 Hz.

On va comparer les différentes méthodes de post-traitement citées :

Méthode d’ajustement de paramètres avec 3 paramètres (MAP3)

Transformée de Fourier (TF)

Méthode de Gharid à 3 paramètres avec force (MGF)

IMENE méthode excitation quelconque non mesurée (IMENE1)

IMENE méthode de choc non mesuré (IMENE2)
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A.7. Tests complémentaires avec une fréquence

Post-traitement fs
�
Hz � αs

�
Hz � ξs

�
% � fe

�
Hz � αe

�
Hz � ξe

�
% �

Analytique 14 � 30 0 � 9 1 7 � 15 0 0
MAP3 14 � 30 0 � 9 1 7 � 15 0 0

TF 14 � 30 0 � 9 1 7 � 16 6 � 91 10 � 2 0 � 15371
MGF 14 � 30 1 � 23 1 � 37

� � �
IMENE1 14 � 30 0 � 90 1 7 � 15 8 � 98 10 � 3 0 � 02
IMENE2 14 � 301 0 � 9 1 7 � 15 0 0

TAB. A.2 – Tableau comparatif des différentes méthodes de post-traitement

On peut voir sur le tableau (A.2) que les résultats obtenus par toutes les méthodes de post-
traitement sont très satisfaisants. Toutefois pour la méthode d’ajustement de paramètres on suppose
connue la forme du signal numérique ce qui est rarement le cas pour l’étude de signaux complexes.
De plus la méthode de Gharib (MGF) surestime l’amortissement numérique et ne permet pas d’es-
timer la fréquence de la composante du signal non amorti. La méthode FFT et le logiciel IMENE
semblent donc les mieux adaptés pour le traitement de signaux numériques et expérimentaux de
forme quelconque. Des études complémentaires avec la méthode IMENE et des comparaisons avec
des méthodes FFT et d’ajustement de paramètres sont faites ci-dessous.

A.7 Tests complémentaires avec une fréquence

Cette étude complémentaire porte sur le signal analytique S
�
t � possédant 2p � 65536 valeurs dont

les caractéristiques sont les suivantes :

f � 14 � 3 Hz

α � 0 � 9 Hz

ξ � 1%

Quatre analyses différentes sont effectuées avec la méthode IMENE :
– Ch1 : analyse de type choc non mesuré avec Fe � 100000 Hz.
– Ch2 : analyse de type choc non mesuré avec Fe � 50000 Hz.
– Ex1 : analyse de type excitation quelconque non mesurée avec Fe � 100000 Hz, les moyennes

sont réalisées sur 2 blocs de 32768 valeurs.
– Ex2 : analyse de type excitation quelconque non mesurée avec Fe � 100000 Hz, les moyennes

sont réalisées sur 64 blocs de 1024 valeurs.
Une fréquence d’échantillonnage Fe � 100000 Hz correspond à un pas de temps dt � 10 � 5 s.

Analyse Fe
�
Hz � δ f

�
Hz � f

�
Hz � ξ

�
% �

Ch1 100000 1 � 52 14 � 29 0 � 99
Ch2 50000 0 � 76 14 � 30 1
Ex1 100000 1 � 52 14 � 19 0 � 33
Ex2 100000 1 � 52 14 � 31

�
0 � 21

TAB. A.3 – Tableau comparatif des différentes analyses réalisées avec la méthode IMENE

L’augmentation du nombre de blocs dans le cas d’une excitation quelconque non mesurée permet
d’améliorer l’identification de la fréquence et de l’amortissement modal ξ. Les résultats du tableau
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Annexe A. Méthode de traitement du signal

(A.3) mettent en évidence que l’analyse la plus adaptée est celle de type choc non mesuré. La réso-
lution spectrale est ici un paramètre important à prendre en compte puisque la précision des résultats
est d’autant meilleure que la résolution spectrale est faible.

A.8 Tests complémentaires avec deux fréquences

Des tests complémentaires sont effectués sur un signal analytique S
�
t � oscillant à deux fréquences

comportant 2p � 65536 valeurs :

S
�
t � � cos

�
2π 5 � 3 t � � cos

�
2π 14 � 3 t �

Six analyses différentes sont réalisées :
– Ch1a : analyse de type choc non mesuré avec Fe � 8333 Hz.
– Ex1a : analyse de type excitation quelconque non mesurée avec Fe � 8333 Hz, les moyennes

sont réalisées sur 2 blocs de 32768 valeurs.
– Ex2a : analyse de type excitation quelconque non mesurée avec Fe � 8333 Hz, les moyennes

sont réalisées sur 64 blocs de 1024 valeurs.
– Ch1b : analyse de type choc non mesuré avec Fe � 833 Hz.
– Ex1b : analyse de type excitation quelconque non mesurée avec Fe � 833 Hz, les moyennes

sont réalisées sur 2 blocs de 32768 valeurs.
– Ex2b : analyse de type excitation quelconque non mesurée avec Fe � 833 Hz, les moyennes

sont réalisées sur 64 blocs de 1024 valeurs.

Analyse Fe
�
Hz � δ f

�
Hz � f1

�
Hz � f2

�
Hz � ξ1

�
% � ξ2

�
% �

Ch1a 8333 0 � 1271 5 � 3 14 � 2994 0 0
Ex1a 8333 0 � 1271 5 � 2876 14 � 2907 0 � 4 0 � 06
Ex2a 8333 0 � 1271 5 � 3040 14 � 2896 0 0 � 03
Ch2b 833 0 � 01271 5 � 2978 14 � 2943 0 0
Ex1b 833 0 � 01271 5 � 2990 14 � 2937 0 � 04 0 � 01
Ex2b 833 0 � 01271 5 � 2979 14 � 29442 0 0

TAB. A.4 – Tableau comparatif des différentes analyses réalisées sous IMENE

On remarque que l’analyse la plus adaptée est celle de type choc, cependant les écarts entre les
deux modes diminuent pour tendre vers les valeurs analytiques lorsque la fréquence d’échantillon-
nage Fe diminue. Les résultats du tableau (A.4) montrent que pour des signaux relativement courts
avec une faible résolution spectrale, il est préférable d’utiliser le mode choc non mesuré. L’augmen-
tation du nombre de moyennes dans le cas d’une excitation non mesurée favorise la précision des
résultats (constatation similaire au tableau (A.3)).

A.9 Test avec des signaux de déplacements en fluide au repos

Le post-traitement est effectué à présent sur un signal obtenu au cours de l’étude en fluide au
repos du chapitre 5, il s’agit de la configuration 2V 2H : cellule de faisceaux de 9 tubes coupés dont
le tube central est soumis à un "lâcher" d’amplitude initiale A � 5 � 10 � 5 m. Le signal possède 50000
points et la fréquence d’échantillonnage est Fe � 100000 Hz soit un pas de temps de 10 � 5 s.
Le signal obtenu est de la forme :

S
�
t � � exp

� �
2π feξet � cos

�
2π fet �

148



A.10. Exemple de post-traitement de signaux de faisceaux de tubes

Le post-traitement par la méthode d’ajustement de paramètres par moindres carrés donne les résultats
suivants :

fe � 11 � 8944 Hz

ξe � 1 � 159 %

Une étude comparative entre le mode choc non mesuré et l’analyse par excitation quelconque non
mesurée est réalisée. Le signal numérique comporte 50000 valeurs et le nombre de points pouvant
être traités doit correspondre à une puissance de 2 et seulement les 32768 � 215 premières valeurs
peuvent être utilisées.
Les résultats obtenus pour les 4 analyses suivantes sont présentés :

– Ch1 analyse de type choc non mesuré avec Fe � 100000 Hz sur 32768 points.
– Ex1 analyse de type excitation quelconque non mesurée avec Fe � 100000 Hz sur 32768 points

répartis en blocs de 1024 points.
– Mo1 post-traitement par méthode des moindres carrés.

Dans le cas d’excitation quelconque non mesurée, une répartition en blocs de 1024 points est utilisée
car les études précédentes ont montré que l’augmentation du nombre de moyennes avait pour consé-
quence d’améliorer les résultats (tableaux (A.3) et (A.4)). Le tableau (A.5) permet une fois de plus de

Analyse Fe
�
Hz � δ f

�
Hz � fe

�
Hz � ξe

�
% �

Ch1 100000 3 � 0517 11 � 9368 1 � 19
Ex1 100000 3 � 0517 11 � 9578

�
0 � 23

Mo1 100000
� �

11 � 8944 1 � 159

TAB. A.5 – Tableau comparatif des différentes analyses réalisées sous IMENE

conclure que le mode d’analyse par choc non mesuré correspond le mieux au type de signaux traités.

A.10 Exemple de post-traitement de signaux de faisceaux de tubes

Une étude comparative entre l’analyse par choc non mesuré avec IMENE et la méthode d’ajus-
tement de paramètres par moindres carrés pour le traitement des signaux en eau au repos est réalisée
dans le cas d’un faisceau de tubes modélisé sans conditions aux limites périodiques :

– Ch1 analyse de type choc non mesuré avec Fe � 100000 Hz sur 32768 points.
– Mo1 post-traitement par méthode des moindres carrés.

Analyse Fe
�
Hz � δ f

�
Hz � fe

�
Hz � ξe

�
% �

Ch1 100000 3 � 0517 11 � 6091 1 � 43
Mo1 100000

� �
11 � 5466 1 � 2927

Théorie (Chen)
� � � �

11 � 5432 1 � 29

TAB. A.6 – Tableau comparatif des différentes analyses réalisées sous IMENE

Les résultats du tableau (A.6) viennent confirmer que la méthode des moindres carrés est la plus
fiable pour l’identification des coefficients fluide-structure en eau au repos vu la petite taille du signal
post-traité.

Cette étude du traitement du signal à l’aide de la méthode IMENE montre un aspect important
des difficultés et compromis rencontrés pour le post-traitement des signaux de déplacements du tube
obtenus en eau au repos ou en écoulement à savoir : compromis entre les longueurs de signaux, la
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résolution spectrale qui doit être la plus basse possible et la précision des résultats sur les grandeurs
physiques à identifier, fréquence et amortissement modal.
A la suite des différents cas testés, on peut conclure que l’analyse de type choc non mesuré est la plus
adaptée pour post-traiter les signaux et que le recours au calcul parallèle permettra d’obtenir des si-
gnaux de longueur suffisante pour avoir une résolution spectrale faible et une meilleure identification
des grandeurs physiques.

A.11 Tests complémentaires de signaux en écoulements

Cette étude s’inscrit dans la perspective de futurs travaux sur la simulation des interactions fluide-
structure et fluide-élastiques dans les faisceaux de tubes de générateur de vapeur en présence d’écou-
lements.
Elle reprend les mêmes hypothèses (maillage, pas de temps et conditions aux limites etc ...) que
l’étude présentée aux chapitres 5 et 6. La difficulté majeure étant l’analyse des signaux de dépla-
cement de la structure à savoir l’identification de l’amortissement modal pour la détermination des
coefficients fluide-élastiques, il n’est présenté ici qu’une étude fréquentielle.
Le pas de temps utilisé pour la résolution numérique du couplage fluide-structure est très petit
dt � 10 � 5 s, il est nécessaire d’avoir des signaux de grandes longueurs pour que la résolution spec-
trale soit la plus fine possible et obtenir une meilleure précision des résultats.

Une étude comparative en utilisant trois méthodes de post-traitement des signaux est effectuée :
– analyse par excitation de type choc non mesuré avec la méthode IMENE limitée à 65536 va-

leurs, la résolution spectrale δ f est limitée à 1 � 5258 Hz (représentée par f1).
– analyse par Transformée de Fourier Rapide directement sur le déplacement recueilli basée sur

2p � 65536 valeurs limitant la résolution spectrale δ f à 1 � 5258 Hz (représentée par f2).
Cette étude est réalisée avec quatre vitesses d’écoulement différentes :
U∞ � 0 � 06; 0 � 075; 0 � 12; 0 � 15 m � s � 1.
Les profils des déplacements sont sur la figure (A.2). La fréquence a tendance à diminuer quand

0.2 0.4 0.6 0.8
Temps (s)

-0.001
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Uref = 0.15 m/s

FIG. A.2 – Courbes des déplacements en fonction du temps pour différentes vitesses U∞

la vitesse augmente contrairement aux amplitudes des déplacements qui augmentent. Les résultats
du tableau (A.11) permettent de conclure que la fréquence a tendance à diminuer lorsque la vitesse

150



A.11. Tests complémentaires de signaux en écoulements

U∞
�
m � s � 1 � f1

�
Hz � f2

�
Hz �

0 � 06 11 � 6246 12 � 2070
0 � 075 10 � 758 12 � 2070
0 � 12 10 � 9036 11 � 4441
0 � 15 11 � 8785 n.c.

TAB. A.7 – Tableau comparatif des analyses fréquentielles pour les différentes valeurs de vitesses
étudiées

de l’écoulement augmente. Il est donc difficile de déterminer les coefficients fluide-élastiques, une
méthode plus efficace doit être utilisée pour analyser les signaux de déplacement de la structure voire
améliorer la méthode de post-traitement.
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Gestion de la périodicité B

Avec la méthode des volumes finis et en présence de conditions aux limites périodiques pour
conserver le débit en entrée du domaine fluide et par conséquent la vitesse débitante, il faut imposer
un terme source de quantité de mouvement dans les équations de Navier-Stokes (Benhamadouche
et al. 2005). Dans le cas particulier étudié, l’écoulement se fait dans la direction �x et il suffit d’un
terme source pour la projection en �x de l’équation de quantité de mouvement. Pour calculer ce terme
source, on utilise la méthode de Newton qui est une méthode de point fixe. En effet supposons connue
l’évolution du débit D en fonction du temps ou du terme de forçage DP et notons F l’application telle
que :

D � F
�
DP �

n−2D

Dn−1
Dn

Dref

Débit

ForçageDP
n−2

DP DP
n−1 n

FIG. B.1 – Représentation schématique de l’évolution du débit en fonction du Forçage

On cherche DP tel que Debit � Dre f . Pour cela, on écrit :

Dre f � Dn � a1DPn

Dre f � Dn � 1 � a2DPn � 1

et il vient :

DPn � Dre f
�

Dn

a1

DPn � 1 � Dre f
�

Dn � 1

a2
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Annexe B. Gestion de la périodicité

En retranchant les deux équations précédentes, on en déduit le forçage DPn en fonction du forçage
DPn � 1

DPn � DPn � 1 � Dre f
�

Dn

a1

� Dre f
�

Dn � 1

a2

On doit choisir les coefficients directeurs a1 et a2 pour expliciter le terme de forçage. Le choix
effectué pour tous les calculs est un coefficient constant pour les deux droites et homogène à un
temps :

a1 � a2 � �
2∆t
α

DPn � DPn � 1 � α
�
Dn �

Dre f � � �
Dn � 1 �

Dre f �
2∆t

où ∆t désigne le pas de temps de référence et α un coefficient de relaxation sans dimension choisi
pour faciliter la convergence du processus itératif. En pratique on prend un coefficient α � 1 ou
α � 0 � 5 ou α � 0 � 1.

Un autre choix des coefficients a1 et a2 serait de calculer la dérivée de la fonction D � F
�
DP � et

on peut utiliser par exemple un schéma centré :

Dn � Dre f � ∆t
∂F
∂t
� 1

2
∆t2 ∂2F

∂t2 � O
�
∆t3 �

Dn � 1 � Dre f
�

∆t
∂F
∂t
� 1

2
∆t2 ∂2F

∂t2 � O
�
∆t3 �

On en déduit la dérivée par rapport au forçage en supposant ∂t
∂DP � 1 :

∂F
∂DP

� ∂F
∂t

∂t
∂DP

� ∂F
∂t

∂F
∂DP

� �
Dn � 1 �

Dre f � � �
Dn �

Dre f �
2∆t

� O
�
∆t2 �

Ce processus itératif permet d’approcher la courbe du débit par sa tangente. Le forçage DPn est
ainsi choisi de telle manière que l’on approche de plus en plus le débit souhaité. On peut voir une
représentation schématique du débit en fonction du forçage P et quelques itérations de la méthode de
Newton avec le tracé des tangentes à la courbe du débit (figure B.1).
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Couche limite et loi de paroi C

C.1 Ecoulement de Stokes

On considère l’écoulement instationnaire d’un fluide parallèle entraîné par une plaque infinie dit
écoulement de Stokes (Candel 1995). On rappelle que pour un tel écoulement une seule composante
de vitesse est non nulle et que toutes les particules fluides suivent des trajectoires parallèles (figure
C.1). On peut déduire de la projection de l’équation de quantité de mouvement sur l’axe �y et �z que
∂p
∂z � ∂p

∂y � 0.

De plus, il ne peut pas y avoir de gradient de pression parallèle à la plaque ∂p
∂x � 0 car la plaque est

infinie et le fluide s’étend de
�

∞ à � ∞.

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

t=0 
y

x x

t>0 
y

FIG. C.1 – Représentation schématique de l’écoulement fluide à un instant t � 0 et t � 0.

L’écoulement est régi par l’équation de quantité de mouvement :

∂u
∂t

� ν
∂2u
∂y2 (C.1)

avec les conditions aux limites suivantes :

u
�
x � y � t � � 0 pour t � 0

u
�
x � 0 � t � � U0 pour t � 0

On cherche u sous forme d’une solution auto-semblable :

u � U0 f
�
η �

avec

η � y
2
�
νt � 2

L’intérêt de cette solution est qu’elle réduit le nombre de variables et transforme le problème aux
dérivées partielles en un problème différentiel ordinaire.
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Annexe C. Couche limite et loi de paroi

Le système (C.1) peut s’écrire sous la forme suivante :

∂u
∂t
� ν

∂2u
∂y2 � U0

4t

�
f � � � η � � 2η f � � η � � � 0

La fonction f est solution de l’équation :

f � � � η � � 2η f � � η � � 0 (C.2)

avec les conditions aux limites :

f
�
0 � � 1

f
� � ∞ � � 0

En intégrant l’équation (C.2) deux fois, il vient :

f
�
η � � c1

� η

0
e � η2

dη � c2

et on calcule les constantes c1 et c2 à partir des conditions aux limites :

f
�
0 � � 1 � c2

f
� � ∞ � � 0 � � � ∞

0
e � η2

dη � c2

On retrouve finalement pour la fonction f
�
η �

f
�
η � � 1

� 2

π
1
2

� η

O
e � η2

dη � 1
�

er f
�
η � � er f c

�
η �

Finalement la vitesse u s’exprime en fonction de la fonction er f c :

u � U0 er f c
�
η �

avec

η � y

2
�
νt � 1

2

La vitesse tombe à 1 % de sa valeur initiale pour η � 2. Ainsi, l’épaisseur δ de fluide dans laquelle
il y a une variation importante du profil de vitesse est donnée par :

δ � 4
�
νt � 1

2 � δ0 (C.3)

Ainsi le mouvement de la plaque entraîne une portion de fluide d’épaisseur δ0 qui forme une
couche limite proche de la paroi.

Dans le cadre des écoulements autour d’un cylindre et dans les faisceaux de tubes, on suppose
que la couche limite qui s’établit autour d’un cylindre de diamètre D vibrant à une fréquence fs dans
un fluide visqueux au repos est régi par l’équation (C.3). On peut estimer un ordre de grandeur de
l’épaisseur de la couche limite adimensionnée de la façon suivante :

δ
D

�
1

�
St

où

St � fsD2

ν
désigne le nombre de Stokes. On ne s’intéresse ici qu’à l’ordre de grandeur de la couche limite et on
néglige le facteur 4 de l’équation (C.3) Candel (1995).
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C.2. Plaque plane et écoulement turbulent

C.2 Plaque plane et écoulement turbulent

C.2.1 Couche limite

On étudie à présent un écoulement plan parallèle permanent et incompressible développé le long
d’une paroi plane (figure C.2). On note u et v les composantes de vitesses selon l’axe x et y respecti-
vement.

���������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������

y

δ

x

FIG. C.2 – Représentation schématique du profil de vitesse au voisinage de la plaque.

On fait tout d’abord une estimation a priori de l’épaisseur δ de la couche limite laminaire. On
s’appuie pour faire cette estimation sur une analyse dimensionnelle des différents termes de l’équa-
tion de quantité de mouvement. Pour cela on introduit une échelle de vitesse U , vitesse amont et une
échelle de longueur l, longueur de la plaque.

La force d’inertie est :

ρu
∂u
∂x

� ρ
U2

l

La force due aux contraintes visqueuses est telle qu’elle agit sur une longueur de l’ordre de la
longueur δ de la couche limite

µ
∂2u
∂y2

�
µU
δ2

On sait que dans la couche limite, les forces d’inertie et les forces visqueuses sont du même ordre
de grandeur, donc :

ρ
U2

l
�

µU
δ2

On en déduit l’expression de l’épaisseur de la couche limite δ en fonction du nombre de Reynolds
Re et de la longueur de la plaque l :

δ
l

�
1

�
Re

avec

Re � ρUl
ν
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Annexe C. Couche limite et loi de paroi

C.2.2 Loi de paroi

On fait l’hypothèse d’un écoulement parallèle à l’axe �x ce qui implique que les composantes u, v

et u � 2, u � v � respectivement composantes de la vitesse dans la direction �x, �y et composantes du tenseur
de Reynolds vérifient :

∂u
∂x
� ∂v

∂x
� ∂u � 2

∂x
� ∂u � v �

∂x
� 0

Par ailleurs on déduit de la relation d’incompressibilité que

∂u
∂x

� 0

Les équations de Reynolds se réduisent à :

ρ
∂u � v �
∂y

� ∂p
∂x
� µ

∂u
dy2

ρ
∂u � 2
∂y

� ∂p
∂y

� y

0

�
�

ρ
∂u � 2
∂y

� ∂p
∂y

� dy � �
p
�
x � y � �

ρv � 2 � y � � p
�
x � 0 � � 0

p
�
x � 0 � pression à la paroi ne dépend de x. Il vient que :

∂p
∂x

� ∂po

∂x

En remplaçant dans la première équation et en intégrant de 0 à y il vient :

�
y

∂p
∂x

�
ρu � v � � µ

∂u
∂y
� Cste

On introduit la contrainte à la paroi τ0 � µ � ∂u
∂y � 0

et on définit la vitesse de frottement u � � � τ0 � ρ.

Ainsi en y � 0, on a µ � ∂u
∂y � 0

� τ0 � ρu2
� et ρ

�
u � v � � 0 � 0

d’où

�
y

∂po
�
x �

∂x

�
ρu � v � � µ

∂u
∂y

� ρu2
�

Le terme de gradient de pression est petit devant ρu2
� .

Si on considère un écoulement dans une conduite circulaire de diamètre D, la perte de charge dp
sur une longueur dx est égale à la contrainte visqueuse sur la paroi.

dp π
D2

4
� τ0 π Ddx

et on peut alors estimer le terme suivant :

y
∂p
∂x

�
4ρu2

�

D
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C.2. Plaque plane et écoulement turbulent

Or l’épaisseur de la couche limite est :

δ �
ν
u �

D’où :

y
dp
dx

� � ρu2
� � �

δ
D

Soit ReT � u � D
ν le nombre de Reynolds turbulent et δ � 1

ReT
.

Le terme yd po
dx � � ρu2

� � � 1
ReT

est négligeable devant le terme ρu2
� pour ReT � � 1.

La contrainte effective (visqueuse et turbulente) est constante dans l’épaisseur de la couche limite
et est égale à sa valeur à la paroi. Il en découle que la pression est constante au travers de la couche
limite en laminaire comme en turbulent. Ceci n’est plus valable lors d’un décollement de la couche
limite.

159



Annexe C. Couche limite et loi de paroi

160



Méthode de phase D

La méthode de phase (Baj 1998, Renou 1998) comme on l’a vu précédemment permet de déter-
miner la masse et l’amortissement ajoutés pour un fluide au repos. Avec cette méthode, on impose un
mouvement de la structure de la forme suivante :

U
�
t � � Uoeiωt

où Uo et ω désignent le déplacement maximal et la pulsation de la structure. On suppose que la force
fluide exercée sur la structure peut s’écrire sous la forme suivante :

F
�
t � � Foeiωt � φ

On peut montrer que les coefficients de masse et amortissement ajoutés respectivement Ma et Ca

peuvent s’écrire de la façon suivante :

Ma � Focos
�
φ �

ω2Uo

Ca � � Fosin
�
φ �

ωUo
(D.1)

De plus on connaît sur une configuration de deux cylindres concentriques et confinés, l’expression
des masse et amortissement ajoutés adimensionnés en fonction du nombre de Stokes St � f D2 � ν et
des diamètres intérieur D et extérieur De.

M̃a � π
4

1 � � D
De � 2

1
� � D

De � 2 � � π
St

C̃a � 2π
3
2

�
St

1 � � D
De � 3�

1
� � D

De � 2 � 2

La formule précédente est valable à grand nombre de Stokes et on introduit l’adimensionnement
suivant :

M̃a � Ma

ρD2L

C̃a � Ca

ρνL

où ρ, ν, D, L désignent la masse volumique, la viscosité cinématique, le diamètre du tube et la
longueur du tube.
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Annexe D. Méthode de phase

On détermine le nombre de pas de temps par période de signal nécessaire pour faire une dé-
termination suffisamment précise du déphasage φ entre le déplacement et la force afin d’estimer
correctement l’amortissement ajouté φ.

D’après le système (D.1), on peut écrire :

Ca

Ma
� �

ω tan
�
φ �

Il vient :

�
tanφ

� � 1
ω

Ca

Ma
� C̃a

M̃a

ν
ωD2 � C̃a

M̃a

1
2πSt

(D.2)

En dérivant les équations du système (D.1), il vient en supposant que δFo
� � δφ

δMa

Ma
� δFo

Fo
� tan

�
φ � δφ � tan

�
φ � δφ

δCa

Ca
� δFo

Fo
� 1

tan
�
φ � δφ �

1
tan
�
φ � δφ

On veut :

δφ � ∆φ

avec

∆φ � ω∆t � 2π
npph

où npph désigne le nombre de pas de temps par période.
Donc

δφ � tan
�
φ � δCa

Ca
� 1

Ainsi

npph � 2π
tan
�
φ � δCa

Ca

Finalement en remplaçant tan
�
φ � par son expression (D.2), on trouve une valeur minimale pour

npph :

npph �
4π2 St M̃a

C̃a
δCa
Ca

où M̃a et C̃a sont remplacés par les formules obtenues à grand Stokes et δCa � Ca désigne l’erreur
relative sur l’amortissement ajouté.
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Ordre en temps des schémas de couplage E

E.1 Schéma de couplage explicite synchrone

On suppose que le déplacement de la structure U et la force fluide F exercée sur la structure
peuvent s’écrire sous les deux formes suivantes

U
�
t � � Ueiωt

F
�
t � � Fei � ωt � φ � (E.1)

U
�
t � � Ueiωt

F
�
t � � MÜ

�
t � � DU̇

�
t � � KU

�
t � (E.2)

où M, D, K, U , F , ω et φ désignent respectivement la masse ajoutée, l’amortissement ajouté, la
raideur ajoutée, l’amplitude du déplacement, l’amplitude de la force, la pulsation et le déphasage
entre la force et le déplacement.
En remplaçant le déplacement par son expression dans la seconde équation du système (E.2) et en
utilisant l’expression de la force du système (E.1), on peut montrer que :

F
�
t � � eiωt

� �
K

�
Mω2 � U � iωDU �

F
�
t � � Feiωt � cos

�
φ � � isin

�
φ ���

Les deux expressions de la force F
�
t � sont équivalentes si :

Fcos
�
φ � � �

K
�

Mω2 � U
Fsin

�
φ � � ωDU

On introduit pour la suite des calculs les variables k et d suivantes :

k � TUFcos
�
φ � � TU

�
K

�
Mω2 � U

d � TUFsin
�
φ � � TU

�
Dω � U

On va étudier l’ordre en temps d’un schéma de couplage explicite synchrone avec α0 � 0 et α1 � 0.
On exprime la variation d’énergie due au fluide par l’expression suivante :

∆E f � � � TUn � TUn � 1 � Fn

Il vient alors :

∆E f � � � TUcos
�
ωtn � � TUcos

�
ωtn � 1 ��� � F

�
cos

�
ωtn � φ ���

∆E f � TU
�
cos

�
ωtn � 1 � �

cos
�
ωtn ��� �

� �
K

�
Mω2 � Ucos

�
ωtn � �

DωUsin
�
ωtn � �

∆E f � �
cos

�
ωtn � 1 � �

cos
�
ωtn ��� �

� TU
�
K

�
Mω2 � Ucos

�
ωtn � � TUDωUsin

�
ωtn � �

∆E f � �
cos

�
ωtn � 1 � �

cos
�
ωtn ��� �

�
kcos

�
ωtn � �

dsin
�
ωtn � �

∆E f � kcos
�
ωtn � 1 � cos

�
ωtn � �

dcos
�
ωtn � 1 � sin

�
ωtn ��

kcos
�
ωtn � cos

�
ωtn � � dcos

�
ωtn � sin

�
ωtn �
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On pose h � ω∆t et on peut écrire :

∆E f � k cos
�
ωtn �

h � cos
�
ωtn � �

dcos
�
ωtn �

h � sin
�
ωtn ��

k cos
�
ωtn � cos

�
ωtn � � dcos

�
ωtn � sin

�
ωtn � (E.3)

On rappelle les lemmes suivants :

ΣNTωcos
�
ωtn � c � � cos

�
ωtn � �

Nπ
h

cos
�
c �

ΣNTωsin
�
ωtn � c � � sin

�
ωtn � �

Nπ
h

cos
�
c �

ΣNTωsin
�
ωtn � c � � cos

�
ωtn � �

Nπ
h

sin
�
c �

où NTω désigne N périodes Tω de couplage.
On peut ainsi exprimer chacun des termes de l’équation (E.3) sommés sur NTω périodes par :

ΣNTωcos
�
ωtn �

h � � cos
�
ωtn � �

Nπ
h

cos
�
h �

ΣNTωcos
�
ωtn �

h � � sin
�
ωtn � �

Nπ
h

sin
�
h �

ΣNTωcos
�
ωtn � � cos

�
ωtn � �

Nπ
h

ΣNTωcos
�
ωtn � � sin

�
ωtn � � 0

On peut alors écrire :

ΣNTω∆E f � Nπ
h

�
kcos

�
h � �

dsin
�
h � �

k �
et on pose :

δE f � 1
h

�
k
�
cos

�
h � �

1 � �
dsin

�
h ���

En supposant que h � ωt � � 1, on peut remplacer sin
�
h � et cos

�
h � par leur développement limité :

δE f � 1
h

�
k
� h2

2

� h4

24 � �
d
�
h

� h3

6 � � � O
�
h4 �

δE f � �
k
� h
2

� h3

24 � �
d
�
1

� h2

6 � � � O
�
h4 �

On rappelle l’expression de la variation d’énergie structure ∆Es :

∆Es � � TUn � 1 � TUn � Fn
s

On peut alors montrer que :

ΣNTω∆Es � NπδEs

avec :

δEs � 1
h

dsin
�
h � � d

�
1

� h2

6 � � O
�
h4 �

On trouve finalement que :

ΣNTω

�
∆E f � ∆Es � � NπδE
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avec :

δE �
�

k
h
2

On peut par conséquent conclure que le schéma synchrone avec le choix α0 � 0 et α1 � 0 (schéma
d’Euler explicite) est un schéma de couplage d’ordre 1 en temps et cela quelque soit le choix de la
discrétisation en temps des solveurs fluide et structure. De plus l’amortissement numérique et son
signe positif ou négatif induit par le couplage dépendent ici du paramètre k. Par ailleurs le schéma
synchrone est un schéma d’ordre 2 en temps si l’on prend α0 � 1 et α1 � 1 � 2. On peut montrer de la
même manière que le schéma de couplage asynchrone est un schéma de couplage d’ordre 2 en temps
voire d’ordre 3 en temps si on assure la relation suivante (Piperno 1997, 2001) :

Fn
f � Fn � 1

s � Fn
s

2

E.2 Effet du schéma numérique structure sur le couplage

On cherche à déterminer le mécanisme qui impose le choix du pas de temps dans le couplage
fluide-structure à savoir le schéma de couplage proprement dit ou le schéma de résolution de l’équa-
tion structure. Cette étude réalise donc la comparaison des résultats entre le schéma numérique de
résolution de l’équation structure de Newmark d’ordre 2 en temps et le schéma de Runge Kutta
d’ordre 4 en temps dans le cas de la simulation des interactions fluide-structure en eau au repos.

Newmark Runge Kutta
dt � 5 10 � 4 s 11 � 8782 Hz 11 � 8587 Hz

dt � 5 10 � 5 s 11 � 8937 Hz 11 � 8916 Hz

dt � 10 � 5 s 11 � 8944 Hz 11 � 8940 Hz

TAB. E.1 – Tableau représentant la fréquence du déplacement de la structure en eau au repos pour
différents pas de temps.

Newmark Runge Kutta
dt � 5 10 � 4 s 1 � 458 % 1 � 4825 %
dt � 5 10 � 4 s 1 � 184 % 1 � 186 %
dt � 5 10 � 4 s 1 � 159 % 1 � 16 %

TAB. E.2 – Tableau représentant l’amortissement modal du déplacement de la structure en eau au
repos pour différents pas de temps.

Les valeurs de la fréquence et de l’amortissement modal sont similaires dans les deux cas : schéma
de Newmark - schéma de Runge Kutta.
Les tableaux (E.1) et (E.2) permettent de constater que le passage d’un schéma numérique d’ordre 2
en temps à un schéma d’ordre 4 (Runge Kutta) pour la résolution structure n’apporte pas d’amélio-
ration sur le choix du pas de temps. On peut affirmer que le pas de temps est imposé par le schéma
de couplage d’ordre 2. Par ailleurs, on rappelle que la force fluide est également extrapolée à l’ordre
2 en temps.
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