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· �©��µ
«�·�ªî�^� Ð ² �Ø²�ª����
QSR þ²Î����ª Ð �
QSR

T Ñ ��² �d���'µ����Ö«��Ö�Ø²(��²�����ª Ð �
{ } Äb� Ð ����·�� Ð µ ��µ����d�
ô õ Äb� Ð ����·��ê��ª¬³����

�;y{z�} K � MTO
{
ak0
} Äb� Ð ����·��e² Ð�Ð ��������²���ª�µ��Ö«�· Ð ���������h«��n��² �����h«��

Bk âñ� Ì �d��ª��Í�n«´² �����Ø²ê�´² ���h«�·¾����¶�����������ª����
<0

ck
¯{��² �d«���·��

c
������²���ªîÆ��{á

Bk

ci(j)
¯{��² �d«���·��

c
������²���ªîÆ��{á��ãäÙ���¬���Í�����

i
«�· Ð µ������ Bj

dkj ¯{��² �d«���·��
d
�����Ø²���ª¬Æ �Öá

Bk «�µ ���7�¬� Ð µ������7����� Ð ��«d�����t�����
Bj

{
fk
} Äb� Ð ����·���¶�µ � Ð �¾³����d����²���ª�������«��

Bk â'��µ��Í�Í��«d�¾��µ ·d�����t�����7¶�µ � Ð ���t� Ì ������ª���·d�����(ô%³���²Æ
ªî��� â
. . .

õ+��·���ª����ê�´² �
Bk â´� Ì ����ª¬���{«�² ���ê���{�����'é���� <0

{
fk

g

} Äb� Ð ����·��^¶�µ�� Ð �Ö³���������² �¬ª������{«��Ö³���²Æ
ªî���{«��
Bk â´� Ì ����ª¬���{«�² ���ê���{�����'é���� <0

{f} Äb� Ð ����·��^¶�µ�� Ð �Ö³���������² ��ª¬�����{«d·9�ÂË��Â��é������?·��î��ª Ð µ����d��âd� Ì ����ª¬���{«´²����ê���{�����$é���� <0

{fc}
Äb� Ð ����·���¶�µ�� Ð ��«�� Ð µ�������² ª�������³���������² ��ª¬������«�·;��Ë
����é��Í���?·��î��ª Ð µ����d��â¸� Ì ����ª��Í��«�² ���j�¬�
�����'é���� <0

{
f ∗k

} Äb� Ð ����·��^¶�µ�� Ð �Ö³���������² �¬ª������{«ÚäÙª���������ª��{«��
Bk â�� Ì ����ª��Í�{«´² ���ê���{�����'é���� <0

{f ∗} Äb� Ð ����·��h¶�µ � Ð �t³���������² �¬ª������t«�ä½ª¬�����Â��ª���«�·Q��Ë
�Â��é��Í�X�?·d�¬��ª Ð µ�������â�� Ì �d��ª��Í�X«´²����+���������$é����
<0

`
°hµ���«��Ö«�·V����µ æ��¸² ·V��²�Ë�µ��

r

mk þ²�������«��
Bk

mji þ²�������«��Ö�ãäÙ���¬���Í�����
i
«��

Bj

{m} Äb� Ð ����·��ê��² �����
ncg º µ��?�����{«�� Ð µ
µ���«�µ ����������³ ��������² �¬ª��������
nconn º µ��?�����{«�� Ð µ����d� Ì ª�µ��d�7��² Ì ª���² �¬���h��·��ê�ãäÙ���������?�d���Ö«�·V��Ë
����é��Í���j·��¬��ª Ð µ �����
ncontr º µ��?�����{«Úä½��ì�·´²���ª¬µ����ê«�� Ð µ ������² ª¬�������êì�·�����·��dª¬�ê���{�ÂË
����é������?·��î��ª Ð µ������
nddl º µ��?�����{«��Ö«���³������7«��Ö��ª¬�$�������
nj

elt º µ��?�����{«Úä½���������������ê«´² ���ê��� Ð µ����d�7��µ�·����¬��� Bj

ntot
elt º µ��?�����X��µ ��² �Ú«ÚäÙ���¬���Í�������ê«´² �d�7�¬�{�?·��î��ª Ð µ����d�
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i

Äb� Ð ����·��ê·���ªî�±² ª¬���X«��Ö��²���² ���Öµ��Â��Ó�µ��dµ����Í���{«�ª¬��� Ð ���{������²���ªîÆ��Öá
Bk

nj
noeud º µ��?�����{«��Ö��µ���·�«��ê«´² �d�7�¬� Ð µ������7��µ�·��d����� Bj

ntot
noeud º µ��?�����X��µ ��² �Ú«��Ö��µ
��·�«d�7«d·9�?·d�¬��ª Ð µ������
npale º µ��?�����{«��Ö�´² �����^«��Ö�ãäÙ��µ��¬ª��������
nqmc º µ��?�����{«Úä½� Ì ��������ªî�����VUt�¬ª��������XWï«�·V��Ë
�Â��é��Í���?·��¬��ª Ð µ������
nsol º µ��?�����{«�� Ð µ������ê«�·9�ÂË
����é������?·��î��ª Ð µ������
nvp º µ��?�����{«��{Æ ²�����·d���^����µ��������
r

Á7²�Ë�µ�� Ð µ�·d��² ���7«ÚäÙ·����Ö�´² �¬�{«Úä½��µ���ª¬�����d�
{
ri(j)

} Äb� Ð ����·��Ö«���� Ð µ�µ���«�µ����d�����Ö«�· Ð ����������«ÚäÙª��d������ª��
Gi(j) «����ãäÙ�������������

i
«��

Bj âÚ� Ì ����ª��Í�
«´²����ê���{�����$é���� <j

{
rk
} Äb� Ð ����·��h«d��� Ð µ�µ ��«�µ��d�������+«�· Ð ���������X«ÚäÙª���������ª��

Gk «��
Bk â�� Ì ����ª��Í��«�² ���h�¬�������'é���� <k

{
qk
} Äb� Ð ����·��+«���� Ð µ
µ���«�µ����������+«d· Ð ���������X«�·Q�����'é����X�����Ø²���ª¬¶¸á

Bk â
� Ì ����ª��Í�t«´² �d�+���������'é����
<j â`² «Îÿ�² Ð ������á Bk

u
Ätª¬����������ª¬��«�·�ªî���t��² ��³�������ª������¬�

v
Ätª¬����������ª¬��«�·�ªî���{² Ì ª�² ���

{
vk0
} Äb� Ð ����·��^Æ
ª¬���������¾«�· Ð ����������«��Ö��² �����{«��

Bk â´� Ì �d��ª��Í�{«´² �d� <0

{x} Äb� Ð ����·��{«���� Ð µ
µ���«dµ����������{³���������² ��ª¬�������X� Ì ����ª��Í�����{«´² ���{�¬�j�����$é����(�����Ø²Î��ª¬¶e«�� Ð Ó´² ì�·��
Ð µ������

{ẋ} Äb� Ð ����·��+«d���+Æ
ª¬�����������^³���������² ��ª¬�������+� Ì �d��ª��Í�����^«´² ���h���t�����'é����{������²���ªî¶Ú«�� Ð Ó´² ì�·�� Ð µ������
{ẍ} Äb� Ð ����·��7«����X² Ð�Ð ���¬����²���ª¬µ����ê³����d����²���ª���������� Ì �d��ª��Í������«�² ���7���������'é����¾������²���ªî¶�«�� Ð Ó´² ì�·��

Ð µ������
{y} Äb� Ð ����·��ê«����7Æ
ªî������������³���������² ��ª¬�������^� Ì ����ª��Í�����7«�² ���ê���{�����'é���� <0

{ẏ} Äb� Ð ����·��ê«����t² Ð�Ð ��������²���ª�µ����^³ ��������² �¬ª��������^� Ì �d��ª��Í�����ê«´² ���ê���{�����'é���� <0

{yg}
Äb� Ð ����·��7«���� Ð µ
µ���«dµ����������7³���������² �¬ª��������7«ÚäÙ·��þ�ÂË
����é����¾��µ�·d������â'� Ì ����ª¬�������7«´² ���7���Ö��� È�'é�����������²���ªî¶�á Ð Ó�² ì�·�� Ð µ����d�

B0 °hµ������ê«ÚäÙª���«�ª Ð � 0
ì�·�ª¸����� Ð µ��d¶�µ ��«�·9²Æ � Ð �Ø²?�´²����Ö«�· Ð µ������

Bk °hµ������ê«ÚäÙª���«�ª Ð � kQ
B
R þ²Î����ª Ð �åÿ�² Ð µ���ª¬�������{«d��� Ð µ�������² ª���������â´«d��«dª��Í������ª�µ��

ncontr × ncgQ
Ḃ
R Ït����ªîÆ����Ö«��Ö��²���²�����ª Ð �nÿ�² Ð µ���ª��������Ö«���� Ð µ�������² ª���������â´«d��«dª��Í������ª�µ��

ncontr × ncgQ
Bj

R þ²Î����ª Ð �åÿ�² Ð µ���ª¬�������{«d��� Ð µ�������² ª��������ê��³�²����Öá
[B] [W ]

â�«��Ö«�ª¬��������ª¬µ��
ncontr × ncgQ

Ḃj

R Ït����ªîÆ����Í«����Ø²Q��²�����ª Ð ��ÿ�² Ð µ��dª����d����«���� Ð µ�������² ª¬�������Ö��³�² ���Íá [
Ḃ
]
[W ]

â¸«��Í«�ª��Í���d��ª�µ �
ncontr × ncgQ

Bjréd

R þ²Î����ª Ð �åÿ�² Ð µ���ª¬�������{����«�·dª¬���Ö«���� Ð µ�������² ª���������â`«��Ö«�ª¬��������ª¬µ��
ncontr × ncgQ

Ḃjréd

R Ït����ªîÆ����^«d�^�Ø²���²�����ª Ð ��ÿ�² Ð µ���ª¬�������h����«d·�ª¬���+«���� Ð µ�������² ª���������â�«d�+«�ª��Í���d��ª�µ �
ncontr×ncgQ

C
R þ²Î����ª Ð �{«Úä½² �Íµ�����ª��������Í�����ê«ÚäÙ·��V��Ë
����é��Í�¾�j·��¬��ª Ð µ �����+��ª�³�ª¬«��

Cd

°hµ
��Y Ð ª¬�����7«��{����²�òØ�����
Cl

°hµ
��Y Ð ª¬�����7«��Ö�$µ ���±²�� Ð �
ÿ



{
F k
} Äb� Ð ����·��^¶�µ�� Ð �Ö������·��¬��² ������² ³�ª¬����² ���ê��·��

Bk â´� Ì ����ª¬���{«�² ���ê���{�����'é���� <k

{
F ∗k

} Äb� Ð ����·��^¶�µ�� Ð �Ö������·��¬��² �����Ö«ÚäÙª���������ª��Ö² ³�ª¬����² ���ê��·��
Bk â�� Ì ����ª��Í�{«´² ���ê���{�����'é���� <k

Faéro

Ê´µË�����²�����µ
«dË
�´² �Íª�ì�·��{«d��«d·9����µ æ´�¸²�·9��²Ë µ��
r

Gk °h����������«ÚäÙª���������ª¬�Xµ�·V�´² �ÂË Ð ���������¾«d�
Bk

Gk °h����������«ÚäÙª���������ª¬�Xµ�·V�´² �ÂË Ð ���������¾«d�
Bk

{H} Äb� Ð ����·��ê«�� Ð µ ����� Ì ª¬µ����7«����êª��d«�ª Ð ���^«���� Ð µ������ê«�·V��Ë
�Â��é��Í�
{Hlibre}

Äb� Ð ����·��ê«�� Ð µ ����� Ì ª¬µ����7«����êª��d«�ª Ð ���^«������ Ì ��������ªî�����^�¬ª��������^«�·V��Ë
�Â��é��Í�
Q
I
R þ²Î����ª Ð �{ª¬«�������ªî���

I
k Ï�Ë�² «�ª¬ì
·d��«�ä½ª¬�����Â��ª��{«d· Ð µ������ Bk â´�����Ø²���ª¬Æ��X² · Ð ���������¾«d����² �����
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� �ç��·�«�ª¬���ê�����^�����$µ��d�����7«�µ��d���������´²�� Ð �Ö����µ�³ ��² �Í���X² · Ð µ�·����ê«�·V�����Í����®

Ü8[



e f ÚJg 	Po�o� r

i � o�(j ßck � �	/j �

sbt�u �*�v] IVK z��;w�z��Tx I ~�}ç� K
ÀbäÙ���d����³ ª��{������µ�·dÆ ����² ������ô ¹ ��Átõ+��²��������?���¬�{«�ª¬ë$�����������ê���¬���Í�������ê«�������������µ�·�� Ð ������������³�����ª�ì�·�����Ã
� � ä½��² ·Úâ
� �¬�{��µ��¬��ª�� â
� �¬�XÆ�������â
� ��²��dª�µ���² ����� â
� ��²�³ ��µ ��Ó�������ª¬� ®

�!µ�·d��«d������² ª¬��µ����{�'µ��¬ª¬��ª¬ì�·�����â�� Ð µ���µ��Íª�ì�·����Ö��������Æ
ª���µ���������������² ������â¸� ä½·d��ª��¬ª���²Î��ª�µ �þ«�� Ð ���¾��������³�ª����
ª�������·�ª¬��² ���¬���������Ö�d��ª��Íµ���«�ªØ² �¬� â´���*��² ����ª Ð ·d��ª���� Ð ���¬���?��µ���ª¬��������®Ú°täÙ���Â���$µ�·d��ì�·�µ�ª Ð ���Ö��² Ð Ó�ª¬�����X��µ����
ª��Í���Ø²����������^�´² ����µ�·d��«´² ���7���Ö�Íµ���«���â`��·��Â��µ�·d����� ¹ ·���µ��'� ®$°h���$����«´² ����â'«�����·�ª���·�����«�ª�÷�² ª��d��«�ä»² � È��������â
�����å«�ª¬��������ª¬µ����n«�� Ð ���å��² Ð Ódª������å��� Ð �����������ê«�� Ð ��µ ò¬����� ®
À¸��� Ð µ����Â����· Ð ����·����h«Úä½��µ���ª¬�����d���h��µ������µ�·d�{��� Ð µ��Í�'����ªî��ª¬µ��þ�'µ�·��{����µ��'µ������X«����Ö��µ���ª¬���������{������������ª����¬�����������tæ`² ���¬���{���Ö�'���Â¶�µ�����² ��������â Ð �ì�·�ª¸����µ ·dÆ��Ö�ãäÙ·d��ª���ªî����«�·V����²�Æ�² ª��$«��{��Ó�é�����®
y`z|{�z}{ ~ c g mlcn]$w w�_Smlw ¥ i/� w¸mÂ\ g�g w p w¸så_S¥tw m4� i s�wÚa9�bklwOa�w¸st\bv � w¸mÂcd�tmÂw ¥tcbst£

mÂw p \ns�¥tw
¼�æ´��«��(�¬·d������� Ð µ��������(����� Ð Ó´² ��³ ���Í������� Ð ��ª���²���ª�ì�·�����â`µ�������p ���?«��(���¬·��t���J����·��t�ãäÙ·d��ª¬��ª���²���ª¬µ��

«ÚäÙ��������³�ª¬�+����µ �����^�ç�b«�·���²�������®�°h� Ð ª´² ·���²X�$µ ·��©��·d�©«d�^����«d·�ª����+�����©���Íª�����ª�µ��d��«��^³�²�÷^á{��ë$���b«��+���������
ô%��ª Ì ���¾��µ�·d�åÃÎÏtª�µ Ì Ë
«��+«�� Ð ² ���$µ ��� âñ�Í����Ó�² ��� âÎµ Ì Ë�«d�+��ª¬������· Ì âÎÓ�Ë
«���µ í´·�µ���µ Ð ² ���'µ�����â�Ó�Ë
«���µ Ð ² ����·d����$����í´·dµ�����â©Ó�� Ì ²�í´·dµ���·����9«d�V��µ�·d¶����õç®n°h�����¬��� È Ð ª+��µ������d��ª�� Ð ª���² �����������?����µ
«�·�ªî�����(��² �(�����Í��������³�ª����
¶�µ�����ª��¬����ô��$�ç����µ ��� â�³�² ÷(��� Ð Ó´²����'µ��`õç®�¼ Ð ² ·����Í«d·A��� Ð Ó´² ·�ë�����������«�����²����Ø² �dé�����âÚµ��J��äÙª��dì
·dª�é�����«��
�ãä½²�Æ����dª���«��+��µ �����h�b��² ��éç��� ® °täÙ�����e�$µ�·d��ì�·�µ�ª
���å����µ ��µ Ð µ����n«��hð{Ë µ ��µf�!²tª��Í�$µ ���n² · Ì?¹ �±²������Í���?��������â
«����ê�´²�Ë
�7ª���«�·d������ªØ² �¬ª�������â�«��Ö����«�·�ª����{����·����ê���Íª�����ª¬µ����+«�������ª Ì ³�² ÷ Q Ü â`� R Ã

� «��
8%

�$µ ·��^�ãä Å ��ª¬µ�� ¹ ·���µ �$����������â
� «��

7%
�$µ ·��^����� ¹ ��²���� È Å �dª���â� «��

6%
�$µ ·��^����×�² �'µ��ï���7�¬��°+² �´² «´²�«��

2008
á

2012
â

� ��² ª��^«d�
0%

�'µ�·��^��²ÍÁê·�����ª��Ö�ç�ê�ãä Å ý���² ª¬��� ®
����·d���©�ãäÙ¼t·d������² ��ª¬�+���n� ä½Ò¤���Ø² ��«d�^�$��·dÆ������h² ·�³ �����������b����·��©���Íª�����ª¬µ����©�������'� Ð ��ª¬Æ ���Í�����å«��

8%
�ç�

10%
®

Å ���hì
·�²�����ª�é��Í�ê°hµ���¶�������� Ð �ê«����©�´² �Â��ª����©áX�Ø²X°hµ���Æ�������ª�µ��Í«���� º ²���ª¬µ���� Å ��ª����e��·d�©����� Ð Ó´² ��³������������
� ¡ "3F?@6+('6+8 #+.0,"%78" Ç  .+.'*+|&�C�'*C�&�78+.F8'6C301"����37?CD #"DS�º?@6";�|�4�A�

Ü Ø



Ð �¬ª���²���ª¬ì
·d���å²j��·ï��ª¬��·Úâ�á?Ôh·d����µ��^¼�ª������+���V¼���³�������ª��d� âd«d·
2
² ·

14
�dµñÆ ���?�d���

1998
®
Ò¤�Ú«��çÆ ²�ª¬�|ôç�����

Æ�����ª¬æ�����ªå�¬���©��µ ��µ Ð µ��¬��«���ðXË µ ��µ9���±²�ª¬�¾² �����¬ª�ì�·��Í��²�ª��Ö² · Ð ·�����«�� Ð ª���ª¬µ�� Ð µ�� Ð ��é������Úä½²9�ç���Í����ª¬����®
À©ä½��������³�ª���������µ�·dÆ ���Ø²����������������j·��Z�'µ��þ�ÍµË����þ�$µ�·d������«�·�ª¬����â Ð µ��Í����ª��¸�����{������Æ
·Úâ'������³�²�÷?á��çë��ç�
«��Ö����������®

Ït�¾�d��·���â'� ä½� Ì ����µ�ªî�±²���ª�µ���� Ì�Ð ������ªîÆ��(«�������������³�ª�����¶�µ�����ª¬�����¾ô�³�² ÷ â´�'������µ��¬� â Ð Ó´²����'µ��`õ^�´² �7�����ê�´²�Ë
�ª���«d·�������ªØ²���ª������nÆ ²(����µÆ�µ
ì
·d����â`«ÚäÙª Ð ªÚ�Íµ�ª����h«Úä½·d�þ��ª¬é Ð ��� âd����·d�^��² ����¶%² Ð ��ª�µ �Úâ�Æ µ�ª����{����·d�^«�ª����´² ��ªî��ª¬µ��Ú®
Ò¤�
���Â��«dµ�� Ð ª���«dª����'���d��² ���¬� â��ç�ê�ªô����XÆ
ªî�±² � âd«ÚäÙ� Ì ���¬µ�ª¬�����^���¬·��^�����7��������³�ª����ê�����dµ�·dÆ����Ø² �d������®¼tª��d��ª¸ì�·ÚäÙª���²������Ö«�ªî�7����·��êÓ´²�·d��â´� ä½��������³�ª��{������µ�·�Æ�����² ���¬������³���µ�·��'�Ö����� Ð ª���ì�������������������²���·������¬�
��·�ªîÆ�² ������®
ñ/�*â1�Gâ1�Gâ > ��ð�î4é

ÀbäÙÓ�Ë
«���µ
���¬� Ð ����ª Ð ª¬���Ö������¶�µ�·�����ª��Ö³���ó Ð �¾áÍ«d���t��² ����² ³����7����«�������·d����ª¬�����7Ó�Ë�«d��² ·��¬ª�ì�·�����â`«���� Ð ��� È����² �����7Ó�Ë
«���µ������ Ð ����ª�ì�·�����â�«����t�Íµ�·��¬ª����7á���² ·Úâ'«�����·���ª¬��������²������ È �Íµ ����ª Ð ����â´«d������·����dª������tÓ�Ë
«���µ Ð ª È������ª�ì�·����7�ç�7«����ê��² Ð Ó�ª��d���êÓ�µ�·��¬µ��Íµ ����ª Ð ����®��d²(��·�ª�����² � Ð ��ª����Â�±² �¬���������
1996

�����7«���Ã
� 115 590 MW

�$µ�·d��� ä Å�¹ ��â¸��µ ª¬� 25 329 MW
�'µ�·��Ö���ÍÊ´��² � Ð �����*��������ª¬é����Í�'µ���ª¬��ª¬µ���«��çÆ ²����

� ä½Òo��² ��ª¬� â
� 99 541 MW

�'µ�·��^�¬��� ¹ �±²���� È Å ��ª���â� 65 660 MW
�'µ�·��^�¬��°+² �´² «´²�®

°h���������d·�ª�����² � Ð ���Íµ���«�ª�² �������Â�?�´²��������Q«��
646, 6 GW

«��
1990

á
721, 4 GW

���
1996

â���µ�ªî�j·d���
Ð ��µ�ª�����² � Ð �Ö«��

1, 8%
�´² �7² �Ú® ¹ � 2002

â��Ø²�Ê´��² � Ð �Ö����µ
«�·�ªî�
12%

«��Ö��µ��V���¬� Ð ����ª Ð ª¬���{�´² � Ð ���ÍµñË ���Úâ
² ��µ ���tì�·��(��² º µ���Æ é�³��(���*«d��Æ�����µ��d�$�

99%
Q [ R ®�°hµ��Í�Í�j��������ì�·��?��µ�·��{�¬���X��ª¬�����Xµ����{�ç���(� Ì ���¬µ�ª¬������â

Ð �ç�����Ö��������³�ª��{��� Ð µ����´²�ò¬����²��d��·��^«��Ö����µ�³���������ª�µ�� Ð µ ����ª¬«�����² ������®
ñ/�*â1�Gâ1�Yñ > ð øEçPïGðfëGï

�������'��® Ü � þ²�ª���µ �V·���ª��¬ª���² ���+�ãäÙ���d����³ ª��{��µ �Ø² ª¬���
Ò¤�Ú����µ
«�·�ªî�^«��{� ä½����� Ð ����ª Ð ªî������Ó�µ ��µñÆ µ��¬��²*�oì�·��t���ê«��Ö�ãäÙ���d����³ ª��t��µ��Ø²�ª�������Ó������Íª�ì�·�� ®dÀ¸�{����µ�³ ��² �Í���

Û�����ª�µ �
2006

â'��² � Ð �¾�´²��t�ãäÙ¼XÏ ¹  ¹�� ���J²Æ
��ª��
2000

â`����³�² ³��¾á�����µ
«�·�ª¬����«��j��² Ð Ó�² ����·��t�ç�X«��¾�ãäÙ��² ·
Ð Ó´² ·�«d�Í��µ��Ø²�ª����j�$µ�·d���¬���{·���² ³�����ª¬��«�ªîÆ�ª¬«�·������X�ç� Ð µ����¬� Ð ��ª¬¶��(ô����������B�����õç®¸À©äÙµ��
ÿ�� Ð ��ªî¶h������«ÚäÙª����Â�±² �¬�����
K µ -/)1+�-�2P5?@*+�FHCD"�-?-/"��A�L�"�-/ �"%M�"%0ON 2P-EQR),@*+�-?-?"DST"D-E'�"�'�78"%0J&TUV&XWJ'*@6),9*"%78"30YN 2Z-?"D@*L�)1"
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550 000m2 ��·����d�����Í������² ª������^���������
2000

�ç�
2006

â Ð ä½����� È á È «�ª����X«��X«�µ ·��������+�Ø²¾��·��Â¶%² Ð �{ª¬������² ���¬���t���
6
² ���ê���7«�µ � Ð «��Ö�´² ��Æ ����ª¬�êáÍ·d���Ö� Ð µ ��µ��Íª��X«��

1Mtep � ���
2006

Q [ â Ø R ®
ñ/�*â1�Gâ1�Yö > ð��PðÈäPå

°h���'µ�ª¬���ê������²Í«��çÆ�����µ����'� Ð ª È «�������µ ·���®
ñ/�*â1�Gâ1�Æò ïÖî�<¥ëÖç�ú î4øRøEð

À�²(��ª¬µ���² ����� Ð µ��Í��������«*Ã
� �¬�{�$µ�ª¬��â
� �¬������ª�µ Ð ² ����·���² �����bÃñÀ�²7����µ�«d· Ð ��ª�µ������

2002
���?Ê´��²�� Ð �b���Â��«d� 90 500 t

«�ä½�ç��Ó´² �dµ������
350 000 t«��Ö��ª¬µ�«dª�������� â

� �¬�n�dª�µ�³�²�÷7ÃÒ¤�������!ª�����·¾«d�å��²7«�ª¬³����Â��ª¬µ��Ö«��å��²���ª�é������¸µ���³�² ��ª¬ì�·������´² ��«����!�´² Ð ������ª¬���/  140 000 tep�´²���²��V���þÊ´��² � Ð ��®`À©ä Å�¹ ����Æ
ª���² ³��Ö«��Ö����µ
«�·�ª¬���
75

Vª����¬ª�µ��d�h«��{�����9«d���dª�µ�³�²�÷X���
2010

â
� �¬���ê��² · Ì ·���������Ã´�����¬���^��µ����t·��V��µ ·�� È ����µ
«�·�ªî�ê«��Ö�ãäÙ�����çÆ�² ³��{���7«����ãä½² ³���ª Ð ·��¬��·�����® ¹�Ì ���Í������Ã´�¬�

ÏX²�������² ��ýï��������² ª¬���
500 000 t

«��j�¬ª���ª¬���^«ÚäÙ���¬��Æ�² ³���«��¾�$µ�� Ð ���´² ��² �Z���
150 000 t

«��¾«�� Ð Ód�����ª¬��«�·��Â����ª¬���¬�^µ���³�²���ª�ì�·�����â���µ�ª¬�
25 M m3 «��Ö��ª�µ�³�² ÷ ®

ñ/�*â1�Gâ1�¡� > î ìZí�ç4å?ü�ð�æ/ú ëÖð
À�²J³���µ ��Ó������Íª��Q������·��0� ÌdÐ ���¬�������ÍÆ���Ó�ª Ð ·����Q��Ód�����Íª�ì�·���â©µ��0���0����µ�«d·�ª¬��«�µ � Ð «d�V� ä½����� Ð ����ª Ð ª¬���³���µ���Ó������Íª�ì�·�� ®´�d²(��·�ª�����² � Ð ��ª����Â�±² �¬�����t��� Åt¹ ���

1997
�����7«��

4 611 MWth
Q [ R ®

y`z|{�z¢y ~ w ¥ i/� w¸ml\ gtg w p w¸så_ ¥�w¸£ i \nmlklw¸sts�w¸£L¥tcbst£Lmlw p \bst¥�w
�ô��Í�¾��ª Ð ���Â�±² ª¬����� ¹ �´Á ��µ����t��µ�·�� È � Ì ���¬µ�ª¬��������â'�ãäÙ��������³�ª¬����µ���ª¬�����d�������X² ·Îÿ�µ�·���«ÚäÙÓ
·dª Ð �����¬�Ö«�µ����

�Ø² Ð ��µ�ª¬����²�� Ð �Í���Â�¾��²Q����·��{ª¬���'µ��Â�±² ������® ¹ �A�çë��ç��â¸��²ï�d·�ª�����² � Ð ��ª¬������² ���¬���?�Íµ���«dªØ² �¬�j���Â�j��² �������Í«��
10 MW

���
1980

âñá
1930 MW

���
1990

âñ��·�ª��!á
18 500 MW

á7�Ø²^æ´�?«��n�ãä½² �������
2000

���
39 294 MW���

2003
®

Àbä ¹ ·���µ �$�ê���Â�n��² ���n² · Ð ·���«�µ�·d���^���^�������Íª����©�d��µ
«�· Ð ����·��b«ÚäÙ���d����³ ª��ê��µ��¬ª���������ô
28 706 MW

â���µ�ª¬�
73%

õPâ ² �¬µ����!ì�·��+�ãäÙ¼t�Í����ª�ì�·���â�����ª�� Ð ª��´²������Í�����!«�· º µ ��«Úâ�����µ
«�·�ªî�
6 691 MW

�ç�©���å���������^«d·(��µ��d«�� â
Ð äÙ���Â� È á È «�ª¬���{�ãäÙÒ¤��«���â��Ø²Í°hÓ�ª¬��� âd����×�² �'µ��V���ê�ãäÙ¼t·d������² ��ª¬� â

3 897 MW
â´��µ ª¬�

10%
®

¹ � ¹ ·���µ��'� â�æ�� 2003
â��¬���ê�������Íª������ê����µ
«�· Ð ����·d���7��µ������ãäÙ¼t���¬����² ³����?ô

14 609 MW
â´���¬��� Ð µ ·dÆ
���

4%
«��������^�'����µ�ª��d�h���Q����� Ð ����ª Ð ª¬����õçâ��ãä ¹ ���´²�³����(ô

6 202 MW
õçâ
����ÏX² ������²���ýþô

3 110 MW
â
5%

«��X�����
�$����µ�ª¬���±õ����(��²ZÊ´��² � Ð �����Q�d�Ø² Ð �����

9ème ���Ø² Ð �Jô
239 MW

â
273, 64 MW

���9ÿ�·�ª��
2004

õ�ô}£¢¤¦¥ §q��¤��
�����õç®¸¼ �Ø²ï��·�ªî���Í«��Í�Ø²9°hµ��d¶�������� Ð � ¹ ·���µ��$�������d����·����ãäÙ���d����³ ª�����µ��¬ª�������� â�á º ª Ð � â���� 1999

â¸ª��©�����
�����çÆ
·9·��d���d��µ
«�· Ð ��ª�µ��ï«��

5 000 MW
«ÚäÙ���¬� Ð ����ª Ð ª¬���{��µ��¬ª�������� â����9Ê´��² � Ð � â´��� 2010

Q   R ®
¹ ��Ê´��² � Ð ��â �¬���e��µ���ª¬���������e���h��ª¬��·������b��²ñÿ�µ���ª¬�±²�ª�������������«´² ���©�¬���e����³�ª¬µ�������·�ª¬Æ�² �������7ô��������¨�����q�ÎõbÃ
� À�² ��³ ·���«�µ Ð È Á7µ ·�����ª����¬µ��ZÃ

117, 58 MW
��µ�ªî�

42, 85%
â

� 9ª¬«�ª È �eË�������������Ã
23, 6 MW

��µ ª¬�
8%

â
� º µ���« È �!² �7«��¾°+² �Ø² ª¬�XÃ

21, 33 MW
��µ�ªî�

7, 77%
â

� Ôh������² ³�����Ã
21 MW

â
� Ï Õ  Ã

19, 975 MW
â

©
1 Mtep

7�N CD-?"�@6L.),"�º�+.)J9;@*"DF?@6CD9*"�-E'*"%5?-qº�C�-/C#ÕH �"�F�+.5?@�0ON "�-RQR)1@6+.-?-/"�S|"�-E'�78"
3, 03Mt

78"|Î;�XªT"#'
1 tep

 #+�-�'6)1"D-E'0ON C�«E5?)1QI&.01"D-�';CD-?"�@6L.C�'*)�«�5/"37�N 5?-/"¥'6+.-?-/"�78"%FHC�'*@6+.0," ©�± +.-?-?"32�«E5?),QI&(0,"�-E' � C#'6@*+�01"X¬
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�!²Ë
� Puissance totale install ée
(GW ) à la fin 2002

Puissance totale install ée
(GW ) à la fin 2003

Ñ µ �±² �¸¼�������ª¬ì
·d�{«�· º µ���« 4, 921 (16%) 6, 691 (17%)°+² �´² «�²
0, 236 0, 317Å ��¼
4, 685 6, 374

Ñ µ �±²�� Å ® ¹ ®�ô Ü  ?�´²�Ë
�±õ
23, 098 (74, 5%) 28, 440 (73%)¼t�¬������² ³ ���

11, 994 14, 609¹ ���´² ³ ��� 4, 825 6, 202Ït² ������² ��ý
2, 889 3, 110�!²Ë
� È Ô+² � 0, 693 0, 912Òo��² ��ª¬�
0, 788 0, 904ÁêµË�² ·��Í� È Å ��ª¬� 0, 552 0, 649��·dé�«��
0, 345 0, 399¯Ö��é Ð � 0, 297 0, 375Ê`��² � Ð � 0, 148 0, 239¼�·d����ª Ð Ó�� 0, 140 0, 415�!µ ����·d³�² �
0, 195 0, 299Ò¤���Ø² �d«��
0, 137 0, 186Ôh���¬³�ª�ì�·��
0, 035 0, 068Ê�ª�����² ��«��
0, 043 0, 051À¸· Ì ���?�'µ�·���³
0, 017 0, 022

Ñ µ �±² �Ú² ·d�������7�´²�Ë
�7«d��� ä Å�¹ 0, 061 0, 102�!µ��¬µ�³����
0, 027 0, 057À��ç����µ���ª��
0, 024 0, 024Á7����·����¬ª�ì�·�� Ñ Ð Ó�é�ì�·�� 0, 003 0, 010Û�µ���³ ��ª��
0, 003 0, 003¹ ����µ���ª�� 0, 002 0, 003°hÓ�Ë
�����
0, 002 0, 002À�ªî��·´²���ª��

0 0þ² �î���
0 0���¬µÆ ²�ì
·dª��
0 0, 003����µÆ ����ª¬�
0 0¼�·d�������ê�´²�Ë
��«d��� ä ¹ ·���µ��'� 0, 149 0, 164

º µ��ÂÆ�é�³�� 0, 097 0, 101Å ý���²�ª���� 0, 046 0, 057��·�ª¬�����
0, 005 0, 005Áêµ�·���² ��ª¬�
0, 001 0, 001

Ñ µ ��² �Ú���������¾«d·V�Íµ���«d�
2, 999 (9, 5%) 3, 897 (10%)Ò¤��«��

1, 702 2, 110°hÓ�ª¬���
0, 468 0, 568×�² �'µ��
0, 414 0, 686¼t·d������² ��ª¬�
0, 105 0, 198¼t·��������ê�´²�Ë��
0, 310 0, 335

Ñ Õ Ñ ¼XÀ
31, 228 39, 294

¬@¯®�����® Ü � �b·dª�����² � Ð �¾ª¬������² ���¬���X³��¬µ��´² �¬�t«´²����ê���{�Íµ���«��Ö���
2002

���
2003

Q � RÜ �



� �!²Ë
��«��Ö�Ø²(À¸µ�ª����(Ã
19, 5 MW

â
� °hµ������ÍÃ

18 MW
â

� �©ª Ð ² ��«dª��(Ã
15, 25 MW

â
� Ñ Õ  Ã

12, 12 MW
â

� ÁêÓ9p���� È ² �¬�$���{Ã
3, 6 MW

â
� À¸����² ·��������¸����³�ª�µ��d�eÃñ°h��������� âÎ°hÓ�² ����² ³���� È ¼t��«����d��� âÒ¤�¬� È «d� È Ê´��² � Ð ��â�Áê��³�ª¬µ��{�'¼7°h¼ Ð µ��Í�d�������

�Íµ�ª��d�^«��
1%

«d���7��µ��¬ª����d������®
¹ �V��µ�·d��âd«�����·dª��

1991
â�µ�� Ð µ��������

538
��² Ð Ódª������ Q ó R ®

�������'��®¿� � �©·�ª�����² � Ð �Ö��µ��¬ª����d���{ª����Â�±² �¬�����X���9Ê´��² � Ð � â´��� 2004
Q ó R

Ò¤�n�����¾ª��Í�$µ ���±²����Ö«d����ª�³��´²������{ì�·��Í�����´²�� Ð �
· Ð ����² ª����(¶�µ�·����dª¬������Æ
ª���µ��
77%

«��Í�Ø²Q����µ�«�· Ð ��ª¬µ��«ÚäÙ����� Ð ����ª Ð ª¬�������QÊ´��² � Ð � ®
¼I��ª¬������«d� Ð µ��Í�´² ��² ª���µ��Úâ���² Ð ��������²����t��· Ð ����² ª�����«��{¯Ö��²Æ ���¬ª������h«��çÆ����¬µ����'�
5 400 MW

² ��µ ���^ì�·ÚäÙ·�������µ��¬ª����d��� â����9³ ��������² � â
1 MW

®

y`z|{�z�° ± så_ i a9²�_ö¥�w m4�%k p¢g mlcbså_�ce_�kÂ\bs ¥³� i \nmlklw¸sts�w¸£
¼�Æ�² ���!«Úä½ª¬���d�Ø² ��������·����hµ ·j���¬·���ª¬��·����!��µ���ª¬���������+ô´�����E�¨�;���¶µñõçâ� ä½µ��d�����ÂÆ�²���ª¬µ��¾«d·?�$µ���������ª�������µ���ª¬���Úâ

Ð äÙ���Â� È á È «�ª¬���Ö�ãäÙÓ�ª��Â��µ�ª¬���Ö«�����Æ��������X«�·þ��ª¬��� â`«�����·�ª��t² ·þ�Íµ�ª¬���ê·����j«d� Ð ������ª¬� â'������¶�µ���«´²���������² ����®'Ït�
����·d��â'�$µ�·d�X²�Æ�µ�ª¬�t·��d�jª�«d���?«����tÆ�² ��ª�²���ª¬µ����ê«�·���² ���{�ãä½² ���d��� â'·����j����·d«��?«��?��²������´² �Â��ªî��ª�µ �9«�·ZÆ �����
���Â������² �¬ª������{��·d�7�d�Ø² Ð �{�$����«´² ��� Ð �ç�������'����ª¬µ�«d� Q  
â õ R ®

¹ �;³���������² � â¸·��F�¬ª���·*���AÓ´² ·d����·��¾���¾���¬µ�ª�³��d�Í«d���jÓ�² ��ª¬��²���ª¬µ�����ô á
300 m

²�·FÏX² �d����² ��ý��ç�?���
��·�é�«�� âÚ�ç�Öá

150m
«����{� Ì ����µ�ªî�±²���ª�µ��d�t² ³ ��ª Ð µ��������d��µ ����³������±õt�����{�d��ª¬Æ
ª¬����³ ª��Ö�$µ ·��X�Ø²���ª¬�������J���Ø² Ð �«��Ö�ãäÙ��µ��¬ª�������� ®
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Montage juridique
et financier

Analyse économique
de rentabilité

>Mat de mesure

Validation de l’énergie
éolienne récupérable

24

18

4

Mois

30

Conception
d’ensemble

Recherche de sites

Evaluation du site

Travaux

Mise en service

>Dépot du
permis de construire

d’impact
Etude

du site
Disponibilité

1

3

4

2 Choix d’éolienne

5

6

�������'��® [ � �©Ó´² �����7«ÚäÙª��Í���Ø² ����²���ª¬µ���«ÚäÙ·�������µ ��ª��������

Avion
à réaction

10 20  40 50 60 70 80 90 100 120110 130 140 15030

Décibels (dB)

Chute de feuilles

Murmure d’une maison
Intérieur

d’une voiture
Intérieur

Usine

Marteau−piqueur

Musique stéréo

Bureau

Eolienne

d’une chambre
à coucher

Intérieur

Seuil de douleur

�������^��® Ø � ¹©Ð Ó��������þ«�����«d� Ð ª¬�$������âh²�Æ�� Ð ·�� Ð ������² ª��H�dµ��?�����þ«ÚäÙ���Íª�����ª�µ ������µ���µ������ Ð µ�����·����ï�´²��
��² �d�$µ��Â�ê² ·V����·dª¬�ê�ÍµñË ���V���Íª��^�´²��^·����Ö��µ��¬ª��������{��ªî��·�����á

250 m
Q ÿ R

°h����µ
«��Í«ÚäÙ��������³�ª¬� Ð µ��Í�d����·�� Ð ������² ª��A��µ��?�d����«ÚäÙµ����'µ���² ������®��!µ�·d�?��· Ì â!�����¬���d�������������Q«d���
��·�ª���² � Ð ��� Q ÿ R Ã

� ��µ���µ������jÃ`���������ê���Í���������������������
38 dB

�ç�
56 dB

�'µ�·��ê·��VÆ������t«��j�������'� Ð ��ªîÆ����Í�����t«��
38

�ç�
56 km/h

âÚ²���µ����tì�·��(�ãäÙª���������ª¬��·���«ÚäÙ·����(��² ª���µ��Z����µ��´² ³��
50 dB

�ç�{�Ø²��j·���ª¬ì
·d�(«Úä½·d���(����������µ
95 dB

ô´�����E�¨�·���¹¸
õP®
� Æ
ª���·����¬�����{Ã`�!µ�·��ê�����7«�������² Ð ����·d����â`���������^���Ö��äÙª�����é�³�����������² �ê«´² ���ê���{��²Ë
��² ³��Í®
� ����� Ð ����ª�ì�·����åÃ ¹ �¬�������'��·�Æ������©�d��µÆ�µ
ì�·����!«����!�$������·d���´²���ª�µ��d��«d����µ ��«����!��² «dª�µ
����� Ð ����ª�ì�·�����®ñÏX²����

Ð � Ð ² ��â´�¬� Ð Ó�µ�ª Ì «ÚäÙ·��þ��ª¬���Ö²�«���ì�·´²��7�����7����ªîÆ
ª�����³�ª���®

Ü ÿ



� ����Æ
ª¬��µ����d���Í�����±² �¬���êÃ Ñ µ�·Îÿ�µ�·d���b������µ���ì�·����¬ì�·����b�'������µ���������â����¬��������·������å�'��²�· Ð µ�·d��«ÚäÙµ�ª¬����²�· Ì ®��µ�·�����² ����â^«����ï����·d«����ïµ�����ª¬��Ó�µ���µ ³�ª�ì�·�����µ����ï��������������������ª������ï�$µ ·�� Ð µ��d�´²�ò������Z�¬��� Ð µ�·���µ ª�����Íª�³���²���µ ª���������Æ�������·�������â��¬���!�����'é Ð ���b����µ ����³������©���e�Í����² Ð ������® ¹ ��Û7µ�����² ��«���â
1 500 000

µ ª�����² · Ì�´²���² �ö��µ����Í��·�������² ��«d����Æ
ªî��������â
1 000 000

�´²��Í�¬���Í��ª¬³������������ Ð ����ª�ì�·�����â 2 000 000
�´² �Í�Ø²

Ð ª�� Ð ·��Ø²Î��ª�µ �Q��µ�·d��ª�é����Ö² �¬µ����+ì�·��
20 000

���{��µ����7�´² �^«�������µ���ª¬����������®
Ò¤�`�����+²�Æ ²����n��µ ·d�h�d� Ð ������² ª����X«ÚäÙª��d¶�µ��������b�Ø²Ö�$µ��d·��Ø²���ª�µ���â�ì�·�ª$��ª���ì
·d��«Úä�ô��������$������·d���'���t��² � Ð � Ð Ó´²�� È³����Í������® Å ���j�ç��·�«��j«Úä½ª¬����² Ð �?ô%��·��X�����'µ���·���²���ª¬µ��9�ç�X��·��X�����Íª���ª¬��·ï�´²���·�������õê�����X² ��µ ����² Ð�Ð µ����d��ª��
�´² �å«����+�����ÂÆ�ª Ð ���+«��X��²¾«�ª¬��� Ð ��ª¬µ�������³�ª¬µ��´² �¬�jô%ÏXÁêÒlÁ ¹ â�Ï�ÒlÁ ¹ º â

. . .
õ Q õ R ®dÏ¾ä»² ·�������� Ð µ��d«�ª¬��ª�µ����n�����Ø² È��ªîÆ����+² ·Q����µñÿ����^«�µ ª¬Æ������iô������X����² �¬ª��������XÃ
�Ø²¾��ª�³ ����«d�X��² Ð�Ð µ���«����Í�����7² ·���������² ·ï���d¶�µ�·�ª¬�X«´² ���h���t��µ��ãâ

�����+Æ�µ�ª¬���ê«Úä½² Ð�Ð é�� Ð ����������µ�·V����² ��³ ª�����âd��² Ð µ�·��¬��·��ê«����ê��µ��¬ª����d�����7² «´²��d�����¾á(� ä½����Æ
ª¬��µ����d���Í������®
��ª!��µ�·d����� Ð ��� Ð µ ��«�ª¬��ª�µ��d�t��µ ���t¶%²Æ µ���²���������â��¬�j������¶��ç�{«�·�«����´² �������Í�����{«�����ªîÆ�������²����¾�$�����Íª���«��

Ð µ��d������·�ª���� ®ÀbäÙª��d���±²����Ø²Î��ª�µ �*«�ä½��µ���ª¬���������?µ ë$��������·���ª���·����(²�Æ�² ���±²�³�����Ã!² · Ð ·����Q�'µ����¬·d��ª¬µ��A²����Íµ����dÓ�����ª�ì�·����ç�
«�·ï��µ��nô Ð µ�������² ª¬�����Í�����7² · ÌïÐ ��������² �¬���ê��· Ð �¬��² ª¬�����7ì�·�ª¸��² ª����������ê«d���VU�����² Ð ���@W���² «�ª�µ�² Ð ��ª¬Æ����±õP®

y`z|{�z»º ¼ a�\!§�w�_�£Lw¸s � kl£
c�� i £

°h��������²������ ¹ µ��¬ª����d�����ê«��Ö�Ø²(Û�² ·d��� È ÀÚË
� 37, 5 MW°h��������² ����� ¹ µ��¬ª����������^«d�jVµ����%ÿ�µË���� È Áêµ Ð Ó���¶�µ��Â� 17, 25 MW°h��������² �¬� ¹ µ��¬ª��������{«��¾�d² ª¬��� È �
ª��Íµ��ï°h�Ø²����������
10, 0 MW°h��������² ��� ¹ µ��¬ª����d���{«����©��µ�·��Íµ�³�·d���
5, 25 MW°h��������² �¬� ¹ µ��¬ª��������{«����!�çË
�����¬��Æ�² «��
9, 0 MW

¬��®¯����®»� � �©��µÎÿ��ç���Ö«ÚäÙª����Â�±² �¬�Ø²���ª�µ��ï«ÚäÙ��µ ��ª����������{���JÊ´��² � Ð �(���
2004

âÚ²�Æ�� Ð�¹ ���´² Ð � ¹ µ��¬ª����������XÏt� ÈÆ�����µ����'���Í����� Q Ü � R
Àbä½² Ð Ó´²Î�^«ÚäÙ·����X��µ���ª¬�������7�������������������Ö���������

75
�ç�

80%
«d�X�ãäÙª���Æ�������ª��������Í�����^«��t«����´²�����® ¹ ������·d��â

��µ���� Ð µ����������^�¬��� Ð µ�èd���^«�ä½ª¬��³����dª�����ª��?ô%����·�«������ç�ê³����Â��ª�µ �Q«�·ï����µÎÿ��ç�Põ
[5%]

â�«��{��² Ð�Ð µ ��«����������7����� Ð È����ª�ì�·��
[10%]

â
«��X�Íª����7���Q�d�Ø² Ð �(ô�����² �d���'µ����h���+�¬��Æ�² ³���õ
[2%]

â�«Úä½² �Í���´²�³����Í�����+«d·Q��ª¬���(ô�¶�µ���«´²���ª�µ���â
² Ð�Ð é��7² ·V��ªî��� âd��ì�·�ª��'���Í�������7��� Ð Ó���ª¬ì�·�����â . . . õ [8%]

Q ÿ R ®
À���� Ð ��������² �����t��µ���ª¬���������ê�����çÆ�·d���X���

2004
â`²�Æ�� Ð U ¹ ���´² Ð � ¹ µ��¬ª����d�����7Ït�çÆ����¬µ����'���Í�����;W$â`��µ����

«´² ���ê�¬�B£½¤¦¥ §q��¤��N���q� Q Ü � R ®
Ïtª¬ë$�����������{����µÎÿ������Öµ����Ö��ª���·Zµ�·J��µ��J«´²����{��� Ð ² «����(«�·J����µ�³ ��² �Í��� ¹nÕ À ¹ 2005

® Ñ Ó���µ���ª¬ì�·�� È��������âb���ï����µ�³���²����Í� ¹nÕ À ¹ 2005
«�µ�ª¬�Í�'�������ç�������ï«Úä½ª Ð ª 2002

â©���2Ê´��² � Ð � âb�Ø²J�Íª����ï���0������Æ
ª Ð �«ÚäÙ����Æ
ª���µ �
650

��µ���ª¬���������{��µ ��² ��ª¬��² ���
360 MW

«��Í��·�ª¬����² � Ð ��ª����Â�±² �¬����� â¸��µ ª¬�
1, 04 TWh

«ÚäÙ���d����³ ª��
�´² �h² � Q Ü�Ü R ®d¼�ª�����ªãâ���ª Ð �ç�^µ��
ÿ�� Ð ��ªî¶����Â�^�������'� Ð ��� â���²¾��·dª�����² � Ð �Xª����Â�±² �¬�����7���V� ���� Ö�$µ ·�����²?² ��µ ����ô������
Ð µ��Í����ª����t���������

250 MW
���

500 MW
Q õ R ®

y`z|{�z¢¾ ¼ a�\d�Xm i�p ce_�kÂuhvtw
Ñ µ�·d� Ð ���X����µÎÿ������t«��¾��µ�����² ³���«Úä½��µ���ª¬�����d���7«�� Ð ����� Ð Ó������Ö«��¾�Ø² Ð µ�� Ð ·�������� Ð �?���������?�¬��·����7¶%² �d��ª ÈÐ ² ������® ¹ ����ë$����â Ð ���å��² Ð Ódª������å��µ����h«��7���¬·��å�������¬·��n³�ª�³�²���������ì
·d����â
���¬�����n«dµ�ª¬Æ �����h«dµ�� Ð ô������7æ´² ������������$����¶�µ�����²���������²�æ´�öì
·�ä½�����������d·�ª�����������²Æ µ�ª���·��d�þ«�·������9«��9Æ
ª��ï«Úä½² ·H�Íµ�ª¬���?Æ
ª���³ ��² ����®å°tä½�����

� �



�$µ ·���ì�·�µ�ªb���������¾�d��«�µ�ªîÆ������j�´² �dôç��������µ ·��jµ�·;��·���«�ª��Í������ª�µ��d��������®!Ït���?�dµ����Í���¾��µ����?«dµ�� Ð ª¬���'µ È�������?²�· Ì ª���«�·d������ª�������®�°h� Ð ªn�����¾µ��d��ª�³ ��áï���Í���¬µñË ����«����¾���ç��Ó�µ
«����j����µ�·dÆ�² ���j��²ïæ´² ��ª��¬ª¬���(«����¬��·����
����µ
«�·�ªî����â´�´² �ê�ãäÙª����������Í��«�ª�² ª����X«�� Ð µ
«�����®�°h���$����«´² ����â Ð ��· Ì È Ð ª!� Ì ª¬���������t��² ª¬�7���þ³���������² �ãâ´����·��¬�j��²
�´² �Â��ª��j² ����µ�«�Ë���² ��ª¬ì�·��?���Â�Ö��µ
«�����ª�������ô�Æ�µ ª��X��²(¿À��Á4£+Â¢ÃÅÄ&µÆ�q�Îõ�µ�· Ð ������² ª��d�X������·��î�±²����{��µ����Öª��d� Ì ² Ð ������9��² ª¬��µ��9«�������ª��d��² ��ª���²Î��ª�µ ���+«�� Ð ���Â�±² ª¬���7��Ë
����é��Í���X«ÚäÙ��ì�·´²Î��ª�µ ����«d� Ð ��ª¬Æ�² ���X�¬� Ð µ��Í�$µ ��������������«d���
«�ª¬ë$����������� Ð µ����'µ���² ������®

°h�þì�·�ª7��������� Ð ������² ª¬����² · Ì0Ð µ����Â����· Ð ����·�����������«�µ�� Ð ·����Z�Í����Ó�µ
«��9ì�·�ª7�Íµ�«�����ª¬��� â©«d�9¶%²�Ç�µ��
µ��d��ª���² ����âd�ãäÙ���d�����j������«��j� ä½��µ���ª¬�����d�{�$µ�·d� Ð µ����´²�ò¬�����¾�¬���7��ë$µ���������·���ª������Z�����ÂÆ�ª Ð ��®Ú°täÙ���Â�X�'µ�·���ì�·�µ ª
ª��+��² ��² ª¬����² ª¬�(����é��Íª���������������² ����«ÚäÙ����² �$µ ������·�� Ð µ
«��V��·�������ª¬ì
·d� Ð µ����������'µ���«�² ����� Ì ² Ð �����������Q² · Ì²��������������?«����?ª���«d·�������ª������ÍÃ�� ä½µ���ÿ�� Ð ��ª¬¶^�����(«dµ�� Ð «�ä½�ç��·�«�ª¬���?��ä½ª¬���'µ�������ì�·����h�ÂË��Â��é�������µ�·����´² ����â!���
�����´² ��� Ð µ��Í�d���{«d���7�$������·d���´²���ª�µ��d�^����Æ
ª���µ �������Í������² �����jô�Æ�����������²���ª¬µ����´²�ª�����µ�·V���V��²�¶%² �¬� â

. . .
õç®

sbt�s È � M ] [ }4ÉQz�} I6K �Q� ~¦ÊËx I ~�}ç� KNK �
À����ê��������ª¬é������^��² Ð Ó�ª�������â�·���ª��¬ª���² ���+����Æ������ Ð µ��Í�Í�t¶�µ�� Ð �{��µ�����ª Ð ��âd������µ ����������á?�ãäÙ���'µ�ì�·��{«d���

�!���������Qô
X ème ��ª�é Ð �¬�õç®¸Ò¤�©¶%² ·��?²���������«����Í���

XII ème ��ª¬é Ð �¬���$µ�·d�Ö����µ�·�Æ����¾�����¾�������Íª������Ö��µ ·���ª¬���Öá
Æ������j��� ¹ ·���µ��'��ô��������¨�Ì����Íõç®�À©ä½ª¬�������Dô��¾����ª¬� Ð ª¬�´² �©«�� Ð ���j��² Ð Ódª������¾�����?ì�·ÚäÙ���¬�����¾µ����j«����¬ª¬Æ
���Í�����
² ��ª¬��² · Ì â
Æ�µ�ª¬���{�ýô��Í�{�����^Ó�µ��Í������â�«��Ö�¬��·����7��² �'��·����{Ã´�$µ��Í�'���+� ä½��² ·Úâ��Íµ�·�«����Ö���X³���² ª���â

. . .
®

�������$�
®¿  � 9µ�·��¬ª��ïá(³���²�ª��Q���9Ê´��² � Ð � â´��� 1902

°tä½�����©����·��¬���Í�����©át��² ����ª���«��+��²êæ´�j«�·
XIX ème ��ª¬é Ð �¬� âñì�·��+�¬������µ���ª¬�����d���������ÂÆ������ná�����µ
«�·�ª¬���n«��

�ãäÙ���¬� Ð ����ª Ð ª¬��� Q Ü � R ®�À�²j��������ª¬é���� â
«´²��±²����+«��
1888

â�²j����� Ð µ ��������·�ªî���X�´²��+Êh®�Ôh��·d��ÓÚâ´²�· ÌQ¹ ��²���� Å ��ª���®
¹ �����ê��� Ð µ ���'µ���²�ª¬�n«��

144
�´² �����å�ç�+����µ�«d·�ª���² ª¬�

12 kW
��� Ð µ�·���²���� Ð µ�����ª���·Ú®�Ït����·dª�� Ð �������X���$µ
ì�·�� â

���¬�����(µ ������Æ µ���·d� ®b�!®nÔh�����¬· Q Ü � R ²�¶%² ª¬��·d���9��� Ð Ó���� Ð Ó��Z² ������÷V� Ì Ó´² ·��Â��ªîÆ��þ��·��Í���ï«���Æ ���¬µ����'���Í�����
«�� Ð ���bUX��µ�·�Æ���²�· Ì �Íµ�·��¬ª����XW$â�²�· Ð µ�·d���X«�·Z�����Í���X�ç�X«´² �d�X«�ª¬ë$�����������t�´²�Ë��(ô%����ª�� Ð ª��´² �¬���Í���������
¹ ·���µ��'�Ö���7² · ÌV¹ �±²���� Å ��ª���õç®

� Ü



¼�Æ�² ���þ��µ�·d��ât²�æ��S«�� Ð µ��Í��������«���� Ð µ��Í�Í�����9¶�µ � Ð ��ª�µ����d�A·��d�;��µ ��ª���������â7ª¬�Ö�����Z������������ª¬���¾«��
Ð µ��d�´²�ò������e�¬��Æ�µ Ð ²���·��Ø²�ª���� Ð µ����������'µ���«´² ���!á Ð �ç�����e��� Ð Ó��dµ���µ�³ ª�� ®�°h�������b�´² �Â��ª������������������n«dµ�� Ð ì�·����¬ì�·�������¬���Í��������«��Í�´² ������·��¾�����¾��µ���ª¬����������®�¼t�d��é��j²�Æ�µ�ª¬��� Ì �$µ������¬����«�ª¬ë$�������������¤Ë��'���¾«ÚäÙ��µ��¬ª����d�����¾� Ì ª�� È�±² ��������â´�¬�{��p��¬�{«�� Ð ���7«dª¬ë$����������� Ð µ��Í�$µ ��² �����^������²Í«��ç�±² ª¬���¬� ®

y`z½y`z}{ Î ¨ g \bml\@�bklw

�@��������® ó � ¹ µ��¬ª����������ê«���ÏX²���ª���·��ÖâdÆ�������ª Ð ²����{«��¾°+² �þ°hÓ´²���â É ·d���'� Ð
À����9��µ���ª¬�����d��� Ð ² �d��·��������Z�ãäÙ���d����³ ª���«�·SÆ �����Z��² �ï�ãäÙª����������Í��«�ª�² ª����Z«�·S��µ ��µ ��âê²����±² Ð Ó��Aáö·d���

³����d����²Î����ª Ð ��®¸�d²�¶�µ������ Ð Ó´² ��³ �(��ª���²�«�ª¬��� Ð ��ª¬µ��Z«�·ZÆ �����������Ö�'�����$����«�ª Ð ·���² ª����¾µ�·���² ��² �¬��é����¾á��ãä½² Ì �«��?��µ �±²���ª�µ��V«��?��²�³���������²�����ª Ð ��®$¼�ª�����ªãâ'«���· Ì �¤Ë
�'���{«��?��² Ð Ó�ª¬�����t��µ���� Ð ² ��² Ð ������ª��������X�´² �X�¬��·��t² Ì �ì�·�ª¸���Â����µ�ª¬�ÖÃ
� (1)

Æ�������ª Ð ² ��Ã´�����+Ä!¼�ù Ñ ô�Äb������ª Ð ² ��¼ Ì ª��^ùMª��d« Ñ ·�����ª�����õh��µ�������² ������®
� À�²F���¬·�� Ð µ��d�
·d� â ¹nÕ À ¹ 4

ô´�����E�¨������Ï�õçâå�����ï·d������µ��¬ª��������Z«��JÏt² ����ª���·d�QáL°+² �I°hÓ´²���â^² ·
É ·����$� Ð ® ¹ ���¬�þ²A·��2��µ ��µ������0¶�µ������9«��J° ����������·����

110 m
«��ZÓ�² ·d��® ¹ ���¬�9�����Q·��d�Z«����

���¬·��Í��·�ª�����² �������Í��µ��¬ª����d�����9ô
4, 2 MW

õ(�ç�Í���������������Z����·d��ª���·����Í²�Æ�² ���±² ³ ���(��Ó���µ���ª¬ì�·����VÃb�����¬�
�Úä½²;�´²����'����µ ª��0«d�9��µ ·��/ n�����¬�ï�Úä»²A�´² ���'����µ�ª��ö«��þ��ä½µ ��ª����������Í¶%² Ð �þ² · Ì Æ�������� Ð ²����������V���Â�
µ��Í��ª¬«�ª���� Ð ��ª�µ��d�����¬��� ®Úþ² ª¬�¾�������Í²þ��·�����µ�·d�¾«����jª�� Ð µ���Æ����dª���������Ã������¬������«�����²������Í�´² �¾����·�����â
��µ��F������«����������?�����¾¶%² ª��d��� â¸�����¬�Í��ª������¾³���ó Ð ��áV«����¾Ó´² ·���² ���?�ç�j��µ��F��� Ð µ��?�d�����Í������²�·;��µ �
����� Ð µ ����ª¬«�����² �����¯ +�$µ ·����������d�Ø² Ð �����¬�Z��µ���µ���âå��µ ·d���Z��²;��² Ð Ó�ª��d�Z«�µ�ªî� ô�������«�����µ �������X h��²
Æ
ª¬���������X«�����µ ��²���ª¬µ������Â�+���������t�ç�+�¬� Ð µ�·����¬�������+����µ������¬��Æ���®�°täÙ���Â�^�'µ�·���ì�·�µ ª'�����¬�7��ä½�����^���¬·��n���
¶�µ�� Ð ��ª¬µ�������������� Q Ü8[ R ®

� Ò¤�7� Ì ª��Â���þ² ·�����ªt� ä½��µ���ª¬�������9�d²�Æ µ���ª�·d��ân«�·H��µ�� «��9�ãäÙª���³ ����ª¬��·��(æ´���dµ�ª��Íì�·�ª�� ä»²*ª���Æ����������þ���
1924

® ¹ �¬���^���Â� Ð µ����Â��ª¬��·����7«��7«���· Ì «d���Íª È Ð Ë
��ª��d«������©����³ é������������å«d����² Ì ���{ô´�����E�¨�Ð���½ÑPõe���å²¾�¬���
�ýô��Í��� Ð ²���² Ð ������ª��Â��ª�ì�·����¾ô Ð ª È «�������·��±õ+ì�·��Ö��²�Ut��µ
��·��@W'®

� (2)
Ó�µ ��ª�÷�µ����±² �7Ã��¬���jÛ�¼�ù Ñ ô%Û�µ���ª�÷�µ ����² �n¼ Ì ª��jùMª¬��« Ñ ·����dª�����õ¾��µ����(�¬���?�d��·��?�����´²���«�·�����®

þ²�ª��������´² ����âd��µ�·d�����^�����^��µ��¬ª���������� Ð µ��Í����� Ð ªØ² �¬ª��������å���^ì�·�ª¸��µ����ê��² Ð�Ð µ���«�������²�·Q��������² ·V���¬� Ð È����ª�ì�·��Ö��µ����tá�² Ì �ÖÓ�µ���ª�÷�µ����±² � ®
���



�@�����$��®¹� � ¹ µ��¬ª����������^«d�j��²Æ µ���ª¬·��

�������'��® õ � ¹ µ���ª¬�������{�Íµ���µ �´² ���

�������$�
®,ÿ � ¹ µ ��ª��������{��ª¬�´² �¬�

� [



��² ����ªÚ�����¬����âdª��Ú���9� Ì ª¬�������d��·���ª���·d���^«�µ����7����� Ð ² ��² Ð ������ª¬����ª�ì�·����ê��µ�����«dª¬ë$�������������ÖÃ
� �¬���ê��µ ��µ��´² �¬����âd��ì�·�ª¬��ª¬���������^�´² �ê·��V�´² ��² � Ð ª����{ô����������Ò���¶Óñõçâ
� �¬���ê��ª���² �����Öô��������¨�Ô����Õõçâ
� �¬���^����ª��´² �¬����âd�����ê����·�� Ð µ�·���² �������jô��������¨�·������Ö�õç®

�������$�
® Ü � � ¹ µ���ª¬�����d�X����ª¬�´² �¬�

a( ) b( )

Vent Sens de rotation

Diamètre
du rotorAngle

tangage

Moyeu
articulé

au sol
Garde

Centrale
d’équipage

Tour

Nacelle

Angle 
d’assiette

Moyeu

Angle
de conicité

Pale

Hauteur
du moyeu

Ascenseur

Fondation

���������
® Ü�Ü � ¹ µ���ª¬�����d�{��ª��´²�����Ut«´²����ê���XÆ������`W
(a)

�ç�VUt��µ�·��ê�¬�XÆ������;W
(b)

Q Ü � R

� Ø



�!µ�·��ï«����ï��² ª¬��µ����ï«��J�Â�±² ��ª¬��ªî��� ân�����ï��µ��¬ª����d�����Q�ÚäÙµ����V����·d�Q·��I�dµ��?�����*��² ª���µ ·I·��dª¬�±²�ª����þ«��
�´² �¬���{Ã���²?�´² ���{��·��'����ª¬��·����Ö�����7���¬·��+í´� Ð Ó�ª���â'ì�·´²���«9��²?�´² �¬�{ª��d¶�����ª���·����t�����7����µ ����³����Ö�´²��ÔUt�ãäÙµ��?�����
«�����²V��µ ·���W$®eÏX²���� Ð � Ð ² ��â!������µ ��µ��j«�µ ª¬� ôç�������?·���ªå«ÚäÙ·��à��µ ��µ��j��² � Ð ·��Ø² ���(�'µ�·�� Ð µ��Í�'���������?�¬�
«�������ì�·�ª¬��ª��d���+��·���ª��´²��©�Ø²t�´²����+�´²�����²����n«��çÆ�² ���å��²���µ ·���® ¹ �¬���h��ª���ì
·d�^«�µ�� Ð «�� Ð ² �������b���¬·��e¶%² Ð ª¬�����������
��ª'���êÆ������+�����å����µ���¶�µ��Â��®�°täÙ�����+�$µ�·d� Ð �ç�����t��²�ª���µ ��ì�·��t�¬���å��µ��¬ª����d�����b����ª��´² �¬���n��µ����h����·�� Ð µ ���?·d������®

�ô��Í���'µ�·�� Ð �����¬��� È Ð ª â�ª��d� Ì ª��Â���t��� Ð µ ���7«���· Ì ²�·d������� Ð µ��dæ�³�·���²Î��ª�µ ����â Ð �����¬���n«�ª¬������ô��������¨�Ð�����¦�õhÃ
� U�«�² ���^���7Æ�������W

(a)
Ã������¬�������êµ���ª����������X«�² ���+��²j«�ª���� Ð ��ª�µ ��«�·�Æ ������â´³���ó Ð �Xáj·��Q�Í� Ð ²���ª�������®

¹ ���¬�{���Â����²?����·d�7�d����������������·d�7�¬�{��²�� Ð Ó��Ö��µ ��ª����Ú®
� Uê��µ�·��å���êÆ������dW

(b)
Ã����7��� Ð ² ��ª¬���Í� Ð ª¬��� Ð ª È «�������µ�·��h�Úä½�����h�´² �hª¬��«�ª¬���'������² ������â Ð ² �n�Ø²Ö�´² Ð �����¬���ä½µ���ª��������h«ÚäÙ���¬��� È �ýô��Í�©�����¬µ��j�¬��� Ð Ó´² ��³ ���Í�������e«d�h«�ª¬��� Ð ��ª¬µ��¾«d·jÆ�������®�°hµ ���Í�å�¬�©Æ������©��² �����^á

����²�Æ������h� ä½µ �?�����^«d����²{��µ�·���â Ð ����²��d��µÆ�µ
ì�·���«d���bÆ ²���ªØ²Î��ª�µ ���e����µ���ª��Í�$µ��Â�±² �������b«��ê����µ
«�· Ð ��ª¬µ��«ÚäÙ���¬� Ð ����ª Ð ªî���{���7«�µ � Ð «�� Ð Ó´² ��³ �����V¶%²Î��ª�³ ·�� ®
À©ä½��µ���ª¬�������9����ª¬�´² �¬�ZáL² Ì ��Ó�µ���ª�÷�µ ����² ��U¾«�² ���ï���þÆ �����ÐWH���Â� Ð ���¬���Z�Íµ�«d����ª¬�����þ«´² �d�V��²F��·�ªî���Z«d���
����²Æ�² · Ì ®

ÏX² �����Ø²��d��·��´²����7«���� Ð ² ��â Ð ���X��² Ð Ó�ª¬�����ê��µ�·d���´² �������X��µ����X��·d����������� ®$�!µ�·��Â�±² ����â$«����X��µ ��ª����������
Uhµ ë$��Ó�µ�����Wjµ����©�¬��·����e��ª���«��©«´² �d�e�ãäÙ��² ·�â Ð µ ���Í�h�´²��e� Ì ���Í���¬�^² ·�ÏX² �d����² ��ý�ôã°hµ��'���dÓ´² ³�·���õç®�À¸��·��
� Ì ���¬µ�ª¬��²���ª¬µ��������+����µ��Í��������·����X«�² ���+«����^��ªî�����há¾¶�µ��Â���t«d������ª¬���t«��X�'µ���·���²���ª¬µ���µ ·�ª��´² Ð�Ð ������ª����¬���+��·������������®'ÀbäÙª��������:ôç�t«�ä½�������¬µË���� Ð ���¤Ë
�$��«��j��² Ð Ó�ª¬���Ö���Â�Xì�·��j�¬�{Æ������t�����t��µ ª����+��·�����·d�������tì
·d� Ð ����·dª��·��©���������¾ô À�²�«d·������7«d�7Æ
ª��^«d���n��µ��¬ª����d�����bµ ë$��Ó�µ ���ê���Â�å«dµ�� Ð ����µ��¬µ���³����õ Ð ² �bª��d�d������� Ð µ���������² · Ð ·��µ����Â�±² Ð ��� ®´¼�ª�����ªãâ´�¬���êÆ�ªî�����������X«�·VÆ������{��µ����t�d��·��7���¬��Æ�������®¸°h���'���d«´² ���X��²Í��² ª��������´² � Ð ����·��7������ªî��� â
���V��ª¬��ª¬��· Ð µ�����µ���ªî¶lâ�����������������ì
·d����ì�·�����ª¬� Ð µ ��Æ ����ª¬��������®��² �^� Ì �����d��� â��$µ ·�� Ð µ ·dÆ
��ª�� Ð µ��Í����éç�����������+�����^�'����µ�ª��d�^���ï���¬� Ð ����ª Ð ª¬��� â
·����Xò����X²�·ïÏX² ������² ��ý`â
�d² �Í��×�â�²����±²�����ª+·d���Q¶������Í�Q«��

10
��µ���ª¬�����d���(«��

2, 3 MW Ð Ó´² Ð ·���� Q Ü8[ R ® ¹ � Ê´��² � Ð � â©�¬���(�´²�� Ð ���µ��¬ª������X��µ ��� Ð µ��Í��² �d«����{�´²��{«����Ö��µ Ð ª¬�������{����ª¬Æ�������® ¹ �¬�����X���çÆ����d«������?� ä½����� Ð ����ª Ð ª¬���já ¹ ÏXÊ¯Ø����������
Ð µ��Í�?·��d���+µ�ÙQ��µ����^ª��Í����² ��������� Ð ���ÔU7¶����������dWEÚê�'���|Ç�µ�ªîÆ������^«d���êª���«d���Í��ª¬�����h��µ�·��+¶�µ�������«��t��² Ì ���¶�µ�� Ð ª�é�������®h�!² ��� Ì �������¬� â+¯Öµ�·d��ª����Úâb«´² �������ZÊ!ª���ª¬����é�����ân��� Ç�µ�ª¬�����������

400
���

500 KF
âh��µ�ª¬�����������

61 KEuros
���

76 KEuros
âd�$µ�·d�7�����

6 MW
ª��d���±²�������� Q   R ®

y`z½y`z¢y ~ w¸£L¥tkËÛ i adw¸så_�£L]�\bst£�_�k¤_�v�cnsn_d£ ¥twSmÂc p cb]9Ü�klstw
ÀbäÙ��µ ��ª��������?����� Ð µ����'µ������(���J���¬·���ª¬��·����{�´² �Â��ª����?ÃÚ�¬�?��Ë��¡p�����âÚ�Ø²��´² Ð ���¬���?�ç�Ö���?��µ ��µ ��ô%�¬�?��µË ��·

���ê�¬���ê�´² �¬���±õP®
ñ/�Oñ/�Yñ/�Gâ > ðÝ�.��ï»ÞPä�ð

�©·�ª�����² � Ð ��ô
kW

õ ÏtªØ² �Íé������{«�·V��µ���µ���ô
m
õ Û�² ·d����·��¾ô

m
õ

225 27 30
600 44 40

á
52

750 48 40
á

81
1 500 64 60− 80

¬@¯®��$�
® [ � Ïtª¬ë$������������� Ð ² ��² Ð ������ª¬����ª¬ì�·����ê�����Ø²���ª¬Æ ���7² ·ï��Ë��¡p����
ß#2Z0,"D #'*@6), �)�'6C�78" � @>&(-/ �"à ± "�@6ST"%78C�Õ/-?)J9*96&(-E';5?-?"%"�À8F?01+�)�'>&I'6)1+�-�7¹N 5?-q #"D@G'>&(),-¾-/+.S�º/@*"37¹N C�+.0,),"�-?-?"�£/9*5?@;5?-«S|Ó�S|"%9G)1'*"

�� 



Ò¤�7�����'µ����9��·��Í«�����¶�µ���«�²���ª¬µ�������µ��¬ª�«�����â©���H�$�ç��µ��ö������·��d�$µ��Â���V�Ø²J�´² Ð �����¬�ï�������ï��µ ��µ���®bÒ¤�ê���Â�
����² ��ª¬���^á{�´² �Â��ª¬�©«��ê���ç�±² ��ô���Ë��¡p����+��·���·���² ª����+«��^¶�µ����Í� Ð µ ��ª�ì�·���õçâ���²������Í�����b�����'����µ���µ ·Í���Í������ª����¬ª��
���ç�±² �¬��ª¬ì
·d� ®$°h����«�������ª������Ö���(��µ����¾�d��·��{·d��ª��¬ª������X�'µ�·��{«����¾��² ª���µ����X������Ód����ª¬ì�·�����â�² ����µ
«dË
�´² �Íª�ì�·����
���ê� Ð µ���µ ��ª¬ì
·d���¾ô%� ä½���������ç��ª����ï�����7����µ�� Ð µ��d��ª�«d����²�������õç®À�²Í�±² ª¬�����{«d�j�Ø²���µ�·d��Æ�² ��ª¬�¾����Ó´² ·d����·���������µ��Z��²���·dª�����² � Ð �?����µ
«�·�ªî����ô}£¢¤¦¥ §q��¤��Ý���¶µñõç® ¹ ë�� Ð ��ª¬Æ�� È��������â´ª��¸������² ª¬�7ª�� Ð µ�� Ð ��Æ�² ���¬�Ö«�� Ð µ����Â����·dª����Ö·��d�j��µ ��ª��������{«��Ö¶�µ��Â���Ö��·�ª¬����²�� Ð ��ô

60 m
«���«�ª�² ��éç�����

��µ ��µ����´² ��� Ì ���Í������õ���·��j·��d����µ ·��jÓ´²�·d����«����Íµ�ª��d�¾«��
30 m Ð ² �¾����·d�¾·��d����µ��¬ª��������Í�����j³���²���«��

����·d�^�����¬� Ð ²��d���Ö«��{Æ������t«�µ � Ð ����·��ê��² Ð ² �´² Ð ª¬���{��������³�����ª�ì�·��Ö���Â�t�����çÆ�����®
À�²JÓ´² ·�����·d��«��ï��µ ·�����ì�·�ª¬Æ�² ·���²�·0«�ª�² ��éç�����Q«�·ö��µ ��µ �þô7£½¤¦¥ §q��¤��á���¶µñõç®n°h�ç�����9����µ��'µ�����ª�µ��L���Â�

² «���ì
·�²����Ö���7Ó´²����Íµ���ª���·�����®
¹ � Ð �Íì�·�ª Ð µ�� Ð ��������� ä½��µ���ª¬�����d�Í× ��·��Íµ����

J48
ô
750 kW

õçâ¸��²���µ�·��Ö���A¶�µ������(«�� Ð p �����Í����·����
45 m

�ç�7�$é����
40

��µ��d������®`À��Ö«�ª�² �Íé������{á��Ø²?�´² ���{Æ ²�·d�
3, 7 m

�ç� Ð ���¬·�ª¸���VÓ´² ·��ê«��Ö�Ø²?��µ�·d�
2, 3 m

®
ñ/�Oñ/�Yñ/�Yñ > îûä�î4êyðfï*ïÖð

¹ �¬��������� Ð µ�������ª¬��·����ï«ÚäÙ·����Q³���������²�����ª Ð � ®©��µ�·���«�������² ª���µ����?«��Q��� Ð ·���ªî��� â©·d�L¶�����ª¬�à��� Ð ² ��ª¬ì�·��² ���Dô����{���{��Ë
�Â��é��Í� â`��ª¸���XÆ������t��µ�·ãâÍ������µ��QÆ
ª¬��� ®

�������$��® Ü � � À¸���ê«�ªîë������������ Ð µ��Í�$µ ��² �����ê«��Ö��²?�´² Ð �����¬��9ª Ð µ��
À�²�³���������²�����ª Ð � Ð µ���Æ����Â��ªî�©�ãäÙ��������³�ª¬�h�Í� Ð ² ��ª�ì�·��å���(��������³�ª��+����� Ð ����ª�ì�·���®�Ò¤�����(� Ì ª¬�����^«d��· Ì �¤Ë
�$���^Ã

��Ë
� Ð Ó���µ�����ô á(��������²�ò������Í�����ê«�ª¬��� Ð �Põh�ç�7² ��Ë
� Ð Ó���µ�����ô ²�Æ�� Ð ·d�9²��������{��² ��ª¬«�� âd·��ï�?·��¬��ª����¬ª Ð ²�����·��å�ç�·��(² �������å�������ÐäÀ�����E�¨�;�������Îõç®�À¸�����Íµ ����·�������Ë
� Ð Ód��µ������©µ����e·��?² ª���² ��� Ð ��������² ��ì
·dª���µ ·������há7Æ
ª¬���������
Ð µ��d���±²������ â'ª��¬�7��µ����X��² ������®$À����X���¬·��7¶�����ì�·��������X��µ ���t�����t³���������²�����ª Ð ���X² �ÂË
� Ð Ó���µ �����t����ª¬��Ó´² �����tµ ·�á
ª���«d· Ð ��ª�µ��*ô�Æ�µ�ª¬�^�´² ����ª��{��·�ª¬Æ�² ������õç®

À��b�?·d�¬��ª¬����ª Ð ²�����·��'����² ����¶�µ ���Í�n��²+Æ�ªî���������n«��n��µ ��²���ª¬µ��Ö���������b«�·j��µ ��µ��¸���j·��d�nÆ
ª¬���������n«��å��µ �±²Î��ª�µ �
��² �dª�«��b�'µ�·����Ø²^³���������²�����ª Ð �å² �ÂË�� Ð Ó���µ��d� ®ÎÒ¤�
�����!ª���«dª����'���d��² ���¬� Ð ² ����ª�·��¾��µ ��µ���«��

43 m
«��h«dªØ² �Íé������ â

����µ
«�·�ª¬��² ���ê����Æ
ª¬��µ��
60 kW

â´�ÚäÙ����² ª¬�7�´²��7�����¬ª��Öá��Ø²?³���������²�����ª Ð �Ö�´²��7·d�þ�?·��î��ª¬����ª Ð ²�����·���â
��²?Æ�ªî���������
�±² �d³�������ª¬���¬���t«d���7�´² �����^«���Æ
��² ª¬�!ôç������«��Ö«���· Ì ¶�µ�ª¬�^�Ø²jÆ
ª¬���������¾«d·9��µ��Úâ Ð �Öì�·�ª¸�����7ª�� Ð µ�� Ð ��Æ�² ���¬� ®À����©��µ��¬ª����������������©�d��·�� Ð µ�·���² �������b��µ���� Ð ���¬�����e«�� 750 kW

â���² ª��!ª��d����� Ì ª��Â���^«�� 1, 5 MW
ÿ�·���ì�·��

2
µ�·

2, 5 MW
â�Æ�µ�ª¬���{�ýô��Í�

45 MW
���9¼����¬����² ³�����®�À�²(�´² Ð �����¬�{«��Ö�Ø²

J48
�'é����

30
��µ��d������®

ñ/�Oñ/�Yñ/�Yö > ð¿æ?çZåRçPæ
À��Í��µ���µ������Â�j¶�µ��������´² �����Í�ÍµñË ��·F�ç�j�¬���¾�´² ������®�À¸���ÍµË���·F���Â�?���Í��·d���$µ ���¾«����?��² ������ô´�����E�¨�

�������Îõç®
� ó



ñ/�Oñ/�Yñ/�Æò > ðÈø���î4ïGðfø
À�²Í����·d�´² ����«����X�´² �¬���7��µ
«�����������«�����³���²���«����t��µ��¬ª����d�����7��µ�����¶%² ����ª¬ì�·������X���Z�d�Ø² �Â��ª�ì�·���ô%�'µ��îË È���Â�����Öµ�·*���'µ Ì Ë�õX�����d¶�µ�� Ð ���´² �Ö«����{æ´�������¾«d��Æ �������þô%���A² ��³ �Ø² ª¬��âÚ²����$������² ·d����ªn¯ÖÁ7� È ³��Ø²����Xæ´�����

����ª��d¶�µ�� Ð ��«Í�d�Ø² �Â��ª Ð �±õP®�À©ä½·���ª��¬ª���²���ª¬µ��j«��^æ´�d�����b«�� Ð ² ���'µ����^µ�·�«Úä½² ��² ��ª¬«�� Ð µ����Í�+��²�������ª�² · Ì «��^����� È¶�µ�� Ð ���Í���������Â�j·��d��²�·d�����Í�'µ�����ª��dª���ªî����â���² ª��X���;³���������² �ãâ¸·d���(�����¬���(��µ���·d��ª�µ��J��ä»²�Æ���������²V����µ�� Ð Ó�é�����$µ ·��!�¬���e³ ��² ��«d������µ���ª¬�����d����®�À¸���e��²�������ª�² · Ì�Ð µ����'µ���ª¬������«��å�$µ ª���âÎ�'µ�ª�� È ���'µ Ì Ë¾µ ·?�$µ ª�� È æ´������� È ���'µ Ì Ë�ÚäÙµ����t�´²��t��� Ð µ����¾�'�����ç�����j������² � Ð Ó���«����t�´² �¬����â'�dª����9ì�·Úä½µ �Z� Ì ���¬µ����Ö��µ�·ñÿ�µ�·����7�������'µ�����ª��dª���ªî�����^«��
����·��ê·d��ª¬��ª���²���ª¬µ����'µ�·��7�Ø²(¶%² ����ª Ð ²Î��ª�µ �V«d���t��² ������®`À¸���t² ���¬ªØ² ³����+«Úä½² Ð ª¬���7����«Úä½² ��·��Íª��dª�·�� �$µ �������t����� È�$� Ð ��ª¬Æ����������+«����+����µ ����é������h«����$µ�ª¬«��n���^«��7¶%²���ª¬³�·��7«�·��Í����² �ã®
��²�� Ð µ ������ì
·d������â Ð ���ê² �¬��ª�² ³����©��µ����² Ð ��·����¬�����������+·d��ª¬��ª������+����·��¬���Í�����7�$µ ·��ê�����^��² �����+����é����'����ª¬������®

À���� [ �´²������å·d��ª¬��ª¬�������há¾À�²(°hÓ´² ·�����������·��^9² �����(ô%��µ ��ª��������7«��
1, 5 MW

�ç�+«��
125 m

«��tÓ�² ·d�Põ
������·��������

38 m
�ç���'é��������

6
��µ����d��� Ð Ó´² Ð ·�����ô����������Ô������Ö�õP®

À�������² ��������µ����t��µ�ª¬� Ð ²��Ø² ³��{æ Ì ��ô�Ut����² ���9W�õçâ`��µ�ª¬�7áÍ�´² �êÆ ²���ªØ²������Íô|Ut��ª¬� Ð ÓåWdõç®'ÏX² ���7���Ö�������Íª����
Ð ² ��â$��²ÍÆ
ª¬���������(«�·Z��µ ��µ �������{�Â�±² ��ª¬��ª¬�������´² ��«�� Ð ��µ Ð Ó´² ³��?² ����µ�«dË
�´²���ª¬ì
·d� ®$ÏX² ���X�¬�¾«d��· Ì ª�é���� Ð ² ��â���¬���t�����7����³������{�´² �^·��V²ñÿ�·d��������������«d��� ä»²���³�����«�� Ð ² ��² ³��X«d���ê�´² �¬����®�À��XÆ �����7���Â�t²���µ����+� Ì ���¬µ�ª¬���Ö² ·
��ª¬��· Ì Q Ü Ø R ®
ñ/�Oñ/�Yñ/�¡� > ð¿æ?î4ê¹êyçZæHè�ðfúûðfä�åÌî4é æ?íføEð�î4é�ífïGðfê�å8æ/ë���é�ð

À�� Ð µ�·���²���� Ð µ�����ª���·Úâ�í�· Ð ��·´² ���ê��µ�·d�7«��Ö�ýô��Í� â´á(��²���µ�����ª��{«��Ö��²�³ ��������²�����ª Ð � â������ Ð µ���Æ ������ª����
Ð µ�·d��² ����² �î�������´²���ª¬¶$ô 50 Hz

õPâá^�Ø²+�ýô��Í�e¶�����ì�·���� Ð �nì�·�� Ð ��������«�·Ö��������² ·�âÎ³ ��ó Ð �báê·d�Ö����² �d��¶�µ�����²�����·���®

���



æ 	 ÛÞÝ 	/jnl � Úçg f 	��

Q Ü R �©��µ ��µ Ð µ����7«��XðXË µ ��µ?��·��+�¬��� Ð Ó´² ��³������������ Ð ��ª���²���ª�ì�·�����â�Ït� Ð ª���ª�µ�� 2002/358/CE
«�·ï°hµ�������ª¬�

«�·þ�� ?¼�Æ
��ª¬��� ������â`× µ�·����´² � Õ Y Ð ª¬��� L130
â Ü  �þ²�ª�� �����

Q � R 9ª���������µ
��·dÆ
���t«�·��b��µ ��µ Ð µ ���^«��tð{Ë µ ��µdâ�ÏX¯ ¹ þ�Mô%Ïtª���� Ð ��ª�µ���¯{��������² �¬�7«d�t�ãä ¹ ������³�ª��^�ç�h«d���þ²���ª�é������7�©������ª¬é������±õ È ÏtÒlÏ ¹  ¹ â$× ·�ª¬�����ç�ê� � �� 
Q [ R À�Û Õ Z ¹ × ��² � È °hÓ���ª�����µ���Ó���â�À¸���h��������³�ª¬���h������µ ·dÆ����Ø² ���¬����â�À�²j��ª¬����ª¬µ ��Ó�é�ì�·���«d·Q�´²���·d��² �¬ª������ â

«���· Ì ª¬é��Í�Ö��«�ªî��ª�µ �Úâ�Ït���Ø² Ð Ó�² · Ì �ç� º ª��������¬� â`����� ØQ Ø R ÔhÒlÁ7Á7¼ Å � °t®¬âåÀ ¹ Ï ¹ ¼ Å Ñ ×d® � ®îâåÁ�² �d�$µ��Â�
N◦3415

ânÀbä ¹ �±²���² Ð ��·��������Q�¬�����$�������'� Ð ��ªîÆ����
Ñ � Ð Ó���ª¬ì
·d���t«d���ê��������³�ª¬���ê������µ�·dÆ ����² ��������â'°hÓ´²���ª¬�����¾�

Q   R ø^ø^øÖ®»²�«����Í� ® ¶�� � �d������² ³���� � ² Ð ��ª�µ ��� -ê��Ó´²������ � ���d����³ ª�����-ê�����dµ�·dÆ����Ø² �d�����^Ã�À¸����² Ð ��ª�µ�������Ó´²�������«���Ø²?«�������³�²���ª¬µ��Q���9Ôh�����±²�³����Ö«��Ö�ãäÙ¼j®½Ïj® ¹ ®»A® ¹ ®
Q ó R ø^ø^øÖ®½��·�ª¬Æ
ª È ��µ ��ª����Ú® Ð µ�� � ¶���²�� Ð ² ª¬�êÃ�Áê��� Ð ���������������7«����h��µ���ª¬���������hª¬������² ���������n���QÊ´��²�� Ð ��â�� � � Ø
Q � R Á ¹ ¼tÀ Ï ¹ ¼XÇ Å ¼ °t®¬âh° Õ À¸¼{��ÒÂ Õ Á ¹ Àb®êâh¯Ö�¬µ��´² �åùMª���«0�!µøh���ï¯{��µø^��Ó Ð µ�����ª¬��·�������µ

�
��������³���Ó���� È Á7� Ð µ���« 8
Ôhª¬����ª¬µ�� ¹ ·���µ��XùMª¬��«���µñøå���Öª¬������² ���¬��«þª¬�J� ��� [ â$¼�����µ Ð ªØ²���ª�µ���²�������ª ÈÐ ² ª¬���{«��Ö�ãäÙ���d����³ ª��{��µ ��ª���������â

2003Q õ R °hª�� Ð ·���² ª���� n◦68
«�·

22
Ê���Æ
��ª¬���

1999
�����Ø²���ª¬Æ �Ö² ·V�b��µ�³���² ���Í� ¹ µ��¬� 2005

�ç�7����Æ
ª���µ �������Í�����
Q ÿ R Ït���©��µ���ª¬�����d����«�² ����Æ µ �����+����Æ
ª���µ���������������â�����µ Ð Ó�·���� no4375

âÎ¼tÏ ¹  ¹ �ç�n°+À ¹ Á�â º µÆ����?�����
� �����

Q Ü � R Ô+Á Å � ¹ Á�Á ¹ �!®îâ�¯Ö����² ���7«�� ¹ ���´² Ð � ¹ µ���ª¬���9Ït��Æ ����µ ���$����������ôã�
�$� Ð ªØ²���ª��Â�����^«��j� ä½��������³�ª��Ö��µ È��ª¬��������õçâ´À¸ª¬������â�°h����²���ª�µ��ï���Z× ·�ª¬���¬��� Ü ÿyÿ��
Q Ü Ü R À©ä½��������³�ª��Ö��µ ��ª����Q���9Ê´��² � Ð � â ¹©Ð µ ���{«ÚäÙ������«d�¾�©Ó�Ë
��ª¬ì
·d�Qô%Ó������*Ã �y� �����Ó�Ë ®½ª¬�`��� [ ® ¶��±õ
Q Ü � R Ô ¹ Á�À Å �!®îâh°+²�� Ð ·d�7«d�����çë�µ��Â���Í��·��dª�����² ���¬���Í��µ��¬ª����������Í«��9��µË��������Z�ç��¶�µ �����V��·�ª¬����² � Ð ��â

Ñ Ó�é����¾«d��«dµ Ð ��µ���²��ê«��Ö�ãä Å ��ªîÆ�������ªî���{«���À¸ª��¬����Ò±â'×�² ��Æ�ª¬��� Ü ÿyÿ�ÿ
Q ÜR[ R ø^ø^øÖ®Ùøêª¬��«��'µøh����®Ùµ���³9Ã´¼t����µ Ð ªØ²���ª�µ��Q«�² ��µ�ª¬���{«��Ö�ãäÙª��d«�·�������ª¬�{��µ��¬ª����d��� â�� ��� [
Q Ü Ø R °+À ÕÖ¹ �ïÏ Å ° Õ Ñ ¼C¯(®¬â�¯Ö·dª�«��{«���� ¹ �d����³ ª����êÁê���dµ�·dÆ����Ø² �d������â`9ª¬��ª��Â��é����{«��{�Ø²(Áê��³ ª�µ���ù;² � È��µ��d��� ¹ «�ª¬��ª�µ��Úâ Ü ÿyÿ Ø

� õ



e f ÚJg 	Po�o� è

é �(m�� ���  Ú o	/j � ßà��� ß 	2ê m��o��� o��� � m  f j ßà��� ßà�
� j ßom Ý 	;� Ú �	/j �

ÀbäÙ��µ ��ª��������¾�$��·d�qô������ Ð µ�����ª�«�������� Ð µ��Í���¾·�����Ë
�Â��é��Í�(�?·��î��ª Ð µ�������«dµ����{�����t��µ ��ª�«d���t��µ����Ö² �Â��ª ÈÐ ·��¬���^������������· Ì �´² �^«������¬ªØ² ª¬��µ����å«��{�¤Ë
�$�Ö��ªîÆ�µ ��®´�!µ�·d� Ð µ����´²Îò������{�����^��ë$µ������7ì�·ÚäÙ���¬�����^��·���ª¬����������â`ª��
���Â�^����ª¬��µ ��«�ª�² �´«�� Ð Ó�µ ª���ª¬�h·��d�{���ç��Ó�µ
«��t�'�������ç����² ���^«��X�Íµ�«d����ª¬�����å�¬� Ð µ ���'µ��������Í�����+«�Ë���² ��ª¬ì�·��
«�·ï��Ë
����é��Í�j²Îæ´�9«d� Ð ² � Ð ·������ Ð ���7�çë�µ ������®

ÀbäÙµ��
ÿ�� Ð ��ª¬¶n«�� Ð � Ð Ó�² ��ª¬�����(�����Ö«�µ�� Ð «Úä½� Ì �$µ������Ö����ª�é�Æ ���Í�����Ö�ãäÙ����²��{«��(� ä»²����X��·��{�����X«�ªîë��������������
���ç��Ó�µ
«����!«��å��µ
«�����ª���²���ª¬µ��{«����e��Ë
����é��Í���e«�Ë���² ��ª¬ì�·����!ì
·�ä½ª¬������µ�ª¬�����e��µ���ª¬������µ�·?�dµ��Ú® Õ �¾��² �d�$��������²
������·�ª¬���Ö�����^�d��ª�� Ð ª��'���^������²���ªî¶��^² · Ð ² � Ð ·��¸«d���ê��ë$µ������7² ����µ�«dË
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Théorie combinée
améliorée 2

− Ecoulement instationnaire,
non uniforme, désaligné

améliorée 1
Théorie combinée − Ecoulement quasi−stationnaire,

non uniforme, désaligné

Théorie combinée non uniforme, perpendiculaire
au plan du rotor

− Ecoulement stationnaire,

− Nombre infini de pales
après correction

Modèles de turbulence

Théorème de Glauert, modéles
hélicoptères en vol avançant

^− Ombre du pylone
− Cisaillement du vent, 

− Turbulences
− Rafales discrètes

d’instationnarité
Introduction des termes 

Théorie de la quantité
de mouvement

− Ecoulement stationnaire, uniforme,
perpendiculaire au plan rotor

− Disque sans épaisseur,
nombre infini de pales

Fluide parfait, incompressibleLoi de conservation

Théorie tourbillonnaire

Théorie de
l’élément de pale

de Prandtl

Facteur
de correction

− Fluide visqueux
− Ecoulement instationnaire

aérodynamiques
pales sur les coefficients 
Effets de la rotation des 

Modèles de décrochage

Ecoulement potentiel

������� [ ®¿� � �©�����������±²Î��ª�µ �9«������Íµ
«�é��¬���^² ����µ
«dË
�´² �Íª�ì�·����
(a)

â�«�ä»² �d��é�� Q � R

Théorie de la
surface portante

Méthode des
panneaux

− Equation de la couche
limite (viscosité)

− Prise en compte de
l’épaisseur  des profils

Théorie de la
ligne portante

− Méthode de Prandtl sur les ailes
− Pale à grand allongement

Analyse par
sillage libre

− Ecoulement instationnaire, 
non uniforme

Analyse par
sillage prescrit

− Ecoulement instationnaire, 
non uniforme

− Modèle 3D de décrochage

Théorie combinée Sillage libreSillage libre
amélioré

− Ecoulement quasi−stationnaire,
non uniforme

− Procédure d’initialisation

Concept du
double sillage

Théorie tourbillonnaire − Fluide parfait, incompressible

������� [ ® [ � �©�����������±²Î��ª�µ �9«������Íµ
«�é��¬���^² ����µ
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+
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+
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Tourbillon libre
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À�²Z«d��· Ì ª�é�������ä½²ñÿ�·������V² · Ì Æ�² ��ªØ²���ª�µ��d�¾«��Q�d·�ª�����² � Ð �Q«��Q�Ø²V��·�����ª�����â�³���ó Ð ��áZ·��L����³ �Ø² ³���«�·
³���ª¬�������Í������®�°hµ��Í���å«´² ������� Ð ² �e����� Ð ��«�������â��Ø²7³���������²�����ª Ð �+�ÚäÙ���Â�©�´² �e² ·d��µ ��µ��Í�tÃ �����¬�å�����e��µ�·Îÿ�µ�·����
������ª����{² ·V��������²�·Ú®

À�²ï����µ�ª���ª�é��Í�(�´² ��²�ò��Vôç�������Ø²ï����·d��¶%²�Æ�µ ��² ���¬� Ð ² �¾�Ø²Q¶�����ì�·���� Ð ��«�·;�Â�±²���µ��¾�'��·�� ô������Í��Ë
� Ð Ó���µ È��ª�������²�Æ�� Ð�Ð ���¬����«�·A��������² ·�®e°h����Ë
����é��Í�����Â�j��² Ð�Ð µ���«���² ·;��������² ·F«d��· Ì ¶�µ�ª¬��â¸«ÚäÙµ�ÙF��µ��;��µ ��Ã!��²
��������ª¬é�����«�ª¬��� Ð �����������?�´² �¾�������±²Î��µ������(��²V«d��· Ì ª�é������´² �j·d� Ð µ���Æ ������ª�������·d�(����� Ð ����µ���ª¬ì�·����¬ª���² ·
��µ ��µ���®!À©ä½ª¬�������Dô��(«d� Ð ���ÂË��Â��é����ï�´² �j��² ���'µ��Â�(² · Ì «���· Ì ² ·d�������?���Â��ì
·�ä½ª¬�+²Z·��à�'µ��à������«�����������®
°h�������Ö³����d����²Î����ª Ð �Ö���Â�7�Ø²?���¬·��ê������² ��«�·��Ö��·��ê���{��² � Ð Ó���®

������� [ ® ó � Ït��� Ð ��ª��d��ª�µ��ï«ÚäÙ·������´² Ð �����¬�{²�Æ�� Ð ·��d��³ ��������²�����ª Ð ��á�ª¬��«�· Ð ��ª¬µ��

°^z+°^z¢y ~ wSa�cb]$]�\©a�¥�w p w¸så_ cbv�a i £�w¸cbv
É ·d����ì�·��{��µ�ª¬�+�����¤Ë
�'�{«��{³���������²�����ª Ð �t��µ��������X«´²����+�Ø²¾�´² Ð �����¬� âd�¬�t��² Ð�Ð µ���«����������7² ·Q��������²�·V���

����µ
«�·�ªî�{����µ�³���������ª¬Æ����������j�¬µ�����ì
·d�(���(����³�ª��Í�?������æ Ì � â Ð äÙ���Â� È á È «�ª¬����á�Æ
ª¬����������«d�Í��µ �±²Î��ª�µ ��«�����ª������
²�������ª¬����� ®d��ª���² Ð µ������ Ì ª¬µ��Q��·d�+������������² ·ï�����+����µ����d��·d��² ����âd² �¬µ����å·��ï² ���'���$«�� Ð µ�·���²����h��·�ª¬�+·��Q��ª Ð«�� Ð µ�·���² ���X����µ�«�·dª���²�����«��?� ä½����� Ð ����ª Ð ª¬���{��µ����{����µñÆ µ�ì�·�����®Ú°h�������(² Ð ��ª�µ �9����µ��þ�d��·���ì
·d�(��·������Ö¶�����ª¬�
��� Ð ² �dª�ì�·�� âd��·��ê�Ø²(�¬ª�³����t«Úä»²�������� â

. . .
�$��·d�ê����«dµ�����² ³����+��µ�·����{�Ø²(��² Ð Ó�ª¬��� Q [ � R ®

Å ���d�����Íª����©����µ ³���² �Í�Í�+¶�µ�·����dª¬�n�Ø²{�Íµ�«�����ª¬��²���ª�µ��?«d��� Ð µ����d�å��ª�³�ª¬«�����â�·���«���· Ì ª�é����ê�'µ�·�� Ð ���¬�����«���� Ð µ������?��µ ·���������â!·��F����µ�ª���ª�é��Í�Í�$µ�·d�j�Ø²9��µ
«����¬ª���²���ª¬µ��*² ����µ�«dË
�´²���ª¬ì
·d��«���� Ð µ������?��µ ·���������â!���
�´² �Â��ª Ð ·���ª¬����«����Q�´² ������âå���Q·��M«�������ª¬������� Ð µ ����² Ð ���JáF��²;��µ
«�����ª���²���ª¬µ��L«����Ø²*����µ ³���������ª¬µ��2«�����²
��·�ª¬����²�� Ð �Ö���¬� Ð ����ª¬ì�·��X¶�µ�·�����ª��Ö² ·ï��������² ·þ���V¶�µ � Ð ��ª�µ��Q«��Ö��²(Æ
ªî���������Ö«�·ïÆ�������ì�·��Ö���{��µ ��µ��^��·���ªî�ê���
������Æ
ª Ð � ®
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Q Ü R ¼{9ÒlÁ ÕÖÅ °+Û ¹ Êh®½À©®¬â7°hµ��Í��·d��²���ª¬µ��´² �t���ç��Ó�µ
«��ïª��=�?·��î��ª��'µ
«dË0«�Ë���² ��ª Ð ��âê�b��������ª Ð �AÛt² �¬�ãâ
¹ ��³����çøhµ
µ
«���°h��ª¬ë$��â º �çø × ��������Ë â Ü ÿyÿ��

Q � R Ô ¹ Á�À Å �!®îâh°+²�� Ð ·d�7«d�����çë�µ��Â���Í��·��dª�����² ���¬���Í��µ��¬ª����������Í«��9��µË��������Z�ç��¶�µ �����V��·�ª¬����² � Ð ��â
Ñ Ó�é����¾«d��«dµ Ð ��µ���²���â Å ��ª¬Æ ������ª¬���Ö«���À�ª¬���¬�tÒ±â'×�² ��Æ
ª���� Ü ÿyÿyÿ

Q [ R Ôh¼XÁ7Á ¹ Ñ Õ ×d®½�!®îâ Ñ Á7ÒÂ¯ Õ ¼j®X�4£�¤�§ â'ÊeÔhÏ ÈhÑ Ó��?Ê´�����jÔåµ�«dËVÏ�ªØ² ³���² �¦9�ç��Ó�µ
«Ú®$ð{ª�������²���ª Ð² ��«ïÏ�Ë
�´²���ª Ð 9µ
«����¬ª���³¾µ ¶!²���ª Ì À¸��³ÍÁêµ��$µ���â
Ò¤������ª¬��·����Xµ ¶��
Ë
�Â�����Í�ê² ��«ïÁêµ��'µ ��ª Ð ��âdÀ¸��ª¬��²j�ç�
°hµ�ª��j����²dâd�!µ��Â��·�³�² �ãâ Ü ÿyÿ õ

Q Ø R ÒÂ� º ¼tÁ�Ï�Êh®îâ©¯{��������²���ª�µ��à«d���(��ì�·´²Î��ª�µ ���(«�·L��µ ·dÆ�����������«d�Q��Ë
����é��Í���Í�$µ��îË�² �Â��ª Ð ·��¬���?²�Æ � Ð����ª¬���Í��� Ð µ��Í�d����«����?��ª¬³�ª�«�ªî�����X�´² ��«����¾�?·��î��ª��d��ª Ð ²�����·����{«d��À�² ³���² ��³���â Ñ Ó�é�����«���«�µ Ð ��µ���²���â
Å ��ªîÆ�������ªî���Ö«����!µ ª¬��ª¬������â´Ït� Ð ���?����� Ü ÿyÿ��

Q   R ¯Ö¼ º ¼ º Ï ¹ ÁqÛ¾®îâ Ñ Ó�� Å ���¾µ ¶©²�°hµ�«d� È ³ ��������²���ª���³��
Ë
������� ¶�µ��^��Ó9Ït����ª¬Æ�²���ª�µ��ïµ ¶!��Ó�� ¹ ì
·�² È��ª¬µ����b¶�µ��nùMª¬��« Ñ ·�����ª����tÏ�Ë
�´² �Íª Ð ��â�× µ�·����´² �'µ ¶��©��µ�³ �������^² ��«�¼t���d��ª Ð ²���ª¬µ����bª��ÍùMª���«��!µøå���
°hµ���Æ�������ª¬µ�� Ñ � Ð Ó��dµ���µ�³�Ë�âeùMª��¬��Ëüû ��µ�����âbùMª¬��« ¹ �d����³�Ë�âbÄbµ���·��Í� ó â
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ÕXÐ ��µ ����� È Ït� Ð ���j�����j� ��� [

Q ó R 9Ò º Û Ñ Á7¼ º Ï¾®¬â ¹ ì
·�²���ª¬µ����nµ ¶¸�Íµ ��ª¬µ���µ ¶Ú�?·d�¬��ª¬�$µ
«dËj��Ë
�������Í�+ª�����Ó�� ¹ ��¼ È 9ÒlÏ^¼{�$â�Ò¤������� È�´²���ª�µ��´²��`°hµ��d¶�������� Ð �Xµ������´² Ð � Ð ��²�¶��^�
����· Ð ��·������+² �d«�9� Ð Ó´² ��ª Ð ² � Ñ ������ª���³ ¹ � Ñ ¹ °tâdÛ7µ�����² ��«Úâ
� Ø È � ó ¼�Æ
��ª�� Ü ÿ�ÿ Ü

Q � R ð ¹ À�À ¹ � º ®½Ïj®îâhù=ÁêÒÂ¯�Û Ñ ¼j®½Ïj®¬â Õ �d¯ ÕÖÕ Ï ÁÖ®¿A®îâåÄn²���ª�«�²���ª¬µ��Lµ ¶�²L9µ
«����7¶�µ���² Ñ øåµ ÈÔh�Ø²�«���«;Ê���� Ì ª¬�����ÍÁêµ ��µ �?�
Ë
�Â����� Ã!�b��µ�³�����������µþÏX²�����â º ²���ª¬µ��´² �©ùMª¬��« Ñ � Ð Ó��dµ���µ�³�ËF°h����������â
º ²���ª�µ���² �
Á7������øh² ���¬� ¹ ������³ Ë?À�² �'µ���²���µ��ÂË�âñùMª���« ¹ �d����³�Ë(�
Ë
�Í�$µ ��ª�·d�9âÎÁê����µ�â º �çÆ�² «´²dâ Ü�Ü È Ü Ø×�² ��Æ
ª���� Ü ÿ�ÿyÿ

Q õ R ð{¼ º ¹ Ñ ®½Á�®îâ�À ¹ ÄXÒ º � Õ º Ïj®Ù¼j®îâ�Ï�Ë
�´² �Íª Ð �hÃ Ñ Ód��µ��ÂË(² ��«?² �����¬ª Ð ²Î��ª�µ ����â� Ð ¯Ö��²øöÛ7ª����
Ôhµ
µ�ý
°hµ��Í�´² ³���Ë�â

1985Q ÿ R Û�¼ º � ¹ º A®½Û¾®îâ�Ò¤�Í����µñÆ ��«LVµ�«´²��hÏ�Ë
�´²���ª Ð �jµ�¶^ùMª���« Ñ ·�����ª��d���j��µþ¼�Æ�µ�ª¬«L�
�±²���� È ª���«d· Ð ��«ÄXª¬����²���ª�µ��d��â�× µ�·����´² �
µ ¶`�©��µ�³ �������©² ��«j¼t�����¬ª Ð ²���ª¬µ�����ª��jùMª¬��«?��µøh���n°hµ���Æ�������ª¬µ�� Ñ � Ð Ó���µ��¬µ�³ Ë âùMª��¬��Ëíû¢��µ�����â�ùMª���« ¹ ������³ Ë â`Äbµ ��·��Í� ó â
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Q Ü � R º Å ð Å À ù Å Ñ Û7Ò Õ �'¼{��ùq®îâdÀ¸¼ Õ ùZ¼ Ñ^Ñ ¼ º ¼ �$®îâ�V¼ º ¹b¹ ù�¼tÁ º Ñ ®îâdÏ7Ë���² ��ª Ð 9µ
«�����ª��d³

µ ¶ê² Õ ��� È øêÓ������+Áêµ��$µ��¾��Ë Å ��ª��d³ZðÖ² ����ä½�¾���ç��Ó�µ
«Úâ¸Ò¤���Â��ª¬��·d���Íµ ¶êÊ!ª����¬«*Á7µ��'µ ��ª Ð â Ñ Ó�² ª���² ��«Úâ� �����
Q Ü Ü R � Å � ®��4£`¤�§ âdÏ�Ë
�´² �Íª Ð 9µ ��ª��¬ª¬�¤Ë�øêª¬��Óþ�
ª���³��¬� È ùMÓ������¸°hµ��dæ�³�·���²Î��ª�µ �ÚâdÒ¤���������´²Î��ª�µ �´² �¸× µ ·����´²��

µ ¶�Á7µ��'µ ��ª Ð �êÁê������² � Ð ÓÚâ´Äbµ��ã® Ü8õ â No7
âd���Ú®���� õ È [yõ â Ü ÿyÿyÿQ Ü � R Ñ ¼ ºtº ¹ Á Û¾®»¯(®¬â'ð � ÁêÒ¤¼Xð Õ � ÕÖÅ À Õ �Vð(®¿×d®îâ$9µ���ª¬���Ö��²���ª���·d�Ø²���µ��+�Íµ�«������¬ª���³jøêªî��Óþð�²���� äÙ�

² ������µ�² Ð ÓÚâ º ²���ª¬µ��´² � Ñ � Ð Ó���ª Ð ² � Å �dª¬Æ�������ª¬�¤ËQµ ¶!¼+��Ód������â$Ê!��Æ
��ª¬���7� ��� Ü

Ø Ü



Q ÜR[ R Ôh¼ Å þ× Õ Û7¼ º�º Êh®��4£·¤�§ â [ Ï È V·��¬��ªhÔhµ
«dË;��ª¬�?·��Ø²Î��ª�µ ��µ ¶^ùMª���« Ñ ·d����ª¬�����jøêªî��Ó;Ê���� Ì ª¬�����°hµ��Í�$µ��d��������â Å ��ªîÆ�������ªî�¤Ë?µ ¶'¼�������ª¬��«Í� Ð ª���� Ð ���åÔåª����¬��¶�����«Úâ�Ï ¹ ùMÒ©þ²�³�² ÷�ª¬���
no21

â�¼^µ�èd�n�������
Q Ü Ø R �dÛ�¼tÔh¼ º ¼ö¼¾®½¼¾®¬âÎÏ�Ë
�´²���ª Ð ��µ ¶`9·d�¬��ª¬�$µ
«dË{�
Ë
����������â Ñ Ód� Å �dª¬Æ�������ª¬�¤ËÖµ ¶dÒ¤����ª¬��µ�ª¬�¸²���°hÓ�ª Ð ² ³�µ�â°+² �?����ª�«�³ � Å ��ªîÆ�������ªî�¤Ëï�©��������â Ü ÿyÿ��
Q Ü   R Ï Õ º ¯ÖÛ ÕÖÕ º À©®d�4£^¤�§ â$9·��¬��ª È í´� Ì ª��d��� È �$µ
«dËïÏ7Ë���² ��ª Ð ¼��´² �îË���ª��7µ ¶nÛ�µ ��ª�÷�µ����±² ��¼ Ì ª¬��ùMª¬��«

Ñ ·d����ª¬������ân� Ð Ó�µ
µ��^µ ¶7¼^����µ����´² Ð � ¹ �d³�ª���������ª���³�â©¯Ö��µ���³�ª�²þÒ¤���Â��ª¬��·d���ïµ ¶ Ñ � Ð Ó��dµ���µ�³�Ë�â©¼+����² ���±²dâÅ ��¼¾â´¼�Æ
��ª���� � ���
Q ÜRó R � ¹ ÁÚÄ ¹ Á7¼ ¯(®¬â Ït��Æ ����µ ���$��������� «ÚäÙ·���� �Í����Ó�µ�«dµ���µ�³ ª�� «d� Ð µ�·�����² ³�� «�Ë���² È��ª¬ì�·�� � ²�����µ
«dË
�´² �Íª�ì�·����'µ�·�� ����� ��µ ��µ���� «ÚäÙÓ����¬ª Ð µ �d��é���� â Å �dª¬Æ�������ª¬��� «Úä Õ ������² ����â Ñ Ó�é����«��Ö«�µ Ð ��µ ��²��ê��µ�·d������·��¾���9¼�Æ
��ª¬��� �����
Q Ü � R Ñ ÛtÁ ¹ �dÛ ¹ Á ÁÖ®Ùùq®îâ��
����· Ð ��·���² �å«dË
�´² �Íª Ð ² �´² �îË���ª���µ ¶^øêª��d«F��·�����ª�������Ë
�������Í��âbV� Ð Ó´² �dª Ð ²��

¹ ��³�ª��d������ª���³dâ Õ ����³ µ��9�
�±²���� Å ��ªîÆ�������ªî�¤Ë�â Ü ÿ õ�Ü
Q ÜRõ R À Õ ÔåÒ Ñ ÇJÏ¾®Ùùq®îâ�¼ º ²�������² � È Ô+² ����«V°hµ��Í��·d�����^�©��µ�³ ��² � Ê´µ��ê�
����· Ð ��·���² �ÚÏ�Ë
�´²���ª Ð ¼t�´²��¬Ë
��ª¬�

Õ ¶hÛ7µ���ª¬÷�µ�����² ��¼ Ì ª¬�XùMª���« Ñ ·�����ª�����â��d² �d«�ªØ² º ²���ª¬µ��´² �!À�² �'µ���²���µ���ª¬����â$ùMª��d« Ñ ·�����ª��d� Ñ � Ð Ó È��µ��¬µ�³ Ë�ânÏj®Ù¼j®h���'����²dâhÏ ÕÖ¹�� º ¼{��¼ �  ���� ó È ��â º ¼{��¼ °+Á È Ü ÿ�  Ø [ ��â©��� õ ÿ È ÿ¦��â©¼�����·dì
·d����ì�·���â
º µ�·�Æ���²�·�9� Ì ª¬ì�·�� â$þ² ª Ü ÿ õ Ø

Q Ü ÿ R ù=Á7ÒÂ¯ÖÛ Ñ ¼j®½Ïj®ö�4£³¤�§ ân�
ù ¹ °^� Ñ µøh����Ï�Ë
�´²���ª Ð �Í¼t�´² �îË
��ª���9�ç��Ó�µ
«���² ��«0Á7����·��î����ân�©��µ ÈÐ ����«�ª¬��³��9¶�µ �ï��Ó��AùMª¬��« Ñ ·�����ª����AÏ�Ë
�´² �Íª Ð �VùAµ���ý
��Ó�µ��Úâ º ¼X��¼�°hµ �d¶�������� Ð �F�©·����¬ª Ð ²Î��ª�µ �� Ü8õ   � Ï Õ{¹ ° Õ º Ê È õdÜ ����� ó â�� Ø È � ó Ê���Æ
��ª¬���
1981Q ��� R Ôh¼XÁ7À¸¼{OÏj®îâñÊ ¹ À�Ï{9¼ º ¹ ®îâñ��µ��¬·d��ª¬µ��Xµ ¶d°hµ����±² Ð �!�©��µ����¬���Í�Úª��{�Íª�����ª¬�����Â�±² ³ � Ð µ����d� Ð ��ª�µ��d�©Ã

º ¼X� Ñ Á7¼ º Æ ������·��ê9¼tÁ^°tâdÒ¤����² ���$¼�ª�� Ð ��²Î¶��åÒ¤�d«�·�������Ë â ¹ ·���µ��$��² �ï°hµ��d³��������+µ ¶¸°hµ��Í��·d�±²���ª�µ È�´² ��9����Ó�µ�«d�©ª��?¼�������ª¬��«?� Ð ª¬��� Ð ���n² ��« ¹ ��³ ª���������ª¬��³�ô ¹ °^° Õ 9¼X��õçâ
×�Ë�Æ*ý ��ý�Ë
�qýdâ�� Ø È � õ × ·dª����¬���� ��� Ø
Q � Ü R ð ¹ À�À ¹ � º ®»Ï¾®¬â�ù=Á7ÒÂ¯ÖÛ Ñ ¼j®½Ïj®¬â Õ ��¯ Õ�Õ Ï=Á�®»A®îâ�¼I����µ�³��������hÁ7���$µ ���nµ�����Ó��t°hÓ´² ��² Ð ������ª È÷�²���ª�µ��Í² �d«�9µ
«�����ª��d³{µ ¶Ú²{Æ�����Ë(í´� Ì ª����¬�êùMª¬��« Ñ ·d����ª¬���7Ït����ª�³��Úâ º ²���ª¬µ��´² ��ùMª���« Ñ � Ð Ó���µ ��µ�³ Ë°h����������â º ²Î��ª�µ �´² �eÁê���d��øh² ����� ¹ ������³ ËJÀ�² �'µ���²���µ��ÂË�â�ùMª¬��« ¹ ������³ Ë*�
Ë
�Í�$µ���ª�·��VâÚÁê���dµ�â º � ÈÆ�² «´²dâ Ü Ü È Ü Ø ×�²���Æ
ª¬��� Ü ÿyÿyÿ
Q � � R Ô ¹ Á�À Å �!®îâ©�'¼XÀ Å °+Û¦Ôt®îâ©¼ Ð µ��Í��·d����� È ² ª¬«���«L² �d����µ�² Ð Óöµ ¶���µ�² «��?������«�ª Ð ��ª�µ��à¶�µ��(Û7¼�ù Ñ�´² ����«Vµ��Ví�� Ì ª����¬�{�?·��î��ª��'µ
«dË�«�Ë���² ��ª Ð ��â ¹ °åù ¹ °tâ Ü ÿ�ÿyÿ
Q � [ R Ô Å Á Ñ Õ º Ñ ®¯�4£;¤�§ âdùMª��d« ¹ ������³ ËVÛ�² ��«��'µ
µ�ý`âdùMª��¬��Ëíû¢��µ�����â$� ��� Ü
Q � Ø R  Å À�× ¼tÏtÒ ¹ ®¬âbÔ Å Ñ^Ñ ¹ Á�Ê!Ò ¹ À�Ï °t®½�!®îâb�©ª¬� Ð Ó È °hµ�������µ��¬����«àÄn² ��ªØ² �d��� È ���'����«FùMª¬��« Ñ ·d����ª¬���¯Ö��������²���ª¬µ��Úâ��©��������������«L²�����Ód�

19th Ò ¹b¹n¹ Ò¤��«d·�������Ë*¼t���d��ª Ð ²���ª¬µ�����â¸�©Ó�µ�����ª Ì â�¼t��ª�÷�µ��´²dâ [ È �ÕXÐ ��µ ����� Ü ÿyÿ�ÿ
Q �   R Á7¼ º ð{Ò º ¹ ùq®»×d®¿*®¬â Õ ����Ó������ Ð Ó´² ��ª Ð ² �`����ª�� Ð ª��'��µ ¶¸��Ó��X² Ð ��ª¬µ���µ�¶¸����µ �$������������â Ñ ��²�����² Ð ��ª¬µ��µ ¶ Ñ Ó��¾Ò¤�d����ªî��·d���{µ ¶ º ²�Æ�² �¸¼t� Ð Ó�ª¬��� Ð ����â´Æ�µ � ó â Ü8õyó  
Q � ó R ÊeÁ Õ{Å Ï ¹ ùq®¬â Õ �Q��Ód����������������² ��Ë������Ø²���ª�µ����'���¤øå�����Z��ªî� Ð ÓÚâ�����ª¬�ï² ��«V����µ��d·�����ª¬Æ��{�4Y Ð ª���� Ð Ë â

Ñ ��² ����² Ð ��ª�µ��ïµ ¶ Ñ Ó���Ò¤������ª¬��·����Öµ ¶ º ²�Æ�² �Ú¼t� Ð Ó�ª¬��� Ð ����â´Æ µ�� Ü ÿdâ Ü ÿ¦� õ
Q ��� R  Å À Ñ Õ º Ôt®@�4£þ¤�§ â ¹ ��²��{«��(� ä»²����X«�² ���X�¬���{² ����µ�³ ��������²�����·��{����� Ð ����ª�ì�·�����âÚÀ¸����ª��X¼��������d����«��

Ôh���ç�±² ³ ���t«��t�ãä ¹ º ��°+² Ð Ó´²��Úâ ¹�Ì ����² ª¬�å«�·���² ���'µ����h«��t�ÂË�����Ó�é���� ¹ °+ÁêÒ º UjÀ©ä ¹ �¬� Ð ����µ ��ª�ì�·���«��
�©·�ª�����² � Ð ��Äb� Ð ����·��ê«Úä Õ �d��ª¬��ª¬��²���ª�µ��Q��µ�·��ê����� ¹ ������³�ª�����Áê���dµ�·dÆ����Ø² �d������â'þ² ª�� � ���

Q � õ R ø^ø^øÖ®½�����´² Ð � È ��µ��¬ª����Ú®Ù¶�� � ¹ µ���ª¬��� � ³���������²���®½Ó���� Ã���ªî���^��·��©�ãäÙ��������³�ª¬�^��µ��¬ª��������+����� Ð ª���²����n�¬��� Ð ²���² Ð È������ª��Â��ª¬ì
·d���ê«��Ö�Ø²?³���������²�����ª Ð �
Ø �



Q �Hÿ R Ï ¹ ��� Õ{Å Ï ¹ A®îâ�Vµ ����·����^²���Ë
� Ð Ó���µ������ È °hÓ�µ�ª Ì �ç�+����µ����¬é��Í��� Ð µ������ Ì ����â Ñ � Ð Ó���ª�ì�·����^���h«���ãäÙÒ¤��³�����ª���·���â Ñ ��²�ª¬����¯{���dª��{���¬� Ð ����ª¬ì�·�����â`Ï [ Ø ÿ���â Ü ÿyÿ ó
Q [ � R À ¹ ° Õ º7Ñ ¹ �!®îâeÁê¼X�©Ò º A®îâb��Ç ¹ °+Û ¹ º � Ò ¹ ®¬â ¹ µ��¬ª�����������â Ñ � Ð Ó��dª�ì�·������ç�(«��Q�ãäÙÒ¤��³�����ª���·���â

Ñ ��² ª¬����¯Ö����ª��{�Í� Ð ² ��ª¬ì
·d� â`Ô^ Ø ó Ø �dâ Ü ÿyÿyÿ

Ø [



e f ÚJg 	Po�o� ÿ

j ßom Ý 	;� Ú �	/j � ß�� � Ú � 	�� kà�

�Nt�u � K z [¯I �NaN]åz�} I6K
À���¶�µ�����² ��ª¬���Í��«��QðÖ² ����âe² ·�ì�·����+¼t�Íª���µ�· Ð Ó�� Q Ü R ²�² ���'µ�������«�����² �Í����ª¬µ���²Î��ª�µ ����â�²þ«dµ�� Ð �����

Ð Ó�µ�ª¬��ª!²�æ´�Z«��j��µ
«����¬ª������7��� Ð µ��Í�$µ �������������X«dË
�´² �Íª�ì�·��¾«��?��²���² Ð Ó�ª��d�j����·�«�ª¬��� ®�°h�������(�Í����Ó�µ�«d�
�����$µ����Ö��·��ê�Ø²(�Íª����{���V��ì�·´²���ª�µ��V«�·V��Ë
����é��Í�¾�ç��·�«�ª¬� â Ð ��ì�·�ª��'�������ç������²(«��Ö�����Íµ��������7² · Ì �çë�µ��Â����â
����¶%² Ð ª���ªî�����j��µ �ö����² ª¬�����Í�����Í² �¬³�µ���ªî��Ó��Íª�ì�·���® ¹ �¬�����������´² �����9��·��Í·����ï¶�µ����?·d�Ø²���ª�µ��F«d���Í��Ë
����é��Í���
�?·��î��ª Ð µ����d����µ�·����¬���Ö²�Æ�� Ð ²����'µ������ Ð ��� Ð �(��µ��$µ ��µ�³�ª¬ì�·��¾�ç�Ö��·��{��²���µ ��ª�µ��þ«��?Æ
ª¬���������(�´² ����ª���������®'Àbä½² � È�$µ ����� Ð ��� Ð ��«�� Ð ��ªî�^��� Ð Ó�����ª¬�����Í�����ê��������� Ð Ó´² ì�·�� Ð µ������ê�ç�ê�$�����Í���ê·����Ö«���� Ð ��ª�����ª�µ � Ð ª��d����²���ª¬ì
·d�
·���ªîÆ�µ
ì
·d�9«��V�Ø²J��² Ð Ó�ª��d� Q Ü ân� R ®nÀ¸���Í� Ì ����������ª�µ�������� Ð ·�����ª¬Æ ����«d������ì�·´²���ª¬µ����Í«��V�Ø²�«dË
�´² �Íª�ì�·���â
² ����µ Ð ª�������áÍ� ä½·d��ª��¬ª���²Î��ª�µ ��«�·V¶�µ�����² ��ª¬���Í�t«��¾ðÖ² ����â`¶%² Ð ª��¬ª¬�������^�Ø²��Íª����{���þ��ì
·�²���ª¬µ��þ«�·V��Ë
�Â��é��Í�j�ç�
��µ��F����² ªî�����������?² ��³ µ���ªî��Ó��Íª�ì�·������?ª��d¶�µ�����²Î��ª�ì�·���â���² ���(ì�·ÚäÙª��n��µ ª¬�(��� Ð ������²�ª����Q«d������µ Ð ��«�����áZ·d���
ì�·���� Ð µ���ì�·��Ö��ª��Í����ªîæ Ð ²���ª�µ���®

°h��¶�µ ����² ��ª¬���Í�¾�����¾² �����¬ª�ì�·���² · ÌJÐ µ�������² ·�����ª©��ª¬���*��ª�³ ª�«����Xì�·�����µ�·��d������®�À�²ï�d�����Íª�é����(�ç�±² �'�
����² ª¬����«��A��²à��ª¬���J���I���Ø² Ð �J«Úä½·d� ����µ ³���² �Í�Í�Z«�� Ð ² � Ð ·��Ö�'µ�·��ï����� Ð µ����d�9��ª�³�ª¬«�����® Ñ ² �d«�ª��ïì�·��
�Ø²ï«���· Ì ª¬é��Í������� Ð µ�����² Ð �����Q² ·*¶�µ�����² �¬ª����Í�?«���� Ð µ �����¾��µ�·��d������®���µ�·�� Ð ����²dâ���µ�·��j²�Æ�µ����j«Úä»²��$µ���«
���������������h��² Ð ª�������²Î��ª�ì�·��©«d·j��Ë
�Â��é��Í�h�j·��¬��ª Ð µ �����¸�ç�!��²^��µ
«����¬ª���²���ª¬µ��X«�������ë$µ��Â����ì�·�ª
² ³�ª����������!��·d�!�¬�
��Ë
����é��Í� ®Î°h� Ð ª�²^������·�ª¬���b�$�����Íª��Ú«�� Ð µ���������·�ª¬���©«���� Ð µ
��Y Ð ª¬��������Æ�����ª¬æ´² �����ãäÙ��ì�·´²���ª�µ��{«��b�Íµ�·dÆ ���Í�����
��� Ð ����������«���� Ð µ�������² ª�������� Ð ª��d����²���ª¬ì
·d����ì
·d�h��·d��ª¬��µ�·¾��µ��j�¬�å�ÂË
����é���� Q Ü R ®�°h� Ð ªd²^æ´�´²������Í������² �'µ�·d��ª
á;·��M��Ë
�Â��é��Í��«ÚäÙ��ì�·´²���ª�µ��d�Qì
·dª{²F�����Z������µ��¬·2�´² ��·��d�����ç��Ó�µ
«��Z«ÚäÙª�������³���²���ª¬µ��0�������'µ��������¬� ®nÀ�²
����µ�ª���ª�é��Í�7�´² ����ª��X��ä»²Î���±² Ð Ó��Öá?«�� Ð ��ª¬���{���t��µ
«�é��¬�t·d��ª��¬ª����7�'µ�·��^��� Ð ² � Ð ·���«��t¶�µ�� Ð ���7² ����µ
«dË
�´² �Íª�ì�·����
��·��©�¬���©�´²�������®�À�²{«�������ª�é����ö¿À��Á4£+Â¢ÃÅÄíÍ¦��Í7² �'µ���«��^�ãäÙª�������³���²Î��ª�µ �j«����h² ·�������� Ð µ��Í�'µ���² �����tô�³����d����²Î����ª Ð ��õ² ª��d��ªÚì�·��Ö�Ø² Ð µ������ Ì ª¬µ��V² ·V��������² ·V���¬� Ð ����ª¬ì�·�� â`²�æ��9«��Ö«�ª¬���'µ������^«ÚäÙ·��9�Íµ
«�é��¬� Ð µ��Í�����ç��®

ØyØ



�Nt�s x I �íx^~�} M yÖz�} IVK �Na ] I ì É I·[ z��^ì � K z �ïî K yÔì } _baQ� �Q� M M î M��
z�ù^ì � M ì aQ~çz�}�] I·[ É M [ }���}��ï� M

ºþz½y`z}{ ¡ kÂs i�p ce_dklu+v�w ¥tw¸£à£�¨^£�_ãó p w¸£ p v�m¤_�kl]�\©a g £öadk7�nkl¥�w¸£
ò��Oñ/�Gâ1�Gâ � ðføRêyæ/ë���å?ëÖç�äbè@��é�ä ø���ø�åAøÈú ð¿ú é¥ï�å?ëGêyçZæÅ�¥ø
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Boucle fermée
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Boucle ouverte

������� Ø ® Ü � �
Ë
����é������?·��î��ª Ð µ������^á(�$µ · Ð �¬���^¶����������{���7µ�·dÆ �������

Référentiel fixe

^Pylone

+ moyeu
Ligne d’arbre

Nacelle Pale 2

Pale 1

Pale 3

������� Ø ®»� � Ñ µ��'µ���µ�³ ª��{² ���$µ ����� Ð �������¾«�ä½·��d����µ���ª¬�����d�X����ª¬�´² �¬�
Å �þ�ÂË
����é����j�?·��¬��ª Ð µ������ê�'��·d�¾ô������¾«�� Ð ��ª¬� Ð µ ���Í�Ö·��þ���������?�����¾«�� Ð µ����d�t��ª¬³�ª�«d���êµ�·þ��µ�·����¬����â

��ª¬���Ú�¬���¸·�����² · Ì ² ·d���������´²��¸«���� Ð µ�������² ª¬������� Ð ª¬������²���ª�ì�·����������$µ ·dÆ�² ����¶�µ ���Í���Ú«������$µ�· Ð ������µ�·dÆ����������
Ø  



µ�·�¶������������¾ô��������¨�^¸����õç® ¹ � Ð �{ì
·dª Ð µ�� Ð �������Ö��µ �����X����²Æ�² ª¬�ãâ
�ãäÙ��µ��¬ª��������X����� Ð µ ����ª¬«�������� Ð µ��Í�Í�X·��
��Ë
����é��Í�Ö�?·��¬��ª Ð µ������h«�µ����7�����ê«�ªîë������������ Ð µ������ê��µ����jô��������¨�þ¸��q�ÎõtÃ

� �¬�{��Ë
�¡p���� â
� ��²���² Ð ��������â
� ��²��¬ª�³��d�X«Úä½² ������� â
� �¬�{��µË���·
� �ç���¬���ê�´² �¬����®

ÏX² ���t��� Ð ² �X«ÚäÙ·����(�Íµ
«����¬ª���²Î��ª�µ �V«d� Ð µ������X��ª¬³�ª�«d����â`�¬���X�Íµ�·dÆ ���Í�������{�����Ø²Î��ª¬¶��7���������?�¬���X«�ªîë������������
Ð µ������h�d�t��µ ��� Ð µ��Í�$µ �����åì�·��t«��t��µ ��²���ª¬µ�����ô%��²¾�´² Ð ���¬���ê��µ�·������X²�·d��µ�·d�å«�·���Ë
�¡p���� â
�Ø²���ª¬³����ê«Úä½² �������
��µ�·d�����{«´²����ê�Ø²(�´² Ð �����¬� â��¬���^�´²������ê²�·d��µ�·d�7«d·9�ÍµË���·;ô ²���³����t«�� Ð ² ��² ³��õPâ´² ª¬����ªÚ«d����·�ª¬���

. . .
õç®

�b·dª���ì�·��^� ä½µ �?���+����² ª¬���hª Ð ªdì�·��^�¬� Ð ² �©«���� Ð µ����d�©��ª�³ ª�«�����âÎ�Ø²�¶�µ����?·���²���ª¬µ��¾ì�·�ª�Æ ²«ôç�����+«���Æ ���¬µ����'���
���Ö��������«���²Í��� Ð µ��������{ì�·��Ö�����7��µ �±²Î��ª�µ ����®

��² �^��²j��·�ªî����â�µ��ï² ���'���¬������²
nsol

���X��µ �?�����t«�� Ð µ������ Ð µ ���'µ���²����ê�¬�t�ÂË��Â��é����Ö�?·��î��ª Ð µ������h�ç� Bi��� Ð µ����d��«ÚäÙª��d«�ª Ð � i ®
ò��Oñ/�Gâ1�Yñ �%$ ��æ?ðføRøRëÖç�ä�è�ðføýúûîjå8æ/ëGêyðÈø è�ð¿æ?ç4å8îjå?ëÖçPä
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0O

������� Ø ® [ � Vµ�«�����ª¬��²���ª�µ��9«Úä½·d��� Ð Ó´²�ò���� Ð ª¬������²���ª¬ì�·�� Ð µ ���'µ�����² ���t����µ�ª¬� Ð µ������Ö² «Îÿ�² Ð ������� Bi â Bj���
Bk

ÏX² ���ï·��=����µ ����é�����«��J«dË
�´²���ª¬ì
·d� â^ª��t�����ï¶%² Ð ª��¬�Z«ÚäÙ� Ì ����ª¬�����Q«´² ���ï·��=�����$é����*³�² �¬ª�������� <0���Z�Íµ�·dÆ ���Í�����V«�����µ��±²���ª�µ��2«���� Ð µ������ï���=·d��ª¬��ª���² ����«����ï�����'é������9²�����² Ð Ó����9á Ð ���ï«�������ª�������® Å �
Ð Ó´² ��³ ���Í�����Ö«��(�´² ���(���Â�j²���µ���������² ª¬��� Ð µ ���Í�j·��d�(��· Ð�Ð ������ª¬µ��;«��(��µ �±²Î��ª�µ ���t«Úä½² ��³ ������æ´��ª���®¸�!µ ·��
Ð µ��d�´²�ò������(�¬���{Æ�² ����·����Ö«�� Ð ���j��µ �±²���ª�µ��d�X�´² �Ö��²����$µ ���¾² ·*����¶�����������ª���� <0 â¸�¬� Ð Ó´² ��³����������j«��Í�´² ���
² ����µ Ð ª���á Ð Ó´² ì�·�� Ð µ������¾²ï�'����µ�ª��*«Úä�ô������Í� Ì ����ª Ð ªî��� ®ÚÏX² ��� Ð �Íì�·�ª©��·dª¬��â¸�dµ�·���² ���¬µ����Ö² «dµ��d������â¸�´²��
Ð µ���Æ ������ª¬µ��Úâ´�����ê��µ �±²Î��ª�µ ���+��·dª¬Æ�² �������?ô´�����E�¨�^¸��¶µñõtÃ

� 0
������²��ãäÙª���«dª Ð �t«�·9����¶�����������ª����¸³�² ��ª¬������� <0 â

� 1
������²��ãäÙª���«dª Ð �t«�·9�d�����Íª���� Ð µ �����7²����±² Ð Ó���á��Ø²?�´²����

B0 â
� k

������²��ãäÙª���«dª Ð �t«��
Bk â´²����±² Ð Ód�¾²�·9����¶�����������ª¬��� <k

Ø ó



� j
������²Í� ä½ª¬��«�ª Ð �X«��

Bj â Ð µ �����7² «Îÿ�² Ð ������á
Bk â Ð ä½����� È á È «�ª����{����� Ð ��«d����� Bk â

� i
������²��ãäÙª���«dª Ð �t«��

Bi â Ð µ������7² «ñÿ�² Ð ������á
Bj ®

°hµ��Í���X��²j����² ����¶�µ ����²���ª¬µ����ÚäÙ���Â�t�´²�� Ð µ��Í�?·d��²���ªîÆ�� âdª���� Ì ª������Ö����·���ª���·����+¶%²�Ç�µ����ê«��Ö«��çæ´��ª��^� ä½µ ��«����
«´² ��������ì�·����dª¬�������ÂÆ�ª¬�����d�����©������«�ªîë��������������©��µ �±²���ª�µ��d��®Î�!µ�·d� Ð ���Ø²t��µ ·��©²�Æ�µ��d�b² «�µ��d���+��� Ð Ó´² ��³ ���Í�����
«��X�´²����X«Úä ¹ ·�������â�ì
·dªÚ«����Í��·d���X�¬�t���¬·��h·d��ª��¬ª�����®
�!µ�·��^·d� Ð Ó´² ��³����������^«��X�´²����{ì�·���� Ð µ��dì
·d� â�ª¬�'¶%² ·��² ��µ ��������µ�ª¬�b² ��³��¬���©��ª¬��ª¬�Ø² ª¬������á Ð ��· Ì «Úä ¹ ·d������â���² �d�n������������«d���7�Ø²{«����dµ���ª¬�´²���ª�µ��?�dµ�����² ��ª¬�����^á Ð ��· Ì«Úä ¹ ·d������â��'µ�·��ê�´² �������ê«�� <j á <k â´��µ�ª¬�����ÖÃ

� αk �$µ�·d�7��² �������ê«�� <j á <′′ k â
� βk �'µ�·��^�´² ��������«�� <′′ k á <′k ���
� γk �$µ ·��^�´² �������7«�� <′k á <k ®

n1
−> k

n−> k
2

n−> k
3

Rk

−>
n’1

k

−>
n’ k

3

−>
n’ k

2

kR’
n’’1
−> k

n’’
−> k
2

n’’
−> k
3

kR’’
n1
−> j

n−> j
3

n−> j
2

jR
γ k

[R  ]kj
γ

β
k

[R  ]kj
β

k
α

[R  ]α
kj

������� Ø ® Ø � °hÓ´² ��³ ���Í�����7«��Ö�´² ���Ö«�· Ð µ ����� Bj Æ �����
Bk

n" k
3

αk n j
3

n" k
2

αk

n2
j

n1"
kn1

j
kO

n
k

’3
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k

3

n
k
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"
k
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k

n1
k
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βk

kO

n3
k

n2
k

n1
k

kO

n’
k

3

n’
k

2

n1’
k

γ k

γ k

(a) (b) (c)

������� Ø ®¿  � Õ ��«����Ö«����^����² ���Â¶�µ�����²���ª¬µ����+«�ä ¹ ·��¬���ê�$µ ·��^�´² �������7«�·ï�����$é���� <k á <j

¼ Ð ���å����µ�ª¬�h² �d³������å��µ����ê² ����µ Ð ª����h«����h��²�����ª Ð ���å«d�t�´² ����² ³ �X«�µ����+�¬���n� Ì ����������ª�µ��d�^��µ����+«dµ�����������´² �Íô Ø ® Ü õçâbô Ø ®¿� õt����ô Ø ® [ õP®�À�²Q��²�����ª Ð � [Rkj
α

] «�� Ð Ó�² ��³�����������«����´²����Í«�� <j á <′′ k ô����������Ò¸��¹¸
õ
��µ�����ì�·��{��²���µ �±²Î��ª�µ �

αk ��ä½�çë�� Ð ��·d�?² ·d��µ�·��^«�·V�������Íª����ê² Ì �Ö«�� <j ô��������¨�^¸���Í
(a)

õ+��ä½� Ð ��ªî�ÖÃ

[
Rkj

α

]
=




1 0 0
0 cosαk sinαk

0 − sinαk cosαk




ô Ø ® Ü õ

Ø �



À�²þ��²Î����ª Ð � [Rkj
β

] «�� Ð Ó´² ��³ ���Í������«��Q�´² ���Q«�� <′′ k á <′ k ô����������³¸��¹¸
õ��¬µ�����ì
·d�Q�Ø²þ��µ �±²���ª�µ��
βk��äÙ��ë$� Ð ��·��¾² ·d��µ�·��^«�·V«���· Ì ª¬é��Í��² Ì ��«d� <′′ k ô��������¨�þ¸���Í

(b)
õ+��äÙ� Ð ��ªî�ÖÃ

[
Rkj

β

]
=




cos βk 0 − sin βk

0 1 0
sin βk 0 cos βk




ô Ø ®¿� õ

¹ �¾��²���²Î����ª Ð � [Rkj
γ

] «�� Ð Ó´² ��³ ���Í������«�����² ����«�� <′k á <k ô´�����E�¨�Ô¸��¹¸
õt�¬µ�����ì
·d�Í��²Q��µ ��²���ª¬µ��
γk��äÙ��ë$� Ð ��·��¾² ·d��µ�·��^«�·ï����µ�ª���ª�é��Í�{² Ì �Ö«�� <′ k ô´�����E�¨�þ¸���Í

(c)
õ^��ä½� Ð ��ª¬��Ã

[
Rkj

γ

]
=




cos γk sin γk 0
− sin γk cos γk 0

0 0 1




ô Ø ® [ õ
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0R

g

xz

y

(0)

(2)

(1)

(7)

(3)

(5)(4)

(6)

(8)

(9)

������� Ø ® ó � ¹�Ì ���Í�����Ö«��Ö�ÂË��Â��é������?·��î��ª Ð µ����d�
�!µ�·��b«�� Ð ��ª����ê�¬�^��Ë
����é��Í���?·d�¬��ª Ð µ�������â���µ�·d�����b�����b��ªØ²�ª���µ �������������7����� Ð µ����d�n«dµ�ª¬Æ ������ô�������«d��æ´��ª¬����®

�!µ�·d� Ð ���Ø²dâeµ � Ð �����Q·��à�±² �d����²�·à����� Ð ª���² �����Ø²þ��²���·����Q«�� Ð ���(��ª�² ª���µ�����®!�!µ ·��(ª��¬��·��Â������� Ð � Ð ªãâe��µ ·��² ���¬µ���� Ð µ�����ª�«���������� ä½� Ì �����d���X«��Ö��²Ò�������¨�^¸���Ït«´² ���ê����ì�·����¸��µ ·��t²�Æ µ����
9 Ð µ������¾ô

nsol = 9
õç®

Õ �*«��çæ´��ª¬�¾² �¬µ����Ö·��JÆ�� Ð ����·�� {Γ1}
«�µ����¾������ª¬��«�ª Ð ���Ö��µ����j��² ��³�����«�² �����ãäÙµ���«���� Ð ��µ ª�����² ����«����

ª���«dª Ð ����«���� Ð µ ����� Ð µ����'µ���² ���e���å��Ë
����é��Í� ® {Γ1}
�����©�¬�åÆ � Ð ����·��©«d���©ª��d«�ª Ð ����Uh«d��� Ð µ������b²�«Îÿ�² Ð ��������W«´² ���©�¬��ì�·����

Γ1 (k)
�����n�ãäÙª���«dª Ð �h«�· Ð µ������©����� Ð ��«������ Bk ��ª¬��·��êá{�Ø²

kième �$µ ��ª¬��ª�µ��j«´² ��� {Γ1}
®�Ït² ���

�ãäÙ� Ì ���Í���¬�X«��Ö�Ø²ö����������¸���ÏÎâ {Γ1}
�����ê�����¸ì�·���Ã

{Γ1}T =
(

0 1 2 3 3 4 3 6 8
) ô Ø ® Ø õ

Ø õ



��² �Í� Ì �������¬� ân�ãäÙª���«dª Ð �ï«�· Ð µ������Q² «ñÿ�² Ð ������á
B8 �����

Γ1 (8)
ân��µ�ª¬����� Ð µ ����� B6 ��ªî��·��9áA��²

8ième�$µ ��ª¬��ª�µ���«´² ��� {Γ1}
® Õ �V��µ ������²��(�ãäÙª���«dª Ð �t«�· Ð µ����d��²�«Îÿ�² Ð �����táÍ�QÃ

Γ1 (0) = 0
ô Ø ®» �õ

(Γ (i,k) = Γ1 Γ(i−1,k))

(1,k) = kΓ
Γ1(k)(2,k) = Γ

INITIALISATION

k = 1, nsolPour

i = 3, nconnPour

k = 1, nsolPour

������� Ø ®�� � Õ ��³�²���ª�³���² �Í���7�$�����Í�����±² ���7«�� Ð µ��d������·�ª����{�Ø²(��²�����ª Ð �t«Úä»²��$µ������ Ð ��� Ð � [Γ]

¼ ��² ����ª��Ú«�·ÖÆ�� Ð ����·�� {Γ1}
â�µ�� Ð µ��d������·�ª¬��·d���å��²�����ª Ð � [Γ]

® ¹ ���¬�e��������áê� Ì ����ª¬�����¸��� Ð Ó�����ª¬�����Í�����
«��Ö�Ø² Ð Ó´²�ò����Ö«���� Ð µ������7������ª¬���^������������· Ì Æ �����7���{����¶�����������ª���� <0 ®`À¸�Ö��µ��?�����Ö«�� Ð µ��¬µ��������7«d� Ð ���������²Î����ª Ð �+�����n���^�dµ��?�����7«d� Ð µ����d�n«d·��ÂË��Â��é�����®d°h�ç����� Ð µ���������· Ð ��ª¬µ�����ä½�çë�� Ð ��·��������d��·���ª���·d���b����² �$���êÃ

� a)
�Ø²?�d�����Íª�é����{�¬ª�³����t«��

[Γ]
������������«þ�¬���^ª¬��«�ª Ð ���^«�� {Γ1}

â
� b)

�Ø²Ö«���· Ì ª¬é��Í���¬ª�³����^«d�
[Γ]

â���µ�ªî� {Γ2}T
â�����³���µ�·��'���¬���nª���«�ª Ð ���å«����ÒU Ð µ������+²�«Îÿ�² Ð �������¯W�² · Ìª¬��«�ª Ð ���ê«�� {Γ1}

â���µ�ª¬�ê«�² ���ê�ãäÙ� Ì ���Í���¬�{«��Ö�Ø²%���������þ¸���Ïbä
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Γ1 (Γ1 (1)) = Γ1 (0) = 0
Γ1 (Γ1 (2)) = Γ1 (1) = 0
Γ1 (Γ1 (3)) = Γ1 (2) = 1
Γ1 (Γ1 (4)) = Γ1 (3) = 2
Γ1 (Γ1 (5)) = Γ1 (3) = 2

et ainsi de suite

ô Ø ® ó õ

Ð �¾ì�·�ª¸«�µ �����
{Γ2}T =

(
0 0 1 2 2 3 2 4 6

) ô Ø ®�� õ
� c)

�´² �ê��� Ð ·�����ªîÆ�ªî���Ö�'µ�·��ê�����7ª¬��«�ª Ð ��� i > 2 (i = 3, . . . , nconn − 1)
ô��������¨�þ¸��½ÑPõçâ

nconn

����² ���
�¬�^��µ��?�����^«�� Ð µ ����� Ì ª¬µ����b��² Ì ª¬��²�������«´² �d�n�¬�+��Ë
�Â��é��Í�7�?·��¬��ª Ð µ�������â�µ �Í�d��µ Ð é�«d�7«d�^�Ø²X�ýô��Í�
¶%²�Ç�µ��Vì
·�ä½���

b)
Ã

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Γi (1) = Γ1 (Γi−1 (1))
Γi (2) = Γ1 (Γi−1 (2))®®®
Γi (nsol) = Γ1 (Γi−1 (nsol))

ô Ø ® õ õ

Ø ÿ



�!µ�·d�7��²?«�������ª�é����Ö��ª¬³����
i = nconn

â´��µ�·d�7µ �d������µ����ÖÃ

{Γnconn
}T =

(
0 · · · 0

) ô Ø ®,ÿ�õ
À�²Í��²�����ª Ð � [Γ]

«Úä½² ���'µ������ Ð ��� Ð �?���Â�tµ �d�����
·d�j�´² � Ð µ�� Ð ²Î������²���ª¬µ��9«d�¾� ä½���������?�����Ö«����7Æ � Ð ����·d� {Γi}
(i = 1, . . . , nconn)

â´��µ�ª¬�{Ã

[Γ] =




{Γ1}T®®®
{Γnconn

}T




ô Ø ® Ü ��õ

À��{�dµ��?�����{«�� Ð µ����d� Ì ª�µ��d�^�����7����¶�������� Ð �Ö«´² ���ê����Æ�� Ð ����·�� {H} ®´ÏX²����ê�ãäÙ� Ì ���Í����������²�ª¬����âd���������
��� Ð µ����d� B8 ���7�¬�X���ç¶�����������ª���� <0 «ÚäÙª���«�ª Ð � 0

â�ª���ËQ²
6 Ð µ������ Ì ª¬µ�����â Ð �Öì
·dª¸«�µ�������Ã

H (8) = 6
ô Ø ® Ü�Ü õ

Ò Ð ªãâ nconn

Æ�² ·d�
7
®�À¸�(£½¤¦¥ §q��¤��(¸����Í«�µ �����Í�Ø²ï��²�����ª Ð �(«Úä½² ���'µ������ Ð ��� Ð � [Γ]

«d���ãäÙ� Ì �������¬�(«�����²
�����E�¨�^¸���Ït����Ã

{H}T =
(

1 2 3 4 4 5 4 6 7
) ô Ø ® Ü � õ

Ü � [ Ø   ó � õ ÿ ← Õ ��«����Ö«����êª��d«�ª Ð ���� Ü � [ [ Ø [ ó õ ← {Γ1}T®®® � Ü � � [ � Ø ó ← {Γ2}T®®® ®®® � Ü Ü � Ü [ Ø ← {Γ3}T®®® ®®® ®®® � � Ü � � [ ← {Γ4}T®®® ®®® ®®® ®®® ®®® � ®®® Ü � ← {Γ5}T®®® ®®® ®®® ®®® ®®® ®®® ®®® � Ü ← {Γ6}T� � � � � � � � � ← {Γ7}T

¬@¯®�� Ø ® Ü � þ²�����ª Ð �{«Úä»²����'µ������ Ð ��� Ð � [Γ]
«d·9�ÂË��Â��é������?·��î��ª Ð µ����d�+«��Ö�Ø²ö����������¸���Ï

ÏX² ���n���ê����µ�³���²����Í�^«�� Ð ² � Ð ·�� â�����·d� {Γ1}
���Â�h���$� Ð ª¬æ�� Ð µ����Í�ê·����7«�µ����d���7«Úä½����������� ® Å ��²���³�µ È��ªî��Ó��Í� Ð µ���������·�ªî� [Γ]

�ç� {H} ² ·���µ���²���ª¬ì�·����Í������â$�´² �{��� Ð ·d������� Ð ��â¸«Úä½² ����é��Ö�Ø²�����µ Ð ��«�·����(«�� Ð ��ªî���
Ð ª È «�������·d�{ô��������¨�`¸��½ÑPõP® Õ �Í����µ�·dÆ�����²j� ä»²����'µ������ Ð ��� Ð ��«��t� ä½��µ���ª¬�����d�7«�² ���h��²B¿À��Á4£�Â¢ÃÅÄ�Í¦��Í ®
ÀbäÙ� Ì �������¬�
«��Ö�Ø²%�������¨�þ¸���ÏÎâ�ì�·�ª¸���Â�7��µ�·d��á?¶%² ª¬�+³���������² � â��'�����Í���ê«d���Íµ����������^� ä½·��dª¬Æ�������² ��ªî���X«��Ö��²��Í����Ó�µ
«�� ®

À�²�����µ Ð ��«�·����t«������ Ð ·�����ª¬Æ
ª¬����«d� Ð ��ª¬��� Ð ª È «d������·��+�'�������ç�h«�� Ð µ ������²������hì�·��X�¬���n��������������� Ð µ����Â��ª È��·´²����ê��²(��²�����ª Ð � [Γ]
������������������� Ð ���Â�±² ª¬�����ê����µ�����ª¬��������â´ì�·�ª¸������µ����t·d��ª��¬���+�´²��7��²?��·�ªî����Ã

Γ1 (Γi−1 (k)) = Γi (k)

Γ1

(
(i− 2) fois
· · · (Γ1 (k))

)
= Γi (k)

ô Ø ® Ü8[ õ

  �



ò��Oñ/�Gâ1�Æò 	Vðfê�å8ðfé�æªè�ðføýêyçZæHè�çPä¥ä�í�ðføýìZífä�í�æ?î4ïGë*ø�ífðfø
Å � Ð µ����d�j�'µ�����é�«��Q²�·;��² Ì ª��?·�� ��ª Ì «d��³������j«d����ª¬�$������� â¸��µ ª¬�Ö����µ�ª�����µ ��²���ª¬µ����Ö��������µ�ª��Ö����² ��� È�Ø²���ª�µ��d��®�°hµ�����ª¬«�����µ�������²�ª��������´² ���{��� Ð µ����d� Bk «����Ø²V���������Ô¸��¶µ�®Ú��ª

Bk �����¾² ·d��µ���ª¬����áï²�Æ�µ�ª¬�{��ª Ì«���³ �����ê«��Ö�¬ª��'������� âd² ��µ���� Ð ��· Ì È Ð ª�����«d� Ð µ ���'µ������������AÃ
� ����µ�ª¬�¾��µ �±²���ª�µ��d�¾²�·d��µ�·d�¾«�· Ð ��������� Ok Ð µ����Â��ªî��·����j�´² �¾�ãä½² �����¬ª Ð ²���ª¬µ��Z��· Ð�Ð ������ª¬Æ��ï«����?² �d³������

«Úä ¹ ·������ αk â βk �ç�
γk ô´�����E�¨��¿^¸���Íõh�ç�

� ����µ�ª¬������² �d���Ø²Î��ª�µ ���(������µ��ö������² Ì ���Í«�·ö�����'é���� <k âb��µ�������� ξk
x

â
ξk
y

�ç�
ξk
z

âb� Ì �d��ª��Í���Í«´² �d���¬�
�����'é���� <k�!µ�·d�7·d�V�ÂË
����é������?·��î��ª Ð µ�������â����{��µ��j�����{��µ��±² �Ú«d��«d��³������ê«��Ö��ª¬�$�������

nddl
��² Ì ª¬��² �'���Â��Ã

nddl = 6nsol
ô Ø ® Ü Ø õ

À¸�*�Íµ�·dÆ ���Í�����V«��*�ãäÙ���������?���¬�J«���� Ð µ������V«�·S�ÂË��Â��é����*���Â�þ�������������������;��² �ï����·d��� Ð µ
µ���«dµ����������³����d����²���ª��������������Ø²���ª¬Æ ���
xi (i = 1, . . . , 6nsol)

®+À©ä½���������?���¬��«�� Ð ��� Ð µ
µ���«dµ����������Q³���������² ��ª¬�����������Â�
����³���µ�·d�$�{«´²����ê���XÆ�� Ð ����·�� {x} �����¸ì�·��ÍÃ

{x} =





x1

x2

x3®®®
x3(k−1)+1

x3(k−1)+2

x3(k−1)+3®®®
x3nsol−2

x3nsol−1

x3nsol

x3nsol+1

x3nsol+2

x3nsol+3®®®
x3nsol+3(k−1)+1

x3nsol+3(k−1)+2

x3nsol+3(k−1)+3®®®
x6nsol−2

x6nsol−1

x6nsol





=





α1

β1

γ1®®®
αk

βk

γk®®®
αnsol

βnsol

γnsol

ξ1
x

ξ1
y

ξ1
z®®®
ξk
x

ξk
y

ξk
z®®®

ξnsol
x

ξnsol
y

ξnsol
z





←





décrit les rotations
relatives deB1 par
rapport au réf érentiel <0®®®

←





décrit les rotations
relatives deBk par
rapport à Bk−1®®®

←





décrit les rotations
relatives deBnsol

par rapport à Bnsol−1

←





décrit les translations
relatives deB1 par
rapport au réf érentiel <0®®®

←





décrit les translations
relatives deBk

par rapport à Bk−1®®®

←





décrit les translations
relatives deBnsol

par rapport à Bnsol−1

ô Ø ® Ü   õ

À�²7�$µ ��ª¬��ª�µ���«����!Æ�² ��ª�² ���¬����«´² ���!���bÆ�� Ð ����·��e«���� Ð µ
µ���«�µ����������!³���������² �¬ª��������+ô%��²7�´²�����ª¬�å��·��'����ª¬��·��������³���µ�·d�$�X�¬���^��µ �±²���ª�µ��d�h�±² �d«�ª��+ì�·��Ö��²j�´² �Â��ª��tª��d¶�����ª���·����t����³ ��µ�·��'�{�����+����² ������²���ª¬µ�����õn���Â�ê·����{¶%²�Ç�µ��
«ÚäÙµ���«�µ ������� Ð �+Æ�� Ð ����·��©ì�·�ª��'�������ç������²t·��î������ª���·������������©·��?����² ª¬�����Í�����eª¬�d¶�µ�����²���ª�ì�·��n����·d��¶%² Ð ª¬���n«�·����µ ����é�����®
¼I�´² �Â��ª��n«�����² ª¬��������² ����â
��µ�·��å���X��µ�·d�+ª���������������µ ���+ì�·Úä½² · Ì�Ð µ
µ���«�µ ���������+³���������² ��ª¬������������Ø²���ª¬Æ����å«d� Ð ��ª¬Æ�² ���+�¬���å��µ ��²���ª¬µ�����â Ð µ��d¶�µ��������������+á Ð ��ì�·�ªÚ²j�ç���X� Ð ��ª¬�h² ·Ìðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�;¸��q�����¦��� Ð ² ��â

  Ü



«´² ���h��� Ð ² �+«��t�ãäÙ��µ��¬ª����d��� â���µ ·��+�����h�Íµ�·dÆ ���Í�������+«d� Ð µ������^��ª¬³�ª�«d���n��µ����^«����^��µ ��²���ª¬µ�����®��!² � Ð µ������ Èì�·�������â�����Æ�� Ð ����·��?«d��� Ð µ�µ���«�µ����d�����¾³����d����²���ª��������¾��� Ð µ�����ª����d«���²Vì
·d���Ø²ï«����Íª È �´² �Â��ª��(��·��'����ª¬��·����
«���ô Ø ® Ü  �õ7Ã

{x} =





x1

x2

x3®®®
x3nsol−2

x3nsol−1

x3nsol





ô Ø ® Ü8ó õ

�!µ�·d�+�ãäÙ� Ì ���Í���¬�t«��X��²þ�������¨��¸���Ï7���+���Q���t�����´²����ê·d��ª�ì�·���������� Ð µ��Í�d����ì�·��{«����h��µ ��²���ª¬µ����h«�² ���+�¬�
���Ø²��

(x, y)
â´���XÆ�� Ð ����·��7«���� Ð µ
µ���«�µ����������ê³���������² ��ª¬�������ê��äÙ� Ð ��ª¬�7��µ ·��ê�Ø²j¶�µ������(Ã

{x}T =
(

0 0 γ1 0 0 γ2 0 0 γ3 0 0 γ4 0 0 γ5

0 0 γ6 0 0 γ7 0 0 γ8 0 0 γ9

) ô Ø ® Ü � õ
µ�Ù

γk
��µ����7�����ê² ��³��¬���^«�������µ �±²���ª�µ��d�^² ·d��µ�·��ê«��Ö�ãä½² Ì � z ô´�����E�¨�þ¸��¹¸
õP®

ò��Oñ/�Gâ1�¡� �%$ ��æ?ðføRøRëÖç�ä�øÌè�ðføýúûîjå8æ/ëGêyðfø è�ðÝ��î4øRø�î ìZð ð�åªè�ð ïÖðÈé�æ/ø è�í�æ/ë���í�ðfø å8ðfú&�%çZæ/ðfïGïGðfø
Ò¤�!�����X��² ª¬�������´²����t��� Ð ������² ª¬���?«ÚäÙ����² ���¬ª��ê�����t�����Ø²���ª�µ��d�7«d� Ð Ó´² �d³����Í�����{«��¾�´² ���?«�� <k Æ ����� <j³���ó Ð �?²�· Ì ��²�����ª Ð ���7��µ��±²���ª�µ����7«��çæ´��ª����t«´²����X���Òðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�%¸��q�����¦�q��®'À�²���²�����ª Ð ��«d� Ð Ó´² ��³ ���Í�����

«��Í�´² ���Í«�� <k Æ������ <j â¸��µ ����� [Skj
] â������¾���Í����µ
«�·�ªî�Ö«����¾��²Î����ª Ð ����«d����µ �±²���ª�µ��d��ô Ø ® Ü õçânô Ø ®¿� õ{�ç�

ô Ø ® [ õå�����Úì�·��ÍÃ
[
Skj

]
=
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

] ô Ø ® Ü8õ õ
µ�·ï��� Ð µ�����â`��µ�·��^¶�µ������{� Ì ����ª Ð ª¬���?Ã

[
Skj

]
=




cβksγk cαksγk + sαksβkcγk sαksγk − cαksβkcγk

−cβksγk cαkcγk + sαksβksγk sαkcγk + cαksβksγk

sβk −sαkcβk cαkcβk




ô Ø ® Ü ÿ�õ

µ�Ù
c p = cos p

â
s p = sin p

(
p = αk, βk, γk

) ®©Ôåª����àì�·�� Ð �������Qµ��'����²���ª¬µ��F��µ ª¬�?��ª��Í������â!ª¬�å¶%² ·��
��µ �����(ì�·�� Ð ���¬��� È Ð ªh«���Æ
��² ô������ï��ë$� Ð ��·����þ��·d�Í� ä½���������?���¬�Q«�·0�ÂË��Â��é����V�?·��î��ª Ð µ����d�(á Ð Ó�² ì�·��9��² �
«ÚäÙª�������³���²���ª�µ���â Ð �Xì�·�ª$�$��·d�^² �'µ�·d��ª��åáj·��������Í���+«�� Ð ² � Ð ·�� Ð µ ����ª¬«�����² ������â��¬µ�����ì�·��t«���· Ì «d���^² �d³������
��µ����Í��·����Í�´² ��� Ì �����d��� ®©¼7æ´�0«d�9����«�·�ª¬���ï���������Í���Í«�� Ð ² � Ð ·��ê² · Ì ����·d������Æ�² ��ª�² ���¬����² Ð ��ª¬Æ ���Í«�·
����µ ����é�����âd��µ�·d��²�Æ µ�����² ��µ����^ª�������µ�«d·�ª¬�h·��9�'µ�ª¬������·��

pq

(
q = αk, βk, γk

) �����¸ì�·��ÍÃ

pq =

{
0 si q = 0
1 si q 6= 0

ô Ø ®¿� ��õ
¼ ����ª¬µ���ª â������åÆ ²�����·d���+«����ê² ��³��¬���

αk, βk, γk �$µ ·�����² ª������^áj���¬�����h����·d�����^«dµ��������+«����^ª¬��«�ª Ð ²���ª�µ�������V���Ö�´² ��² ���7��·��ê���X¶%²�ª¬�^ì�·ÚäÙª��¬�^��·�ª�����������µ�·ï��µ��oô������{Æ�² ��ª�² ���¬���+«´²����ê���X�������d��® Õ �{Ã
� «ÚäÙ·������´² �Â��â

αk, βk, γk �$��·dÆ������dô���������·��¬��² · Ð µ�·�����«�·*�����Í����â!²�·�ì�·���� Ð ² �������Ö«���³������¾«��
�¬ª��'�������Z² ����µ Ð ª¬�����ÚäÙ� Ì ª¬���������ï�´² ��âå���Qµ �H�$��·d�Q��ª��Í����ªîæ´���Í������� Ì ����������ª�µ ���ï«�������²�����ª Ð ����«��
��µ �±²���ª�µ���â

 ��



� «Úä½² ·d�����9�´² ����â
αk, βk, γk �'��·dÆ �����V²�Æ�µ�ª¬��«�����Æ�² �¬��·����Íæ Ì ����ô�� Ì ���Í�����AÃb�ãä½² ��³��¬�V«d� Ð ² �Ø² ³ �«ÚäÙ·����J�´²����õPâå��² ª¬����µ��2��·��¬������â+²���µ�����«´² �d� Ð � Ð ²���âh�¬����«d��³������Q«����¬ª��'�������Z² ����µ Ð ª¬���Qá Ð ���² �d³������?�ÚäÙ� Ì ª��Â�������Í�´² �(�dµ��à����·d��â���² ª¬�jª��¬�jª¬�������ÂÆ�ª¬�����d������ì�·´² ��« �ªô�����«´² ���(� ä½� Ì ����������ª¬µ��«�������²�����ª Ð ���^«��Ö�´²�����²�³��Ö��µ�·��^¶�µ������{«d� Ð µ����Â�±² ��������®

��² � Ð µ��d����ì�·�������â�ª��������©«�µ � Ð ª¬���'µ�����ª����¬�b«��h���+�´² �����e·��dª�ì�·����Í��������·��e�¬����Æ ²���ªØ²Î��ª�µ ����«��
αk, βk, γk â�$µ ·��j����«�·�ª¬�������������Í���?«�� Ð ² � Ð ·�� ®���µ�·��?�´²�����ª¬��� Ð �ç�(ª�� Ð µ���Æ�����ª�������â�� ä½·���ª��¬ª���²�����·��Öª���«�ª¬ì�·����´²��?�����

�$µ ª�������·����
pαk

â
pβk

�ç�
pγk

ì�·��
αk, βk, γk ��µ���� Ð µ ������² �����{���Ö�dµ�����·�����®ÚÏX² �d����²�����² ��ªî����â'µ ����� È����µË ����²ê·���� Ð µ �?��ª���² ª���µ��{��ª¬����² ª¬���e«d���

pq

�$µ�·d� Ð µ����Â����·dª����b·����'µ�ª�������·���³���µ �´² �ãâ������Ø²���ª¬¶�á7� ä½���������?���¬�
«����ê��µ �±²���ª�µ��d�+��·��dª����7�´² �^·d� Ð µ�������â`²�Æ�� Ð ô��������¨�þ¸��¶ÓñõtÃ

p = 100 pαk + 10 pβk + pγk

ô Ø ®¿� Ü õ
¼�æ´�V«ÚäÙª����¬·����������+�ãäÙª��������:ôç�^«�� Ð �ç�������Í����Ódµ�«���â���������µ��d���¬� Ð ² �êµ�ÙJÃ





αk 6= 0
βk = 0
γk = 0

ô Ø ®¿��� õ

00x 01x 10x 11x

0xx 1xx

kα
p

= 0 0

β
kp

0= 0

β
kp

0= 0

γk
p

= 0 0

γk
p

0= 0

γk
p

= 0 0

γk
p

0= 0

kj
Rγ[     ]

kj
R

β[     ] kj
Rα[     ]

kj
R

β[     ] kj
Rα[     ]kj

Rγ[     ] kj
Rα[     ]kj

Rα[     ]kj
Rγ[     ]

kj
R

β[     ]
kj

R
β[     ]kj

Rγ[     ][I]

111110101100011010001000

kj[S  ]<=

p

������� Ø ® õ � � Ð Ó�����²J«�� Ð µ ��������· Ð ��ª�µ �ö«��ï��²Z��²�����ª Ð ��«��ï�´²�����²�³�� [
Skj

] «�������ª������þá�«�ª¬��ª¬�
·d���?�¬�
���������^«d� Ð ² � Ð ·��

[
Skj

] Æ ²�·d� [
Rkj

α

] â
«Úä½² ����é��^����� Ð Ó�����²?«d�X�Ø²^�����E�¨��¸��¶Ó�®�À¸�X��µ��j������«Úä½µ �$����²���ª�µ����å���¬���Í�����±² ª¬�����
��� Ð ������² ª¬�����ï�����Q������·d����«´²����Q��� £¢¤¦¥ §q��¤�� ¸��q�J�'µ�·���«��ç�������Íª������������ Ð µ ���'µ���²��������Q«����Q��²Î����ª Ð �����µ ��²���ª¬µ�����â�«��Ö�¬��·����^«�����ª¬Æ������ê���7«�·ï����µ�«d·�ª¬�^��²�����ª Ð ª����ã®
�!µ�·d�^��µ����������^�¬�X³�² ª¬�Q�$µ���������ª�����ì
·�ä½ª¬�Ú������²
�$µ ����ª¬������«Úä½µ �d������ª���âe������²�«�«�ª¬��ª�µ��d��â��¬���(�?·d�¬��ª¬����ª Ð ²���ª�µ��d��â�² ª��d��ª+ì�·��ï����� Ð ² � Ð ·��¬�?����ª�³�µ��dµ����ç����ª�ì�·����
ô Ð µ���ª¬�
·d��âh��ª���·���õ���µ���� Ð µ�����ª¬«�������� Ð µ����Í�þ«d���Qµ��'����²���ª¬µ�������������������² ª�������â Ð ä½����� È á È «dª����þ«��Z�ýô��Í�
��ª¬Æ ��² ·�®ÚÏjä½² ����é�� Ð �í£¢¤¦¥ §q��¤��í¸��¶µ�â'«���· Ì µ��$����²���ª�µ��d�t��µ ���{² ��µ����t��� Ð ������²�ª������Ö�$µ�·d� Ð µ��d������·�ª���� [Skj

]
��ª Ð �����������ç��Ó�µ
«��{���Â�7���Í����µË���� â`² ·ï�¬ª���·Q«d����ÿ ó µ��'����²Î��ª�µ ���^«´² ���^�¬� Ð ² � Ð µ�������²�ª�����â Ð äÙ���Â� È á È «�ª¬���{��ª
���Ö�'µ�ª�������·��

p
�����t��³�²���á Ü�Ü�Ü ®`À��Ö¶%² ªî�ê«Úä½·���ª��¬ª������^·��9�$µ�ª¬������·d�7�'�������ç�7«�µ�� Ð ª Ð ª¸«d�¾����«�·�ª¬���Ö�������¬·��

  [



��µ�·�Æ������h���^��µ��j�����7«ÚäÙµ��$����²���ª�µ��d�©«���ÿ õ-, ®
°h� Ð ª'���Â�h�¬µ�ª��(«�ä1ôç�����7����³���ª¬³���² �d��� Ð ²���â�«´² �d�å�¬� Ð ² �b«ÚäÙ·������µ��¬ª�������� â�µ��V���{����µ ·dÆ��Öì�·ÚäÙ·��þ����·���«���³����Ö«��Ö��ª¬�$�������X�´² � Ð µ������ê��ª�³�ª¬«�� ®
��² ���ê�$µ ª�������·�� ¼�Æ�� Ð �'µ�ª¬������·����

p
���
dp

Áê��«�· Ð ��ª¬µ��
[
Skj

]
96 2 98%[

Ṡkj
]

306 4 99%

¬��®¯� Ø ®»� � °hµ ���´²���² ª¬��µ��Í���������{���7��µ��?�d���X«ÚäÙµ��'����²���ª¬µ����n��� Ð ������² ª������ê² · Ð ² � Ð ·��'«�� [Skj
] �ç� [

Ṡkj
]

²�Æ�� Ð ���ê��² ���7����ª¬���{��� Ð µ��������Ö«����ê�'µ�ª�������·����
p
�ç�
dp

â�ì�·�ª¸�'��·dÆ �����tÆ�² �¬µ�ª��åª Ð ª 001
â
010

µ�·
100

¹ ��² �$��� Ñ Ë
�$� º µ��?�����{«Úä½µ �$����²���ª�µ����
��������������² ª������

°hµ��d������· Ð ��ª�µ��V«�� [
Rkj

p

] ²�Æ�� Ð p = α, β ou γ Trigonométrie 2°hµ��d������· Ð ��ª�µ��V«�� [
Ṙkj

p

] ²�Æ�� Ð p = α, β ou γ Trigonométrie 4

9·d�¬��ª¬����ª Ð ²���ª�µ��Í��²�����ª Ð ª¬���¬��� (Multiplication
et addition)

45
��µ��Í��²���ª¬µ�����²�����ª Ð ª����¬��� Addition 9

¬��®¯� Ø ® [ � º µ��j�����X«�ä½µ��'����²���ª¬µ����+�çë�� Ð ��·��������¬µ����+«d�X�Ø² Ð µ���������· Ð ��ª¬µ��Úâd«d�{�Ø²?�?·��î��ª¬����ª Ð ²���ª�µ��(�ç�ê«��
�Ø²?��µ�����²���ª�µ���«d����²�����ª Ð ���^«��Ö��µ �±²���ª�µ��Q«�² ���ê��� Ð ² �ê���{���¬·��^³����d����²��

°+² � Ð ·���µ��d�^��² ª¬��������² ��� [
Ṡkj

] â��Ø²(«�����ªîÆ����{�����Í�$µ������¬���X«�� [
Skj

] â´��µ�ª¬�XÃ

[
Ṡkj

]
=

d

dt

[
Skj

]
=
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

]
+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

] ô Ø ®¿� [ õ
µ�Ù [

Ṙkj
α

] â [
Ṙkj

β

] ��� [
Ṙkj

γ

] �������������������������¬���Q«�����ª¬Æ �����V�����Í�$µ������¬����� � «����ï��²�����ª Ð ���Q«��J��µ ��²���ª¬µ��Úâ
� Ì ����ª��Í�����ê�´²��{Ã

[
Ṙkj

α

]
=

d

dt

[
Rkj

α

]
= α̇k




0 0 0
0 − sinαk cosαk

0 − cosαk − sinαk




ô Ø ®¿� Ø õ

[
Ṙkj

β

]
=

d

dt

[
Rkj

β

]
= β̇k



− sin βk 0 − cos βk

0 0 0
cos βk 0 − sin βk




ô Ø ®¿��  õ

[
Ṙkj

γ

]
=

d

dt

[
Rkj

γ

]
= γ̇k



− sin γk cos γk 0
− cos γk − sin γk 0

0 0 0




ô Ø ®¿� ó õ

°hµ����Í�^����� Ð ��«����Í�Í������â
·������ Ð µ���«��'µ�ª�������·��
dp

Æ ²Áô�������·d��ª¬��ª���� â���� Ð µ��Í�������������n«�·��$µ ª�������·��
p
®�Ò¤�¸�����7��³�² ��áQÃ
� � +.5?@;0J&|9G5/)�'6".£8'6+.58'6"D9�0,"D9�78CD@*),Q.CD"D9�'*"DS|FH+�@*"D010,"D9;9*+.-E';-?+('6C�":9;&XQ."D ¥5?-

˙

  Ø



dp = 100 dpα̇k + 10 dpβ̇k + dpγ̇k

ô Ø ®¿��� õ
µ�ÙJÃ

dpq̇ =

{
0 si q̇ = 0 ∀t
1 si q = q (t) ∀t

(
q = αk, βk, γk

) ô Ø ®¿� õ õ
°h�(�$µ ª�������·��

dp
ª���«�ª¬ì�·��(ì�·��������Ö²���³������

αk, βk, γk Æ�² ��ª¬������² · Ð µ�·d���Ö«�·�����������®�ÏX² ���Ö�¬� Ð ² �Ö�¬�
����·d�^³���������² � â�µ�ÙJÃ

dp = 111
ô Ø ®»��ÿ�õ

À¸�ö£½¤¦¥ §q��¤��·¸��¶µ+�Íµ��������+ì�·��
306

µ��$����²���ª�µ��d��«�µ�ªîÆ�������ôç�����^² ��µ ���e�çë�� Ð ��·d������®
��·����'µ���µ����©��² ª��������´² ���
ì�·��ê����·d���

α̇k ���
αk ��µ�ª¬�����n��µ��Í�
·d����® [

Ṡkj
] Æ�² ·d�n² �¬µ���� [

Ṙkj
α

] ô7£½¤¦¥ §q��¤��/.ö¸��¹¸109¸���Íê���@¸���Ï�õç®�Ïjä»²�����é��å�¬�
£½¤¦¥ §q��¤��6¸��¶µ�â

4
µ �$����²���ª�µ����b����·��¬���Í�����h��µ����+²���µ����n�d� Ð ������² ª������h�'µ�·�� Ð µ ��������·�ª¬��� [Ṡkj

] á���²��d�Ø² Ð �7«d���
306

����� Ð ��«d����������â`��µ�ªî�ê·����{����«�· Ð ��ª¬µ��ï«�·ï��µ��?�����{«ÚäÙµ��$����²���ª�µ��d�+«��
99%

ô}£¢¤¦¥ §q��¤���¸��q�Îõç® Å �Q���������
«�� Ð ² � Ð ·�� Ð µ�����ª�«�����² ���¬�Ö�����7«�µ � Ð � Ð µ��dµ���ª¬����â Ð �Öì�·�ª�������«Úä½² ·d��² �����d��·��7² ���d��� Ð ªØ² �d���{ì�·������ Ð ² � Ð ·�����Â��â´��²����$����µ��d�^��� âdª¬������²���ª¬¶l®

dp :→
p : ↓

� Ü Ü � Ü�Ü
�

[0]
[
Ṙkj

γ

] [
Ṙkj

β

]
[
Ṙkj

γ

]
+

+
[
Ṙkj

β

]

Ü
[0]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]
[
Ṙkj

γ

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]

Ü �
[0]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

β

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

]
+

+
[
Ṙkj

β

]

Ü�Ü
[0]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]

Ü ���
[0]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

α

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]

Ü � Ü
[0]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

α

] [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]

Ü�Ü �
[0]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]

Ü�Ü�Ü
[0]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

] [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]

¬@¯®�� Ø ® Ø � V����Ódµ�«��Ö«�� Ð µ ��������· Ð ��ª�µ �V«d����²(��²�����ª Ð � [Ṡkj
] �'µ�·��

dpα̇k

��·��

 � 



dp :→
p : ↓

Ü ��� Ü � Ü
� [

Ṙkj
α

]
[
Ṙkj

γ

]
+

+
[
Ṙkj

α

]

Ü [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

α

]
[
Ṙkj

γ

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

α

]

Ü � [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

]
+

+
[
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

Ü�Ü [
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

Ü ��� [
Ṙkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Ṙkj

α

]

Ü � Ü [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

α

]

Ü�Ü � [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

Ü�Ü�Ü [
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

¬��®¯� Ø ®¿  � 9�ç��Ó�µ
«��¾«�� Ð µ���������· Ð ��ª¬µ��þ«��¾�Ø²���²Î����ª Ð � [Ṡkj
] �'µ�·��

dpα̇k

��µ��9�
·d�ãâ`µ�Ù
dp

Æ�² ·d�
100���

101

  ó



dp :→
p : ↓

Ü�Ü � Ü�Ü Ü

� [
Ṙkj

β

]
+

+
[
Ṙkj

α

]

[
Ṙkj

γ

]

+
[
Ṙkj

β

]
+

+
[
Ṙkj

α

]

Ü [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

α

]

[
Ṙkj

γ

]

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

α

]

Ü � [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]
+

+
[
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

]

+
[
Ṙkj

β

]
+

+
[
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

Ü�Ü [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

]

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

Ü ��� [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Ṙkj

α

]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

α

]

+
[
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Ṙkj

α

]

Ü � Ü [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

α

]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

α

]

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

α

]

Ü�Ü � [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

]

+
[
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

Ü�Ü�Ü [
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

]

+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

]
+

+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

]

¬��®¯� Ø ® ó � 9�ç��Ó�µ
«��¾«�� Ð µ���������· Ð ��ª¬µ��þ«��¾�Ø²���²Î����ª Ð � [Ṡkj
] �'µ�·��

dpα̇k

��µ��9�
·d�ãâ`µ�Ù
dp

Æ�² ·d�
110���

111

 ��



ò��Oñ/�Gâ1�¡� �çPä¥ø�åRæHé�ê�å?ëÖçPäbæ?ífê¹é�æ/øRë��Pð¿è�ðÈøýúûîjåRæHëGêyðfø è�ðÝ�¥î øRøEî ìZð

kR
kj{µ   }

T

Rj

ki{µ   }
T

kj{µ   } T ji[S   ]

=

+

ji{µ   } T

Ri

+

T{µ   }ih

Rh

T{µ   }ki [S   ]ih

=

T
{µ   }kh

=

T
{µ   }k0

[S   ]10T{µ   }k1

+

T{µ   }10

R0

(a)

(b)

(c)

������� Ø ®1ÿ � 9����Ó�µ�«d�(«�� Ð µ��d������· Ð ��ª�µ���«d������ª������Íá������¬ª���� [ Æ�� Ð ����·�����«�² ��� <i(a)
â <h (b)

��·�ª�� <0

(c)

À��Í��·d��«��Í�Ø²ï����µ Ð ��«�·�����«d� Ð µ���������· Ð ��ª¬µ��A��� Ð ·�����ª¬Æ���«����¾��²Î����ª Ð ���{«�����² ����² ³�� â�ì�·��Í��µ�·��¾² � È��µ��d���Í�������������;����² Ð ��â������j«��Í����µ�·�Æ����¾·��������ç��Ó�µ
«�����·�������ª¬ì
·d���'�����Í�����±² ����«�� Ð µ����Â����·�ª�����² · È��µ���²���ª�ì�·����Í������·���Æ�� Ð ����·��Öì�·���� Ð µ���ì�·��(«�² ���{���¾�����$é����(³�² �¬ª��¬����� <0 ô�«´² ���{�¬��ì�·����������X��ì�·´²Î��ª�µ ���
«��(�Ø²�«dË
�´² �Íª�ì�·��(������µ����Ö������µ ��·����±õçâ¸���J��ä½² ����·dË�² ������·��{� ä»² ���$µ ����� Ð ��� Ð ��«�·J��Ë
�Â��é��Í�9ô�ðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�
¸��q�����¦�¶µñõç®�Á7² ���'���¬µ�����â!²�Æ�² ���?«�� Ð µ��Í����� Ð ����â�ì�·����'µ�·�����µ��Í�����¾«d��· Ì Æ�� Ð ����·����Vô�«���Æ
ª¬�����������´²��
� Ì ���Í���¬�õçâ
ª��'���Â�^��� Ð ������² ª¬���{«��t�����å� Ì ����ª��Í���h«�² ���+·��d�X�ªô������´² ��� ®d¼7æ´�Q«Úä½² �Íµ�� Ð ���h��²j����µ Ð ��«�·����«��Ö��� Ð ·�����ª¬Æ
ªî��� âd��µ�·��7² �¬��µ����h«�µ�� ÐÖÐ µ ����ª¬«��������ê�����êÆ � Ð ����·d���t������²���ªî¶��+á(����µ ª�� Ð µ�������² «Îÿ�² Ð ��������Ã

� {µki
} ·���Æ�� Ð ����·��hì�·���� Ð µ ��ì�·��X�����Ø²���ª¬¶$á

Bk �´²��n��² ���'µ����há
Bi â�� Ì ����ª��Í�7«�² ���n�Ø²Ö�´² ����«�� <i â

� {µkj
} ·��ïÆ�� Ð ����·��tì�·���� Ð µ ��ì�·��¾������²���ªî¶�á

Bk ��² �ê��² ���'µ��Â�7á
Bj â�ª¬��ª¬��ªØ² �¬���Í�����+� Ì ����ª¬���{«´²����

��²���² ���Ö«�� <j ���
� {µji} ·��ïÆ�� Ð ����·��7ì
·d��� Ð µ���ì�·��������Ø²���ª¬¶�á

Bj �´² �^��² ���'µ����
Bi â´� Ì ����ª��Í�{«´² ���ê�Ø²(�´²����Ö«�� <i ®

��·�ª¬�h��µ�·d�^³���������² �¬ª�������µ ���h������·�ªî���{��²¾����µ Ð ��«�·����Ö²�Æ�� Ð ·d�
4ième Ð µ����d��®�¼�Æ�² ���^«��{��µ ���Í���å�����å«���· Ì«�������ª������+Æ � Ð ����·�����â {µkj

} «�µ�ª¬�+«Úä»²��$µ���«Äô������Ö����µñÿ������Ö«´²���� <i ���9·���ª��¬ª���² ���+�Ø²?��²�����ª Ð �t«��Ö�´²�����²�³��
[Sji]

«�� <j Æ������ <i ®�¼tª¬����ª¸��²?�����Ø²���ª�µ��Q�¬ªØ² ��� Ð ���^����µ�ª��+Æ � Ð ����·����t�����7«�µ����d�����´² ��ô��������¨�þ¸���Õ
(a)

õtÃ
  õ



{
µki
}T

=
{
µkj

}T [
Sji
]
+
{
µji
}T ô Ø ® [ ��õ

À�²V�������¨�·¸���Õ
(a)

ª¬����·d�������j��²����ç��Ó�µ
«��(«�� Ð µ���������· Ð ��ª¬µ��J«����Â��ª��d���Íá�������ª���� Ð ���{����µ ª��tÆ � Ð ����·�����®
¹ �V¶%² ªî��â���� Ð µ ����� Bi ���Â�7��� Ð µ �����ê����� Ð ��«������ Bj â´ì
·dª¸��·�ª È �ýô��Í�t���Â�7��� Ð µ �����ê����� Ð ��«������ Bk «ÚäÙµ�ÙJÃ

i = Γ1 (j) = Γ1 (Γ1 (k)) = Γ2 (k)
ô Ø ® [�Ü õ

«Úä½² ����é��X·����j����µ��d��ª��ç���¾«��ïô Ø ® Ü8[ õê«��j�Ø²���²�����ª Ð �¾«Úä½² ���$µ������ Ð ��� Ð � ®ÚÀ�²���������ª¬é����¾�����Ø²���ª�µ��V«�� Ð Ó´²�� È³����Í������«��j��² ����ô Ø ® [ ��õ^«�� <k Æ������ <i ²�«dµ�� Ð �ç���¾���±²�����ª¬� ®'þ² ª¬��������² ����â'�ãäÙµ��$����²���ª�µ��ï�����X�����'�������
�$µ ·�� {

µki
} ì�·����ãäÙµ��ï����µñÿ��������Ö«´² ���ê���{�����'é���� <h ô����������þ¸���Õ

(b)
õXÃ

{
µkh

}T
=
{
µki
}T [

Sih
]
+
{
µih
}T ô Ø ® [ � õ

µ�Ù
h
���Â�7�ãäÙª���«�ª Ð �X«d· Ð µ������7² «ñÿ�² Ð ������á Bi �����¸ì�·���Ã

h = Γ1 (i) = Γ1 (Γ2 (k)) = Γ3 (k)
ô Ø ® [�[ õ

��² �b��� Ð ·�������� Ð ����·�� r (r = 4, . . . , H (k))
�$µ�·d� {

µk Γr(k)
} ��²Ö������²���ª¬µ���«�� Ð Ó´² ��³����������h«��7�´² ���

«�� <k Æ ����� <Γr(k) �����7�����¬���Xì�·��ÍÃ
{
µk Γr(k)

}T
=
{
µk Γr−1(k)

}T [
SΓr−1(k) Γr(k)

]
+
{
µΓr−1(k) Γr(k)

}T ô Ø ® [ Ø õ
¼S� ä½µ���«����

H (k)
â
�$µ ·�� {

µk0
} â���²¾�����Ø²���ª�µ��Í«�� Ð Ó´² ��³����������^«��X�´²����t«d� <k Æ������ <0 «��çÆ�ª¬������ô´�����E�¨�

¸���Õ
(c)

õXÃ
{
µk0

}T
=
{
µk ΓH(k)−1(k)

}T [
SΓH(k)−1(k) 0

]
+
{
µΓH(k)−1(k) 0

}T ô Ø ® [   õ
¼tª¬����ª���� Ð Ó´² �d³����Í�����{«��¾�´² ��� <k Æ������ <0 ���?��²Î������ªØ² �¬ª����{�´² �7·��Z����µ�«�·dª¬��«��j��²�����ª Ð ���7«�� Ð Ó´²�� È³����Í�����ê«��Ö�´²���� â`��µ���� [

Sk0
] �����¸ì�·���Ã

[
Sk0

]
=
[
Sk Γ1(k)

] [
SΓ1(k) Γ2(k)

]
· · ·

[
SΓH(k)−1(k) 0

] ô Ø ® [yó õ
µ�·ï��� Ð µ�����Ã

[
Sk0

]
=

H(k)∏

i=1

[
SΓi−1(k) Γi(k)

] ô Ø ® [ � õ
µ�Ù

Γ0 (k)
Æ�² ·d�

k
���������

Γr (k) (r = 1, . . . , H (k))
��µ�����������ª¬��«�ª Ð ���Ö«��Í�Ø²

kième Ð µ��¬µ�������«��
[Γ]����² ����ª¬������·���Ó´² ·���®�ÏX² ���¾�ãäÙ� Ì ���Í���¬��«��Í�Ø²B���������6¸���ÏÎâ��Ø²ï��²�����ª Ð ��«�� Ð Ó´² ��³ ���Í�����?«����´² ���

[S80]«�·*����¶�����������ª���� <8 Æ ����� <0 ���Â� Ð µ���������·�ªî����â¸«Úä»²�����é��j�Ø²Q��·�ª¬����«����¾ª¬��«�ª Ð ���Ö«��Í�Ø²
8ième Ð µ���µ ������«�·

£½¤¦¥ §q��¤���¸���� â�«d����²?¶%²�Ç�µ��ï��·�ª¬Æ�² ������Ã
[
S80

]
=
[
S86

] [
S64

] [
S43

] [
S32

] [
S21

] [
S10

] ô Ø ® [yõ õ
Ïjä»²�����é�� Q Ø R â
�����+��²Î����ª Ð ���å«��t��µ ��²���ª¬µ�� [

Rk Γ1(k)
α

] â [
R

k Γ1(k)
β

] ��� [
Rk Γ1(k)

γ

] Æ�����ª¬æ´�����^�Ø²�������²���ª¬µ��VÃ

[R]−1 = [R]T
ô Ø ® [ ÿ�õ

 �ÿ



«�µ�� Ð Ã
[
Rk Γ1(k)

p

] [
Rk Γ1(k)

p

]T
= [I]

(
p = αk, βk ou γk

) ô Ø ® Ø ��õ
ÏjäÙµ�Ù [

Sk Γ1(k)
] ��� [

Sk0
] Æ ����ªîæ´�����t² ·�����ª¸�Ø²(�����Ø²Î��ª�µ �Jô Ø ® [ ÿ�õå�����¬���Xì�·��ÍÃ

[
Sk Γ1(k)

] [
Sk Γ1(k)

]T
= [I]

ô Ø ® Ø Ü õ
���ÖÃ

[
Sk0

] [
Sk0

]T
= [I]

ô Ø ® Ø ��õ
ÏX² ��� Ð � Ð ² ��â´��²(��²�����ª Ð �X«�� Ð Ó´²���³����Í�����7«��Ö�´² ���¾«d� <Γ1(k) Æ ����� <k ��µ ����� [

SΓ1(k)k
] ��äÙ� Ð ��ªî�ÖÃ

[
SΓ1(k) k

]
=
[
Sk Γ1(k)

]T ô Ø ® Ø [ õ
���ï��²F��²�����ª Ð �þ«d� Ð Ó�² ��³����������V«�����² ���J«�� <0 Æ ����� <k ��µ ����� [

S0k
] â+�$�����Í�����±² ���ï«���¶%² ª¬���Z��²

����² ����¶�µ ����²���ª¬µ���ª���Æ ������� â`��äÙ� Ð ��ªî�¾Ã

[
S0k

]
=
[
Sk0

]T
=

H(k)∏

i=1

[
SΓi(k) Γi−1(k)

] ô Ø ® ØyØ õ

Ïjä½² ����é���ô Ø ® [ ��õ!�ç�tô Ø ® Ø Ü õPâ �Ø²X��²�����ª Ð �+«�� Ð Ó´²���³����Í�����n«��ê�´² ���ê«�� <k Æ ����� <Γm(k) â���µ ����� [Sk Γm(k)
]

(m = 0, . . . , H (k))
â����V·d��ª���ª¬��² ���^�¬���^��²�����ª Ð ��� [Sk0

] ��� [
SΓm(k) 0

] â�Æ�����ª¬æ´�Ö��²�������²���ª¬µ�����·dª¬Æ�² ������Ã
[
Sk Γm(k)

]
=
[
Sk0

] [
SΓm(k) 0

]T ô Ø ® Ø   õ
µ�ÙJÃ





[
Sk0

]
=
[
Sk Γ1(k)

] [
SΓ1(k) Γ2(k)

]
· · ·

[
SΓm−1(k) Γm(k)

] [
SΓm(k) Γm+1(k)

]
· · ·

[
SΓH(k)−1(k) 0

]
[
SΓm(k) 0

]
=
[
SΓm(k) Γm+1(k)

]
· · ·

[
SΓH(k)−1(k) 0

]

«�µ�� Ð Ã

[
Sk Γm(k)

]
=

([
Sk Γ1(k)

]
· · ·

[
SΓH(k)−1(k) 0

]) ([
SΓm(k) Γm+1(k)

]
· · ·

[
SΓH(k)−1(k) 0

])T

=
([
Sk Γ1(k)

]
· · ·

[
SΓH(k)−1(k) 0

]) ([
SΓH(k)−1(k) 0

]T · · ·
[
SΓm(k) Γm+1(k)

]T)

=
[
Sk Γ1(k)

] [
SΓ1(k) Γ2(k)

]
· · ·

[
SΓm−1(k) Γm(k)

]

ô Ø ® Ø ó õ

À©ä½� Ì �d��������ª¬µ��Fô Ø ® Ø  �õå«�µ �����{���Q¶%² ªî�^�Ø²¾������²���ª¬µ���«ÚäÙ·�� Ð Ó´² ��³ ���Í�����ê«��Ö�´² ���{«�� <k Æ ����� <0 ��·�ª¬�^«��
<0 Æ ����� <Γm(k) ì�·�ª¸�'��·d��ô������{����² «�·�ªî���{�´²���Ã

[
Sk Γm(k)

]
=
[
Sk0

] [
S0 Γm(k)

] ô Ø ® Ø � õ
Ïjä½² ����é��¾ô Ø ® Ø  �õPâ�ô Ø ® [yó õh��ä½� Ð ��ª¬��² ·�����ª©Ã

[
Sk0

]
=

[
Sk Γ1(k)

] [
SΓ1(k) Γr−1(k)

] [
SΓr−1(k) Γr(k)

] [
SΓr(k) 0

]

=
[
Sk Γ1(k)

] [
SΓ1(k) 0

] ô Ø ® Ø õ õ

ó �



Ïjä½² ����é��ê�����ê�����Ø²Î��ª�µ ���Öô Ø ® Ø Ü õh���¾ô Ø ® Ø ó õçâ���²(����² �d���'µ�������«d� [
Sk0

] «d��ô Ø ® Ø õ õåÆ�����ªîæ´��Ã
[
Sk0

]T
=
[
SΓr(k) 0

]T [
SΓr−1(k) Γr(k)

]T [
SΓ1(k) Γr−1(k)

]T [
Sk Γ1(k)

]T ô Ø ® Ø ÿ�õ
¼tª¬����ªÚ�¬�XÆ�� Ð ����·�� {µk0

} «���ô Ø ® [  �õh«��çÆ
ª�������Ã

{
µk0

}T
=
{
µk Γ1(k)

}T [
SΓ1(k) 0

]
+

H(k)−1∑

i=2

{
µΓi−1(k) Γi(k)

}T [
SΓi(k) 0

]
+
{
µΓH(k)−1(k) 0

}T ô Ø ®¿  ��õ

µ�ÙJ���?�Í���j�����(«���³�²�· Ð Ó������������������������Ø²�Æ
ªî���������Í² ��³ ·��Ø² ª¬���(²�����µ��¬·��(«��
Bk �´²��{��² ���'µ��Â�Öá

B0 �ç�
Ð ����·�ª'«��X«���µ�ª¬������²¾��µ����Í�t«d���hÆ
ª¬�����������ê²���³�·���² ª������n������²���ªîÆ����å«���� Ð µ������^² «ñÿ�² Ð �������^á Bk ��ª�² ���

Bk á
B0 â´� Ì �d��ª��Í�����ê«´² ��� <0 ®'°h�������Ö� Ì ����������ª�µ��9�$��·d�7��� Ð µ����Ö��ä½� Ð ��ª¬���Ö��µ ·�����²j¶�µ����Í�{��·dª¬Æ�² ������Ã

{
µk0

}T

=
({
µΓH(k)−1(k) 0

}T {
µΓH(k)−2(k) ΓH(k)−1(k)

}T · · ·
{
µΓ1(k) Γ2(k)

}T {
µk Γ1(k)

}T
)




[I][
SΓH(k)−1(k) 0

]
®®®

[
SΓ2(k) 0

]
[
SΓ1(k) 0

]




ô Ø ®¿  Ü õ
ò��Oñ/�Gâ1�¶8 � í�æHë��Pí�ðÈø å8ðfú&�%çZæ?ðfï*ïÖðfø è�ðÈøýúûîjåRæHëGêyðfø è�ð��¥î4øEøEî ìZð

Õ ��Æ���·�� Ð µ����Â����·�ª����t�Ø²���²Î����ª Ð � [Ṡk0
] â
�Ø²�«�����ª¬Æ ���X�´²��h��²����$µ ���^²�·����������h«��t��²¾��²�����ª Ð � [Sk0

] â
��² �d�å«�����ªîÆ����å�´² �b��²����$µ ���å² ·������Í��� Ð ����������²�����ª Ð �^«����´² ����² ³�� [

Sk0
] ��² ª¬�©�´² �n�Ø²Ö�ªô����ê�Í����Ó�µ�«d�

«��j��� Ð ·�����ª¬Æ
ª¬���¾Æ
·��j«�² ���t�¬�Ôðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�þ¸��q�����¦��ÏÎ® º µ�·��t²�Æ�µ����t«�µ�� Ð �$����µ�ª¬�þ«����X��²Î����ª Ð ����«�� Ð ��ª¬�����«´² ���tô Ø ® Ü õPâ'ô Ø ®»��õPâ'ô Ø ® [ õçâ�«��7����·����b«�����ªîÆ������Öô Ø ®¿� Ø õçâ'ô Ø ®¿��  õçâ'ô Ø ®¿� ó õ©�ç�å² ·�����ªãâ���ª¬������è���â�«��7�Ø²Ö��²�����ª Ð �«��Ö�ãä½² ���'µ������ Ð ��� Ð � [Γ]
®

À�²?«d���������Íª��´²Î��ª�µ ��«�� [
Ṡk0

] �����ê«�µ�� Ð «�� Ð ��ª¬���{ª Ð ªã®�À�²?«d����ªîÆ�²���ª¬µ���«��{��²?������²���ª¬µ���«d�{��� Ð ·�����ª¬Æ
ª¬���ô Ø ® [yó õn�$�����Í���7«ÚäÙµ��d������ª���ô���² �d�7� Ì ����ª Ð ª¬������â�á��´² ����ª��+«d���7��²�����ª Ð ���h«��Ö�´² ����² ³���õ{Ã

[
Ṡk0

]
=

[
Ṡk Γ1(k)

]H(k)−1∏

i=1

[
SΓi(k) Γi+1(k)

]
+

+
H(k)∑

r=2



(

r−2∏

i=0

[
SΓi(k) Γi+1(k)

]) [
ṠΓr−1(k) Γr(k)

]



H(k)−1∏

i=r

[
SΓi(k) Γi+1(k)

]





ô Ø ®¿ �� õ

Ïjä½² ����é��¾ô Ø ® Ø ó õPâ�ô Ø ®» ���õh��ä½� Ð ��ª¬��² ·�����ª©Ã
[
Ṡk0

]
=

[
Ṡk Γ1(k)

] [
SΓ1(k) ΓH(k)(k)

]
+

+
H(k)∑

r=2

([
Sk Γr−1(k)

] [
ṠΓr−1(k) Γr(k)

] [
SΓr(k) ΓH(k)(k)

]) ô Ø ®¿  [ õ

ódÜ



¼�æ´�ï«��{��ª��Í����ªîæ´���n��� Ð ² � Ð ·��ãâ
µ��Qª¬������µ
«�·�ªî�+·��ïµ��'����²�����·��+«��{«�����ªîÆ ²Î��ª�µ ���������'µ��������¬� [
Ωkj

] âdì
·dª
�$�����Í���7«�������²�����¶�µ�������� [

Skj
] ��� [

Ṡkj
] ®$¼�ª�����ª [

Ṡkj
] ��� [

Ṡk0
] ��ä½� Ì ����ª¬�������t�������'� Ð ��ª¬Æ ���Í�����{��µ ·��

�Ø²j¶�µ������(Ã
[
Ṡkj

]
=
[
Ωkj

] [
Skj

] ô Ø ®¿  Ø õ
���ÖÃ

[
Ṡk0

]
=
[
Ωk0

] [
Sk0

] ô Ø ®¿ �  õ
¹ �j����²���ª¬ì
·d� â [

Ωkj
] ��� [

Ωk0
] ��µ����eµ �d�����
·d���e«��å�Ø²^¶%²�Ç�µ �j��·dª¬Æ�² �����Xô%���j·d��ª¬��ª���² �����Ø²ê�����Ø²���ª�µ���ô Ø ® [ ÿ�õ�õeÃ
[
Ωkj

]
=
[
Ṡkj

] [
Skj

]−1
=
[
Ṡkj

] [
Skj

]T ô Ø ®¿  ó õ
���ÖÃ

[
Ωk0

]
=
[
Ṡk0

] [
Sk0

]−1
=
[
Ṡk0

] [
Sk0

]T ô Ø ®¿ �� õ
¼tª¬����ª [

Ωkj
] ��ä½� Ð ��ªî��Ã

[
Ωkj

]
=

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Rkj

α

] [
Rkj

α

]T [
Rkj

β

]T [
Rkj

γ

]T
+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

α

] [
Rkj

α

]T [
Rkj

β

]T [
Rkj

γ

]T
+

+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

] [
Rkj

α

]T [
Rkj

β

]T [
Rkj

γ

]T
ô Ø ®¿  õ õ

µ�·ï��� Ð µ�����Ã

[
Ωkj

]
=
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

γ

]T
+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

β

]T [
Rkj

γ

]T
+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

] [
Rkj

α

]T [
Rkj

β

]T [
Rkj

γ

]T
ô Ø ®¿ �ÿ�õ

À©ä32%Ä1Ä.�4.E�65 �Íµ��������9ì�·��þ���þ�d��µ
«�·�ª¬� [
Ṙkj

p

] [
Rkj

p

]T (
p = αk, βk, γk

) �����d��������������·d���Z��²�����ª Ð �
² ����ª¬��Ë
���ç����ª�ì�·��^���åì�·�� [

Ωkj
] �����å² ·�����ª`·����7��²Î����ª Ð �ê² ����ª���Ë
�Í������ª�ì�·��^«dµ����h��²{¶�µ ���Í�^� Ì ����ª Ð ªî���^���Â�7Ã

[
Ωkj

]
=




0 α̇ksβk + γ̇k α̇kcβksγk − β̇kcγk

−α̇ksβk − γ̇k 0 α̇kcβkcγk + β̇ksγk

−α̇kcβksγk + β̇kcγk −α̇kcβkcγk − β̇ksγk 0




ô Ø ® ó ��õ

Ïjä½² ����é�� Q [ R â [
Ωkj

] ���Â�X² ����µ Ð ª¬���Öá�·��QÆ�� Ð ����·��t��µ���� − {yk
} � «�µ ���ê��²?¶�µ����Í�X���Â�jÃ

{
yk
}

=





α̇kcβkcγk + β̇ksγk

−α̇kcβksγk + β̇kcγk

α̇ksβk + γ̇k





ô Ø ® ó � õ

K M²&(-/9�5?-/"%º/&.9*"3+.@*'*=?+�-?+.@6S|C�".£R0J&TS|&('*@6), �"%&(-E'*)J9G RS|C#'6@*)�«E5?"
[ΛK ]

9�N CD �@*)1'87

[ΛK ] =




0 −K3 K2

K3 0 −K1

−K2 K1 0


 ©:9/� ; �X¬

+.¸�01":9
Ki

9*+.-E';01":9; #+.S|F�+�96&(-E'*":9�78" −→
K
�

ó �



Ïjä½² ����é��t�¬���t� Ì ����������ª¬µ����X«d� [
Ṡk0

] �ç�t«d� [
Sk0

]T ô���ì�·´²���ª�µ��d�?ô Ø ®¿  [ õê�ç��ô Ø ® Ø ÿ�õ�õPâ [
Ωk0

] ��äÙ� Ð ��ªî�X��µ ·��
�Ø²j¶�µ������{��·�ª¬Æ�² �����(Ã
[
Ωk0

]

=
[
Ṡk Γ1(k)

] [
SΓ1(k) ΓH(k)(k)

] ([
SΓ1(k) ΓH(k)(k)

]T [
Sk Γ1(k)

]T)
+

+
H(k)−1∑

m=1

([
Sk Γm(k)

] [
ṠΓm(k) Γm+1(k)

] [
SΓm+1(k) ΓH(k)(k)

] ([
SΓm+1(k) ΓH(k)(k)

]T [
Sk Γm+1(k)

]T))

ô Ø ® óy[ õ
ô Ø ® óy[ õ©���Â�ê��ª¬�����¬ª¬æ´���t²�Æ � Ð �Ø²������Ø²���ª�µ��Zô Ø ® Ø Ü õPâ�ì�·�ªÚ�¬ª��7�����+��²Î����ª Ð ���å«��{��² ����² ³��X�ç�^����·��å����² �����$µ ������â
���ê«��çÆ
ª������t² ��µ ���XÃ

[
Ωk0

]
=
[
Ṡk Γ1(k)

] [
Sk Γ1(k)

]T
+

H(k)−1∑

m=1

([
Sk Γm(k)

] [
ṠΓm(k) Γm+1(k)

] [
Sk Γm+1(k)

]T) ô Ø ® ó Ø õ
«Úä½² ����é�����²Í������²���ª¬µ��Aô Ø ®»  Ø õPâ´�����¬ªØ² ���7�����ê��²�����ª Ð ���ê«���Æ
ª¬�����������X²���³�·���² ª�������â´�¬���ê��²�����ª Ð ���ê«��j�´²�����²�³��
���ê�¬��·����7«d����ªîÆ�������â´�������¬�Xì�·��ÍÃ

[
ṠΓm(k) Γm+1(k)

]
=
[
ΩΓm(k) Γm+1(k)

] [
SΓm(k) Γm+1(k)

]
=
[
ΩΓm(k) Γm+1(k)

] [
SΓm+1(k) Γm(k)

]T ô Ø ® ó   õ
���ê«Úä½² ����é��jô Ø ® Ø ÿ�õh��·��ê�����+����²������'µ��������7«����7��²�����ª Ð ���+«��Ö�´² ����² ³ � â!ô Ø ® ó Ø õn��äÙ� Ð ��ª¬��² �¬µ����{Ã

[
Ωk0

]
=
[
Ωk Γ1(k)

]
+

H(k)−1∑

m=1

[
Sk Γm(k)

] [
ΩΓm(k) Γm+1(k)

] [
Sk Γm(k)

]T ô Ø ® óyó õ
µ�Ù

Γm+1 (k)
�����ê�ãäÙª��d«�ª Ð ��«�· Ð µ������ê²�«Îÿ�² Ð �����êá BΓm(k) ®´�!µ ·��+�ãäÙ� Ì �������¬�X«��X��²Ð����������¸���ÏÎâ

[Ω80]
���Â�

Ð µ��d������·�ª¬���X���������{ì�·���Ã
[
Ω80

]
=
[
Ω86

]
+

6−1∑

m=1

[
S8 Γm(8)

] [
ΩΓm(8) Γm+1(8)

] [
SΓm(8) 8

] ô Ø ® ó � õ
��µ�ªî�{Ã

[Ω80] = [Ω86] + [S86] [Ω64] [S68] +
+ [S84] [Ω43] [S48] +
+ [S83] [Ω32] [S38] +
+ [S82] [Ω21] [S28] +
+ [S81] [Ω10] [S18]

ô Ø ® óyõ õ

µ�Ù
[Ω64]

â
[Ω43]

â
[Ω32]

â
[Ω21]

���
[Ω10]

��µ���� Ð µ����Â����·dª¬�����b³���ó Ð �7á�ô Ø ®¿  ó õç® [
Ωk0

] �����å² ·�����ª`·����7��²�����ª Ð �² ����ª¬��Ë
���ç����ª�ì�·�� â©�d·�ª���ì
·�ä½�������ï������·d�¬���V«ÚäÙ·����V��µ��Í�Í�V«d�9��²�����ª Ð ����² ����ª¬��Ë
�Í������ª�ì�·����Zô<2%Ä1Ä.�4.E�=5åõç®
¼t����é��7²�Æ�µ�ª¬�^µ��d������· [

Ωk0
] ³ ��ó Ð �¾áVô Ø ® ó�ó õçâ [

Ṡk0
] ���Ö«���«�·dª¬�7�´² �^�?·d�¬��ª¬����ª Ð ²���ª�µ��Í«��Ö��²�����ª Ð ���+���������ì�·���Ã

[
Ṡk0

]
=
[
Ωk0

] [
Sk0

] ô Ø ® ó ÿ�õ
À�²Ò�������¨�^¸�����Öt��µ��������{�ãäÙµ���³�² ��ª¬³���² �Í�Í���'�������ç���±²����ê«d� Ð µ����Â����·dª���� [Ṡk0

] ®
óy[



k = 1, nsol

Γ1(1) 0[S            ] = [I]
INITIALISATION

Pour

Γ1(k)Recherche de dans l’arborescence
( )Section (4.2.1.3)

(4.24), (4.25), (4.26)

(4.1), (4.2), (4.3)

p = 111
dp = 111

Si
oui

kΓ1
(k)

p[R        ]

kΓ1
(k)

p[R        ]

Calcul explicite complet de

non

kΓ1
(k)

p[R        ]

kΓ1
(k)

p[R        ]

Calcul explicite partiel de

[S   ]k0 [Ω   ]k0 k0[S   ]=
Construction de 

kΓ1
(k)[Ω        ] kΓ1

(k)
[S        ]

TkΓ1
(k)

[S        ]=
Construction de 

k0[S   ] Γ1
(k)

[S        ]k Γ1
(k)[S        ]0=

Construction de 

[Ω   ]k0
Construction de 

kΓ1
(k)

[R        ]γ
kΓ1

(k)
[R        ]β

kΓ1
(k)

[R        ]α
kΓ1

(k)
[S        ] =

kΓ1
(k)

[S        ]

Construction complète de

kΓ1
(k)

[S        ]

kΓ1
(k)

[S        ]

Construction partielle de 
(4.18)

(4.23)
(Section (4.2.1.5)

(4.56)

(4.37)

(4.66)

(4.69)

)

(Section (4.2.1.5) )

������� Ø ® Ü � � 9�ç��Ó�µ
«��Ö«�� Ð µ ��������· Ð ��ª�µ �9«����ê«�����ª¬Æ������7«����7��²�����ª Ð ���^«��Ö�´² ����² ³��Ö�´²��^��² ���'µ��Â�7á <0

ó Ø



ò��Oñ/�Gâ1�¡
 	oë�å8ðføRøEðoî4ä�ìPé�ïGî ëGæ?ð ð¹å���ë�å8ðføRøEð�î4ä�ìPé�ïGî ëGæ?ð���î æ8å?ëÖðfï*ïÖð
Á7����������µ�����������«d��· Ì*Ð µ������ Bk �ç�

Bj «��Í�Ø²³�����E�¨�·¸��¶µ�®�À¸�(Æ�� Ð ����·��ÖÆ
ª¬����������² �d³�·��Ø²�ª����j«��
Bk�´² �^��² ���'µ����7á

Bj � Ì ����ª¬���{«´²������¬�X�����$é���� <j â´��ä½� Ð ��ªî�7��µ�·��ê��²j¶�µ����Í�(Ã
−→ω kj = α̇k−→n j

1 + β̇k−→n j
2 + γ̇k−→n j

3

ô Ø ®�� ��õ
µ�·ï��� Ð µ����Ö��µ�·��7�Ø²j¶�µ������XÆ � Ð ��µ���ª¬���¬���?Ã

{
ωkj

}
=





α̇k

β̇k

γ̇k





ô Ø ®�� Ü õ

µ�Ù {
ωkj

} â�ì�·�ª¸��äÙ� Ð ��ªî�7² ·�����ª {ωk Γ1(k)
} âd�����7·��d����² ����ª��{«�·QÆ�� Ð ����·��7«����7«�����ª¬Æ �����7«d��� Ð µ
µ���«dµ����������

³����d����²���ª�������� {ẋ} ®©À¸�QÆ�� Ð ����·�� −→ω k0 �����Í����Æ � Ð ����·d�ÍÆ
ª¬���������V² ��³�·d�Ø² ª¬����«��
Bk � Ì ����ª¬���Q«�² ��� <0 ®Ïtµ�� Ð âñ���?²�������ª¬ì�·´² �����Ø²^�����Ø²���ª�µ���ô Ø ®¿ ���õÚá Ð �nÆ � Ð ����·���â −→ω k0 ����³���µ�·��'�å²���µ������ ä½���������?���¬�n«d����Æ�� Ð ����·����Æ
ª¬�����������n² ��³�·d�Ø² ª¬������«��ê�Ø² Ð Ó´²�ò����^«���� Ð µ������b²�«Îÿ�² Ð �������n��ªØ²�������� Ð µ������ Bk á
B0 â�� Ì ����ª¬�����©«´² ��� <0 Ã

{
ωk0

}T
=
{
ωk Γ1(k)

}T [
SΓ1(k) 0

]
+

H(k)−1∑

i=2

{
ωΓi−1(k) Γi(k)

}T [
SΓi(k) 0

]
+
{
ωΓH(k)−1(k) 0

}T ô Ø ®���� õ

µ�Ù {
ωk Γ1(k)

} ��� {
ωΓi−1(k) Γi(k)

}
(i = 1, . . . , H (k)− 1)

��µ���� Ð µ���������·��^«�² ���+�¬��Æ�� Ð ����·��^«����+«�����ª ÈÆ������©«���� Ð µ
µ���«dµ����������©³���������² ��ª¬�������������Ø²Î��ª¬Æ ��� {ẋ} ® À©äÙ���������?���¬�+«����e��²Î����ª Ð ����«��+��² ����² ³��+«��{ô Ø ®¹����õPâ
� Ì ����ª��Í�����^«�² ���^���t�����'é���� <0 ���ê������²���ªîÆ����ê²�· Ð µ����d� Bk â������ê����³���µ�·��'�{«´² ���ê·����{��²�����ª Ð � [ωk

] «��
«�ª��Í���d��ª�µ �

3nsol × 3
â'² ���'���¬���Ö��²Î����ª Ð �Ö�´² �Â��ª¬�����¬�{«����7Æ
ª¬�����������X²���³�·���² ª������ê«��

Bk â`µ�Ùþ�¬���7��²Î����ª Ð ���«��Ö�´² ����² ³��Ö��µ�����«dª����'µ��������7��µ ·��ê�Ø²j¶�µ������{��·�ª¬Æ�² ������Ã

position de chaque
matrice de passage : ↓

[
ωk
]

=




[I][
SΓH(k)−1(k) 0

]
®®®

[
SΓ1(k) 0

]

[0]®®®
[0]




← ΓH(k)−1 (k)
← ΓH(k)−2 (k)®®®
← k®®®®®®
← nsol

ô Ø ®�� [ õ

²�Æ�� Ð â`��µ�����ì�·�� k Æ�² ·d� Ü Ã

[
ω1
]

=




[I]
[0]®®®
[0]




ô Ø ®�� Ø õ

À�² Ð µ ��������· Ð ��ª�µ ��«��X� ä½���������?������«�� Ð ���+��²�����ª Ð ���n�´² �Â��ª������¬���b��ª������ Ð µ��������t«d�X�ãä½² ���'µ������ Ð ��� Ð �t��µ �$µ È��µ�³ ª�ì�·���«��?�Ø²Í������· Ð ��·���� ®¸Ït�j����·���â��¬��� Ð µ��4Y Ð ª��������XÆ�����ªîæ`² ���{���¾��Ë
����é��Í�?«ÚäÙ��ì�·´²���ª�µ��d�X����³�ª�����² ���{�¬�
��µ ·dÆ����������ê«d��� Ð µ������ê��µ��¬ª�«����^��µ����7� Ì ����ª��Í�����7á(�´² �Â��ª¬�^«�� Ð ���ê��²�����ª Ð ����ô�ðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�^¸��q���¶µÆ�q�ÎõP®

ó  



À��Ì£½¤¦¥ §q��¤��å¸��½Ñt��µ �������¾�Ø²�������· Ð ��·����j«�� Ð ���X��²�����ª Ð �����'µ�·��7�ãäÙ� Ì �������¬�¾«d�?�Ø²Ò�����E�¨�%¸���ÏÎ®$Ò¤�����Â�
«�µ�� Ð �'µ����Ö«´²���� <0 Ã

{
ωk0

}T
= {ẋ}T

[
ωk
] ô Ø ®���  õ

vit. angulaire partielle :→
position de chaque

matrice de passage : ↓
[ω1] [ω2] [ω3] [ω4] [ω5] [ω6] [ω7] [ω8] [ω9]

Ü
[I] [I] [I] [I] [I] [I] [I] [I] [I]�
[0] [S10] [S10] [S10] [S10] [S10] [S10] [S10] [S10][ ®®®

[0] [S20] [S20] [S20] [S20] [S20] [S20] [S20]Ø ®®® ®®®
[0] [S30] [0] [S30] [0] [S30] [S30]  ®®® ®®® ®®®

[0] [S30] [0]

®®®
[0] [0]ó ®®® ®®® ®®® ®®®

[0] [S40] [0] [S40] [S40]� ®®® ®®® ®®® ®®® ®®®
[0] [S30] [0] [0]õ ®®® ®®® ®®® ®®® ®®® ®®®

[0] [S60] [S60]ÿ
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [S80]

¬��®¯� Ø ®¹� � �
����· Ð ��·����Z«����Q��²�����ª Ð ���Í«��þÆ
ªî�����������ï² ��³�·���² ª��������´² ����ª������������$µ�·d� Ð Ó´² ì�·�� Ð µ�������«��
�ãäÙ� Ì ���Í���¬�X«��Ö�Ø²ö����������¸���Ï

�!µ�·����ãäÙ� Ì �������¬��«d����²��������¨�V¸���ÏÎâ�«Úä½² ����é��¾�Ø²Q¶�µ����Í��«��
[ω8]

«�· £¢¤¦¥ §q��¤���¸��½Ñ����j«��Zô Ø ®¹����õçâ���²
Æ
ª¬���������¾²���³�·���² ª����X«��

B8 �´² �^��²����$µ ���7á
B0 �����7«�µ��d�����Ö�´² �ÖÃ

{ω80}T = {ω86}T [S60] + {ω64}T [S40] + {ω43}T [S30] + {ω32}T [S20] + {ω21}T [S10] + {ω10}T
= {ẋ}T [ω8] ô Ø ®�� ó õ

µ�Ùï���X�Í���j�����{«��Ö«���µ�ª¬���X�������������������j��²?��µ��Í���t«����êÆ
ª¬������������² ��³�·���² ª������å������²���ªîÆ����^«���� Ð µ������ê² «Îÿ�² ÈÐ �������tá
B8 ��ª�² ���

B8 á
B0 â�� Ì ����ª��Í���ê«´² �d� <0 ®

ò��Oñ/�Gâ1�Yþ � ê¹êyíÈïÖí�æ?îjå?ëÖç�ä
î4ä�ìPé¥ïÖî4ëÖæ/ð�ð¹åªî ê¹êyíÈïÖí�æ?îjå?ëÖç�ä×î4ä�ì�é�ïÖî4ëGæ?ð��¥î æ8å?ëÖðfï*ïÖð
¼t����é��^²�Æ�µ ª�� Ð ² � Ð ·����7�����åÆ
ª¬�����������+² ��³�·���² ª������n«�� Ð Ó´²�ì
·d� Ð µ������+«�·���Ë
����é��Í� â���µ ·��+²�Æ�µ ���^�$����µ�ª¬�

«����X² Ð�Ð ��������²���ª�µ��d�X² ��³ ·��Ø² ª¬������«�� Ð ���{�ªô������ Ð µ �����X�'µ�·�� Ð µ��d������·�ª����?������Ë
�Â��é��Í�(«ÚäÙ��ì�·´²���ª�µ��d�X«�ª¬¶ È¶�����������ª¬�����¬���Ö����³�ª�����² ���¾��� Ð µ ���'µ��������Í������«dË
�´² �Íª�ì�·��Í«�·;�ÂË
����é�����«´² ��� <0 ®!À�² Ð µ��d������· Ð ��ª�µ��A«�·
Æ�� Ð ����·��X«Úä½² Ð�Ð ���¬����²���ª¬µ���² ��³ ·��Ø² ª¬���Ö���t«��?��²���²�����ª Ð �Ö«Úä½² Ð�Ð ���¬����²���ª¬µ���² ��³ ·��Ø² ª¬���Ö�´² �Â��ª¬�����¬�Ö��äÙ��ë$� Ð ��·��«��Ö�Ø²?�ýô��Í�{��²���ª�é����Xì�·�� Ð ��· Ì «����Ø²jÆ
ª¬���������¾² ��³�·���² ª�����Æ
·��¾² ·ï�´² ��² ³���²���Ó��{����� Ð ��«�������®Àbä½² Ð�Ð ���¬����²���ª¬µ��Ö² ��³�·d�Ø² ª¬���e«��

Bk � Ì ����ª¬���b«´² �d� <0 â��µ������ {ω̇k0
} â������«�µ � Ð µ��d������·��å���¾«d����ªîÆ�² ���

ô Ø ®¹�� �õn�´² �ê��² �d�$µ��Â�7² ·Q����������® º µ�·d�7µ �d������µ����ê«�µ�� Ð Ã
{
ω̇k0

}T
=

d

dt

{
ωk0

}T
= {ẍ}T

[
ωk
]
+ {ẋ}T

[
ω̇k
] ô Ø ®���� õ

óyó



À�²���²�����ª Ð �X«Úä½² Ð�Ð ���¬����²Î��ª�µ �9²���³�·���² ª����t�´² �Â��ª¬�����¬�X«��
Bk â [ω̇k

] â´���Â�t²���µ����^�$µ������Ö��µ ·��ê�Ø²?¶�µ����Í�?Ã

position de chaque
matrice de passage : ↓

[
ω̇k
]

=




[0][
ṠΓH(k)−1(k) 0

]
®®®

[
ṠΓ1(k) 0

]

[0]®®®
[0]




← ΓH(k)−1 (k)
← ΓH(k)−2 (k)®®®
← k®®®®®®
← nsol

ô Ø ®�� õ õ

²�Æ�� Ð â`��µ�����ì�·��{ý�Æ�² ·d� Ü Ã

[
ω̇1
]

=




[0]
[0]®®®
[0]
[0]




ô Ø ®���ÿ�õ

acc. angulaire

partielle : →
position de chaque

matrice de passage : ↓
[ω̇1] [ω̇2] [ω̇3] [ω̇4] [ω̇5] [ω̇6] [ω̇7] [ω̇8] [ω̇9]

Ü
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]� ®®® [

Ṡ10
] [

Ṡ10
] [

Ṡ10
] [

Ṡ10
] [

Ṡ10
] [

Ṡ10
] [

Ṡ10
] [

Ṡ10
]

[ ®®®
[0]

[
Ṡ20

] [
Ṡ20

] [
Ṡ20

] [
Ṡ20

] [
Ṡ20

] [
Ṡ20

] [
Ṡ20

]

Ø ®®® ®®®
[0]

[
Ṡ30

]
[0]

[
Ṡ30

]
[0]

[
Ṡ30

] [
Ṡ30

]

  ®®® ®®® ®®®
[0]

[
Ṡ30

]
[0]

®®®
[0] [0]

ó ®®® ®®® ®®® ®®®
[0]

[
Ṡ40

]
[0]

[
Ṡ40

] [
Ṡ40

]

� ®®® ®®® ®®® ®®® ®®®
[0]

[
Ṡ30

]
[0] [0]

õ ®®® ®®® ®®® ®®® ®®® ®®®
[0]

[
Ṡ60

] [
Ṡ60

]

ÿ
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[
Ṡ80

]

¬��®¯� Ø ® õ � ������· Ð ��·d���Ö«����ê��²�����ª Ð ���+«Úä½² Ð�Ð ���¬����²���ª¬µ����ê² ��³ ·��Ø² ª¬�����+�´² �Â��ª������¬���h�'µ�·�� Ð Ó�² ì�·�� Ð µ������ê«���ãäÙ� Ì ���Í���¬�X«��Ö�Ø²ö����������¸���Ï
�!µ�·��ê� ä½� Ì �����d���{«��Ö�Ø²%�������¨�þ¸���ÏÎâ

[ω̇8]
��äÙ� Ð ��ªî����µ�·��ê�Ø²?¶�µ������jÃ

ó �



[
ω̇8
]

=




[0][
Ṡ10

]
[
Ṡ20

]
[
Ṡ30

]

[0][
Ṡ40

]

[0][
Ṡ60

]

[0]




ô Ø ® õ ��õ

�!µ�·�� Ð ���7� Ì ���Í���¬� â Ð Ó´² ì�·�� [ω̇k
] ²(��²?������· Ð ��·�����«�·�£½¤¦¥ §q��¤��b¸��¶Ó�®

ò��Oñ/�Gâ1�Gâ�� 	oëÖåRðÈøEøEðføÌð¹åýî4ê¹êyífïÖífæ?îjå8ëGçPä�ø è�ðføýêyðÈäPå8æ?ðÈøÌè�ð úûî4øEøEð
°h�������å�ç�±² �'� Ð µ��d��ª��Â���åá Ð µ����Â����·dª����b�¬���¸Æ�� Ð ����·����!Æ�ªî�����������!�ç�e² Ð�Ð ��������²���ª�µ����¸«d��� Ð �����������!«��n��² ������â

Ð ² �êª¬���ê��µ�������� Ð ������² ª¬������«´² �����Ø² Ð µ ��������· Ð ��ª�µ �þ«�·9��Ë
����é��Í�j«ÚäÙ��ì�·´²���ª�µ��d������³�ª¬����²��������Ö�Íµ�·dÆ ���Í�����
«���� Ð µ����d�7��µ���ª¬«�����®���µ�·�� Ð ���Ø²dâ�µ��ï�����d�����d«9��²?���ç��Ó�µ
«��{����� Ð ��«����Í�Í�����ê«���Æ ���¬µ����'�������ï� Ì ����ª���² ���
�����X��ì�·´²���ª�µ��d�X«��(�Íµ�·dÆ����������Ö«��(��µ�� Ð ����������«��(³���²�Æ
ª¬���

Gk ² ·J�'µ�ª����X«d�(��µ ��²���ª¬µ��Z«�·���µ���ª¬«��
Okô

Ok ���
Gk �d�{��µ����ê�´² � Ð µ��d¶�µ ��«�·���õç®`��ª������h�´² ��²�³���² �dÓ����^����� Ð ��«��������ê���{«�� Ð ��ªîÆ ²�ª������^ì�·��{��²j�´² �Â��ª¬�

Ð ª¬������²���ª¬ì�·��X«�·V����µ ����é�����â�µ��V² �'µ���«��{ª Ð ª�² · Ð µ�������²�ª����{��²?�´² �Â��ª��{«�Ë���² ��ª¬ì�·��Ö«��Ö�Ø²j¶�µ����?·��Ø²Î��ª�µ �Ú®

Bj
BkiB

iR

j{q }

jR
k{q  }

jGj{r }

kR

R0

kG
k{r  }

������� Ø ® Ü�Ü � ��µ���ªî��ª¬µ��Q«�· Ð ����������«Úä½ª¬�����Â��ª¬�{«��
Bk ���7«�· Ð ���������Ö«�·V�����$é���� <k �¬ª��{á <j

°h���'����«´²�����â�ª¬�������t��� Ð ������² ª����?«��¾«�ª����$µ�������² ·Z������² ��² ���¬��«d�j�´² ��² �Íé��������7��·��d��������������² ª�������ì
·dª
Æ�µ����h�$�����Í���������7«�� Ð µ����Â����·dª����������nÆ � Ð ����·����hÆ
ª¬�����������+�ç�^² Ð�Ð ��������²���ª¬µ����n«���� Ð �����������+«��t��² ����� ®��!µ ·��
Ð Ó´² ì�·�� Ð µ������ Bk â Ð ���7�´² ��² �Íé��������^��µ����¾Ã

� ��²Í��² �����
mk â

� �¬��� Ð µ
µ���«�µ����������^«��{��µ�� Ð ���������{«ÚäÙª��d������ª��
Gk â�� Ì ����ª��Í�����^«�² ��� <k ô��������¨�^¸����¦�õb�����¬�����hì
·d�(Ã

{
rk
}T

=
(
rk
1 rk

2 rk
3

) ô Ø ® õdÜ õ
� �¬��� Ð µ�µ���«�µ����d�����j«��Q��µ�� Ð ����������«�·à�����'é���� <k � Ì ����ª¬�������?«´²����?�����?�´² �����?«d� <j ô

j
����² ���

� ä½ª¬��«�ª Ð �X«�· Ð µ������7² «Îÿ�² Ð �����tá
Bk ô����������þ¸����¦�õ�õn�������¬���^ì�·��ÍÃ
{
qk
}T

=
(
qk
1 qk

2 qk
3

) ô Ø ® õ � õ

óyõ



°h���Ö�´² ��² �Íé��������{«�� Ð µ������Ö��ª�³�ª¬«����{��µ����¾ª¬��Æ ²���ªØ²��������X² · Ð µ�·d���Ö«�·�����������â¸��·�ª¬��ì�·�������� Ð µ����d����µ����
��·��d�$µ������7ª���«d��¶�µ�����² �d����� � õ+² �¬µ����{Ã





ṁk = 0{
ṙk
}

= {0}{
q̇k
}

= {0}

ô Ø ® õy[ õ

ÏX² ��� Ð �©ì�·�ª���·�ª¬��â�ª¬� ������²ê��� Ð ������² ª¬���b«ÚäÙ·d��ª¬��ª������$���e����µ�«d·�ª¬�ÚÆ � Ð ��µ���ª���� â��'µ�·��Ú�'µ�·dÆ µ�ª���â��´² �Ú� Ì ���Í������â
Ð ² � Ð ·��¬���¸·���Æ�� Ð ����·���Æ
ª¬���������åá��´² �Â��ª¬�¸«Úä½·d�¾Æ�� Ð ����·���Æ
ªî���������å² ��³�·d�Ø² ª¬��� ®�¼�æ´�¾«��å�'µ�·dÆ µ�ª��¸����² ªî����� Ð �������µ��'����²Î��ª�µ ��«��t¶%²*Ç�µ�����ª��Í������â���µ�·��^²�����µ ���å·���ª��¬ª������n«����+��²�����ª Ð ���h² ����ª��ÂË
���ç����ª¬ì�·����å«Úä½·d��Æ�� Ð ����·��êì
·dª�$�����Í�����������©«�ä½�çë�� Ð ��·d��� Ð � Ð ² � Ð ·��ã® À����©��²Î����ª Ð ���e² ����ª¬��Ë
�Í������ª�ì�·����©«����eÆ � Ð ����·����å«d��ô Ø ® õdÜ õ!�ç�7ô Ø ® õ � õ
��µ����7«�µ�� Ð�Ð µ����Â����·dª¬�����ê³���ó Ð �Öáþô Ø ® [ ÿ�õh²�Æ�� Ð â'�$µ ·�� Ð Ó´² ì�·�� Ð µ������ Bk Ã

[Λrk ] =




0 −rk
3 rk

2

rk
3 0 −rk

1

−rk
2 rk

1 0




ô Ø ® õ Ø õ

���ÖÃ

[
Λqk

]
=




0 −qk
3 qk

2

qk
3 0 −qk

1

−qk
2 qk

1 0




ô Ø ® õ   õ

¼eË�² ����«����������Íª��d�9�¬����Æ�� Ð ����·���� −→q k ��� −→r k «d�9��µ ·����¬��� Ð µ������ Bk «�·H�ÂË
����é����þ�?·��¬��ª Ð µ�������â©�����Æ
ª¬�����������j�ç�j�¬����² Ð�Ð ���¬����²���ª¬µ����Ö«���� Ð �����������j«��Í��²������Í��µ ���¾���d��·�ªî����«d��æ´��ª¬����®!À¸��� Ð µ�µ���«�µ����d�����¾«�·
�$µ ª����

Gk â Ð ���������j«�ä½ª¬�����Â��ª��Ö«��
Bk �´² �7��²����$µ ����á

O0 ô���µ ���¾² ·�����ª
OΓH(k)(k) õPâ'������·����¾��µ��Í���{«d���

Ð µ
µ���«dµ����������¾ô��������¨�þ¸����¦�õn�����������^ì�·���Ã
−−−→
O0Gk =

−−−→
O0Ok +

−−−→
OkGk

=
−−−−−−−−−−−−−→
OΓH(k)(k)OΓH(k)−1(k) +

−−−−−−−−−−−−−−→
OΓH(k)−1(k)OΓH(k)−2(k) + . . .+

+
−−−−−−−−→
OΓ2(k)OΓ1(k) +

−−−−−→
OΓ1(k)Ok +

−−−→
OkGk

ô Ø ® õyó õ

µ�Ù;�¬��� Ð µ
µ���«dµ����������j������²���ªîÆ�����«�� −−−−−−−−−→
OΓi(k)OΓi−1(k) «´² �d� <Γi(k) (i = 1, 2, . . . , H (k))

���¾«�� −−−→
OkGk«´² ��� <k ��µ�����«�µ����������Q�������'� Ð ��ªîÆ����Í�����Q��² ��ô Ø ® õ ��õ��'µ�·��

Γi−1 (k)
����ô Ø ® õdÜ õP® ¹ �2�����������´² ���Q��²

�����Ø²���ª�µ���«d����� Ð ·�����ª¬Æ
ª¬����ô Ø ®»  ��õh�'µ�·��^���XÆ � Ð ����·d� {OGk
} â�ô Ø ® õyó õh��ä½� Ð ��ª¬��² ��µ ���XÃ

{
OGk

}T
=



{
rk
}T [

Sk0
]
+

H(k)∑

i=2

{
qΓi−2(k)

}T [
SΓi−1(k) 0

]
+
{
qΓH(k)−1(k)

}T


 ô Ø ® õ � õ

¹ �(«�����ª¬Æ�² ��� Ð �ç�����^� Ì ����������ª�µ���·����^�d�����Íª�é����n¶�µ�ª��!�´² �e��² ���'µ����b²�·?�����Í����â ��µ�·d�©µ��d������µ������Ø²�Æ
ª¬���������
«�· Ð ���������b«��b��² ����� â�ì�·��b�ãäÙµ��{��µ���� {

vk0
} ®ñ°hµ��Í�Í�e�����ÚÆ�� Ð ����·���� {qΓi(k)

}
(i = 0, 1, . . . , H (k)− 1)��� {

rk
} Æ�����ª¬æ´��������²(������²���ª¬µ��Jô Ø ® õ�[ õçâ Ð �������ÖÆ�ªî����������²��$µ ·��+Æ�² ����·��{Ã

��M²&(-/9�01"� D&.9%+�¸ {
qk
} QI&(@6),"�&(5  #+�5?@>9�785 '6"�S|F/9D£f+.- @6"�QR),"�-E'�&(5Ì D&.9�+.¸ +.- '6)1"D-�'| #+�STF?'*"�78"�0,&«'6@6&.-/9*0,&('*),+.-

©��?~(u*~�¢.u*~6�?>?xA@/BDCEBGFHB @ ¬�78"D9�78CDF?0J&. #"DS|"�-E'69B78"D9� �+.@6F/9P0,"D9B5?-H9�FH&(@B@6&.F?FH+�@G'�&(58À�&.58'*@6"D9�Si&I'6C�@6),&.01)J9GC:9ZF/&.@
ξk
x

£
ξk
y

"#'
ξk
z

�
A�01+�@69 {

qk
} 78"DQR)1"D-�' {

qk
}T

=
(

ξk
x ξk

y ξk
z

)

ó ÿ



{
vk0
}T

=
d

dt

{
OGk

}T
=




H(k)∑

i=2

{
qΓi−2(k)

}T [
ṠΓi−1(k) 0

]
+
{
rk
}T [

Ṡk0
]

 ô Ø ® õyõ õ

Õ ����²V������²���ª¬µ��öô Ø ®» � �õX��ª�² ���Ö��������²�����ª Ð ���Ö«��ÍÆ�ªî�����������?² �d³�·��Ø²�ª�������âÚ�¬������²Î����ª Ð ����«d���´²�����²�³���² ª¬����ª
ì�·��Ö����·d���ê«�����ª¬Æ �����7«�µ��d��������Ã

{
vk0
}T

=




H(k)∑

i=2

{
qΓi−2(k)

}T [
ΩΓi−1(k) 0

] [
SΓi−1(k) 0

]
+
{
rk
}T [

Ωk0
] [
Sk0

]

 ô Ø ® õ ÿ�õ

Ò¤��²¾�����t����µ�·�Æ��X����� Ð ��«������Í�����^ì�·��{�¬���h��²�����ª Ð ���n«��tÆ
ª¬�����������ê²���³�·���² ª������ [
ΩΓi−1(k) 0

] µ����h�Ø²�¶�µ ���Í�
«��j��²�����ª Ð ����² ����ª¬��Ë
���ç����ª�ì�·�����®

[Ωi0]
(
i = Γ1 (k) , . . . , ΓH(k) (k)

) �����Ö²���µ�����²�����µ Ð ª¬�?áÍ·��ZÆ�� Ð ����·��
��µ ��� −{yi} ®`Ïjä½² ����é��7�Ø²?����µ�����ª������Íôã°t®» �õ+«��Ö�ãäD2%Ä1Ä.�4.E�JIA0�µ��ïµ��d��ª�������Ã





{
qΓi−2(k)

}T [
ΩΓi−1(k) 0

]
= −

(
−
{
yΓi−1(k)

}T [
ΛqΓi−2(k)

])
(i = 2, . . . , H (k))

{
rk
}T [

Ωk 0
]

= −
(
−
{
yk
}T

[Λrk ]
) ô Ø ®,ÿ���õ

°h�������¾����² �d��¶�µ�����²���ª�µ��ï������â$���þ¶%²�ª¬��â´·d���j����� Ð ��ªî��·����j·d��ª����Ö�'µ�·��7�Ø²Í��·�ªî����«´² �����Ø² Ð µ����Â����· Ð ��ª¬µ��þ«d���
Ð µ
��Y Ð ª¬��������Æ ����ª¬æ`² ���ï�¬�Z��Ë
����é��Í��«ÚäÙ��ì�·´²���ª�µ����Q����³�ª¬����² ���ï���Z�Íµ�·dÆ ���Í�����Q«�·M�?·��î��ª Ð µ���������ª�³�ª¬«�� ®
¼tª¬����ª âd«Úä½² ����é��jô Ø ®1ÿ���õPâ¸ô Ø ® õ ÿ�õh«���Æ
ª������¾Ã

{
vk0
}T

=




H(k)∑

i=2

{
yΓi−1(k)

}T [
ΛqΓi−2(k)

] [
SΓi−1(k) 0

]
+
{
yk
}T

[Λrk ]
[
Sk0

]

 ô Ø ®,ÿ Ü õ

ÏX² ���tô Ø ®,ÿ Ü õçâ��Ø²{�ýô��Í�^¶�µ����Í�êì
·d�?ô Ø ®�� ��õe�����å���ç����µ�·dÆ����t�'µ�·��b���^Æ � Ð ����·��h«��7Æ
ªî�����������+² ��³ ·��Ø² ª¬�����©«��
Bk ��² �e��²����$µ ���bá

B0 ® Å �d�^��²�����ª Ð � [V k
] ²����$�������+��²Î����ª Ð �å�´² ����ª��������b«����eÆ
ª¬������������â��'µ�·����������ªô������

��² ª¬��µ��d�nì�·��7«´² �d�å�¬��ðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�@¸��q�����¦�¶Ó�â����å���+Æ � Ð ����·d�+«����bÆ
ª¬�����������+³ ��������² �¬ª�������� {y} ��² �������j���Ø² ���
�����+Æ�� Ð ����·���� {yi} ��µ����7ª�������µ
«�·�ª¬���+ª Ð ªã®dÀ�²(��²�����ª Ð �X�´² �Â��ª������¬�t«����êÆ
ªî������������«�· Ð µ������ Bk ²(�Ø²j¶�µ ���Í�
��·�ªîÆ�² �����(Ã

position de chaque
matrice de passage : ↓

[
V k
]

=




[
Λ

q
ΓH(k)−2(k)

] [
SΓH(k)−1(k) 0

]

[
Λ

q
ΓH(k)−3(k)

] [
SΓH(k)−2(k) 0

]
®®®

[
ΛqΓ1(k)

] [
SΓ2(k) 0

]
[
ΛqΓ0(k)

] [
SΓ1(k) 0

]

[ΛrΓ0(k) ]
[
SΓ0(k) 0

]

[0]®®®
[0]




← ΓH(k)−1 (k)
← ΓH(k)−2 (k)®®®
← Γ2 (k)
← Γ1 (k)
← Γ0 (k)®®®®®®
← nsol

ô Ø ®,ÿ�� õ

²�Æ�� Ð â`��µ�����ì�·��{�'µ�·��
k
Æ�² ·d� Ü Ã

� �



[
V 1
]

=




[Λr1] [S10]
[0]®®®
[0]




ô Ø ®,ÿ [ õ

ÄXªî��������� →�´²�����ª¬���¬���
��µ���ªî��ª�µ �

«����
��²�����ª Ð ���
↓

[V 1] [V 2] [V 3] [V 4] [V 5] [V 6] [V 7] [V 8] [V 9]

Ü
Λr1S10 Λq2S10 Λq2S10 Λq2S10 Λq2S10 Λq2S10 Λq2S10 Λq2S10 Λq2S10�

0 Λr2S20 Λq3S20 Λq3S20 Λq3S20 Λq3S20 Λq3S20 Λq3S20 Λq3S20

[ ®®®
0 Λr3S30 Λq4S30 Λq5S30 Λq4S30 Λq7S30 Λq4S30 Λq4S30

Ø ®®® ®®®
0 Λr4S40 0 Λq6S40 0 Λq6S40 Λq6S40

  ®®® ®®® ®®®
0 Λr5S50 0

®®®
0 0ó ®®® ®®® ®®® ®®®

0 Λr6S60 0 Λq8S60 Λq8S60

� ®®® ®®® ®®® ®®® ®®®
0 Λr7S70 0 0õ ®®® ®®® ®®® ®®® ®®® ®®®

0 Λr8S80 Λq9S80ÿ
0 0 0 0 0 0 0 0 Λr8S90

¬��®¯� Ø ®1ÿ � �
����· Ð ��·�����«d���Ö��²Î����ª Ð ���{«��(Æ�ªî�����������¾��² ����ª����¬�����X�$µ ·�� Ð Ó´² ì�·�� Ð µ������Ö«����ãäÙ� Ì ���Í���¬�(«��
�Ø²Ð�������¨�þ¸���Ï��´�!µ�·��ê«����ê��² ª¬��µ����h«Úä½��� Ð µ��?�������Í������âd�����^��²�����ª Ð ���+��äÙËQ��µ����7�´² �^�����������������������t���������
Ð ��µ Ð Ó��ç���

ÏX² ���Ö�ãäÙ� Ì �������¬�?«��(��²V�����E�¨�·¸���ÏÎâ Ð Ó�² ì�·�� [V k
]

(k = 1, . . . , nsol)
²��Ø²��Â����· Ð ��·�����«�·á£½¤¦¥ §q��¤��

¸���Õ ®`��ªÚµ � Ð µ���������·�ªî�ê���XÆ � Ð ����·��7«����7Æ
ª¬�����������7³���������² ��ª¬�������ê«��Ö�Ø²j¶%²�Ç�µ��ï��·�ªîÆ ²�������Ã

{y} =





{y1}3®®®
{
yk
}

3®®®
{ynsol}3





3 nsol

ô Ø ®,ÿ Ø õ

² ��µ ���Ö�����¾��²�����ª Ð ���Ö«��þô Ø ®1ÿ���õ{�$��·dÆ������ ô������Í���Í����µË������¾�$µ�·d������² ���Â¶�µ����Í����ô Ø ®,ÿ Ü õ{«d��¶%²�Ç�µ�� Ð µ�� È�´² Ð ����Ã
{
vk0
}T

= {y}T
[
V k
] ô Ø ®,ÿ�  õ

µ�·JÃ
{
vk0
}T

= {ẋ}T [W ]
[
V k
] ô Ø ®,ÿ ó õ

� Ü



[W ]
�ç�±² ���7·����Ö��²�����ª Ð �Xì�·�ªÚ����² ����¶�µ ���Í� {ẋ} ��� {y} �������¬�{ì
·d�ÍÃ

{y}T = {ẋ}T [W ]
ô Ø ®,ÿ¦� õ

�!µ�·d� Ð µ����Â����·�ª����+�Ø²X��²�����ª Ð � [W ]
â
3nsol

��µ�·dÆ ��² · Ì {y′i} (i = 1, . . . , 3nsol)
��µ ���n·d��ª��¬ª������eá Ð Ó´² Ð ·��«�����ì�·����¬�{ª��e²��ç���(²Î������ª���·d� âÚ²�·�«����´²�����â�·��ZÆ�� Ð ����·��{Æ
ª¬����������²���³�·���² ª���� {ẋ} Ð µ����'µ��Â�±² ���X·d� Ü ��·��

·����Ö��ª¬³����t�����¸ì�·��Ö�Ø²
ième Ð µ��¬µ������Ö«��

[W ]
â´��µ�ª¬�ê�¬�XÆ�� Ð ����·�� {y′i} ²Æ � Ð Ã

1 · · · i− 1 i i+ 1 · · · nsol

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
{ẋ}T = (0 · · · 0 1 0 · · · 0)

ô Ø ®,ÿ õ õ

���ÖÃ

[W ] =








y,1
1®®®
y,1

j®®®
y,1

3nsol





· · ·





y,i
1®®®
y,i

j®®®
y,i

3nsol





· · ·





y,3nsol
1 ®®®
y,3nsol

j ®®®
y,3nsol

3nsol








ô Ø ®,ÿyÿ�õ

ÏX² ���ê� ä½� Ì �����d���{«��Ö�Ø²%�������¨�þ¸���ÏÎâ {v80} Æ�² ·d��Ã
{
v80
}T

= {ẋ}T [W ]
[
V 8
] ô Ø ® Ü ����õ

�!µ�·d� Ð µ�����²�ò������(��² ª��������´² ���Ö�ãä½² Ð�Ð ���¬����²���ª¬µ��Z«�� Ð Ó´² ì�·�� Ð ���������Í«�����² �����(«����Ø²Q������· Ð ��·���� ânô Ø ®,ÿ�  õ���Â��«d����ªîÆ�����·d���¾��� Ð µ���«��Ö¶�µ�ª��h�´² �ê��² �d�$µ��Â�7² ·Q���������ÖÃ
{
ak0
}T

=
{
v̇k0
}T

=
(
{ẏ}T

[
V k
]
+ {y}T

[
V̇ k
]) ô Ø ® Ü � Ü õ

µ�Ùþô Ø ®1ÿ [ õPâ`ô Ø ®1ÿ���õPâ`ô Ø ® Ü � Ø õ����Xô Ø ® Ü � [ õ Ð µ����������$µ ��«������h�������$� Ð ��ª¬Æ����������+á
[V 1]

[
V k
] â [

V̇ 1
] ��� [

V̇ k
] õP®

¼ ��ªî�����{«�ä½ª¬����·d������²���ª¬µ��Úâ�«´² �d�7� ä½� Ì ���Í�����{«��Ö��²Ò�������¨�^¸���ÏÎâ {a80} ���Â�t«�µ �������Ö�´²��{Ã
{
a80
}T

=
(
{ẏ}T

[
V 8
]
+ {y}T

[
V̇ 8
]) ô Ø ® Ü ��� õ

�b��²���ª¬ì�·����Í������â�'µ�·���� ä»² Ð�Ð ��������²���ª¬µ��{�´² �Â��ª¬�����¬� [
V̇ k
] â [

V k
] ������«�ªîë�����������ª����b«��n�Ø²+¶%²�Ç�µ�����·�ªîÆ ²������êÃ

position de chaque
matrice de passage : ↓

[
V̇ k
]

=




[
Λ

q
ΓH(k)−2(k)

] [
ṠΓH(k)−1(k) 0

]

[
Λ

q
ΓH(k)−3(k)

] [
ṠΓH(k)−2(k) 0

]
®®®

[
ΛqΓ1(k)

] [
ṠΓ2(k) 0

]
[
ΛqΓ0(k)

] [
ṠΓ1(k) 0

]

[ΛrΓ0(k) ]
[
ṠΓ0(k) 0

]

[0]®®®
[0]




← ΓH(k)−1 (k)
← ΓH(k)−2 (k)®®®
← Γ2 (k)
← Γ1 (k)
← Γ0 (k)®®®®®®
← nsol

ô Ø ® Ü � [ õ

���



²�Æ�� Ð â`��µ�����ì�·�� k Æ�² ·d� Ü Ã

[
V̇ 1
]

=




[Λr1]
[
Ṡ10

]

[0]®®®
[0]




ô Ø ® Ü � Ø õ

�!µ�·d�h�ãäÙ� Ì �������¬�t«����Ø²^�����E�¨��¸���ÏÎâ Ð Ó´²�ì
·d� [V̇ k
]

(k = 1, . . . , nsol)
²¾�Ø²¾�Â����· Ð ��·����X«d·"£½¤¦¥ §q��¤��³¸�����ÖÎ®

¼ Ð�Ð ® →�´² �Â��ª������¬�
�!µ���ª¬��ª�µ��

«����
��²�����ª Ð ���
↓

[
V̇ 1
] [

V̇ 2
] [

V̇ 3
] [

V̇ 4
] [

V̇ 5
] [

V̇ 6
] [

V̇ 7
] [

V̇ 8
] [

V̇ 9
]

Ü
Λr1Ṡ10 Λq2Ṡ10 Λq2Ṡ10 Λq2Ṡ10 Λq2Ṡ10 Λq2Ṡ10 Λq2Ṡ10 Λq2Ṡ10 Λq2Ṡ10�

0 Λr2Ṡ20 Λq3Ṡ20 Λq3Ṡ20 Λq3Ṡ20 Λq3Ṡ20 Λq3Ṡ20 Λq3Ṡ20 Λq3Ṡ20

[ ®®®
0 Λr3Ṡ30 Λq4Ṡ30 Λq5Ṡ30 Λq4Ṡ30 Λq7Ṡ30 Λq4Ṡ30 Λq4Ṡ30

Ø ®®® ®®®
0 Λr4Ṡ40 0 Λq6Ṡ40 0 Λq6Ṡ40 Λq6Ṡ40

  ®®® ®®® ®®®
0 Λr5Ṡ50 0

®®®
0 0ó ®®® ®®® ®®® ®®®

0 Λr6Ṡ60 0 Λq8Ṡ60 σq8 Ṡ60

� ®®® ®®® ®®® ®®® ®®®
0 Λr7Ṡ70 0 0õ ®®® ®®® ®®® ®®® ®®® ®®®

0 Λr8Ṡ80 Λq9Ṡ80ÿ
0 0 0 0 0 0 0 0 Λr8Ṡ90

¬��®¯� Ø ® Ü � � �
����· Ð ��·����{«����+��²�����ª Ð ���h«Úä½² Ð�Ð ���¬����²���ª¬µ����h��² ����ª����¬�����å�'µ�·�� Ð Ó´² ì�·�� Ð µ �����+«d�X�ãäÙ� Ì ���Í���¬�
«��ï�Ø²í�����E�¨��¸���ÏÎ®b��µ�·��Í«����Í��²�ª���µ ����«Úä½��� Ð µ �?��������������ân��������²�����ª Ð �����Úä ËL��µ������´² �������������������������
��������� Ð ��µ Ð Ó��ç���

ºþz½y`z¢y ¼ a�kl£�wSw¸s ]$\ p¢g _�w ¥tw¸£àw/Û¾\©a�_�£
ò��Oñ/�Yñ/�Gâ # çZæHêyðfø ð¹åï� çPúûðfä�å?ø æ?íføRé�ïÖå8î ä�å?ø

��ª´��� Ð µ ����� Bk ����·�«�ª¬�7�����å��µ�·d��ª¬�bá�«����n¶�µ � Ð ��� −→F ki �ç�n«����n��µ ���������n² �����¬ª�ì�·������n² ·��'µ�ª¬���
Qki

â
�Ø²Ö¶�µ�� Ð �t������·��î�±² �����t���Â�^���������������������Ö�´² � −→

F
k ô´�����E�¨�;¸������Îõç®
À¸�X��µ �������å������·��î�±² ��� −→

M
k

Ok

���Â�^«�µ��d���
�´² �{Ã

−→
M

k

Ok =
∑

i

(−→
M

ki

Qki +
−−−→
OkQki ∧ −→F ki

) ô Ø ® Ü ��  õ

µ�Ù −−−→
OkQki

�����(�¬��Æ � Ð ����·��j�$µ���ª¬��ª�µ��A«�·F�'µ�ª����¾«Úä»²�������ª Ð ²���ª�µ�� Qki
«�� −→

F
ki �´²��j��²����$µ ���(á

Ok ® ¹ �
Ð µ��d����ì�·���� Ð ��â$�¬�X��µ�������·��ê«����7��ë$µ������^� Ì ������ª¬��·����������7«���æ���ª��´² �{Ã

� [



(
τk
)

Ok
=





−→
F

k
=
∑

i

F ki

i

−→
M

k

Ok =
∑

i

(−→
M

ki

Qki +
−−−→
OkQki ∧ −→F ki

) ô Ø ® Ü � ó õ

kP

kiF
kiQ

ki−>
M

kiQ

Fk−>
kO¨

kO
−>
M

k

kB

�@����� Ø ® Ü � � Ê`µ � Ð �{�ç�7��µ��Í�����ê������·d�¬�±²������7² ³�ª�����² ���ê��·��ê·�� Ð µ����d�7��ª�³�ª¬«��

ò��Oñ/�Yñ/�Yñ # çZæHêyð�ìZíÈä�í�æ?î4ï*ëGøEí�ð
�!µ�·��ê�¬� Ð µ������ Bk «��Ö�Ø²ö�����E�¨�^¸�������âd�Ø²?¶�µ�� Ð �Ö³���������² �¬ª������Ö² ³�ª¬����² ���ê��·��

Bk � Ì ����ª��Í���Ö«´² �d� <0���Â� Ð ² � Ð ·������Öá(�´² ����ª��+«d��� Ð µ��Í�$µ ��² �������ê«�·V��µ�������·�� (
τk
) â´��µ�ª¬�ÖÃ

fk
l =
−→
F

k · ∂
−→v k0

∂ẋl

+
−→
M

k

Ok · ∂
−→ω k0

∂ẋl

ô Ø ® Ü �¦� õ
µ�ÙJÃ

� ẋl (l = 1, 2, . . . , nddl)
��µ ���7�¬���^«�����ª¬Æ �����7�����Í�$µ������¬�����h«���� Ð µ
µ���«dµ����������ê³����d����²���ª���������â

� −→v k0 ��� −→ω k0 �����d�����������������ê�Ø²XÆ
ª¬���������t«�· Ð ���������X«��7��² �������ç�h��²ÖÆ
ª¬���������X²���³�·���² ª����^«��
Bk �´²��

��² ���'µ����7² ·V���ç¶�����������ª¬��� <0 â Ð µ��d������·�ª¬�����ê���V·d��ª���ª¬��² ���^�������$� Ð ��ªîÆ����������?ô Ø ®,ÿ ó õå���jô Ø ®���  õt®
À�²�������²���ª¬µ��Jô Ø ® Ü ����õh�$��·d�7� Ì ����ª��Í���^��µ ·��ê�Ø²?¶�µ����Í�X��²�����ª Ð ª����¬���7��·�ªîÆ�² ������Ã

{
fk
}

=
[
V k

w

] {
F k
}

+
[
ωk
] {
Mk

Ok

} ô Ø ® Ü � õ õ
µ�ÙJÃ

[
V k

w

]
= [W ]

[
V k
] ô Ø ® Ü �yÿ�õ

À�²ï��µ��Í��²���ª�µ��þ��·��Ö�ãäÙ���d�����j������«��(��µ ·��Ö����� Ð µ����d� Bk «d·A�ÂË��Â��é����Í«�µ����d��²���µ����{���?Æ�� Ð ����·��Ö¶�µ�� Ð �³����d����²���ª������ {f} «d��� ä½���������?���¬�{«�·9�ÂË
����é����ÍÃ

{f} =
∑

k

{
fk
}

=
∑

k

[
V k

w

] {
F k
}

+
∑

k

[
ωk
] {
Mk

Ok

} ô Ø ® Ü�Ü ��õ

� Ø



Á�²����$����µ��d�åì�·�� {
F k
} �ç� {

Mk
Ok

} ��µ����^��·�� Ð ���d��ª¬�������^«��tÆ�² ��ª¬���n����¶�µ�� Ð ��ª¬µ���«�·������Í����â Ð µ ���Í�t�´²��
� Ì ���Í���¬� â��¬���^¶�µ�� Ð ���7² ����µ
«dË
�´² �Íª�ì�·����^��ä½� Ì ����Ç�² ���X��·��ê�����^��² ������®
ò��Oñ/�Yñ/�Yö # çZæHêyð�ìZæ/î¦��ë�å8îjå8ëGçPä�ä�ðfïGïGð

fg
k−>

kG

kB−>g

R0

������� Ø ® Ü8[ � Ê´µ�� Ð �{«��Ö³���²�Æ�ªî�±²���ª�µ��Q��·��ê·��V��Ë
����é��Í���j·��¬��ª Ð µ �����
À�²?¶�µ�� Ð �Ö«�·���á(�Ø²(³���²�Æ�ªî�±²���ª�µ�����·��

Bk â´��µ ����� −→fg

k â´�����7«�µ����d���Ö�´² �ÖÃ
−→
fg

k
= mkg−→u = mk−→g ô Ø ® Ü�Ü�Ü õ

µ�Ù
g
���Â�ê�ãä½² Ð�Ð ��������²���ª�µ���«��X��²j�$����² ������·��^�ç� −→u ���tÆ � Ð ����·��ê·��dª¬����«�ª���ª�³����´² ��² ���¬é������������há −→g ô´�����E�¨�

¸�����µñõçâ�� Ì �d��ª��Í�ê«´² ��� <0 ®�Ï¾ä»² �d��é��Xô Ø ® Ü �¦� õçâ������n¶�µ � Ð ���h«��7³���²Æ
ªî�±²���ª�µ��Í² ���'µ��Â�������å·���� Ð µ�������ª���·���ª�µ �² · Ì ¶�µ�� Ð ���7³���������² �¬ª��������+�����¬�����^ì�·��ÍÃ

fk
l =
−→
fg

k · ∂
−→v k0

∂ẋl

ô Ø ® Ü�Ü � õ
Ïjä½² ����é��¾ô Ø ® Ü � õ õPâ�ô Ø ® Ü�Ü ��õå«��çÆ�ª¬������«�µ�� Ð Ã

{
fk
}

=
[
V k

w

] {
fk

g

} ô Ø ® Ü�Ü8[ õ
ò��Oñ/�Yñ/�Æò # çZæHêyð è@��ëGä�ð�æ8å?ëÖð�ìZífä�ífæ?î4ïGëGøEí�ð

Ïjä»²�����é��å��²X��� Ð µ���«��7��µ ªd«�� º �çø^��µ���â���ª´·�� Ð µ������ Bk «��ê��² �����
mk �����n��µ ·���ª¬�b² ·(��µ�������·�� (

τk
) â

� Ì ����ª��Í��«´²���� <0 â�² ��µ����å�¬�7Æ � Ð ����·d�ê² Ð�Ð ��������²���ª�µ�� −→a k0 «��
Bk �´² �n��² �d�$µ��Â�^á <0 �����h����µ��'µ��Â��ª�µ �������

á(�ãäÙ���������?���¬�{«�� Ð ���7¶�µ�� Ð ����â Ð �Öì�·�ª¸«�µ ��������µ�·��^¶�µ������XÆ � Ð ��µ���ª����¬���?Ã

mk
{
ak0
}

=
{
F k
} ô Ø ® Ü�Ü Ø õ

°h�������Ö��³�²���ª¬����ô Ø ® Ü�Ü Ø õå���Ö����² «�·�ªî�^�´² �ÖÃ

−→
F

k
=

d

dt
−→p k0 =

d

dt

(
mk−→v k0

) ô Ø ® Ü�Ü   õ
µ�Ù −→p k0 �����Í��²Jì�·´²�����ª¬���V«d�V�Íµ�·dÆ ���Í�����Í������·��î�±² �����ï«��

Bk «´²��������Q���ç¶�����������ª¬��� <0 ®bÏjä»²�����é����¬�
����ª¬� Ð ª¬�$�t«��Ö«Úä½¼������?�$�����ÖÃ

�� 







{
F k
}

+
{
F ∗k

}
= {0}{

Mk
}

+
{
M∗k

}
= {0}

ô Ø ® Ü�Ü8ó õ

µ�Ù 


{
F ∗k

}
{
M∗k

} �������������������j�¬�t��µ ������·��7«����^¶�µ�� Ð ���ê«ÚäÙª��d������ª���â����X��µ�������·��¾ô Ø ® Ü�Ü Ø õå«��çÆ�ª¬�����t² ��µ����XÃ




{
F ∗k

}
= −

{
F k
}

= −mk
{
ak0
}

{
M∗k

}
= −

{
Mk

} ô Ø ® Ü�Ü � õ
Ït�Í����·���â¸�$µ ·��¾·d�A�ÂË��Â��é������?·��¬��ª Ð µ�������âÚ���(��µ�������·���«��þô Ø ® Ü�Ü ��õ Ð µ�������ª¬��·���áV��²�¶�µ�� Ð ��³���������² ��ª¬�����
«ÚäÙª���������ª¬�X«��

Bk �´² �^��² ���'µ����7²�·V����¶�������������� <0 �������¬�{ì
·d�ÍÃ

f ∗k
l =

−→
F

∗k · ∂
−→v k0

∂ẋl
+
−→
M

∗k · ∂
−→ω k0

∂ẋl

ô Ø ® Ü�Ü8õ õ
µ�Ù −→

F
∗k ���Â����²?¶�µ�� Ð �{«Úä½ª¬�����Â��ª¬�{��� −→

M
∗k ���Â���¬�{��µ �������ê«�ä½ª¬�����Â��ª��{«dµ������Ö�´² � Q Ü R Ã

−→
M

∗k
= − d

dt

∫

mk

(−→r dmk 0 ∧ −→v dmk 0
)
dmk ô Ø ® Ü�Ü ÿ�õ

µ�Ù −→r dmk 0 ���Â�7���XÆ�� Ð ����·��ê�'µ���ªî��ª�µ �Q«��{�ãäÙ���¬���Í�����^«��Ö��² �����
dmk ��² �^��² �d�$µ��Â�ê² · Ð ����������«��{��² �����

Gk �ç� −→v dmk 0 ��²ÍÆ
ª¬��������� ®$À¸��«d��Æ�����µ��d�$���������t«���ô Ø ® Ü�Ü ÿ�õPâ�«Úä½² ����é��7�ãäD2%Ä1Ä.�4.E�LKÖâ´�Íµ��������Öì�·�� −→
M

∗k
���Â�+¶�µ�� Ð ��ª�µ �Q«��X�Ø²�Æ�ªî���������{�ç�ê«��X� ä»² Ð�Ð ��������²���ª¬µ��Q² �d³�·��Ø²�ª������å«d· Ð µ����d�^��ª�³ ª�«��7«´² ���^�¬�t����¶�����������ª¬��� <0

���ê«�·V«dË�² «�ª�ì�·���«ÚäÙª���������ª��
I

k Æ�����ªîæ`² ���jô Ïj® Ü ��õXÃ

I
k

=
3∑

l=1

3∑

m=1

Ik0
lm
−→n 0

l
−→n 0

m =
3∑

l=1

3∑

m=1

Ikj
lm
−→n k

l
−→n k

m

ô Ø ® Ü � ��õ
µ�Ù
Ikj
lm

���Â�©·��?�������Í�h«d�+�Ø²7��²�����ª Ð �n«Úä½ª¬�����Â��ª¬� ®ÎÀ¸�+«dË�²�«�ª�ì�·��+�����©� ä½��ì�·�ª¬Æ�² �¬������«d�+�Ø²7��²�����ª Ð �n«Úä½ª¬�����Â��ª¬�«ÚäÙ·�� Ð µ����d�7��² �^��² �d�$µ��Â�7á <0 ôM2%Ä1Ä.�4.E�LK7õç®´À¸�Ö��µ �������+«Úä½ª¬�����Â��ª¬�{«��
Bk ô Ø ® Ü�Ü ÿ�õn«���Æ
ª������t²���µ����{Ã

−→
M

∗k
= −~̇ωk0 · I

k
− −→ω k0 ∧

(
I

k
· −→ω k0

) ô Ø ® Ü � Ü õ
Ïjä½² ����é��{ô Ø ® Ü Ü ��õçâ'ô Ø ® Ü�Ü8õ õ��'��·d�Tô������7��ª¬���ê��µ�·d�å¶�µ������ê��²�����ª Ð ª¬���¬���h�d·�ª��n��µ��Í�Í���ê��·��å�ãäÙ���������?�d���ê«�·
��Ë
����é��Í��Ã

{f ∗} =
∑

k

{
f ∗k

}
=
∑

k

[
V k

w

] {
F ∗k

}
+
∑

k

[
ωk
] {
M∗k

} ô Ø ® Ü ��� õ
À�²���²�����ª Ð �{«ÚäÙª���������ª¬�Ö«��

Bk â´��µ������ [Ik
] â´������� Ì ����ª��Í���Ö«´² �d���¬�������'é���� <k �´² �ê��² �d�$µ��Â�7² ·V�$µ�ª¬���

Gk ® ¹ �¬���þ�'��·�� ô������ Ð ²�� Ð ·d�����þ�´² ��¶�µ����?·���²���ª¬µ��0²��´² �¬Ë���ª�ì�·��àô��$µ ·���«���� Ð ² ����ª��Í������� Ð µ����Í�þ«d���
�$µ ·d��������â'«����X����Ódé�������â¸«���� Ð p ������â . . . õ7µ ·Z�´² �X°t®½¼¾® Õ ®©ô��$µ ·���«d��� Ð ²��t���¬·�� Ð µ����d��� Ì ���±õç® ¹ ����·�ªî����âª��¸�����{��� Ð ������²�ª����j«��j«��ç�������Íª���������²���²�����ª Ð �Ö«ÚäÙª��d������ª�� [

Ik0
] «�² ��� <0 ®$�!µ�·�� Ð ���Ø²dâ`�����t��²�����ª Ð ���7«��

�´² ����² ³�� [
Sk0

] ��µ ���+·d��ª¬��ª��������h�'µ�·�� Ð µ���������·�ª¬��� [Ik0
] âd��²�����ª Ð ��«�ä½ª¬�����Â��ª���«��

Bk � Ì ����ª¬�����X«´² �d� <0 â���������tì
·d�ÍÃ
[
Ik0
]

=
[
Sk0

]T [
Ik
] [
Sk0

] ô Ø ® Ü � [ õ

� ó



ºþz½y`z�° N uhvtce_�kÂ\bs�£ö¥�w p \bv � w p w¸så_
°h�������?��� Ð ��ª�µ��Z� Ì �$µ����?�Ø²Í���ç��Ó�µ
«��¾«�� Ð µ ��������· Ð ��ª�µ �Z«����t��ì�·´²���ª�µ�����«��j�Íµ�·dÆ ���Í�����{«ÚäÙ·����ÂË�� È��é����ê�?·��î��ª Ð µ������e��µ�� Ð µ ������² ª¬����®�À�²��Í����Ó�µ
«��ê«��tðÖ² �d�7�'�������ç�n«�� Ð µ����Â����·�ª������¬���b��ì�·´²���ª�µ��d�n«d����²

«dË
�´² �Íª�ì�·��Ö���þ�����´² ��²����t��·��7�Ø²�«���� Ð ��ª��d��ª�µ��9«����ãä½² ���'µ������ Ð ��� Ð �¾��µ �$µ��¬µ�³�ª¬ì
·d�{«�µ����tµ �Z²�� Ì ����ª¬ì�·�������^�´² �������d��� Ð ��«������Í������®$À¸�{����² ª¬�����Í�����ê² �¬³�µ���ª¬��Ód��ª¬ì
·d�t«�� Ð ������ì�·´²���ª¬µ����ê�'��·d��² �¬µ����^��ä½�çë�� Ð ��·d���á(�ãä½² ª�«��t«Úä½·d�9����µ�³���² ���Í�Xª¬�d¶�µ�����²���ª�ì�·�� ®
ò��Oñ/�Yö/�Gâ � ��é�îjå?ëÖçPä�è�ð úûçPé��Pðfúûðfä�åýè�ð : î ä�ð

Ñ µ�·����Íµ�·dÆ ���Í�����ê«ÚäÙ·��þ�ÂË
����é����Ö«��
nddl

«���³������ê«��Ö��ª��'���Â���X������³�µ�·dÆ �������¾��² � Q Ø R Ã

{f}+ {f ∗} = {0} ô Ø ® Ü � Ø õ
µ�Ù {f} ��� {f ∗} ��µ����j�������$� Ð ��ªîÆ����������j������¶�µ�� Ð ���¾³���������² ��ª¬�������Ö«���æ���ª����¾�´²���ô Ø ® Ü�Ü ��õX���¾�����{¶�µ�� Ð ���«ÚäÙª���������ª¬�j³���������² ��ª¬�������{«��çæ´��ª����{�´² ��ô Ø ® Ü ����õP®¸°h�������(��ì
·�²���ª¬µ�� ô Ø ® Ü � Ø õ7���Â�¾² ���'�������?�ãäÙ��ì�·´²Î��ª�µ �Z«dË È�´² �Íª�ì�·��7«��XðÖ² �d� ®�ÏX² ���+�¬� Ð ² �hµ�Ù����7��Ë
����é��Í�X�ÚäÙ�����+�´² � Ð µ�������²�ª�����â
² · Ð ·��Q«���³�����«��X��ª¬�$�������7��ä½�����
��·��d����ª¬������� � µ�·�ª��`�ÚäÙ� Ì ª¬�����X² · Ð ·d���{�����Ø²���ª�µ��Í«��X«����$����«´² � Ð �{���������X�¬���+«���³������+«��X�¬ª��'���Â��� ®�¼�ª�����ª$�¬�
��µ��?�d���{«��Ö«���³�������«��Ö�¬ª��'�������

nddl
Ð µ����������'µ���«9á��Ø²jÆ�² ����·��^«�µ��d�����Ö�´² �¾ô Ø ® Ü Ø õç®

ò��Oñ/�Yö/�Yñ # çZæHú ð î4ïÖìZçPæ/ë�å?ü�ú ë+�Bé�ðoè�ð¿ï7��í���é�îjå?ëÖçPä�è�ð úûçPé��Pðfúûðfä�å
ÏX² ��� Ð �������ê���±²��$��â ·����^�Í����Ó�µ
«��^«�� Ð µ���������· Ð ��ª¬µ��Í² ·d��µ ��²���ª�ì�·��å«����b��ì�·´²Î��ª�µ ���e«��^�Íµ�·dÆ ���Í�����

���Â�{��ª¬������������² Ð �j�$µ�·d�t���¾��Ë
����é��Í�?�?·��î��ª Ð µ��������dµ�� Ð µ�������² ª¬����â$��² ���{ì�·ÚäÙª�����µ�ªî�X��� Ð ������²�ª����(«d�?�����
� Ì ���¬ª Ð ªî������®n°h��������²�������µ Ð Ó��9��������µ ��² ��������������·��Í����ª¬ì�·�� ®åÀ©ä½µ���ÿ�� Ð ��ª¬¶{�d��ª�� Ð ª���² �ê������«ÚäÙ·d��ª¬��ª������Í�����
� Ì ����������ª�µ��d� Ð ª¬������²���ª¬ì�·���������² ����ª¬���Ö����� Ð ��«����Í�Í�����(²�Æ�� Ð �Ø²V���ç��Ó�µ
«��Í«���ðÖ² �d���'µ�·�� Ð µ��d������·�ª������·�������ª¬ì
·d���Í�����^«����7��ì�·´²���ª¬µ����^«�ªîë�����������ª����������h«�·ï��� Ð µ ��«ïµ���«����{����³�ª�����² ���ê���t��µ�·�Æ����Í�����ê«�·ï�ÂË�� È��é�����®$À¸�?�ÂË
����é����j«Úä½��ì�·´²���ª¬µ�����«�ª¬ë$����������ª¬�����¬���7������²�������·�ªî���¾������µ���·þ�´² �t·d���?�Í����Ódµ�«�����·��Í����ª¬ì�·��
«ÚäÙª�������³���²���ª�µ��������Í�$µ �����¬���t² «´² �d������®

ÀbäÙ��ì�·´²Î��ª�µ �H«��þ�Íµ�·dÆ ���Í�����Q�'µ�·��Í·��2��Ë
�Â��é��Í�Z��� Ð Ó´²�òØ�d�þµ�·dÆ ���Â���Z��µ � Ð µ�������² ª¬����âå«dµ����Q�����
����²ñÿ�� Ð ��µ�ª¬�����å��µ����ê«�� Ð ��ª¬�����+�´² �h����� Ð µ
µ���«�µ ���������+³���������² ��ª¬�������+�����Ø²���ª¬Æ ���^² ·���µ�·�Æ����Í�����ê«�� Ð Ó´² ì�·��
Ð µ�������â´��ä½� Ð ��ª¬��Ã

alpẍp + blpẋp + clpsẋpẋs = fl (l, p, s = 1, . . . , ncg)
ô Ø ® Ü ��  õ

«�µ����ê����� Ð µ
��Y Ð ª¬�������ê��µ ����«�µ��d�����ê�´² �ê�¬���^�����Ø²���ª�µ��d�+��·�ªîÆ�² �������ÖÃ




alp = Ik
mnω

k
lmω

k
pn +mkV k

lmV
k
pn

blp = Ik
mnω

k
lmω̇

k
pn +mkV k

lmV̇
k
pn

clps = enmhI
k
mnω

k
prω

k
snω

k
lh

fl = F k
mV

k
lm +Mk

mω
k
lm

(n, m, h, r = 1, 2, 3
et k = 1, . . . , nsol)

ô Ø ® Ü � ó õ

�!µ�·d� Ð ����²dâ�ª��'¶%² ·d�7������������«�������²(«���æ´�dª¬��ª¬µ��Q«�� Ð Ó´² ì�·��Ö�������Í�Ö«���ô Ø ® Ü�Ü8õ õ7Ã

f ∗k
l =

−→
F

∗k · ∂
−→v k0

∂ẋl
+
−→
M

∗k · ∂
−→ω k0

∂ẋl
(l = 1, . . . , ncg)

= f ∗k
1l + f ∗k

2l

ô Ø ® Ü ��� õ
À¸�{«���Æ ����µ ���$���������t«�·

1er ����������â�«Úä½² ����é��jô Ø ® Ü�Ü ��õPâ¸ô Ø ®,ÿ ó õh���jô Ø ® Ü � Ü õçâ�«�µ�������Ã

���



−→
F

∗k · ∂
−→v k0

∂ẋl
= −mk−→a k0 · ∂

−→v k0

∂ẋl
= f ∗k

1l{
f ∗k

1

}T
= −mk

[
{ẍ}T

[
V k

w

]
+ {ẋ}T

[
V̇ k

w

]] [
V k

w

]T
car

{
vk0
}T

= {ẋ}T
[
V k

w

]

= −mk

[
{ẍ}T

[
V k

w

] [
V k

w

]T
+ {ẋ}T

[
V̇ k

w

] [
V k

w

]T ]
ô Ø ® Ü � õ õ

°h���¬·�ªÚ«�·
2ème �������Í� â´«�ä»² �d��é��¾ô Ø ® Ü � Ü õçâd«���Æ
ª������¾Ã

f ∗k
2l =

−→
M

∗k · ∂
−→ω k0

∂ẋl
= −

(
~̇ω

k0 · I
k

+−→ω k0 ∧ I
k
· −→ω k0

)
· ∂
−→ω k0

∂ẋl

= −
(
~̇ω

k0 · I
k
)
· ∂
−→ω k0

∂ẋl
−
(
−→ω k0 ∧ I

k
· −→ω k0

)
· ∂
−→ω k0

∂ẋl

= f ∗k
3l + f ∗k

4l

ô Ø ® Ü ��ÿ�õ

°h���n«���· Ì � Ì ����������ª¬µ����+��µ����h�Íª������b��µ ·��å¶�µ������ê��²�����ª Ð ª����¬����â�«Úä½² ����é��tô Ø ®¹����õPâ'ô Ø ®¹�� �õe�ç�{ô Ø ® Ü � ��õçâ�²�Æ � Ð�$µ ·��^���{�������Íª����XÃ
{
f ∗k

3

}T
= −

{(
{ẍ}T

[
ωk
]
+ {ẋ}T

[
ω̇k
]) [

Iko
]} [

ωk
]T

= −
(
{ẍ}T

[
ωk
] [
Iko
] [
ωk
]T

+ {ẋ}T
[
ω̇k
] [
Iko
] [
ωk
]T)

ô Ø ® Ü8[ ��õ

���ê�'µ�·��ê���{��� Ð µ���«*Ã
{
f ∗k

4

}T
= −

{(
{ẋ}T

[
ωk
])T ∧

([
Iko
] (
{ẋ}T

[
ωk
])T

)}T [
ωk
]T

= −{ẋ}T
[
ωk
] [
Iko
] [

Ωk0
x

] [
ωk
]T

ô Ø ® Ü8[dÜ õ

²�Æ�� Ð [Ωk0
x

] �ç�±² ���å�Ø²X��²�����ª Ð �ê²�����ª��ÂË��Í������ª¬ì
·d�^«�·ÍÆ � Ð ����·d�h«�� {ẋ}T [ωk
] «Úä½² ����é��n�Ø²{�����Ø²���ª�µ��Vô °t® Ü�Ü õ

O 2%Ä1Ä.�4.E�PI�õP®¸À¸���Ö«�ª¬ë$�������������Ö� Ì ����������ª�µ�����«��9ô Ø ® Ü ����õXá*ô Ø ® Ü8[ ��õPâ©ô Ø ® ÜR[dÜ õt��� Ð ���¬�����Ö��·��Ö�����X¶�µ � Ð ���³����d����²���ª��������;ô Ø ® Ü�Ü ��õ���µ ��� Ð µ��j��ª��������V�$µ ·��V² ����ª¬Æ����þáL�ãäÙ� Ì ����������ª�µ �S��µ ·��9¶�µ������J��²�����ª Ð ª����¬���9«��
�ãäÙ��ì�·´²���ª�µ��M«��*�Íµ�·dÆ�����������âêì�·�ªÖ�����9·��=��Ë
����é��Í�;«ÚäÙ��ì�·´²Î��ª�µ ���9«dª¬ë$����������ª������¬���Q��µ��=��ª¬����²�ª������Q«�·
��� Ð µ���«Vµ���«�����â´�´² �^��²����$µ ���7á <0 Ã

[a] {ẍ}+ [b] {ẋ}+ [c] {ẋ} = {f} ô Ø ® Ü8[ ��õ
[a]

â
[b]

�ç�
[c]

��� {f} ��µ����7«���æ´�dª��ê�´² �{Ã

[a] =
nsol∑

k=1

mk
[
V k

w

] [
V k

w

]T
+

nsol∑

k=1

[
ωk
] [
Iko
] [
ωk
]T ô Ø ® Ü8[y[ õ

[b] =
nsol∑

k=1

mk
[
V k

w

] [
V̇ k

w

]T
+

nsol∑

k=1

[
ωk
] [
Iko
] [
ω̇k
]T ô Ø ® Ü8[ Ø õ

[c] =
nsol∑

k=1

[
ωk
] [

Ω0k
x

] [
Iko
] [
ωk
]T ô Ø ® Ü8[   õ

{f} =
nsol∑

k=1

[
V k

w

] {
F k
}

+
nsol∑

k=1

[
ωk
] {
Mk

} ô Ø ® Ü8[yó õ

� õ



�!µ�·d�+ª��d¶�µ ����²���ª¬µ��Úâ
Ik
mn

�����ê� ä½�������������å«��X��²
mième ��ª�³ �����ç�^«��X��²

nième Ð µ���µ��d���X«��X��²¾��²�����ª Ð �X² � È��µ Ð ª¬����² ·�«dË�² «�ª¬ì
·d�t«ÚäÙª���������ª��
I

k «��
Bk ®
Ït�t�ªô�����â

ωk
lm

â
ω̇k

pn

â
V k

lm

���
V̇ k

pn

��µ����h�������$� Ð ��ª¬Æ����������^�����
���¬���Í�������^«����ê��²�����ª Ð ���h«��{Æ�ªî����������² �d³�·��Ø²�ª�����â�«�ä»² Ð�Ð ��������²���ª¬µ��ï² ��³ ·��Ø² ª¬����âd«��XÆ
ª¬���������Ö���7«Úä½² Ð�Ð ���¬����² È��ª¬µ����´²�����ª¬���¬�����n«��

Bk â
«�µ����������^�������'� Ð ��ªîÆ����Í�����ê�´²��Öô Ø ®¹� [ õPâ$ô Ø ®¹� õ õPâÚô Ø ®,ÿ���õçâ�ô Ø ® Ü � [ õn���
F k

m

���
Mk

m«�����Æ�� Ð ����·����Ö¶�µ�� Ð �?���X��µ��Í�����t������·��¬��² �����{²�³�ª�����² ���{��·��
Bk ® e ���Â�Ö���j�ÂË
�?�$µ ���?«��j�$�����?·d��²���ª¬µ�� � ®À�²������������������±²���ª�µ��V��·��Í����ª¬ì�·��Ö«���ô Ø ® Ü �� �õn«��Ö�ãäÙ��ì�·´²���ª�µ��ï«��Ö�Íµ�·dÆ�������������ä½� Ð ��ª¬�ÖÃ

alpẍp = fl − blpẋp − clpsẋpẋs

ô Ø ® Ü8[ � õ
À¸���ê�����Ø²���ª�µ����h«���ô Ø ® Ü � ó õå��µ����t�¬���^�������Í�������7«d���7��²�����ª Ð ��� Ð µ����Â����·dª¬�����7áÍ�´²�����ª¬�+«����ãä½² ���'µ������ Ð ��� Ð ���µ��'µ��¬µ�³�ª�ì�·��h«�·��ÂË��Â��é����7«�µ����å�Ø²{���ç��Ó�µ
«��7²¾�ç���7«�� Ð ��ªî���ê«´² ���n�����`¿À��Á4£+Â¢ÃÅÄã¿�¸��q�����^����¸��q���q��®`ô Ø ® Ü ��  õ
���Â����������µ�·dÆ ���¾á(�´² ����ª��+«d��� ä½��ì�·´²���ª¬µ��ï«���ðÖ² ����ô Ø ® Ü � Ø õç®

À����b��²�����ª Ð ��� [b]
���

[c]
��ª������������ Ð µ��������^«����b¶�µ � Ð ���b«���°hµ���ª¬µ���ª¬�����n«����©�����������b��µ�����ª¬����² ª¬�����e«��

Æ
ª¬����������ô Ð ²��©ª����!��µ����©¶�µ�� Ð ��ª¬µ��(«�� {ẋ} õP®�Ït�ê���¬·���â {ẋ} �ç� {ẍ} ��µ����b�������'� Ð ��ªîÆ����Í�����n�����eÆ�� Ð ����·����b«����Æ
ª¬����������������«�����² Ð�Ð ��������²���ª¬µ����¸³���������² ��ª¬��������®ñ�!² ��² ª¬������·�����â Ð ������² ª��d�!²�·d����·����åô Q Ü R �ç� Q Ø R õÚµ�����«����Íµ��������
ì�·�����²�¶�µ����?·d�Ø²���ª�µ��Z«d��ðÖ² ���þô Ø ® Ü � Ø õt�����Ø²Q¶�µ����?·��Ø²Î��ª�µ �Z��������³��ç��ª¬ì
·d��«���À�² ³���² ��³������Í��µ�����ì�·��
«���· Ì ¶%²�Ç�µ ���ê«�ª¬ë$��������������«ÚäÙ� Ì ����ª��Í���^� ä½��ì
·�²���ª¬µ��Q«��Ö��µ ·dÆ����������7«ÚäÙ·��V��Ë
����é��Í�¾�j·��¬��ª Ð µ ������®

ºþz½y`z»º ¼ a�kl£�wSw¸s ]$\ p¢g _�w ¥tw¸£à]$\nsn_�adcbkÂsn_dw¸£ ]�kls i�p c©_�klu+v�w¸£
À�²ï��� Ð ��ª�µ��A����� Ð ��«d���������Íµ�������� Ð µ��Í�������¾�ç�±² �d��ª��{�¬������ì�·´²���ª�µ��d��«d���Íµ�·dÆ����������¾«�Ë���² ��ª¬ì�·��

«ÚäÙ·�����Ë
�Â��é��Í�X�?·d�¬��ª Ð µ������b��µ�� Ð µ�������² ª�����®���ª'«´² �d�h·����ÂË
����é����t�?·��¬��ª Ð µ������b������µ ·dÆ����������hµ�Ù�«d���
«���³ �����7«��Ö��ª¬�$�������{��µ�������·����d��ª��Í���êµ�·V��·dª¬Æ������t·��d������²ñÿ�� Ð ��µ ª����Ö«�µ ��������â'² ��µ����^ª��Ú�����

contraint
®$��ª

·��þ�ÂË
����é����j�?·��¬��ª Ð µ������ê�'µ�����é�«´²���� ncg
Ð µ
µ���«�µ����������X³ ��������² �¬ª��������7���Â�{��µ�·d��ª¬��á

ncontr
��ì�·´²Î��ª�µ ���

«�� Ð µ�������² ª¬��������â`² ��µ����+��µ �9��µ �?�����Ö«��Ö«���³������ê«��Ö��ª��'���Â���t��µ �±²��Ú���Â�t«���Ã

nddl = ncg − ncontr

ô Ø ® Ü8[yõ õ
µ�Ù

ncg

Æ ����ªîæ´��ô Ø ® Ü Ø õP®`°h����������� Ð ��ª¬µ��þ� Ì �d��ª�ì�·�� Ð µ����Í�����7� Ì ����ª��Í���^�¬� Ð µ��Í�$µ��Â�����������ê«�Ë���² ��ª¬ì�·��
«ÚäÙ·��ï��Ë
����é��Í���j·��¬��ª Ð µ �����å���V����������� Ð ��«�� Ð µ�������² ª¬������� Ð ª�������²���ª�ì�·����^² ª��d��ªÚì�·��Ö�����h��� Ð Ó���ª¬ì
·d���7«��
Ð µ��d������· Ð ��ª�µ��ï«��Ö� ä½��ì
·�²���ª¬µ��ï«��Ö��µ�·�Æ����Í�����7«dË
�´² �Íª�ì�·��{����³�ª¬����² �����¬�{��µ ·dÆ����������7«�·ï�ÂË��Â��é�����®
ò��Oñ/�Æò��Gâ �çPä�å8æ?î4ëGä�å8ðføÌü�çPïÖç�ä�çPú ë���é�ðfø ð¹åªä�çPä ü�çPïGçPä�ç�úûë+��é�ðfø

Ñ µ�·����ÂË
����é������?·��î��ª Ð µ������^��µ�·d��ª¬�êá�«d��� Ð µ���«dª¬��ª¬µ����ê² · Ì ��ª��Íª¬�����nÆ�µ�ªî�ê��µ��9��µ�·�Æ����Í�����7³��¬µ��´² �
������������ª¬����®!��ªå·d��� Ð µ���«�ªî��ª�µ � Ð ª�������²���ª�ì�·��Íµ�·;³ ��µ��Í������ª�ì�·��Í���Â�?ª¬���'µ�������²�·;��Ë
�Â��é��Í�����F��µ ·dÆ�� È��������â`������Ë
����é��Í�j�����Ö² �¬µ���� Ð µ�������²�ª�����®$��ª�������Ë
����é��Í�j�����Xµ ·Z�ÚäÙ�����t�´² ����µ�·��Íª��7á�«d��� Ð µ�������² ª��������«��?�Íµ�·dÆ ���Í������â¸²���µ����Xª������Â�Ö�������$� Ð ��ª¬Æ����������¾ì�·´²���ª¬æ��?«��

non holonomique
µ�·

holonomique
Q Ø R

ô�ðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�·µÆ���¦���¦�q�ÎõP®��©��·���ª���·����^�¤Ë
�$����«d� Ð µ�������² ª�������� Ð ª��d����²���ª¬ì
·d���^��µ ���7«�ª¬����ª���³�·d����� Q   R Ã
� ��ª¸����� Ð µ�µ���«�µ����d�����ê³���������² ��ª¬�������ê��µ����êæ Ì ����â`����� Ð µ�������²�ª��������7��µ����7«�ª¬����� holonomiques 0� �¬µ�����ì
·d�©����� Ð µ�������² ª��������¸���©«����$����«������!�´² �¸«�·{�����Í����â��¬��� Ð µ�������² ª�����������µ�����«�ªî����� scléronomiques 0� ² · Ð µ�������²�ª�����âd��ªÚ������Ë
����é��Í�������êÓ�µ ��µ���µ ��ª¬ì
·d���ç�êì
·d�{���t�����Í���^���Â�ê����ª¬�+��� Ð µ�������� â�² ��µ����h�¬�

�ÂË��Â��é��������Â��«dª¬�
rhéonomique

�
© ¡ ";9* RS�º�+.0,"B78"�F�"�@6S�58'>&I'6)1+�-�78+�-?-?"Q7 −→ni×−→nj = eijk

−→nk
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eijk eilm = δil δkm − δjm δkl

&XQ."D 
δij
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��ªÚ�¬���
ncontr

��ì�·´²���ª�µ����ê«�� Ð µ�������²�ª��������7��µ����7ª���«����$����«´² �������7���7��äÙ� Ð ��ª¬Æ �����¾Ã

φj

(
x1, x2, . . . , xncg

)
= 0 (j = 1, 2, . . . , ncontr)

ô Ø ® Ü8[ ÿ�õ
² ��µ �����¬��� Ð µ�������²�ª��������©��µ����nÓ�µ��¬µ���µ��Íª�ì�·�����® ¹ �Í«�ªîë�����������ªØ² ���7ô Ø ® ÜR[ ÿ�õ!�´²��e��² �d�$µ��Â�b² ·(�������d��â Ð �����¬��� ÈÐ ªÚ«d��Æ
ª������������jÃ

∂φj

∂x1

ẋ1 +
∂φj

∂x2

ẋ2 + · · ·+ ∂φj

∂xncg

ẋncg
+
∂φj

∂t
= 0

ô Ø ® Ü Ø ��õ
°hµ��Í���ê����� Ð µ����'µ���² �������

y1

â
y2

â
. . .

â
yncg

«�·�Æ�� Ð ����·��^«����åÆ
ª¬�����������h³���������² �¬ª�������� {y} ��µ����^��ª¬�����å² ·Æ�� Ð ����·��7«����^Æ
ª¬�����������7³����d����²���ª��������7������²���ªîÆ���� {ẋ} �´² ��ô Ø ®1ÿ¦��õçâd�����¬���^��²���ª¬��¶�µ����7² �¬µ����^��² Ð µ���«dª¬��ª¬µ���Ã
ncg∑

i=1

Bjiyi + φjt = 0
ô Ø ® Ü Ø Ü õ

µ�Ù
φjt

�����©��²�«�ªîë�����������ª����¬���b«��
φj

��² ����² ���'µ�����² ·?�������d�����
Bji

�ãäÙ���¬���Í�����e«��å�Ø²t��²�����ª Ð ��ÿ�² Ð µ��dª����d���«���� Ð µ�������²�ª��������ê�����¬���Xì�·��ÍÃ

Bji =
∂φj

∂xi

ô Ø ® Ü Ø � õ
�!µ�·d�{·��J��Ë
����é��Í�ÍÓdµ���µ��dµ���ª¬ì�·�� â�ô Ø ® Ü Ø Ü õ����Â�¾ª¬������³ ��² ���¬�j�ç�¾��²���µ ��·d��ª�µ��������Ö�Ø²�¶�µ � Ð ��ª�µ�� φi

²�Ë�² ���
�Ø²j¶�µ������{«d��ô Ø ® Ü8[ ÿ�õP®´°h���'���d«´² ���t��ªnô Ø ® Ü Ø Ü õh�Úä½�������´² �êª�������³���² ������âd�¬��� Ð µ�������² ª¬�������ê��µ ����² �¬µ����h��µ��
Ó�µ��¬µ���µ��Íª�ì�·�����®´�
ª

φjt

�����7��·����¬� â�ô Ø ® Ü Ø Ü õå��ä½� Ð ��ªî�7��µ�·��^¶�µ������{��²�����ª Ð ª��������ê�������¬�Xì�·���Ã

[B] {y} = {0} ô Ø ® Ü Ø [ õ
Õ �^«Úä»²�����é��jô Ø ®1ÿ¦��õh��ª�² ��� {y} ��� {ẋ} â´µ��V²QÃ

{y} = [W ]T {ẋ} ô Ø ® Ü Ø�Ø õ
ô Ø ® Ü Ø [ õå«���Æ
ª¬�����7«�µ�� Ð Ã

[B] {y} = [B] [W ]T {ẋ} = [Bj] {ẋ} = {0} ô Ø ® Ü Ø  �õ
µ�ÙJÃ

[Bj] = [B] [W ]T
ô Ø ® Ü Ø ó õ

¹ ����·�ªî����ô Ø ® Ü Ø [ õå���Â�7«�����ª¬Æ����¾��² �^��² �d�$µ��Â�7² ·ï�����Í���{Ã
[
Ḃ
]
{y}+ [B] {ẏ} =

[
Ḃ
]
[W ]T {ẋ}+ [B] [W ]T {ẍ} = {0} ô Ø ® Ü Ø ��õ

µ�ÙJÃ
[
Ḃj

]
=
[
Ḃ
]
[W ]T

ô Ø ® Ü Ø õ õ
ô Ø ® Ü Ø � õå��äÙ� Ð ��ª¬��² ·d����ª©Ã

[Bj] {ẍ} = −
[
Ḃj

]
{ẋ} ô Ø ® Ü Ø ÿ�õ

õ �



��ª����j�ÂË
����é����(����� Ð µ�������² ª�����â$ª������Â�{«�µ�� Ð ��µ�·d��ª¬�Xá�«����X¶�µ�� Ð ���X��·������¬���Í�����±²�ª�������â$ì
·dª Ð µ ������ª¬��·d�����«Úä½² ·d�������åª�� Ð µ�����·�����®�¼7æ´��«��������å�Í����������������Æ
ª�«���� Ð ��âd��²���� Ð Ó���ª¬ì
·d� Ð ��² ����ª�ì�·���«����å�?·��¬��ª����¬ª Ð ²�����·����«���À�² ³���²���³��{���Â�7���Í����µË���� ®'°h���7¶�µ�� Ð ���7��ä½� Ð ��ª¬Æ������t«��Ö��²j¶%²�Ç�µ��V��·dª¬Æ�² ������Ã

f c
l =

ncontr∑

i=1

λi
∂φi

∂xl

=
ncontr∑

i=1

BT
li λi

ô Ø ® Ü   ��õ
°h���Z¶�µ�� Ð ����«�� Ð µ�������² ª¬��������³���������² ��ª¬�������Lô Ø ® Ü   ��õV��µ����J«�µ�� Ð ��²ñÿ�µ�·d�������JáH�ãäÙ��ì�·´²���ª�µ�� «��Fð�²����
ô Ø ® Ü � Ø õ�Ã

{f}+ {f ∗} = {f c} ô Ø ® Ü   Ü õ
µ�·JÃ

{f}+ {f ∗} = [B]T {λ} ô Ø ® Ü   ��õ
À¸���X¶�µ�� Ð ���{«d� Ð µ�������² ª��������{��µ ���Öª¬� Ð �¬·����t«´² ���{� ä½��ì
·�²���ª¬µ��Z«��(�Íµ�·dÆ ���Í�����Ö��µ�·d�Ö¶�µ ���Í�j��²�����ª Ð ª¬���¬���ô Ø ® Ü8[ � õå�$µ ·��^µ��d������ª¬�{Ã

[a] {ẍ}+ [b] {ẋ}+ [c] {ẋ} = {f} − [B]T {λ} ô Ø ® Ü   [ õ
��² �^��²(��·�ªî��� âdª��Ú�����7«����Íµ�������� Ð µ��Í�������6Ut����ª¬��ª¬�����¯W����{�?·d�¬��ª¬����ª Ð ²�����·��n«���À�² ³���² ��³���®
ò��Oñ/�Æò��Yñ �çPä¥ø�åRæHé�ê�å?ëÖçPä�è�ð ïGî úûîÈå8æ/ë*êyðWVEî4êyç�<¥ëGðfä�ä�ð

¼�æ´�?«d� Ð µ��d������·�ª����h��²���²�����ª Ð ��ÿ�² Ð µ���ª¬������� [B]
â�«����!� Ì �������Íª¬������Uh�¬ª��������.W¾��µ ������·�������µ �������©²�æ´�

«�� Ð �������!·����n��²�����ª Ð �b«Úä½² ���'µ������ Ð ��� Ð � ®���µ�·����ãäÙ� Ì ���Í���¬�å«��n�Ø²d���������¯¸���ÏÎâ�Ø²ê��²�����ª Ð �b«Úä½² ���$µ������ Ð ��� Ð �«�� Ð ��� nqmc

� Ì �������Íª¬�����ê��ª¬��������â���µ �����
[Γlibre]

â´�����7«��Ö�Ø²?¶�µ������X��·�ª¬Æ�² �����ÍÃ

ke → 1 2 3
↓ ↓ ↓

[Γlibre] =




5
3
2
1
0
0
0
0

7
3
2
1
0
0
0
0

9
8
6
4
3
2
1
0




ô Ø ® Ü   Ø õ

����������µ �?�����Í«�� Ð µ ����� Ì ª¬µ����j«d����� Ì �������Íª¬�����¾�¬ª��������{�����¾�����'���Â��µ���ª���«´² �d�¾�¬��Æ � Ð ����·d� {Hlibre}
�����

ì�·���Ã

{Hlibre}T =
(

5 5 8
) ô Ø ® Ü  �  õ

À�²J�������Íª�é����ï��ª�³ ���Q«��
[Γlibre]

��² �������j�����ï������ª¬��«�ª Ð ����«���� Ð µ����d��²�Ë�²�����·����V� Ì �������Íª¬���V�¬ª������ ®
°hÓ´² ì�·�� Ð µ��¬µ������V«��

[Γlibre]
������������«H·��dª�ì�·����Í�������Ø²J��ª��Â���ï«�����ª���«dª Ð ����«d��� Ð µ����d����ª�² ��� Ð Ó´² ì�·��

Ð µ������åá¾�ãäÙ� Ì �������Íª¬���ê��ª��d���7² · Ð µ����d� B0 «d�t�Ø²Ö�´² ��� ®��!µ�·d�åª¬����·d���������b�Ø²Ö�Í����Ódµ�«��7«�� Ð µ��d������· Ð ��ª�µ���â���²Æ�² ����·��ê��â���² �^� Ì ���Í���¬� â������7����ª¬���{�'µ�·��^� ä½ª¬��«�ª Ð � ke (ke = 1, . . . , nqmc)
®�À�²

kième
e

� Ì �������Íª¬���{�����7�¬�
�$µ ª����e«ÚäÙª��d«�ª Ð � k′ = ke+nsol

ô�µ�· Ü�Ü õ!�ç�©���Â�b��ª¬���+²�· Ð µ����d�e«ÚäÙª���«�ª Ð � Γlibre (1, ke)
ô%µ ·b��õç® À��h��µ��?�����

õdÜ



«�� Ð µ������ Ì ª¬µ����{�¬ªØ² �����ãäÙ� Ì �������Íª¬���¾«��
BΓlibre(1,ke)

á
B0 ���Â�{«��

Hlibre (ke)
ô�µ�·J �õPâ Ð äÙ���Â� È á È «�ª¬���?·d���

Ð µ��d��� Ì ª�µ �V«d���d��·��êì�·�� Ð �������{�¬ªØ² ���
BΓlibre(1,ke)

á
B0 Ã

Hlibre (ke) = H (Γlibre (1, ke)) + 1
ô Ø ® Ü   ó õ

0R

1B

2B

jB

2P

keP

1P
nqmcP

,
k{     }q

nsolB

������� Ø ® Ü Ø � �
Ë
����é����n�?·��î��ª Ð µ������ Ð µ�������² ª¬���!²�Æ�� Ð ���¬·���ª¬��·������$µ�ª¬��������·�ªîÆ�² ����·��¾��µ ·dÆ������������������ Ð ��ªî�

�b·dª��ê�$µ ·�� Ð Ó�² ì�·��j� Ì ��������ªî���Ö«ÚäÙª���«�ª Ð � k′ â'�¬�XÆ�� Ð ����·�� −→q k′ ����� Ð ������®'Ò¤��ª¬��«�ª�ì�·��Ö��²��'µ���ª¬��ª¬µ��ï«�·
�$µ ª����^«ÚäÙ� Ì �������Íª¬����«�² ���ê���{�����'é���� <Γlibre(1,ke)

ô��������¨�þ¸���� ¸
õn�����¸ì�·���Ã
{
qk′
}T

=
(
qk′

1 qk′

2 qk′

3

) ô Ø ® Ü  �� õ
���ê��²���²�����ª Ð �{² ����ª¬��Ë
�Í������ª�ì�·��{«����7Æ � Ð ����·d���7«���ô Ø ® Ü  ���õh����� Ð µ ��������·�ªî����Ã

[
Λqk

]
=




0 −qk′

3 qk′

2

qk′

3 0 −qk′

1

−qk′

2 qk′

1 0




ô Ø ® Ü   õ õ

�!µ�·��(���Ø² �'µ������j��²þ��²�����ª Ð �{ÿ�² Ð µ ��ª�������� [B]
â������?�'µ�ª������j«Úä½� Ì ��������ªî�����

P ke
â�² ����µ Ð ª�����²�· Ð µ������

Γlibre (1, ke)
µ�·

k
â��ç�h�¬��� Ð µ ����� Bj (j = 1, . . . , nsol)

«´² �d�å�¬�^��Ë
����é��Í�t�?·��î��ª Ð µ������©��µ���� Ð µ ����ª¬«��������O �����E�¨�%¸���� ¸
õç®$À¸�(��µ��?�����j«ÚäÙ��ì�·´²Î��ª�µ ���{«�� Ð µ�������²�ª��������XÆ ²�·d�
3nqmc

®��!µ�·d� Ð ���Ø²dâ$á Ð Ó´² ì�·����´² �t«��
���������^�ç��·�«dª�� â´ì�·��Ö�¬�XÆ�� Ð ����·�� −−−−→O0P ke

�����7��·��d�$µ���� Ð µ����Â�±² ����â´«dµ�� Ð ��²�«�����ª¬Æ ���Ö���Â�t��·��¬��� â�² ª�����ªeÃ

−−−−→
O0P ke =

−−−→
O0Ok +

−−−−→
OkP ke

=
−−−−−−−−−−−−−→
OΓH(k)(k)OΓH(k)−1(k) +

−−−−−−−−−−−−−−→
OΓH(k)−1(k)OΓH(k)−2(k)+

+ . . .+
−−−−−−−−→
OΓ2(k)OΓ1(k) +

−−−−−→
OΓ1(k)Ok +

−−−−→
OkP ke avec k = Γlibre (1, ke)

ô Ø ® Ü  �ÿ�õ

õ �



µ�Ù −−−−→
OkP ke Ð µ����������$µ��d«Qá −→q ke+nsol

®���² �å² �´²���µ�³�ª¬�^���������(ô Ø ® õ�ó õb�ç�{ô Ø ® õ ��õ©«�·�Æ � Ð ����·�� −−−→O0Gk ��µ�·��å��²
¶�µ����Í�j��²�����ª Ð ª��������Ö²�Æ � Ð ����Æ�� Ð ����·�� −−−−→O0P ke

«��Vô Ø ® Ü  �ÿ�õPâ {
O0P ke

} ��µ�·��X¶�µ���������²�����ª Ð ª¬���¬���Ö«���Æ
ª¬�����
² ��µ ����â�� Ì ����ª��Í�{«´² ��� <0 Ã

{
O0P ke

}T
=



{
qke+nsol

}T [
SΓlibre(1,ke) 0

]
+

H(k)∑

i=2

{
qΓi−2(k)

}T [
SΓi−1(k) 0

]
+
{
qΓH(k)−1(k)

}T




ô Ø ® Ü8ó ��õ
Ïjä½² ����é��ê�Ø²(«�����ª¬Æ ����ô Ø ®1ÿ Ü õh«d� {

O0Gk
} â´�Ø²?«d����ªîÆ�����«d��ô Ø ® Ü8ó ��õh«�µ ������Ã

{
yΓlibre(1,ke)

}T [
Λqke+nsol

] [
SΓlibre(1,ke) 0

]
+

H(k)∑

i=2

{
yΓi−1(k)

}T [
ΛqΓi−2(k)

] [
SΓi−1(k) 0

]
= {0}T ô Ø ® Ü8ódÜ õ

À��{Æ � Ð ����·��7«����7Æ
ª¬�����������7³���������² ��ª¬������� {y} ��² �������?�d�Ø² ���7�����+Æ�� Ð ����·���� {yj}(
j = Γ1 (k) , . . . , ΓH(k)−1 (k) , Γlibre (1, ke)

) ���b���ç����µ�·dÆ��n«´² �d�+ô Ø ® ÜRódÜ õç®�Ïjä»²�����é��!��²^¶�µ ���Í�©«��b�Ø²^��� È�Ø²���ª�µ��?ô Ø ® Ü Ø [ õ$��ª�² ���Ú�Ø²å��²�����ª Ð �'ÿ�² Ð µ���ª¬����������� {y} ²�Æ�� Ð ô Ø ® ÜRódÜ õçâ��ãäÙ���������?�d���e«���� [
ΛqΓi−2(k)

] [
SΓi−1(k) 0

]

(i = 2, . . . , H (k) , Γlibre (1, ke))
��� [

Λqke+nsol

] [
SΓlibre(1,ke) 0

] ��µ����?����³���µ ·��$���j«´²����j·��d����²�����ª Ð �
�´² �Â��ª������¬� [

Bke

] â��$µ ·�� Ð Ó´² ì�·���ª���«�ª Ð � ke (ke = 1, . . . , nqmc)
�����¸ì�·���Ã

position de chaque
matrice de passage
↓

[
Bke

]T
=




[
Λ

q
ΓH(k)−2(k)

] [
SΓH(k)−1(k) 0

]

[
Λ

q
ΓH(k)−3(k)

] [
SΓH(k)−2(k) 0

]
®®®

[
ΛqΓ1(k)

] [
SΓ2(k) 0

]
[
ΛqΓ0(k)

] [
SΓ1(k) 0

]
[
Λqke+nsol

] [
SΓlibre(1,ke) 0

]

[0]®®®
[0]




← Γlibre (Hlibre (ke)− 1, ke)
← Γlibre (Hlibre (ke)− 2, ke)®®®
← Γlibre (3, ke)
← Γlibre (2, ke)
← Γlibre (1, ke)®®®®®®
← nsol

avec k = Γlibre (1, ke)

ô Ø ® Ü8ó � õ

°h���
ke

��²�����ª Ð ���^��µ����7��²��������?���¬�����7«´² �d�7��²?��²Î����ª Ð �nÿ�² Ð µ���ª¬�����d�Ö�����¬���Xì�·��ÍÃ

[B] =




[B1]®®®
[
Bke

]
®®®

[Bnqmc ]




ô Ø ® Ü8óy[ õ

Ït�Ö�ªô����{�'µ�·��^��²Í��²�����ª Ð �X«�����ª¬Æ ��� [
Ḃ
] âd����� [

Ṡi0
] ��µ����t²�«�µ��d��������á(�Ø²?����² Ð �Ö«����

[Si0]
²�Æ � Ð Ã

õy[



position de chaque
matrice de passage
↓

[
Ḃke

]T
=




[
Λ

q
ΓH(k)−2(k)

] [
ṠΓH(k)−1(k) 0

]

[
Λ

q
ΓH(k)−3(k)

] [
ṠΓH(k)−2(k) 0

]
®®®

[
ΛqΓ1(k)

] [
ṠΓ2(k) 0

]
[
ΛqΓ0(k)

] [
ṠΓ1(k) 0

]
[
Λqke+nsol

] [
ṠΓlibre(1,ke) 0

]

[0]®®®
[0]




← Γlibre (Hlibre (ke)− 1, ke)
← Γlibre (Hlibre (ke)− 2, ke)®®®
← Γlibre (3, ke)
← Γlibre (2, ke)
← Γlibre (1, ke)®®®®®®
← nsol

avec k = Γlibre (1, ke)

ô Ø ® Ü8ó Ø õ

�����Úì�·���Ã

[
Ḃ
]

=




[
Ḃ1
]

®®®
[
Ḃke

]
®®®

[
Ḃnqmc

]




ô Ø ® Ü8ó   õ

[B]T

∣∣∣∣∣∣∣

extr êmit é : →
position des

matrices : ↓
Ü � [

Ü
[Λq2 ] [S10] [Λq2 ] [S10] [Λq2] [S10]�
[Λq3 ] [S20] [Λq3 ] [S20] [Λq3] [S20][
[Λq5 ] [S30] [Λq7 ] [S30] [Λq4] [S30]Ø

[0] [0] [Λq6] [S40] 
[Λq10 ] [S50]

®®®
[0]ó

[0] [0] [Λq8] [S60]� ®®®
[Λq11 ] [S70] [0]õ ®®®

[0] [Λq9] [S80]ÿ
[0] [0] [Λq12 ] [S90]

¬��®¯� Ø ® Ü Ü � �
����· Ð ��·����j«��Ö�Ø²?����² �����$µ �����¾«��Ö�Ø²���²Î����ª Ð �nÿ�² Ð µ���ª¬�����d�¾��µ �9����«�·�ªî���Ö�'µ�·��ê�ãäÙ� Ì ���Í���¬�
«��Ö�Ø²%�������¨�þ¸���Ï

�!µ�·��^� ä½� Ì ���Í�����{«��{��²%�����E�¨�^¸���ÏÎâ������^������· Ð ��·�������«d���ê��²Î����ª Ð ��� [B]3nqmc×3nsol

��� [
Ḃ
]
3nqmc×3nsol

õ Ø



��µ����Ö«�µ ���������{�������'� Ð ��ª¬Æ ���Í������«´² ���{�¬���³£¢¤¦¥ §q��¤��X.b¸����¦�?���·¸������(µ�ÙJª������Â�Ö��� Ð µ����?������· Ð µ��Í�d���j«��
�ãä½² ���'µ������ Ð ��� Ð �{��µ��'µ���µ ³�ª�ì�·���«�·9�ÂË
����é�����®

[
Ḃ
]T
∣∣∣∣∣
extrêmité :→
position : ↓

Ü � [
Ü

[Λq2]
[
Ṡ10

]
[Λq2]

[
Ṡ10

]
[Λq2]

[
Ṡ10

]

�
[Λq3]

[
Ṡ20

]
[Λq3]

[
Ṡ20

]
[Λq3]

[
Ṡ20

]

[
[Λq5]

[
Ṡ30

]
Λq7

[[
Ṡ30

]]
[Λq4]

[
Ṡ30

]

Ø
[0] [0] [Λq6]

[
Ṡ40

]

 
[Λq10 ]

[
Ṡ50

] ®®®
[0]ó

[0] [0] [Λq8]
[
Ṡ60

]

� ®®®
[Λq11 ]

[
Ṡ70

]
[0]

õ ®®®
[0] [Λq9]

[
Ṡ80

]

ÿ
[0] [0] [Λq12]

[
Ṡ90

]

¬��®¯� Ø ® Ü � � �
����· Ð ��·�����«����Ø²Q����² �����'µ�������«d���Ø²ï«�����ª¬Æ ����«d���Ø²ï��²�����ª Ð �tÿ�² Ð µ���ª¬�������Í��µ��A����«�·�ª¬���
�$µ ·��^�ãäÙ� Ì ���Í���¬�{«��Ö�Ø²%���������þ¸���Ï

ò��Oñ/�Æò��Yö � ïGë*úûë*ä�îjå?ëÖçPä è¥é ú é�ïÖå?ë»�¥ï*ëGêyîjå8ðfé�æ è�ð > î ìZæ?î4ä�ìZð
¼t����é��X²�Æ µ�ª�� Ð µ��d������·�ª¬� Ð ���t«���· Ì ��²�����ª Ð ����â'�����¬���êµ����X�ç���j�j·��¬��ª����¬ª������ Ð Ó´² Ð ·����?�´²�����²���²�����ª Ð �

[W ]
«�ä»² �d��é���ô Ø ® Ü Ø ó õt����ô Ø ® Ü Ø õ õt�$µ ·��Öµ��d������ª��{�¬���Ö��²�����ª Ð ��� [Bj]

�ç� [
Ḃj

] ®¸Ò¤�b² ����² ��²�ò¬��² ��µ ���
nlz��ª¬³����������

ncz
Ð µ��¬µ��������n«d�7÷�����µ���â Ð µ����������'µ���«�² ���+² · Ì�Ð µ
µ���«dµ����������b³����d����²���ª��������n�dµ���² Ð ��ªîÆ�����®��!µ ·��� Ð µ���µ��Íª������¸«�·{�������d��«d� Ð ² � Ð ·����ç�!�çÆ
ª¬������«���� Ð ²�� Ð ·d���¸ª���·d��ª��¬����â Ð ���!��²�����ª Ð ���¸��µ ���;U©����«�·�ª¬�����2W$â Ð ä½������$µ ·���ì�·�µ�ª������^�'µ�ª¬������·����^��µ����7����·d��ª¬��ª¬������®´°h�ç����������² �'� Ð µ�����ª��Â����á(������ª������^�����^��ª¬³������h���ê����� Ð µ��¬µ��������«���÷�����µ��?á Ð ���j��²�����ª Ð ����®�ÀbäÙ���Í����² Ð ���������¾«���� Ð µ ��µ����d���j«d��÷�����µ��¾���Â� Ð ����·�ªbµ�ÙF�¬���'µ�ª¬������·��

dpq

â
�$µ ·��h·���² ��³��¬�

q
«�� {x} â
���Â�^��·��ã®d°h���^«���· Ì ��²�����ª Ð ���å����«�·�ª¬�����åµ����^·�� Ð ���Â�±² ª¬����µ��?�d���X«�����ª¬³�������â

��µ �������
ncontr

®`À¸�Ö��µ��?�d���Ö«ÚäÙ� Ì �������Íª¬�����ê��ª��d�����
nqmc

���7���{�dµ��?������«d� Ð µ�������²�ª�������� ncontr
Æ�����ªîæ´�����

² ��µ ���+� ä½��³�² ��ªî������·�ªîÆ ²�������Ã

3nqmc − nlz = ncontr

ô Ø ® Ü8óyó õ
À�²A��²�����ª Ð �jÿ�² Ð µ���ª¬�������V����«�·�ªî���þ�ç����²;«�����ª¬Æ ���9��µ������dµ �������

[Bjréd]
��� [

Ḃjréd

] ân�������'� Ð ��ª¬Æ ���Í�����
��µ�·������ê�¬���^«���· Ì «��Ö«�ª��Í���d��ª�µ �

ncontr × n′
cg

â�µ�Ù*Ã

ncg − nz = n′
cg

ô Ø ® Ü8ó � õ
À¸���j��²�����ª Ð ��� [a]

â
[b]

���
[c]

�ç�?�¬���ÖÆ�� Ð ����·���� {f} ��� {ẋ} ��µ ���?² ·�����ªn����«d·�ª¬����â��$µ�·d�¾�´²���Æ�����ª��j² · Ì��²Î����ª Ð ��� [aréd]
â
[bréd]

�ç�
[créd]

â�«d��«�ª¬��������ª¬µ��
n′

cg × n′
cg

�ç�?������Æ � Ð ����·d��� {fréd}n′
cg

�ç� {ẋréd}n′
cg

â
�´² �^��²?�ªô����{�Í����Ó�µ�«d� ®

Ïjä»²�����é��X�ãäÙ��ì�·´²���ª�µ��V«��¾��µ�·�Æ����Í�����(ô Ø ® Ü   [ õPâ´·����¾ª�� Ð µ�����·��j��·������¬���Í�����±²�ª���� {λ} ²��ç���jª¬������µ È«�·�ªî��� ®`À¸����·d�7���Â�t«dµ�� Ð «Úä½����ª¬��ª¬����� Ð ������������â'µ ·9���¬·d�¨p����¬�{���������
[Bjréd]

T {λréd}
â`²�Æ�� Ð {λréd}

�¬�

õ  



�?·��î��ª��d��ª Ð ²�����·�� {λ} ����«�·�ª¬��®¸�!µ ·�� Ð ����²dâÚ·����Í��²�����ª Ð �j«��Í����² �d��¶�µ�����²���ª�µ��
[T ]

âÚ����ª�² ��³�·d�Ø² ª¬���j��·��'� È��ª¬��·���� â������ Ð µ��d������·�ª¬���{�����¬���Xì�·��ÍÃ

[T ] [Bjréd]
T = [0]

ô Ø ® Ü8ó�õ õ
µ�Ù

[T ]
â¸«��Í«�ª��Í������ª�µ�� (

n′
cg − n′

contr

)
× n′

cg

â����Â�¾��²Q��²�����ª Ð �(µ��Â��Ó�µ�³ µ��´² �¬� Ð µ��Í���¬���Í�����±² ª¬���?«d����²
��²Î����ª Ð �©ÿ�² Ð µ��dª����d��� [Bjréd]

®�ÀbäÙ��ì�·´²Î��ª�µ �V«d�{�Ø²j«dË
�´²���ª¬ì
·d�Íô Ø ® Ü   [ õn�����ê�j·��¬��ª����¬ª�����á?«���µ�ª¬���X�´² �^��²
��²Î����ª Ð � [T ]

Ã

[T ] ([aréd] {ẍréd}+ [bréd] {ẋréd}+ [créd] {ẋréd} − {fréd}) = [0]
ô Ø ® ÜRó ÿ�õ

�!µ�·�� Ð µ����Â����·dª����{��²j��²�����ª Ð � [T ]
âd�Ø²?�Í����Ó�µ
«��X«��X����ªØ²���³�·���² ��ª¬��²���ª�µ��Í���ï��²�����ª Ð ����·��'����ª���·����Ö���Â�

² �����¬ª�ì�·����?��·��Ö��²���²�����ª Ð �7ÿ�² Ð µ���ª¬�������(����«�·dª¬���
[Bjréd]

®�°h������µ Ð ��«��(���Â���´² ������·��Ö�ãä½² ��³�µ ��ª¬��Ó��Í��«�ä
Û�µ�·d����Ódµ���«�����â�� Ì �'µ��������=2%Ä1Ä.�4.E�UYh®$ô Ø ® ÜRó ÿ�õ����Â� Ð µ��?��ª¬�����7²�Æ�� Ð �ãäÙ��ì�·´²Î��ª�µ ��«�� Ð µ ������² ª¬�����ê«�����ª¬Æ ���«���· Ì ¶�µ�ª���ô Ø ® Ü Ø ÿ�õå����«�·dª¬���Ö�������X² ·�����ªãâ Ð ��ì�·�ª¸«dµ�������Ã

[
[T ] [aréd]
[Bjréd]

]
{ẍréd}+

[
[T ] ([bréd] + [créd])[

Ḃjréd

]
]
{ẋréd} =

[
[T ] {fréd}

[0]

] ô Ø ® Ü � ��õ
�©·�ª���â�ô Ø ® Ü � ��õçâ���ì
·�²���ª¬µ��¾«dª¬ë$����������ª������¬�e«�·���� Ð µ���«¾µ���«���� â����������² ����¶�µ ���Í���b������ì�·´²���ª�µ��Ö«�ªîë�����������ª��������
«�·ï��������ª¬���^µ���«����{�������¬�Xì�·���Ã

[A] {ẍréd} = {D} ô Ø ® Ü � Ü õ
µ�ÙJÃ

[A] =

[
[T ] [aréd]
[Bjréd]

] ô Ø ® Ü ��� õ
���ÖÃ

{D} =

[
[T ] ({fréd} − ([bréd] + [créd]) {ẋréd})

−
[
Ḃjréd

]
{ẋréd}

] ô Ø ® Ü � [ õ
Ïjä½² ����é��¾ô Ø ® Ü � Ü õPâ����XÆ � Ð ����·d� {ẍréd}

�����7µ��d������·V���Vª���Æ�������²����
[A]

âd�´² �^�Ø²(�Í����Ó�µ�«d�{«��¾¯�² ·d���ÖÃ

{ẍréd} = [A]−1 {D} = {d ({ẋréd} , t)}
ô Ø ® Ü � Ø õ

À�²ï�Í����Ó�µ
«����$µ�·d� Ð ² � Ð ·������Íô Ø ® Ü � Ø õt�$��·d�Vô��������Íª����(��µ�·d�¾��²�¶�µ����Í��«Úä½·d�Aµ���³�² ��ª¬³���²����Í�jì�·�ªb���Â�
� Ì ���¬ª�ì�·��{«´² �d�7��²å¿À��Á4£+Â¢ÃÅÄï¸��q����ÏÎ®
ò��Oñ/�Æò��Æò � í�æHë�� îÈå?ëGçPäbè�ð ï}�Æí���é�îjå?ëÖç�ä�è�ð êyçPä�åRæ/î ë*ä�åRð��%çPé�æÄé¥ä�ðÝ<%çPé�ê¹ïGð��>ð�æHú ífð

Ïjä»²�����é��¾��²V�����E�¨�Ô¸���� âÚ«´²���� Ð ���Â�±² ª¬������������· Ð ��·�������â�«d�����$µ�· Ð �����{¶������Í������² ���´² ��² ª�����������®�À©ä½µ�� Èÿ�� Ð ��ª¬¶������ê«��{��²�Æ�µ�ª¬� Ð µ��Í�������^��������«����{��� Ð µ��Í�d���X�ãäÙ� Ì ª��Â����� Ð �Ö«�� Ð ���ê�'µ�· Ð �¬���^«´²����^���7����²�ª¬�����������
«���� Ð µ ������² ª¬��������®d��µ�·�� Ð ���Ø²dâ��Ø²{�'µ�· Ð ���7�����h� Ð ª���«����7Æ
ª¬����·d�����¬���Í�����tô��������¨�;¸����¦Íõ©²�æ���«�� Ð �������n«���· Ì�$µ · Ð �¬���Öµ�·dÆ �������������A�������$� Ð ��² ��� Ð ������² ª��d��� Ð µ���«dª¬��ª¬µ����{��·��Ö�����{¶�µ�� Ð ���¾�ç�¾�¬���Ö�Íµ�����������² �����¬ª�ì�·����
��·�������ÿ�µ ª�����«d� Ð �������+µ ·dÆ�������·d��� ®�°h������� Ð µ�·d��·����h�$��·d�%ô������+��ä½ª¬���'µ������åµ�Ù(��·��e��²��'µ�· Ð ��� ® À©ä½��ì
·�²���ª¬µ��«��ÖðÖ² ���Ö²�Æ�� Ð �¬���+¶�µ�� Ð ���^«�� Ð µ�������² ª��������ê��·��d�����Í������² ª�������ô Ø ® Ü   ��õå����������ª¬� Ð Ó´² �d³����{��² ª��h�����+¶�µ � Ð ������t�����7�Íµ����������t������·��¬��² �����t«d��� Ð µ���«�ªî��ª�µ ����«d� Ð µ ������² ª¬�������7Æ�µ����{�Íµ
«�ª¬æ´���ê�Ø²���²�����ª Ð �hÿ�² Ð µ��dª����d���

õyó



���Í���Q�j·��¬��ª����¬ª Ð ²Î����·d�j«��9À�² ³���²���³�� ®©��ªê��µ���� Ð µ��d��ª�«d����������������� Ì ��������ªî�����
p
���
q
�������'� Ð ��ªîÆ����Í�����

�ãäÙ� Ì �������Íª¬���?«���� Ð µ ����� BΓlibre(1,p) ���
BΓlibre(1,q) â¸µ�Ù*���Í��ªî��·����¬�Í�'µ�ª¬���Öª¬��ª¬��ªØ² ��«���¶�µ�����²���ª�µ��Z«d����²

�$µ · Ð �¬�X¶������Í����â´² �¬µ����^�¬���+Æ�� Ð ����·����t�'µ���ªî��ª�µ ���+��µ ���7��³�² · Ì Ã
−−−→
O0P p =

−−−→
O0P q ô Ø ® Ü ��  õ

µ�Ù −−→
OP p ��� −−→

OP q ��µ ���X�������$� Ð ��ª¬Æ����������Ö�����7Æ�� Ð ����·����{�'µ���ª¬��ª¬µ����7«����t� Ì �������Íª¬������â'� Ì ����ª��Í���t«�² ���X�¬�
�����$é���� <0

O ����������¸����¦Íõç®´�©·�ª¬�jô Ø ® Ü �� �õå�����7«�ªîë�����������ª�����Ã

−→v (p+nsol) 0 = −→v (q+nsol) 0 ô Ø ® Ü � ó õ
µ�·ï��µ�·d�7��²?¶�µ����Í�X��²�����ª Ð ª¬���¬����Ã

{ẋ}T
([
V (p+nsol)

w

]
−
[
V (q+nsol)

w

])
= {0} ô Ø ® Ü ����õ

µ�Ùàô Ø ® Ü �yÿ�õ+«�µ��d���j��²�¶�µ������Ö«����X��²�����ª Ð ��� [V (p+nsol)
w

] �ç� [
V (q+nsol)

w

] ®eô Ø ® Ü ����õ^²�·d���¾¶�µ������Ö��� Ð µ � È�´² ª¬����²������t�����¬���{ì�·���Ã

[Bj] {ẋ} = {0} ô Ø ® Ü � õ õ
µ�ÙJÃ

[Bj] =
[
V (p+nsol)

w

]T −
[
V (q+nsol)

w

]T ô Ø ® Ü ��ÿ�õ

Z[

\]

^_^`

a_ab

cd

e_ef

gh
i_ij_j

kl

mn
o_op

q_qr

st

uv

FC

qP MC

p
P

FC

MC

0R

�������Uwyx{z}|�~������y���������/���{�����y�����������1�������������������y��� �����X¡��¨�N¸����?0¢���£�����1¤¥�X�-�¦�<§¨�1�y���y���P�����
�H©����4�����{�����

ª«�P�¬�X�:�E1�{�L�����X�{���������-�®�y�P�E�X�¯�y���¯�°���y�������®�������������¯��§¨�±©²�����²���³�1�W���³�¬��Ç��X�´�4�y�{µ/�X�-����¶
õ �



Etape 1 · �������¯� �¸�4�����y�H���y�4�³���1µX���¹���³���¦���²µ²���X�-�¯� �J�����1�����º�����������»�����y�¦¤°�����-�¢�X�4�y�{�����X�{���L�y����������»�y���4�y��¼����
Etape 2 ½ �����¾�1�����U�{���¯��¿À�¥�/�������1�¢�y�W�����1µ����Á���-�L�¥�X�4�����Â���1�Â� �J¤y�4�²�����y�y�4�Ã�1��µ�������¤°���Ã�¥�X�y�¢���ðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1��¸��q���¶µÆ�q�-yÄX��ÅX���»Æ��<§¨��¿��y�/���{���6�y�»�Á�X�1µ����Á���À�³Ç�wyx{zEÈ���É
Etape 3 Ê ���4�{µX���_Ç¬wyx:z,� õ ÉË�Eµ����ÂÇ¬w1x{z,�Hÿ-É��¥�X�1�Ì���X¿À�y���{���Q�{�X��§Í���¹�Î¤y�X���y���Á�X�y�1�Ï�Ë§¨�1�����{���������y���Ì�HÐË�X�4����X�1�y�{�������y�1������x
Etape 4 Ñ �������1�y���«� �U�1Ò��¥�/�Á�{¿��1�Ï�1�Ã�¹Ò²�¹��¼��Á�Ï�¾�y�:����������¤1���Eµ����Ï� �U�°���y�����Q�����4�Á���«���W�����¾�1���¥�X�-��{���®��¿À�¥�/�������1�¢�y�Ã�Á�X�1µ����Á���À�¢�y�Ã�M§Í���Ó�/¤��Jz³�H�Â�1���Â�����-�����X���-�����¢�1�Ã�<§¨�H�Ó�X¤°�³È²xÕÔ¯���{���{�����

����������Öy�²�1�³�y�W�������X�yÄ��1� �X�4�����?�����X�÷U Ê ��×¯ØbW�ÇM2%Ä1Ä.�4.E�»YQÉ¯�?Ù¥�Ú��§Í���1�����y�{�Â�M§Í��¿À�¥�?�����X�
�y�:ÐË�������À�����������¢�y�´¤y�����Á�{���U���4�y����Ç�wyx{zÀ�²zÛÉHx

ò��Oñ/�Æò��¡� � çPé��Pðfúûðfä�åb�¥æ?ðføRêyæ/ë�å

0R
Trajectoire prescrite

P

�@�����Õwyx:z ó ~6Ø�Ò��4��¼����Ã�¾�1�{���{�����4¤y�Ü�4���y�����®Æ¸�y�´�Á���²µ��������-�¯¤y�4���������:�
· �������Á¤y�X�4�����J���¹�³�4�������4µX���6�X��©Ý�����-�����X���-�����Ã�XÄ����4���X�-�W���1�Ã�����4���X���1�W������¤1�Ã�4���y�����WÆ´�1���³�����²Þµ����Á���À���L¤y�4���������:����xËß8§¨���Àà4�������{�«���4�»�X�{�����¯��§Í���������4�³�{���Â��¿À�¥�/���{���y�L�1�³���X�À�����X�{�-�����Â¿��1�Î�H©²¤y�4�������-�L���

�Á�X�1µ����Á���À�®¤1�����4���4�{�³Ç����X¡��¨�þ¸�����Ï�ÉHxÕØ²�Ë�����4���W�����X¤��º�����y�4���y¼����W���º¤°�����-�
P
�1�W���ö���X¡E�¨�^¸�����ÏÂ�y�������áÞ

µ/�X�-�Â�y���Á�X�1µ����Á���À�¢¤y�4���������:�L�X�������1���¯�y�¦�����Á¤1�¢�4��¤y�4�������-���¾¤¥�/�¯�1�y�Ã�����Ûà4�������X�����»�¥�/�y�Â�<§¨����¤¥�X���
¤¥�X�Ï���X¤1¤����¹�ÜÆ <0 1�X�{�����«�{�°�±©²���4���Â�y�Áµ����H�����y�Tµ��{�������4�L�y�¯� �»�����}à4�����������4� −→h ²�y�¯�����y�H�����X�Á�y�Á������¤y��������¿À�y�Á¶

−→v p0 =
−−→
h (t)

Ç¬w1x{z õ �-É
ß
�Â����¤y���������-���/���{���J�â�/�����{���������{�8�y�»Ç¬w1x{z õ �-ÉÌ�y�¸������¤1�8����ÄX���y�Ï�¥�X�y�8�{�T�¹Ò²�¹��¼��Á�U�¾�1�{���{�����4¤y�Ì����ÄX���y�_���4�Ü¶

{ẋ}T [V p
w ] = {h (t)}T Ç¬wyx:z õ z}É

ß8§D�X�������������/���{���6¤y�4���������:���»��§Í�������{�W¶

−→a p0 =
−−→
ḣ (t)

Ç¬w1x{z õ ��É
��ÙP�M§¨�X�������{�����?�����X� −→a p0 ���4�¯� �¾�y�����:µ����W�y�ÁÇ¬w1x{z õ zÛÉHx1ß
�ºµX���������y� {D} �y�ÁÇ¬w1x{z,�/È-ÉT�y��µ��{���-�W¶

{D} =

[
[T ] {{fréd} − ([bréd] + [créd]) {ẋréd}}
−
[
Ḃjréd

]
{ẋréd}+

{
ḣréd (t)

}
] Ç¬wyx:z õ È�É

õyõ



�Eµ����¦� �������y���������ã�����y�y�{��� {
ḣréd (t)

} �y� {
ḣ (t)

} ��§¨�X¤y��¼��=� ��������Ö1�²�y���y�¦�4���y�1�����{���ä�²�����{���4�����X�
ðã¤��|¤À����¤4ð1ñ1�`¸��q���¹¸��¶µ�x
ò��Oñ/�Æò��¡� � �jî4ï*é�îjå?ëÖçPä�è�ðføb�>çZæ/êyðføªè�ð¿êyçPä�åRæ/î ë*ä�åRð

ßÌ�´¤y���������y�y�4�â���1�{µ/�X�-����¤����������Ã��§Í��µ/�X���1���W�����»�����4�����Ã���Ã�����Ã���������-���W�y�������-�����X���-������xÎØ²�Ï�����
�ªô��Á���Á¤°���{�À���J��§¨�±©��������Á�:�����

P j (j = 1, . . . , nqmc)
���=�{���������4¤y�

Bj (j = 1, . . . , nsol)
�¥�/�y�â�{�

�4Ò��4��¼������³�y�{�������X��¤y�¸�y�´� �ï���X¡��¨��¸���� ¸å�4���-�â�����y���{�y���4����Ï�{�P�y���¾�y�4�P��§¨��¿À�¥�/���{���y���y�P�����-�����X�{�À���
µ/�X�1�

3nqmc

���®�����¯��¿À�¥�/�������y�®�4���-�¢�1�����4�{�����®¤¥�X�º¶

[B] {ẋ} = {h (t)} Ç¬wyx:z õ wÀÉ
ß����8�����������8�y�®�����-�����/���-���¯�X�4�������������Ï�X�²©¾¤��X���-���

P j (j = 1, . . . , nqmc)
���X�À� −→

F
j ���Ï�����8�Á�������-���8�y�

�����-�����X�{�À���J�X���4�²�������Ã�/�Ý������¤1�
Bj (j = 1, . . . , nsol)

�4���-� −→
M

j x
ß����
3nqmc

¤y�4������¼������º�����-�����X���-�����
�y�JÇ�wyx{z õ wÀÉ8�����4�����4¤��X�y�¥�X�-�¯�X�²©â¤°�����-���

P j ���X�À�Ü�y���4��Ä��y�����U¤¥�/�Ü� �»µ²�:���������º�1�L�����U¤����{�-���_�����{���Â¿À�y�³¶
{
vj0
}T

= {ẋ}T
[
V j

w

] Ç¬wyx:z õ |XÉ
��Ù¦Ç¬wyx:z�yÿ-ÉÎ�1���y�y�

[V j
w]
x Ê �¯�ªô��Á�/-����� 3nsol

�y�����y�{¼������_�����-�����X���-�����_�1�¾Ç�wyx{z õ wÀÉÎ���X��������¤°���y�¥�/�À�T�X�²©
�����4¤y�

Bj �4���-�¢�1�����{Ä��y�����¯¤¥�X�U� �³µ��:�����4���Ã�X�yÄ��1� �X�{���L�y�»�����®�����4¤y�®�����{���L¿À�y�J¶
{
ωj0

}T
= {ẋ}T

[
ωj
] Ç¬wyx:z õyó É

��Ù
[ωj]

���4�U���»µ��:�����4���º�/�yÄ��y���X���4�¯¤y�X�4�������{���U�y�
Bj x²æ¢���y�4���{���«�����������ÜÄ����y�����X���{�������T�1�y���U�/�²©������������T�H��X�²©=�Á�������-���¯�1�W�����-�����X���-���º�4���-�E¥��§¨�X¤y�4¼��³Ç¬wyx:z�z��É¢¶

f c =
nqmc∑

j=1

∂−→v j0

∂ẋ
· −→F j

+
nsol∑

j=1

∂−→ω j0

∂ẋ
· −→M j Ç¬wyx:z õ �XÉ

����¶

{f c} =
nqmc∑

j=1

[
V j

w

] {
F j
}

+
nsol∑

j=1

[
ωj
] {
M j

} Ç¬wyx:z õyõ É
�������{�����®���X�y�®� �¾���������º��§Í�y�y�»�¾�y�:���{¤y���{�E�/����������§Í�y�y�W�â�/�����{���º�y�»�y�{�Á���y���{���

m× 6nsol

Ç¬��Ù
m
µ/�X�²�

3 (nqmc + nsol)
ÉU�H�®�y�´�¾�y�{����¤y�{�����/�����y�_�1�³ß
�XÄ����X�yÄ��³¶

{f c} = [B]T {λ} Ç¬w1x{z õ ÿ-É
Ê ���y�Ã���W�¾�y�:����¤1�������/�����y�Ü�y�³ß
�XÄ����/�yÄ��W���4�Â�����ãÇ���Æ�¤¥�X�4�����¯�y�³�����³�y�{����¤y�{���E�?�����X�=�y�³¤1���y�4�����1���¯�â�?Þ���4�������Ü���������Â¿��1�Á¶

{λ} = [E]−1 [B] {f c} Ç¬w1x{z8ÿ �-É
��Ù

[E]
���¹�¢�1�y�»�â�/�����{���L�¹Ò²���������{¿��1�W�1�W�1�������y�4�����

m×m �����{���º¿À�y�J¶

[E] = [B] [B]T
Ç¬wyx:z8ÿ1z}É

ª8���HÐË�H�EÌÇ¬w1x{z õ ÿ-É_���¹�¯�¾�y�{����¤y�{�����LÆ¸Ä-�X�y�ÓÖ1�Ã¤¥�/�U� �¾�Á�/���{���
[B]

¶

õ ÿ



[B] {f c} = [B] [B]T {λ} = [E] {λ} Ç�wyx:z8ÿ���É
ß��8¤y�����1��¼����Î�Ë§¨�{�ÀµX���4�����X�W�1�Ï�Á�/���������Î���4�
��µ��:���8Ä���ÅX���«ÆÜ���Ü�Á�H��Öy���y�Q�y�8����� �/�yÄ��y���X���{���/�������6U Ê ��×¯ØþW
ÇM2%Ä1Ä.�4.E�ÃY8ÉÜ�4�y�®� �¾�Á�/���4�����

[B]
xyæ¢���y�4�ÏÇ¬wyx:z õ ÿ-ÉÏ���4�¢�¾�y�:���{¤y���{���¯¤¥�X�

[D]T [H]
�y�ÁÇ<ªUx:z8ÿ-ÉL¶

[Ξg] {λ} = {Ξd}
Ç¬w1x{z8ÿXÈ-É

��Ù
[Ξg]

���¹�»�y�y�¸�Á�/���4�����W���4� �X�yÄX�y� �X�{���W���y¤°���4�����y���¸�y�¸�1�������y�4�����
m × m ��� {Ξd}

�y��µ����������y�»�y�
�y�������1�����X�

m
�������®¿À�y�J¶

[Ξg] = [D]T [H] [B]T
Ç¬wyx:z8ÿXw-É

���»¶

{Ξd} = [D]T [H] {f c} Ç¬w1x{z8ÿ�|�É
{λ} ¤°���1�!ôH���4�W���X�����y���º¤y�X�®���y�y�¹���:���1��������1�E�X� [Ξg]

���4�¯�y�1�W�Á�/���������L���4� �X�yÄX�y� �X�{���¯���y¤°���4�����y���/x

º¯ç½yÜç¢¾ ±�è_é²ê �8ëyì é²íïîÏèðé²ñ
òôó³î ë ñ�õïõïñ
ö �¸���X�{�Î¿À�y�Ü���_�y�1�8���4�«�y�T�E�X�{���y�{���Î���¢µ��{�������4�Ü���Q�M§¨�X�������������/�������³�/Ù¥�¸�y�T�E�X�{���y�{���Î�{���Q�HÐË�X�4���Î¤����1�

�y�=�����Á¤1�T�y���1�y�Xx¥÷Ì���y�Ü�������1²�X�P�³���������{�=�y�º�4�E�X�H���¥�X�{���4���_Æ¾�ÓÖ¥�X¿À�y�º¤¥�X�T�y�Â�����Á¤1��x · �X�Á���Â�y�X�y��y���4¤��X�����y�®�y�´�4Ò��¹��¼����W��§¨��¿À�¥�/���{���P�y�{Ð����4���-���{���{���L�y�´���������1�¦�y��Ä����W�y���´���{�y�E�X�{���Â�}µX���W�y���®������������
�y�{Ð����4���-���ÌÆU�ÓÖ¥�X¿À�y�Ï¤¥�X���1�«������¤y��}�X�Ã�U�{�8�ÓÖy���:©º���-���4�Ï�1���²©»�¬��Ç����y���y�«�4�����X���1��������xEØ²���:�
���»�����1�E�X�4�����
�â�/���L�y���Ã�1���y�y�����W�����-�Ã¤������y�y����
���X�{�»���Ý���-��¼�Ä����¸������¤����4���{���������-��x · ���4�����y���4�y��¼����J���X���1�����������¹��ÓÖy���{�����º���X�U�����X�´�{���y���X���{���ºÆ¸�ÓÖ¥�/¿��1�Ã¤¥�/�¯�1�»������¤y��ÕÆ¸�y�´�����4���X���P�����Á���-�Ey�{�L������¤°���4���������-�®�y�
�4Ò��4��¼����»�y�»��������¤y�X�¯�X�y���4�
¤y����������x

ö �´�¸µ��¦�X�ïðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�^¸��q���¹¸��¶µ�1�Ë§D�X¤1��¼��³Ç¬w1x{z,�?wÀÉ_���åÇ¬wyx:z õ È�ÉH1¿À��§¨�X�´������¤y�
t
¥�����6¶

{ẍréd}t = [A]−1
t {D}t = {d ({ẋréd}t , t)}

Ç¬w1x{z8ÿ ó É
��Ù�¶

[A]t =

[
[T ]t [aréd]t
[Bjréd]t

] Ç¬wyx:z8ÿ¦�XÉ
���»¶

{D}t =

[
[T ]t ({fréd}t − ([bréd]t + [créd]t) {ẋréd}t)

−
[
Ḃjréd

]
t
{ẋréd}t +

{
ḣ (t)

}
] Ç¬wyx:z8ÿ õ É

Ç¬wyx:z8ÿ ó É¢�y���:�Áô����4�J���-����Ä�������¤y�X�»���X¤y¤°���¹�W�X�Ý������¤y��
�EµX�����y��¤y�X�»�y��������¤y�
∆t
�¤����1�º���1�����y���»���

����¤����1��� {ẋréd}t+∆t

x�ß��³�4Ò��¹��¼����¾��§Í��¿À�¥�?�����X�y�Â�y�:ÐË�������À�������������®�y�Ú¤y�4���������¯���4�y���=Ç¬wyx:z8ÿ ó ÉU���¹�L�y�X�y�
���������{�=�¥�X�y�T���Â�1���â�/���y�®�����Á¤°�������Mx · ���4���L��¿À�¥�/���{���6¤°���1�T��§Í�����4���4�L¤y���1�Ü���{�Á¤y�{�������-�_�����y�T� �W���X�����Ä����1�����/���¸¶

{
d
dt
{y}t = {ẏ}t = {d ({y}t , t)} pour t > t0
{y (t0)} = {y}t0

Ç¬wyx:z8ÿyÿ�É
�Eµ�����¶

ÿ��



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{y}t =

{
{xréd}t
{ẋréd}t

}

{d ({y}t , t)} =

{
{ẋréd}t
{ẍréd}t

} Ç¬wyx»� ����É

÷Î�X�4�Á�Q�<§¨���y�����¾�y�{�¸�y���Ã�X��ÄX�����:��Öy�����¢��§¨�{�-����ÄX���/�������Ú������¤����4���{���X��y����©���§Í���-���4�Á���²©Ý���-�»���H�����À�
�y�X�����»�/�4�����-��������¶ Ñ �y�yÄ��±Þïøº�1�����1yæU�¥�/�Á��x

ò��Oñ/�¡�/�Gâ > ��î ïGìZçZæ/ëÖå?ü�úûð�è�ð � é�ä�ìZð�3 : é�åEå8î
ß
���Â�����4�¾�y�����Â�y� Ñ �y�1Ä��HÞùø»�²���Ó�������-�º�{���L¤1���y�¢�1���{�����4�����Â���Â�����L¤y���1�¢�¬�X���������ÂÆ=¤1����Ä����X���Á����xÕß��¤¥�X�®�y�»�����Á¤y�®¤°���1�¾ô������»���²�y�:Ù¥�º���/�y�¢�1�¡Y����y�:���»���¯���J������Öy���y�W���<§D�Eµ/�X�-�Ó�XÄX�º�y�Ã�1���Á�X���4���®�����y���/x

úù�T�4�ãYJ�¸�y�6���X�y�¥�/û{����� {y}t0 ¤����1�¾���-����Ä������³�{�â�����4���6�y���J�X�²�������¾µ/�X�����y��� Q ó R Î��Ù
t0
���4�J�{�Á������¤y�

���y�:�����X�¥���Uµ/�X�1�
0 s

���´ÄX���y�����X�<x · �����Á�¢���{�����T�y���Á�X�y�y���-�®¤y���y�T�y�L�����Á¤y�U�1�º�E�X�{���y��¿��1�W�{���U�/�1���4����Á�H��Öy���y��������������J�Á�H��Öy���y�¸���¹�»�1���{���{�����³�����¬�X�{�L¤����1�º�y���Á�X���4���º�y���»�Á�H��Öy���y���º¤1���y�º�4YÁ���X������xÌß
�
�������³�y���L�Ë§¨���4�y���»wJ���¹�¯�y���y�»�ÓÖy���{���{� Q ó R ¶




{y}t+∆t = {y}t +

+∆t
6

[
{d ({y}t , t)}+ 2

{
d
(
{ŷ}t+∆t

2
, t+ ∆t

2

)}
+ 2

{
d
({
̂̂y
}

t+∆t
2

, t+ ∆t
2

)}
+

{
d
(
{ŷ}t+∆t , t+ ∆t

)}]

{ŷ}t+∆t
2

= {y}t + ∆t
2
{d ({y}t , t)}{

̂̂y
}

t+∆t
2

= {y}t + ∆t
2

{
d
(
{ŷ}t+∆t

2
, t+ ∆t

2

)}

{ŷ}t+∆t = {y}t + ∆t
{
d
({
̂̂y
}

t+∆t
2

, t+ ∆t
2

)}

Ç¬wyx»� �1z}É
· ���4���º�������³�y���L�1���������4�{���W¿À�¥�/�����»��µ/�X�{�¥�/���{���y�U�y�»���³�����y���������6�1�����:µ���� f x

ò��Oñ/�¡�/�Yñ > ��î ïGìZçZæ/ëÖå?ü�úûð�è@� � è�î ú ø
úù�º��§¨�XÄ��{�P�Ë§¨�y�1��������Öy�²�1���y���4���4�����1���������1�Ý�ùÒ�¤°� U³÷8�4���y�{�������y�¹Þ · �����4���H�����1�þW Q ó R x Ê �X�y�´�y�¤y�����Á�{���J�����Á¤y��_�{�¦¤y�4���y�{�������y�ÚÇ������4�¾�y���´��§ÍæU�¥�X���â���²µ����¹���/U�X�

4ième ���4�y���EÉ����4�6���X�����y���´�y�Ú���
�¬��Ç��X�´�4�y�{µ/�X�-����¶

{
y(0)

}
t+∆t

= {y}t +
∆t

24

(
55 {d}t − 59 {d}t−∆t + 37 {d}t−2∆t − 9 {d}t−3∆t

) Ç¬wyx»� ���XÉ
���y�:µ���¤¥�X�®���º���X�����y���y�´���²�y�:Ù¥�E�?�����1�»Ç {

y(0)
}

t

���4�¢� �³µ/�X�{���y�U�1��¤y�4���y�{�������y�¯�X�P¤¥�X�®¤y�4�������y���À�ÓÉW¶
{
ŷ(0)

}
t+∆t

= {y}t+∆t −
251

270

(
{y}t −

{
y(0)

}
t

) Ç¬wyx»� ��È�É
���UÙ¥�y�X�����Á���À�®�����{�y���y�´�����4�����H�����y�ÃÇ������4�¾�y���º�Ë§¨æU�¥�/�Á�Ü�����������XÕ�/�

4ième �����1���}ÉÂ¶





{
y(r+1)

}
t+∆t

= {y}t + ∆t
24

(
9
{
d(r)

}
t+∆t

+ 19 {d}t − 5 {d}t−∆t + {d}t−2∆t

)

{
d(0)

}
t+∆t

= d
({
ŷ(0)

}
t+∆t

, t+ ∆t
) Ç¬wyx»� �Xw-É

ÿ1z



÷A���y�U�1���Á�X���4���Ü�{�L�E�X�{���y�<1���P�¸�°���4�����6�y� {y}t0+∆t

 {y}t0+2∆t

��� {y}t0+3∆t

¿À�y���y�º��§¨�X��¿��1�����¹�
¤¥�X�®Æ¾¤¥�/�4���{�Ü�y�º�����U���4�����Ü��¿À�¥�/���{���y�WÇ�wyx¿������ÉH�Ç¬wyx»� ��È�É_���ÃÇ�wyx¿���XwÀÉ_�Á�X���TÆ¸¤¥�X�4�����_�y�»� �³������Öy�²�1�º�y�
Ñ �1�yÄ��HÞùøº�1�����1x Ê �»¤y�{�y�� {y(0)

}
t0+3∆t

�Ë§¨�±©1�{�4���W¤y�X��x {y}t0+4∆t

��§Í���1�������À�®�1���y�WÆ¾¤¥�X�¹�����T�y��Ç¬wyx»� ���XÉ
���ÃÇ�wyx¿���XwÀÉ_������¿À�y�ÁÇ¬wyx»� �XwÀÉT���4�¯���1�{�����X���{�����¢¤¥�/� {

y(0)
}

t0+4∆t

�X§Í���¹�4ÞùÆ?Þù�y�{���¸¶
{
ŷ(0)

}
t0+4∆t

=
{
y(0)

}
t0+4∆t

Ç¬wyx»� �-|XÉ

Ê ���y� {y(0)
}

t0+5∆t

���4�Q���4�������_Ä���ÅX���_Æ {y}t0+5∆t

¤¥�X�TÇ¬wyx»� ����É��H� {
ŷ(0)

}
t0+5∆t

¤y�X�ÜÇ�wyx»� ��È-É±xÛß
���A�������{�
¤y�����Á�{¼��4���_µ/�X�{���y�4� {d}t0

 {d}t0+∆t

 {d}t0+2∆t

 {d}t0+3∆t

�����-�Ü�{�y�{��� �X�{���4�����«�EµX��� Ñ �y�yÄ��±Þïøº�1����� Q ó R x
ßÌ�P��Öy¼����=�1� Q � R ¤y���������y�{���â�X�y���4�T�<§¨�1�����{�����?�����X�Ú�y�â���â�4�ÓÖy���Á�¦��§Í���-����Ä����?�����X�Ý������¤����4���{���J��¿À�y�áÞ

µ/�X�����À��«�X¤y¤°���{�¦�X�1�����¯���ÓÖ1���Á����§Í���-����Ä����?�����X�ü������¤����4���{���6��§ÍæU�¥�X���¹ÞùýÜ�X��Ö²�����4��Ö²Þ¹���X�y�{������x Ñ �y�yÄ��±Þøº�1�����W���4�_����¤y���}Ò��®¤°���y�_�X�����������«� �º������Ö1�²�y�/-¤y�y�{�_æU�¥�/�Á�«¤°���y�Ï�����-���{�À�y����x²ß
�»¤y�������{�����X�Á�y�¯���H�
�X��ÄX�����:��Öy���U�������³µ������:Ù¥���º�4�y�Ü�y�6�±©1���Á¤1���X²�y���-�U�{�Â���X�Á¤°���4���������-�T�X�¥�X�:Ò�����¿À�y�¢���4�®�����y�À�ÝÇË¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄ
Í¦�q�?ÉHx
º¯ç½yÜç¬ÿ ���Uè_é ÜÐó�� ñ��¢ñ õ �¬ì õ � î ë íSé Ü ò ñ��¢ñ�� ì õ	��
¢õ

æ¢Ù¥��¿À�y�6�{�Á�{���H�����1�¾�X�:�³�y�1�âµ��y�=Ä��{���¥�X�{���1�=�M§¨�X��ÄX�����:��Öy���¸�y�â���X�����y�M
�������1�:Þù���«���4�¾�������X¤y�:���y�{�
�¥�X�y�º�{���`���X¡��¨��¿Ò¸����9Ñº���Ô¸�����ÓÆ� Ê ����©�Ù¥�ÓÖy�{�����»�4��Ä��4���y¤°���-�»�����º�y���y�y�����»�y�������4���X�{�����X���y���â�X�4���XÄX��y�P�E�X�{���y�8¶
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0 si d

dt
q = 0 ∀t

1 si q = q (t) ∀t
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q = αk, βk, γk
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nsol

1
2 j

Bj

Rj

mj

rj{    }

qj{     }

Γ1(j)R

Γ1(j)B  ou Bi

initiale des coordonnées généralisées relatives
Identification des pointeurs et de la valeur numérique

Début

Données géométriques de chaque corps

solj=1, ..., nmj j[ I  ] qj{     }rj{    }

solmulticorps des corps 1 à n     : [Γ]
Construire l’arborescence du système

j
M

j
F   et 

des forces et des moments 
Ajouter les composantes 

agissant sur chaque corps

j
M{    }

j
F{    }

Corps j

E2

E2

E4

E1

E3

E5

E3

ji[S   ]
.

ji[S   ] j0[S    ]
ji[Ω  ]

jo
[Ω   ]

. j0[S    ]

entre B   et B
0j

puisΓ1 (j)entre B   et B
j

Construction des matrices de passage
et de leurs dérivées

jq[Λ    ]jr[Λ    ]

rj{    } qj{     }de          et  
Matrices antisymétriques

n1
0

n2
0

n0
3

0R j0
[S   ]
.j0

[S   ]
jo

[Ω   ]
Rj

n2
j

n3
j

n1
j

.
{x } {y} à partir de         

Formulation de la vitesse généralisée

.
{x } {y} =[W]

Obtenir [W] tel que : 

Matrice de
vitesse angulaire 

partielle
j

[ω   ]

Dérivée temporelle
de la matrice de 

vitesse angulaire 
partielle

j
[ω   ]
.

S2

Momennt d’inertie par rapport
au système de coordonnées global

j0
[I    ]=

0j
[S    ]

j
[I   ]

j0
[S    ]

S1

j
[V   ]
.

de vitesse partielle
Dérivée temporelle de la matrice

j
[V   ]

Matrice de vitesse partielle

S3 S4 E6
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Système
contraint ?

OUI

NON
Solution

Formulation des équations de contraintes

.
[B]Evaluation des matrices [B] et

Assembler les coefficients des équations de mouvement

Σ
j

j
[ω  ]

j0
[I   ]

j
[ω  ] T

j
+ Σ jm

j
[V    ]W

j
[V    ]W

T
[a] = 

Σ
j

j
[ω  ]

j0
[I   ]

j
[ω  ] T.

j
+ Σ jm

j
[V    ]W

j
[V    ]W

T.
[b] = 

0j
[Ω   ]x

j
[ω  ]Σ

j
[c] = 

j0
[I   ]

j
[ω  ] T

Σ
j

j
[ω  ] {M   }

j
Σ
j

j
[V    ]W

j
{F   }+{f } = 

(1)

Intégration avec
les routines standards

Solution

Méthode 1
Boucle fermée

{ x }=
..

 −[B]
. .

{ x }[B]

[B] est non singulière

(2)

et combinaison avec (1) et (2)
Réduction des équations de mouvement 

[T]{f}
{0} }{+

..
{ x }

[T][a]
[B] ][

.
{ x }[T]([b]+[c]).

{ x }
.

 [B]
{ }= −

Création de la matrice orthogonale
complémentaire de [B] réduite par DMTS

S1 S2 S3 S4 E6

E7

E13

E8

E10E9

E14

E11

E12

.. . .
[a] {x }+[b] {x }+[c]{x }={f}

Création de la matrice orthogonale
complémentaire de [B] par DMTS

Méthode 2
Mouvement prescrit

.
où {h }est le profil 

 −[B]
.

{ x }=
.. .

{ x }+
.

{h(t)}[B]

(3)
d’accélération

et combinaison avec (1) et (3)
Réduction des équations de mouvement 

..
{ x }

[T][a]
[B] ][

.
{ x }[T]([b]+[c]).

{ x }
.

 [B]
{ } .

{h(t)}

[T]{f}}{= − + (II)

(I)
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z�xUæ ¤¥�X�4�����J�y�äµX���H�����1� {x}t Ï�y�¦�����y�����{µX��� {ẋ}t ���â�y���Á¤����{�-�����1��� p ���
dp
«���������y�¹�����1�{�

�{���W�â�/�����{�����»�y��¤¥�X�4���XÄX� [
Skj

]
t


�{���y�4�W�1�����:µ������ [
Ṡkj

]
t

Æ´¤y�X�4�����»�y���W�Á�/���4�������»�y�Á�4�X�Ó�?�����X�
Ç¶ðã¤���¤À���|¤4ð1ñ1�^¸��q�����¦�q�?É±y�X�{�y���Ë¿��1�Ã�{���U�Á�/���4������� [

Sk0
]
t

���¯�{���y�4�¯�1�����:µ������ [
Ṡk0

]
t

Ç�ðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1��¿
¸��q�����¦��Ïâ���b¸��q�����¦�½Ñ±É³Ä���ÅX���´�X�²© �â�/�����{�����J�/�À�����¹Ò²���������{¿��1���J�y�6µ��{�������4�¦�X�1Ä��y� �/����� [

Ωkj
]
t

�H�
[
Ωk0

]
t

������¿À�y��¶
[
Sk0

]
t
=
[
Sk Γ1(k)

]
t

[
SΓ1(k) 0

]
t
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[
Ωkj

]
t
=
[
Ṡkj

]
t

[
Skj

]T
t
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[
Ωk0

]
t
=
[
Ωk Γ1(k)

]
t
+

H(k)−1∑

m=1

[
Sk Γm(k)

]
t

[
ΩΓm(k) Γm+1(k)

]
t

[
Sk Γm(k)

]T
t

Ç¬wyx»� �yÿ�É
¤y�1���»¶

[
Ṡk0

]
t
=
[
Ωk0

]
t

[
Sk0

]
t

Ç¬wyx»�²z��É
�²x10º��ÅX���Ú�X��©��Á�/���4���������y�Ú¤¥�X�4���XÄX�Ú���=Æå� �Ý�â�/�����{���´��§¨�{�y���¹���{� [

Ik
] _�X���E�X�{���y�{�¦�����Á�/���4�����

��§Í���1���4����� [
Ik0
]
t

�y�P������¤y�
Bk ¤¥�/�U���X¤y¤°���¹�¯�X���4�����������-��������Ä��X���{������� <0 Ç¶ðã¤���¤À���|¤4ð1ñ1�^¸��q���q���¹¸�É

�H�Â�{���¯�â�/�����{�����U�1���¢µ��:�����4�����Â���¢�y���Â�X�������������/���{���y�¯�X�yÄX�y� �X�{�����U¤¥�X�4�������������� [
ωk
]
t

��� [
ω̇k
]
t

Õ�y�
�ÓÖ¥�/¿��1�³���X��¤y�ÃÇ�ðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1��¸��q�����¦�¶Ó»���^¸��q�����¦��Õ}ÉÂ¶

[
Ik0
]
t
=
[
Sk0

]T
t

[
Ik
] [
Sk0

]
t
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[
ωk
]
t
=




[I][
SΓH(k)−1(k) 0

]
txxx

[
SΓ1(k) 0

]
t

[0]xxx
[0]




et
[
ω̇k
]
t
=




[0][
ṠΓH(k)−1(k) 0

]
txxx

[
ṠΓ1(k) 0

]
t

[0]xxx
[0]
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rk
} ���A�y�¾����¤�¼����_�������/���:�y�/�³���X��¤y�Î�X�?à��X�����-� {

qk
}

�4���-�³�����X�y�¹������������A�4���y�³���P���X�����Á�y�Á�â�?�����{�����X�-���{�4Ò��������4��¿À�y�/Ì¤°���y�W���1�����y�{�Ã�{���W�â�?�����{�����
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[Λrk ] =




0 −rk
3 rk

2

rk
3 0 −rk

1

−rk
2 rk

1 0


 et

[
Λqk

]
=




0 −qk
3 qk

2

qk
3 0 −qk

1

−qk
2 qk

1 0
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[
V k
]
t
=




[
Λ

q
ΓH(k)−2(k)

] [
SΓH(k)−1(k) 0

]
t[

Λ
q
ΓH(k)−3(k)

] [
SΓH(k)−2(k) 0

]
txxx

[
ΛqΓ1(k)

] [
SΓ2(k) 0

]
t[

ΛqΓ0(k)

] [
SΓ1(k) 0

]
t

[ΛrΓ0(k) ]
[
SΓ0(k) 0

]
t

[0]xxx
[0]




et
[
V̇ k
]
t
=




[
Λ

q
ΓH(k)−2(k)

] [
ṠΓH(k)−1(k) 0

]
t[

Λ
q
ΓH(k)−3(k)

] [
ṠΓH(k)−2(k) 0

]
txxx

[
ΛqΓ1(k)

] [
ṠΓ2(k) 0

]
t[

ΛqΓ0(k)

] [
ṠΓ1(k) 0

]
t

[ΛrΓ0(k) ]
[
ṠΓ0(k) 0

]
t

[0]xxx
[0]
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[Λrk ]
�H� [

Λqk

] ���X�À�Â�y���¯�Á�/���4�������®�����y�¹�Ó�X�-��������¥Å/�������®�y�HÙ¥�y�:���{µX�������-�¢¤����1�¢���
�4�y�{���Xx

wyx®ß��ºµ����������y�Â�1���Uµ��{�������4���ÂÄX���y�����X�{��������� {y}t ����ÄX�����y¤y�X�-�¢�<§¨���y�����¾�y�{�W�1���®�â�?�����{�����®�X�-�����¹Ò��Á�±Þ������¿À�y��� [
Ωk0

]
t

���¹�Â�{���º�X�6µX���������y� {ẋ}t ¤y�X�U� �¾�Á�/���4����� [W ]
Ç¶ðã¤���¤À���|¤4ð1ñ1�`¸��q�����¦����Ö�É¢¶

{y}Tt = {ẋ}Tt [W ]
Ç¬wyx»�²zÛ|XÉ

· �H�����´�Á�/���4����� [W ]
¤°���4�Á�H�J�y�6�����X�y�4���X�������¾���Ú�â�/�����{���=�y���¸µ²�:�����������Á¤y�X�4�������{����� [

V k
]
t

���
[
V k

w

]
t

¶
[
V k

w

]
t
= [W ]t

[
V k
]
t
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F k
}

t

X���Ûà4���1���X�-�Q�M§Í��Ð����Q�y�Ü� �¢Ä����Eµ��{���/���{���Ã�H�
�y���®��Ð����4���®�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1����1���¯Æ¸�y���®���������-���Ü�4���4�y�{���X�-��� {

Mk
Ok

}
t
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{f}t =
∑

k

[
V k

w

]
t

{
F k
}

t
+
∑

k

[
ωk
]
t

{
Mk

Ok

}
t
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¸�����Ó�x

�²x®ß����Ï���4�����«�Á�/���4�������
[a]t


[b]t


[c]t
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[a]t =
∑

k

mk
[
V k

w

]
t

[
V k

w

]T
t

+
∑

k

[
ωk
]
t

[
Iko
]
t

[
ωk
]
t

[b]t =
∑

k

mk
[
V k

w

]
t

[
V̇ k

w

]T
t

+
∑

k

[
ωk
]
t

[
Iko
]
t

[
ω̇k
]T
t

[c]t =
∑

k

[
ωk
]
t

[
Ω0k

x

]
t

[
Iko
]
t

[
ωk
]T
t

{f}t =
∑

k

[
V k

w

]
t

{
F k
}

t
+
∑

k

[
ωk
]
t

{
Mk

}
t
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�Eµ���� [
Ωk0

x

]
t

���4�=� ���â�/�����{�����X�-�����¹Ò��Á�H�����{¿À�y���1��µ����H�����y�=�y� {ẋ}Tt
[
ωk
]
t

x · ���=���²�4Y��������-���µX�����:Ù¥���-�Ã¶
[a]t {ẍ}t + [b]t {ẋ}t + [c]t {ẋ}t = {f}t
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Ḃj

]
t
=
[
Ḃ
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ḣ (t)
} �y�â¤y���XÙy�Ë�y���U�X�������{�����?�����X�y�T�y�â�Á���²µ��������-�U¤1�����ïÞ

�����{��x
ÿ1x®÷8�y�{�Ï���������¥�/�À�«������¤1���U�y���_¤°���{�À�����y�4�

p
���
dp

Ç�ðã¤��|¤À���|¤4ð1ñ1�d¸��q���¹¸��¶µÛÉ±X� �º�Á�/���4�����
à��X�����y�����y�y�
[Bj]t

y�����1�����:µ���� [
Ḃj
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k = 1, nsol

k0[I   ] : formule (9.118)
Matrice d’inertie

{x} {x}
Construction des vecteurs

Construction
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k[ω  ] k[ω  ] k[V   ] k[V   ] {y} {y}[W]
Construction des matrices

{ x }
Calcul du vecteur

{x} {x}
Intégration temporelle par Adams

t = tsimul

FIN

k0[S    ] k0[Ω   ]k0[S    ]

Construction des matrices de passage
et de leurs dérivées 

de la figure 9.10
: construction selon l’organigramme
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Ç¬wyx»�XÈ ó É_�y��µ��{���-�¯�y���y�J¶

{
OGi(j)

}T
=

H(j)−1∑

m=0

{
qΓm(j)

}T [
SΓm+1(j) 0

]
+
({
ri(j)

}T
+
{
ρi(j)

}T
[N ]T

) [
Sj0

] Ç¬wyx»�XÈ õ É

z��È



æÂ���1���MÀ�4�Ë���®µ����������y�®¤°�����:�����X�ÚÇ�wyx¿�/È ó É8���4�Ü�y���4�{µ��Â¤¥�X�T���X¤y¤°���4�T�X�=������¤y������¯µ����H�����y�Üµ��{�������4�L�y�
�����À�����»�y�»�Á�X���4�W¤y�X�®���X¤y¤°���¹�¯�X�P����¤°¼��4� <0 ��§Í�������{�¢�X�{�����Â¶

d{OGi(j)}T

dt
=
{
vi(j)

}T
=

H(j)−1∑

m=0

({
q̇Γm(j)

}T [
SΓm+1(j) 0

]
+
{
qΓm(j)

}T [
ṠΓm+1(j) 0

])
+

+
{
ρ̇i(j)

}T
[N ]T [Sj0] +

({
ri(j)

}T
+
{
ρi(j)

}T
[N ]T

) [
Ṡj0

]

Ç¬wyx»�XÈyÿ�É
Ê �X�y�_� �»�����H���{���â¤y�4�������y���À���X²�y���y�T�}µX���y�_���-���4�²�y�1�{�«�����_�1�����:µ������T�1���T�Á�/�����������«�y�¢¤¥�X�����XÄ��/��1����â�?�����{�����º¤¥�X�4�������������L���Ã�y���Ã�Á�/���4�������W�X�-���{�4Ò��Á�H���4��¿À�y�����¿À�y�Á�1���y�Ã�X���{���y�º�����1���{���{�����Â�����<x�æÂ�{�y���8�1���

�â�?�����{�����Î�y�Ü�ýô����T�y�/���y�4�U¿À�y�U�¥�X�y�Î� �Ô¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄV¸��q�®���X�À�8ÆL�y���1µX�E�X�J����¤y�{�ÛÒX�����8������¤°���y�Q�{�Tµ����������y�
µ��{�������4�âÇ�wyx»�XÈyÿ-ÉT¿À�y���y�Hµ������-�W¶

{
vi(j)

}T
= {ẋ}T [W ]

[
V i(j)

]
+ {q̇}T

[
ωj
]
+ {ρ̇}T

[
V i(j)

e

] Ç¬wyx»�/w���É
��Ù�¶

~
[W ]

���4�¯���¾�â�/�����{���L�����X�y�¹�������Á�X�-�U��� {y} ��� {ẋ} ~ [
V i(j)

] ���4�¢� �¾�Á�/���4�����Â�y�ºµ²�:���������W¤¥�X�¹���{�����{�Â�y�»�<§¨�����������-�
i
�y�

Bj ¤y�X�U���X¤1¤����¹�¯Æ <0 ¶

position de chaque
matrice de passage : ↓

[
V i(j)

]
=




[
Λ

q
ΓH(j)−2(j)

] [
SΓH(j)−1(j) 0

]

[
Λ

q
ΓH(j)−3(k)

] [
SΓH(j)−2(j) 0

]
xxx

[
ΛqΓ1(j)

] [
SΓ2(j) 0

]
[
ΛqΓ0(j)

] [
SΓ1(j) 0

]
(
[Λri(j) ] +

[
Λi(j)

]) [
SΓ0(j) 0

]

[0]3×3xxx
[0]3×3




← ΓH(j)−1 (j)
← ΓH(j)−2 (j)xxx
← Γ2 (j)
← Γ1 (j)
← Γ0 (j) = jxxxxxx
← nsol

Ç¬wyx»�/wyz}É

[
Λi(j)

] ���Ó�/�À�®���³�Á�/���4�����L�X�-�����¹Ò��Á�H�����{¿À�y�L�y�=µX���������y� {
ρi(j)

}T
[N ]T


[0]3×3

���³�Á�/���4�����¢�À�y���{�
�y�»�y�{�Á���y���{���

3× 3
x ö �´¤°�����J¶

[
V i(j)

w

]
= [W ]

[
V i(j)

] Ç¬wyx»�/w��XÉ
~

[ωj]
���4�¸���´�Á�/���4������µ��{�����4���6�X�1Ä��y� �/�����¸¤y�X�4�������{���J�y�

Bj ¤y�X�Ã���X¤y¤°���4�³Æ <0  [1]3×3

�H�Ó�X�-�¸���
�Á�/���4�����º���y���À���{���L�y�W�y�������y�4�����

3× 3
¶

z�Xw



position de chaque
matrice de passage : ↓

[ωj] =




[1]3×3[
SΓH(j)−1(j) 0

]
xxx

[
SΓ1(j) 0

]

[0]3×3xxx
[0]3×3




← ΓH(j)−1 (j)
← ΓH(j)−2 (j)xxx
← jxxxxxx
← nsol

Ç¬wyx»�/w-È�É

~ [
V i(j)

e

] ���4�¢� �¾�Á�/���4�����Â¤¥�X�4�����������Â�X���4�²�������ÃÆ {ρ} ¶

position de chaque
matrice de passage : ↓

[
V i(j)

e

]
=




[0]6×3

[0]6×3xxx
[N ]T [Sj0]xxx

[0]6×3




6ntot
elt

×3

← 1, 1
← 1, 2xxx
← j, ixxx
← nsol, n

nsol

elt

Ç¬wyx»�/w�w-É

÷A���1�W�1�������������y���º�M§¨�X�������{�����?�����X�Ú�y�Ý�����-�������y�J�â�X�4���J�y�J�M§Í���{�������-�
i
�y�

Bj ����Ý�E�X�{���y�{�¸�y���y�J����y���4�{µX���»�y�»� �³µ��{�����4���âÇ¬wyx»�/w��-ÉT�1�W���»�ªô��Á�º¤°�����-�Ü�����{���º¿À�y�J¶

{
ai(j)

}T
= {ẍ}T

[
V i(j)

w

]
+ {ẋ}T

[
V̇ i(j)

w

]
+ {q̈}T

[
ωj
]
+ {q̇}T

[
ω̇j
]
+ {ρ̈}T

[
V i(j)

e

]
+ {ρ̇}T

[
V̇ i(j)

e

]

Ç¬wyx»�/wÀ|XÉ
ß
��µ��{�������4�¸�X�yÄX�y� �X�{���»�y�Ã�M§Í�������Á���-�

i
�y�

Bj ���¹�º���X�y�4�����y�:���³�1�³� ���ªô��Á�»�¬��Ç����Ú¿À�y�³�y�X�y�L�{�·ðã¤��|¤�~
���|¤4ð1ñ1�^¸��q�����¦�¶Ó¸¶

{
ωi(j)

}T
= {ẋ}T

[
ωj
]
+ {ρ̇}T

[
ωi(j)

] Ç¬wyx»�/w ó É
��ÙP� �¾�Á�/���4�����º¤¥�X�4����������� [

ωi(j)
] ��§Í�������{�W¶

position de chaque
matrice de passage : ↓

[
ωi(j)

]
=




[0]6×3

[0]6×3xxx
[ψ]T [Sj0]xxx

[0]6×3




6ntot
elt

×3

← 1, 1
← 1, 2xxx
← j, ixxx
← nsol, n

nsol

elt

Ç¬wyx»�/wÆ�XÉ

[ψ]
�H�Ó�X�-�º���â�Á�/���4�����W��§Í���-������¤°��� �?�����X�¦�y�y�¾�X�²©��4�X�Ó�?�����X�y�¾Ç<2%Ä1Ä.�4.E�[_«É±x�ß8§¨�±©²¤y���������{���ãÇ¬wyx»�/w ó É¯���¹�

���y�4�y�{���»�y���4�{µ����»¤����1�U���1�����y���U�<§D�/�������������/�������P�X�1Ä��y� �/�����³¶
z�-|



{
ω̇i(j)

}T
= {ẍ}T

[
ωj
]
+ {ẋ}T

[
ω̇j
]
+ {ρ̈}T

[
ωi(j)

]
+ {ρ̇}T

[
ω̇i(j)

] Ç¬wyx»�/w õ É
ß������y�:ÐË�������-�������Á�/���4�������Ú¤¥�X�¹���{�����{����Ç¬wyx»�/wyzÛÉ±¾Ç�wyx»�/w-È-É±¸Ç¬w1x¿�/wXwÀÉ���� Ç¬wyx»�/wÆ��ÉPµ����-��¤°���������4���4� �y�
�����1�4���4�y���4�U�����Ï���²�4Y��������-���Ï�y�®�M§Í��¿À�¥�/�������J�y�:ÐË�������-�������{���Ü�1�Á�����Á¤°���¹���������-�«�y���4Ò��¹��¼����¯�¾�y�{����������¤y�
�����1¤y���/x

º¯ç+°®ç�° > î ë ��ñ�� � íïèÂñ ë é1íïñ � ê�èÂê ë1ì õ¹í � ê�ñ
ß
���Ü��¿À�¥�?�����X�y�Ü�y�HÙ¥�y�����Ü�¥�X�1�U� ��¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄå¸��q�����¯���y�U�{���T������¤1�Ü���{Ä����y���T�4���-�U�����1���{�����4�����T���Ü�ÓÖ¥�X¿À�y�

���{�������-�â�1�²�¥�/�¯�Ë§¨�y�ä�����4¤y�=���X�y¤y���´���¹�P�X�4���������{�PÆ��y�ä�������Á���-�â�4��Ä��{�y�Xx«æÂ�{�y���®���Ý�����4���´��§¨�{�y���¹���{�
Ä����1�����/�����4���º�y�»�<§¨�����������-�

i
�y�

Bj y�y�»�Á�X���4� mi(j) Õ�J�X�{�����T¤����1�¯�±©²¤y���������{���Ý¶




{
F ∗i(j)

x

}
= −mi(j)

{
ai(j)

}
· ∂{vi(j)}

∂ẋl
pour l = 1, . . . , 3nsol

{
F ∗i(j)

q

}
= −mi(j)

{
ai(j)

}
· ∂{vi(j)}

∂q̇m
pourm = 1, . . . , 3nsol

{
F ∗i(j)

ρ

}
= −mi(j)

{
ai(j)

}
· ∂{vi(j)}

∂ρ̇s
pour s = 1, . . . , 6ntot

elt

Ç¬wyx»�/w¹ÿ�É

��Ù {
F ∗i(j)

x

}  {
F ∗i(j)

q

} �H� {
F ∗i(j)

ρ

} �4��¤y�4���4���-�����À�Â������¤°�������{µX�������-�Â�{���Ü�����4�����¯�Ë§¨�{�y���¹�����º�1�º�M§Í�������Á���-�
i (j)

����� �/���{µX���A�X�²©W���/�Ó�/�������y�
�y�¸� · {x} /�X�²©W�����-���4���Q�y�Ï�Á�X���4�T�y�¾� · {q} Û���Q�X�²©W�y�H�������Á�/���{���y��y���¥�X����� {ρ} x¥ß����®�����4�Á��� ∂{vi(j)}
∂ẋl

 ∂{vi(j)}
∂q̇m

��� ∂{vi(j)}
∂ρ̇s

 ∂{ωi(j)}
∂ẋl

�4���-�¯�y�������������1���¯Æ¸¤¥�X�4�����Ü�1��¶




∂{vi(j)}
∂{ẋ} =

[
V i(j)

w

]

∂{vi(j)}
∂{q̇} = [ωj]

∂{vi(j)}
∂{ρ̇} =

[
V i(j)

e

]

Ç¬wyx»��| ��É

ß����U���4�����TµX���H�����1���Â�4���-�����X�-�Â�y�X�y�®� �¾�����Á¤°���4�{���{���=�y�»���¸���X�����º�Ë§¨�{�y���¹�����º��§¨�����4�{µ����-�³¶

{
F ∗i(j)

x

}T
= −mi(j)

{[
{ẍ}T

[
V i(j)

w

] [
V i(j)

w

]T
+ {ẋ}T

[
V̇ i(j)

w

] [
V i(j)

w

]T ]
+

−+
[
{q̈}T [ωj]

[
V i(j)

w

]T
+ {q̇}T [ω̇j]

[
V i(j)

w

]T ]
+

+
[
{ρ̈}T

[
V i(j)

e

] [
V i(j)

w

]T
+ {ρ̇}T

[
V̇ i(j)

e

] [
V i(j)

w

]T ]}
Ç¬wyx»��|²z}É

{
F ∗i(j)

q

}T
= −mi(j)

{[
{ẍ}T

[
V i(j)

w

]
[ωj]

T
+ {ẋ}T

[
V̇ i(j)

w

]
[ωj]

T
]
+

+
[
{q̈}T [ωj] [ωj]

T
+ {q̇}T [ω̇j] [ωj]

T
]
+

+
[
{ρ̈}T

[
V i(j)

e

]
[ωj]

T
+ {ρ̇}T

[
V̇ i(j)

e

]
[ωj]

T
]}

Ç¬wyx»��|��XÉ

���»¶

{
F ∗i(j)

ρ

}T
= −mi(j)

{[
{ẍ}T

[
V i(j)

w

]
[V ji

e ]
T

+ {ẋ}T
[
V̇ i(j)

w

] [
V i(j)

e

]T ]
+

+
[
{q̈}T [ωj]

[
V i(j)

e

]T
+ {q̇}T [ω̇j]

[
V i(j)

e

]T ]
+

+
[
{ρ̈}T

[
V i(j)

e

] [
V i(j)

e

]T
+ {ρ̇}T

[
V̇ i(j)

e

] [
V i(j)

e

]T ]}
Ç¬wyx»��|XÈ�É

z� ó



Ê �¾¤y�{�y��°� �����������¾��§Í���y���4���{�ÃÄX���y�����X�{�������¸Æâ¤¥�/�4���{�¢�1�¾� �â�����-���4���y�1���������y�������Á���-�L��§Í���y���4�����WÄ����y�±Þ���X�{���4���L�y�»�<§¨�����������-�
i
�y�

Bj �¸¤°���y�U�±©1¤1�����4���{���å¶




{
FM∗i(j)

x

}
=

{
M∗ i(j)

}
· ∂{ωi(j)}

∂ẋl
pour l = 1, . . . , 3nsol

{
FM∗i(j)

q

}
=

{
M∗ i(j)

}
· ∂{ωi(j)}

∂q̇m
pourm = 1, . . . , 3nsol

{
FM∗i(j)

ρ

}
=

{
M∗ i(j)

}
· ∂{ωi(j)}

∂ρ̇s
pour s = 1, . . . , 6ntot

elt

Ç¬wyx»��|/w-É

��Ù {
FM∗i(j)

x

}  {
FM∗i(j)

q

} �H� {
FM∗i(j)

ρ

} ����¤1�����4���-�����-�=������¤°���H���{µX�������-�����������������-���³��§¨�{�y���¹���{�
Ä����1�����/�����4�����A�y�T�M§Í�������Á���-�

i (j)
�4��� �?���{µX���A�X�²©Ã���/�Ó�/�������y�Ì�y�J� · {x} X�/�²©Ã�����-�������Î�y�Ü�Á�X���4�T�y�J� ·

{q} -���_�X�²©��1�������4�â�/�������1�Q�y���¥�X����� {ρ} xÀß����«����������� ∂{ωi(j)}
∂ẋl

 ∂{ωi(j)}
∂q̇m

��� ∂{ωi(j)}
∂ρ̇s

�4���-�_�1�������������y���
Æ¸¤¥�X�4�����Ü�1��¶





∂{ωi(j)}
∂ẋl

= [ωj]
∂{ωi(j)}

∂q̇m
= 0

∂{ωi(j)}
∂ρ̇s

=
[
ωi(j)

]

Ç¬wyx»��|�|XÉ

æ�¤¥�X�¹���{�Q�y�U�M§Í�H©²¤y�4���4�����X���1�����������-�8��§Í���1���4�����Ïµ²�1�¯�y�X�y�8���@ðã¤���¤À���|¤4ð1ñ1�X¸��q���¶µÆ�q�-X�����Î���4�����Aµ����H�����y���
�����À�����X�-�¯�¥�X�1�¯���¾������¤°�����:�����X�=�y�»� �¾�����4���º��§Í���y���4�����º�y�����{µ/�X�-�®�y�»���Ã���������-�U��§Í�������:µ����-�Ã¶

{
FM∗i(j)

x

}T
= −

(
{ẍ}T [ωj]

[
I i(j)

]
[ωj]

T
+ {ẋ}T [ω̇j]

[
I i(j)

]
[ωj]

T
)

−{ẋ}T [ωj]
[
I i(j)

]
[Ωj0

x ] [ωj]
T

+

−
(
{ρ̈}T

[
ωi(j)

] [
I i(j)

]
[ωj]

T
+ {ρ̇}T

[
ω̇i(j)

] [
I i(j)

]
[ωj]

T
)

−{ρ̇}T
[
ωi(j)

] [
I i(j)

] [
Ωj0

ρ

]
[ωj]

T

Ç¬wyx»��| ó É

{
FM∗i(j)

q

}T
= {03}T

Ç¬wyx»��|��XÉ
���»¶

{
FM∗i(j)

ρ

}T
= −

(
{ẍ}T [ωj]

[
I i(j)

]
[ωji]

T
+ {ẋ}T [ω̇j]

[
I i(j)

] [
ωi(j)

]T)

−{ẋ}T [ωj]
[
I i(j)

]
[Ωj0

x ]
[
ωi(j)

]T
+

−
(
{ρ̈}T + {ρ̇}T

[
ω̇i(j)

] [
I i(j)

] [
ωi(j)

]T)− {ρ̇}T
[
ωi(j)

] [
I i(j)

] [
Ωj0

ρ

]
[ωji]

T

Ç¬wyx»��| õ É
ß
�â�����������Ë§¨�{�y���¹�����³Ä����y�����X�{���4���¸���¹�W������¤��X�����¸�1���º�����������»��§Í���y���4�����PÇ�wyx¿�X|²zÛÉÂÆÝÇ¬w1x¿��|/È-É¢���W�y���»�Á�/Þ
�Á���-���®��§Í���y���4���{�JÇ¬w1x¿��| ó ÉÜÆ´Ç¬wyx»��| õ ÉÂ¶

{
f ∗i(j)

x

}
=

{
F ∗i(j)

x

}
+
{
FM∗i(j)

x

}
{
f ∗i(j)

q

}
=

{
F ∗i(j)

q

}
+
{
FM∗i(j)

q

}
{
f ∗i(j)

ρ

}
=

{
F ∗i(j)

ρ

}
+
{
FM∗i(j)

ρ

}
Ç¬wyx»��|�ÿ�É

ª8�������L�y���:µ����À�VôH�����¸�{�-����ÄX�������»���y�»�y�����{�������-�»�y�¸µ��X���y���
V i(j) �¤y�1���º���1���y�:���¸���X�Á�������W�4�y�º�M§Í����Þ�����¾�y���º�1���¯�������Á���-���

i
�y�º�����1�¯�{���U������¤y�

j
¶
z�¦�



{f ∗
x} =

∑

j

∑

i

∫

V i(j)

{
f ∗i(j)

x

}
dV

Ç¬w1x¿� ó �-É
{
f ∗

q

}
=
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

{
f ∗i(j)

q

}
dV

Ç¬w1x¿� ó zÛÉ
{
f ∗

ρ

}
=
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

{
f ∗i(j)

ρ

}
dV

Ç¬w1x¿� ó ��É

Ê ���«¤y�4���������{���y�8�4�y¤y¤y�{�������-�Ó�X�{�����Ï�4�y�«� �L������Öy�²�1�U��§¨�{�-����ÄX���/�������¸¤°���4�Á�H�������-�«�y�®���X�����y���8���������±Þù���¥Æ�y�y�®���-����Ä����/���{���¾���1�Ï�1�Á�����������-�«�y�®�{���yÄ��y���y�®Ç<2%Ä1Ä.�4.E���®É±xÀß��®µX���H�����1�Ï�����4���U��§Í���1���4�����UÄ����y�����X���{�����
{f ∗} ����Ä����X�y¤¥�X�-�®�����1�U�����U�����������ÃÇ�wyx�� óA� ÉH�Ç¬wyx"� ó z}ÉT���³Ç¬wyx"� ó �XÉ_��§Í�������{�¢�X�{�����Â¶

{f ∗} =





{f ∗
x}{
f ∗

q

}
{
f ∗

ρ

}





Ç¬wyx"� ó È�É

º¯ç+°®ç»º N�\j
 ì é²í¹î«è��Âñ ò î�
 � ñ
ò ñ�èÏé

Ê §D�/¤y��¼��¢�<§¨��¿��y�/���{���6�y�»�Á�X�1µ����Á���À�¯�y�H�����������y���º¤¥�X�®���L�����4�â�/�����4�Á�¯�y�Wø»�X�y�ÁÇ¬w1x{z��?wÀÉ¢¶
{f}+ {f ∗} = {0} Ç�wyx"� ó wÀÉ

���H�����W���������³��§Í���1���4�����WÄ����1�����/�����4���»µ������{Ùy�¾�y���y�Ã�y�y�Ã��¿À�¥�/�������Ú�1�{Ð��������-���������{�W�1�Ú���������y���X���y�4�³���X�y�
� �³�����4�Á�º�4�y�{µ/�X�-���¸¶

[M ] {ÿg}+ [C] {ẏg}+ [K] {yg} = {f} Ç�wyx"� ó |�É
���P�����y�H�����X�6�y�J¶

{yg} =





{x}
{q}
{ρ}





Ç¬wyx"� óyó É
���®��ÙÝ¶

[M ] =




[M11] sym.
[M21] [M22]
[M31] [M32] [M33]




Ç¬wyx"� ó �XÉ

[C] =




[C11] [C12] [C13]
[C21] [C22] [C23]
[C31] [C32] [C33]




Ç¬wyx"� óyõ É

[K] =




[0] [0] [0]
[0] [0] [0]
[0] [0] [K33]




Ç¬wyx"� ó ÿ�É
ß������4¿��Ë§¨�����{�-��¼�ÄX���X����y�Â�y�����{�������-�º�y�³µX�����1�Á�/��{���L�±©1¤1�����4���{���y��Ç¬w1x���|Hÿ-ÉH°¤y�y�{�Â¿À��§Í���������¢���������
���y�8�<§¨���y�����¾�y�{�U�y���8������¤y��-���J���1�������-�«�/�����4�Q�����8������¤��X���X�-�����8�â�?�����{���{�����{���Ì�y���«�±©1¤1�����4���{���y�¢Ç¬wyx"� ó �XÉ
Æ´Ç¬wyx"� ó ÿ-É¯¶

z �yõ



[M11] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
V i(j)

w

] [
V i(j)

w

]T
+
[
ωj
] [
I i(j)

] [
ωj
]T)

dV
Ç¬w1x���� � É

[M21] = [M12]
T =

∑

j

∑

i

∫

V i(j)
mi(j)

[
V i(j)

w

] [
ωj
]T
dV

Ç¬w1x�����zÛÉ

[M31] = [M13]
T =

∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
V i(j)

e

] [
V i(j)

w

]T
+
[
ωi(j)

] [
I i(j)

] [
ωj
]T)

dV
Ç¬w1x�������É

[M22] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
ωj
] [
ωj
]T)

dV
Ç¬w1x����/È-É

[M32] = [M23]
T =

∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
V i(j)

e

] [
ωj
]T)

dV
Ç¬w1x����?wÀÉ

[M33] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
V i(j)

e

] [
V i(j)

e

]T
+
[
ωi(j)

] [
I i(j)

] [
ωi(j)

]T)
dV

Ç¬w1x����X|�É

[C11] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
V i(j)

w

] [
V̇ i(j)

w

]T
+
[
ωj
] ([

I i(j)
] [
ω̇j
]T

+
[
Ω0j

x

] [
I i(j)

] [
ωj
]T))

dV

Ç¬wyx"��� ó É

[C12] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)
mi(j)

[
V i(j)

w

] [
ω̇j
]T
dV

Ç¬w1x�������É

[C13] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
V̇ i(j)

e

] [
V i(j)

w

]T
+
[
ωj
] ([

I i(j)
] [
ω̇i(j)

]T
+
[
Ω0j

ρ

] [
I i(j)

] [
ωi(j)

]T))
dV

Ç¬wyx"��� õ É

[C21] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)
mi(j)

[
ωj
] [
V̇ i(j)

w

]T
dV

Ç¬w1x����Hÿ-É

[C22] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)
mi(j)

[
ωj
] [
ω̇j
]T
dV

Ç¬w1x�� õ�� É

[C23] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)
mi(j)

[
ωj
] [
V̇ i(j)

e

]T
dV

Ç¬w1x�� õ zÛÉ

[C31] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
V i(j)

e

] [
V̇ i(j)

w

]T
+
[
ωi(j)

] ([
I i(j)

] [
ω̇j
]T

+
[
Ω0j

x

] [
I i(j)

] [
ωj
]T))

dV

Ç¬wyx"� õ �XÉ

[C32] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)
mi(j)

[
V i(j)

e

] [
ω̇j
]T
dV

Ç¬w1x�� õ È-É

[C33] =
∑

j

∑

i

∫

V i(j)

(
mi(j)

[
V i(j)

e

] [
V̇ i(j)

e

]T
+
[
ωi(j)

] ([
I i(j)

] [
ω̇i(j)

]
+
[
Ω0j

ρ

] [
I i(j)

] [
ωi(j)

]T))

Ç¬wyx"� õ w-É
z � ÿ



[K33] = [KS] + [KG]
Ç¬wyx"� õ |XÉ

��Ù
[KS]

���¹�¢���¾�â�?�����{���L�1�º����ÄX���y�:���Â�X���y�{�¥�X���4�Â�y�»�<§¨�����������-�U�H�
[KG]

� �¾�Á�/���������L�y���¯�����-���4���y�1�������1�
�y���®�4��Ä��{�y�{�����TÄX��������������¿À�y����¥�����Á¤°���4���»�y�º�����������U�y����Þù���{�y�E�/��������x

º¯ç+°®ç¢¾ �äê��B
I�°é²íïî«è��Âñ õ � ê�\�
 ì é1íïî«èc�Âñ ò î�
 � ñ
ò ñ�èÏé � 
 ë 
¢èÂñ �Âì�� ñ ò îQ� ì õ¹ñ
÷Î�X�4�Á�Ï�M§Í���y�4���¾�1���â�1���¾������Öy�²�1���³¿À�y�_¤����1µ����-�Ìô����4�â�1�����{���������Ã¤����1�Ã�4�����X�y�y���6�����4���=��¿��y�/���{���

�y�{Ð����4���-���{���{���³�1���4�����X�y���X���y�4�´Ç¬wyx"� ó |�ÉÂ�4�����/���:µ��¸�X��©��y��¤1� �X���������-���»�y���¥�X�²©���1���²©Ý¤°���1µX���-��ô����4�
���X�{�����1�¥�X�y�{�������-�U�ÓÖy���{���{���º¶

~��4���{�®�������{�º�y���®�����������-���®Ùy�y���®¤°���y�U���������1�y���W���L�¹Ò��4��¼��Á�W���1�{µ/�X�-�W¶
[MG] {ρ} = {V S} Ç¬wyx"� õyó É

��Ù
[MG]

���¹�L���Á�Á�/���4�����WÄ��{���¥�X�{�X {V S} ���ÃµX���H�����1�ºÄ������y�X���y���Â�����{�������{���/���{���y�Ü�H� {ρ} �����{�y�A�1������²�����®�{���Üµ/�X�����X�y�{���Ü�y���¥�X�{���U�y�´¤y�4���y��¼��Á�/
~��4���{�A���������_�y�T�4�y¤°����¤°���4�{���{���³�����¥�X���8�����X�y�¹�������Á�X�-�A���Ï�4Ò��4��¼����Ü�����1¤y���LÇ¬wyx"� õyó É����³�y�¾�4Ò��¹��¼����
�y�������1¤y���»Ä���ÅX���WÆ¸� �¾�����X�y�¹�������Á�/���{���Ú¶

{ρ} = [MV P ] {VMP} Ç¬wyx"� õ ��É
��Ù

[MV P ]
���4�»���X�y�4���{���1�¾¤¥�X�L�{���

nvp

¤y�4�����������¢µX���H�����1���»¤y���X¤y�����º��� {VMP} ���4�L���³µX���������y��y�����������4�y���y�y�����Á�Á���¥�X�{����xÎæÂ���1���®���6µ����������y�Á�y����µX�/��� �/�y�����¸�y�²�y�X����� {ρ} ���¹�=�y�1�������¾�y�{�¥�X���4������{�y�E�X�{���¢�y���
nvp

¤1�������������ÜµX���������y�4�¢¤1����¤y�4����x
��ô����»����� �¾������Öy���y�º�y���®�����������-���®Ùy�y���U��§Í���¹�Â¤y�X�Ü���������������-�¯�����1Ä��y�»Æ¸�y��µX���{��¤y¤°����¥�����{�L�y���:�

ô������U���-����Ä��4���UÆL�ÓÖ¥�/¿��1�¯¤y�X�8�y�Ü�����Á¤1�8�y�U�M§Í�����y�y�XX���U¿À�y�y¤°���1��ôH���4�U���A�1�����y�4�®���¸�����Á¤y�Q�X�J�����²�8�y�
������¤1���XxÛØ²�X� �Ü������Ö1�²�y�8�1�Ï�4�y¤°����¤°���4�{���{���º���²�¥�/���Î���4�Ì�ÓÖy���{���{�XE���Ü�¥�X���8�����¥�X���Î���1�����À�y�«���4�Ì���X�����y�����
�y�y�Ï�����y���Ï�������
¤°���y�Ì�����4���y�y�4�T�{�Ï¤1�����y�{¼����T�/�³���X�y���Ì�y�³������¤y��x Ê �_¤y���y��Û�¥�X�y�A���«�E�X�A�y�Ï�M§Í�����{�����1�y�s�H� �P�Á�H��Öy���y�Á�y�â�4�y¤�����¤°�����:���{���å�4���¾�y�{�Á����¤y�{�y�Ã�X�¥�X¤1�����/xQª8����Ð�����A�ýô��������T�{���W�â�?�����{�����Ã�Á�X���4�
���º�4��Ä��{�y�{���Ã�4���-�º���4¼��ºÄ��4�����4���ÁÇ

1000 ddl
���Q�{�¾�y���³�y���¾�1�¸�y�²���y�y�»¤°���y�L�{���L¤¥�/�����Â���4�»�{�Á¤°���¹�Ó�X�-�±É±

¿À�y���{¿��1���³�1��Ä��4���¾�y�����{�����4���¦Ç����-µ����4���å�y�1�Áµ����yÄ/�Ó�X�{�y�J¤¥�X�W�H©²����¤y���EÉ»µX���-�¾¤°���������4�����À�Ã��§Í�H©������X���4�
�����

nvp
¤y�4�����������º���²�y���»¤y����¤1������x�æÂ�{�y���8���=�y�������4�â�?�����X�����1�����À�y�Á¤y�X�º�����³�y���¥�/�����X�������1�E�X�{���³�1���

�Á���y���¢¤y�4��¤y�4���L�y�Ã����¤y���������-�������6���Àµ��{������¿À�y�
95%

�y�¾�����{���W�y�Ú���X�Á¤°���4���������-�L��� �X�¹���{¿��1�Ã�4�����A�y�
� �¸¤¥�X�{�Xx Ê �Ã¤y�{�y��¥�{���¯�Á���y���¯¤1����¤y�4���¯¤����1µ����-�«ô������»���1�����À�y�¢�H©²¤������{�Á���À���X�����Á���-�Ey�4�Ì�{���®�������y�:�Ó�/����y���:µ����-��ô������ºµ������:Ù¥����x

Ê ���y�/«Ùy�¥�X�����Á���-�EQ¤°���y�J�y���Á���X���4���y�J¤y���?����¿À�y����8����������Öy���y�P�y���4�y¤°����¤°���4�{���{��� �Á���¥�X�{�=���¹�
�ÓÖy���{�����/x-÷A�X�y�«�������1-�M§Í���{�������-�8��§¨�X�����4�����4���������-�«��§Í���¹�T¤y�X�«¤y���{�Ï���Á������¤1���®���Ï���L�Á�H��Öy���y�®�y�������y�ïÞ
���4¤¥�X���ÝÇ<�ÚØ1ªÏÉ³���¹���1���{�����4���/xÎª8���{�â¤°���4�Á�H�¸�y���y�6�1�6�E�X�{���y�{���³�{���

nvp

¤y�4������¼������¾µ/�X�{���y�4�PÇ¬�����y����É
¤y���X¤y�����¯�Ë§¨�y���4Ò��4��¼����³ÆJÄ����X�y�y���¯�1�������y�4�����y� Q � R ¿À�y��µ������:Ù¥�»�M§Í��¿À�¥�/�������P���/�y�¢�Á�/���������L��§¨�X�����4�����¹Þ
�����Á���À�W¶

λi [M ]
{
X i
}

= [K]
{
X i
}

=
{
F i
} Ç¬wyx"� õyõ É

��Ù
λi ���¹�6�y�y���1���âµ/�X�{���y�4�=¤y���X¤y�����=�y�Ú������������¿À�¥�/�������ä���

X i ������µX���������y�6¤1����¤y�4���X�4���������¦�y�
�y�������1�����X�

n
ÇM2%Ä1Ä.�4.E�6��É±x · ���4���¾�����ÓÖy�y�{¿À�y�J�y�������������1�¸�X�y�4���Q�{��� nvp

¤y�����Á�{���4�Âµ����������y���W¤y�4��¤y�����
�����4������¤°���y�¥�X�-�»Æ������LµX�/�����1��� Q � R ¿À�y�ÌµX���-�º¤°���������4���4�³���1���y�:���¾�y�³�����������²µ����Â�����¢���������1���y�y�����L�y�?Þ
�¥�X�{���U¤¥�X�U�����¾�y�{�¥�X�{�����6�{���y���X���4�Xx
�	� �� ���!�� � �� ��X«K �l����j����n � ��!�� t ��«K ���n+�`«S m�!�«S m�#� t �� � lik�r � ���u�W���)��f����)�mnCyS�� � gA ��;�� �n+� +q8k��+n+�#���������m���u������ � � �#t �#������li���#�

z�z �



ß«§q¤�Ä1Ä.�4.E�Y_ �����-�����º�������Á���À�Ü�����y�¹���4�y���4�º�����U�Á�/�����������_�â�X�4���»���®�4��Ä��{�y�{���¢�1�º�ÓÖ¥�X¿À�y�W�������Á���-�
i (j)

ÕÆ¸¤¥�X�4�����Ü�1�Ã�����4���X���1�Ü�����4�Á���U�����{�U¿À�y�Á¶




J i(j)
x : Moment d′inertie selon l′axe x
J i(j)

y : Moment d′inertie selon l′axe y
J i(j)

z : Moment d′inertie selon l′axe z
Ei(j) : Module d′Y oung
Gi(j) : Module d′élasticité
Ai(j) : Aire
Li(j) : Longueur

m
i(j)
l : Masse linéique

mi(j)
v : Masse volumique

de l′élément i (j)
Ç¬wyx"� õ ÿ-É

æ ¤¥�X�¹���{�¢�y�¸�����º�Á�/���4�������Â�H�º�y�¸���Á������Ö1�²�y�³�y�������1�¹Þù����¤¥�/���X����â�Á�/���4�����Ã�y���º¤1�������������¯µ����H�����y���
¤y���X¤y�����

[V P j]
���¹�»���1�����À�y�J���»�������4����¤°���y���X�²©¦µ/�X�����y���º¤y�4��¤y�4���»�����������4�y���y�y�����»���²�¥�/����� {ηj}�y�³�ÓÖy�X¿À�y�¾���X�����1�
Bj x°÷Î�/�Â� �����y�:���/°�{�WµX���H�����1�º¿��1�A�4��Ä��4���y¤°�³�����¢���²�X���y���1�y�����L�y���¥�X�����¢�1�Ú�����{���y�

Bj ¤°���1��ôH�����»�4�����4���1µX�»������¿À�y��¶

{
{ρj,1}T {ρj,2}T · · ·

{
ρj,nj

noeud

}T
}T

1×6nj

noeud

=
{
ηj
}T

1×nvp

[
V P j

]T
nvp×6nj

noeud

Ç¬wyx"��ÿ � É
æÂ�{�y���</�{�_µ����������y�«Ä����y�����X�1�y���8���������1���y�y�����8�y���¥�X�{��� {ρ} ��§¨�����4�{�«ÆÂ¤y�X�4�����Î�1�U� �Â�Á�/���4�����_�4��Ä��4���y¤¥�X�-������1�U�����UµX���������y�4�Â¤y�4��¤y�4���

[V P ]
¶

[V P ] =




[V P 1] x x x
[0]

[V P j]

[0]

x x x
[V P nsol]




Ç¬wyx"��ÿ1z}É

¤¥�X�U�<§¨�{�À�����4�Á���y� �X�{���¯�y�»�M§Í���y�4���¾�1���»�y���®���²���4�y���y�1�����¯���²�¥�/����� {η} ¶
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{ηnsol}





Ç¬wyx"��ÿ��XÉ

· ���L���²�X���y���1�y�����Â���²�¥�/�����¯���1�y�4���{���1�����L�X�²©¦���������y�X�y�y�����Â�y���¥�X�{���¢�����-�L�4���{�À����Ä��4�����ºÆâ�M§Í��¿À�¥�?�����X��y�{Ð����4���-���{���{����Ç¬wyx"� ó |XÉ»¿À�y�Ï¤��X�y�����¦�â�/���-�����¥�X�-�dôH���4�=���-����Ä������â�À�y�����4��¿À�y�������-��ÎÆ¦�ÓÖy�X¿À�y�6¤¥�X�Ã�y�
�����Á¤y��¥�Eµ����Ã�{���¯�X��ÄX�����:��Öy�����_�y� Ñ �y�1Ä��HÞùø»�²���Ó�¸�H�¢æU�y�X�Á�U¤1�����4���-�����Â�¥�/�y�®� �å¿À��Á4£<þ¢ÃÅÄå¸��q�-x
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���}Ò����1�¥�X�-�Ü���»�����y�¥�/�������X�y���Â�y��������¤°���4���������-�Ï��� �/�4���{¿À�y�®�y���Ï�����4¤y�Ï�����y¤1�����ÂÇ¬¤1�����1����¤y�X�����Á���À�
���8�ÁÅ/���H�A�{���
¤¥�X�{����ÉHE���Ï�����Eµ/�X���/�Á���-�����«¿À�y�«���8�������Á�X�{�������Ì���W�����4¤y�A�4���y¤y�{���
��§Í���¹�Î¿À��§Í�y�y�Ï�H©������y���{���
�y�¦�����{�y�®�y���=������¤1�â���{Ä����1����xÏß
���1�������4�â�/�������ü�����X�4����¿À�y�´�y���â�����4¤y�â�4���y¤y�{���=���4�=�1�������������y���¦¤¥�/�
¤¥�X�4���XÄ��³Æâ�y�y�³�¥�X���Ã�Á���¥�X�{�»�E�X�¢���³�����y¼��{�W��¿À�y�{µ/�X�{���-�L���4�º¤y�{�y�¯������¤y�{�³ÆÁ�����X�:�����¯¤°���y�¢���W�E�X�Â�y�
�M§Í�����{�����y�y�Xx Ê �³¤y�{�y��°���W�y���¾�1���³�{�Á¤°���¹�Ó�X�-�¯�y� ddl �y�³�M§Í�����1�y�³�{�y�{��� �X�{�L���¹�L�����y�y�:�ºÆÁ¿À�y����¿À�y���º�y�y�¤¥�X�U�y�H�����������¥�/�������â�y���
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�NtS� H�T P ]`a[P N[X^M�X��÷I·[WV=M�T x [�ION î KZT ì R�_ba X^M
�X�y��¿À��§¨�X���X����Î��� �Ú���-���4�²�1�y�{�Ã�����y�����Á���À�J�{���³���X�������¸Ä����1�����/�����4������Î������¤y�����¥�X�-�J�����³�����������¸�{�JÞ

¤y���{���:�����´Ç · �����{�����{�� · ���-�����:���yÄ��EÉJ�H�â�������{�����y���4�{µ/�X�-����§Í�y��¤°�X�����À�������³Ç �������������y�¦ÄX���Eµ��{���EÉH8�¥�/�y�â���
�Á���y���������/���{���¸�1Ò��¥�X����¿À�y�¢��§Í�y�=�4Ò��¹��¼����L�¾�1�{���{�����4¤y��x · ��¤����y�¥�X�-��y�y���Ï�����������Ü�4�y�{µX���y�4����y��§Í�����{Ä����y��X���4�²�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y����À�XÄ����4�����À�_���1�_�{�U���X�����«���_�y�¢¤°���²µ����-�Tô����4�¢�����y���{���������8¿À��§¨ÆÃ�<§D�X�{�y�U�y�¯¤y���������y�y�4���
��¤°�����{Ù¥¿À�y����x · ���4���»�����y�y�Ã�J�1�ïà�Æ¸�¬�X�{�U�<§¨�X��à4���®��§Í�y�P�����}µ/�X�{��¤y�4�������y���-� Q � R x

æÌµ/�X�-�¸���X�1�EA���Ï���4�J�{�y�y�{��¤°���y���X�y���â��§¨�{�-�������y�y�{���Á�����¹�Ó�X�{�y���³�y���y�y�����J���¾������Y����{���-���J¤°���y�¾¤°���ïÞ
�Á�H�������º���º���X�����y���y���¯���X�������¯�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1����x

º¯ç�º¯ç}{ �£ñ � � ë íùó¢é²íïîÏè��Âñ õ ì � ê�îÏò êËé ë íïñ��I
 ë î8é²î ë

Ñ ��¤°¼��4� · ���À����� æ¯©²��� ×Ì���/�y�����/���{��� Ñ �X�Ó�/�������
<RF Omoy

[ −−−−−−→
OmoyXRF

−−−−−−→
OmoyY RF

−−−−−−→
OmoyZRF

]

<RT Omoy
[ −−−−−−→
OmoyXRT

−−−−−−→
OmoyY RT

−−−−−−→
OmoyZRT

]
Ωt
−−→
XRF

<PP OPP
[ −−−−−−→
OPPXPP

−−−−−−→
OPPY PP

−−−−−−→
OPPZPP

]
Rpied

−−→
ZRT βc

−−→
ZRT

<Lp OSp
[ −−−−−→
OSpXLp

−−−−−→
OSpY Lp

−−−−−→
OSpZLp

]
r
−−→
ZPP π

2

−−→
ZPP − π

2

−−→
Y PP

<Sp OSp
[ −−−−−→
OSpXSp

−−−−−→
OSpY Sp

−−−−−→
OSpZSp

]
βv

−−→
XLp

¬��®¯�°w1x{z}ÈÃ~ Ê �HÙ¥�y�{�������P�y���®����¤°¼��4���¯���{���®Æ¸� �¾¤¥�/���
æÌµ/�X�-�P�y�Ú�����y���{�������â�{�Ú������¤°���4���������-�6�X�������1Ò��¥�X����¿À�y�Ú�1�����X������_���¯���4�P�{�y�y�{��¤°���y���X�y���¦�y�

�y�������{���º�����®�E�X���X���������{�4����¿À�y���®��§Í�y�y�»¤¥�/���º¿À�y��µ��X�À�¢���X�y�y�{�������1�y���Ü�{���®��Ð����¹���®�X�������1Ò��¥�X����¿À�y����x
ßÌ�Ò���X¡����þ¸��q�Æµ»����¤y���������À���¾�����®����¤°¼��4���¯���{���®ÆJ� �¸¤¥�X�{�º���¢�y��Ù¥�1���®�¥�X�y�¯���B£¢¤¦¥ §q��¤X¡å¸�����µ�x · Ö¥�X¿À�y������X�y�4���X���Á�/���{���=¤¥�X�4���W��§Í�y���4��¤°¼��4�W¤1���y�UÄ����y�����X��µ������¯�y�´����¤°¼��4�Ã�{�²���X�Î¶
~

(a) <RF ¥�4���{� (Omoy, XRF , Y RF , ZRF
) ¥�y�´���X�����U���{�º�X�P���ÛÒX����yÙ²©1�W�¥�X�1�¯�{�L�����Á¤y��¥��Ù�¶





Omoy centre de rotation dumoyeu−−→
XRF pointe vers l′avant, parallèle à l′axe dumoyeu−−→
Y RF parallèle au sol−−→
ZRF perpendiculaire à

−−→
XRF et

−−→
Y RF , pointe vers le haut

~
(b) <RT ��4���{� (Omoy, XRT , Y RT , ZRT

) ����²�����À�Ý�Eµ����Á�y�1�¸���X���/���{���Ú��§¨�X�yÄ��{�
Ωt

�X�1���X�y�º�y�
−−→
XRT ¤¥�/�¯���X¤y¤°���4�¯Æ <RF ~
(c) <PP _�4���{� (OPP , XPP , Y PP , ZPP

) Ï���4�6�{���´�X�ã¤y�������y�¦¤y�X���/Ï�X�1�������ä¤¥�X���y�y�Ú�4�X�Ó�?Þ
����������§¨�X�yÄ��{�

βc

�X�1���X�y�º�y�J�M§¨�?©²� −−→
ZRT Ë��Ù βc

���4�W�M§¨�X�yÄ��{�¾�y�J�E�/� �XÄ��³�y�¸� �6¤¥�X�{�`�W¤y�y���º�1�y�
�����X�y�4� �/�������6�1�

Rpied
�4���{���P�M§¨�?©²� −−→

ZRT y¤¥�/�¯���X¤y¤°���4�¯Æ <RT 
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Rpied

Rext

βc
moyO

P2

LpX SpX

RTX

RTZ

r

LpZ
SpZ

SpY

LpY

XPP YPP

ZPP

P1

βv

RTY

moyO

RTZ RTY

RTX

RFZ

RFY
RFX

Ωt

OPP

rSection de pale au rayon 
1dans le plan P

SpO

SpZ
SpY

LpZ

LpY

β

SpO
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Vent re
latif W

lCorde

SpZ

SpY

Aaéro

SpO
Bord d’attaque

Extrados

Bord de fuite

Intrados Ecoulement

Ecoulement

BA
E

α

�������¥wyx"�/w³~P÷8���/Ù¥����§Í�y�y�W���������{���´�y�»¤¥�X���Â��§¨�������{���y�1�

Rpied

Rayon r

Rext

RfaFin de zone aérodynamique active

RdaDébut de zone aérodynamique active 
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¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦
Zone aérodynamiquement active
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~
(d) <Lp ¥�4���{� (OSp, XLp, Y Lp, ZLp

) Õ�X¤y¤y�X�4�������-�¯Æ¸� �¸�4�����������P�y�»¤¥�/���X1��Ù�¶




OSp obtenu par translation de r selon
−−→
ZPP

−−→
XLp parallèle à

−−→
ZPP

−−→
Y Lp parallèle à −

−−→
XPP

−−→
ZLp parallèle à −

−−→
Y PP

~
(e) <Sp y�����:� (OSp, XSp, Y Sp, ZSp

) ¥���º�4��¤°¼��4�Ã�y�»���J�4���H�����X�´�1�Ã¤¥�/���X1���1�����À��¤¥�/�¯�4�X�Ó�?�����X�
��§¨�X�yÄX���º�y�ºµ����{��� �/Ä��B§

βv

�X�1�����y�U�y�»�<§D�?©²� −−→
XLp y¤¥�X�®���X¤y¤°���4�¯Æ <Lp x

· ���®����¤�¼������¢���X���X�H���������4���-�¯�y���¯¤y���X�y�º¶~
(P1)

¶
ß��J¤y� �X���1�Á�4�������������y�J���P¤y�X���J�X�����}ÒX���
r
�¤°���4¤����y�y�{���y���X���4�¸Æ6�M§¨�?©²� −−→

XLp �H�»�y��Ùy�y�
¤¥�/�¯�{���®�?©²��� −−→

Y Lp ��� −−→ZLp ~
(P2)

¶¥���º¤1� �X�6�y�»�4�X�Ó�/�������6�1���4�X�����U�1��Ù¥�y��¤y�X�®�����®�Û©1���
Y RT ���

ZRT x
ß
�Ò���X¡��¨�^¸��q�À¸��y���y�y�»�<§¨�����������-�®��§Í�y�´¤y���/Ù¥�M¥�/�´���EÒ����

r
Õ�EµX���W���¾�����������y���{��Ä��{�³¶

~ ß8§Í�����X�y�����Á���À�»�1�¾�M§¨�X���¢�X�1�����y�L�1�Ý¤1���XÙ¥�A�y�¸� �Á¤¥�X���Ã�y�¸�M§Í���X�������y�y�/��y���°���4����§D�?���Ó�/¿��1�
BAµX�����J�{�=���X�����y�=���1�{���/Î���4�¸¤y�{�y�¾���X¤y���1�=���y�¸�<§¨�±©������/�y���PÇ����â�1�����4�y�ÓÉ¾¿À�y�P���1�¾�M§Í���-�����X�y���=Ç¬�{�

�y�����4���y�ÓÉ±xÎß
�P�y��¤1�����4���{���å�4�����1�{�Ó�/�À���âÆP�M§Í�H©������X�y�X�W�1��¤y�4�XÙ¥�8���������y�y��¤°���4���X�y���/��y�y�J���������
¿À�y�
���X�y��¼Hµ��»� �¾¤¥�/���Lµ������¯���ºÖ¥�/�1�¯���¯¤�����¤°���y�1�����1� �X�{���ºÆ¸� �¾�1���������������P�y�Pµ����À��x

~ ß
�»�����4�y�¢���4�_� �º�y�{�4�Ó�/�y���®���-�����¯���U�°��������§¨�/�����X¿À�y�¢�H�Ï���®���X�����y�U���y�{���¯�1�¯���º�����H���{���Á�1�¢¤¥�/���X
�4�����X�����¾����ÄX�y�L�y�»���X���y�/x

~ ß��J���ÛÒX���Ã�X���4�²�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y�
Aaéro

����¤y���������-���=���¸¤°�����-�W��ÙÝ���J�����Á���-�»�y���W�����������Ã�X���4�²�1Ò��¥�ÛÞ
����¿À�y���¯���4�¯���X�y�4���X�-� Q � R ������¿À�y� −−−−−−→

BAAaéro

�4���{�®¤y�X�����X���{¼����Â�X�6µ����������y� −−→
Y Sp ~ ß��L�����-���4�L�����X�4����¿À�y�

E
Q � R À�����y�H�����X�â�y���Ü���{Ä����y�:�����Ï��� �X�¹���{¿��1���T��¿À�y�{µ/�X�{���-�����T�y�L�ÓÖy�X¿À�y�º¤yÖ¥�X�4�

�y�HÙ¥�y�{�����/�À�¢� �¾�4���H�����X���y�»¤¥�/���X²������¿À�y� −−−→
BAE

�4���{�®¤y�X�����X���{¼����Â�X�6µ����������y� −−→
Y Sp x

Ê �L¤y�{�y���� �WÄ����X�Á�H�����{�¢�Ë§¨�y�6�4�X���X�T����¿À�y�����4�Ü�<§¨�{�-�������y�y�H���{���Á�1���U¤¥�X���X��¼����4���LÇ����X¡�����¿ö¸��q�ÆµL���;¸��q��Í}É
���y�:µ/�X�-���º¶

~
Rpied

¶¥�{�L���EÒ��X�¦�y�´�Á�}ÒX����
~
Rext

¶¥�{�º���EÒ��X���±©²�����4�����1�¯�1���4�X������
~
β
¶1� �¾���X�Á���º�y���¢�X�yÄX�����U�1�W���X� �/Ä��

βc
�H�®�y�ºµ������{� �XÄX�

βv
�y�»�ÓÖ¥�/¿��1�Ã¤y�4�XÙ¥�<x

ß
�J¤y�X���º���4�¯������¤y�4�����º���-�����
Rpied

¥¿À�y�����¹�¢�{�º���EÒ��X�¦�y�P¤y�{���´�y���4�X���X��1�H�
Rext

y�<§¨�±©��������Á�:���º�y�»���
¤¥�X�{�Xx¥÷Ì���y�®�y�y�»�y�{�4�Ó�/�y���

r
�������{�L¿À�y��¶

Rpied < r < Rext
Ç¬wyx"��ÿ�È�É

���P�y��Ùy�y�{�®���YJ����y�W�X�������1Ò��¥�X����¿À�y�������-�¯�X�H���:µ��»¤��X�y�U�y�´���EÒ����
r
Ç´���X¡E�¨�þ¸��q��Í}É_������¿À�y��¶

Rda ≤ r ≤ Rfa

Ç¬wyx"��ÿXw-É
��ÙP�����U���EÒ����1�¢�y�»�y���y�1�

Rda
���¯�y�ºÙ¥�

Rfa
�y�6J����y�Ã�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1�»�X�����{µ��¸¶
Rda ≥ Rpied

Rfa ≤ Rext
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· ���4���=J��X�y�J�X���4�²�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y�������-�»�X�H���:µ��J�6�����¸�ÓÖy�����4���¾¤°���y�Â������¤y�{�{Ù¥���Â�����L�E�/�����1���L��Ù������1��Öy���4��y�»���H�����6J����y�»�����¯�HÐË�X�4���®�/�������1Ò��¥�X����¿À�y���®�����-�¯�y��ÄX����ÄX�E�X�y�{���Ü�1���y�»�����1�����1�������¢�������Á�L�À�y�{��x
÷A���y�Â�����Â���������{�y�Â�y�¸�<§¨�����4�{���1���³�1�������y�¾�À�y�������{¿À�y�X�� �Á�����y�¹�����1�����{�����y�¾���â���X���y�/Ë�y�¾�<§D�/�yÄ����

�y��µ������{� �XÄX�XÏ�y� �����-���4�å��� �X�¹����¿À�y���H�´�y�£���}ÒX�����X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1��¤����1�´�1�y�������H���{��� �1��¤¥�/�������¹�
�â�/���-�����¥�X�-�U�H©²¤y�{��¿À�y���Xx

º¯ç�º¯ç¢y HÝîÏè � é ë 
B�°é²íïî«è��¢ñ � �¢î«èÂèÂê�ñ � �¢ñ õ ì � ê�îÏò êËé ë íïñ��B
 ë îQé²î ë

Ê ���¾�1���y�y�����¾Ä������������4��¿À�y���=Ç������4�y�XA�X�yÄ��{�Á�1�Áµ����{��� �/Ä��X������-���4�=�����X�4����¿À�y�����W���}Ò����¾�X���4�²�1Ò��¥�ÛÞ�Á�{¿À�y�}É®¤����1�L�y�y�¾�4���H�����X�Ý�1�¾¤¥�X�{�¾�����-�º�����y�¹�����1�{�����º�¥�X�y�º�{�³���²�y�³���1�Á������¿À�y�JÆ=¤y�X�4�����¯��§¨�1�y�J�����
��§Í��µ��X���1�������6¤°���{Ò��y�X�Á���X���¢¤¥�X�U���������E�X�²©6¿��1�W�<§¨�X�Pµ/�¸�y�������{���»�����Mx

×A���²�®��§D�/�����4��1�X�6�ÓÖy�����4�{�U�1�º�y���������4�
nnoeud

���������{���y�U�y�º¤y�X���L�1�����4�{���U¤¥�X�Ü�{���y�Ü���EÒ�����xÕ÷Ì���y�U���
���������{���¾�y�_¤¥�X�{�T�X�³���EÒ����

r
Û���H�����T�����H���{���¾���¹�8���X�Á¤y�4���4�_�¥�/�y�Q���

nt
ème ���4���9Ç��X��/�{�y�:ÞS�ªô��Á�8������¤y���{����-���4�º�����Ü���EÒ��X�y�

xd(nt)
���
xf (nt)

xyæ¢���y�4�M�� �³�������1�Xy¤¥�/�Ü�H©²����¤y�{�Xy¿À�y�����4�®�y�/�����
Corde (r)

µ/�X�1�º¶

Corde (r) =
Ncorde

c (nt)∑

i=1

Ccorde
i (nt)

(
r − xcorde

d (nt)
)i−1 Ç¬wyx"��ÿ ó É

��Ù
Ccorde

i (nt)
�������4���4¤����1���X�

ième (i = 1, . . . , N corde
c (nt))

������Y��������-�º�1�¾� �J�������¾�1���»��§Í���-������¤°�/Þ
� �/�������P¤°���y�¢���W�E�X�{���y�Ì�y�³�����������1�¾¤��X�y�¢���³���4���9Ç����

nt

x Ê �³� �Á�ýô����»�¬��Ç����������-�º���X�����y�����¢�<§D�/�yÄ�����y�¾µ����{��� �/Ä��Ã�H�»���Ã�����-�����J�����X�4����¿À�y�
E (r)

x�ß
�6¤��X���{���������y�����}Ò����W�X�������1Ò��¥�X����¿À�y�¾�4�¸�y���1�y�{�»�y�¸���
�����1Ä��y���1�_�y�Â� �Ã�������1�Xx²ª«�6�HÐË�H�E�� �W¤����4�{�������Á�y�Â���Â���}Ò����T���4�Ü���=Ä����y�����X���¢����¤y���������-�����»���=¤°���y�4�����²Þ
�Ó�XÄX�¯�1�¢�{���yÄ��y���y�«�y�¯�����4�y�Ã¶

A%aéro (r)
xÀ÷Ì���y�Ï������¤y�{�{Ù¥���Q� �»�y���Á�X�4�ÓÖy�XÀ� �º�����y���°�¯�y�������{µ/�X�-�_� �»�����

¤��X�{Ò��y����� �X�{�Â�y�Ã���Ã¤����1�������-�Ó�XÄ��Ã���¹�L�y�y�Ã�y���X�{���/Õ�X���1���
� �J¤��X���{�������P�y�����ÛÒX���Â�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1�Ã¤¥�/�
���X¤1¤����¹�®�X�´�����À�����W�����X�4����¿À�y�

E (r)
µ/�X�1�»¶

−−−−−−−−−→
E(r)Aaéro (r) = −−−−−−−−−→BA (r) E (r) +

−−−−−−−−−−−→
BA (r) Aaéro (r)−

= (−E(r) + A%aéro (r) Corde (r))
−−→
Y Sp
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ß
���Á�1���y�y�����âÄX��������������¿À�y���Á�1�ä���/�����¸�H�â�y�´� ��¤¥�X�{�6µ����-�Á¤����������������´�y�´�E�X�{���y�{���¸���������X�������
�X���4�²�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y����x�÷Ì���y�¢�������1°���
���¹�L���4�����À�������Î��§Í�����y�y�����Â������Ö1�����4���W���y�¢�M§Í�������Á���-�Â�y�Ã¤¥�X�{�ÃÄ���ÅX���³Æ
�M§Í�����y�y���y�å���4� �X�1Ä����¸�y���Ãµ��{�����4������Î�y���³���X���X�H���������¹���{¿��1���¾�/�������1Ò��¥�X����¿À�y���Ã�1��¤y���/Ù¥�«���¾�1���E�X�{���y�
�y���Uµ��{�����4�����¯���1�y�y�{������x

º¯ç�º¯ç�° �äñ�õ ì é1íïî«è ñ�èÏé ë ñ õ ì � íSé1ñ ��� ñ±�B
 � ñ�è_é ñËé õ ì � íSé²ñ �²� ñ ì è � 
Âõ ì í ë ñ³�I

ë îQé²î ë

÷A���y�8�1�y�U���������{���¸�y�U¤¥�/���Ü�4�{���1���®�X�¸���}ÒX���
r
Ç´���X¡E�¨��¸��q�ÆµÛÉ±X���_�������X�yÄ��{�_�1���8µ��{�������4���8�y�U���;���X¡E�¨�

¸��q�ãÏ¢���4�¢���X�Á¤°�����º�1��¶
~
V0

���¾µ²�:���������»�y�Pµ����-�Â�{�1Ù¥�y�����¦�/�Á���-��
~

Ωrot r
���¾µ²�:���������»�4��� �?���{µX�º�y�Pµ����H�����y�¢�1�W�4�X�Ó�?�����X�6�y���4�X���X��y�¥�/�y�®� �¾�������������´�y�»¤¥�X�{�X

~
W0

���¾µ²�:���������»�4��� �?���{µX�º�y�»�M§Í�������y�����Á���-�U�����{���L¿À�y��¶

W0 =
√
V 2

0 + U2
0

�EµX���
U0 = −Ωrot r
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��Ù�¶
~
α0

���4�¢�M§¨�X�yÄ��{�Â��§Í���1�����1���y���m´GµÂ�1��¤y�4�XÙ¥�<
~
φ0

¥�M§¨�X�yÄ��{�»�X¤y¤¥�X�4���-�¢�y�´µX���-�
W0

¤y�X�®���X¤y¤°���¹�Â�/��¤y���X�
P2

Õ���¹�Â�1���y�W� �¸���������º�y�Ã�<§D�/�yÄ����
β
�H�®�y�»�M§¨�X�yÄ��{�L��§Í���y�����y���y���

α0

x

LpZ
SpY

Aaéro

(α  )0IncZ
SpZ

α0

β
φ0

V0 W0

LpY

(α  )0IncY

U0

V0

Direction du vent
infini amont

0W
Direction du vent

relatif

�������°wyx"� ó ~ Ê � �/Ä����X�����Â�y���¯µ��{�����4�����
æÂ���1�����{�L����¤�¼���� <Inc(α0) 1�4���{� (Aaéro, XInc(α0), Y Inc(α0), ZInc(α0)

) 1���4�¯���X�9Ç���Æ¾¤¥�X�¹�����T�y� <Sp

�Eµ����W�y�y�»�4�X�Ó�/�������6�Ë§D�X�1Ä����
α0

�/�1�����1�U�y�»�M§¨�?©²� −−→
XSp x

ß«§Í�����X¤°�¾���y�:µ/�X�-���¾���4�º�y�X�y�¸�y�¾�y�H�����������y���Â�����L������Y��������-���»�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1���L�?Ù¥���y�¾���X�����y�����
�����U��Ð����4���¯�������4���4¤����1�¥�X�-����x

º¯ç�º¯ç»º H ì«ë1ì �°é²ê ë í � é1í	\�
¢ñ �äì ê ë îQ�1�Uè ì ò í	\�
¢ñ � � � 
Âèðó ë î°¶Âõ
· ���Á�������Â�ü�H�����y�:�P�¥�X�y�P� � ¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄúµÆ�¶µ�Ü�{���P������Y��������-�����/�������1Ò��¥�X����¿À�y���P�����-�´���1�����À�y�

�H©²¤°�����{�Á���-�Ó�X�{�������-�U���6�����1�����{���=�y�»�<§D�X�1Ä����¢��§¨�{�y���{�y���1���º�y�º�<§¨�������y�{�������-�WÇ����y¤y¤°���4�W¤y�X�4�¬�X�:�����Á���À�
�y���1�������y�4�����y�1���Ë�y�X�y�®���º¤y���X�6��§Í�y�´¤y���XÙy� ÉT���1�¯�ÓÖy�X¿À�y�Ã¤1���XÙ¥���1�W¤y�X���º��Ù�¶

~
Cd

���4�¯�{�º������Y����{���-�¯�y�W�����/û��y���/
~
Cl

���4�¯���º���²�4Y��������-�¢�1�W¤°���¹�Ó�X�y���»���
~
Cm

���4�¢���L���²�4Y��������-�Â�y�º���X�yÄ-�XÄX�Xx
�y�������4�Á�{�¥�X�-�6� ��¤������X���4���Ë§¨�y�£¤y�4�XÙ¥�Â�Ë§¨�y�1�Ý¤y�X���/xÜ÷Î�/�6�H©²����¤y���/Ü� �(���X¡E�¨�í¸��q��Ñ6�4��Ä��4���y¤°�Ú�y����©
¤��X� �X�{������x²æ¢���y�4�Ë�4�����6�����1�¥�/û��Ü�M§¨�X�yÄ��{�Â��§Í���y�����y���y���

α0
�y�Pµ����-�¯���1�U� �¾�������������6�y�»¤¥�/���º�X�6���EÒ����

r


��§¨�X¤y��¼��®� �¾���X�y���°�»�y���¯¤��X� �X�{������1���P�����y���y�y�:�¢�{���U���²�4YÁ�������À���Â�/�������1Ò��¥�X����¿À�y����x
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�������?w1x����T~ Ê � �XÄ����X���Á�8�y���A���²�4Y��������-���Q�/�������1Ò��¥�X����¿À�y��� Cd

Cl
�H�
Cm

¤°���y�
�����A¤°�����X���4���
n◦ 0450���

n◦ 1050

ème i       ELEMENT DE PALE 

dFy

α0

β
φ0

LpY

LpZ

Aaéro

ldF

dF

Vent re
latif W

0

dF z

dF d

(α  )0IncZ
SpZ

(α  )0IncY

YSp

V0amont
Vent infini

�������¥wyx"� õ ~ Ê � �XÄ����X���Á�¢�y���¯��Ð����4���®���y�y�{�®¤¥�X�U�y�y�»¤¥�/���º���X�y�Á�{�®Æ¸�y�´µX���-�¢�����y�¹�Ó�X�-�
ß
�®�ÓÖ¥�/�Á¤��y�¯¤y���������{�������y�Ï�y��¤y���XÙy�¥�y�¢�������1�

`
�y���y�y�¯�¥�X�{�����X�y���¯Æ»�y�y�®���������¯�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1�

���{�������-�Ó�X�{���Ï�y�X����� −→
dF

Ç����X¡����d¸��q�ÆÓÛÉHx/ª«�{���_���Ü�y��������¤°�����U���¸�y���²©³�����������8�����������-���X���4���Î�Ë§¨�{�À�����y�4�{�����
������¤°�������{µX��� −→

dFd

�H� −→
dFl

��Ù�¶

z�z õ



~
dFd

���¹�¢���¾���������W�������Á���À���X���4�L�y�º�����/û �1��� ´´ ¥�����{���P�M§¨�?©²� −−−−−→
Y Inc(α0) ���

~
dFl

�����{���L�1�Ã¤°���4���X�y���m´G¹E¥�4�����X�´�<§D�Û©1� −−−−−→
ZInc(α0) 

¿À�y����§Í�H©²¤y�4�������-�¢ÆJ�<§D�/���y�L�1���¯������Y����{���-���®�y�º�����/û �1���º���¯�y�»¤°���4���X�y���»�����{�U¿��1� Q õ R ¶
{
dFd = 1

2
ρCd `W

2
0 dr

dFl = 1
2
ρCl `W

2
0 dr

Ç¬wyx"��ÿyÿ�É
��Ù

ρ
���4�¢� �¸�Á�X���4�»µX�����1�Á�{¿��1�º�y�»�M§¨�X����x · ���®�����4�����¯��§Í�H©²���������-�º�X�P���}Ò����¢�X�������1Ò��¥�X����¿À�y�º�y�´¤y���/Ù¥�

Aaéro

x · �L���}Ò����U���4�¯�{�L¤��X���-�Ü¤°���y�U�{��¿À�y���Ë���L���������-�Ü�y�º���X�yÄ-�XÄX�L���¹�®�������Á���-�Ó�X�{��� dM ���4�¯�À�y�Ë�����
¿À�y�J¶

dM =
1

2
Cmρ `W

2
0 dr

Ç¬w1xDÈ ��� É
�Eµ����

Cm

�{�â������Y��������-�¸�1�â�Ó�X�1Ä-�XÄ��/x · §Í���¹�J� �¦���X���4���å¤°���y�Ã� �X¿À�y�������������¾��Ð����¹���¸�X�������1Ò��¥�X����¿À�y���µ����-�¯�y���1�VôH���4�W�����4�{���®�¥�/�y�®�y���4��¤°¼��4�W�1���-�¢�{�º�����À�����W�������
Aaéro

x
· ��¤°���y�¥�/�À��������4���Ã�X�¥�X�:Ò²�4�»���y¤y¤°���4�³¿À�y�W�M§Í���-µ�����Ä��y�4�Ã�1�Ã���J¤y�X���»���¹�Â�{�1Ù¥�y�{�Xx¥ß8§Í�����y�y�W���y�:µX�/�À������¹�¢�1���y�»�y�y�»�H©������y�4�����´�y�»���W¿À�y��¤y������¼��y�Ã��Ù´�<§¨���-µ����4Ä��y�4�Ã�y�»���J¤y�X���L���4�¯Ù¥�y�{�Xx

º¯ç�º¯ç¢¾ ò êËé Ü îQ�Âñº�Âñ�� ì õ	�¢
ÂõY�Âñ � � íSé²ñ �²� ñ � íïèB�B
¢íSé1ñ ��»�¼ õ ì 
Âñ ë é%½

SpY

LpZ

φ0 β

α0

U0

α

φ

U0 +u

V0

W0

LpY

0V   −v

Inc(α)Y

Inc(α)Z SpZ

W 0

Direction du vent

relatif

V0

Direction du vent
infini amont

W

�@�����°wyx"��ÿÃ~ Ê � �XÄX���X���Á�¢�y���®µ��{�������4���¢�Eµ����W�����Üµ��{�������4���Â�{�y�y�y�:�����

· ���Á���¸���Q�´�H���J�H©²¤y�{��¿À�y�J�¥�X�y�W� ��¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄ µÆ�q�-��y�1�Á�¥�/¤y¤��¸�����y���1�����{���y�¥�/�����Ã���¹�Ã¤1�����4���-���Á�y�
���X�����y�Á���y�{���Áµ������¸�<§¨�{�1Ù¥�y�_�EµX�/�T�y�=�<§¨�������1���������-��A��� ���X�{�������1�=�M§Í���-µ�����Ä��1���=Ù¥�y�{�â�y�6����¤¥�/���â�H�
�y�¦�4���{� �XÄ��º�1�Ú���X������x°ß
��µ��:�����4���

W0

�4��� �?���{µX�»�y�³�<§¨�������y�{�������-�Â�X�1���X�y�¢�Ë§¨�y�¦¤y���XÙy�A�y�X�{�¢�X���X����ô����4�
·�·¾��S� t ���m�)���)!"!ir#!i��� � �S�����S� � ��¿�!po �#t �� �!"�k��� �·GÀ¾��S� t �����#������mn�l t  �!"��li���°¿j!po �#t �� �!"�k��� �

z�z8ÿ



�����4���{Ä����Á¤¥�X�¾���Ú������¤��X���X�-���â�y�6� ��µ��:�����4���6�{�y�y�y�:���Xx · ���4���6µ��{�������4�6���y�1�y�{���â���¹�J�y�{µ��{�����â��� �y����©
������¤°�����X�-�����«�Ó�X�yÄX���-���{�����{�

u
���T�?©²� �X�{�

v
x²Ø²�������Á� �º��Öy�������{�¢�1�Â�M§Í���{�������-�Ï�y�Â¤y�X���/��{���Ï������¤°�����X�-�����

�y���_µ²�:�����������U���y�1�y�{�����
u
�H�
v
�����-�U¤y�4���4���Ü���6������¤1���¢�¥�X�y�U�{�Â���X�����y���1�L� �»µ²�:���������º�4�����/���:µ��Â�1�=µ����-�

���y�����y���-�
W

´ � Ç����X¡����þ¸��q��Õ}É Q õ R ¶

W =
√

(V0 − v)2 + (U0 + u)2
Ç¬wyx¨È � z}É

· �����Á�¾¤1���y�4�����1���»�Á�H��Öy���y���W�1�����X�����y�8�y���Wµ��{�����4�����W���1�y�y�{�����º�4���-�³���Àµ��{���XÄ����X�y�{���ÁÇË¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄ µÆ�q�?ÉH
���������¯¿À�y�Ë���4�U�ÓÖ1�����4���Â�y�X�y�Ü�<§¨�������:���y�4�¢�1�6�����y�Â���4�U���Ã������Ö1�²�y�¢�y�L�<§¨�����������-�_�y�L¤¥�/���¸Ç�0»���X�y���4�±ÉQ���X�
�����U�E�X�{���y�{�U�����-�¯��Ð����H���y���¢���X�y�¢�X¤y¤y�4�}©²�{�â�/�������â���¯�y�»�y���¾�1������©´�X�1�����y�4�¯�<§¨�X�À�®�²�����{���4��� Q õ R x

Ê §D�/¤y��¼��¢���%���X¡E�¨�þ¸��q��ÕXy�<§D�X�1Ä����
φ
µX���4�{Ù¥�»�y���²©´��¿À�¥�/�������1�º¶

{
cosφ = U+u

W

sinφ = V0−v
W

soit tanφ =
U + u

V0 − v
Ç¬wyx¨È � �XÉ

ö �´�����1���y�y�:�¯�M§¨�X�yÄ��{�Â��§Í���y�����y���y���
α
¶

α = φ− β Ç¬w1xDÈ � È-É
ª8���{�À�������y�y�{���X�-�U�{�º������Y����{���-�¯�y�»�����{���y�:���L�{�²���X�Ë�y�´���/�����

γ
¶

γ =
npale `

2π r

Ç¬wyx¨È � w-É
���®�{�L�¬�X�������y�®�y�»¤°���4�����¯���´�H©����4�����{���º�y���y�y�»¤¥�/�®÷«���X�y�1���

F
¶

F =
2

π
arccos

[
exp

(
−npale(R−r)

2r sin φ

)] Ç¬wyx¨È � |XÉ
�����U�������/���{���y�Ü�{� �X�-�U�{���U�y�X�y�y�����¢¤1���������y���-�����L�X�²©6µ��{�����4�����¯���1�y�y�{�����

u
���
v
�1���y�y���À�W¶




u = U0

γCFy

4F sinφ cos φ−γCFy

v = V0
γCFZ

4F sin2 φ+γCFz

Ç¬wyx¨È �yó É

��Ù������«���²�4YÁ�������À���T�Û©1���X�¥���«���X�yÄ����À�������¥���1�����À�y�T¤°���y�«�y�Á�X�yÄ��{�®��§¨�{�y���{�y���1���
α
ÇË¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄB¸��¹¸��¹¸�É8�4���-�

�������{���U�¥�X�y�®�{�º����¤°¼��4� (
Aaéro, X

Lp, Y Lp, ZLp
) ¶

{
CFZ

= Cl cosφ+ Cd sinφ
CFy

= Cl sinφ− Cd cos φ

Ç¬wyx¨È � �XÉ

Ê �X�y�_���Â���²�1�X����¯�E�X�{���y�Õ�y���Tµ��{�������4���Ü�{�y�y�y�:�����_�X�=���EÒ���� r �����y�y�{�Â�y�������:�T�y�X�y�T�<§¨�X��Ä-�X�1��Ä����X�Á����y�»� �%���X¡��¨�þ¸��¶µEÖ?x¥ß
�J¤1��������¼����º�H�Ó�X¤°�º���¹�Â��§Í���1�{�����X���{�����_�{���Üµ��{�������4���¯���y�1�y�{�����
u
�H�
v
¶

{
u0 = 0
v0 = 0

Ç¬wyx¨È �yõ É
÷8�y���®Æ¸�ÓÖ¥�X¿À�y�Ã¤¥�X�

i
¥�M§¨�X��Ä��X���{��Öy���¢���X�����y���º�H�¢�����y�¹�����1�{���U�1�{Ð��������-���®�����4�Á���º¶

·��
v
���x��� � ����� t�£ �x¿ V0

t �)��!i����� � ��� � ��!"l"��1�m� � !ir#y��xn��x!ho � �����f�l"� t l"� �	� l¹«K ����) IÁm �l�n+�X«S ml�!i� � ���¯y��#����� { u �#o �ÓR¡�� � ��¿
U0
t �)��!"��Ám �l�n+�°�#� � �� � ���¯ÂÃ� � n����m�¬!i�°����m��n��°��� � � � li�S�Bn�� t �!" �l�n+�°!ho £�� !"l t �°� � ����k�� � ��l t ��Ä Å¯Æ {

z�� �



non

oui

(3.307)

(3.304)

(3.305)

(3.306)

Angle apparent     de la vitesse vérifiant : φ tan   = φ
−V0 vi−1

U0 ui−1+

i = 1

Angle d’incidence α :
α = φ − β

ClCdCoefficients de trainée      et de portance
αobtenu à partir des polaires en fonction de 

Coefficient de solidité local du rotor γ

Facteur de pertes en extrémité donné par Prandtl F

ui viVitesses induites      et

< εiv vi−1| |−
iu| |− ui−1 < ε

uiu = 
viv =

Vitesses induites     etu v

v0 = 0
u0 = 0

ε très petit

INITIALISATION

CfyCfzCoefficients axial       et tangentiel

Section 3.4.4

�������¥wyx¨È � ~ ö �4Ä-�X�y�{Ä����X�����Â�y�´�E�X�{���y�Ë�y���Uµ��{�������4���¯���y�1�y�{�����
u
�H�
v

z��²z



z�xU�<§D�X�1Ä����º�/¤y¤¥�X�4���-�
φ
�1�W���³µ��{�������4�WµX�����:ÙÕ�X�-�W¶

tanφ =
V0 − vi−1

U0 + ui−1

Ç¬wyx¨È � ÿ�É
�²xU�<§D�X�1Ä����L�Ë§¨�{�y���{�y���y���

α
¶

α = φ− β Ç¬w1xDÈ1z � É
È1xU�{���Â���²�4Y��������-���Â�1�Ã�����/û �1���

Cd

���L�1�³¤°���4���X�y���
Cl

ÆÁ¤¥�/�4���{�®�y���L¤°�����X���4���®���Â�y�³�<§D�X�1Ä����º��§Í����Þ
�����y���y���

α
ÇË¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄï¸��¹¸��¹¸�ÉH

wyxU�{���®������Y����{���-���¯�?©²���X�
Cfz

���®�Ó�/�yÄ����-�������
Cfy

�y���1�y�»¤¥�X�ÃÇ¬wyx¨È � �XÉ
|²xU�y�´������Y��������-�¯�y�»���X�����1�{���Â�����E�X���y���4�X���X�

γ
�y�X�y�y�W¤¥�X�WÇ¬w1xDÈ � wÀÉ

ó xU�y�P�¬�X�H�����1�¯�1�W¤°���¹�����¢�����±©²�������Á�:���º�y���1�y�»¤¥�X�®÷8���X�1�1���
F
�1���y�y�W¤¥�X�WÇ�wyxDÈ � |�É

�²xU�y���¯µ��:�����4�����¢�{�y�y�y�:�����
ui
�H�
vi
¤¥�X�WÇ�wyxDÈ �yó É

õ xU�y���¢�1��������� |ui − ui−1|
��� |vi − vi−1|

¥¤1�y���U�{�����¹�¯�����¹���W���8¶
{
|ui − ui−1| < ε
|vi − vi−1| < ε

où ε est très petit
Ç¬w1xDÈ1zXzÛÉ

�4�UÇ¬w1xDÈ1zXzÛÉ®���4�¢µ����4�{Ù¥�/Ë�<§D�X�{Ä����4�{��Ö1�Á�L��§D�/���:ôH���¾�4���y�X����{�Ã���X�����y�Ì���4�Â����¤y���{�LÆâ¤¥�/�4���{�¢�1�³�M§Í�����X¤°�
n◦1

�X��¤y�X�
i+ 1

x
ª8�y���y�:���/°�����4���4�y�{���/���-���W�y�W�����������¢�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1��� −→

dF
���³�1�����X�Á¤°�����W���¦�y�¦�HÐË���¹�L�Û©1���X�

dFz

�H�
�Ó�X�1Ä����-���{���

dFy

y¤1���?à4�������{���´�y�
dFd

���
dFl

�y� <Inc(α) �¥�X�1�¯�{�»����¤°¼��4� (Aaéro, X
Lp, Y Lp, ZLp

) ¥�����
Æ¸� �¾¤¥�X�{�º���¯�����-�����Ã�X�6���}Ò����Â�X�������1Ò��¥�X����¿À�y��Ç´���X¡E�¨�^¸��q��Õ}ÉÂ¶

{
dFz = dFl cos φ+ dFd sin φ
dFy = dFl sinφ− dFd cosφ

Ç¬wyx¨È1z��XÉ
��Ù�y�Ë§D�X¤1��¼��³Ç¬w1x���ÿ�ÿ-É_���¯���Ì¿À��Á4£<þ¢ÃÅÄï¸��¹¸��¶µ�

dFd

�H�
dFl

µ/�X�����-�»¶




−→
dFd = 1

2
ρW 2 ` Cd dr

−−−−→
Y Inc(α)

−→
dFl = 1

2
ρW 2 ` Cl dr

−−−−→
ZInc(α)

Ç¬wyx¨È1z}È�É

���
dr

�4��¤y�4���4���-���´� �Ú�{���yÄ��y���y�¸�y�6¤°���4������� �1�´¤y�X���=�H���y�1���X8�/§¨���4�¹ÞïÆ?ÞS�y���4�6� �Ú�y�{�4�Ó�/�y���6���À�����P�y���²©
�y�����y�y��x · ��¤°���y�y�X�-�Â�{�º�����y�»¤y���?à4¼H��� dFd

���
dFl

�y�X�y�®���º�4��¤°¼���� <Sp ¶
{
dFzSp = dFl cosα + dFd sinα
dFySp = dFl sinα− dFd cosα

Ç¬wyx¨È1zEw-É

ß«§¨�X�{Ä������:��Öy���¸�y�Á� �b���X¡��¨�6¸��¶µÆ�Á�����E�X¤y�:���y�{�Á���´�¬��Ç����å�1�=�����1�4���4�y���4�Á���´�����4���â�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1�
��§Í�H©²���|ÇE�X�-�»�4�y�º�ÓÖ¥�X¿À�y�¸�����������-�º�1�¾¤¥�X�{�Xx�ßÌ�V���X¡��¨�ö¸��¶µ��¸�4���4�y�Á�¸�{�³���X�����y�A�1�¸�����º�ýô������¢��Ð����4���
Æ¾¤¥�X�¹�����T�y�º�y���y�1�����¯���1�����À�y���¯¤y�X�U���L���²�1�W�1�º�E�X�{���y���1�´������¤����¹�����Á���À�Ü�1Ò��¥�X����¿À�y�º�y�P�4Ò��¹��¼����
�����y�y���º�H�¯�����1���Ü�����X�y�¹�������Á�/���{���y�Ü¤°���y�U�{���y�U�{�Á¤1���������-���/���{���6Æ¸���»�����y�»�À�y�������{¿À�y�Xx

· ���Á���¸�����1�Ã�{���»�E�X�{���y�{�»���-�³�H���â�±©²�����²�����³¤����1�»�����1�����³�{���»�y�����y�1�³�����y�y�{���W�y�â���}ÒX��� r 
�����������Y����{���-���T�����-�Ü�1���y�L���}Ò����1�y���Ü¤°���y�_�����4������¤°���y�y�4�ºÆÃ�ÓÖ¥�/¿��1�º�������Á���-�Ü�y�HÙ¥�y�Ë¤y�X�_�1���²©=�y�²���y�y��x
· �������â¤yÖy�X���=�1�â���²�y�����{���/���������y���³�HÐË���¹���³�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1���³¤°���4�Á�H�³�1�â¤y�4�����{�����³�������X�Á¤°���¹Þ�����Á���À���y���â¤¥�/�������X�ã�����1�����y�ã������¤y��x · ��¤°���1�¥�X�-�EÏ���Ü�4���¹���ÚÆ�����¤°�������������¹�Ó�X�{�y�������{�Á�:�����³Æ����Ä����1�����?�����{���Ã¤����1�Â��¤1���������4���¯���â¤y�4�²�1�y���������Ú�Ë§¨�������H���4�����:���/x · �H�����¸��¤������/�����������¹�º�����X�y���{�Ã�{�����¢�y�¾����Á�{���L�4�y�®���º�4�������X�¦�1�W�<§¨�������{���y�1�Xx

z��A�



algorithme de la 
figure 3.30

rPour

Rda Rfa≤ ≤r

, ,Cl ,Cd , ,α φ u v
Détermination

Rpied Rext , βc , Rda,Rfa,
Définition des termes fixes de la pale : 

nnoeudNombre de noeuds
nnoeudDéfinition des rrayons

U0 V0Termes relatifs au vent et

INITIALISATION

βvde vrillage      , de la position du
centrage     et du foyer aérodynamique AaéroE

Calcul de la corde   , de l’anglel

dFl dFd,
Calcul des efforts 

RSpdans le repère 
dFl dFdetTransfert de 

dFl = 0
dFd = 0

Calcul des efforts 

Section 3.4.2

(3.299)

oui

non

(3.314)

�������Îwyx¨È1z�~ ö ��Ä��X�y��ÄX���X���Á�¸�1�ü���X�����y�Ï�y���¸�HÐË���¹���¾�1�=¤��X�4�Ó�/�y���=�H�¸�y�â�����/û��y���Á¤y���Ûà4�����6�y�X�y�¾�{�
����¤�¼���� <Sp
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Pour nnoeudi = 1, 

soln soln= +1

nsolm im=
Masse

i = 1

nsolpointeur{ } 1ptpal{ }=
nsolpointeur{ } 2ptpal{ }=

nonoui

Construction du pointeur relatif aux rotations 

qmc
nsol{ } qmc

ipale
{ }pal=

icdgrav{ }mcrnsol{ } =

Pour j = 1, 3

j = 1

r1i r1i−1−qmc
nsol (j) = qmc

nsol (j) = 0 

Angle et vitesse angulaire Ω
du moyeu par rapport à la nacelle

Valeur du temps tþ
þ

Programme de la dynamique

tour= n     +2nsol
nsolelt = nsol

T{sq} = (0 0 0)
Initialisation intermédiaire

Pour npalei        = 1, pale

mcrnsol{ } icdgrav{ }= − {sq}

qmc
nsol{sq} = {sq}+

nsolelt nnoeud palex(i      −1)Γ1(n    )sol + i−1+=
Arborescence

i = 1

Faéro
nsol (3) −dFl

i αi αidFd
isin cos=

Faéro
nsol (2) dFl

i αi + dFd
i αi= cos sin

Faéro
nsol (1) = 0

nsol
aéroM (1) − mcrnsol + Aaéro

i Faéro
nsol (3) − mcrnsol +− Aaéro

i Faéro
nsol (2)= ( (2) (2) ) ( (3) (3))

− mcrnsol Faéro
nsol (2)

nsol
aéroM (3) = (1)

nsol
aéroM (2) mcrnsol Faéro

nsol (3)= (1)

Fgrav
nsol{ } nsolm {g}=

i[I   ]nsol[I       ] =

i = 1

nsolx2 = 0
nsolx3 = π

βi φi+nsolx1 =
nsolx2 = 0

βinsolx1 βi−1= −

nsolx3 = 0

nsolx{ } = {0}

INITIALISATION
{g}

Programme de l’aérodynamique

, , , ,dFl
i dFd

i αi βi φi

, , ,[I  ]i mi r1i }{cdgravi

Aaéro
i{ } , [q    pal]mc

i , ,1ptpal 2ptpal

invariables

nonoui

nonoui

oui non

�������ywyx¨È��»~ ö �4Ä-�X�y�{Ä����/�Á���®�y�P�E�X�{���y���1���U��Ð����¹���®�X�������1Ò��¥�X����¿À�y���U�{�Á¤1���������-���X�y�����T�/�´���²�1�º�y�
�E�X�{���y�Ë�y��������¤����¹�����Á���À�®�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y�
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�NtuÇ M R MUXvM a [ P XT[ x M�XwT a N[X P T �Ôx K x [�T8V?[ R�] X
ßÌ�¸�����4�º���´�����4�E�X�´�y�»� �¸Ä����y�����/���4�����º���4�¯�4���y�������WÆ¸���H�Ó�X�{�y���®�����y�y�:�����X�y��x

VMVnVD

Pmax

P (W)

V(m/s)

I II III IV

V <V inf Vinf ψPlV augmente jusqu’à        ,         = 90°

Ω[rad/s]

CstePlψ  =

Ω(  )ψPl = f
f(V)Ω = 

CsteψPl = 

V V V V VV
Ωinf

Ωsyn

Ωnom

Ωmax

Ωcrit

Rotation
rapide

Rotation
lente

^Arret
Temps [s]

Charge partielle

Pleine charge

(a) (b)

�������1wyx¨È�Èº~ Ê � �XÄX���X���Á�®�y�Â¤y�y���4���X�1���L�1�����{�¢�4�y�T�<§D�X�4�y���/²���=�����y�H�����X�â�y�L���Wµ��{�����4���L�y�Áµ����-�®�H�U�����¤y� �/Ä����U�y�º�����1�����{���y�y���Á���-�
ßÌ�X���X¡��¨�¯¸��¶µ¦µ

(a)
�4��¤y�4�������-���Ü�y�1�Ï�����y�4���Ï�y�«¤y�y�{�����/�y���Ï�1���{���Q¤1�����y�y�{���«¤¥�X���y�y�ÏÄ����y�����/���4�����/}���

�����y�H�����X�â�y�=µX���-�E¥��§¨�X¤y�4¼�� Q ÿ R xyß
�³¤y�1�������X�y���º�y�������¥�X�{�®���4�®¤1����¤y�4�ºÆ³�ÓÖ¥�/¿��1�ºÄ����y�����/�����{���L�1�����{�������Xx
· ���4���»���{�Á�:���¯�����4�����4¤��X�y�ÚÆ¸�y�y�ºµ��{�����4���W�y�ºµ����-�¢¤¥�X�¹�������y���{¼��4� Q ÿ R x

· ���Q�4¤������{Ùy���{�����Q¿À�y�²�����4���4���{Ä��y���-�8�{�_�1���¾�y�4�T�y�Ü�1��Ä��4���Q�y�T�����°���¹���«���X�À�Q����ÄX�y�������Q¤¥�/�Î���Ï�4Ò��¹��¼�����y�»¤y���{�X�Ó�/Ä��Â¿À�y���4�Ã�4�����1�y�»���´�y���²©6¤¥�X�4��������¥�������¾Ä����1�����?�����{���»���¹�¢�X�4Ò��y�ÓÖy�4���y��¶
~��<§¨���4�����À���/���{���=�y�»���J�y�X���������Â�¥�X�y�¯���BÈy�²©´�y�Pµ����-�¢���
~��{�º����ÄX� �XÄ��º�1�����X� �XÄX�L�y���¯¤¥�X�{���®�Eµ����Ã���¾µ²�:���������»�y�»�4�X�Ó�/�������6�1�W���¾Ä����1�����?�����{���/x

Ê �J¤y���1��������¹Ò��4��¼��Á���y�J¤y�{���X���XÄ��ÃµX���4�{Ù¥�J�����4���X���y���»�E�X���X���������{�4����¿À�y�����¤y���{�y���{¤¥�X�{�������-�L�4�y�»�����Lµ��áÞ�����������Ü�y�L�4�X�Ó�?�����X�y�_�1�=���X������À�y�Áµ����-�®���6�X�����-�Ex�æÂ���1���M-���6�Á���y�¯�y���4�â�X�<-���®�����y�H�����X�y�y�������-�T�y�
� �=Ä����y�����/���4���������4�Ã����¤y���������-���â���1�W���³���X¡E�¨�·¸��¶µ¦µ

(b)
x · ��¤����y�¥�X�-��Ì�1���²©Ý���²�1���»¤¥�X�¹�������y���{���4�L��§ Ò�����-�³¤¥�X�³�{�y���{�y�â¶A�X�4�:ô��³�y�â�����Á�X�ÓÖy�{�y�Á��� �E�X�Ã�y�=�����y�y�:�����X�y�Ã�±©����:ô��Á���PÇ�������¤�ôH���/A¤y�4���4���y���6�y�

¤y� �/���X
. . .
ÉÜ���¯�y�»�y���¹�����y�H�����X�y�y�������-��x

· �������J�E�X���X���������{�4����¿À�y���6�����¸�����X�y�1�{���¸�y�X�y�»���������y�¸�À�y�������{¿À�y�J�¥�X�y�»���¸�ÓÖ1���:©��1���<§D�/�yÄ����³�y��E�X���XÄ��/x_ß
�åµ/�X�4� �/�������ü�y�Ú�����P�X�1Ä��������-���4�
0◦

���
90◦

��¤y�4�²�y�1�{�Á�y�y��¤y�y�{�����X�y���¦Ä����y��������¤¥�X�=���
Ä����1�����?�����{���/ÎÆ¦¤y�X�4�����W�y� �����y�XxÌæÂ¤1��¼��J�EµX�����W�E�X�{���y�{�â�{���Ã���X�������¸�X�������1Ò��¥�X����¿À�y���Ã�����������{���³�?©²���
����� �/���{���ÃÆÚ�ÓÖ¥�X¿À�y�P¤¥�X�{�XÌ���=���������-�¾Ä��{���¥�X�Ï�y� µ����-�J���y�¸�{���¾¤¥�/�����¾�X� ���X�����¾���4�J���¹���{�Á�ÁÄ���ÅX���PÆ
�M§Í��µ/�X�{�¥�/���{���6�y�Ã� �J¤����4�{�������´�y�Ú�����-���4�¾�y�³ÄX���Eµ��{���»¤¥�/�Â���/¤y¤��X�4�Â�X�¦�����-���4�¾�y�Ãµ��4�������XÄ��/y¿À�y�A���4�Â���
Ä����1�����/�ÕÆ

25%
�y�������4�â��§¨�/�4�Ó�X¿À�y�/x�æ¢���y�4�¥���®¤y�4�²�y�1�{�«�y�¯���¯�Á�X�Á���À�«�H�T�1�¢���ºµ��:�����4���Â�X�yÄ��y���X���4�Ü�y�

���X��������X�Á¤1�����J�y�¯¤¥�X�{�X��1�������������y�U���º¤y�y���4���X�1���¯¤y�����y�y�:���U¤¥�X�«�<§¨�������{���y�y�/x Ê �X�1�Ï���º¤¥�X�4�����U¿À�y�Õ���1�{�E�y�y�¸�±©1¤1�������/���{����¤y���/���{¿��1�¸¤����������»�y�J���X�Á¤y�4���y�1���J���H�����¸�����ÓÖy�y�{¿À�y���/Ù¥�Ý�y�¸�ÓÖy���{�����º¤1���������4�������-�
�M§¨�X�yÄ��{�º�y�³���X� �/Ä��XÕ����������� �Jµ²�:���������Ã�y�¦µX���-�»�X�y¿À�y���Î���4�L�4���y�����4�Ã�<§¨�������{���y�y�/x · ���4���¾�H�Ó�X¤°�³¤°���4�Á�H��X���X���Ü�y�»¤¥�/�����{���_� �¾¤y�y�{�����X�y���W¤°���y�U������¤°���H�����¯���L���X���Á�/�Ü�ùÒ�¤��W�y�»� �¾ÄX���y�����/���������»�ÓÖy�����4���/x

ßÌ�¯�����1�y�H©²���X�¸�X�¾�4�������X�¸���{���H�����{¿À�y�T�y�����4�{���Ï�¥�X�1�Q�M§Í���1µ����/Ä�� Q ÿ R �y��¤°���1�¾�y�¾�ùÒ�¤��_�y�TÄX���y�����/���������
�/�������{�y�y���»Æ¸�<§¨�������{���y�y�¸ÇË¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄ"µÆ�¶µÆ���}ÉHx

ª«���4�����1�Á�/��M§q¤�Ä1Ä.�4.E�9Éâ¤y�4���4���-���������L�y�{Ð����4���-���LµX���H�����1���»���»�Á�/���4�������Â�{�-�����4�Á���y� �/�������Â�4��� �?���{���
Æ¸�M§Í�����{�����1�y�Xx

z���|



· �������»¤y�����Á�{¼����Â¤¥�X�4�����º�¾¤°���4�Á�{�Ü��§Í���������4�º�y�P�����y�º�y�»�E�/�����1�Ë¤°���y�U�y�H�����4�Á�{�y���T���L�����1µX�������-��y�6�ÓÖ¥�X���y�ä�1���J�����{���y���¾���X�Á¤°�����/�À�J�{�=�4Ò��¹��¼����´�����1�y���/Q��� �����¥�X�-�J������¤1���6�y�P�����1���¸�E�/���X�H�����4���ïÞ
���{¿��1����Ç¬�4��Ä��{�y�{���X°�����1¤y���������/
�X���4�²�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y�}É±x�æÂ�{�y���Q���Áµ/�X���{�¥�/���������y�J���J�����y�¸���1�{�»���XÄ���¿À�y���Á���À�
���¸���X�y����¤1���{����x

z�� ó



æ Ê ÛÞÝ Ê/jnl�Ë Úçg f Ê¬Ì

Q z R æº��ú Ñ ö Ô ·�Í ª ½ xD��x¨ß«x: · ���Á¤1�1�Ó�/�������y�X��������Ö1�²�y�®�{���¾�1�{���{�����1Òâ�1Ò��¥�X��������°÷«�4���-���{��� Í �X�{�Mª8�yÄ�����ET����� · �{�{Ð��� 5 �SE��X�����4��Ò � � ó È��²y×UÖ1�ÃÔ¯�y�{µX���4���{�ùÒ=�X�Îúù�{���{�y�����T�/� · Öy�{�E�XÄ��1�z8ÿyÿ��Q � R ýÜª Ñ ß
Ô ÷Ax: · �/�����1�¯�1���=�HÐË���¹�������y�1���â¤y�X�Á�{���������{�����y�y�����y���Á�}Ò����y�y�Ú�H�Á���X�4���´¤y�y�{�����X�y���/×UÖy¼��4�Ã�1�W�1�²�H�������/�®�y�»�M§Í�y�y�:µ����4���:���º�y�Wß����{���ÂúÓ/à��/�Àµ��{���ºz8ÿyÿ�ÿ
Q È R ú¹Ø 5 æ Ñ¢Ê�½ x:°0º���y�����/������� �1���¸��¿À�¥�?�����X�y�¸�y� �Á�X�1µ����Á���À�J�1�6�4Ò��4��¼�������¤����:Ò-�X�¹���{���y�{���¾�EµX���

¤y���{��������������¤1���J�y���¾���{Ä����y�:�����L¤¥�X�W�y���Ã�¾�y�:����¤1�������/�����y���º�1�âß
�XÄ����X�yÄ��/
×UÖy¼��4�â�y�Á�y�²�H�������/�E
Ê �������¾�1����z8ÿyÿ¦�Q w R øºæ 5 ª�×ºx Ñ x:�ß
ª�ÎLú 5 Ø ö85 Ê xÍæ³x: Ê Ò²�y�X�Á�{���_¶/×UÖy�����4Ò³�X�y�¾�X¤y¤y�{���E�?�����X�y��Û�´�+0º���sEÜÞ Í ������ýT���AÏ
· ����¤¥�X�-Ò� 5 �SEºÐÏ�X�uÏÕ�z8ÿ õ |

Q | R Ø Í æÂýTæ 5 æãæÃx¨æÃx{ Ê Ò��¥�/�Á�{���Ì�X�Õ���1�{���{�����1ÒºØ�Ò��4�����Á��/×UÖ1�ÜÔ¢�1�{µ������4�{�ùÒ»�X�1úù�����{�y���{���/� · Öy�����XÄ��y
· �X�¾�y�4���yÄX�»Ô¢�y�:µ����4���:�ùÒP÷8�����4��
z8ÿyÿ��Q ó R 5Lö ÔC0ºúïª Ñ �1xD÷Ìx{����H��Öy���y���Â�y� · �/�����1� 5 �y�������{¿À�y�XÕ¤y�4�X�����4�����1�LÆÁ�<§DÔ¯�y�{µX���4���{���»�y���LØ²���{���y��������¯×Ì���ÓÖy�y�{¿À�y���¢�y�´ßÌ�/�yÄ��y���y�²�/°�����-��¤°���{���{����

3ième ª8�y�:���{���P����µ��{�����/°�¦�X�4�����¦÷Î�X�4����Ëz8ÿ õ �
Q � R ÊCÍ æ8×U×d0¸x:}× ö ÔBÑ ö ×Ò0Jx:ÛÔ¢�1�_¤y�4���4���-�Ó�/�������Ã�y�Ï� �U�Á�H��Öy���y�«�y���Î���{�������-���
Ù¥�y�{��Ûß����Ì¤y�4�����4����y�»�M§¨Ô¢�y�:µ��������:��� L �y�������X��¦�X�{�����y�ºØ�x¨æÃxÕ÷Î�X�4����¥Ô¢�y�:µ��������:���»�y� · ����¤y��¼�Ä��y�/�z8ÿ õ zQ õ R ýÜª Ñ ß
Ô ÷Ax: · �X�����y�¥�y���_�HÐË���¹���Ï���y�1���Ï¤¥�X�«�����Ï�������{���y�1���«�y�®�Á�}ÒX���y�y�¢���«�����¹���®¤y�y�{�����/�y���/ 2ème���X¤1¤����¹�®��§¨�}µ/�X�1���������-�¯�y�»��Öy¼����/ ö65 ª Ñ æ ß����{���X�¤y¤Ýz8ÿ?Þ	� � ËzRÿyÿ ó
Q ÿ R ýÜÔ Ñ × ö65 ×ºx¯�4£;¤�§G'D ���1��ª8�y����ÄXÒ Í �X�y�y�°���AÏÕ%�X��Öy�ZD ���{��ÒíûôØ²���y�¯ß����Ëv� �A� z

Q z � R ÷«ª Ñ ª:Ñª�1x¨÷Ax:X�´���E�/�y��¿À�y�//¤°�����-���Ì�Á�/�������{���{����4�����{�y����sÈ¥�y�{�y���A�Eµ�������| � �H©²���4���{�����A���A¤y���X�y��¼��Á������������{�y��
4ème ���y�:���{���â���À����¼����������-�T�������X�y�y�y�¢���U�/�yÄ������-�����X1�¦�X���4����1Ô¢�y�:µ����4���:���L÷A�X�y�ËØ1�X�¥�ÛÞ���{���U��� ö �y�4���4µ/�/�������4�W�����1�:Þï÷QÒ������y������¥×Ì���y�{���y���/�z8ÿyÿ-|

z����
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Õ Ú Ý Ê;ß Ú ÓÖÊ/jØ× ßck Ù j ß³Ì

Çbt�u Ú K=V?[¯ION aN] V R I6K

Ê �X�y�Ï���U�ÓÖ¥�/¤y�{�����®¤y���������y���-�E����U�����4�â�/�����4�Á�Ï����� �/���{���X�²©���¿À�¥�/���{���y�«�y�®� �º�1Ò��¥�/�Á�{¿��1�¯�1���Ï�����4¤y����{Ä����y���»���¾�4���y¤y�{���¸�EµX���=�y�1�=�y���4���4��¤1��������¤¥�X�¾�/���°�������������y���Á����¤°�����XÄ���¿À�y���¦�H���â�1��µ�������¤1¤��/x · �������¤����������J��§Í�����4���4�´�1�ã���²�y�´�y�P�E�/�����1�U¤����1���1�������������y���J���6�����1µ����Á���-�â�y�´�ÓÖ¥�X���y�ä�1���������{���y���
������¤°�����X�-�â���¦�¹Ò��4��¼��Á�/xÜß8§¨�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1�¦���¹�P���-���4�²�1�y�{��¤°���y�=¤y�4�����������=����������¤°���4���������-�â�1���
�����4¤y�¯�����y¤1�����¯�¥�X�1�¢���J�����y���{�����?�����X�=������¤y�{¼����»�y�W� �¸�Á�X�ÓÖy�{�y�»�����1�y�����Xx°ß
�Á���X�y�4�����y�H�����X���y�»���X�y�
�����¾¤y���XÄ����X�������»����� �/���{���ÃÆ¦�ÓÖ¥�X¿À�y�=�����y¼��{�Á�����y�y�y�:�¸Æ¦�1�y�â�y���²©²��¼��Á�=�H�Ó�X¤°�¦¶Ì� �Pµ/�X���{�¥�/���{�����y�
�����y�º�y�»�E�/�����1�Mx

æ¢Ù¥���y�®���Üµ/�X�{���y����X�{���8�4�����1�{�Ó�?���«���1�����À�y�Ï¤¥�X�8���U���²�1�¯�X�À�«�H���¯������¤¥�X�4���«�Eµ����¢�����²©��1���y�y���_¤¥�/�
�y�y�º�4�����1�������=�X�¥�X�:Ò�����¿À�y�L�����y�À�y�»�¥�X�1�¯�{�L�E�/�U�y�»¤����y�y�y�{���U�y���P�����-�����/���-���®�EÒ-�/�À�¯�y�P�����1µX�������-�
¤y� �/��
¤y�y���³��§¨�1� ¤����y�y�y�{�â�����1���¥�X�-�¸�����-�����X���-�¾�y�X�y�¾�<§¨����¤¥�X���6¤y�����ÓÖy�=�1�=� �¦�����1Ù¥ÄX�y���/����������§Í�y�y�
�����{�����y�y� Ç��y�������1�����X��8µ²�:�����������1�Ú���X���/���{����

. . .
ÉHxTß
��µ/�X���{�¥�/���{���ü���4�=��§D�/�����4����Ð����H���y�������y�=�1���

�H©²����¤y�{���Ì�������/���:µ����Á���À�Ì�4����¤y�������E�X�Ì���À�����Î�Á�X�y�{¤y�y� �?�����X�y���X�°���1�������4���-�ÎÆ¯�y���Î�4�����1�{�Ó�?���Ì���1�Á������¿À�y���
�y�{µX���4Ä����-����«�X���X���¸���T�������X�{�J�{�À�1���{���=�y�P�����-�����À�y���J�y�6�����/�{�����¾�y���Á�¾�1�{���{�����4¤y�¾¤y�{�y�¸���X�Á¤y�{�H©²����x8æ
�M§¨�X���1�¸�y�â�����{��¼��4���W������¤y�{������<§¨�����4���y�W�y�y�âÆ��M§Í���-����Ä����/���{�����À�y�Á�����{¿��1�Á�H�¾� �6µ/�X���{�y�{���¾�y���³�������y�:�Ó�/���
�À�y�Á�����{¿��1���Ï�����-�_�Á�{�8���=�Hµ²�{�y���1���Xx Ê �¯¤y���1��-�y�Á����Ä��{���{���y�±©1�{�4���X�-�T�4�y�_�{�®�â�X�4�ÓÖy�¯�Ã�H���¯�ÓÖy�����4�Õ¤����1�������¤¥�X�4���U�{���U�������y�:�Ó�/���®�y�P¤y����ÄX���X���Á�Â���1�����4�â�?����¿À�y�Â���1�Á������¿À�y�/x

Çbt�s Û T P�R NZT8V R I6K M a [ÜN R � x [�X^K=V=M M î M¬V ù^ì X^M ì aZP V R�] IÔ[ É M [ R��9R N[X^M
¾Üç½yÜç}{ H ì:� �¢ñ �Ý� � � é ó ò ñ � ò H èÂî«èÜ�Ëî«è_é ë1ì íïè_é �

æÂ¤y�4¼��Á�}µX�����J�������:�����6�����y�´�y�´�E�X�{���y�U¤°���y�J�y�ü�4Ò��4��¼����¦�¾�1�{���{�����4¤y�¸���{Ä����1����Î�y�{Ð����4���-�����â�X¤�Þ
¤y�����ÓÖy���Ü¤����������4�����-�U�1�L���¯µX�/�����1����x²÷A�X�y�Ü���Â�y���y�²�U�y�Lµ/�X���{�¥�/��������X�����T�����4�y�{���/���_���1�����À�y�U���-�U�y�X�y�
�����´������¤¥�X�����JÆÝ�����²©ü�Ë§¨�y�ü�H©²���Á¤y�{�6�y���-��� �����X���1������� ���4�������1���1�XxÏ÷A���1���������1Q���6���X�J�y�P�y����©
�H©²����¤y�{���Â�4����¤y�����¢�X�À�¢�����³�����X�{�����W¶��1�Ú¤����y�y�y�{�³�4����¤y���ÁÇ����X¡��¨��Í¦���}ÉU���Â�y���y�1���6Ç´���X¡E�¨�íÍ¦�q�?É¯�EµX���
�y�P�Á�X�1µ����Á���À�¯¤y���X��x¥÷8�y�{�U���H�����ºµ/�X�{���¥�/�������â��§¨�X¤y¤y�1ÒX�Ã�4�y�®�y�{Ð����4���-���®�����{��¼��4����x Ê �{Ð��������-�����®�����y�y�áÞ���{���y�¯���y�:��� �/�����T���L�<§¨���E�X�¹�Â¿À�¥�/�y���/����¿À�y�Ã�Á�}Ò����Ú���-�L�H���Ã�1���{�����4���®¤°���y�¯�Á�H�����4�³���Ú��µ����1���y���¾�M§Í���4�����1�
��§Í���-����Ä����/�������6�À�y�����4��¿À�y�/x

ß
���_¤°���1�y�y�����_�4���-�T�1���T�¹Ò��4��¼��Á���T�y�X�Á�����-�����/���-���Ï���{�y���Á�/���{¿À�y�������-�«¿À�y�°�y�®���y�y�{���4���-�Ü¿À�y�¢�����1�
¤y���X¤y���_¤����{�y�Î���X�Î�{�²�Ë§ÍÒ³�Â¤¥�X�A�y�Ü�{���²�1�T�����1µ����Á���-�8����¤��X�����_���Q�X�y���1�y�Tµ��{�������4�U���y�:�����X���/x}ß��T�y�1�Q�����

z�� õ



1R

1x

1y
1O

0R
0x

0y

1θ

1γ

1G

��������|�x{zL~ Ê ���4�����{¤1���{���P�y���¯¤¥�X���X��¼����4���U�����y���â�/����¿À�y���U�y��¤°���1�y�y���»�4����¤y���JÇ��Á�X�1µ����Á���À�®¤1� �X�ÕÉ

z���ÿ



1R

1x

1y
1O

0R
0x

0y

2x

2y

2R2O

2γ

2θ

1θ

1γ

2G

1G

�@�����Ë|²x"�W~ Ê ���������{¤1���{���P�y���¯¤¥�X���X�Á¼H���4���U���{�y���Á�/����¿À�y���U�1��¤°���y�1�y���»�y���1�y����Ç��Á���²µ��������-�¯¤y���X�ÕÉ

z}È �



�������
|²x¨È�~¦÷A���1�y�y���J�4����¤y���Á¶�µ/�X�����/���{���¦�1�
γ1 ����������y�H���{�����y�Ú�����Á¤1������²�����À�y�J¤¥�/�L���-����Ä����?�����X��À�y�Á�����{¿��1�»�}µX���

γ1 (0 s) = −89◦, −83◦ et − 80◦z}È1z



�������Ì|²x¨wÁ~Ú÷Ì���y�y�1���J�y���y�1���6¶Ëµ/�X�4� �/�������Ú�1�
γ1 ��� γ2 ����Ý���X�y�����������y��������¤y������²�����À�y�J¤¥�/�º���-���±Þ

Ä����?�����X�=�À�y�Á�����{¿��1�Ã�EµX��� { γ1 (0 s) = −89◦

γ2 (0 s) = 2◦

z}È��



�������Ì|²x3|J~Ú÷Ì���y�y�1���J�y���y�1���6¶Ëµ/�X�4� �/�������Ú�1�
γ1 ��� γ2 ����Ý���X�y�����������y��������¤y������²�����À�y�J¤¥�/�º���-���±Þ

Ä����?�����X�=�À�y�Á�����{¿��1�Ã�EµX��� { γ1 (0 s) = −83◦

γ2 (0 s) = 5◦

z}È�È



�������Ì|²x ó ~Ú÷Ì���y�y�1���J�y���y�1���6¶Ëµ/�X�4� �/�������Ú�1�
γ1 ��� γ2 ����Ý���X�y�����������y��������¤y������²�����À�y�J¤¥�/�º���-���±Þ

Ä����?�����X�=�À�y�Á�����{¿��1�Ã�EµX��� { γ1 (0 s) = −80◦

γ2 (0 s) = 12◦

z}ÈXw



���¹�Q��§Í�����y�y�����Q�M§Í��µX�����²�����X�Ã�y���«�X�yÄ��{���Ì��§¨ª«�1�����
γ1 Ç��y�X���/���{���Ã¤1�����4�T�¥�/�y�Q����ðã¤��|¤À����¤4ð1ñ1�¯¸��q�����¦�q�?É�¤����1�

���»¤°���y�y�1���W������¤y�{�º���¢�����¢�X�yÄX�����®�����y¤y�{���
γ1 ��� γ2 ¤��X�y�¢�{�»¤����y�y�y�{�Ã�y�X�y�y���WÆ�¤¥�X�4�����®�y�W¿À�y���{¿��1��������²Ù¥Ä��y���/���{���y�T�{�y�{��� �X�{����xÀ÷A���y�T�����T�H©²����¤y�����T�����X�{������²���P�Ã¤y���{�Ü¤��X�y�

mi �� �Ã�â�X�4���L�4��¤¥�/�4���{�X���� `i � �¾�{���yÄ��y���y�U�y�´�����4¤y�
Bi ¥�{���Üµ/�X�{���y�4�¯�4�y�{µ/�X�-�����»¶

{
m1 = 10Kg
`1 = 2m

Ç<|²x{z}É
¤��X�y�U���º¤°���y�1�y���º�4����¤y���L�H�





m1 = 10Kg
`1 = 2m
m2 = 15Kg
`2 = 4m

Ç<|²x��XÉ

¤��X�y�U���º¤°���y�1�y���º�y�X�y�y���»�H�¢¤°���y�U�<§¨�{�-����ÄX���/�������â������¤��X�����{���Ã¶





tinitial = 0s

tfinal =





70s (Pendule simple : résultats numériques exacts)
100s (Pendule simple : résultats numériques linéarisés)
180 s (Pendule double)

∆t = 0, 05s : pas de temps

Ç<|²xDÈ�É

ß
���6�������y�:�Ó�/���6���1�Á������¿À�y���P�y���y�y���P¤¥�X�6���¦¤y����ÄX���X���Á�����-�P����������¤°���¹�����4�����6�����y�6�����4�Á�¦�y�
�����1���°���®���P�����y�H�����X�´�1�P������¤y�»¶

~ ���X¡��¨�VÍ¦�¶µW¤°���y�U�{�º¤����y�y�y�{�W�4����¤y���Â���
~ ���X¡��¨��¿VÍ¦�¹¸10�Í¦��Í?0�Í¦��ÏÂ¤����1�¯�{�º¤����y�y�y�{�º�y���y�1���Xx

ß8§¶¤�Ä1Ä.�4.E�=Þ �y�X�y�y�â�{���Ã�y�����X���{�Ã�y�Á� �´�y�������������y�/���{���å�/�¥�X�{ÒÀ����¿À�y���y���¾��¿À�¥�/���{���y�Ã�y�â�����1µX�������-�
�y�=¤°���y�1�y���L�4����¤y���®�H�U�y���y�1���Xx²÷A�X�y�T�{���Ü�°���4�����y�_�y�L���Ã���������{�1���{���=�/�¥�X�{ÒÀ����¿À�y�XÀ�y�6�ÓÖy�X�yÄ����Á���À�Ü�y�
�¥�X�4�Ã�¸�H���»��Ð����H���y��¶

θ1 (t) = 90◦ + γ1 (t)
Ç<|²xÍwÀÉ

¤��X�y�U���º¤°���y�1�y���º�4����¤y���L�H�

θ1 (t) = 90◦ + γ1 (t)
θ2 (t) = 90◦ + γ1 (t) + γ2 (t)

Ç<|²x3|XÉ
¤��X�y�¸���6�y�X�y�y���/x8úù�U���¹�Á�1���y�6µ������{Ùy�´�4�®�����¸�4���4�y�{���/���J�y���1�y����¤¥�X�¸�{�6�����y��Ç¬�y�X�����

θ1 (t)
¤°���y�¸�{�

¤����y�y�y�{�»������¤y�{�º���
(θ1 (t) , θ2 (t))

¤°���y�®���»�y���1�y���EÉ®�4���-�Â����Öy���4���-���¢���������¯���X�Á¤¥�/���X�-�¢�Eµ����Ã�����²©
�y�Â���W�4�����²�����X�=�X�¥�/�{ÒÀ���{¿��1�Xx�÷A���1�T�����T�°���4�����y�_�y�Â���W�1�������y�4�����/�������Ë��{�°�Ã�����L�y�HÙ¥�y���¢� �º�����y�H�����X�

sn¤y�������{�����»�¥�/�y�®�M§q¤�Ä1Ä.�4.E�BÞV���¦���Xx
�/�Oñ/�Gâ1�Gâ �î4øýøRë*úD�²ïÖðàß¥÷«ðfä¥è�é�ïGð øRë*úD�²ïÖð

÷A���y���y� �X�yÄX���Ý�â�?©²�{�¾�y�
θ1
0

�����1�y���/Â� �ü�����{�1���{��� �X�¥�X�:Ò�����¿À�y�Ý�H©1�X�H���
Θ1 (t)

���4� ÇM2%Ä1Ä.�4.E�
ÞV���¦���}É¢¶

sin Θ1 (t) = sin

(
θ1
0

2

)
sn
(
ϑ1, k1

)
avec ϑ1 =

√
3g

2`1
= 2, 712 rad/s

Ç<|²x ó É

z}È-|



�������
|²x¹�J~¦÷A���1�y�y���J�4����¤y���Á¶�µ/�X�����/���{���¦�1�
γ1 ����������y�H���{�����y�Ú�����Á¤1������²�����À�y�J¤¥�/�L���-����Ä����?�����X��À�y�Á�����{¿��1�L���U�<§D�/�1���4�Â¤¥�X�_���������{�1���{���6�X�¥�/�{ÒÀ���{¿��1�¸Ç¬�1���6���{�y�E�X�4���4���}É«�Eµ����

γ1 (0 s) = −89◦, −83◦
�H�

−80◦ z}È ó



�������-|²x õ ~Ã÷A���y�y�y�{�U���{�Á¤y�{�¢¶?µ/�X�����/���{���³�y�T� �Â�y�:ÐË�������y���Ü���-�����U�{���Q�4���4�y�{���/����X���¾���X�y���������¾�1�¾������¤y��
���1�����À�y�WÆ�¤y�X�4�����Ü�y���UµX�/�����1���®�y�»� �%���X¡��¨�VÍ¦�½Ñ¢�Eµ����

γ1 (0 s) = −89◦, −83◦ et − 80◦

z}È¦�



�������y|²x1ÿ»~J÷A���1�y�y���Â������¤y�{�W¶Àµ/�X�����/���{���J�y�
γ1 ����â���X�y���������Á�y�â�����Á¤1������1�����À�y�L¤¥�X�_�M§Í�y�y�¢���-����Ä����?Þ���{���=�À�y�������{¿À�y�º���®�<§D�X�²�����Â¤¥�X�U���������{�1���{���6�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y�L���{�y�E�/�����4�L�Eµ����

γ1 (0 s) = −89◦, −83◦ et −
80◦ z}È õ



�������Ë|�x{z � ~6÷A���y�y�y�{�³���{�Á¤1���¾¶yµ/�X�4� �/�������6�y�W� �¸�y�:ÐË�������y���ÃÆ�¤y�X�4�����U�y���¯µ/�X�{���y�4�¯�1�������X¡E�¨��¿VÍ¦�¶µÃ�H�
Í¦��ÕXy���P�����y�H���{���6�y�P������¤y��¥���1�����À�y�³�EµX���

γ1 (0 s) = −89◦, −83◦ et − 80◦

z}Èyÿ



��Ù6���4�����Üµ/�X�{���y�4�U¤����1�
θ1
0

���-�¢�H���»�������������{���y�y�����W¶

θ1
0 : 1◦, 7◦ et 10◦

Ç<|²x��XÉ
ß��Ï�����X���_�y���A�����y�4�����Î�y�

Θ1 (t)
���
θ1 (t)

���W�����y���������W�y�W������¤y�Ì�Á�X�À�����«¿À�y�T�����{�����ïÞù���-���Ï�����1���X�y�y���-�
Ç����X¡��¨�%Í¦�½Ñ±ÉHx-ß����Ï�������y�:�Ó�/���«�����-�Ï�y���y�¯���XÖy���4���-���ÂÇ¬���»�1���Á�X���ÓÖy�®¤y�4���4�¢�/�Á�y��¤¥�X�¹�_���4�_�y���y�Uµ/�X���X�y���EÉHx
· ��¤°���y�y�X�-�EÕ� �%���X¡��¨�VÍ¦�¶ÓW�����-���4�º�y�y�»�y�{Ð����4���y��� |Θ1 (t)− θ1 (t)| ¶~

0, 0106◦
�Á�?©²���¾�1� ¤°���y�

θ1
0 = 1◦


~

0, 0838◦
�Á�?©²���¾�1� ¤°���y�

θ1
0 = 7◦

�H�
~

0, 13515◦
�Á�?©²���³�y� ¤°���y�

θ1
0 = 10◦

x
Ø²���{���P� �³�����4�¾�y�{�JÇ<ø¸x"�/wÀÉT�y�»�M§q¤�Ä1Ä.�4.E�BÞV���¦���X1�����4���»¤°�����{�²�1�LµX�/�1�»¶

T0 =
4

ϑ1
K (k) = 2, 3185 s

Ç<|²x õ É
ß����P�y�{Ð����4���y�����P����� �/���{µX���6���-�����Ý�����=µ/�X�{���y�4�6�y��� � ¤°�����{�²�1�Ú���1�����À�y����Æ ¤¥�X�¹�����6�1���PÄ����/¤yÖy��¿À�y���
�À�y�Á�����{¿��1���³�1�=� �B���X¡E�¨�íÍ¦�½Ñ³���6ÇM|²x õ ÉÁÇ}£¢¤¦¥ §q��¤X¡ Í¦���}Éº�����-�¸�4��� �?���{µX�������-�W�¬�X���y�{����Ì�����{���W�����-�¸�/�����4�
�����1�����1���������¯���������L�Á�{�y��������x

÷A���y�»�{���º�°�����X���y�º�y�J���=�y�������y�¹�����?�����X��Ë���=�����{�1���{�����X�¥�X�:ÒÀ����¿À�y�¸���4�W���{�y�E�/�����4���/Ë�y�X�����
Θ1 (t)


µ/�X� �X�1���Â¤°���y�®�y�´�X�1Ä����º�{�y�{��� �X�

θ1 (0 s)
�¬�X�{�y���¸Ç¬���²�������{���y�ÜÆ

10◦
ÉH¥�4¤������{Ùy���»¤¥�X�®�M§q¤�Ä1Ä.�4.E�1ÞV���¦�q�Á¶

Θ1 (t) = θ1 (0 s) cos
(
ϑ1t

)
avec ϑ1 =

√
3g

2`1
= 2, 712 rad/s

Ç<|²x,ÿ�É
��Ù

θ1 (0 s)
���4�¯¤y���{�®�Eµ����»���4�����Üµ/�X�{���y�4�U�y�{Ð����4���-�����Ã¶

θ1 (0 s) : 1◦, 7◦ et 10◦
ÇM|�x{z � É

θ1
0 1◦ 7◦ 10◦÷Ì�����{�²�1�âÇ��ÓÉÜ���1�����À�y�WÆJ¤¥�X�4�����Ü�1���®Ä����/¤yÖy��¿À�y���

�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y���U�y�»���Ò���X¡��¨�6Í¦�½Ñ �²DÈ/w�w ��DÈXw ó �²¨ÈXw õ
÷Ì�����{�²�1�âÇ��ÓÉÜ���1�����À�y�WÆJ¤¥�X�4�����Ü�1���®Ä����/¤yÖy��¿À�y���

�À�y�����4��¿À�y���®�y�»���Ò���X¡��¨�6Í¦�¶µ �²DÈ²z ó ��DÈ1z õ �²¨È��²z
Ê �:ÐË�������1���»����� �/���{µ��º���-�����W�����U�y����©´¤����������y���WÇ , É z�{zÀ� õ zX{z,��� z�:z õyõ

Ê �{Ð��������y���W����� �/���{µX�º���-���4�W���¾¤������{�²�y��y�»� �¸�y���²©²��¼����»���{Ä��y�L�y�»���»���X�y�{�E�X�P���®�����{���
�y�»���¸���X���¾�y�{�JÇM|�x õ ÉºÇ , É 8, 205.10−2 1, 0128.10−4 9, 047.10−2

¬��®¯�
|²x:zW~�ÎÏ�X�{���y�4�L�y���º¤°���4�����y���Â�y��¤����y�y�y�{�¾���{�Á¤1���X°��§¨�X¤y�4¼��º�����L�������y�:�Ó�/���º�X�¥�/�{ÒÀ���{¿��1���L�H�º�À�²Þ
�Á�����{¿��1���

ß
�Ú�����X�����y���6�����y�4�����´�1�
Θ1 (t)

���
θ1 (t)

���������1�����{�����y�������Á¤1�6�Á���-�����Ú¿À�y���������{���ïÞù���Â���
�����²�����y�y���À�
¤1�����4¿À�y�LÇ´���X¡E�¨��Í¦��Õ}É±x}ªQÐË�������{µ����Á���-�EE���¯���X¡E�¨�;Í¦����ÖA�Á�X�À�����Q�1�y�8�y�{Ð����4���y��� |Θ1 (t)− θ1 (t)|´ ¶
·á¢� ��� �Wn�lâ« � ���� t �U�)ãm����!" ���� �	���U�	�  mn+l � ����!" �   � «K �� t �!"!i�����!�� � liyS��ä |Θ1(t)−θ1(t)|

|θ1(t)| å t �)� t �� � �)l"���u��y¯��!i�# ����©���# �y��#� �} � ���Wn+l"yKl�� � �#�¢�m���v ����x����� t�£ �Wn+�Wæ � ��� { á¢� t lA��� � ����n� �l � �)!"�����gS�G ���!"�#�¢f����)� £ l�«K ��#�#g)�m���¢n+�u�v�ml t � {�ç �1�:n���� t �m� � � � � �t�£ �Sl"��l"�¬n�� t ��k��m�����#��!"�#�U� � �G �! � � � ���s �k � ��l¹«K ��u�¬� �Wt � +qI���m�)!"® � l�«K ��#� {
zEw �



~
0, 0051◦

�Á�?©²���¾�1� ¤°���y�
θ1
0 = 1◦


~

1, 746◦
�Á�?©²���¾�y� ¤°���y�

θ1
0 = 7◦

���
~

5, 066◦
�Á�?©²���¾�y� ¤°���y�

θ1
0 = 10◦

x
ß8§¨���������y�L�y�1�JÆ=�����4���¸�4����¤y���:Ù¥�E�/�������´���¸���y�¾�y�{�¸�X�������y���º�1�Ú������¤y����ªô��Á�Ã���Q�{�íUº�¾�y�:����������¤1�dW
�����y�y���®���4�Ü�4����¤y���U�������Á�®���¯¤°���y�y�1���Xx ö �ÁµX���4�{Ù¥�¢�y�����Á¿À�y�¢�����«�4�����1�{�Ó�?���Ï�y�â¤y�4��Ä����X�Á���U�y���1�y���-�
�y���P�4�����1�{�Ó�?���P¤y�����ÓÖy�����y����� �4�����²�����X� �X�¥�X�:Ò�����¿À�y���y�X� �{���y���X���{�����¦�ªô��Á��¤°���y�P�y���Pµ/�X�{���y�4�P�y�
θ1
0 � 0,

���»¿��1�²à4�y�4���{Ù¥�»�M§Í�1�������{���/���������y�´�����y�Xx
ö �P��§¨�{�À�����4�����4�³�Á�X���-�����¥�X�-�¯Æ¸�y�´�H©²����¤y�{�º¤y���y�®�����Á¤1���H©²�¸¶¥�{�º¤����y�y�y�{�º�y���y�y�{�Xx

�/�Oñ/�Gâ1�Yñ � çPé=<¥ïGð��%ðfä¥è�é¥ïÖð

solution analytique
solution numérique

t Temps (s)

Variation (°)

Θ(t) : valeur de la solution analytique au temps t

(t)θ : valeur de la solution numérique au temps t

(t)θ

Θ(t)

�������°|²x{zXzL~èÎÏ�X�4� �/�������=�1���¯�����4�y�{���/���¯�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y���U�H�¢�À�y�����4��¿À�y���¢�H�¢�1�������������¥�?�����X�=��§Í�y�y�»µX�/�����1�
Æ¸�y�´������¤y�U�y���1�y�

· ���Á���W�������6�â�����¾�����-�����Ã�¥�X�y�Â�M§q¤�Ä1Ä.�4.E�9ÞV�q�-°� �Á�����{�1���{���Ú�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y�Ã���4�»�{���y���X���{�����/Õ�y�X�����
Θi (t)

xÕ÷A���1�¯�1���¯�X�yÄ��{���®���1�{�����X�²©
θ1 (0 s)

�H�
θ2 (0 s)

�¬�X���1�����WÇ����1�������{���y�4�®Æ
5◦
ÉH¥���{���Âµ/�X�²�»¶

Θ1 (t) = C2θ1(0 s)−θ2(0 s)
C2−C1 cos (ϑ1t) + C1θ1(0 s)−θ2(0 s)

C1−C2 cos (ϑ2t)

Θ2 (t) = C1 C2θ1(0 s)−θ2(0 s)
C2−C1 cos (ϑ1t) + C2 C1θ1(0 s)−θ2(0 s)

C1−C2 cos (ϑ2t)

avec

{
ϑ1 = ϑ1 (m1, `1, m2, `2) = 1, 559 rad/s
ϑ2 = ϑ2 (m1, `1, m2, `2) = 4, 575 rad/s

et

{
C1 = C1 (m1, `1, m2, `2)
C2 = C2 (m1, `1, m2, `2)

ÇM|�x{z�z}É

��Ù�¶
θ1 (0 s) = 90◦ − 89◦ = 1◦

θ2 (0 s) = 90◦ − 89◦ + 2◦ = 3◦
ÇM|�x{z��XÉ

����¤y���������-�����³�y�X�y�®� �%���X¡��¨�VÍ¦�����-x
÷A���y�»�{�¸¤����y�y�y�{���1���y�y�{�X����Ý���X�Á¤¥�/���X�-�

Θi (t)
�H�
θi (t)

������»�y���²©Ý���X�y���°���W�����º����¤1�����4���-�Ó�/�À�
���Á�����1���X�y�y���-�³¤y������¿À�y�ÝÇ����X¡��¨�ïÍ¦�����?Éº�1���y�â�{���W�������y�:�Ó�/���³���X�À�Ã���4¼��³���/���{�4�¬�X�{���X�-����xA�¦�X�{�Ã�{�Ï�±©²���4���
¿À�¥�X�y�´�ªô��Á�»�y�1�W¤°�����{���W�����4���y�¯���-���4�Ã�{���®�y���²©�x�÷Ì���y�®� �¸�y�H�����������y����¥���º�����:��¼��4�»�y�Ã������¤¥�X���/�����X�
�ÓÖy���{���«���¹�³���Pµ/�X�{���y�W�X�y�4�����1���1�â� �6�y�:ÐË�������y���Á���-���4�Á�{���W�y���²©�x Ê §¨�X¤y��¼��³�������X¡��¨�åÍ¦���¦�X

Θ (t)
���4�

� �Áµ/�X�{���y�Â�y�¸� �â�4�����²�����X���X�¥�X�:ÒÀ����¿À�y�¾�X�Ú�����Á¤y�
t
���
θ (t)

���4�»�������{�³�y�¸���=�����{�1���{���Ú�À�y�������{¿À�y�J�X�
zEwyz



�������Ë|�x{z��Ã~6÷A���1�y�y���W�y���1�y����¶yµ/�X�����/���{���6�y�
γ1 ��� γ2 Õ�������X�y���������P�y�´������¤y��°�X�1�������1�Ã�<§¨�y�1�Ã¤¥�/�

���-����Ä����?�����X�=�À�y�Á�����{¿��1�W�H�¯�M§¨�X�1���4�º¤¥�X�U�4�����X���1�������P�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y�»�Eµ���� { γ1 (0 s) = −89◦

γ2 (0 s) = 2◦

zEw��



�������Ë|�x{z}È³~6÷A���1�y�y���W�y���1�y����¶yµ/�X�����/���{���6�y�
γ1 ��� γ2 Õ�������X�y���������P�y�´������¤y��°�X�1�������1�Ã�<§¨�y�1�Ã¤¥�/�

���-����Ä����?�����X�=�À�y�Á�����{¿��1�W�H�¯�M§¨�X�1���4�º¤¥�X�U�4�����X���1�������P�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y�»�Eµ���� { γ1 (0 s) = −83◦

γ2 (0 s) = 5◦

zEw-È



��������|²x:zEw¸~�÷A���y�y�y�{�³�y���1�y���Á¶°µ/�X�4� �/�������P�y�
γ1 ��� γ2 �X�1�������1�¾�M§Í�y�y�Ã¤¥�X�¯���-����Ä����/�������´�À�y�������{¿À�y�

���®�<§D�X�²�����º¤y�X�®�����4�����²�����X�P�X�¥�X�:Ò�����¿À�y�º���´�����1�����{���6�y�P�����Á¤y�¯�Eµ���� { γ1 (0 s) = −80◦

γ2 (0 s) = 12◦

zEw�w



�������y|²x:zÛ|¢~�÷Ì���y�y�1���L�y�X�y�y���W¶-µ/�X�����/���{���J�y�Â���»µ/�X�{���y�Ï�X�y�4�����1�¢�y�¢� �»�y�{Ð����4���y���Â���À�����¢�����Ï�������y�:�Ó�/���
�À�y�Á�����{¿��1���T�H�U�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y��������â�����y�H���{���â�y�Á������¤y��²���²�����À�y�LÆÃ¤¥�X�¹���{�Ï�1���Tµ/�X�{���y�4�T�y�������X¡�����¿ÒÍ¦�¹¸
���6Í¦�����Ã�Eµ���� { γ1 = −89◦

γ2 = 2◦

zEwÀ|



�������y|²x:z ó ~�÷Ì���y�y�1���L�y�X�y�y���W¶-µ/�X�����/���{���J�y�Â���»µ/�X�{���y�Ï�X�y�4�����1�¢�y�¢� �»�y�{Ð����4���y���Â���À�����¢�����Ï�������y�:�Ó�/���
�À�y�Á�����{¿��1���T�H�U�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y��������â�����y�H���{���â�y�Á������¤y��²���²�����À�y�LÆÃ¤¥�X�¹���{�Ï�1���Tµ/�X�{���y�4�T�y�������X¡�����¿ÒÍ¦��Í
���6Í¦����µW�Eµ���� { γ1 = −83◦

γ2 = 5◦

zEw ó



�������y|²x:z,�¢~�÷Ì���y�y�1���L�y�X�y�y���W¶-µ/�X�����/���{���J�y�Â���»µ/�X�{���y�Ï�X�y�4�����1�¢�y�¢� �»�y�{Ð����4���y���Â���À�����¢�����Ï�������y�:�Ó�/���
�À�y�Á�����{¿��1���T�H�U�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y��������â�����y�H���{���â�y�Á������¤y��²���²�����À�y�LÆÃ¤¥�X�¹���{�Ï�1���Tµ/�X�{���y�4�T�y�������X¡�����¿ÒÍ¦��Ï
���6Í¦��� ¸Á�Eµ���� { γ1 = −80◦

γ2 = 12◦

zEwÆ�



(b)

(a)

�������1|�x{z õ ~J÷Ì���y�1�y���¢�y���y�y�{�»¶Àµ/�X�4� �/�������J�y�¯� �ºµ/�X�����y�Ï�X�y�4�����y�®���}Ò����1�y�Â�y�¢� �º�y�:ÐË�������1���Â���-�����¢�����
�������y�:�Ó�/���T�À�y�������{¿À�y���_���®�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y���Ï���=�����1�����{���â�1�Â� �W���������¢�y���U�X�yÄX�����

90+ γ1 + γ2 ¤°���y�_�y������Á¤y�U�1���y�y�
zEw õ



(a)

(b)

�������Î|�x{z8ÿÁ~�÷A���y�y�y�{�Á�y�X�y�y���6¶�µ/�X�4� �/���������1�����=µX�/�����1�Ã�/�y�����{�y�¸���ÛÒX���y�1�Á�y��� �6�y�:ÐË�������y���J���-�����
�����¾�������y�:�Ó�/���¸���1�Á������¿À�y���¸�����X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y���¸��� ���X�y��������� �y� ������¤y�¸¤��X�y�¾�����¾���4�����¾�����1Ù¥ÄX�y���/�������1�
�����y�y�������

zEw¹ÿ



�ªô��Á�W�����Á¤y�
t
x�æ ¤¥�X�¹���{�Â�y�¾�����ºµ/�X�����y����Ë���Áµ/�X�����y�L�X�1�����{�y�¾�y�¸���Á�y�:ÐË�������1���¸���-�����¸�����L�������y�:�Ó�/���

�À�y�Á�����{¿��1���®���¢�X�¥�/�{ÒÀ���{¿��1����1�y�X�����
AD

y���4�¢�E�X�{���y�{���/y¤¥�X�º¶

AD = |Θ (t)− θ (t)| ÇM|²x:z}È-É

· �������L�y�:ÐË�������1���º�³�H���¢�ÓÖy�����4���¢¤����1�T� �W�ªô��Á�¯���/�����X�=¿À�y�L�¥�X�1�Ü�M§Í�H©²����¤y�{�¢�y�6¤°���1�y�y���¢���{�Á¤y�{�Xx
· ���Uµ/�X�����y���U�4���-�®�¬�X���y�{���»Ç´���X¡E�¨�VÍ¦���¦Í}É±x¥ªQÐË�������:µ����Á���À�¯���������U�y�»�y��¤y�X���4���-�Â¤y�X��¥�4�y�®� �¾¤°�����{�²�1�º�y�
�����Á¤y�U�H���y�1�����/y���X�{�

180 s
1�y�

0, 1906◦ ¤°���y� γ1 ���®�y� 0, 3134◦
¤����1�

γ2 x¥ß8§Í���4�����1�¯�1� γ2 ���4�¯¤y���1�����¤��X�4�Ó�/�À���º¿À�y�³�������{�»�y�
γ1 ���X�Â�����{�»�Ûà4���1���X°��§D�/�����4��°ÆÁ���Á¤y�4��¤y���W���4�����y�Â�������{�»�y� γ1 xÕæÂ�¦�����y�4��y�P������¤y��

AD
¤°���²�¢µ/�X�4�����U�1�;J������ÁÆJ�y�¦�Á�?©²���¾�1��x²æÂ���1����¤°���y�®���X�Á¤¥�/�����®�<§¨�Hµ����{�1���{���P�y�Ã�����4���

�y�{Ð����4���y���Xy�{�Ë���4�®¤y�4���������X�y�{�º��§¨�H���y�1�����U���Ã�����y�¥�X�1���»�Á�}ÒX���y�y�»�y�º���¾�y�{Ð����4���y���
AD

y�y�X�����
ADM


����¤y���������-������¤¥�X�»�y�y�J���X�y���°�¸¤y������¿À�y���y���X�{���¸�4�y�»� �V���X¡��¨�ÌÍ¦���¦Í=¶������ºµ/�X�{���y�4�º�����-�W����� �/���{µ����Á���-�
�¬�X���1������Ç7£½¤¦¥ §q��¤X¡ Í¦�q�?ÉHx · ��¤°���1�¥�X�-�E ADM �����/û��Ã�X�å�����y�4�³�y�Ý������¤y��x 5 ���y�¾�/�����X�y�º�y���y��µ������{Ùy���
��§Í�����������4�¯�y�»�ýô����º¤����1�U��§D�/�1���4���®µX�/�����1���U��§¨�X�yÄ��{�º���y�:�����X�Mx

(90◦ + γ1 (0s)
; γ2 (0s)) → (1◦ ; 2◦) (7◦ ; 5◦) (10◦ ; 12◦)

Temps (s) ↓
Diff érencemoyenne

ADM de

(γ1 (t) ; γ2 (t))
50 (0, 02724 ; 0, 05131) (0, 72967 ; 0, 7676) (4, 7651 ; 8, 6455)
100 (0, 05555 ; 0, 10482) (1, 26068 ; 0, 7485) (6, 3557 ; 6, 4976)
150 (0, 084922 ; 0, 1605) (1, 9605 ; 1, 1879) (8, 2761 ; 5, 6797)
180 (11, 0502 ; 13, 4352)

¬��®¯�_|²x��¦~ ªQµX�����1�������ü�y��� �Úµ/�X�����y�Á���}Ò����y�y�¦�1�����Ý�y�:ÐË�������y���
AD

�y�ä¤°���1�y�y���´�y���1�y���´¤��X�y�
�y�{Ð����4���-�����UµX�/�����1���U�y�º�����Á¤1�¯�H�¯¤����1�U�y�{Ð����4���-�����¢�����1Ù¥Ä��1���/�������y�

Ø²�Ë���Ãµ/�X�����y�T�y���®�X�yÄ��{���Ü�{�y�{��� �X��©Ë
θ1 (0s)

�H�
θ2 (0s)

���¹�¯�X�yÄ������-�����¾1�{���U�/�yÄ������
θ1 (t)

���
θ2 (t)�y�¸���X�À�W¤y�{�y�Â�¬�X�{�y�����L�y���1�¸�y�¸µ����4�{Ù¥���-�Ã¤1���y�º���â�����{�1���{�����X�¥�/�{ÒÀ���{¿��1�¾���{�y�E�X�4���4���6Ç<|²x:z�zÛÉHx�ß
���º�y����©

�����1���°���Q�y�U�<§¨�Hµ����{�1���{���³�1���«�X�yÄX�����Q�X�¸�����1���8�y�¾������¤y�Q��§Í���-�«¤y���1�A�����y�¥�X�1���¯ÆL���Ü�����1�����1�y���WÇ¬�X¤y��¼��
���y�4���4µ/�/�������6�4�y�U�����X���X¡E�¨��¿6Í¦����µ/0�Í¦��� ¸�É_� �³µ/�X�{���y�T�Á�}Ò����y�y�»�y�º���¾�y�{Ð����4���y���

AD
�X�yÄX�Á���À���º¤��X�y�

�ÓÖ¥�X¿À�y�Ã�X�yÄ��{�Xx · §¨���4�¢���»¿À�y�
���4�¯�����y�4���/���»�4�y�®�����d���X¡��¨��¿6Í¦����Ï}0�Í¦���9Ñ®���¯�¥�X�y�®�{�B£½¤¦¥ §q��¤X¡�Í¦�q���
ß«§Í��µX�����²�����X�å�y�Á�����³�y�{Ð����4���y�����

AD
�X�������y���Ã�y�������Á¤1�³���4�¾�������{�����X�-���XxQØ²�y�Ã� �b���X¡��¨�ïÍ¦����Ó�

�M§
ADM

���4�¾�{�1���y���y����¤¥�X�W� �=µ/�X�����y�»�y���³�X�yÄ��{���W���y�:�����X�²©¦¤����1�W�������{�W�{�y�4���X�-���W�y���y�1����A�X�{�����º¿À�y�
���y�®���%���X¡E�¨�VÍ¦���¦ÕXy�<§

ADM
���¹�¯���X�y���������P�y�P�����Á¤y�U¤°���y�U�������{�Ü�����²Ù¥Ä��y���/���{���y�U�����y�y�{������x

×A���²�L��§¨�X�°������Õ�<§D�X�1Ä��Á���-�Ó�/�������´�y�³�<§
ADM

�1�³� �Ò���X¡����BÍ¦����Ó6Ç����Ú���ÓÖy���{���³�{��Ä-�X�4�{��Öy�Á�{¿À�y�}ÉT���4�
Æ=�E�X���X����¼��4�¸�H©²¤��X�y���-���{���{���XxËß
�=�y�{Ð����4���y���¸���-���4�¸�ÓÖ¥�X¿À�y�J���y�¹�Ó�X�-�º�4���¹���J� �â�ýô����¸Æ=�<§¨���ÓÖy���{���¾�{��Ä-�?Þ
���:��Öy����¿À�y�/x · ���������¹�¯���´�X�²©6�����4���y�4�¯�Ë§D�X¤1¤y���E©²���Á�/���{���=�y�º�<§¨�{�-����ÄX���/��������������¤°�����������¾Ç¬�H�®¤����1�4Þ>ô����4��X�P�ÓÖy���á©P�y�´¤¥�X�U�y�º�����Á¤1��¥���»¿À�y�
�������J�M§Í����à4�H�®��§¨�1�y�»�����1�y�Ã������¤y�����Á���À���X���4�L���áÞï�X¤1��¼���ÉHx

÷Î�X�»���X�À�����/����y�»� �V���X¡��¨�ÌÍ¦���¦ÕX����=�y�{Ð����4���y�����1���<§
ADM

����X�y�����������y�������Á¤1������À�������ÓÖ¥�X¿À�y�
�����²Ù¥Ä��y���/���{�����y�â���P������¤¥�X���/�����X�Ý�4���¹���â������¤¥�X���/�y���¸���À�����Á�����{���»�Á�X���º���4�¾¤1���y�»����¤°���4���X�-���¸¿À�y�
���������â�y�6� �å���X¡��¨�(Í¦����Ó6�E�X�¸�X� ��§Í�����X��Ä��y�â�y�P¤y���y�³���ü¤y���y�³�y�P� �¦�4�����1������� �/�¥�X�{ÒÀ����¿À�y�=�{���y���X���{�����
���¢�M§Í���4�����1�Â�y�

γ1 (t)
¤y�4���y�¦�������X�Á¤1���Ã���â¤y�4��¤y���Ã���4�����1�Â���Â���y�³�y���ÃÆâ���{���±Þù�ýô����º�����{���W�y�

γ2 (t)
x

· ���4���»�y�{Ð����4���y���»����¤1�����4���-���Ã�M§Í���4�����1�U�y�y�ÃÆJ���¾�y���´���{�y�E�X�4�{���Xx
zÛ| �



· ������¤y�4���1µ��T�y���y�_¿��1�T�����A�4���4�y�{���/���A���1�����À�y�Î¤¥�/�A�{�_���²�y�_¤��X�y�A�����Î�H©²����¤y���Ï¤y�{�y�A������¤y���±©1�Ï¿À�y����Q¤°���1�y�y���8�4����¤y���A�����-�Ì�X�4���SJÏ¤1�����ÓÖy���
�y�«�����²©»¿À�y�-�/�y���X�{���-��¤y�Vô������8���²�����À�y�
¤¥�/���H©²¤������{�Á���À���/���{����x
Ê �X�y�_���L¿À�y�°¤y������¼��y�X²���¯�Á���²µ��������-�T�y�=¤°���y�y�1���Â�1���y�y�{�Â�W�����¢�����y�y���¢¤��X�y�_�1�=¤¥�X�_�y�¢������¤y��y�
0, 05

���������1�y����xyß
�WµX�����:Ù¥�E�?�����X�â�y�=�4�ÓÖy���Á�³��§Í���-����Ä����/���{����������¤��X�����{���U���4�U�/�y���4�ËÆW�����1�y�����T¤°���y�
�y�{Ð����4���-���®¤¥�/�¯�1�»������¤y��xyß«§Í���-�����:ôH�¯��§Í���4�¢¤°���4���º���y�®¿À�y���{¿À�y���®µ/�X�����y���®�y�»¤¥�X�®�y�º������¤y�

∆t
¶

~
0, 005 s


~

0, 01 s


~
0, 08 s


~

0, 1 s
���

~
0, 2

���
0, 25 s


������¤y�{���Ó�/�À�W�{���W�����4�y�{���/���Ã�y�ïà�Æ´���1�����À�y�¾¤°���y�

∆t
µ/�X� �X�-�

0, 05 s
x Ê �Á���X�1�����â�/�y��¼����X
�{�����²�1�â�y��E�X�{���y�Î��§Í���-���������X�Á¤1�Ã�X�²�����Á�/���{¿À�y�������-�º¤°���y�»�y���Wµ/�X�{���y�4�W�1��¤y�X�»�y��������¤y�»���y¤°���4�����y�����³Æ

0, 2 s���
0, 25 s

�4�����X�ä� �Ý�����²Ù¥Ä��y���/���{���ä�{�y�{��� �X�{�XÎ���X�â�{����µX�/�����1���=ÆÝ�ÓÖ¥�X¿À�y��¤¥�/�â�y�´������¤y�Á�����-�=������¤
�y�{Ð����4���-������x

ß
���6���X¡��¨��¿�Í¦�q�ãÖ´Æ Í¦�q�¦������¤1�����4���-�����-�P���������X�y���°���Á�y���=���E�X�¹���
ADM

¤��X�y�Á�ÓÖy�X¿À�y�Ú¤¥�X�Á�y�
�����Á¤y�_�y�º�ÓÖ¥�X¿À�y�º������¤1�Ü�y�6�y���1�y���L¤°���1�y�y���Â¤����1�T�ÓÖ¥�X¿À�y�º�����1Ù¥ÄX�y���/�������â�����1�y�����X1���=�����y�H�����X�=�y�
�����Á¤y�º¶

~��{���d���X¡E�¨��¿6Í¦�q�ãÖÂ¤°���y�U� �¸�����1Ù¥Ä��1���/�������6�{�y�{��� �X�{�Ã¶{ γ1 (0 s) = −89◦

γ2 (0 s) = 2◦


~��{���d���X¡E�¨��¿6Í¦�q���º¤°���y� { γ1 (0 s) = −83◦

γ2 (0 s) = 5◦
�H�

~��{���d���X¡E�¨��¿åÍ¦�q�¦�W¤��X�y� { γ1 (0 s) = −80◦

γ2 (0 s) = 12◦
x

÷A���1�¸�y�y�6µ/�X�����y�¾�y�6�����Á¤1�¸��§¨�±©²¤����������y���´���J¤°���y�¸�1�y�P�����1ÙyÄ��y���?�����X� ���y�:��� �/�����y���y�y���X8�<§
ADM�X�yÄ������-���®�X�Á�����y�4�_�y�J�����Á¤1�Ï¤°���y�8�ÓÖy�X¿À�y�Â¤¥�/�Ï�1�®������¤y�«�ÓÖy���{���¥�E�/�Ï�{�U�������y�:�Ó�/�«��§¨�������{Ä��y�U�y�¯¤y���1�

���¸¤y�{�y�8�y�Ü���L�����{�1���{���¾�/�¥�X�{ÒÀ����¿À�y�Ü�{���y���X���{�����_�y���y�U�<§¨�����4���y�Q���4�«���y�¾�y�{���Xx/æ�¤¥�X�¹�����A�y���/���X¡��¨��¿ÐÍ¦�q�ãÖ
Æ(Í¦�q�¦�-y�y���y�¯�Eµ��X�y�¢�ÓÖ1�����4��¤����1�¯���¾���y�:���»�y�y�ºµ/�X�{���y�U�y�´¤¥�X�®�y�º������¤y�

∆t
�y���y�y�X�-�Â�y�1�W�4�����²�����X�

Æ¸¤�����¤y�4¼��®���X�����������Á¶
∆t = 0, 01s

ÇM|²x:zEwÀÉ

÷A���y�
�����y���{�y���8�4�y�
���8�¹Ò²�¹��¼��Á�«�y���W���X�À�����X�{�-�EE�{�����������y�:�Ó�/�������1�����À�y�Ì���1�Á������¿À�y���Á���-�E}�y���1�8�y���
���{�y�E�X�4���4�����¤¥�X�
���«�����y�«�y�Ï�E�X�{���y�-�4���-�Î¤1�����ÓÖy���A�y�«������©³¿À�y�À�4�����/�����-�A���1�����À�y�Ì¤¥�X�Ì�H©²¤������{�Á���À���/���{����x
÷A���1��ôH�����¯�u�1�_¿À�y�¢���®�����y�®Ä�¼��4�¢�1�����â�X�y�4���Õ�����_�ÓÖ¥�/�yÄ��������-���T�y�¯�¥�X�4���T�4�y�«�����y�Ï�����Ï�?©²��������¯�ýô����
¤����y�y�y�{�®�X�J�Á�X�1µ����Á���À�Ï¤y���X�J�º�����®�����¹���U�����1���¥�X�-�Ï�¥�X�1�Ï�Ë§D�X�²�������«¤y� �X�1��x-ß����8µ/�X�{���y�4�8���1�Á������¿À�y���
���1�����À�y���8�4���-�8�����Q�ýô������Î¿À�y�U�����{�����A�y�¸¤y�4���������A�E�X��xXæ¢�¸����Ä��X���¸�y���Q�y�Hµ����{��¤y¤°�������-���8�1�Ü�M§q¤�Ä1Ä.�4.E�
ÞWA�����y�H�����������¥�/�������Ý�y�=�����4�����1�������å�X�¥�X�:ÒÀ����¿À�y�����{�y�E�/�����4�����y��¤°���y�1�y���=�4����¤y�������¹�¸���{�������-�Ó�/�����
�â�/���T�1��µ������À�®�����{�y�_�����{µ����X���¯�¥�X�y�®�{�Â�E�/�¯�1�6¤����y�y�y�{�º�y���y�y�{�Xx²æÂ���1�����{�L�����������y�Ü�4�W�4���y�1���¸������¤1���
¿À��§¨�����{�³�y�Hµ²�{���-�L�¬�X�¹���{�y�����y���¾¤°���y�¢�y���4Ò��¹��¼����¸���X�Á¤y�4���¥�/�À�L¤y���y�Â�y�¾�y���²©�������¤y��x
��ô��Á�¾¤°���y�¢�y�
¤����y�y�y�{�º�y���y�1���X¥�<§¨�{�-�����Dô��®�y�»���¾�y���Á�X���ÓÖ1�Ã���4�Qà4�y�4���{Ù¥�/¥�����EÒ-�X�-�ÂÆJ�<§¨����¤y�4�{�®¿À�y�W�M§Í���6���X�Á¤¥�/���»�����
�������y�:�Ó�/���U�y�����²�1�Ã�EµX���W� �¾���X���1�������P�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y�º���{�y�E�X�4���4���Xx

ª8���y�y�{���»�y�Ý�4Ò��4��¼����Á�����-�����/���-�»���¹�³���P�1�����1��¼��4�J���Ó�/¤��J¤°���y�º�y�H�����4�Á�{�y���»�4�8���¸�����y�J�y���E�X�{���y�
���¹�¯µ/�X���X�y�{�L¤��X�y�Ü�����²�U�ùÒ²¤°�W�y�»�4Ò��4��¼����Xx

zÛ|²z



��������|²x"� � ~�÷Ì���y�y�1���¸�y���1�y���Á¶�µ/�X�����/���{���¦�1�³µ/�X�����y�L�X�1�����{�y�³���}Ò����1�y�¸�y�¸� ���y�{Ð����4���y���¸���-���4�¸�����
�������y�:�Ó�/���8���1�Á������¿À�y���_�H�_�X�¥�X�:Ò�����¿À�y���8�y�¢�ÓÖy�X¿À�y�¢������¤1�Ï�������X�y���������J�y�J�����Á¤y�«¤°���y�«�y�:ÐË�������-���Ï¤y�X�
�y�º�����Á¤y��y��Ù { γ1 (0 s) = −89◦

γ2 (0 s) = 2◦ zÛ|A�



��������|²x"�²zÃ~�÷Ì���y�y�1���¸�y���1�y���Á¶�µ/�X�����/���{���¦�1�³µ/�X�����y�L�X�1�����{�y�³���}Ò����1�y�¸�y�¸� ���y�{Ð����4���y���¸���-���4�¸�����
�������y�:�Ó�/���8���1�Á������¿À�y���_�H�_�X�¥�X�:Ò�����¿À�y���8�y�¢�ÓÖy�X¿À�y�¢������¤1�Ï�������X�y���������J�y�J�����Á¤y�«¤°���y�«�y�:ÐË�������-���Ï¤y�X�
�y�º�����Á¤y��y��Ù { γ1 (0 s) = −83◦

γ2 (0 s) = 5◦ zÛ|XÈ



��������|²x"�A�J~�÷Ì���y�y�1���¸�y���1�y���Á¶�µ/�X�����/���{���¦�1�³µ/�X�����y�L�X�1�����{�y�³���}Ò����1�y�¸�y�¸� ���y�{Ð����4���y���¸���-���4�¸�����
�������y�:�Ó�/���8���1�Á������¿À�y���_�H�_�X�¥�X�:Ò�����¿À�y���8�y�¢�ÓÖy�X¿À�y�¢������¤1�Ï�������X�y���������J�y�J�����Á¤y�«¤°���y�«�y�:ÐË�������-���Ï¤y�X�
�y�º�����Á¤y��y��Ù { γ1 (0 s) = −80◦

γ2 (0 s) = 12◦ zÛ|/w
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 ë�ê
è ì è_é
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2R
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0y

1x

1y
1z 2z

2x

2y

G2
2O

G3

3O

1G

1O

1γ

.
1γ

0z

2R
2x

2z

2y

3R

3z

3y

3x

3O

3βΩ
G3

=Ω

�������Ë|�x��XÈÃ~ Ê �������4��¤1�������P�y���¢¤y�X���X��¼��������U�����1���Á�/���{¿��1���U���¯�1Ò��¥�/�Á�{¿��1���®�y�´¤����y�y�y�{�»�����y�4�¥�X�-�

�������T|�x��/w¦~ ÷A���y�y�y�{�´�����y���y�X�-�â�EµX���
β̇3 (0 s) = Ω = 2 rad/s

¶Qµ/�X�4� �/�������å�y�
β3 ���1�����À�y�¦¤¥�/�

���-����Ä����?�����X�=�À�y�Á�����{¿��1�W���´���X�y���������P�y�P�����Á¤y�

zÛ|�|



ß«§Í�H©²���Á¤y�{�T��§Í�y�¾�¹Ò��4��¼��Á�T¤y���y�A������¤y�{�H©²�T¤°���y�A� �UµX�/�����y�/���{���»�y�¾�����y�_���4�Q�y�¾¤°���y�y�1���_�����y�4�¥�X�-�
Ç����X¡��¨�íÍ¦�q�ÆµÛÉ¾¶Ì���«��§¨�XÄ��:�W��§¨�1� ¤����y�y�y�{�X

B3 Ì�����{����Æ��1�y�=¤y���/���H���������X B2 A�������±Þù�ýô����J�/�����X�ÓÖy���6Æ�y�y������ÄX�
B1 �����y�4�¥�X�-�¸ÆPµ��{�������4�=�����1�4�Ó�/�À��� γ̇1 ��� Ω

xAß��â¤°���y�1�y���
B3 
�y���-�¸���������1µ����Á���-�¾���¹��E�X���X�������4�����Á¤¥�X�

β3 A�y�X�{�Ã�Á���-�����6Ç β3 �y�=���b���X¡����íÍ¦�q�Æµâ�y�{�Á�{�À�y����É»�H�¸�/�4�����{�y�y�4�â���Ú¤°���4�{���{���Ý�y�
�4���X�y���{�{���

β3
Ω

�1���y�y���W¤y�X�ÃÇM2%Ä1Ä.�4.E�Bë�ÉL¶

tan β3
Ω =

Ω2

g

(
r +

`

2
sin β3

Ω

) ÇM|�x{zÛ|XÉ
ßÌ�Jµ��{�������4�¾���y�:�����X���L�1�

B1 ���4�º�1���¦�À�y�{���Xx°ß��Ã�����X���³�y���Â�4�����1�{�Ó�?���Â�À�y�����4��¿À�y���Â���������y�����������y������Á¤y�U���4�¢���y�®���%���X¡E�¨�VÍ¦�q�À¸¥y�{�Ë�y�»���X��������¤°���y�´�����1���������{�Ü¤¥�X�¯ÆJ� �³µ/�X�{���y�U¤y�4���y�:���º¤¥�/�³Ç<|²x:zÛ|�ÉHx

�������T|�x���|�~ Ê ���4�����{¤1���{���ü�y�����ÚµX�/��� �?�����X� �y�����Úµ²�:���������¦�X�yÄ��1� �X�{���=�y�´� �Ú����Ä��
B1 �����y�4�¥�X�-���y�

¤����y�y�y�{�L�����1���¥�X�-�¯���P�����y�H���{���P�y�6������¤y�¯�Eµ����
Ω = 2 rad/s

· §¨���4�«� �¢���X�{�����¸¤°���y�A� �X¿À�y�������_� �¢µ��:�����4���U�y�U�4�X�Ó�?�����X� β̇3
�L�����U����¤����4���_�������Á�_�y�y�U�����-�����/���-���/x

Ê �X�y�«�y�Á¤y�����Á�{���Q������¤y��-���ºµ��:�����4���¢�X�yÄ��1� �X�{��� γ̇1 �1�¯���L����ÄX� B1 �»�����¢�{�-�������y�y�:���Ü¤1����Ä��4���4���{µX�������-����������U���y�y�{¿À�y���®���1�_�������X¡��¨�öÍ¦�q��ÍW¶-� �Lµ/�X�{���y�«���1�{�����X���
γ̇1 (0 s)

���4�_�À�y���{�U���
γ̇1 �/���������-�Ï���»¤°�����:�����X��y�º�4���X�y�{���{���

Ω
Æ¸¤¥�/�4���{�Ü�y�

10 s
x¥ß��L�����X���W�1�������1µX�������-�¯�y�P¤����y�y�y�{�W���´���X�y���������6�y�P�����Á¤1�¯���4�

���y�º���V���X¡E�¨�ÌÍ¦�q�ãÏ?x�æÂ�{�y���<Ë�y¼��W¿À�y�J�{�¾�Á�/�����1�º¿��1�Q���-�����/û �1�
B1 �?���������-�º���âµ²�:��������� Ω

��{�¾¤����y�y�y�{�
���������{���â�����y�¹�Ó�X���Á���-�â�/�1�����1�¸�y�P����¤����4�{������� �y�P�¹�Ó�X�y�{���:���XA���P¿À�y�®���¹�Á�����E�X�J¤°���y�¸�y�ü¤����y�y�y�{�
�y���P�X�����¹���Mx · �º¤yÖ1���y����¼��1�W���4�¯�X�1�����Ë¤y���}µ���¿À�y�»¤¥�X�Ü�1���Á�X�����XÄ��Â������¤6�y�4�y��¿À�y�/x¥æÂ�{�y�������Ã�����4�¾�y���ÇM|²x:zÛ|�ÉÏ��§¨���4�¢¤y���1�ÜµX�/� �X�y�{�JÇM2%Ä1Ä.�4.E�Bë�ÉT���X�®�y���®�y�X�²Þù�{���y���X���:�����Ü�X¤y¤¥�X���X���4�����À�¢�X�{������x

÷A���y�U¤y�X���{�����«�����®���1�����-µ����y�����-�Ey�/§¨���4�4ÞùÆ?Þù�1�����Â�y�������À�y���T�M§¨�X��¤y���:���y�1�¯�1���®���������{� �/�������y�Ï�X�²�����y�T�y�
����¤°�����:�����X� ��§¨��¿À�y���{���y�4�XÎ���¦µ��{�������4�¦�X�1Ä��y� �/�����Á�y�P� �¦����Ä��6�?���������-�J¤y�4��Ä��������4�{µ����Á���-�Á���Úµ²�:���������

Ω���������´�{�y�y�{¿��1���´¤¥�X��� �(���X¡��¨��Í¦�q��ÑEÏÆ�¤¥�X�¹���{���Ë§¨�y�ã������¤y�â�X���4�KJÚÄ����X�y� Ç
50 s

¤°���y���M§Í�H©²���Á¤1���
�����X�{���}ÉHx

zÛ| ó



�������Ì|²x�� ó ~Ú÷A���y�y�y�{�������y�4�¥�X�-�Ã�}µX���
Ω
µ/�X�����X�-�»����������� �³���X¡��¨�åÍ¦�q��ÍP¶�µ/�X�4� �/�������Ú�1�

β3 ���1�����À�y�¤¥�X�U�{�À����Ä����/���{���6�À�y�������{¿À�y�º���´�����y���������6�1�´������¤y�¯�}µX���
Ω = 2 rad/s

tf

finalΩ

Temps (s)

Vitesse angulaire (rad/s)

�������U|²x"����~ Ê ����������¤²�����X���y��� ��µ/�X�����/���{���ä�y�¦� �Ýµ��:�����4�����X�1Ä��y� �/�����´�y�Ú�������{Ä��
B1 �y��¤����y�y�y�{�

�����1���¥�X�-�®���´�����1�����{���P�y�P������¤y�
ß
�Ã¤����y�y�y�{�³���4���{�����º�����?à4���y�4�L�X�²�����y�¯�y�Ã���â¤°�����:���{�����1�¾�4���X�y���{�{���º�â�X�{�¢�����1�{Ð��������y���³���-���4�¾�����

µ/�X�����y���U�����y�{�â�/�����Ï���¯�Á�?©²���Á�X�����Ü�X�²�����y�U�1�W���¾¤��X���{�������6�Ë§¨��¿��1�����{�y���º�4���¹�����-�¢�y��ÄX����ÄX�E�X�y�{���L¶
~ ± 8, 59.10−5 ◦ ¤����1� Ω = 0, 5 rad/s


~ ± 2, 86.10−4 ◦ ¤����1� Ω = 2 rad/s

���
~ ± 1, 056.10−1 ◦ ¤��X�y� Ω = 8 rad/s�y�����å¿À�y�Á����¤����y�y�y�{�â���X�{�Ã�y��� �X�����¹���Mx Ê �â¤y�{�y��Ì¤°���y�W�y�y�Áµ/�X�{���y�»�¬�X�{�y���J�y� Ω

Ç
0, 5 rad/s

ÉHÌ�����
�������y�:�Ó�/���=�À�y�Á�����{¿��1���6���X��������¤°���y�y���-�P¤y������¿À�y�Ý�X�²©������4�y�{���/���=�X�¥�X�:Ò�����¿À�y���=�Eµ����Ý�1�y���y�{Ð����4���y���
�y�

2, 2.10−3%
�/�����4�Ã¿À�y�Á¤����1�³�y���Ãµ��{�������4���

Ω
¤1���y�WÄ����/�y�y���=Ç¬�y�

2
Æ

8 rad/s
ÉH
���H�����â�y�{Ð����4���y���

���¹�¾�°�E�X�y�����y¤�¤1���y�W����¤��X�4�Ó�/�À����Ç¬�y�
0, 136%

Æ
15%

É�Ç����X¡����ïÍ¦�q�ÆÓÛÉº�E�X�W���������y�Á���-��¼�Ä����������Ã�y�X�
���{�y�E�X�4�{�����L¿À�y�Ï�y�������-�Ã¤¥�X�W¤y���{�W���å�����Á¤²���J�¥�X�y�W� �P���X���1�������Ý�X�¥�/�{ÒÀ���{¿��1�Xx · ���������{�J�y�1�Ã�y�Á��������}µ/�X�{�Õ���4�®�1�Â�����X�{�����Ï���Â���X�U��§Í�y�y�L�������{���y�1�Â���Ü� �Ãµ��{�����4���L�y�6�4�X���X�T���¹�®�À�y���{�L�Eµ/�X�-�U��§¨�/���������1�y���¢���
µ��{�������4�W�1���Á�{�¥�X�{�Â���������´���º�4�ÓÖy���Á�J�y�»� �%���X¡����VÍ¦�q��ÑE1�M§Í�����1�y�º�y�W���»�E�X�®���4�¯¤y�������y���Á���-�Îà4�y�4���{Ù¥���Xx

zÛ|��



�������À|²x"� õ ~³÷A���y�y�y�{�U�����y�4�¥�X�-�U¶?µX�/��� �?�����X�³�y�
β3 ���1�����À�y�®¤¥�X�Î���-����Ä����/�������Ã�À�y�Á�����{¿��1�U���¾�����y�H���{����y�6�����Á¤y�¯�Eµ����

Ω = 0, 5 rad/s, 2 rad/s et 8 rad/szÛ| õ



Çbt}ë Û T P�R NZT8V R I6K M a [ÜN[X^M M î M¬V ù^ì X^M ì a[P V R ] I·[ É M M�I aíÉZP X^M
ßÌ� ¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄ ¸��¶µ´�±©²¤����4�¦���������ÓÖy�1��¿À�y�´�y���1�������������¥�?�����X� �y����¤y�����Á�{���4�������y���J¤y�4��¤y�����â�EµX���

�����y���Wµ����H�����y���J¤y�4��¤y�����¾������¤°���H���{����xÎæ¢¤y��¼��J�}µX�����Ã�������{�³���Á�����y�=�y�=���X�����y�Ï�����4�����4¤��X�y�¥�X�-�JÆÚ���������
�����X¤��/y���Ë�����¹���ÃÆ¾µ����4�{Ù¥���®� �¾���XÖy���4���y���³�y���¯�4���4�y�{���/���®���1�����À�y��x

1G 2G 3G 5G4G
(1) (2) (3) (4) (5)

1

0 m

2

0,1 m

4

0,3 m

5
0,4 m

6

0,5 m

3
0,2 m

x
z

y
30 mm

10 mmy
x

z

��������|²x��HÿÂ~¾ªÎ©²����¤y���®��§Í�y�y�¯¤°���1���4�U�����1¤y���®�y�®���������������������Ó�/�yÄ��y���X���4�Ü���Ï�y�{�����4�����������®���â|º�������Á���À���

5 �1�Á������¿À�y��� æ¢�¥�X�{ÒÀ����¿À�y��� Ê �:ÐË�������1����� æ¯©²�
32, 72 32, 75 0, 03 y
98, 16 98, 27 0, 11 z
205, 15 208, 45 2, 05 y
576, 22 574, 17 3, 3 y
615, 43 625, 35 9, 92 z

¬��®¯��|²x¨ÈL~ ½ ����¿��1���y�����T¤1����¤y�4���¢Ç Hz) �����������M§¨�?©²� y ��� z Ç<�/�¥�X�{ÒÀ����¿À�y����-�À�y�Á�����{¿��1���«���Ï�y�:ÐË�������1��������-���4�»�����U�1���²©yÉU��§¨�1�y�Ã¤°���1�����/y��§¨�X¤y��¼��¢�<§¶¤�Ä1Ä.�4.E�Iì
æÂ���1���Q�<§¶¤�Ä1Ä.�4.E�9ì �����X�{���¾���¸���X�º���{�Á¤1���¾��§Í�y�y�J¤°���1�����´Ç����X¡��¨�bÍ¦�q��Õ}É±x�ß����»�E�X���X�������4���4����¿À�y���º�y�

�ÓÖ¥�X¿À�y�W���{�������-�®������¤°�����X�-�®���������Ã¤°���1�����º�4���-�Ã¶

ES = 6.10+7 N

EIy = 5.10+2 N .m2

EIz = 4, 5.10+3 N .m2

GJ = 1, 923.10+3 N .m2

ρIp = 1, 954.10−4 Kg .m
m` = 2, 34 Kg/m

ÇM|�x{z ó É

���®���J¤°���4�{���{���=�y�»�ÓÖ¥�/¿��1�³�y�����y�P���4�Ã¶

`1 = (0, 0 0, 0 0, 0)
`2 = (0, 105 0, 0 0, 0)
`3 = (0, 201 0, 0 0, 0)
`4 = (0, 298 0, 0 0, 0)
`5 = (0, 402 0, 0 0, 0)
`6 = (0, 5 0, 0 0, 0)

ÇM|�x{z,�XÉ

ß
� £¢¤¦¥ §q��¤X¡ Í¦�¶µ�����Ä������1¤��������y�{Ð����4���y�������-���4�Ý�����y¿ã¤y�y�{���/�������y�â¤y����¤1�����P�H�P�����1¿ã������¿À�y���y�����
¤y���X¤y�����®�X�¥�X�:Ò�����¿À�y���Ü���U�À�y�����4��¿À�y���U��§¨�1�y�º¤��X�1���4�Xy�4�����X�6�M§¨�?©²�

y
���
z
1�E�X�U�<§D�?©²�L�1�L� �³¤°���1�����º���4�

zÛ|�ÿ



�M§¨�?©²�
x
x-æÂ¤y�4¼��Ï�M§Í���1�����-���{���¸�y�®�����Ïµ/�X�{���y�4�8���«µ����������y���_¤y���X¤y������-�����8µ����H�����y���_�y�®�y��¤y���X�����Á���-�_�4���-�

�E�X�{���y�{���UÄ���ÅX���»ÆJ� �¾�ýô����º�y���â�X�4�ÓÖy�ÁÇ����X¡��¨�6Í¦�¶µEÖ�ÉHx

�������°|²xDÈ � ~ Ê ���XÄ����X�Á���¯�y���¯�y��¤1� �X���������-���®���������P���¾¤����4�{�������=�{�º�����1Ä¸�y�»� �¾¤°���1���4�º�y�»�M§Í�H©²����¤y�{��y�»� �%���X¡��¨�8ì÷���X¥ÆJ¤¥�X�¹���{�Ü�y���®���²�1���®¤y���X¤y�����¯�X�1�������1�¢�¥�/�y�®���B£¢¤¦¥ §q��¤X¡[ì"�q�

ÇbtS� Û T P�R NZT8V R I6K NZX P T ì IíN xQP�R MUT8V R I6K T x [�ION î KZT ì R _ba X
¾Üç�º¯ç}{ ¼ ë ê � ñ�è_é ì é²íïî«è��¢ñ õ � ê�î«õïíïñ�èÂè¢ñ��Âñ��¢ê
ò î«è � é ë1ì é1íïî«è

æÌµ/�X�-�L�1�³���²�y�����{�����U�<§¨�������{���y�1�W������¤y��¼H���������-��x°�{�����¹�L¤y�4�����������X���y�Ã�y���������4�Ã�{���¯¤¥�X�{���LÆ�¤¥�X�¹�����
�y�³�����¹�Ó�X�{�y���L�1���y�y�����LÄ������������4��¿À�y����°¤������X���4����

. . .
¿��1�JýT���4��� Q z R �â����¤����4�������{�³�¥�X�1�Â�y���LÙ¥�ÓÖy��������x

ß
���â�X�ÓÖ1���y���4�����{���Ú�1�Ý�4�����������1���Ý���4�´�y�1�������{�����1�y���y�
750 kW

x · ���P�E�X���X���������{�4����¿À�y���P�4���-���{������y�:µ/�X�-�����»¶
~��y�â�âÅ/�Ï�y�

45 m
�1�ÂÖ¥�X�²�EÀ�y�Â�1� �X��¼������®ÆÃ���W�y�X���¢�y�

3, 7 m
���_�y�

2, 3 m
���âÖ¥�X�²�T�y�¢� �º�����1��

~��y�1�T�¥�X�����{���«�y���-�Q�{�«Ä����y�����/�����y�Î�¯�1�y�_µ��{�����4���T�1���Á�{�¥�X�{�8�y�
1690 tr/min

�H�Î�{�_�³�y�{����¤y�{���E�?�����1�
�y�´���/¤y¤��X�4�®�y�

60, 4
���

~��������{�U¤¥�X�����U�y�
23, 5 m

�y�»���X�yÄyx

¾Üç�º¯ç¢y ~¾ñ �ôë ê � 
ÂõSé ì é � è�
Lò ê ë í\j
Âñ � ñ�è �ËîÏòôó ì«ë1ì í � î«è ì � ñ��Ü
¢èÂñ ò ì � Ü íïèÂñ
ë ê�ñ�õïõïñ

ß
���_�1���y�y�����T�Á�X�y¿À�¥�/�À�����ÂÇ¬�Á�X���4�XÀ�Á�/���4�����U�Ë§¨�{�y���¹�����/¥x{x:x²ÉQ�y�¢�ÓÖy�X¿À�y�Â�����������-�Ï�y�¯¤¥�X�{�¯�X�À�_�����
�E�X�{���y�{�����L�y�¾�¬��Ç��������E�/�����¹���³�/Ù¥����§¨�}µX�����Â�y�y�¸���1���¸���X�y���4¼����J�y���º�������y�:�Ó�/���º�y�������y�X�Æ=¤y�X�4�����Â�1���
�y���y�1�����¯�y� Q z R x

z óA�



ß
�Â�����y�L���X��������¤°���y�¥�/�À�UÆ¾�����4���L�H���y�1�»�³�y���y�Â�����Â�Á���y�{Ùy�Â�/Ùy�6��§1ôH���4�º���-����Ä����¢¤¥�X�T���³���1�{���L�X�
�����y�³�4�����/���:�«�X�²©¦�����4¤y�L�4��Ä��{�y����x Ê �:ÐË�������À���L�ÓÖ¥�X�1Ä��������-���º�X�À�L�����³��¤��������º���y�L�{�³���²�y�³�����{Ä����¥�/���y��E�X�{���y�Ë�y���®��Ð����¹���¯�X���4�²�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y���®�y� Q z R ¶

~�×Ì���1�P��§¨�X�°�����ËÜ�M§Í�1���{���{���/�����y���ÓÖy���{���{�=���y�áÞù�ýô����´�����y���4���4�����{���/�������ä�y��� ��¤¥�/���Ú���£�������Á���À���
UL¤°���1���4�þW�x�÷«�{�y�¯� �Á¤y�X���W���¹�L�y�{�����4�����������X°¤y���1�Â�����¢�1���y�y�����L�4���-�º¤y�������{������xË÷A�X�Â�±©²����¤y���/��{�
U«�y�������y¤¥�XÄX�XW»���V�®�y�����1�y�A�1�_�<§¨�������{���y�y�Q�����{¤¥�X���Î¤y���������-�����T�y�X�y�Ì� �%¿À��Á4£<þ¢ÃÅÄÌÍ¦�¹¸����8�����1�y�y�����X�{�
Æ»�y�y�®¤y�y�{�����X�y���¯Ä����y���4���¯��§¨���-µ²�{�����

612 kW
���Ï���ª�A�L�y�����1�y�_�Ë§¨���Àµ��{�����

630 kW
Ç�¤����1�Ï�1�y�

µ��{�����4���W�y�ºµ����-�¢�y�
10m/s

É±x
~ Ê �¢¤y���1��-¤°���y�«�y���_���X�{�����1�Ï�1�¯������¤y�_�H�Ï�y�¢�4����¤y���:Ù¥�E�?�����X��/�{���Ï¿À�¥�X�-���:�����Ï���-������¤°���{�����«�{�¯�4���-��{���y���X���4�������-�U���-�����;�J�1�²���y�y�®¤y���²�¨pX�U¿À��§Í���-�����Ã�������{�Ü�y�����y�1��x
~ ß
�¾������Ö1�²�y�Â�y�º�y�������4�Á�{�¥�/���{���â�1���Uµ��{�������4���U���1�y�y�{�����Ü�1�PµX���-�®���1�U�ÓÖ¥�X¿À�y�º���4���9Ç��X�6�y�º¤¥�X�{�
���4�¯���������Â�y�;0»���X�y���¹� Q z R ���®�1���P�����{���º�y�P�4�������XÄ��¢¤y���������4�{�®���X�U� �¾¤y�4������¼����L���4�¯¤y���1�U������¤y�{�ºÆ
�±©1¤1�����:����� ¹ x

~ ß��»�����4�����1�¢�y���¢�HÐË�X�4���¢�X�������1Ò��¥�X����¿À�y���®���4�¢¤y���{�¯���¦�����Á¤²���Xy�����X�1��¤°���4���Ã�y�´���}Ò����¢�X�������1Ò-Þ
�¥�/�Á�{¿��1�

A � �X�Á�����À�����¢�y�ÂÄ����Eµ²�:���®�E�/��À¤��X�y�_�{���Ï���������{�y�Ï�y�¢�<§¨�H���y�1�Â�1Ò��¥�X����¿À�y�/À���U�����4�����y��y���³�HÐË���¹���W�H©��������{���y�4�6Ç¬ÄX���Eµ��{���J�H�¾�X�������1Ò��¥�X����¿À�y�EÉ»���4�Ã�E�X�{���y�{�Á�/�å�����-�����Á�y��Ä����Eµ��{���Á¤¥�/�
���X¤y¤°���4�¯ÆJ� �¾�¥�/���»�y�´����¤°¼��4� <0 x

÷Î�X�®�����4�y�{���X¥�����4���X���y�¯���X��¤y�¯���������º���»�âÅ?�¢�H�¯�����¯¤¥�X�{���®���X�À�¢�y�������:���¯���������4¤y�¢�4���y¤y�{����x · §Í���¹�L������X�{������¤��X�y�Â���X¿À�y���{���W�����¯���-�L�H���¾�1���������H�����4���L�������{�������-���³Uº¤°���1�����þW�°���³¿��1�Î�����y�����Ã¤¥�X�4���XÄ��³���
�����4¤y�W�����y¤1�����Ã¤¥�X�W� �P�¥�X�4�â�y���¥�X�{�������{�y�»������¤y���±©²�XxÌß
�´¤¥�/�4���{�Á�����y�������y�X�-�¾�M§¨�X�������1Ò��¥�X����¿À�y���
�����»�����X�:�����»ÆJ¤y�X�4��y���������º�����{���L�1���¯�����4¤y�®����ÄX���y���Ü���¯���X�y¤y������x

Ñ �EÒ���� ö ���y�4�W�1���¯������Y����{���-���
�{�y�{��� �X� Ù¥�¥�/�

1− 4− 7 2− 5− 8 3− 6− 9z
0 0, 125 0, 15000.10+1�

0, 125 3, 75 0, 129999995.10+1È
3, 75 6, 0 0, 129999995.10+1 0, 331111166.100w
6, 0 22, 5 0, 204444971.10 + 1 −0, 497139075.10−1 0, 179327967.10−1

−0, 696462827.10−2 0, 388989112.10−2 −0, 671130693.10−3

0, 552803268.10−4 −0, 222422225.10−5 0, 351433328.10−7|
22, 5 23, 25 0, 606999993.100 −0, 795999991.100

¬��®¯�°|²x¨w³~=ß����¹���»�y���®���²�4YÁ�������À���¢�����y�������y�X�-�Â���¾�����4�y�»�y�»�M§Í�����{�����1�y�L�y�
750 kW

úù�²�¯�����_µ���?�¥�X�y�A� �ö¿À��Á4£<þ¢ÃÅÄ�¸��¹¸��¹¸¥}¿À�y�Ü�����4���X���1���Ì�E�X���X���������{�4����¿À�y���A�����-�Î�����y�����4���AÆ¢�y�1�T���X�Mx}÷A�X�
�H©²����¤y�{�X������Ã���²�4Y��������-���W����ÄX�����y¤°���Ã�¥�X�y�W���N£¢¤¦¥ §q��¤X¡ Í¦�¹¸�¤����������4�����-�Ã�y���E�X�{���y�{���»�ÓÖ¥�X¿À�y�Á�����4�y�
�y�L���Ã¤¥�X�{�Â�y�Â�M§Í�����{�����1�y�¢¤°���y�T�ÓÖ¥�X¿À�y�º�y�����y�6�������4���4¤����1�¥�X�-�U���Ü�y�������������1�LÆ¾¤¥�X�¹���{�_�y�6�����-���4�º�y�
����¤�¼����W�X�P¤y�������1�W¤y�X���/x

À��� t �)! t  �!¢n+�#�°ysl � �u�����#��l"�mn+ �l � �u� t ��! t  �! � �#�:�¯y�� t !�� � � t�£ ��l¹«K ��wn��w�Gl"!i!��)fS�������u� t ��l � �#� � ��sysl�����f��#��ã�!"�jn����m�� ��������� t�£ �)l"��� �	�  mn+�����C���z®S��w� � ���sn�®K���)k�l¹«K �� A
�u� � !"� t �� � ���8��îª!"�8kj�Sk��� � n+� � �)��fK�)f��C�u� �It ���m� � ��� � «K ��#!�«K ��6����l � !po �)�mf�!"�n�o l"� t l�n+�� t ���� C�s �!���l�!i�������)��!�n+�°!"�j�m��!i���u� � ��®sk �� ��l¹«K ��

z ó z



(a)

(b)

(c)

�������¥|²x¨È1z¯~ · �X�{���y�°�y�º���Ã���X���y� (a)
²�y�6�����À�����XÄX�

(b)
�H�U�y�L�<§D�X�1Ä����¯�y�Âµ����{�����XÄ��

(c)
��§Í�y�y�º¤y�X���/²���

�����y�H�����X�6�y�����EÒ�����ÕÆJ¤¥�X�¹���{�Ü�y���®���²�4YÁ�������À���¢�4�����/���:���UÆ¸�����¯�y���1�y�����
z ó �



æÂ���1���«Ç�wyx��Hÿ ó ÉT����¤y���������À���Ã�1���±©1���Á¤1���»¤��X�y�U�y�´�y�²���y�´Æ
4m

�y�´¤y�����P�y�»¤¥�X���º�H�Uµ/�X�1�¯�À�y�Á�±Þ
���{¿��1�������-�»¶

Corde (Rayon r = 4m) =
Nc∑

i=1

Coeffi × (r − xd i (r))
i−1

= 1, 29999995× (4− 3, 75)1−1 + 0, 331111166× (4− 3, 75)2−1

= 1, 382777m ÇM|�x{z õ É
ß8§¨�Hµ����{�1���{�����1�Ã�����������y�W�y�Ã�M§Í�����{�����1�y�º�ÓÖy���{�����W¤°���y�®� �¸µ/�X���{�¥�/���{���6���¹�L�4��¤y�4�������-�����³�¥�X�y�¢� �Ò���X¡E�¨�
Í¦�¶µÆ�

(a)
���Ï���¹�Ü�/�����SJ¢�4�E�X�{���¹���Xx · ���4���®�����ÓÖ1�y��¿À�y�¢�»�X�y���4�Õ�����®���Á¤y�{�}Ò����®¤°���y�«�����ÓÖy���4�ÓÖy���_� �L¤°�����:���{����y�J�����À�����XÄX�³Ç´���X¡E�¨�ÐÍ¦�¶µÆ�

(b)
ÉH/�M§¨�X�yÄ��{�Ü�y�Üµ����{��� �/Ä��LÇ´���X¡E�¨�%Í¦�¶µÆ�

(c)
ÉH��y���«¤������X���4���A¤����1�8�E�X�{���y�{���Q�{���

������Y����{���-���L�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1����������¢���}Ò������»�X�������1Ò��¥�X����¿À�y���¢�y�¾�ÓÖ¥�/¿��1�¸�y�²���y��x · ���º�y���1�y�����LÙ1©²��������-�»���y����Ä����¹���������º�¥�/�y�º�y��Ù¥�ÓÖy�{���º�1�������{���X�1���WÆâ�����²�»�Á�������-��xË÷8�y�{��������Á���³�1�{�º�¥�/�y�º� �(¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄ
Í¦�¹¸��q�-}�����1�����Q�����Q�1���y�y�����8�y�Ü�ÓÖy�X¿À�y�U���{�������-�Q�H���y�y�{�T�4���-�8���1�����À�y���8¤y�X�Î�{�À�����4¤������/���{���W���-���4�Ü�y����©
�y�����y�y�º¤°���y��ô����4�¸�E�X�{���y�{�¸�X�������-���4���1�¸Ä����Eµ��{���¾���¸�ÓÖ¥�/���y�Ý�y���»�����������-����x�ª8����Ð������� �â�������1�¸�y�
�M§Í���{�������-�

no5
µX�/�1�»¶

Corde (Rayon r = 12, 809156m) = 1, 376714m
ÇM|²x:z8ÿ-É

��ÙP���º�����-���4�Ã�y�»Ä����Eµ²�:���º�y�»�<§¨�����������-�
no5

���¹�¢�X�����EÒ����Ý¶
Rayon(Element no5) = −Rayon noeud 5 + 12, 8091m

= −11, 5 + 12, 8091 = 1, 3091566m

ÇM|�x�� � É
æÌµ/�X�-�º�y�Ã�����1�¥�/û������Ã�y���º�y�X�y�y�����L��µX�����y�X�-�»�X�Ú�����y���Â�y�Ú�����Á¤y����{�A���4�º¤1���������4�y� �X�Ë�y�¾�ÓÖy���{���{�

�M§¨�X�yÄ��{�Á�1�=�E�X���XÄ��â�X�y��¿À�¥�?�¸�E�X�¾÷AxQý_�����{� Q z R �����X�:�Ó�X�:�Ã�4��� ¤y�4��Ä����/�Á���Á�{�y�{��� �X�«�EµX���6�y� �X�1Ä����Á�y�
�E�X���XÄ��´Ù1©²�üÇ

βc

µ/�X� �X�-�
1, 3◦

É±x · ��¤����y�¥�X�-�´����������µ�� ¤y���������1�����Á���À�P�y�X�y�6� �ü¿À��Á4£<þ¢ÃÅÄ µÆ�¶µ�T���
¤y�y�{�����/�y���J¤y�4�²�y�1�{���¸�1���{�»�?���������y�1���¸���6µ/�X�����y�L�y�X�Á�{�¥�X���Ã�����¬�X�����X�-�ºµ/�X���{���L�����Ã�X�yÄ��{�Xx�÷Ì���y�»����� �1
�y�{Ð����4���-���T�E�X�Ü�X�À�Ü�����Â�����1�y������x Ê ���U���X�y���°���U�y�Â¤y�y���4���X�1���L���-�U�H���Â�����X�������U���=�����y�H���{���=�y�L�<§D�/�yÄ�����y�6�E�/� �XÄ���Ç¬���X�Á¤y�4���Ã���-���4�

0◦
�H�

90◦
É³¤°���y�³�y�{Ð����4���-�����Jµ/�X�{���y�4�¾�y�6µ��{�������4�P�y�=µ����À�¦Ç����-���4�

2
���

25 m/s
ÉHx1æ¢���y�4�������Ü�����X�����U���-�U�H���L�4��¤°���4�������{���Ü�4�y�U� �^���X¡E�¨�·Í¦�¶µ��-1���=�����¥�/�À�Ü������¤1���Â�y���Üµ��{�����4�����

���y�1�y�{�����
(a)

�H�U�y���
(b)

x²ª8�y���y�:���/1�y���Ü�y���X�{�����T�H�Ü�y���Ü�����1���°���Ü¤°���{Ò��y�X�Á���X�����Ï�1���U�X�1Ä������T�y�¢�E�X���XÄ��
��� �����y�H�����X�ü�1�´����¤y�y���4���X�1���´���yÄ����y�y�4���´���1�����À�y�¦¤¥�/�¸���P�����y�P�À�y�Á�����{¿��1�´¤°���y�J�{���¸�y�:ÐË�������-�����
µ/�X�����y���Á�y��� ��µ��:�����4�����y��µ����-�P���-�6�H���Ú�����X�����P�Eµ����������1���=��¿��y�/���{���y�=�������4����¤°���y�y�X�-������Ç´���X¡E�¨��¿
Í¦�¶µ¦µÃ�H�³Í¦�¶µA¸�É±x · ���4���³�����y�¹�����1�����{���¦¤°���4�Á�H�¯�y�Ã�����y�¥�?û����4�Ã���¾µX�/�����1�¯�1�Ã�<§D�X�1Ä����º�y�Ã�E�X���XÄ��º��¤²�����Á�X������4������¤°���y�¥�X�-�¯Æ¾���Ãµ/�X�����y�Ü�y�º¤y�1�������X�y���º�E�X�{���y�{���ºÆ¾¤¥�/�4���{�T�y�º���Ð���X¡�����¸��¶µ¦µ

(a)
xyßÌ�¾�1�����:���Â�X�´���

�����1���°�U¤����:Ò��y����� �X�{�T���®���X¤y¤y�4�²�ÓÖ¥�/�À�Ï¤y�{�y�8�y�J�����X���®�y���Ï¤°���{�À���«�W�1�����²�4Y��������-�_�1�¯�1�������������¥�?�����X�
R2 ¤y�4�²�ÓÖ1�¢�y� 1

xÀª8�y�4�y�{���XÀ� �»�ýô����U�����y�¹���4�y���������Á���4�T�X¤y¤1����¿À�y���®���Á������Ç��X�-�T���º�y�����:���®���_� �º�����y���°�
¤��X�{Ò��y����� �X�{�J�y�6�M§¨�X�yÄ��{�Á�1�6�E�X���XÄ��=��� ���X�y�����������1�6� ��µ��{�����4���P�y� µ����À�ÁÆÚ¤¥�/�4���{�³�y���¸¤��X���-���¾�1���
���X¡E�¨��¿öÍ¦�¶µ¦µ¢�H�ÒÍ¦�¶µA¸=Ç����X¡��¨��¿ÒÍ¦�¶µÆÍ®���öÍ¦�¶µEÏ�ÉHxÀæÂ�{�y���¥�<§D�/�yÄ����®�y�¯�E�/� �XÄ��®¤°���1��ô������¢�y�������������1�¢ÆW¤¥�X�¹�����
�y�Ú���Ýµ��{�������4�Ú�y��µX���-�PÄ���Å/�����X��©���¿��y�/���{���y�=�4��¤°���4�������{�����â�¥�X�1�=�����Ý£½¤¦¥ §q��¤X¡/.áÍ¦��Í¦����Í¦��Ï?x_÷A�X�y�
���{���y�¹�������®� �â�y���â�/���ÓÖy�/Ë���4�����¢�H©²����¤y�����L���-�º�H���¸�ÓÖy���{���{�L�/Ù¥���1�¾�����1�¥�/û������¾�{���y�4�º�X�yÄX�����¢�y�¾���X� �XÄX�
������¤°�������{����x Ê ���²© �ÓÖ1���:©å�����-�³¤����4���{�y�����³���1�{µ/�X�-�¸¿À�y�=���´µ��{�������4�=���1�y�y�{���Á���4�¸¤1�����4�=���å������¤1���â���
�y����x · ��¤°���y�¥�/�À��ÌÆ=¤¥�X�4�����L�1�����â��Öy�������{�X��{�Î���4�W�y�������4���X�{���J��§Í���-����Ä������º�����4���¸µ��{�������4�J���y�y�1�{���¾�/Ù¥���§�ô����4�»¤y���������®�¥�/�y�®�����U�4���4�y�{���/����x

ßÌ�P������Ö1�²�y�J���Á¤y�{�}Ò����J���4�Ã�������/���:µ����Á���À�»�4����¤y���¸�Á�X�{�º�����y����¼H�������³�P¤°���4�Á�{�»�y�J�E�X�{���y�{���»�����
��Ð����4���Î�H�Q�����Á���-���A�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1����Û¿À�y�²�����4���-�Q�����¾�y�{�y���ÎÆÂ�M§Í��Ð����4�Ì���¾ÆÂ� �®Ä����Eµ��{���T¤°���y�Ì���1�����y�{�
�����U��Ð����4���¯�H�¯�Á�������-���U�H©������������y���®�4�y�y���®¤¥�/�U� �¸�â�/�ÓÖy���y�/x

z ó È



æÂ���1���M²��§¨�X¤y��¼��®���»¿À�y��¤y������¼��y�XÕ�����U��¿À�¥�/�������1�U�y���y�y�����¯¤¥�X�U�{�³£½¤¦¥ §q��¤X¡¦|²x ó �����4������¤°���y�y���À�Â�X�²©
�X�yÄ��{�����1�8�E�X���XÄ��X����»�����y�H�����X�L�y�»µ����-��}¤����1���M§Í�����{�����1�y�Î�y�

750 kW
�ÓÖy���{�����Q�X�»�y��¤¥�/�4�Ex · ���
�y���y�1����������-�ÜÆ³�����À�������Ü�¥�X�y�T�y�=Ù¥�ÓÖy�{���T�4¤������:Ù¥�ºÆ³�����U�HÐË�H�U¤��X�y�_�����y�¥�?û����4�Â�<§¨�Hµ����{�1���{���â�y�â������¤��X�4�����Á���-�

�y�¸���H�������Á�X�ÓÖy�{�y�J�X�����X�y���»�y�������Á¤1��x�÷Ì���y�»�����»�X�1���4���»���X�������y�y���º�ÓÖy�����4����������=�ªô��Á�³�����ÓÖy�1��¿À�y�
���¹�ÂÆJ�X¤1¤y���{¿��1����x

ß«§¨�X�yÄX���
φ
À�4���Á���U�y���T�X�1Ä������Ï�1�¢���X� �XÄX�

βc

��1�¯µ����{�����XÄ��
βv

�H�T�Ë§¨�{�y���{�y���y���
α
¿À�y�¥�������-�_������¤1���

�y���_µ²�:�����������U���y�1�y�{������²���=�����1�����{���â�1�L���¾¤°�����:���{���â�y���U�y�����y�y��1�4�����X�6�y�{Ð����4���-���U�/�yÄ������T�y�Â�E�X���XÄ��X
���H���W�����/���âÇ����X¡����³Í¦�¶µ1Ñ±ÉÜ¤°���y�¯�y�{Ð����4���-�����¢µ��{�������4���L�1�Ã�4�X������x · ���Â�����y�4�����Â���1�����À�y���ºÆ�¤y�X�4�����®�y������y�=�À�y�����4��¿À�y�=�4���-�¸� �¦¤1�����²µ��P¿À�y�=���H���X�yÄ��{�

φ
µX�/�����Á��������� ����µ��{�������4�6�y� ���X������xÌúù�T���4�J�y�X�y�

����¤��X�4�Ó�/�À�L�y�J�����y�y�/û������J¤y�������{���������-�Ã�M§¨�X�yÄ��{�¾�y���E�X���XÄ��¸�������4����¤°���y�y�X�-�¾ÆP� �6¤y�y�{�����X�y����Ä����y���4���
��¿À�y�:µX�/�����-���¸Æ6¤¥�X�4�����¢�y��Ä����X¤1Öy��¿À�y�¸�y�¸���6���X¡����Ò¸��¶µ¦µ

(a)
����¸¿À�y�Q�P�H���¸�y���Á�X�À�����¸���:Þï�Eµ/�X�-�ExËß����

������Y����{���-���³�X���4�²�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y���Ã�X���4�²�������¾Æ��<§D�/�yÄ����
φ

�������Á�J�y�Á�M§¨�X�yÄ��{�J�y�Á���X� �/Ä��X
�y���M§¨�X�yÄ��{�J�y�

µ������{� �XÄX�¢�H�®�y�º�M§¨�X�yÄ��{�Â��§Í���1�����1���y���X¥�y�H�����4�Á�{�y���-�U�{���Ü�����4�����¢�/�������1Ò��¥�X����¿À�y����x²úù���Üµ/�X���{���-�U�y�X�y�W�X�
�����1���®�y�P������¤y��x

æÂ¤y�4¼��Á�}µX�����J���X�����y�������{���J��Ð����¹�����X���4�²�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y���J���ü�����¥�X�-�â������¤1���P�y���Á�����y�y�:�����X�y�¸�H©����±Þ
���{���y�4���¾�?Ù¥����§Í��¤1�������������Ã���¦¤y�4�²�y�1�����{���å�Ë§¨�������H���4�����:���/Ì�1�y�=�Á�X�ÓÖy���1�â�������{�������4�¾�ÓÖy�����4���Á¤����1�Ã���²Þ
����Ä����¹�������®�����¢�y���y�1�����Â��§¨���-�������6Ç¬�X���°�������������y���XË�Á�X�4�����¯�y���Â�y�:ÐË�������-���Â���X�Á¤°�����/�À����

. . .
ÉU�¥�X�y�¢�����

Ù¥�ÓÖy�{�����®�4����¤°���H���:����x

· �X���X�H���������¹���{¿��1���
→÷Î�/�4���:���{���y�U¤°���y�U� �

µ��:�����4���W�y�Pµ����-�
↓

Coefficient de

d étermination

R2

Equation de la

droite liant l ′angle

de calage à la

vitesse du vent

Exemples :



vvent

⇓
βc

⇓
Pengendrée

È³ÞT|¾�èï/�
0, 9999562

1, 89425168.10−3x2+
+1, 0182855 x+
+1, 880144





4 m/s
5, 98◦

72, 5443 kW

|³Þ¯z}È1D|³�ªï/�
0, 999994896

−5, 59388942.10−3x2+
+1, 11371795 x+
+1, 5782





10 m/s
12, 156◦

501, 6646 kW

z}È1D|ÃÞj��|¾�ªï/�
0, 9999998775

−8, 7955888951.10−3x2+
+1, 4498763 x−
−2, 38377206





20 m/s
23, 095◦

750 190 W
' 750 kW

¬��®¯��|²xD|¸~ Ê �X�y�y�����º�����4������¤°���y�¥�X�-�»Æ=���Á�y�4���{���³�y�³�M§¨�X�yÄ��{�Ã�y�³�E�X���XÄ��W���Ú�����y�H���{���Ú�y�¾����µ��{�����4����y�6µ����À������X�y�U�����y���U������¤1���º�y�»���¸µ��:�����4���»���1�y�y�{���

z ó w



· �X���/���������{�4���{¿À�y���
→÷A�X�4���{���{���y�U¤°���y�U���

µ²�:���������W�y�6µ����-�
↓

Coefficient de

d étermination

R2

Equation de la

droite liant l ′angle

de calage à la

vitesse du vent

Exemples :



vvent

⇓
βc

⇓
Pengendrée

È¸ÞT|¾�èï/�
0, 998903396

−0, 123118325 x2+
+1, 85665436 x+
+0, 45785142





4 m/s
5, 91◦

65, 77035 kW

|ÃÞ¯z}È1D|¾�ªï?�
0, 999992178

−4, 40034329.10−4x2+
+0, 984891127 x+
+1, 65304752





10 m/s
11, 458◦

501, 1166 kW

z}È1D|ÃÞj��|¾�ªï?�
0, 99999996

−1, 03262298.10−2x2+
+1, 53665952 x−
−3, 99924907





20 m/s
22, 604◦

749 833 W
' 750 kW

¬��®¯��|²x ó ~ Ê �X�y�y�����º�����4������¤°���y�¥�X�-�»Æ=���Á�y�4���{���³�y�³�M§¨�X�yÄ��{�Ã�y�³�E�X���XÄ��W���Ú�����y�H���{���Ú�y�¾����µ��{�����4����y�6µ����À������´�����¥�/�À�¯�����Á¤²���º�y�»� �³µ��:�����4���W���y�1�y�{���

z ó |



(a)

(b)

�������¥|²x¨È��º~ Ê �{Ð��������-�����U�����y�4�����Ü�y�L¤y�1�������X�y���º���1�����À�y���®�Eµ����º���¢�����y�L�À�y�������{¿À�y�Â���=�����y���������â�y��M§¨�X�yÄ��{�Â�y�»���X� �XÄX�
βc

¤°���y�®�y�:ÐË�������-�����Uµ��{�������4���¯�y�ºµ����-�

z óyó



�������8|²x¨È�ÈP~ Ê �����:�������¸�����y���°�=¤°���{Ò��y�X�Á���X���¸�y�â�M§¨�X�yÄ��{���1�=�E�X���XÄ������������1�����{���å�1�=� �´¤y�y���4���X�1���
¤��X�y�U�y�y�ºµ��{�������4�Ã�1�»µX���-�¢�y�

2 m/s

10 m/s

�H�
25 m/s

ÕÆ¸¤¥�/�4���{�U�y�»� �%���X¡��¨�VÍ¦�¶µ��
(a)z ó �



�������¥|²x¨ÈXw»~ Ê �����:���¯���T�����y�4���Â¤����:Ò��y����� �X�{�U�y�Â�<§D�X�1Ä����®�y�L���X� �/Ä��¢���â�����y�H���{���â�y�Â� �Ã¤1�y���4���X�y���X²��������¥�X�-�¯������¤1���º�1�W���¾µ²�:���������W���1�y�y�{���X²¤����1�¯�1�y�ºµ²�:���������W�y�ºµ����-�Â�y�
2 m/s


10 m/s

���
25 m/s

ÕÆ
¤¥�X�¹�����T�y�»� �%���X¡����VÍ¦�¶µ��

(b)

z óyõ



�������¥|²x¨È-|º~ Ê �����:���Â�H�Ü�����y���°�L¤°���{Ò��y�X�Á���X���U�y�Â� �³�y�4���{���¢�1�L� �W�����y�4���Â¤����:Ò��y����� �X�{�U�y�L�M§¨�X�yÄX���¯�y��E�X���XÄ��L���´���X�y���������P�y�»� �³µ��:�����4���W�y�ºµ����À��°ÆJ¤y�X�4�����U�y���¯��¿À�¥�/���{���y�®�y�»� �%���X¡��¨�VÍ¦�¶µ¦µ
z ó ÿ



�������¥|²x¨È ó ~ Ê �����:���Â�H�Ü�����y���°�L¤°���{Ò��y�X�Á���X���U�y�Â� �³�y�4���{���¢�1�L� �W�����y�4���Â¤����:Ò��y����� �X�{�U�y�L�M§¨�X�yÄX���¯�y��E�X���XÄ��¾���Ý���X�y�����������y�J� �=µ��{�����4���J�y�¸µ����À��ÎÆ6¤¥�/�4���{�L�y���Ã��¿��y�/���{���y�»�y�J� �V���X¡��¨�åÍ¦�¶µA¸¥����������¥�X�-�
������¤1���º�y�»� �³µ��{�������4�Ã�{�y�y�y�:���

z,� �



�������8|²x¨È¦�6~ · �X�y���°�=�y�=�<§D�/�yÄ���� φ ���������y�H���{�����y�=�<§D�/�yÄ����J�y�â�E�X���XÄ��XÌ¤°���y�³���´µ��{�����4���=�y� �4�X���X�
µ/�X� �X�-�

0, 05 rad/s

1 rad/s

���
2, 93 rad/s z,�²z
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æÌµ/�X�-�®�y�º�����y�¥�/û{���4�L���L������¤����¹�����Á���À�Ü��§¨�1�y�»�â�X�ÓÖ1���y�L������¤y��¼H���º�X�P�����y���U�1�P������¤y��1�ÓÖ¥�X¿À�y�
�����1�¹Þù���y�����¾�y�{�ÝÇ����X�y��Ì�¥�X�������{�=���¾�Á�}Ò����ÕÉÃ���4�J�y�{�����4���������â��� ¤y���1�������y���³�����4¤y�¸���¸�ÓÖy�X¿À�y�P�������Á���-�
�y���4���4�����{���¯�����4������¤°���y�=ÆW�y�â������¤1�TÆW¤¥�X�4�Ï���À����¼����¸Ç´���X¡E�¨�öÍ¦�¶µ¦ÓÛÉHxÀß����y���_�E�X���X���������{�4����¿À�y���ÂÇ¬�Á�X�4���¯�y�
� �¾�¥�/�����{���/y�y�´�Á�}Ò�����

. . .
ÉÜ���-�®�����Ã���X�����y�������U�y�º�¬��Ç����P�����X���{�4���º¤y�X���������{�������-�UÆ¸���ï¿À��Á4£¬þ¢ÃÅÄ÷Í¦�¹¸��q�-x

Moyeu

Pale

Mat

Nacelle

�������Ë|²x¨È õ ~ Ê ��������¤����4�{�������6�y�»�<§¨�������{���y�y�Â���´�����y�ïÞù���y�����¾�y�����¢�1���������H�����4���®���´�y���
æÂ���1���Õ���¯�Á���y�y�{�U�y�Â���X�����y�Õ���¹�Ü��Ð����H���y�LÆÃ¤¥�X�¹�T¤1�y���Ï���-���4�²�1�y�{�Ï�X�â�����4¤y�_�1�=¤y���XÄ����X�����¯�4�����/���:�

�X�²©Ã���X��¤y�A����ÄX���y����xÛß8§D�/��¿À�y���4�{�������W�y���Î�â�/�����{�����Ì��§Í���y���4�����«���Î�y�T���¢�Á�X���4�T�y���Î�y�:ÐË�������-���Î���X�Á¤°�����/�À���
�y���4���4�����{�����¯���4�¯�H©²¤y�{��¿À�y���W¤1���������4�������-�¯�¥�X�y�®�����®�y�{Ð����4���-�����¯�4���H�����X�y�®¿��1�Ì�4�y�{µX���-�Ex

¾Üç½¾Üç¢y ò îQ�Âê�õïí �²ì é²íïîÏè�èÂê���ñ �²��ì í ë ñ óÃî�
 ë õ¹ñ��ËîQ�Âñ
�/�q�/�Yñ/�Gâ > î å8çPé�æ

ßÌ�¸���X�y�®�����y�4���y�������³���X�Á���º���{Ä����y�º���4�Â�y�{µ����4���»����¤y���1�������y���¯���{�������-���¯�y�W�â�/�����ºµX�����y����¿À�y�
ρ���Â�y�������{�¢�¥�X�1�L� �

1ère ¤y�X�4�����W�y�¾� �Ò���X¡����BÍ¦�¶µÆÕW�����Ì¿��1�¾���
ième �������Á���-�Â�HÒ²�{���y�1����¿À�y�âÇ i > 2

ÉU�����:�
�����1�4���4�y�{�®�������Á�º�{�W�����-���4�º� �

2ème ¤¥�/�4���{�º�y�»� �ö���X¡����VÍ¦�¶µÆÕXx1æÂ���1�������J�Á�/���4�����º�Ë§¨�{�y���¹�����º�1��Ù¥�y�{�
���´�����´�����-�����»�y�»Ä����Eµ²�:���»��§Í�������:�»¶

[
I i
]

= ρπhi




Ri

(
3Ri2+hi2

)
−ri

(
3ri2+hi2

)

12
0 0

0
Ri

(
3Ri2+hi2

)
−ri

(
3ri2+hi2

)

12
0

0 0 Ri4−ri4

2




(Gi,xi,yi,zi)

ÇM|�x��²z}É

���®�����Á�X���4�ºµX�/�1�»¶

mi = ρπhi
(
Ri2 − ri2

) ÇM|�x��A�XÉ
z,�A�



��Ù�¶
{

Dsi ≤ 2ri ≤ Dii

Dse ≤ 2Ri ≤ Die

ÇM|�x��XÈ�É

Diiintérieur
Diamètre inférieur

Dieextérieur
Diamètre inférieur

Hauteur

Dsi

Diamètre supérieur
intérieur

èmei
division

Dse

Diamètre supérieur
extérieur

èmei
division

i2Rφ
i2rφ

ix

iG

iz pylonez=

iy
ih

2
ih

2

Décomposition

�@�����Ë|²x¨ÈyÿÃ~6���²�1�����{���/�������â�y�»� �¾�����1�

�/�q�/�Yñ/�Yñ > îûä�î4êyðfï*ïÖð

nacellez
nacelley

nacellex

Multiplicateur

rotorL

2Rrotorφ

C/2

C/2

A/2 A/2

B/2

B/2

nacelleG

nacelleO
nacellex

nacelley

nacellez
COQUE ROTOR

��������|²xÍw � ~´�´�²�y�����{���/�������=�1�W���¾�¥�X�������{�
ßÌ�Ý�¥�X�������{�P���4�Á�y��������¤1�â���{Ä����1�6������¤��X�4�Ó�/�À���y�1�¦����¿À�y�¦�±©������4�����y���´¤¥�X���X���{������¤y��¤°¼��1��¿À�y�XÎ�y�

�ªô��Á�Ã�â�?����¼����¾¿À�y�¸���â�����1��Ë�H�»���¾�4�X���X�JÇ����X¡��¨�bÍ¦�¹¸.Ö�ÉHxËß
�=�â�/�����{���¾��§Í���1���4�����Ã�y�¸� �=���²¿À�y�¸��§¨�������:�
z,�XÈ



�X���X���L¶

[Icoque](Gnacelle,xnacelle,ynacelle,znacelle) = [Icoque](Gcoque,xcoque,ycoque,zcoque)

= ρ
12




(A2 +B2)ABC − (a2 + b2) abc 0 0
0 (B2 + C2)ABC − (b2 + c2) abc 0
0 0 (A2 + C2)ABC − (a2 + c2) abc




ÇM|�x��/w-É
���®�����Á�X���4�J¶

mcoque = ρ (ABC − abc) ÇM|�x���|XÉ
÷Î�X�®�H©²���Á¤y�{�Xy�X�������y���{�y¼��4�»�����U�1���y�y�����¯���y�:µX�/�À�����W¶





A = 2, 5m
a = 2, 495m
B = 2, 5m
b = 2, 495m
C = 4, 5m
c = 4, 495m
ρ = 7800Kg/m3

ÇM|�x�� ó É

ß
�T���X������?��Ò����{�y�y�4�T¤y�{�����Ã�y�Ü�y���X��¼����4�
2Rrotor �H�Q�y�U�{���yÄ��y���y� hrotor X�Â¤��X�y�Î�Á�/���4�����T��§Í���y���4�����¯¶

[Irotor](Gnacelle,xnacelle,ynacelle,znacelle) = [Irotor](Grotor,xrotor,yrotor,zrotor)

= mrotor




Rrotor2

2
0 0

0 3Rrotor2
+hrotor2

12
0

0 0 3Rrotor2
+hrotor2

12




ÇM|�x����XÉ

��ÙP� �¾�Á�X���4�»�y���4�X���X�
mrotor µ/�X�1�W¶

mrotor = ρπhrotorRrotor2 ÇM|�x�� õ É
æÂ�{�y���Ü���Ú�â�?�����{���ÁÄ������y�X���=�1�6� �Ú�¥�X�����{���=���4��� �Ú�4���Á���6�y�����Á�/�����������¾�1�åÇ<|²x"�/wÀÉÃ�H��ÇM|²x"����É³�H�J���
�â�/�����º���¸�������Á�Â�y�ÁÇM|²x"��|�ÉT�H�¾Ç<|²x"� õ ÉÂ¶





[
Inacellee

]

(Gnacelle,xnacelle,ynacelle,znacelle)
= [Icoque] + [Irotor]

mnacelle = mcoque +mrotor = ρ
(
ABC − abc + πhrotorRrotor2

)
ÇM|�x���ÿ�É

�/�q�/�Yñ/�Yö > ð úûçE�Pðfé
ß
�»���}Ò����´���¹�¯������¤��X���º�y�º���4�����U¤y�X�4�������WÇ´���X¡E�¨�VÍ¦�¹¸��}ÉT�y�/�������»¶
~

1
¶y���J¤y�X�4�����L�HÒ²�{���y�1����¿À�y�/

~
2
¶y�{���U���4�����Ü�4�y¤y¤°���4���¢�4���1�����¥�X�-�¯�ÓÖ¥�X���y�y�W�y���¯¤¥�X�{����

~ ÈP¶y� �¸¤¥�/�4���{�L���X�y��¿À�y�/x

z,�/w



,
H

,
R

,r

φ 2Rp 2rpφ
120°

120°
ph /2

,
Hp p= R +h  /2

moyeuz

moyeuy2

II

I

1
III

3G

3

moyeuO
2Rφ

φ 2r

h
H

moyeux

moyeuz

�������°|²x¨w1zL~6�����y���������/���{���6�y�´�Á�}ÒX���

· Ö¥�X���1�y�Ü�y�Ü�4���Q¤y�X�4�������Ì���¹�8���²�y�����{�����Ï�¥�X�1�Î���Ï����¤�¼���� (Gmoy, xmoy, ymoyu, zmoy)
�y���-�Q�<§¨�X����ÄX���y�

���¹�¢�{�º�����À�����W�y�»Ä����Eµ��{���º�y�´�Á�}Ò�����¶
z�x®ß
�³¤¥�/�4���{�

3
���¹�Ü�y�6��p��y�Â�1�L���EÒ��X�

R
��§Í��¤¥�X�{���4���y�

R− r ��y�ÂÖ¥�/�1�����y� H �Ë§¨��¤¥�X���4�����y�
H − h �����-���4�Ã�/�6�����-�����º��§Í���y���4�����Â���

G3 x · ���4���º¤¥�X�¹���{�Â���X�y��¿À�y� 3
�Ã�y���y�º¤°���y�Ü�Á�/���������¢�Ë§¨�{�y���¹�����Ã¶

[
Icône

]
(G3,xmoy,ymoyu,zmoy)

=

= ρπ
6




R4H − r4h 0 0

0 R2H
(

R2

2
+ H2

9

)
− r2h

(
r2

2
+ h2

9

)
0

0 0 R2H
(

R2

2
+ H2

9

)
− r2h

(
r2

2
+ h2

9

)




ÇM|�xDÈ � É
�H�¢¤°���y�U�Á�X�4���J¶

mcône =
ρπ

3

(
R2H − r2h

) ÇM|�xDÈ1z}É
÷Ì���y�J�����¾���������{�y�¸�y�6�<§¨�±©1�����������/8� �¦�Á�/���������â��§Í���1���4������Ç<|²x¨È � ÉÃ���4�J�����X�y�4���������P�X� �����-�����P�y�
�4��¤°¼����

Omoyeu ¶

[
Icône

]
(Omoy,xmoy,ymoyu,zmoy)

=
[
Icône

]
(G3,xmoy,ymoyu,zmoy)

+
ρπ

3

(
R2H − r2h

)



0 0 0

0 H2

9
0

0 0 H2

9




ÇM|�xDÈ��XÉ
�²x®ß
�6¤¥�X�¹�����

1
���4�W�y�Ý��Ò��{���y�y�4�¸�y�¸���EÒX���

R′ ��§Í��¤y�X���4�����1� R′ − r′ ��y�JÖ¥�/�1�����y� H ′ Ë�����-���������

z,��|



G1 x¥ß
���Á�/���������L��§Í���y���4����� [Icyl
] �y�»� �¾¤y�X�4�����º��Ò��{���y�y�4��¿À�y�

1
�y�´���ÛÒX���´��§Í�������{�W¶

[
Icyl

]
(G1,xmoy,ymoyu,zmoy)

= ρπH ′
(
R′2 − r′2

)



R′2+r′
2

2
0 0

0 R′2+r′
2

4
+ H′2

12
0

0 0 R′2+r′
2

4
+ H′2

12




ÇM|�xDÈ�È�É
�H�¢�����Á�X�4���ºµ/�X�1�»¶

mcyl = ρπH ′
(
R′2 − r′2

) ÇM|�xDÈXw-É
È1xUæ
µ/�X�-�U�����1��²�{�Ë�Ã�����º�����-���4�Â�¥�/�y�Ü�M§q¤�Ä1Ä.�4.E�wñL²��§¨�X¤y��¼��WÇ 5 x{zÛÉ±1¿À�y�L�{���Ü�����-���4���U�y�Â�M§Í�������Á���-�

1
Ç
G1 ÉT���¯�y� 2

Ç
G2 ÉT���X�À�¯�{�y���-���{¿À�y���W¶

−−−−−→
OmoyG1 =

−−−−−→
OmoyG2 =

H ′

2

−→
x
ú ÇM|�xDÈ-|XÉ

ß8§Í���y�4���¾�y�{�í�6������¤y�����y�Ý�������{�L���1¤y¤��X�4���WúÓ�ú4úÂ���»ú4ú�úÓx
ß
�6�â�?�����{���¾�Ë§¨�{�y���¹�����³�y�Jú¢���4�W�������{���
�¥�/�y�º���¾�4��¤°¼��4� (

G1, x
ú
, y
ú
, z
ú ) Ç��X§Í���4�¹ÞïÆ?ÞS�y���4�¾���³����¤°¼��4�

(G1, xmoy, ymoyu, zmoy)
�E�X�º���â�¥�X�4�

(
x
ú
, y
ú
, z
ú ) ���4�¯¤¥�X���X���{¼��{�LÆ

(xmoy , ymoyu, zmoy)
ÉT���®µ/�X�1� � ¶

[
I
ú ]
(

G1,x

ú
,y

ú
,z

ú ) =
[
I
ú ]

(G1,xmoy,ymoyu,zmoy)
=
[
I
ú ]
(

G

ú
,xmoy,ymoyu,zmoy

) + ρπhp

(
R2

p − r2
p

)


H2

p 0 0
0 H2

p 0
0 0 0




= ρπhp

(
R2

p − r2
p

)



R2
p+r2

p

4
+

h2
p

12
0 0

0
R2

p+r2
p

4
+

h2
p

12
0

0 0 R′2+r′
2

2


+ ρπhp

(
R2

p − r2
p

)


H2

p 0 0
0 H2

p 0
0 0 0




ÇM|�xDÈ ó É
��ÙP� �¾�Á�X���4�»���4�¯��Ä-�X���»ÆP¶

m
ú

= ρπ
(
R2

p − r2
p

)
hp = m

ú�ú
= m

ú�ú4ú ÇM|�xDÈ¦�XÉ
÷A���y�Ï�����_¤y�X�4�������Ïú�úÎ���=ú�ú4úÓÀ� �»�â�/�����{���U��§Í���y���4�����¯���4�T�������{���¢�y�X�y�Ï���¯����¤°¼��4�Â�{���®ÆÃ�����4���Â¤y�X�4�����¢�X�

�����À�����Ã�y�ÃÄX���Eµ��{���»�y�Ã� �¸¤¥�X�¹���{�W�HÒ������1�y���{¿��1�
G1 x°ª8�¦�1�������{���X�-�®�{���¯�â�/�����{�����®�y�W¤¥�X�4���XÄX�³�y������¤°¼��4�

(
G1, x

ú�ú
, y
ú4ú
, z
ú4ú ) �X�¸�4��¤°¼���� (

G1, x
ú
, y
ú
, z
ú ) �H�Q�y�¸�4��¤°¼��4� (

G1, x
ú�ú4ú
, y
ú�ú�ú
, z
ú4ú�ú ) Æ (

G1, x
ú
, y
ú
, z
ú )

Ç����X¡��¨�þÍ¦�¹¸1�?ÉH/� �¯�â�/�����{���T�Ë§¨�{�y���¹�����_�y�Uú�ú [
I
ú4ú ]
(

G1,x

ú
,y

ú
,z

ú ) �H�8���������_�y�Uú�ú4ú [I
ú�ú�ú ]

(
G1,x

ú
,y

ú
,z

ú ) µ/�X�����-�
�X���X���»Ç<2%Ä1Ä.�4.E�Cñ®ÉL¶





[
I
ú4ú ]
(

G1,x

ú
,y

ú
,z

ú ) = ρπhp

(
R2

p − r2
p

)



R2
p+r2

p

4
+

h2
p

12
+H2

p 0 0
0 φ ϕ
0 ϕ ψ




[
I
ú4ú�ú ]

(
G1,x

ú
,y

ú
,z

ú ) = ρπhp

(
R2

p − r2
p

)



R2
p+r2

p

4
+

h2
p

12
+H2

p 0 0
0 φ −ϕ
0 −ϕ ψ




ÇM|�xDÈ õ É

©
ρπ

hp

12

[
3
(
R4

p − r4
p

)
+ h2

p

(
R2

p − r2
p

)]
= ρπhp

(
R2

p − r2
p

) (R2

p
+r2

p

4 +
h2

p

12

)

z,� ó



��Ù�¶




φ =
7(R2

p+r2
p)

16
+

h2
p

48
+

H2
p

4

ϕ =
√

3(R2
p+r2

p)
16

−
√

3
(

h2
p

48
+

H2
p

4

)

ψ =
5(R2

p+r2
p)

16
+

h2
p

16
+

3H2
p

4

ÇM|�xDÈyÿ�É
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II
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G1 ��� G2 �����X�-�
���y���À����¿À�y������§D�/¤y��¼��TÇ<|²x¨È-|�ÉH�� �T�Á�/���������Q��§Í���y���4�����Q�y�:�T�y�X�y�
���Q�4��¤°¼��4� (G1, x
ú
, y
ú
, z
ú )

���¹�¯�����{���L¿À�y��¶
[
I2
]
(

G2,x

ú
,y

ú
,z

ú ) = ρπhp

(
R2

p − r2
p

)


α 0 0
0 β 0
0 0 β
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α = 3
(

R2
p+r2

p

4
+

h2
p

12
+H2

p

)

β =
9(R2

p+r2
p)

8
+

h2
p

8
+

3H2
p

2
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Ê §¨�X¤y��¼��ÃÇM|²x¨È¦��É±y���J�â�/�����W�¸¤°���y�Üµ/�X�����y�º¶

m2 = m
ú
+m

ú4ú
+m

ú�ú�ú
= 3ρπ

(
R2

p − r2
p

)
hp
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[I1+2](G1,xmoy,ymoy,zmoy) =

= ρπH ′
(
R′2 − r′2

)



R′2+r′
2

2
0 0

0 R′2+r′
2

4
+ H′2

12
0

0 0 R′2+r′
2

4
+ H′2

12


+

+ρπhp

(
R2

p − r2
p

)




3
(

R2
p+r2

p

4
+

h2
p

12
+H2

p

)
0 0

0
9(R2

p+r2
p)

8
+

h2
p

8
+

3H2
p

2
0

0 0
9(R2

p+r2
p)

8
+

h2
p

8
+

3H2
p

2
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Omoy ¥�����-�����W�y�P����¤�¼����W���{�º�X�P�Á�}ÒX���Ý¶

[I1+2](Omoy,xmoy,ymoy,zmoy) =

= ρπH ′
(
R′2 − r′2

)



R′2+r′
2

2
0 0

0 R′2+r′
2

4
+ H′2

12
0

0 0 R′2+r′
2

4
+ H′2

12


+

+ρπhp

(
R2

p − r2
p

)




3
(

R2
p+r2

p

4
+

h2
p

12
+H2

p

)
0 0

0
9(R2

p+r2
p)

8
+

h2
p

8
+

3H2
p

2
0

0 0
9(R2

p+r2
p)

8
+

h2
p

8
+

3H2
p

2




+

+ρπ
(
H ′
(
R′2 − r′2

)
+ 3hp

(
R2

p − r2
p

))



0 0 0

0 H′2

4
0

0 0 H′2

4
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[Imoy](Omoy,xmoy,ymoy,zmoy)

�/�6�����-�����»�y�
����¤�¼����»���{�ºÆ¸�����¯�����������-�¯��§Í�������:�®�y���y�J¶

[Imoy](Omoy,xmoy,ymoy,zmoy) =



α′ 0 0
0 β ′ 0
0 0 γ′
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α′

ρπ
= H ′

(
R′2 − r′2

)(R′2 + r′
2

2

)
+ hp

(
R2

p − r2
p

)(
3

(
R2

p + r2
p

4
+
h2

p

12
+H2

p

))
+
R4H − r4h

6 ÇM|�x¨w ó É

β′

ρπ
= γ′

ρπ
= H ′

(
R′2 − r′2

)(
R′2+r′

2

4
+ H′2

3

)
+

+hp

(
R2

p − r2
p

)(9(R2
p+r2

p)
8

+
h2

p

8
+

3H2
p

2
+ 3H′2

4

)
+

+
R2H

(
R2

2
+H2

9

)
−r2h

(
r2

2
+h2

9

)

6
+

(R2H−r2h)H2
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· ��¤°���y�y�X�-�EÀ� �L�����-µ����-�������Á����¤y���{¿��1�Ü¿À�y�®� �º�â�?�����{���Ü�1�Á���}Ò����Á��§Í�������{µX�¢¤y�X�8���X¤1¤����¹�ÏÆW�4���������-�������§Í���y���4���{�
Gmoy ¶

[Imoy](Gmoy,xmoy,ymoy,zmoy) = [Imoy](Omoy,xmoy,ymoy,zmoy) +mmoy




0 0 0
0 ∆2 0
0 0 ∆2
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ß
�J�Á�X�4���»�y�P�Á�}ÒX����µ/�X�²�»¶

mmoy = ρπ
(
H ′
(
R′2 − r′2

)
+ 3hp

(
R2

p − r2
p

))
+
ρπ

3

(
R2H − r2h

) ÇM|�x¨w¹ÿ�É
���«���L¤����4�{�������

∆
�1�������-���4�¢�Ë§¨�{�y���¹�����

Gmoy ¤¥�X�8���X¤y¤°���4�ÏÆ Omoy �����{���J�M§¨�?©²� xmoy ���4�Ï�y�X�y�y���®¤¥�/�U¶

∆ =

H′2

2

(
R′2 − r′2

)
+ 3

2
hpH

′
(
R2

p − r2
p

)
+

(R2H−r2h)H

9

H ′ (R′2 − r′2) + 3hp

(
R2

p − r2
p

)
+ R2H−r2h

3
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�/�q�/�Yñ/�Æò ã�ä�å8æ?ç;è�é¥ê�å?ëÖçPä�è�ðføªêyçPä�è¥ë�å?ëÖç�ä�ø î4é $ ïGëGú ëÖåRðÈø
· Ö¥�X¿À�y�W�����y�ïÞù���y�����¾�y���»���4�¯¤��X���{�������1�y�º�y�º�¬��Ç��X�´¤1���������4�W¤y�X�®���X¤y¤°���¹�¯ÆJ�����{�y��¿À�y�
���º¤y�4����¼��y�/xª«����Ð�����-���®Ö¥�X�²�«�y�¢���Â�����1�Ï¤1�����4���-���¢�y�Á�X�yÄ��{� (

0 0 0, 1◦
) ¤¥�X�8���X¤y¤°���4�ÏÆ»���»�¥�X�4�¯�4�Õ�M§¨�?©²�

�y�Â���W�����y�T���4�T�����{���=�<§D�?©²� −→z 1�y�X�y�Â�ÓÖ¥�/¿��1�L���{�������-�Ü�y�{���������������X�-�Ü� �»�����1�T¤¥�X�_���X¤1¤����¹�ÜÆÃ�����{�y�°¿��1����y�����¹�L�X�Ûà��X�����À�¢Æ¸�y���X�yÄ��{�º�y�ÁÇ����X¡��¨�6Í¦�¶µÆÕ}ÉÂ¶
(

0 0 0, 1◦
)

ntour
elt

Ê ���ªô��Á�/�� �P¤��X���{�����������-���������J�4��¤°¼������y��� �6�¥�X�����{���J���W� �6���X�y�»���4�Ã����¤y���������À�����=¤y�X�»���¸µ����������y����y�:µ/�X�-�ÃÇ����X¡����VÍ¦�¹¸.Ö�É¯¶
(

0 0, 1◦ 0, 2◦
)

�X���X���Ü¿À�y�W�������y�����-�����W���º���}Ò������H�¢���¾�¥�X�������{�X¥�/�´�1��¤¥�X�¹�E¥���4�¯�y�ÁÇ����X¡��¨�VÍ¦�¹¸��}ÉÂ¶
(

0 0◦ 0◦
)

ß��º����¤°¼��4�»�����L�X�P¤y�����´�1�W¤y�X���L¤y�X�U���X¤1¤����¹�¯Æ¸�����{�y���{���º�X�P�4�y¤y¤°���4�¯�/�4�Ó�X�ÓÖ1�Ã�/�´���}Ò�����¥���P�����¥�X�-�
������¤1���º�y�»�M§¨�X�yÄ��{�L�y�»�E�X���XÄ��/1¤y�4�������-���³�1�¦�X�1Ä����º�y�J¶

(
0 0 90◦

)
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Q z R ýÜª Ñ ß
Ô ÷Ax: · �/�����1�¯�1���=�HÐË���¹�������y�1���â¤y�X�Á�{���������{�����y�y�����y���Á�}Ò����y�y�Ú�H�Á���X�4���´¤y�y�{�����X�y���/×UÖy¼��4�Ã�1�W�1�²�H�������/�®�y�»�M§Í�y�y�:µ����4���:���º�y�Wß����{���ÂúÓ/à��/�Àµ��{���ºz8ÿyÿ�ÿ
Q � R ø»ªÏß
ß
ª�Ð 5 x Ê x{�D Ñ ú0 Í ×äæ³x Ê x{ ö Ø�0 öWö Ê£Ñ xD��x:Àæ ¤y�4��Ä��4����� Ñ ��¤��X�4�Ï���Á��Öy� · Ö¥�X���/���������áÞJE�/���������X�1�=�����y�������1Äº�X���ºµ����4Ò=È¥�±©²���y�{�wD �{�y�J×A�1���y�{�y� Ê ���4��Ä��� 5 �/���{���¥�X�²D ���y�J×Ì���ÓÖy�y�X����ÄXÒ

· ���-������ 5 �?�����X�¥�X� Ñ ���1�SET�X�y����ª8�y����ÄXÒ�ß
�X�°�����/�����¹Ò��D �{�y�Ýª8�y���4ÄXÒÝØ�Ò���¤����4���y�´ Ñ ���1�y 5 �±Þµ/�X�¥�1�zXz�ÞÓzEwO���/�Àµ��{���»z8ÿyÿyÿ´Ç · ���y���1�{�Ó�/�y���º�4�y�QEQEQE»x¨�y�4���<x¨Ä��}µ'ï/�y�����¯ï ½ ÒÈÿyÿX���¹���ôï���|�|²z}È²x¨¤°�1��ÉQ È R ø»ªÏß
ß
ª�Ð 5 x Ê x:jD Ñ ú0 Í × æ³x Ê x{ ö Ø'0 ö»ö Ê Ñ x3��x:�ÎÏ�/�����y�/���{��� �X�W� �����y���¯�����=�å×UE_�/Þ
ýT� �/�y��� ½ ���±©1�{�y��� Ñ �X���X�¾Ø�Ò��¹����� ¶A÷«�4��Ä��4�����W��� Ê �/���/ 5 �/���{���¥�X�°D �{�y�å×Ì���ÓÖy�1������Ä/Ò · ���-������5 �/�������y�X� Ñ ���y�SET�X�y�{�Uª8�y���4ÄXÒ¾ß
�X�°�����/�����¹Ò��D ���y�¾ª«�1����Ä/Ò¸Ø�Ò���¤��X�����1�� Ñ ���y�y 5 �Hµ/�X�¥�1²z�z�ÞÓz�w���X�-µ������»z8ÿ�ÿyÿPÇ · ���1���y�:�Ó�X�y�{�º���y�QEQEQE»xÍ�y�����MxÍÄ��}µ'ï/�y�����zï ½ ÒÈÿyÿ/���4���ôïA��|X|²zEwyxÍ¤��²�ÓÉQ w R · æLß
ß
ª«ýTæ®Ô¢× ªUx:U� ö Ø1ª«÷ Í ý¢x{ Ñ �X¤y¤°���¹�»�y�¸�4���XÄ��¸�y� 3ème �/�y�y���¸�1� · �X�y����¤1���{�����������?Þ�y��¿À�y�»�y�»�<§Dª8���X���º÷Ì���{ÒÀ�����ÓÖ�§¨ß
�{���{�X%� ��� w
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· �W�����Eµ/�X�����1�W��Öy¼��4�³�Eµ/�X�{�®¤°���y�®���Àà4�������{�Î¤y���{�y���{¤¥�X���y�W�y�Hµ����{��¤y¤°���¯�y�P�������Á�X���{�����Â���X¤¥�X�y�{�»�y��Á���y�������4���Q�{�®������¤��X�4�����Á���-�«�1Ò��¥�X����¿À�y�®�y���Ï���X�������y�y���Ï¿À�y�Õ�y�Hµ/�X�{�_�X�°���1�����«Æ»�M§Í�����4�{���y���U��§Í�y�Á�����y�
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�â¤°�����:�����X�¦�y�¾�ÓÖy�X¿À�y�J�����4¤y�
¤¥�X�¾���X¤y¤°���4���/�²© �X�²�������J���4���y�����4�{���PÆ��<§D�X�{�y�=�y�6�<§D�/���°�������������y���6����¤��X����Ä��{¿À�y�â�y�ü�4Ò��¹��¼����Xx Ê ����X�������{�����?�����X�y�Î���-�T�����Â�X¤y¤°���4�������T¤¥�X�Ï���/¤y¤��X�4�T�X�Á�����4�â�/�����4�Á�T�y�Â�¥�/���L�?Ù¥�=�y�¢�y�������À�y���Ï�1�¢�¬��Ç����
���{Ä��y�{Ùy�E�/���{µ��¢���Â������¤y�Ü�y�º���X�����y�Ë�1�´���²�1�L�E�X�T���L�¹Ò²�¹��¼��Á�»��§Í��¿À�¥�/�������1�U���4�®�����y�¹�����1�{�U�y�¢�¬��Ç����P�:���HÞ
���/���{µX�³���L���1�Á������¿À�y�/x�Ô¢�1�¾�Á�H��Öy���y�¾��� �X�4���{¿��1�¾��§Í���-����Ä����/�������´�����Á¤°���������{�XÕ�¥�X�4���¸���1�º� �â������Öy�²�1�
��§ÍæU�¥�X���¢�H�L�X�����4�����W¤¥�X�®�������{�»�y� Ñ �y�yÄ��±Þïøº�1�4�Ó�1Õ�����y�4�y�{���Ã�H���³�²�����{���4���»�/Ù¥���y�W¤y���Hµ����{�¢�{�Ã�����JÞ¤��X�4�����Á���-�8�y�¸�4Ò��¹��¼����¯�X�¸���X�y���8�y�¸������¤y��xXß
�U������¤����¹�����Á���À�Î�y���«������¤y�8�4���y¤y�{���8�L�H���Ü�����X�:���Ü¤¥�/�
�M§Í���-�����������y���X���4�L��§Í�y�y�¾¤1���?à4�������{���¦�1�³� ���¥�X�4�³���²�¥�/���ÁÇ¬�4��Ä��4���y¤¥�X�-�Â�����¯¤y�4���������4�¢�����y���¢¤y����¤1������É
���y�®�y���®���������y�X�y�y�����¢�1�²�¥�/�����U�1�W���¾�4�����y�H���y�4�Xx

ß
�Â�����y�º�y�L���X�����y���¾�H���Lµ/�X���{�y�¢Æ¾¤¥�X�4�����_�����T�����4�y�{���/���T���1�Á������¿À�y���WÇ¬�y��¤y� �/���������-����1µ��{�����4�����U�H�
�X�������{�����?�����X�y�ÓÉ8���1�����À�y�Ü¤°���y�Ï�y�{Ð����4���-���T�E�X�Ï�����¹����1�y���-�U�{�¢������¤����¹�����Á���À�_�1Ò��¥�X����¿À�y�¢���¹�Ü���X�y�À��x
÷A���1�Â����� �1°�����Â�y�X�y�y�����L��§Í���-���4���J�X�y�X¤1�������º�/�²©Ú�1�������y�4�����y�¯Ä������Á�H���4��¿À�y���¢���Â�����1���Á�/���{¿��1���Â�4���-�
���-���4�²�1�y�{�����Ï�¥�X�y�Ü�1�{Ð��������-���TÙ¥�ÓÖ1�����4��x1ß
���U�������y�:�Ó�/���T¤°���y�T�1���U�H©²���Á¤y�{���Ü�4����¤y�����LÇ�¤����y�y�y�{���Ü�4����¤y���
���Ã�y���y�1���}ÉL�H�³¤y�{�y�»������¤y�{�H©²�ÚÇ�¤����y�y�y�{�Á�����-�����X���-�W�������X���/���{���ÕÉÂ���-�³�X���y�4�«���������X�Á¤¥�/�����ÃÆP������©
���1�����À�y�8�X�y�X�{ÒÀ���{¿À�y�������-�Ex?ª8�¸���/�����X�³�y�Ü���¢�����-µ����4Ä����1���U�y���Q�������y�:�Ó�/���Î�À�y�������{¿À�y���Q�H�«�X�¥�/�{ÒÀ���{¿��1����
� �Ú¤¥�/�4���{�=�y�ü�����y�P����� �/���{µ��=Æ����Ú�Á���y���������/���{���å�1���������4¤y�J����ÄX���y���¾¤����1�Ìô������P���X�y���{�y���4���P���������
µ/�X���{�y���/x
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ßÌ�P¤yÖ¥�/�����y��µ/�X�{���¥�?�����X�Ú�����1�����4�¥�X�-�¾���6¤¥�X�4�����J���²�y�����{���/�������Ú�²Ò²�y�X�Á�{¿À�y�J���³�X���4�²�1Ò��¥�/�Á�{¿��1�
�y�������X��¤y�Á�����y¤1�����Á���H���´���-�Ó�/�Á���¦�Á�X���¸�y�X�ãÙ¥�¥�/�����4���/x_ª8�ã��Ð����EÏ�����y�®�M§Í�H©²����¤y�{����§Í�y�y�´¤°���1���4�
���y���X�4�������¸Ç¬�4���������X���4�TÆ»���������U�Ë§¨�y�1�Â¤¥�X�{�U��§Í�����{�����1�y�}É8�»�����¯�����y�y�{�Xx�ß����Ï�����4�y�{���/���«�4�y�_�{���«¤y�y�{���/�������1�
¤y���X¤y�����¾���1�����À�y�¸���X�À�J���y���X�y���XÄX�E�X�-����x 5 ���X�y�������1��Ì�y���y�¾�Ë§D�Eµ��X�y�J¤¥�X�¾¤y� �X�1�����y���Ã�y�=�������y�:�Ó�/���
���y¤1¤y�����Á���À���X���4���W���y�W�����Ã¤y�X�����Ã�������X�{�����Ý��§Í�y�å�Á�X�y¿À�y�Á�y���y���y�y�����¾�4�E�X�{���¹�����»�4�y�³�{���W�â�X�ÓÖ1���y���
�H©²���¹�Ó�X�-������T�y���-�6�M§¨�X����¼��â���4�P�Á�X�{Öy���y�4���y�4�������-�6�����1Ù¥�y���-�������Mx · ��¤°���y�¥�/�À��Ü����� �å�1���y�P�å¤°���4�Á�{��y�´�y�������������1�����M§¨�X�yÄ��{�6�y�¦���X� �XÄX���/�¥�X¤1���¦ÆÝ� ��µ²�:�����������y�ãµX���-�6�������4����¤°���y�y�X�-�6Æ�����¤y�y���4���X�1���
��¤1�����Á�X���Ã¤y�����y�y�:���J¤¥�X�»���J�4�X������x
ª8�å���1�����/Ì�����¹�Ó�X�{�y���»��¼�Ä������Ã�Ë§¨�1�����{�����?�����X�Ú�y�å���²�1�Á���-�W¤y� ô����4�
�����X�y���{����y���������X¥¤¥�X�®�±©1���Á¤1���XÕ�������{�»�����y�4���¹�Ó�X�-�ÂÆ��ÓÖy�X�����{�®�y�y�»µX�/�����1�¯�1�Ã¤¥�/�¢�y�»�����Á¤1�Â�X�y�X¤1�����
�X�P¤y���X�y��¼��Á�»�/Ùy�´�1�W�1�W¤y�X�®���1�����y���U�1���¯�����4�y�{���/���U�1�{µ�����Ä����-����x

ßÌ�âµ/�X�{���¥�?�����X�¦�y���º�����4�y�{���/���º�1�Ý���²�1�¸�y�¸�E�X�{���y�Î�������/���:�«Æ6� �â�����y���{�����?�����X���1Ò��¥�/�Á�{¿��1�¸���W�X�±Þ
�����1Ò��¥�X����¿À�y�´Ç������4¤y�Ã�4��Ä��{�y���Â�����4���y¤y�{����É»�y�Hµ������-�W�¬�X���4�¸�M§Í����à4���W�y�¸�����Eµ/�X�²©��y�:�����������y����x�æÂ�{�y���8�{�
������¤°���4���������-�¾��§Í�y�y�6�Á�X�ÓÖy�{�y�Á�����y�4�¥�X�-���=�ùÒ�¤°�6�����{�����1�y�â¤°���y�4�����X�{������ô����4�=���X�Á¤y�{¼����������-�¾�y�±Þ
���4�{�ExÌß����¸�4���4�y�{���/���Ã�����4�y�¾�y�6���=�����y�=�1�=�E�X�{���y�Ï�y�Hµ²�4���-�Ìô������=�����Á¤y�X�����¾�Eµ����6������© ���1�����À�y�¸�4�y�
�y�y�W�â�/�ÓÖy���y�W�������{���Xx¥×Ì���X���¢�X¤y¤y�4�²�ÓÖy���Â�����y�������¥�/�À�Â� �¸µ/�X���{�¥�/���{���=Ù¥�¥�/���W�����-�º�/�����4�¯���-µ²�{���XÄX�E�X�y�{����
����¤¥�X�����Á���-�¢�X������¤¥�/���X�{��¼��{�X����´�1���{���{���X�-�Ü�{���®�������y�:�Ó�/���º¶

~��4���{�®��§Í�y�´����ÄX�����{���°�H©²���¹�Ó�X�-�³Ç��ùÒ�¤°�Ãæ Ê æº�ÚØP���´�X�1���4�}É±~��4���{�®��§Í�y�y�W�¥�X�4�»�y�»�y���y�y�����¯¤y���}µX���¥�X�-�¢��§Í�������X���®�HÐË�������1���Â�����4���ãâ����4���ÁÇ 5 æºØ²æLÉÜ���
~��4���{�Ï���1�����À�y�Ï�����4�«��§¨�1�y�¢���X��¤¥�XÄ��y�®��§Í���4���X�{�_�4�y�Ï�y���Ï�â�/�ÓÖy���y���¢Ç¬���H�����¢�4�����1�������J�H�Ó�X�-�Ï� �»¤y���1�
�4�E�X�{�����/�y���EÉ
�H�Q¿À�y�1¤°���y�4���X�:��ô����4�Ü���«�����1�{�A��§¨�1�y�U�y���1µX���{���Ï�����{� �X�°�����?�����X�Ã�EµX���Ü�y�¸�����y�¹�����1�������y�
��§Í���X�������y�y����x

ß8§¨�{�À�����Dô��Ï�y�¯� �»�y���Á�X���ÓÖ1�¢���Á¤y�{�}Ò����¢�Ã�H���¯��§¨�X���X�1���{�«ÆÃ�M§Í�������:���y�4�¯�Ë§¨�y�Á�����y�¯�y�¢���X�����y�Õ�Á���y�y���X�y�{�X
�����-����p����X�y���W���L���y�¹�����1�L���1µ����4��x Ê ���º�����y�y�����Â¤°���1µX���-�Ã�X���1����ô����4�J�X���4�������-�º�}à4���1�����º���Ú���²�1�{Ù¥����E�X�T���M1¤¥�X�Ü���¾���y�:���X²���P�y���4���4�qô����4�º¤y���1�U¤y���������®�/�6�y�{µX�E�X�P�y�P�E�/�����1���y���®�HÐË���¹���®�X�������1Ò��¥�X����¿À�y���
¤¥�X�Ü�±©²����¤y���/1���Â�����y����¤1�����y�¯�¾���³¤��X�����{�y���{�{���¯�Ë§D�X�����{�����4���Ï���L¤1����Ä����X���Á�¢���y�:��� �/�M����´�����y�{ÙÕ�/�À�T�����
�Á���y�y�{�����������4���4¤����1�¥�X�-����x Ê ���Ì�����{�����1�y���ÌÆ®�?©²�8µ����¹���{�E�X�-���W�XÐ���Öy�X���«¤��X�y�����X�����À�Ì�/�y���4�¹ô����4�_�H���y�1��������Eµ����º�<§D�}à4���1�_�y�L���²�y�1�����_��¤°�����{Ù¥¿À�y����y���X�y�U���H�����1�ÓÖy���U�<§¨���y�����¾�y���¢�y�6¤y�4��Ä����/�Á���¢�����-�����X�-�U�X�{�y���
�����´�X¤²���{���y�y�WÆ¸�Á���y�������4���Ü�1���®�â�/�ÓÖy���y���U����¼��®�y�{Ð����4���-������x
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÷ ×±×³Ìùø�Ì ÷

Ú Ó�ËÖÊ�ÙÝÌ ß³Ì ú�ÊvÓ�Ìûö[öªÌ Ú ×olnk Ý;Ú Ê¬Ë�Ì

Ø²���{�Ï�y�Áµ����H�����y� −→r Ù1©²�º�/�â���X��¤y�
A
Ç´���X¡E�¨�U26���}É±x

A
���¹�Ü���1¤y¤��X���L���=�Á�X�1µ����Á���À�T¤¥�X�Ï���X¤1¤����¹�

�X�P���H���������-����������§Í�����{Ä����y� <0 x

AR

0R r

A

�@�����ÕæÃx{zL~íÎ«���������y� −→r �¥�X�y�®���º�4�����{�y�Læ
ßÌ�=�Á�/���������³�y�¸¤y�X�����XÄ��¸���¹�W�y���y�y���¸¤¥�X�JÇ�wyx:z õ É¢�y�X�À�»�{���L�������Á���À���º�y��¤°���1�y���-�W�y�������Á¤y��x�ß
�

µ��{�������4�³�X�1Ä��y� �/�����Â¤¥�X�®���X¤1¤����¹�¢�X�´������¤y�®�y�´�����4¤y�
A
¤¥�/�¯���X¤y¤°���4�¢Æ <0 ¥�y�X����� −→ω A0 ¥���¹�Â�1��Ù¥�y�{�¤¥�X�U�<§¨��¿��y�/���{����¶

d

dt
−→r = −→ω A0 ∧ −→r Ç¬æÃx{z}É

�Eµ���� d
−→r
dt

���Â�y�����{µX���Ü�1� −→r ¤¥�X�A���X¤y¤°���¹�Q�X�¾������¤y��x/ª8�¾�¬�X�{��Û�����A������¤°�����X�-�����Q�y�Ãµ����H�����y�«�y�_µ��{�����4���
�X�yÄ��1� �X�{���Â�4���-�¯�����������²µ������Â�¥�/�y�®� �¾�Á�/���4�����Â���X���/���{���=µ������{Ù¥�X�-�Ã¶

[
Ωkj

]
=

d

dt

[
Skj

] [
Skj

]T Ç¬æÃx��XÉ
����¶

[
Ṡkj

]
=

d

dt

[
Skj

]
=
[
Ωkj

] [
Skj

]

z õ w



ª8���HÐË�H�E¥��� −→r ���¹�¯�H©²¤y���{�Á�º�y�X�y� <A �������Á�¾¶

{r} =





r1
r2
r3





Ç¬æÃxDÈ�É

���®¿À��§Í�������4�¯�y���4�{µ/�X�y�{�º¤¥�X�U���X¤y¤°���4�¯�X�6������¤y�»¶

d

dt
{r} =

d

dt





r1
r2
r3





Ç¬æÃx¨w-É

�����������Hµ������-�¢Æ��}µX�����º¶

d

dt
−→r =

d

dt

(
ri
−→n A

i

)
(i = 1, 2, 3)

Ç¬æ³xD|�É
���

d

dt
−→r = ri

d

dt

(−→n A
i

)
(i = 1, 2, 3)

Ç¬æ³x ó É
�E�X�

ri

��§Í���4�â¤¥�X�������y���������ü�y�ä������¤y��x ö � [
SA0

] ���4�â� ���â�/�����{���P�y�¦¤y�X�����XÄ��´��� �/�À���{���Jµ����H�����y���
�y�y�:�Ó�X�{�����T�y�»� �¾�¥�X�4�Ã�1���4��¤°¼���� <A ÆJ������©P�y�´����¤°¼��4� <0 �����{���L¿À�y�J¶

d

dt
−→r = ri

d

dt

(
SA0

ij

)−→n 0
j (i, j = 1, 2, 3)

Ç¬æ³x¹��É
Ê §¨�X¤y��¼��»Ç¬æÃx ó ÉHÀ� �»µX�/��� �?�����X���1�âµ����������y� −→n 0

i

���4�Ü�1�y�Â�±©1¤1�����4���{���6���{�y�E�X�{���®�y�âµX���H�����1� −→n 0
j

������¿À�y�Ã¶

d

dt

(−→n 0
i

)
= ΩA0

ij
−→n 0

j (i, j = 1, 2, 3)
Ç¬æ³x õ É

Ê �»¤y���1�º¶

−→n 0
i · −→n 0

j = δij (i, j = 1, 2, 3)
Ç¬æ³x1ÿ-É

�Eµ����
δij

���º�¹Ò²�³�����{�º�y�Wøº�����y���zÏX����xAÇ¬æÃx,ÿ-ÉÜ���4�¯�y�{Ð����4���-���{���º¤°���y�!ô������»�1�������{�����º�Eµ����âÇ¬æÃx õ ÉÂ¶

ΩA0
ij + ΩA0

ji = 0 (i, j = 1, 2, 3)
Ç¬æ³x:z � É

úù���J�����»¤y�4���1µX�W¿À�y�W�������¾�â�?�����{���
[σ]

µX�����:Ù¥�J¶

[σ]T + [σ] = 0
Ç�æ³x:z�zÛÉ

�X���X���
[σ]

���4�³�X�-���{�4Ò��������4��¿À�y� Q z R x · �����«����¤y���{¿À�y�¸��§¨�X¤y��¼��=Ç�æ³x:z�zÛÉL¿À�y��� �P�â�/�����{��� [ΩA0
] ���¹�³�1�y�

�â�?�����{���º�/�À�����¹Ò²���������{¿��1�º���¯�y���y�»��§¨�X¤y�4¼��ÃÇ¬w1x ó z}ÉT��§Í�����4�{�¯���X�y�®� �³�����4�Á�¸¶

[Λωkj ] =




0 −ωA0
3 ωA0

2

ωA0
3 0 −ωA0

1

−ωA0
2 ωA0

1 0




Ç¬æÃx{z��XÉ

���ü����¤��X���X�-�
ωA0

1


ωA0

2


ωA0

3

�{���J���X�Á¤°�����/�À�������y� µ����H�����y�â�y�Pµ��{�������4�¦�/�yÄ��y���X���4� {
ωA0

} x Ê �X�y�[
ΩA0

] ���4�¢�X¤y¤°���{���W�X���X���Ü���J�Á�/���������L�y�ºµ��{�������4�³�/�yÄ��y���X���4�Xx

z õ |



÷ ×±×³Ìùø�Ì æ

ü Ì Ý;Ú ÓÖÊ/jØ× Ìó×ýÓZËÖÌ Ý Ìûö þ Ú Ó�ËÿÊ�ÙÝÌûö Ë(j]Ó Ú ÓÖÊ/j × ÌÝÓ
Ý Ì k³ËÖö ßomûËÖÊvú mûÌûö

ª«������¤y�����¥�X�-�¾�{���»�y�X���/���{���y�»���y�W�����»�â�/�����{�����»�y�����/�Ó�/������� [
Rkj

α

]  [
Rkj

β

] ��� [
Rkj

γ

] �{�y�y�{¿��y�X�-�
������¤°�������{µX�������-�U�y�6�ÓÖ¥�/�yÄ��������-�U�1�Â�¥�X�4�L�y�=�4��¤°¼��4� <j �X�=�4��¤°¼��4� <′′ k 1�1�=����¤�¼���� <′′ k �X�â����¤°¼��4�
<′k ���6�y� �4��¤°¼���� <′k �X���4��¤°¼��4� <k �X���y�4�Â¿À�y���{���y�=�1�����:µ����������4¤��������{µ����Á���-� [

Ṙkj
α

]  [
Ṙkj

β

] �H�
[
Ṙkj

γ

] x8úù�U���4�Á�y�������-���4�´¿À�y� [
Ṙkj

p

] [
Rkj

p

]T (
p = αk, βk, γk

) ���¹�Á�1�y���Á�/���������P�X�-���{�4Ò��Á�H���4��¿À�y�Xx
ß����®�â�?�����{�����»Ç¬wyx:zÛÉ±ÌÇ¬wyx"��ÉH1wyxDÈ�ÉH
Ç�wyx��?wÀÉH
Ç�wyx"��|�É_�H�¾Ç�wyx"� ó É_µ������:Ù¥���-�W¶

[
Ṙkj

α

] [
Rkj

α

]T
=




0 0 0
0 0 α̇k

0 −α̇k 0




Ç¬ýÂx{z}É

[
Ṙkj

β

] [
Rkj

β

]T
=




0 0 −β̇k

0 0 0

β̇k 0 0




Ç¬ýÂx��XÉ

[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

γ

]T
=




0 γ̇k 0
−γ̇k 0 0
0 0 0




Ç¬ýÂxDÈ�É

ß
�����Á�/�����������P�¥�X�1��Ç¬ýÂx{z}ÉHWÇ<ý¢x���É=�H� Ç¬ýÂxDÈ�É6�4���-�Ú�/�À�����¹Ò²���������{¿��1���´��§D�/¤y��¼�� Ç¬w1x ó z}ÉHx Ê �X�y�å����â�?�����{���=�1�´µ��{�����4�����X�yÄ��y���X���4�âµ������:ÙÕ�X�-�â���Ú����� �/������� Ç¬w1x3| ó É³���4�Á�y�y�P�Á�/���4�����P�X�-�����¹Ò��Á�H�����{¿À�y�X8�4�
Ç¬wyxD|�ÿ-ÉÏ���4�¢�y�Hµ����{��¤y¤°���J¶

[
Ωkj

]
=
[
Ṙkj

γ

] [
Rkj

γ

]T
+
[
Rkj

γ

] [
Ṙkj

β

] [
Rkj

β

]T [
Rkj

γ

]T
+
[
Rkj

γ

] [
Rkj

β

] [
Ṙkj

α

] [
Rkj

α

]T [
Rkj

β

]T [
Rkj

γ

]T
Ç¬ýÂx¨w-É

ß
��¤y�4���������L�����4�Á�J�y�����������y�������³�y���J���¹�³�1�y�Á�Á�/���������J�X�-���{�4Ò��Á�H���4��¿À�y�J�y���y�1����¤¥�X�âÇ<ýÂx¨È-ÉHx
ß��º�E�X�{���y���y�´���������1�������¾�1���»�Eµ����Ã�{���¯�X�yÄ��{���U��§¨ª8�y�����®�y���y�y�J¶

z õyó



[
Ωkj

]
=




0 γ̇k 0
−γ̇k 0 0
0 0 0


+




0 0 −β̇k cos γk

0 0 β̇k sin γk

β̇k cos γk −β̇k sin γk 0


+

+




0 α̇k sin βk α̇k cos βk sin γk

−α̇k sin βk 0 α̇k cos βk cos γk

−α̇k cos βk sin γk −α̇k cos βk cos γk 0




Ç¬ýÂx3|XÉ

[
Ωkj

] ���4�¯�y�1�W�4�����Á�º�y�»�Á�/���4�������®�X�-���{�4Ò��������4��¿À�y���U�y���y�»���{���º�<§¨���4�¯�X�y�4���<x

z õ �



÷ ×±×³Ìùø�Ì e

k³Ì Ý � k³Ìóö g Ë(j g ËÖÊ/mÒÓ(mûö ß³Ìûö þ Ú Ó�ËÿÊ�ÙÝÌûö
Ú ×ýÓ�Ê�ö���þ mÒÓ�ËÖÊ�� k³Ìóö

Ø²���{� −→a �H� −→
b
�y���²©Pµ����������y������y�X�y�®�y�´����¤y�X���ÃÆ¾�����X���U�y�{�Á���y���{���y��²�����{�U¿À�y�J¶

−→a = a1
−→n 1 + a2

−→n 2 + a3
−→n 3

Ç · x:zÛÉ
���»¶

−→
b = b1−→n 1 + b2−→n 2 + b3−→n 3

Ç · x"��É
ß
���¢�1���²©PµX���������y�4� −→a ��� −→

b
���X�À�¯�����X�y�¹�����������®¤¥�X�ÃÇ�wyx ó zÛÉT�����â�/�����{���»�X�-���{�4Ò��������4��¿À�y�/¥�y�X�����

[Λa]
���

[Λb]
�������{�L¿À�y��¶

[Λa] =




0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0




Ç · x¨È-É

���»¶

[Λb] =




0 −b3 b2
b3 0 −b1
−b2 b1 0




Ç · xÍwÀÉ

÷Î�X�U���X�����y�M1�������4�¯�Á�X�À�����º¿À�y�J¶

[Λb] {a} = − [Λa] {b}
Ç · xD|�É

÷A���1�¯�������1y�����U�y����©Pµ����H�����y��� {c1} �H� {c2} �����-�¯¤��X�����»¶

{c1} = [Λb] {a}
Ç · x ó É

���

{c2} = [Λa] {b}
Ç · x¹��É

Ç · x ó ÉT���³Ç · x���ÉÜ�4���-�¢�1��µ�������¤1¤������W¶

z õyõ



{c1} =





−b3a2 + b2a3

b3a1 − b1a3

−b2a1 + b1a2





Ç · x õ É

���»¶

{c2} =





−a3b2 + a2b3
a3b1 − a1b3
−a2b1 + a1b2





Ç · x1ÿ-É

æÂ�{�y���Q¶

{c1} = −{c2}
Ç · x{z � É

�����²Ù¥������Ç · xD|�ÉHx Ê �W¤1���y��¥��§D�/¤y��¼�� Q � R ¥�����U�y���²©PµX���H�����1��� −→a �H� −→
b
µ������{Ùy���-�W¶

[Λa] {b} = {a} ∧ {b} Ç · x{z�z}É

z õ ÿ



÷ ×±×³Ìùø�Ì �

e Ú Ý Ùük Ý ßck þ jØþ Ìó×ýÓ ß �AÊ�×³ÌûËªÓÖÊ¬Ì lnmû×omûË Ú Ý Ê�öïmûÌ

Ê §D�/¤y��¼��¾Ç�wyx{zXz8ÿ-ÉH²���º���������-�®��§Í���y���4���{�L�y�´�����4¤y� Bk ���¹�Ã¶
∫

mk

−→
M

∗k
= − d

dt

∫

mk

(−→r dmk ∧ −→v dmk
)
dmk Ç Ê x:zÛÉ

¤��X�y�º���J���X�����1�
Bk �y���¹Ò��4��¼��Á�Á�¾�y�:����������¤1��x�ß��J�y�1�W�y�����H�����Á�X�y�1�H©²�Á���4�Ã�y���Á�H�����4�J���¸�����Á���-���§Í���y���4���{�_�1�¾�����{���y�

k
�4���y�Ì���������_�Á�/�����������������/E¿À�y���������L�X�{�����Ì�H©²¤y�{���{���X�y���«�{�1�������Á�/����¿À�y�������-��x�Ç Ê x:zÛÉ¤y�����y�´� �³�����4�Á�º�4�y�{µ/�X�-���»�4�����P¤y�����y�¦���¾�y�{Ð����4���-���{�����{�L�¥�X�1�¯�<§¨�{�-����ÄX���X�{�³¶

−→
M

∗k
= −

∫

mk



d
(−→r dmk

)

dt
∧ −→v dmk

+−→r dmk ∧
d
(−→v dmk

)

dt


 dmk Ç Ê x"��É

�����:�º¶

−→
M

∗k
= −

∫

mk

(
−→v dmk ∧ −→v dmk

+−→r dmk ∧ d

dt

(−→ω k0 ∧ −→r dmk
))

dmk Ç Ê x¨È-É

��Ù −→ω k0 ���4�»���Áµ��{�������4�J�X�yÄ��y���X���4�Ã�1�Ý������¤1� Bk ¤¥�X�Â���X¤y¤°���¹�º�X���4�������4���-���{��� <0 ��� −→v dmk ∧ −→v dmk

���¹�Â�À�y�Ì¤¥�X�¯�y��Ùy�y�{�������´�y�¦¤1�����y�y�{�®µX�����������{���<x −→v dmk ���4�Â�����Á¤y���X���»¤¥�/�¢�4���¦�±©1¤1�����4���{�������´�����4�Á���
�y�»¤y�����y�y�:�Üµ������������{���Mx�Ç Ê x¨È-ÉÜ���¹�¢�1��µ�������¤1¤����Á¶

−→
M

∗k
= −

∫

mk

(
−→r dmk ∧

(
~̇ω

k0 ∧ −→r dmk
)

+−→r dmk ∧
(−→ω k0 ∧

(−→ω k0 ∧ −→r dmk
)))

dmk Ç Ê xÍwÀÉ

æÌµ/�X�-�®�y�º�y�Hµ�������¤y¤°���U�����4���»��¿À�¥�/�������Ë1�������¹�®�y�����������X���4�»��§¨�{�-�������y�y�{���
I

k ���L�1Ò��X�y�{¿��1�º��§¨�{�y���¹���{�
�y�
Bk ¤¥�X�«���X¤1¤����¹�_�X�â�����-���4�Â�y�¯�â�/����� Gk x²Ø²�Õ����¤��X��� −→Ik

a

���Uµ����������y�_��§¨�{�y���¹���{�¯�1�â���X��¤y�
Bk �4���{����y�âµX���������y�U�1�y�{���X���4� −→na

�H�
Ik
ab

�<§¨�{�y���¹�����®�4�E�X���X���4�¢�y�
Bk ¤y�X�T���X¤y¤°���4�TÆ Ok ���1�{µ/�X�-� −→na

�H� −→nb

���Ù −→na��� −→nb

�����-�¢�y���UµX���������y�4�Â�y�1�{�Ó�/�������T�������®¿À�y�J¶

Ik
ab =

−→
Ik
a · −→nb

Ik
ba = Ik

ab =
−→
Ik
b · −→na

Ç Ê xD|�É

z8ÿ �



�X���X���Ü�{�º�1Ò-�X�1��¿À�y�W���4�¯�y�HÙ¥�y���y�»���¸�¬�*Ç����P���1�{µ/�X�-���/¥���y�y��¤����y�¥�X�-�¯�y�´����¤�¼����J¶

I
k

=
v∑

i=1

mk
i

(
U
−→
pk

i

2

−
−→
pk

i

−→
pk

i

) Ç Ê x ó É

��Ù´���W�����4¤y�
Bk ���¹�L�����Á¤°���4�W�1� v ¤¥�X�¹���{���y�{���®�y�W�â�X�4��� mk

1


. . .

�H�
mk

1

������¤°�������{µX�������-�L�H� −→
pk

1


. . .��� −→

pk
v

�{���³µX���������y�4�J¤����4�{�������y�Ã¤¥�X�¾���X¤y¤°���4�¾Æ
Ok �����4¤��������{µ����Á���-�Á�1�6�����

v
¤¥�X�¹���{���y�{����x

U
���4�J�{�

�1Ò-�/�y��¿À�y�»�y�y�:�Ó�X�{���L�1��Ù¥�y�
¤¥�/�º¶

U = −→n1
k−→n1

k +−→n2
k−→n2

k +−→n3
k−→n3

k Ç Ê x¹��É
ß��º�1Ò-�X�1��¿À�y�

I
k µX���4�{Ù¥�W�X�{�y����¤1���y�4�����1���®��¿À�¥�/�������1� Q �²ÕÈ�¥w R ¶

−→
Ik
a = −→na · I

k

−→
Ik
a · −→nb =

(
−→na · I

k
)
· −→nb = −→na ·

(
I

k
· −→nb

)

Ik
ab = −→na · I

k
· −→nb

Ç Ê x õ É

���»¶
I

k
=

3∑

j=1

−→
Ik
j
−→nj =

3∑

j=1

3∑

l=1

Ik
jk
−→nj
−→nl

Ç Ê x1ÿ-É

Ê �®¤y���1��-���H�����¢�4��� �?�����X�PÇ Ê x1ÿ-ÉQ¿À�y�Õ���{�Ü���U�1Ò��X�y�{¿��1�¢��§Í���1���4�����®�Eµ����¢���º�â�/�����{���U��§Í���y���4�����U��§Í�������:�Ï�X�y���4�Q �ÀÕÈ1yw R ¶

I
k

=
3∑

l=1

3∑

m=1

Ik0
lm
−→n 0

l
−→n 0

m =
3∑

l=1

3∑

m=1

Ikj
lm
−→n k

l
−→n k

m

Ç Ê x{z � É
�E�X�U�{�º�1Ò-�/�y��¿À�y�W���¹�¢�{�y�y��¤����y�¥�X�-�¯�y�´����¤°¼��4�Xx¥æ¢���y�4�ÏÇ Ê xÍwÀÉT�y�Hµ²�{���-� Q �ÀÕÈ1yw R ¶

−→
M

∗k
= −~̇ωk0 · I

k
− −→ω k0 ∧

(
I

k
· −→ω k0

) Ç Ê x{zXzÛÉ
��Ù

~̇ω
k0 ��� −→ω k0 ���X�À�¯�4����¤°���H���:µ��������-�¢�����¢�/�������������/�������y�U�H�¯�����Üµ��:�����4�����Â�X�1Ä��y� �/�������U�y�´�����4¤y� k ¤y�X����X¤1¤����¹�®�X�´���H���������-������� <0 x

z8ÿ1z



÷ ×±×³Ìùø�Ì �

mÒÓ f j ß³Ì ß³Ì Ó�Ë Ú ×±ö���j ËÖþ Ú ÓÖÊ/j × ß³Ì
� j k±öªÌ f j Ý ß³Ì^Ë

ßÌ�¾������Öy���y�L�y�º���4� �X�1Ä��y� �/�������/���{�����X¤y¤°���{���bU Ê ��������¤°�����:�����X�=�����¦�/�����{���L×Ì�����X�yÄ��y���X���4�LØ��y¤��±Þ���{���y�4��W�Ç Ê �´×¯ØyÉÜ���P�����X�yÄ����X���öUL÷«�4���y�1�âÔ¯¤y¤����U×A�4� �X�1Ä��y� �/� Ê ��������¤��X���{�������³W�Ç<÷«Ô¢× Ê ÉÜ�����X�y�ïÞ���������®�y�y�¢�â�/�����{���
[B]

���â�Á�/���4�����U�������X�yÄ��1� �X�{���Ü�4�y¤������{���y�4�
[T ]

À������¤y�{�������-�Ï���4��Öy��Ä����y�X�¥�y�
[B]

x
· ���4���»�Á�H��Öy���y�º���4�¢�¥�X�����»���y�®� �¾�����ÓÖy�y�{¿À�y�»�y� Í ���y�4��Öy�X���y��� Q � R x

Ø²���{�Ü� �¸�â�?�����{���
[B]

��� [
B(1)

] ¥�y�»�y�������1�����X�
m× n y���������Â¿��1�Á¶

[
B(1)

]T
=
[ {

B
(1)
1

}
n

{
B

(1)
2

}
n
· · ·

{
B(1)

m

}
n

]
n×m

Ç<ªUx:zÛÉ
��Ù {

B
(1)
i

}
(i = 1, 2, . . . , m)

���4�¯���
iième µ����H�����y�Â�y� [B(1)

]T ¥������¤°���4���X�-�
n
���������y�X�y�y������x°÷A�X�y�

�����������y������1�������4�¯¤��X���J¶
{
X(1)

}
n

=
{
B

(1)
1

} Ç<ªUx"��É
Ô¢�6µ����������y�¢�y�

n
����ÄX�y���U���4�¯���4����¶

{
W (1)

}T

n
=
{ ∥∥∥X(1)

∥∥∥ 0 · · · 0
}T Ç<ªUx¨È-É

¤y�y�{�º¶

{
U (1)

}
n

=

{
W (1)

}
−
{
X(1)

}

‖{W (1)} − {X (1)}‖
Ç<ªUxÍwÀÉ

���UÙ¥�y�X�����Á���À�®�1�y�Ã�Á�/���������L�y�»�y�{�Á���y���{���
n× n ¶

[
H(1)

]
n×n

= [I]− 2
{
U (1)

}{
U (1)

}T Ç<ªUxD|�É
��Ù

[I]
���4�¯� �¾�Á�/���4�����L���y���-���{���Xx¥ß
�J�â�?�����{��� [

B(2)
] ���4�¢�X�{�����U�����y�4���y�������J¶

[
B(2)

]T
=
[
H(1)

] [
B(1)

]T Ç<ªUx ó É
���»¿À�y���y���1�y�J¶

[
B(2)

]T
=
[ {

W (1)
} {

B
(2)
2

}
· · ·

{
B(2)

m

} ]
n×m

Ç<ªUx¹��É

z8ÿ��



Ô¢�6µ����������y�¢���4�¢�X�{�����1�¾¶
{
X(2)

}
n

=
{
B

(2)
2

} Ç<ªUx õ É
¤��X�y�U�����1�4���4�y���4�¸¶

{
W (2)

}
n

=





B
(2)
12(∥∥∥X(2)

∥∥∥
2 −

(
B

(2)
12

)2
)1/2

xxx
0





Ç<ªUx1ÿ-É

��Ù
B

(2)
12

���¹�¢�<§¨�������Á���À�®�1�W���
1ière �{��Ä��y�Â���®�y�»� � 2ième ���X�����y�1�º�y� [B(2)

]T ���´���L¤y�4���������U�������Á���-�
�y� {

B
(2)
2

} y¤°���y�®�y���1�y���»¶

{
U (2)

}
n

=

{
W (2)

}
−
{
X(2)

}

‖{W (2)} − {X (2)}‖
Ç¬ªUx{z � É

�X���1���Q¶
[
H(2)

]
n×n

= [I]− 2
{
U (2)

}{
U (2)

}T Ç¬ªUx{z�z}É
÷Î�X�U�:�������/�������6�4�y�

i
¥� �¾�Á�/��������� [

B(i)
] �y�Hµ������-�W¶

[
B(i)

]T
=
[
H(i−1)

] [
B(i−1)

]T
=
[
H(i−1)

]
· · ·

[
H(1)

]
[B]T

Ç¬ªUx{z��XÉ
úù�����¹�Â¤°���4�Ã�/���y�4�Q¶

{
X(i)

}
n

=
{
B

(i)
i

} Ç¬ªUx{z}È�É
��§Í��Ù�¶

{
W (1)

}T

n
=



 B

(i)
1i B

(i)
2i · · · B

(i)
i−1,i

(∥∥∥X(i)
∥∥∥
2 −

i−1∑

r=1

(
B

(i)
ri

)2
)1/2

0 · · · 0





T

n×1

Ç¬ªUx{zEw-É

��Ù
B

(i)
ri (r = 1, 2, . . . , i− 1)

���¹�W�M§Í�������Á���-�º�y�J� �
rième �{��Ä��y�³���W�y�J� � iième �����{���y�y�J�y� [B(i)

]T

���P���
rième �����������-�¯�y� {B(i)

i

} x · ��� �¸¤°���4�Á�H�®��§D�EµX�����»¶

{
U (i)

}
n

=

{
W (i)

}
−
{
X(i)

}

‖{W (i)} − {X (i)}‖
Ç¬ªUx{zÛ|XÉ

���»¶
[
H(i)

]
n×n

= [I]− 2
{
U (i)

} {
U (i)

}T Ç¬ªUx{z ó É
æÂ�{�y����Æ¸���

mième �{�������/�������Ë²���J�Á�/��������� [H]n×n

���¹�¯�E�X�{���y�{���¸¶
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[H]n×n =
[
H(m)

] [
H(m−1)

]
· · ·

[
H(1)

]
=

1∏

i=m

[
H(i)

] Ç¬ªUx{z,�XÉ
ª8�y���y�:���»� �¾�Á�/���������

[D]
¥�1�W�1�������y�4�����

n× (n−m)
¥���4�¯���4�����Ã�y�X�À�

[D]T
�¸� �¾���������L�4�y�{µ/�X�-���J¶

1 · · · m m + 1 m+ 2 · · · n
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

[D]T =




0
0xxx
0

· · ·
· · ·x x x
· · ·

0
0xxx
0

1
0xxx
0

0
1xxx
0

· · ·
· · ·x x x
· · ·

0
0xxx
1




Ç¬ªUx{z õ É

¤��X�y�U�E�X�{���y�{���
[T ]

¥�1�������y�4�����
(n−m)× n y������¿À�y�J¶

[T ] = [D]T [H]
Ç¬ªUx{z8ÿ�É
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÷ ×±×³Ìùø�Ì �

� ø�Ìóþ gÞÝ Ì ß³Ì � Ù f Ê¬Ì^Ëÿö
	Þß³Ì þ j ßck Ý Ìóö
Ù jØ×±ö[Ê�öOÓ�k Ú ×ýÓ Ý Ì Ù j ß³Ì × k±þ m^ËÿÊ�� k³Ì ËÖÌ Ý;Ú ÓÖÊ�� Ú k�ø
Ù j Ë g ö ËÖÊ/lØÊ;ß³Ìûö

� t�u  w X ì É�P X�N Ê7a K�� ]°ð[R X`[óN[X�NíIVKNK x X^M �6x I ì x V?[ R�_ba X^MúO É X^KZN uÔt � X�I
� -·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-Ò-·-·-� ½ ú ·�Í úïª Ñ Ê ª Ê ö85B5 ª«ª_ØÖ0Wª ö �¦ª8× Ñ ú L Ô¢ªÏØ¦Ø1Ô Ñ ß
ª��¦ÔÂß�×Uú · ö Ñ ÷ÏØ� -·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-�� 5 ���¾�y�4�»�y�»�����{���y���U�y�P�¾�y�{����������¤y����

{��������������������� ~� ú 5 ½ ö Ñ ��æ8×Uú ö85 Ø�Ø1Ô Ñ ·�Í æ L ÔÂª Ø ö ß�ú Ê ª��������������������� ~� Ø ö ß�ú Ê ª z������������� ~�� 5 �y�������J�y�´���X�����1����
{� ���X���4�Ã�y�´���X�����1�JÇ¬���¦øºÄÀÉ����� x �
{��®ç������� ���/���4�����º�Ë§¨�{�y���¹�����º�1���4�����{�y�Xy�{�����º�X�P�����{���y� ⇐ Quantité précisée� © Ò J ⇐ Coordonnées de cette quantité� ~°x � Þïª � ~°x � Þïª � ~°x � Þïª �� øºÄyxÍ�è� øºÄyxÍ�ª� ø»Ä1x¨�è� ⇐ Unité de cette quantité� �®ç��������«N � ��� � �®ç��������8N � ��� � �®ç��������«N � ���
� �®ç��������«N � ��� � �®ç��������8N � ��� � �®ç��������«N � ���

z8ÿ-|



� �®ç��������«N � ��� � �®ç��������8N � ��� � °®ç+°�°�°�°«N � ���� ÷Ì�����:���{���P�y�P�����-�����W��§¨�{�y���¹���{�Xy¤¥�/�U���X¤y¤°���¹�¯�X���4��¤°¼��4�W�{���º�/���4�����{�y�� © Ò J� � ~°x � � ~°x � � ~°x �� � � �
� {«ç������ � �®ç������ � �®ç������� ÷Ì�����:���{���P�y�P�����-�����W�y���4��¤°¼��4�W�1���4�����{�y�Xy¤y�X�U���X¤1¤����¹�¯�X�´����¤°¼��4�»�y���4�����{�y�L¤y�4�������y���À�� © Ò J� � ~°x � � ~°x � � ~°x �� � � �
� �®ç������ � �®ç������ � �®ç������� ÷Ì�����-�����y�®��§Í�����{���-�Ó�?�����X�6�y���¢�?©²���®�y�´����¤�¼����»¤¥�X�®���/¤y¤��X�4�¯�X�P����¤�¼����»¤y�4�������y���-�� © Ò J� Þ Þ Þ� � {� æ Ñ ý ö Ñ ªÏØ · ª 5 · ª��������������������� ~�� ß��{�4���º�1���¯�����{���y���U¤y���������1���-���¢¤¥�X�U���/¤y¤��X�4�¯�X�´�����{���y�³¶� z � È w |

. . .��� � � � �
��� Ø ö ß�ú Ê ªÏØ´ß
úïý Ñ ªÏØ������������� ~� 5 �y�������J�y�´���X�����1����
{� ÷Ì�����:���{���P�y�P�����-�����W�y���4��¤°¼��4�ÃÆJ�M§Í�H©����������{���L�y���¢�y�����y�{���4�¯�4�����{�y���U�{���y�4���� © Ò J� � ~°x � � ~°x � � ~°x �� � � �
� yÜç������ � �®ç������ � �®ç������� ½ ú 5

� t�s  w X ì É�P X N ÊËa K ì ION a[P X N[X P T � R � PSR I6V ðNù^_ba X N[X É [�I ]�x �
N a [xX^M x^] [ R L8TÔKYV^N[X^M ì X^M�MWT � X^MÝN Ê X`[�[xX a [nO ì IíN�� ì X^M�MUT � X t! #"%$

�'& �)(N>�� ú ç;è+*ýúûðføRøEîjìPð, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-, � ö Ê ÔÂß
ª Ê §Íæ ½Î½ ú ·�Í æ10»ª Ê ª��¦ªÏØyØ�æ10WªÏØ Ê §Dª Ñ¯Ñ ª«Ô Ñ Þj� �A� zLÞ, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-
z8ÿ ó



ã�� ÷ > ã,�ã.- C & C(�
/& C - � ã C10 Toutes les variables sont en argument

⇓0�(N�³� & ( -Vã C(� î32 ê/ü�*ªúûðføRø�î ìZð4*Ìð�æ?æ/ðfé�æ65�å?ë�å8æ?ðÈøEé=<@)�úûðføRøEî ìZð�)�ë*ø�åRç��87, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-, æ ½Q½ ú ·�Í æ10»ª Ê §¨Ô 5 �¦ªÏØyØ²æ10»ª Ê §Dª Ñ¯Ñ ª«Ô Ñ,, æÐY��ÓÖ¥�XÄX�Ã��§Í�y�´�Á�������XÄ��»��§Í�����4���y�,, ª8�À���������³¶, ���:���������y�Ý¶ · Ö¥�/û��y�º�y�»�E�/���X�H��¼��4�»�y�´���{�����º�y�»� �¾�4�y�y�4���1���{�y�, �Á�������XÄ��J¶ · Ö¥�/û��y�»�y�»�E�X���X����¼����»�y�´���������XÄ��WÆJ�*Y��ÓÖy���, ���¹����¤�¶¥úù�y�y�{���»¤°���y�®�X�4�:ô������ÃÇ¬�4�����¹����¤:9¾zÛÉ,, Ø²���¹�������»¶,, Ñ �H�Ü¶°�¦�?��Öy�{���y�ºß�æÂ÷«úïª Þ Ê �ÚØ1ª:ï ÑU· Ø'ï ö85 ª Ñ æôß������{�¯Þj� ��� z, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-
ã � ÷ > ãÀ�ã;- C & C�� ⇐= Pas deModuleDéclaratif, ����������� Þ, µ/�X�����X�y�����U�H©��������y���, ����������� Þ
ã C - � 0 �ö� ) ã C - �ÒC -�5Dã C 7`ß�ß3ëGø�å8ç��
³! � � � <- �ö� 5:ïÖðfä8=?>@7,)�ã C - �ÒC -�5Dã C 7`ßjß²å?ë�å8æ?ðføRé�<
³! � � � <- �ö� 5:ïÖðfä8=?>@7,)�ã C - �ÒC -�5Dã C 7`ßjß%úûðføRø�î ìZð, ����������� Þ, µ/�X�����X�y�����U���-�������y���, ����������� Þ
³! � � � <- �ö� 5:ïÖðfä8=¿âÆ����7Oß�ß%ê/ü�î4ëGä�ð,, æÐY��ÓÖ¥�XÄX�Ã�y�´���������XÄ��, A

� ã;- � 5B>�)C>@7A
� ã;- � 5B>�)C>@7b�EDFDGDFDGDFDFDGDFDGDFDFDGDFDGDFH¯�

êHü�î4ëGä�ðI=�� �%�ï�ï�J(í�LK�0M(N� �ON:Nfå8æ/ëGúP5�å?ë�å8æ?ðføRé=<87QN:N2��R(�A
� ã;- � 5B>�)C>@7Áå8æ/ëGúP5:ê/ü�î ë*ä�ðI7A
� ã;- � 5B>�)C>@7Áå8æ/ëGúP5:úûðføRø�î ìZð@7

ã # 5:ëGø�å8ç��S=)= â37<-6! �ÒCA
� ã.- � 5B>�)O>@7Ì� � �å�ï� - è�é �¥æ?çZìZæ?î4ú úûðUT¢�

�ÒC�� ã #A
� ã;- � 5B>�)C>@7b�EDFDGDFDGDFDFDGDFDGDFDFDGDFDGDFH¯�A
� ã;- � 5B>�)C>@7

ã # 5:ëGø�å8ç��S=)= â37<-6! �ÒC0 -/&Ì÷
�ÒC�� ã #

�ÒC�� 0�(N�³� & ( -Vã C(� î32 ê/ü�ð4*ýúûðføRøEîjìPðV*Ìð�æ/æ?ðfé�æ
z8ÿ¦�



�ÒC�� �W& �X((>�� úûç;è�*ªúûðføRø�î ìZð

� t}ë  w X ì É�P XbN Ê7a K ì ION a[P X N x N R4x O ì ION���T9N�T ì M t! #"�$
�'& �)(N>�� ú ç;è+*Ìî4è�î4ú ø, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-, � ö Ê ÔÂß
ª Ê ª Ñ ªÏØ ö ß
Ô¢×Uú ö85, Ê §¨ª L Ô¯æ8×Uú ö65 Ø Ê ú ½Q½ ª Ñ ª 5 ×Uúïª«ß
ß
ª_Ø Ê Ô � 5 Ê ö Ñ¢ÊÂÑ ª, ÷�æ Ñ ß
æ �¦ª8× Í ö Ê ª Ê Ô ÷ Ñ ª Ê ú · ×®ª«Ô Ñ Þ · ö Ñ¯Ñ ª · ×®ª«Ô Ñ, æWÎLª · æ Ê æº�¦Ø�ª8× Ñ Ô 5 0»ªQÞùø»Ô¢×U×Ìæ, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-(Y0.� úûç�è+*ýè�ðfê¹ïÖî æ?îjå?ëÖçPä+*Ìî ð�æ?ç ⇐= Appel d′unModuleDéclaratif(Y0.� úûç�è+*ýè�ðfê¹ïÖî æ?îjå?ëÖçPä(Y0.� úûç�è+*ýúûðføRøEî ìZð(Y0.� úûç�è+*Ìð��Z*ªêyçPä�åRæ/î ë*ä�åRð ⇐= Appel desModulesDédiés Précédents(Y0.� úûç�è+*ýêyçPú&�%çPø#*ýð�çPïGëGðfä�ä�ð(Y0.� úûç�è+*Ìð¹ù�çPæ8å(Y0.� úûç�è+*Ìæ?ðÈøEé¥ï�å8îjå
ã�� ÷ > ã,�ã.- C & C��
/& C - � ã C10���0�(N�³� & ( -Vã C(� î4è�î4ú ø[5:ä���ï*ëÖìPä�ð�)�å?ëGä¥ë�å¦)�åA'²ä�î ï})´���?)��Ë�?)��>çZæHêyðV*Ìð $ å¦)�úûçPúûðfä�å\*Ìð $ å¦)^]]ï��)��¨)�å8ðfú&�¥ø�)Æç�ú ðfìZîM*�<�î æ?æ/ð�)�è�ç�ú ðfìZî4è;å\*�<¥îjæ/æ?ð�)´��ë�å\*ªê¹ú )�î ê¹ê@*ªê¹ú )ÆçPúûð�ìZî47, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-, Ñ ªÏØ ö ß
Ô¢×Uú ö85 ÷�æ Ñ æ Ê æº�¦Ø, �¦ª8× Í ö Ê ª Ê ª�÷ Ñ ª Ê ú · ×®ª«Ô Ñ Þ · ö Ñ¢Ñ ª · ×®ª«Ô Ñ,, Ñ �������{�1���{���P��§Í�y�y�Wª Ê ß�ÆJ�M§Í�����y�4�Lw�¤¥�X�UæU�¥�X���®��§¨�X¤y��¼��®� �, �Á�H��Öy���y�»�y�´¤y�����y���H�����y�¹ÞS�����4�����H�����y��¥���¦�X�����|ÇE�X�-�®�����Ü���4�����, zE¼��4���®µ/�X�����y���U¤¥�/� Ñ �y�yÄX�HÞïøº�1�4�Ó�,, ª8�À���������³¶, �-µ²�{��Ä��1�¸¶ 5 ���¾�1���º�y�ºÒ, ����������-¯�X�����´¶'Î«���H�ExÕ�y���U�����4�����¢�/�����¦Ç¬�y�X�y�®���º�4��¤°¼����»�{�²���X� É, �Á�X�Á���À� -¯�X���4�´¶²Î«������x¥�y���¯�����Á���-���®�X������Ç¬�¥�/�y�®���º����¤�¼����W�����E�X� É, ����������-®�H©��Ã¶Õ�¦�/�����{���»�y���U�����4�����¯�±©������4�����y�����, �Á�X�Á���À� -®�H©��W¶Õ�¦�/���������»�y���®�����Á���-���U�H©��������{���y�4�, ���{�y�{�º¶¥×Ì����¤y�®���1�{�����X�, ��Ù¥�y�X�8¶¥×A���Á¤1�¯�1�W�4���¾�1� �/�������, Ò�¶�Î«���H�����y�¢�1���®���������1���y�y�����¯���®�y���¯µ��{��xyÄ����y�����X���{�������, Ò � ¶°�¦�?�����{���º�{�y�{��� �X�{�¢¤°���y�Ü�_9L� �, � � ¶¥�¦�/���4�����º���y�:��� �/���Â�1�����:µ����»������¤��X�����{���L¤°���y�Ü�`9 � �,, Ø²���¹�������»¶, Ò�¶Õª8�y�����¾�y�{�W�1���®µX�/�����1���U�������y�:�Ó�/���ÃÇ��`9 ��zÛÉ

z8ÿ õ



, �Ü¶Õ���/���4�����»�y�����:µ����º������¤����4���{���, �����Á¤y�»¶¥×Ì����¤y�¯�X�P¤¥�X�®�y�º�����Á¤1�¯�4�y�{µ/�X�-�, ������Ä-�ã-®�¥�/�����¸¶¥�¦�/���4�����W�1�»µ��:�����4���W�X�yÄX�y� �X�{���Â�����{���L¿À�y��¶, ������Ä-�ã-®�¥�/�����%9 �²©²Ä��1�Ja³���Á��Ä-�, �y������Ä-�/�1�A-®�¥�X�4���¸¶°�¦�?�����{���º�y�ºµ��{�����4���Ã�X�yÄ��y���X���4�, µ��{�A-®��� ¶°�¦�/���������º�y���Uµ��{�����4�����¯�y���¢�����-���4���¯�y�»�â�X�4���, �X���*-®��� ¶°�¦�/�����{���º�y���¢�/�������������/�������y�U�1���¯�����-�������¯�y�»�Á�X���4�, ������Ä-�6¶Õ�¦�?�����{���»�y�y�:�Ó�X�{���Â���X�y���������6�y�»�EÇ!aÀbaÀba/É, ÎL�:�����4���Ã�X�yÄ��1� �X�{���Â¤y�X�4�������{���,, Ñ �H�Ü¶dcE�´����Ö1�²�y�»�y�»���X�����y���À�y�������{¿À�y�[cº�y�;�1xD÷Ìx 5 ���1Ä������»Ç¬¤yÄ´z õyõ ÞÓz8ÿ � É, �¦�X�4�����PÞ¯z8ÿ õ È, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-(Y0/� úûç;è�*ýè�ðfê¹ïÖî æ?îjå?ëÖç�ä ⇐= Appel d′unModuleDéclaratifã � ÷ > ãÀ�ã;- C & C��, ����������� Þ, µ/�X�����X�y�����U�H©��������y���, ����������� Þ
ã C - � 0 �ö� )¿ã C - �ÒC -e5Dã C 7 ß�ß²ä2��ïGëGìPä�ð
�ï� � > 5¨
47,) ã C - �ÒC -e5Dã C 7 ßjß²å8ë*ä�ëÖå�)Æå '3ä�î4ï
�ï� � > 5¨
47,) ã C - �ÒC -e5Dã C 7,) � ã�� �ÒCf0 ã�& C 5`ßg7 ß�ß=���?)õ�½�
�ï� � > 5¨
47,) ã C - �ÒC -e5h& ( -/7,) � ã�� �öCf0 ãi& C 5=ßg7 ß�ß���)��¨)�å8ðfú&�¥ø
�ï� � > 5¨
47,) ã C - �ÒC -e5Dã C & ( -/7,) � ã � �ÒC10 ã�& C 5`ß»)�ßg7 ßjßX�6çPæ/êyðV*Ìð $ å
�ï� � > 5¨
47,) ã C - �ÒC -e5Dã C 7,) � ã � �ÒC10 ã�& C 5`ß»)jßg7 ß�ß²úûçPúûðfä�å\*Ìð $ å
�ï� � > 5¨
47,) ã C - �ÒC -e5h& ( -/7,) � ã�� �öCf0 ãi& C 5=ß»)�ßO7 ß�ß²çPúûð�ìZîM*�<¥î æ?æ?ð�)

è�çPúûð�ìZî4è;å\*b<�î æ?æ?ð
�ï� � > 5¨
47,) ã C - �ÒC -�5h& ( -j7,) � ã � �ÒC10 ã�& C 51ß»)Ußg7 ß�ß1��ë�å\*ýê¹ú )Æî4ê¹ê@*ªê¹ú
�ï� � > 5¨
47,) ã C - �ÒC -e5h& ( -/7,) � ã�� �ÒCf0 ãi& C 5`ß�)�ß»)�ßg7èß�ß3çPúûð�ìZî, ����������� Þ, ÎÏ�X�����X�y�{���U���-�������1���, ����������� Þ
ã C - � 0 �ö� ß�ß%ë7) V*)Yä2<�)�ë���)YëGè?��)YëGè¥ñ9��)�ëGëÖå�) VEëÖå
�ï� � > 5¨
47 ß�ß²å?ü�)Æå8ú
�ï� � > 5¨
47,) � ã � �ÒC10 ã�& C 5 0 ã�k � 5�åRðÈúD�²øl7;7Yß�ß¥åRðÈúD�²ø#* å8î4úD�%ç�ä
�ï� � > 5¨
47,) � ã � �ÒC10 ã�& C 5:ä���ï*ëÖìPä�ðI7 ßjß���â1)���ñ?)´��ö/)´'²ä¥ë�å¦)��Iâ1)��#ñ/)õ�wö
�ï� � > 5¨
47,) � ã � �ÒC10 ã�& C 5:ä���ï*ëÖìPä�ðI7 ßjß��?�¥æ?ðfè=��)´�?��æ?ðfè@)´��úûç�è@)��wêyçZæ?æ
�ï� � > 5¨
47 ß�ß�åÀ�¥ø�)�å,�?)Æå¹â�)�å/ñ/)�å/ö/)�å?ë
V! � � � m- �ö� 5DïGðfäZ= âÆ���n7 ßjß3úûðføRøEîjìPð�æ?æ?ðfé�æ,, æº� ö ÑU· ª��1���®�����X���LzE¼������¯µ/�X�{���y�4�U¤¥�X�U� �¸������Öy�²�1�º�y� Ñ �y�1Ä��HÞùø»�²���Ó�,, úù�y�{��� �X�{�����/���{���,
 � >�> ê��¥é+* å?ëGúûð45�å,�n7
åÀ�¥øl=ÍåA�²øA�
ä.<o= â

z8ÿyÿ



å8ðfú&�¥ø[5:ä.<87j=ÞåÀ�¥ø Appel d′uneProcédure de cemêmeModule
↙ � >�> å8îã<²ïp*ªè�çPä¥ä�ð�ðfø[5:ä.<@)�åÀ�²ø*)��?��)��Ë�?)��>çZæ/êyðV*ýð $ å¦)�úûçPúûðfä�å[*ýð $ å¦)^]]Äç�ú ðfìZîM*�<�î æ?æ/ð�)�è�ç�ú ðfìZî4è;å\*�<¥îjæ/æ?ð�)´��ë�å\*ªê¹ú )�î ê¹ê@*ªê¹ú )ÆçPúûð�ìZî/)�ä2��ïGëGìPä�ðI7,, · �X�����y���y�ºÒ°z,

 � >�> æ/é�ä�ìZðV*rq�é�åRåRî�5�åÀ�¥ø�)�è�ðfï�å8îjå¦)�åÀ�¥øls è�ðfï�å8îjå¦)´���?)��Ë�?)´��)��¨)�å8ðfú&�²øt*Ìå8î ú&�%çPä@)^]]í�>çZæHêyðV*Ìð $ å¦)�úûçPúûðfä�å\*Ìð $ å¦)ÆçPúûð�ìPî�*b<�î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìPî è�å\*�<�î æ?æ/ð�)^]]ï��ëÖå[*ªê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìZî/)�ä2��ïGëGìPä�ð@7
� &àëu=¿â�)²ä2��ïGëGìPä�ð

�%â45Dë!7j=c��5:ë!7
�Xâ45Dë!7j=P�_5:ë!7

�ÒC��T� &,
ä.<o=lä.<8s¿â
åÀ�¥ø�=ÞåA�²øls è�ðÈï�å8îjå
å8ðfú&�¥ø[5:ä.<87j=ÞåÀ�¥ø
 � >�> å8îã<²ïp*ªè�çPä¥ä�ð�ðfø[5:ä.<@)�åÀ�²ø*)��%â�)��Iâ1)��>çZæ/êyðV*ýð $ å¦)�úûçPúûðfä�å[*ýð $ å¦)^]] çPúûð�ìZîM*�<¥î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìZî4è;å\*b<�î æ?æ?ð�)��;ëÖå\*ýê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìPî.)Yä���ï*ëÖìPä�ðI7,
 � >�> ê��¥é+* å?ëGúûð45�å�â37
å�âf=àå�â�3:å,�,, · �X�����y���y�ºÒ'�,
 � >�> æ/é�ä�ìZðV*rq�é�åRåRî�5�åÀ�¥ø�)�è�ðfï�å8îjå¦)�åÀ�¥øls è�ðfï�å8îjå¦)´��â1)��Iâ1)´��)��¨)�å8ðfú&�²øt*Ìå8î ú&�%çPä@)^]]í�>çZæHêyðV*Ìð $ å¦)�úûçPúûðfä�å\*Ìð $ å¦)ÆçPúûð�ìPî�*b<�î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìPî è�å\*�<�î æ?æ/ð�)^]]ï��ëÖå[*ªê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìZî/)�ä2��ïGëGìPä�ð@7
� &àëu=¿â�)²ä2��ïGëGìPä�ð

��ñd5Dë!7j=c��5:ë!7
�wñd5Dë!7j=P�_5:ë!7

�ÒC��T� &,
ä.<o=lä.<8s¿â
åÀ�¥ø�=ÞåA�²øls è�ðÈï�å8îjå
å8ðfú&�¥ø[5:ä.<87j=ÞåÀ�¥ø
 � >�> å8îã<²ïp*ªè�çPä¥ä�ð�ðfø[5:ä.<@)�åÀ�²ø*)���ñ?)��#ñ/)��>çZæ/êyðV*ýð $ å¦)�úûçPúûðfä�å[*ýð $ å¦)^]] çPúûð�ìZîM*�<¥î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìZî4è;å\*b<�î æ?æ?ð�)��;ëÖå\*ýê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìPî.)Yä���ï*ëÖìPä�ðI7,
 � >�> ê��¥é+* å?ëGúûð45�å/ñ47
å/ñv=àå/ñE3:å�â,, · �X�����y���y�ºÒ²È,
 � >�> æ/é�ä�ìZðV*rq�é�åRåRî�5�åÀ�¥ø�)�è�ðfï�å8îjå¦)�åÀ�¥øls è�ðfï�å8îjå¦)´��ñ/)��#ñ/)´��)��¨)�å8ðfú&�²øt*Ìå8î ú&�%çPä@)^]

� �A�



]í�>çZæHêyðV*Ìð $ å¦)�úûçPúûðfä�å\*Ìð $ å¦)ÆçPúûð�ìPî�*b<�î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìPî è�å\*�<�î æ?æ/ð�)^]]ï��ëÖå[*ªê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìZî/)�ä2��ïGëGìPä�ð@7
� &àëu=¿â�)²ä2��ïGëGìPä�ð

��öd5Dë!7j=c��5:ë!7
�wöd5Dë!7j=P�_5:ë!7

�ÒC��T� &,
ä.<o=lä.<8s¿â
åÀ�¥ø�=ÞåA�²øls è�ðÈï�å8îjå
å8ðfú&�¥ø[5:ä.<87j=ÞåÀ�¥ø
 � >�> å8îã<²ïp*ªè�çPä¥ä�ð�ðfø[5:ä.<@)�åÀ�²ø*)���ö?)��#ö/)��>çZæ/êyðV*ýð $ å¦)�úûçPúûðfä�å[*ýð $ å¦)^]] çPúûð�ìZîM*�<¥î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìZî4è;å\*b<�î æ?æ?ð�)��;ëÖå\*ýê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìPî.)Yä���ï*ëÖìPä�ðI7,, · �X�����y���y�P�����Á¤y�U�1�Ã�<§¨��¤°�����/���{���,
 � >�> ê��¥é+* å?ëGúûð45�å/ö47
å/öv=àå/öE3:å/ñ,, �¦ª8× Í ö Ê ª Ê §Íú 5 ×®ª:0 Ñ æ8×Uú ö85 ÷�æ Ñ æ Ê æº�ÚØ,, úù�y�{��� �X�{�����/���{���â�y�»�<§¨�:�������/���{���ÁÒ��ÓÖ¥�/¤y�¢- � 9ÂÒ��Mz�- � ¤°���y�U���º���X�yÄ-È,
� &àëu=¿â�)�ä2�;ï*ëÖìPä�ð

��5:ë!7j=o��ö�5:ë!7
�/�¥æ?ðfè��d5:ëu7j=P��ö�5:ëu7

�ÒC��T� &,, úù�y�{��� �X�{�����/���{���â�y�ºÙ¥�1�{�ÛÇua/É,
� &àëu=¿â�)²ä2��ïGëGìPä�ð

'²ä�ëÖåw5Dë!7<=c�Ë�d5:ë!7
�ÒC��T� &,, ýT���y�����»���1�¯�{�º¤¥�X�®�y�º�����Á¤1�,
� & A

!oã >�� 5�åÀ�¥ø K åA'3ä�î4ïu7,
åA�²øe=ÞåÀ�¥øls è�ðfï�å8îjå,, ýT���y�����»���1�¯�{���U�{��Ä��y���,
� & ëu= â1)3ä���ï*ëÖìPä�ð,, · �X�����y���y��÷8�����1���������y�»¶,

�?��æ?ðÈè+5:ëu7j=P��5:ëu7Qs è�ðfï�å8îjå#>n5¨���n>��#ö�5:ë!7�3 �Zþn>��#ñ�5:ë!7;s ö28V>��IâV5:ë!7|3(þn>Æ'²ä¥ë�åw5:ëx7;7;N4ñ ò
� � z



,, · �X�����y���y�¦�����y�{Ù¥���/�����y�º¶,
��úûç�èy5:ëu7j=c�?��æ?ðfèy5:ëu7¨3Iñ���âI>n5}��5Dë!7¨3|�?��æ?ðÈè=�d5:ëu7Q7QN ñ289�

�öC��T� &,, · �X�����y���y�»� �¾�1�����:µ����Ã�y�´���²�y�:Ù¥�E�?�����1�U�X�6�����Á¤y�»¶y��¤y�,
 � >@> êyî4ïGê¹é¥ïp*b�>ê�å\*ªè�ð�æ/ë»�Pð�ð45�åÀ�¥ø�)´��úûç;è�)��wêyçZæ/æÆ)��>çZæ/êyðV*ýð $ å¦)�úûçPúûðfä�å[*ýð $ å¦)^]] çPúûð�ìZîM*�<¥î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìZî4è;å\*b<�î æ?æ?ð�)��;ëÖå\*ýê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìPî.)Yä���ï*ëÖìPä�ðI7,, · �X�����y���y� · �����4���H�����1�W¶,
� & ëu= â1)3ä���ï*ëÖìPä�ð

��5:ëu7j=c��5Dë!7Qs è�ðÈï�å8îjåt>�5:þ�>��wêyçZæ?æ65:ëu7Qs âfþn>��#ö�5:ëu7¨3 �n>��#ñ�5:ëu7;så�IâV5:ëx7Q7QN ñ ò
�öC��T� &,, · �X�����y���y�»� �¾�1�����:µ����Ã�y�ºÒ�¶²�,
 � >@> êyî4ïGê¹é¥ïp*b�>ê�å\*ªè�ð�æ/ë»�Pð�ð45�åÀ�¥ø�)´��)õ��)õ�6çPæ/êyðV*Ìð $ å¦)�úûçPúûðfä�å\*Ìð $ å¦)^]] çPúûð�ìZîM*�<¥î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìZî4è;å\*b<�î æ?æ?ð�)��;ëÖå\*ýê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìPî.)Yä���ï*ëÖìPä�ðI7,, Ñ ���/Ð��������/���{����¶,
� & ëu= â1)3ä���ï*ëÖìPä�ð

'²ä¥ë�åw5:ëu7<=P�IâV5:ëu7
�IâV5:ëu7j=P�#ñ�5:ëu7
�#ñ�5:ëu7j=P�#ö�5:ëu7
�#ö�5:ëu7j=P�h5:ëu7
�?��æ?ðÈè=�d5:ëu7j=P�?�¥æ?ðfè+5:ë!7

�öC��T� &,
 � >@> ê��²é�* å?ë*ú ðn5#å?ë!7,
ä2<o=lä.<8s â
åRðÈúD�²ø[5Dä.<�7j=ÞåA�²ø
 � >@> å8î9<¥ïz*ýè�ç�ä�ä�ðfðfø[5Dä.<�)�åÀ�¥ø�)´��)��¨)��>çZæ/êyð4*Ìð $ å¦)�úûçPúûðfä�å\*Ìð $ å¦)^]] çPúûð�ìZîM*�<¥î æ?æ?ð�)�è�çPúûð�ìZî4è;å\*b<�î æ?æ?ð�)��;ëÖå\*ýê¹ú )Æî4ê¹ê@*ýê¹ú )ÆçPúûð�ìPî.)Yä���ï*ëÖìPä�ðI7

�ÒC��T� &
�ÒC��L0�(N�³� & ( -�ã C�� î4è�î4ú øxxx

�ÒC�� �W& �X((>�� úûç;è�*ýî4è�î4ú ø

� � �



� tS� M ION aZP X N x^]jP TÒ[�T8V R  
�'& �)(N>�� ú ç;è+*ýè�ðÈê¹ïÖî æ?îjå?ëÖçPä+*Ìî ð�æ?ç, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-, � ö Ê ÔÂß
ª Ê ª Ê ª · ß
æ Ñ æ8×Uú ö85 Ê ªÏØ[ÎAæ Ñ úùæLýÜß
ªÏØ, Ê Ô � ö Ê ª«ßÌªãæLª Ñ ö Ê Ð 5 æL��ú L ÔÂª,, �¦�/��Öy���{�y�»ß�æL÷8úïªüÞ Ê �ÚØ²ª�ï ÑU· Ø�ï ö85 ª Ñ æ ß����{���®Þj� �A� È, Þj�X�y���{���H�1� �A� ÈÛÞ, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-
ã�� ÷ > ã,�ã.- C & C��, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-, ÷�æ Ñ æL�¦ª8× Ñ ªÏØ, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-, Ê ª · ß�æ Ñ æ8×Uú ö65 Ê ªÏØ´÷°æ Ñ æº�¦ª8× Ñ ªÏØ Ê ªÏØ ½ ú ·�Í úïª Ñ Ø, ������������������������� ~,, 5 ���³�y���»�y�ºÙ¥�ÓÖy�{���®�Á�?©²���¾�y� Æ¸���{���
ã C - � 0 �ö� )�÷ � � � � � - �%� ßjß%ä?'²êHü�úûî $ = âÆ�,, 5 ���³�y���»�y�»�y���4���{�����®�Á�?©²���¾�1� ��Ù´���º�������1µX�»�y�´Ùy�ÓÖy�����
ã C - � 0 �ö� )�÷ � � � � � - �%� ßjß%ä�è�ç�øEúûî $ = �,, ×Aæ¢úïß
ßÌªÏØ���æ`{Âú¹��æLß
ªÏØ Ê ªÏØP×AæÂýÜß
ª«æ®Ô|{, ������������������� ~,, 5 ���³�y���»�Á�?©²���Á�X���Ë§¨�����������-���¯�1�{µ������X�-�®�y��������¤1�,
ã C - � 0 �ö� )�÷ � � � � � - �%� ßjß%ä�ðfïÖå8úûî $ = ñ1�,, 5 ���³�y���»�Á�?©²���Á�X���1�W¤y�X�����,
ã C - � 0 �ö� )�÷ � � � � � - �%� ßjß%ä���î4ïGðfúûî $ =v�,, 5 ���³�y���»�Á�?©²���Á�X���1�»�������ãÇ����y�®�y�{���������������X�-�¢���¾¤¥�X�{�,
ã C - � 0 �ö� )�÷ � � � � � - �%� ßjß%ä�ä�ç�ðfé¥è�úûî $ =v�1�,, 5 ���³�y���»�Á�?©²���Á�X���1�W�1���y�y�����¯�����y�����4�¥�X�-�Â�{���U¤°��� �/�������,
ã C - � 0 �ö� )�÷ � � � � � - �%� ßjß%ä��%çPï*ú î $ = âÆ���, xxx, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-, ÎÎæÂß
ªÏÔ Ñ Ø Ê ª8×®ª Ñ ��ú 5 ª«ª_Ø´æ®Ô Ê ªÏ÷°æ Ñ ×, -·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-·-Ô-·-·-·-
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,, Ê ª · ß�æ Ñ æ8×Uú ö65 Ê ªÏØ Ê ö65I5 ª«ªÏØ Ê ªÏØ ½ ú ·�Í úïª Ñ ØPæ ö Ô1Î Ñ ú Ñ, Ç · �8Ø²�y�y�4���1���{�y�»���������1����-UÙ¥�ÓÖ1������É, ���������������������������}� ~,, 5 ���³�y���»�y�ºÙ¥�ÓÖy�{���4�¢ÆJ���{���
ã C - � 0 �ö� ß�ß3ä.<+*B'3ê/ü,, Î«���H�����1�¢�y���¢�1���¾�y�4�º�y�ºÙ¥�ÓÖy�������¯ÆJ���1µ����{�
ã C - � 0 �ö� ) � ã�� �ÒCf0 ãi& C 5:ä�'²ê/ü¥úûî $ 7íßjß3ä2<='²êHü�çPé�å,, Î«���H�����1�¢�y�´�ÓÖy���Á�{�´�Ë§D�X����¼��Â�X�PÙ¥�ÓÖy�{���®�y�»�y���1�y������, �¦�/���������»�y���®�y�����U�y�ºÙ¥�ÓÖy�{���®���, �y���¯������¿À�y�H�������¢�1�»Ùy�ÓÖy�����®Æ����²µ²�4���
V! � � � m- �%� 5DïGðfäZ=N�1�n7,) � ã � �ÒC10 ã�& C 5:ä?'3ê/ü¥ú î $ )�ä�'²ê/ü¥úûî $ 7wß%ßfêHü�ðfú ë*ä�çPé�å�)~]]ï'3ê/ü�ç�é;å¦)^]]Äð¹å?ëGçPé;å,, ÎÎæÂß
ªÏÔ Ñ Ø´÷«ÔÂýÜß�ú L ÔÂªÏØ, ����������� Þ,, �¦�X�4���»µ����{�y�Á�{¿À�y�º�y�»�M§¨�X���ºÇ¬����øºÄ�ï/�ÁÈ-É, Ç · �8Ø²�y�y�4���1���{�y�»�������A-UµX���-�±É�ï� � > 5¨
47Oß�ß3úÝ�Pç�ïp*Ìî4ëGæ,, ÎÎæÂß
ªÏÔ Ñ Ø´÷ Ñ ú�ÎLªÏªÏØ�¶y×Aæ¢úïß
ßÌª Ñ ª«ª«ß
ßÌª Ê ª_Ø6×ÌæLýÜß
ª8æ®Ô�{, ���������������������������}� Þ,, 5 ���³�y���»��§Í���{�������-���®�y�:µ²�{���X�-�®���³�����y�, Ç · �8Ø²�y�y�4���1���{�y�»�������A-®¤-Ò�� Éã C - � 0 �ö� ß�ß3ä�ðfïÖå\* å8çPé�æ, xxx,, æ®Ô¢× Ñ ªÏØZÎAæLß
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�ï� � > 5¨
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xxx, ×AæÂýÜß
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�ÒC�� �W& �X((>�� úûç;è�*ªè�ðfê¹ïGî æ?îjå8ëGçPä�*ýî ð�æ?ç
� tuÇ  w X ì É�P XbN[X�� ]°ð[R X`[cN[Xc[ x M a[P VWT6V=M
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�� Ê ö65I5 ª«ªÏØ Ê ª Ê ª«÷�æ Ñ ×����������� ~�� ß��ºÙ¥�ÓÖy�{���®�y���¯�4���4�y�{���/���»¶�
¶B� Ü íïñ ëd� � ì é:�Ìó³ñ�èI�B
¢õ¹ñ�� ì8� � Üj��ë ñ �M� óB{«ç�î:
®é� ×Ì����¤y�®���1�{�����X���� x � Þïª ��®ç��������8N � ���� ×Ì����¤y�UÙ¥�¥�/����������
{����®ç��� ÷A�X�¯�y�º������¤y�U�1�����{��������������
�®ç��þ{� Ñ ªÏØ1ÔÂß�×Aæ8×¯Ø Ê Ô · ö Ê ª������������� Þ�� Ø ö ß�ú Ê ª z������������� ~�� 5 �y�������J�y�´���X�����1�¸¶���
{� ÎÏ�/�����1�U�y���1���¾�y�4�º�y�»�y���y�y�����¢�*Y��ÓÖy�����³¶� ~
y� 5 ���¾�y�4�»��§¨�:�������/�������Ú¶� ~
{������þ{� ×Ì����¤y� J��� 5 � Ç¬��É Ç¬���X�ÕÉ����� ÞÓx ��� ª+�¯~ ÞÓx ��� ª �
{ �®ç������������8N � � ê {«ç¢¾�¾d°�°dº@°8N � ���
y {«ç������������«N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°@°dº��8N � ���
° yÜç������������«N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°@°«ÿ��8N � ���
º °®ç������������«N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°�º��^{�N � ���
¾ º¯ç������������«N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°�º�ºÏÿ8N � ���
ÿ ¾Üç������������«N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°;¾Z��°8N � ���
4 ¾Üç������������«N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°;¾:4�º«N � ���
F ÿ®ç������������«N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°Ïÿ�¾:4AN � ���
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� 4Tç������������«N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°�4d¾�yÎN � ���
{�� F®ç������������8N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°:F«ÿ��8N � ���
{�{ �®ç������������8N ê ��y ê {Ïç¢¾�¾X°���F^{�N � ���
{�y {«ç|{����������8N ê �^{ ê {Ïç¢¾�¾¯ºÐ{�{?º«N � ���
{�° {«ç½yZ���������8N ê �^{ ê {Ïç¢¾�¾¯º`y�¾Z�8N � ���
{?º {«ç+°����������8N ê �^{ ê {Ïç¢¾�¾¯º@ºþ{�4AN � ���
{�¾ {«ç�º����������8N ê �^{ ê {Ïç¢¾�¾¯º`¾�F«ÿ8N � ���
{
ÿ {«ç½¾Z���������8N ê �^{ ê {Ïç¢¾�¾¯ºQ4Îÿ�F8N � ���xxx����F�¾ �®ç���Fdº;y8��yÎN � �^{ ê {Ïç¢¾�¾Qÿ�4��«ÿ8N � ���
����F«ÿ �®ç���F�¾�y8��yÎN � �^{ ê {Ïç¢¾�¾Qÿ����^{�N � ���
����Fj4 �®ç���F«ÿ�y8��yÎN � �^{ ê {Ïç¢¾�¾:4�y�F�¾ÎN � ���
����F�F �®ç���Fj4dy8��yÎN � �^{ ê {Ïç¢¾�¾:4�¾Z���8N � ���
����F�� �®ç���F�F�y8��°8N � �^{ ê {Ïç¢¾�¾:4Z���dº«N � ���
������� �®ç���F���y8��°8N � �^{ ê {Ïç¢¾�¾�F;y�y�F8N � ���
�����^{ �®ç�������y8��°8N � �^{ ê {Ïç¢¾�¾�F;¾Qÿ^{�N � ���
������y �®ç����^{�y8��°8N � �^{ ê {Ïç¢¾�¾�F����dº«N � ���
������° �®ç�����y�y8�dº«N � �^{ ê {Ïç¢¾�¾Z�;y�¾¯º«N � ���
�����dº �®ç�����°�y8�dº«N � �^{ ê {Ïç¢¾�¾Z�Ïÿ^{?º«N � ���
������¾ �®ç����dº;y8�dº«N � �^{ ê {Ïç¢¾�¾Z����F^{�N � ���
�����«ÿ �®ç�����¾�y8�dº«N � �^{ ê {Ïç¢¾Qÿ��@°�¾:4AN � ���
�����j4 �®ç����«ÿ�y8�dº«N � �^{ ê {Ïç¢¾Qÿ���4�º��8N � ���
������F �®ç����j4dy8��¾ÎN � �^{ ê {Ïç¢¾Qÿ^{@{�°^{�N � ���
������� �®ç�����F�y8��¾ÎN � �^{ ê {Ïç¢¾Qÿ^{¯¾�yZ�8N � ���
{�������� �¯ç������;yZ��¾ÎN � �^{ ê {«ç¢¾Qÿþ{���°�°8N � ���
{������^{ {Ïç���������°��8N � ��y ê {«ç¢¾Qÿ;yX°dº�º«N � ���� ½ ú 5
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÷ ×±×³Ìùø�Ì �

e jØþ gÞÝ móþ Ìó× Ó öík³Ë Ý Ìóö þ Ú Ó�ËÖÊ�ÙÝÌóö
ß �AÊ�×ýÓ�Ì^Ë g j Ý;Ú ÓÖÊ/jØ×

÷A���y�Ã�y�å�������Á���À�Ã���X�y¤y���
e
�¥�X�1�Ã�<§¨����¤¥�X���=Æ´���:©Ý�1��Ä��4���³�1�â���{�����4����¤y�X�Ã�1�²���y��

vi

���
θi

Ì�����
�����������¾�y��µX���H�����1���1�²�¥�/� {ρ} �1�6�M§Í��¿À�¥�/��������Ç¬wyx"�XÈXwÀÉ±Î��§¨�±©1¤1���������-�¸��� �1���{���{���X�-�Ã�����³¤����:Ò��9p������
��§Í���-������¤°��� �/������� Q � R ¶

vi = Nijρj

θi = ψijρj
(i = 1, 2, 3; j = 1, . . . , 12)

Ç�0¸x{z}É
��ÙP�����U�y���²©´�Á�/�����������U��§Í���-������¤°�����/���{���

[N ]
�H�

[ψ]
�����-�Ã¶

[N ] =



a1 0 0 0 0 0 a2 0 0 0 0 0
0 b1 0 0 0 b2 0 b3 0 0 0 b4
0 0 b5 0 b6 0 0 0 b7 0 b8 0




Ç�0¸x��XÉ
���»¶

[ψ] =




0 0 0 a1 0 0 0 0 0 a2 0 0
0 0 c5 0 c6 0 0 0 c7 0 c8 0
0 c1 0 0 0 c2 0 c3 0 0 0 c4




Ç�0¸xDÈ�É

θ2
A

1θ
A v1

A

θ3
A

v2
A

θ2
B

θ3
B

v3
B

BA

v2
B

v1
B

1θ
B

v3
A

�������¢0¸x:zL~6ª8�����Á���À�®�1�W¤°���1�����WÆ¸�y����©P�y�����y�y�¢�Eµ���� ó �y��Ä������¢�y�»�{���°���4���L¤¥�X�U�1�²���y�

� �yõ



ß
���®������Y����{���-���
ai (i = 1, 2)


bi
�H�
ci (i = 1, . . . , 8)

�4���-�Ã¶

a1 = 1− ζ Ç�0JxÍwÀÉ

a2 = ζ
Ç�0¸xD|�É

b1 = 1− 3ζ2 + 2ζ3 Ç�0¸x ó É

b2 = L
(
ζ − 2ζ2 + ζ3

) Ç�0¸x��XÉ

b3 = 3ζ2 − 2ζ3 Ç�0¸x õ É

b4 = L
(
−ζ2 + ζ3

) Ç�0¸x,ÿ�É

b5 = 1− 3ζ2 + 2ζ3 Ç�0¸x{z � É

b6 = L
(
−ζ + ζ2 − ζ3

) Ç�0¸x{z�z}É

b7 = 3ζ2 − 2ζ3 Ç�0¸x{z��XÉ

b8 = L
(
−ζ2 + ζ3

) Ç�0¸x{z}È�É

c1 =
6

L

(
−ζ + ζ2

) Ç�0¸x{zEw-É

c2 = 1− 4ζ + 3ζ2 Ç�0¸x{zÛ|XÉ

c3 = −c1 Ç�0¸x:z ó É

c4 = −2ζ + 3ζ2 Ç�0¸x{z,�XÉ
c5 =

6

L

(
−ζ + ζ2

) Ç�0¸x{z õ É

c6 = 1− 4ζ + 3ζ2 Ç�0¸x{z8ÿ�É

c7 = −c5
Ç�0¸x�� � É

c8 = 2ζ + 3ζ2 Ç�0¸x��²z}É
�Eµ�����¶

� � ÿ



ζ =
x− xi

L

Ç�0¸x��A�XÉ
��Ù

L
���¹�¯� �¾���X�yÄ��y���y�U�y�»�M§Í���{�������-�®�y�»� �%���X¡��¨�í_^���XxÌÇ�0¸x{zÛÉÏ��§Í�����4�{�¯���X�y�¯���X�����L�â�?�����{���{�����{�Ã¶

{v} = [N ] {ρ}
{θ} = [ψ] {ρ}

Ç�0¸x��XÈ�É
æ ¤¥�X�¹�����T�y�Ã�����4���»�â�?�����{���L�Ë§¨�{�À�����4¤������/���{������ �¸�Á�/���4�����Â�â�X�4���»�y�»�M§Í���{�������-�

e
���4�¯�4�����4���1µX����¶

[M e] =
∫

V
[N ]T me [N ] dV

Ç�0¸x��?wÀÉ
�����:�º¶

[M e] = meLeAe

[
[M11] [M12]
[M21] [M22]

] Ç�0¸x���|XÉ
��Ù�¶

[
M11

]
=




1
3

0 13
35

+
6Je

y

5AeLe2
symétrique

0 0 13
35

+
6Je

y

5AeLe2

0 0 0 Je
x

3Ae

0 0 −11Le

210
− Je

y

10AeLe 0 Le2

105
+

2Je
y

15Ae

0 11Le

210
+ Je

z

10AeLe 0 0 0 Le2

105
+ 2Je

z

15Ae




Ç�0¸x�� ó É

[M21] =




1
6

0 9
70
− 6Je

z

5AeLe2
antisymétrique

0 0 9
70
− 6Je

y

5AeLe2

0 0 0 Je
x

6Ae

0 0 13Le

420
− Je

y

10AeLe 0 −Le2

140
− Je

y

30Ae

0 −13Le

420
+ Je

z

10AeLe 0 0 0 −Le2

140
− Je

z

30Ae




= [M12]
T

Ç�0¸x����XÉ

[
M22

]
=




1
3

0 13
35

+ 6Je
z

5AeLe2
symétrique

0 0 13
35

+
6Je

y

5AeLe2

0 0 0 Je
x

3Ae

0 0 −11Le

210
+

Je
y

10AeLe 0 Le2

105
+

2Je
y

15Ae

0 −11Le

210
− Je

z

10AeLe 0 0 0 Le2

105
+ 2Je

z

15Ae




Ç�0¸x�� õ É

ß
�J�Á�/���������L�y�»���{Ä����1�{���¢�y�»�M§Í���{�������-�
e
µ/�X�²�Ã¶

�²z �



[Ke] =

[
[K11] [K12]
[K21] [K22]

] Ç�0¸x���ÿ�É

[
K11

]
=




EeAe

Le

0 12EeJe
z

Le3
symétrique

0 0
12EeJe

y

Le3

0 0 0 GeJe
x

Le

0 0 −6EeJe
y

Le2
0

4EeJe
y

Le

0 6EeJe
z

Le2
0 0 0 4EeJe

z

Le




Ç�0¸xDÈ � É

[
K21

]
=




−EeAe

Le

0 −12EeJe
z

Le3
antisymétrique

0 0 −12EeJe
y

Le3

0 0 0 −GeJe
x

Le

0 0 −6EeJe
y

Le2
0

2EeJe
y

Le

0 6EeJe
z

Le2
0 0 0 2EeJe

z

Le




=
[
K12

]T Ç�0¸xDÈ1z}É

[
K22

]
=




EeAe

Le

0 12EeJe
z

Le3
symétrique

0 0
12EeJe

y

Le3

0 0 0 GeJe
x

Le

0 0
6EeJe

y

Le2
0

4EeJe
y

Le

0 −6EeJe
z

Le2
0 0 0 4EeJe

z

Le




Ç�0¸xDÈ��XÉ

��Ù
Je

x


Je

y


Je

z

�4���-�Ú���������������-���P��§Í���1���4�����/
Ee ���Ý�Á���y�y�{����§¨��� �X�¹���{���{������§ ÐÏ���y�yÄy

Ge ���Ý�Á�/Þ
�y�y�{�Ã��§Í�����X�4�������{���W�y�¾�������X���{���������-�®�H�

Ae �M§¨�X�{���W�y�³���Á�������������Ú�1�¾���H�L���{�������-�Ex�÷Î�/�L�H©²����¤y�{�X°¤����1��M§Í�H©²����¤y�{�L�y�»� �¸¤°���1���4�º�y�»�M§q¤�Ä1Ä.�4.E�Bì¦¥�����¯�����������Uµ/�X�{���-�»¶
EeAe = ES = 6.107N
EeJe

y = EIyy = 500Nm2

EeJe
z = EIzz = 4500Nm2

mvJ
e
x = mvI0 = 19, 5.10−5Kg/m

ml = 2, 34Kg/m
GeJe

x = GI0 = 1923, 0769Nm2

Le = 0, 1m

Ç�0¸xDÈ�È�É

�²z�z



÷ ×±×³Ìùø�Ì �

i=×ýÓ(m l Ë Ú ÓÖÊ/j × × k±þ m^ËÿÊ�� k³Ì

Ê �X�y�®� �¾������Öy���y�º�y���¯���{�������-���ÜÙy�y����¥�����U�Á�/�����������Ü�Á�X�4��� [M ]
y�y�»�4��Ä��{�y�{���

[K]
¥��§¨�X�����4�����4���HÞ

�Á���-�
[C]

�H�Ü���®µ����������y� {f} �1���Ü�4�����{�����:�Ó�/�������1�Î���X�À�T�H©²¤y�4�������Ï�����y�Ï���������¯��§¨�{�-����ÄX���X�{���ÏÆ³�y��À�y���²©���6���4�����U�y�{�Á���y���{���y�Ü�1��Ù¥�y�{���¯���y�®�y�´���{�������-�®�y�ºµ��X���y���º�������
V e ¶

[M ] =
∫ ∫ ∫

V e
[M e] dV e

[K] =
∫ ∫ ∫

V e
[Ke] dV e

[C] =
∫ ∫ ∫

V e
[Ce] dV e

{f} =
∫ ∫

Se
{f} dSe

Ç Í x{z}É

÷A���1�¸�������1Î�{���¸���²���4�y���y�1�����J�y���
r
¤°�����-���³��§¨�{�-����ÄX���/�������

ξi (i = 1, . . . , r)
���J�y���¸������Y����{���-���

�y��¤����1�y�����/���{���ãÇ¬����¤����{�y�ÓÉL�������4����¤°���y�y�X�-�
ωi

�����-�¾�²�����{���4������x�ß
��������Öy�²�1���1�[0»�X�y���ïÞïß���ÄX���y�y�4�
���¹�¸�y�y�6������Öy�²�1�=��§Í���-����Ä����/�������å���1�Á������¿À�y�=ÆÚ�y�y�6�y�{�Á���y���{��������¼��¸�²�����{���4���â�y�X�y�¾���X¿À�y���{���â�{���

r������Y����{���-���
ωi

���«�/�y���������4���
ξi
���X�À�Q�y�������������1���Q�y�T�â�X�1��¼��4�TÆ¢���-����Ä������Î�H©1�X�H�����Á���À�«�1���Q¤°���{Ò��9pX�Á���

��§Í�����y�4�
m ≤ 2r− 1

x²÷A���1�T����� �1À�<§¨�{�À����Ä����X���®��§Í�y�y�¢�����y���������Á¤��X�{Ò��y����� �X�{�
f (ξ)

���4�T������¤y���X�����Â¤¥�X�
�y�y�»���X�¾�y���y�X���4���6���{�y�E�X�{���¢�y�»�����®µ/�X�����y���®�/�²©P¤°�����-���U�Ë§¨�{�À����Ä����/���{���

ξi
y���������Â¿��1��¶

∫ 1

−1
f (ξ) dξ =

r∑

i=1

ωif (ξi)
Ç Í x��XÉ

de variable
Changement

l
2ξ 2(  −   )l ξ

l

b =  = 10l
3

55−
3

5

1

l/2 = 5a = 0

f(  )ξFonction 

Longueur ξ

f(x)

x

3

3

−1

3

1
3

1 0 1−1

f(0)

������� Í x:zº~=ªÎ©²����¤y���º�1�»���X�y���������P�1�������{�����L¤��X�y�U�M§Í���-����Ä����?�����X�=�À�y�Á�����{¿��1�

�²z��



ß
���¢�1�{Ð��������-�����¯µ/�X�����y���®�y���¢���²���4�y���y�1�����¢¤��X���-���®��§Í���-����Ä����?�����X�
ξi
���¢�y���¢������Y����{���-���¯�y�W¤�����Þ

�y�����/���{���¾�������4����¤°���y�y�X�-�
ωi

¤����1µ����À�Ï�4�Ü�����X�1µ����8�¥�X�y� Q | R x�ß����8������Öy�²�1���Q��§Í���-����Ä����/���{���¾�À�y�������{¿À�y�
���-�Ì�����Ï¤y�4�������-�������Q¤°���y�
�M§Í���{�������-�Ì�y�_�4�����������1���Xx/ß
�®�����X�1��¤°�����:�����X�º¤����1�A�y�W���{�������-�Ì����������§Í��Ð��������y�
���´�1���{���{���X�-�Ü���³�������³�y���º�4�y�{µ/�X�-���¸¶

∫ b

a
f (ξ) dξ =

∫ 1

−1

(
b− a

2

)
f

(
a+ b

2
+
b− a

2
u

)
du

Ç Í x¨È-É
æÌµX���W�M§Í�H©²����¤y���º�1�W���%���X¡E�¨�8�Ò���XÌÇ Í xDÈ-ÉT�1��µ������À�W¶

∫ 10

0
f (ξ) dξ =

(
10
2

) (
f
(

10
2

+ 10
2

(
− 1√

3

))
+ f

(
10
2

+ 10
2

(
1√
3

)))

=
(

10
2

)

2

(
10
2

+ 10
2

(
− 1√

3

))

10
+ 2

10−
(

10
2

+ 10
2

(
+ 1√

3

))

10




= 10
√

3−1√
3
' 4, 2265

Ç Í x¨w-É

�²z}È



÷ ×±×³Ìùø�Ì i

mÒÓ f j ß³Ì ßck öïjnk±öj�9Ìûö gÞÚ ÙÝÌ

· �������«�Á�H��Öy���y�8¤°���������
�1�Ï���X�����y����������� nvp

¤y�4������¼�������µ/�X�{���y�4��¤y����¤1�����
��§Í�y�W�4Ò��4��¼����TÆUÄ����X�y�y���
�y�������1�����X�y� Q ó R µ������{Ù¥�X�-�Ã¶

λi [M ]
{
X i
}

= [K]
{
X i
}

=
{
F i
} Ç�úÓx{z}É

��Ù
λi ���¹�6�y�y���1���âµ/�X�{���y�4�=¤y���X¤y�����=�y�Ú������������¿À�¥�/�������ä���

X i ������µX���������y�6¤1����¤y�4���X�4���������¦�y�
�y�������1�����X�

n
´ x

Údt�u M x V ð ION[X N[X P¦ÊR V x [�T6V R IVK R K�L�X`[XM�X
÷Î�X�¯� �J���y�:���/��EÒ��X�-�L�°�����X���¦�Ë§¨�1�����{�������®� �J�Á�H��Öy���y�»�y�³�<§¨�:�������/�������6�{�ÀµX���4���X��������4�L¤1�����������X�1���W�y�

�y�������{���º�����¢�1�{Ð��������-�����®�H�Ó�X¤°���W¶
z�xU×Ì���1�¯��§¨�X�°������

[K]
���4�¯�������X�yÄ��1� �X�4�������Â�4���y�®� �¾�����4�Á�L�Á�/�����������������¯���1�{µ/�X�-���J¶

[K] = [L] [S]
Ç¬úÓx"��É

��Ù
[L]

���4�º�1�y�¾�Á�/���4�����»���4� �X�1Ä��y� �/�����»�{�1�����4�����1���W���
[S]

���4�º�1�y�¾�Á�/���4�����»���4� �X�1Ä��y� �/�����º�4�y¤°�HÞ
�4�����1���Xx

�²x®Ô¯��µ����H�����y�J���y�:��� �/� {V 1} ���4�J�ÓÖy���{���_�y�â�������{�Á�4���4���6¿��Ë§¨�{�_�4���{�³�y��� ���¹��Öy��ÄX���¥�X�_�X��µ����������y�
�ÓÖy�����ÓÖy�/�¤1�y����¥� �¾���X�����{���:�Ó�/������� {F 1} ���4�¯�E�X�{���y�{���L�������{�L¿À�y��¶

{
F 1
}

= [M ]
{
V 1
} Ç�úÓxDÈ�É

È1x®÷Ì���y�®�ÓÖ¥�X¿À�y�Ã�{�������/�������
j = 1, . . . , nvp

 {V j+1} ���¹�Â�4���ÓÖy�����ÓÖy�W������¿��1��¶

[L] [S]
{
V j+1

}
=
{
F j
} Ç�úÓx¨w-É

��Ù
[L]

�H�
[S]

µX�����:Ù¥���-�¢���º�¹Ò²�¹��¼��Á��¶
{

[L] {F ′ j} = {F j}
[S] {V j} = {F ′ j}

Ç�úÓx3|XÉ

·
[K] =




K11 K1n{ { {
Kn1 Knn



� � [M ] =




M11 M1n{ { {
Mn1 Mnn




�²zEw



ª8�y�4�y�{���W���¸�����{�������{���/���{��� {
F
} ���4�¯�E�/�����1�����¸¶

{
F
}

= [M ]
{
V j+1

} Ç�úÓx ó É
�H�Â�/���y�4��¿À�y�Ã�{�º������Y����{���-�

d
������¿À�y�J¶

d =
{
V j+1

}T {
F
} Ç�úÓx��XÉ

· �W������Y����{���-�³Ç¬úÓx¹��ÉT���¹�¯�1���{�����4�L¤°���y�U�E�/�����1�����U�<§D�/¤y¤y���E©²���Á�/�������Á�y� λj+1 ¶

λj+1 =
{V j+1}T {F j}

d

Ç�úÓx õ É

ß��âµX���������y� {F j+1} ���¹�¸���1�����À� ÆÚ¤¥�X�¹���{�Ã�y�Á� �´�����{�������{���/���{��� {
F
} ���¾�y��������Y��������-�

d

�����

¿À�y��¶
{
F j+1

}
=

1√
d

{
F
} Ç�úÓx,ÿ�É

æ �ÓÖ¥�X¿À�y�/Õ�{�������/�������Ë1� �¾�����-µ�����Ä����y���Ã�y�
λj+1 ���4�¯µ������{Ùy���º���������º¿À�y�J¶

∣∣∣λj+1 − λj
∣∣∣ < ε

Ç�úÓx{z � É
��Ù
ε
���4�A�y�Ã���²�4Y��������-�Ì����¼��Ì�¬�X�{�y���/x}Ø²�

λj+1 ���X�ÀµX���4Ä��X/�X���X��������Qµ����������y�A¤y����¤1��� [M ]
Þù�1�����Á�X���{���

��§¨�������:�W¶
{
qi
}

=
1√
d

{
V j+1

} Ç�úÓx{z�z}É

Údt�s M x V ð ION[X N a M?I a M��'X^M É T ] X

· �������»�Á�H��Öy���y�»���»�y��������¤��X���»�y���y�»����wJ�����X¤°���®¤y���{�y���{¤¥�X�{���º¶
z�x Ê �/�y�¢�1��¤y�4���������T�����Á¤y�� nvp

µX���H�����1���Â�{�y�{��� �X��©â�4���-�Â�ÓÖ1�����4���º¶

[X] =
[
{X1} {X2} · · · {Xpvp}

] Ç�úÓx{z��XÉ
ª8�´¤y���/����¿À�y�/ {X1} ���¹�Â�y�6µX���������y�Â�X�����/���X�����¢���¯�����¯�X�1���4���Uµ����������y�4�¢�4���-�³¶

{
X2
}

=





0xxx
0
1
0xxx
0





← Ligne i1
et
{
X3
}

=





0xxx
0
1
0xxx
0





← Ligne i2

Ç�úÓx{z}È�É

��Ù
i1

i2

. . .

�����-�«�����Q���1�y�������
i
�������4���4¤����1�¥�X�-�_�X�²©³¤y���y�8¤°�����{�����Îµ/�X�{���y�4�Q¤y���X¤y�����8���y�������4���:µ����

�y� Kii

Mii

x

�²zÛ|



�²x®Ô¯�y�®�{�������/�������Ã���-µ������4�¯¤°���4�Á�H�«�/Ù¥�J�y�U���X�����y�����Î�{���
nvp

µ����������y���«�y� Ñ �{�uJ {qi
R}

���J���������:µ/�X�-�U¶

[K]
{
qi
R

}
= [M ]

{
X i
}

=
{
F i
}
i = 1, . . . , nvp

Ç�úÓx{zEw-É
�/§¨���4�4ÞùÆ?Þù�1�����º�4���y�®���������L�Á�/���4���������{���W¶

[K] [qR] = [M ] [X]
Ç�úÓx{z}|�É

ß
� �Á�H��Öy���y���y�������:�������áÞï�Eµ/�X�-�P���£¤y�����¥�X�-�¦�������Á�ÚµX���������y�����y�:�����X� {V 1} �����y�P����� {X i}¤°���4�Á�H�¢�Ë§¨���²�����1���Ü���X�y�®����� {qi
R}
1����ÄX�����y¤°���®�¥�/�y�¢���¾�â�?�����{���L�1���²Þù���X���4���

[qR]È1xUæ
µ������M§Í���y�4���¾�y�{�¦�y���
pvp

µ����������y�4�6�y� Ñ �{�¯J/«� ��������Öy���y�¦�y� Ñ �:�¯J´���¹�P�X¤y¤y�{��¿À�y���Ú�/Ù¥�ä�y�
�ÓÖy�����ÓÖy���Â�{���Uµ����������y���¯¤y�4��¤y����� {Ai} �¥�X�1�¯�{�º�����1�¹Þù����¤¥�/���W�y� Ñ �{�uJÂµ������:ÙÕ�X�-�¯���º�4Ò��¹��¼�����¶

[
K
] {
Ai
}

= λ
i
[
M
] {
Ai
} Ç�úÓx{z ó É

��ÙÝ¶
[
K
]

= [qR]T [K] [qR][
M
]

= [qR]T [M ] [qR]

Ç�úÓx{z,�XÉ

Ê ¼��¢¿À�y�W�����Üµ����������y��� {Ai} �4���-�¢�������²µ�����Õ�����ÜµX���H�����1���Â¤1����¤y�4���®���X�À�¯���1Ù¥�¦�����y�À�y�W¶
{
X i
}

= [qR]
{
Ai
} Ç�úÓx{z õ É

×A�X�y�®�����ÜµX���H�����1���Â¤1����¤y�4��� {X i} �������²µ�����Õ� �¾���X�ÀµX���4Ä����y���³�y�º�����1�����®�����Üµ/�X�{���y�4�U¤y���X¤y����� λi ¤����1�
ô������º�����4�����XÕ�����1�����������X���4�Xx

�²z ó



÷ ×±×³Ìùø�Ì �

é Ë(móöªÌû×ýÓ?��Ó�Ê/jØ× �³Ìóö Ë?�ûö����vÓ?��Ó�ö Ê�×ýÓ�Ì^Ëÿþ ���±ÊM� Ê¬Ë�Ìóö

� � ��� �|�t� � �M���������

���J�.�²�3�J� �;¡~¢¤£�¥§¦d¢t¨6©��;�#�zªI«¬� ¥^#¥��I�.«Ü�y�.�;� ¥§£U�@¢t®3«�¡~¢r¯�°_±4£�²x³l´�µV¶~·%¢J�B£��º�y�.�;�z¥^£¬ªV�#¨I�U�I�.«|«z¸w«z£ ¹;ºr�;«º<¨I¡§£�¥~�.�#� ª3«/»¼��;®y�.��¢t¨w©e½¾¢¤¿I®Ý�3�Àºr�#®[£��z�;�J¡xÁÂ¨I®I¥§Ã#�.� «�¢¤¡~¥^£��¾�I�/¡g¢�º��.£ ÄI���I�/�;ºrªI¡~��¸��.�tÅdÆy�.ª4�.®y�@¢t®[£ª4�t¨I�¬� �BÃ#�;®3¥~��¢t¨XªI� �tÇI¡~¹.ºÀ�J¥^®I¥^£ ¥g¢t¡�Èw®3�#¨I«�¢QÃ#�#®I«¯�.£ ¨y�I¥{�J¨I®I�»�;�#¡^¥~�.®I®I�º�I�
750 kW

ÅÉÊ�#¨I��¡xÁË¢tªIª3¡~¥~�;¢¤£�¥^�#®¾�B£�¨y�I¥{�;�¤Èw®3�#¨I«+¢�Ãt�#®I«_�I¥~«z�;���B£�¥^«���¡g¢¼£��#¨3�+�.®eÌW�;¡��.ºÀ�.®[£�«��.£+�_Ä@¢tÍ\¨I�UªI¢t¡~�|�;®
9®I�w�;¨y�I«.È6«z�#¥^£

8
�.¡��.ºÀ�.®\£ «yªV�#¨3£ � �tÅwÎU¥^®I« ¥�È[¡g¢%¡~¥~«p£��¯�I�;«+�;�#�zªI«Ï�.�#ºÀªV�#« ¢t®[£y¡�Á¨�.�#¡~¥^�;®I®I�|�.«z£¬¡~¢%«z¨I¥^Ã¤¢t®[£���Ð





B0 : Pied du pylône
B1 : 1erÅÅÅ
B4 : 4ème




élément poutre de la tour

B5 : Nacelle
B6 : Moyeu
B7 : 1er

B8 : 2èmeÅÅÅ
B14 : 8ème




élément poutre de la Pale 1

B15 : 1er

B16 : 2èmeÅÅÅ
B22 : 8ème




élément poutre de la Pale 2

B23 : 1er

B24 : 2èmeÅÅÅ
B30 : 8ème




élément poutre de la Pale 3

Ñ�Ò Å^Ó�Ô

nsol
Ã¤¢t¨3£�¢¤¡~�#�z«

30
ÅtÕ¼¢t®I«�¨I®/¿@�_ÄI¥^�;�8«zª��.�;¥^¿IÍw¨3�tÈ[¡g¢¼¡^¥~«p£��Ü�I�.«��;�#�zªI«�¢X�lÖ ¢t�.�;®[£�«��;�tºÀªV�#«�¢¤®\£�¡�Á¨�.�#¡~¥^�;®I®3��;«p£`�z�;ªI�4�;«z�;®[£��.�mª@¢t�¬¡^�¼Ã#�.�.£��.¨I� Ñg× ¤tØ|¤�ÙtØ�¤ ×@Ú °ÏµV¶~·w¶OÛ[¶gÜiÔ`Ð

Ý Ó,�



Tour
↓

Nacelle
↓

Moyeu
↓

Pale 1
↓

{Γ1}Téol =

(︷ ︸︸ ︷
0 1 2 3 4 5

︷ ︸︸ ︷
6 7 · · · 12 13 · · ·

· · · 6 15 · · · 20 21
︸ ︷︷ ︸

6 23 · · · 28 29
︸ ︷︷ ︸

)

↑
Pale 2

↑
Pale 3Ñ�Ò Å Ý Ô�M�JªI� �#t��¢tºrºÀ�U�;�#®I«p£��z¨I¥^£�¢t¡^�#� «¬¡~¢<ºe¢l£�� ¥^�;�L�nÁE¢t�zÇ4�t� �;«z�;�.®I�;�Ã�I�Þ¡xÁÍ�;�#¡^¥~�;®3®I�

[Γ]éol

È@«z�#¥^£¼Ð

[Γ]éol =




0 1 2 3 4 5 6 7 12
0 0 1 2 3 4 5 6 11

0 1 2 3 4 5 10
0 1 2 3 4 9

0 1 2 3 8
0 1 2 7ÅÅÅ

0 1 · · · 6
0 0 5

4
3
2
1
0

0 · · · 0 · · · 0

13 6 15 20 21 6 23 28 29
12 5 6 19 20 5 6 27 28
11 4 5 18 19 4 5 26 27
10 3 4 17 18 3 4 25 26
9 2 3 16 17 2 3 24 25
8 1 2 15 16 1 2 23 24
7 0 1 · · · 6 15 0 1 · · · 6 23
6 0 0 5 6 0 0 5 6
5 4 5 4 5
4 3 4 3 4
3 2 3 2 3
2 1 2 1 2
1 0 1 0 1
0 · · · 0 0 · · · 0 0




Ñ�Ò ÅEß#Ô�M��ºr�#¨3Ãt�;ºr�;®[£Ì�I��¡xÁÂ�;®I«z�;º<ÇI¡^�8�I�;«d�;�t� ªI«Ì�I��¡xÁÍ�;�#¡^¥~�.®I®I�8� �.ªI���.« �.®\£��yª@¢¤�d¡�ÁË�.®I« �.º<ÇI¡^�Ï�3�;«��;�w�#���3�#®I®y�.�;«��;®1�;��¢¤¡~¥~«4�;�.«¬�;«z£��z�;#�z�#¨Iª°�W�I¢t®I«|¡~�¼Ãt�;�.£ �;¨I� {x} £��;¡MÍ\¨I�/Ð
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{x}éol =





0
0
0ÅÅÅ
0
0
γ4

0
β5

γ5

α6

0
0

α7

0
γ7

α8

0
0ÅÅÅ
α14

0
0

α15

0
γ15

α16

0
0ÅÅÅ
α22

0
0

α23

0
γ23

α24

0
0ÅÅÅ
α30

0
0





Ñ�Ò ÅËÌ[Ô

Ý Ó�á



�#âX�;�JÃ#�.�.£ �;¨I�U¢/ªV�#¨I�ÏÃ¤¢t¡^�;¨I�¬¥^®I¥^£ ¥g¢t¡^��Ð

{x (t = 0 s)}éol =





0
0

0, 025◦ÅÅÅ
0
0

0, 025◦

0
0, 1◦

0, 2◦

α6

0
0

βc + β1
v

0
π
2

β2
v − β1

v

0
0ÅÅÅ

β8
v − β7

v

0
0

βc + β1
v + 2π

3

0
π
2

β2
v − β1

v

0
0ÅÅÅ

β8
v − β7

v

0
0

βc + β1
v + 4π

3

0
π
2

β2
v − β1

v

0
0ÅÅÅ

β8
v − β7

v

0
0



Ý#Ýtã



ÉÊ�#¨3�J¡~�;«JÇV�;«z�#¥~®3«º�I�/¡g¢��;�4�Q¢¤£ ¥~�#®��I¨fªI�z�##� ¢tºÀºr�mªV�#¨I�¼¦�¢¤�;¥~¡^¥^£ �;�U�.�;¡^¨I¥§äu�;¥xÈV¡~�.«Jª4�t¥~®[£��.¨I� «
pi �B£ dpi

(i = 1, . . . , nsol)
ÑO× ¤tØ|¤�ÙtØ|¤ ×@Ú °¬µV¶~·w¶OÛ[¶Oå�ÔhÈ




p1 =
(

0 0 1
)ÅÅÅ

p4 =
(

0 0 1
)

p5 =
(

0 1 1
)

p6 =
(

0 0 0
)

p7 =
(

1 0 1
)

p8 =
(

1 0 0
)ÅÅÅ

p14 =
(

1 0 0
)

p15 =
(

1 0 1
)

p16 =
(

1 0 0
)ÅÅÅ

p22 =
(

1 0 0
)

p23 =
(

1 0 1
)

p24 =
(

1 0 0
)ÅÅÅ

p30 =
(

1 0 0
)

et





dp1 =
(

0 0 0
)ÅÅÅ

dp4 =
(

0 0 0
)

dp5 =
(

0 0 0
)

dp6 =
(

1 0 0
)

dp7 =
(

0 0 0
)

dp8 =
(

0 0 0
)ÅÅÅ

dp14 =
(

0 0 0
)

dp15 =
(

0 0 0
)

dp16 =
(

0 0 0
)ÅÅÅ

dp22 =
(

0 0 0
)

dp23 =
(

0 0 0
)

dp24 =
(

0 0 0
)ÅÅÅ

dp30 =
(

0 0 0
)

ÕU�jªI¡^¨I«;ÈM�.�;�z£�¢t¥~®3�;«º�I�#®3®y�;�.«���.�#º��.£��z¥~Í\¨I�.«J« �#®[£%¢t¨I«z« ¥8®y�.�;�.« «�¢¤¥~� �.«;Åd�M�;«»�I�#®3®y�;�.«Ã�I�j¡~¢e£��#¨3�º�I¥~«æä�;�4�.£�¥^«��.�%�.®?Í\¨@¢l£�� �»�.¡��;ºr�;®[£ «�«z�;¡^�#®X¡g¢e¯�°4£�²x³l´1å[¶Oå[¶~·�¨3£ ¥~¡^¥~«��.�;«Ï«z�#®[£%Ð




Dse = 2, 3m
Dsi = 2, 295m
Dii = 3, 695m
Die = 3, 7m

Hauteur =
(

0 0 45m
)

ρ = 7, 8.103

Æy�;«�ªI¢t��¢tºr¹.£ � �.«=�y�.£ �;�zºÀ¥^®I�;�z�#®[£�¡~�.«�ºÀ¢¤£��z¥~�;�.«Á�nÁË¥^®I�;�p£�¥~�¤È+¡^�;«�ºÀ¢t«z« �;«.Èy¡~¢çªV�#« ¥§£�¥~�t®ä�I¨P�.�;®[£��z���I�#��¢QÃw¥^£��J�.£|�z�;ªV¹;� �W�I�Þ�_Ä@¢tÍ\¨I�W�;¡{�;ºr�;®[£®�I¥^« �;�4�.£ ¥~«��»�I�Þ¡~¢m£��#¨I�ÞÐ
{
q1
}T

=
(

0 0 0
)

Ý#Ý Ó







m1 = 10 193, 074Kg

[I1] =




177 181, 88 0 0
0 177 181, 88 0
0 0 139 354, 74




{q1}T =
(

0 0 0
)

{r1}T =
(

0 0
45
4

2
m
)





m2 = 7 877, 4061Kg

[I2] =




10 255, 064 0 0
0 10 255, 064 0
0 0 64 321, 483




{q2}T =
(

0 0 11, 25m
)

{r2}T =
(

0 0 5, 625m
)





m3 = 7 105, 5168Kg

[I3] =




98 543, 842 0 0
0 98 543, 842 0
0 0 47 205, 59




{q3}T =
(

0 0 11, 25m
)

{r3}T =
(

0 0 5, 625m
)





m4 = 6 333, 6275Kg

[I4] =




83 516, 159 0 0
0 83 516, 159 0
0 0 33 432, 132




{q4}T =
(

0 0 11, 25m
)

{r4}T =
(

0 0 5, 625m
)

�d¢�®I¢t�;�.¡~¡~�?�.£X¡^�Yºr�i¸t�;¨è« �t®\£X�;¢t��¢¤�.£��.� ¥^«��;«��z�;«zª4�.�.£�¥§Ã#�.ºÀ�.®\£)ª@¢¤��¡~�.«=�I�#®I®1�;�;«X��.�#º��.£��z¥~Í\¨I�.«« ¨I¥§Ã¤¢t®[£��;«ÞÐ




m5 = 21795Kg

[I5] =




7, 88954.103 0 0
0 1, 05284.104 0
0 0 1, 05284.104




{q5}T =
(

0 0 11, 25m
)

{r5}T =
(

0 0 1, 25m
)

Ñ�Ò ÅêétÔ

�.£ÞÐ




m6 = 194, 717Kg

[I6] =




4, 55037.102 0 0
0 5, 13301.102 0
0 0 5, 13301.102




{q6}T =
(

2, 73m 0 1, 8m
)

{r6}T =
(

1, 7187m 0 0
)

Ñ�Ò ÅEë#Ô

Ý#Ý#Ý



ì �����îí�� ï

ð �
ñ)���Yò �M����ñ)� � � �W���ó�Vôõñ?�Möõ��� ����÷ ��öõ����ñ?� � ��÷
��� ò � �ùøú��ò ���ûñ ����÷ � ������������÷ ÷��Mò � ��� �vñ
� � ��üý���

þ ÿ�� �������	��
����������� ����
� �#¥^£Ï¨I®?ªV�;®1�I¨I¡~�Þ«z¥~ºrªI¡~� Ñ�� Ù��6Ø�°må[¶OÛ�ÔhÈy�I�Þºe¢¤« « �

m1 �.£®�I�Þ¡^�#®I#¨I�.¨I� `1 È@¢QÃ#�.�ÀÐ
{
m1 = 10Kg
`1 = 2m

Ñ�� Å^Ó�Ô
� ¢jºe¢l£�� ¥^�;�L�nÁË¥^®I�;�p£�¥~�

[I1]
¢jª4�t¨I�¬�B©6ªI�z�;« «z¥~�#®çÐMÐ

[
I1
]

=




0 0 0
0 0 0

0 0 1
12
m1`1

2




Ñ�� Å Ý Ô
� �#¥§£

γ1 ¡xÁË¢t®I#¡^�Â��Á��8¨I¡~�.�U�I� B1 �I� <1 ªI¢t�¬��¢tª3ª4�#�p£	� <0 �B£|�.£ γ̇1 «�¢¸�y�.� ¥^ÃX�;�¤Å@ÉÊ�#¨3��¡^�;«ÏÇV�;«z�#¥~®3«U�I�¡g¢J�y�;ºr�#®I«p£�� ¢¤£�¥^�#®�È:¨I® �_Ä@¢¤®I#�;ºr�;®[£Â�I�mÇ@¢¤« � Ñ�� Ù��6Ø�°<å[¶OÛ�Ô�¢Á�.£������;¢t¡~¥^«��tÈ:¨3£ ¥~¡^¥~«�¢¤®\£|¡�ÁE¢¤®I#¡~�
θ1 �.£U«�¢�y�;�z¥^ÃX�;�

θ̇1 £��.¡MÍw¨3�ÀÐ
{
θ1 = 90 + γ1

θ̇1 = γ̇1

Ñ�� ÅEß#Ô
ÎU¥^®I« ¥:¡~�|Ã#�.�.£ �;¨I�U�I��Ãw¥^£��.« «z�J¢t®I#¨3¡g¢t¥^� � {ω10} �3¨�ª4�.®y�I¨I¡^�Uª@¢¤�y��¢¤ªIª4�t�z£ � <0 ¢%ª4�t¨I�y�.�#ºÀªV�#« ¢t®[£��%Ð

{
ω10

}
=





0
0

θ̇1





Ñ�� ÅËÌ[Ô
��¢eºe¢¤« « �Ã�I¨1ªV�;®y�I¨3¡~�¾�B£_¢t®[£¼�4�;ª@¢¤�z£�¥^�tÈV¡g¢eªV�#«z¥^£�¥^�#® {O0G1} �I¨1�.�;®[£��z�¸��ÁÂ¥~®I�.�z£�¥^� G1 ª@¢t�`��¢tªIªV�#�p£�
O0 ÈI�.�;®[£��z�Ã�3¨?�z�;ªV¹;� � <0 ÈI�;«p£¯�I�#®I®y�.��ªI¢t�JÐ

{
O0G1

}
=
`1

2





sin θ1

− cos θ1

0





Ñ�� ÅêétÔ

Ý#Ý ß



É�¢t�¢�y�;�z¥^Ã¤¢¤£ ¥~�#®��I�<¡g¢Àª4�#«z¥^£ ¥~�#®´�I¨1�;�.®[£�� �¸�3�<ºe¢¤« « � Ñ�� ÅêétÔBÈV¡g¢rÃw¥§£��;«z« �¸�I¨1�.�;®[£��z�¸�I�<ºÀ¢t« «z� {v10}Ã¤¢t¨3£ÞÐ
{
v10
}

=
d

dt

{
O0G1

}
=
`1

2
θ̇1





cos θ1

sin θ1

0





Ñ�� ÅEë#Ô
! �¬¡xÁÍ�;®I�.� #¥^�J�;¥~®1�.£�¥^Í\¨I�

T
�I¨)«z¸w«p£�¹;ºr�ÞÃt¢¤¨3£ÞÐ
2T = m1

{
v10
} {

v10
}

+
{
ω10

} [
I1
] {
ω10

} Ñ�� Å#"tÔ
�;�ÞÍ\¨I¥��I�#®3®I�/Ð

2T =
m1

3
`1

2

θ̇12 Ñ�� ÅEà#Ô
�.£|«z�#®��.®I�;�z#¥~�ÞªV�t£��.®[£�¥~�.¡~¡^�

Ep
Ð

−Ep = m1g
`1

2
cos θ1

Ñ�� ÅEá#Ô
$&%(')%*' +-,/.10	2431,)57698;:/<=2>6

ÕU�;¨6© �#¨3Ãw��¢¤#�;«@?�"6È�àBAZ�#®[£JªV�;�zºÀ¥^«Â�I�¾�3�#®I®I�.�J¡xÁÍ�;Í\¨@¢¤£ ¥~�#®Ú�3�<ºÀ�t¨3Ã#�.ºÀ�.®\£Þ�h©3¢t�.£ �¸�I¨1ª4�.®y�I¨I¡^�« ¥^ºÀªI¡^�tÅ � ÁË¥^¡��;«p£�ª4�#«4�C?D"BAZÐ




ϑ1 =
√

3g
2`1

= 2, 712 rad/s

epr = Ep

m1g `1

2

: énergie potentiel réduite

etr = T+Ep

m1g `1

2

: énergie totale réduite

ÑE� Å^Ó ã Ô
�8Á¨�.®I�;�z#¥~�¼£ �t£_¢t¡^�¼�����I¨I¥§£��

etr
�I�BÃ6¥^�;®[£`¢t¡~�t� «¼Ð

etr =
T + Ep

m1g `1

2

=
m1

6
`1

2
θ̇12 −m1g `1

2
cos θ1

m1g `1

2

=
1

2

`12

3g
θ̇12 − cos θ1 =

1

2ϑ12 θ̇
12 − cos θ1

ÑE� Å^Ó#Ó�Ô
��ÁÂ�#âfÐ

θ̇12

= 2ϑ12
(
etr + cos θ1

)
ou θ̇1 =

√
2ϑ1

(
etr + cos θ1

) 1
2

ÑE� Å^Ó Ý Ô
�M�Jª4�.®y�I¨I¡^�ÞÃ¤¢t�z¥~�J�.®\£ � �»�I�.¨6©)ª4�t« ¥^£ ¥~�#®3«Ï«�¢t®3«`¢l£ £��.¥~®y�3� �J¡g¢<ªV�#«z¥^£�¥^�#®�Ã#�.�z£ ¥~�Q¢¤¡~�J« ¨3ª��.� ¥~�.¨I� � Ñ �;�#�z� �;«æäª4�t®y�@¢t®[£F�

etr
Ã¤¢t¡g¢¤®\£ÞÓ�Ôy�.£�¡~�Jºr�#¨3Ãt�;ºr�;®[£|�;«p£Uª°�;�z¥~���I¥~Í\¨I�L�3�#®I�/Ð

−1 < etr < 1
ÑE� Å§Ó�ß[Ô

� �#¥§£
θ1
0

¡xÁÍ�;¡^�#®I[¢¤£ ¥~�#®eºe¢l©6¥^º<¨Iºû£��;¡^¡~�¼Í\¨I�
θ̇1 « �t¥^£|®\¨I¡~¡^�tÈ3¢t¥~®I«z¥ZÐ
etr = − cos θ1

0

ÑE� Å^ÓQÌ[Ô

Ý#Ý Ì



�8®?ªV�#«�¢¤®\£ÞÐ




k = sin
θ1
0

2

sin θ1

2
= sinψ sin

θ1
0

2

ÑE� Å^ÓiétÔ
Ñ�� Å§Ó Ý Ô_�I�BÃw¥~�;®[£�Ð

θ̇12
= 2ϑ12

(etr + cos θ1) = 2ϑ12
(
−
(
1− 2 sin2

(
θ1
0

2

))
+
(
1− 2 sin2

(
θ1

2

)))

= 4ϑ12
(
sin2

(
θ1
0

2

)
− sin2

(
θ1

2

))
= 4ϑ12

k2
(
1− sin2 ψ

)
= 4ϑ12

k2 (cos2 ψ)

ÑE� Å^Ó�ë#Ô
��ÁÂ�#âfÐ

θ̇1 =
dθ1

dt
= 2ϑ1k cosψ

Ñ�� Å§ÓG"#Ô
! �¬¡g¢¾�y�.� ¥^ÃX�;�%ª@¢t�p£�¥~�.¡~¡^�Â�I�Þ¡g¢¾�3�;¨6©6¥~¹.ºÀ�»�.Íw¨I¢¤£�¥^�#®P�I� Ñ�� Å^Ó�é#ÔT�I�#®I®3�rÐ

1

2
dθ1 cos

θ1

2
= cosψ

dψ

dt
sin

θ1
0

2
= k cosψ dψ

Ñ�� Å§Ó�à[Ô
�#â

cosψ
�;«z£��z�;ºrªI¡g¢t���º�@¢t®I« ÑE� Å§ÓG"#ÔUÐ

dθ1

dt
= 2ϑ1k cosψ = 2ϑ1k

1
2
dθ1 cos θ1

2

kdψ
= ϑ1dθ

1 cos θ1

2

dψ

ÑE� Å^Ó�á#Ô
��ÁÂ�#âfÐ

dψ

dt
= ϑ1 cos

θ1

2
= ϑ1

√√√√1− sin2

(
θ1

2

)
= ϑ1

√
1− k2 sin2 ψ

ÑE� Å Ýtã Ô
�8Á¨�.Íw¨I¢¤£�¥^�#®P�I�ÞºÀ�#¨6Ã#�;ºr�;®[£ Ñ�� Å§Ó Ý ÔT�I�BÃw¥~�;®[£`¢t¡^�#� «¼Ð

dψ√
1− k2 sin2 ψ

= ϑ1dt
Ñ�� Å Ý ÓiÔ

ÕU�#®I�Þ¡~¢<« �#¡^¨3£�¥^�#®6�I� Ñ�� Å§Ó Ý Ôy�;«p£`¢t¡~�#�z«JÐ
ψ = am

(
ϑ1; k

) ÑE� Å Ý#Ý Ô
« �#¥§£JÐ

sin
θ1

2
= sin

θ1
0

2
sin

(
am

(
ϑ1; k

)) ÑE� Å Ý ß#Ô
�#âX¡g¢m¦C�#®3�.£�¥^�#®

sin (am (ϑ1; k))
�;«z£`¢t¨3« « ¥�®I�¤£��;�

sn (ϑ1; k)
Å@��¢jª°�;� ¥^�²�3�

T0

�I¨?ªV�;®1�I¨I¡~�JÃ¤¢t¨3£�¢¤¡~�#�z«?ËàGA�Ð
T0 =

4

ϑ1

∫ π
2

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

=
4

ϑ1
K (k)

Ñ�� Å Ý Ì\Ô
�#â

K (k)
�.«z£�¨I®I�%¨I®I�Þ¥~®[£��;#� ¢t¡~�¼�.¡~¡^¥~ª3£ ¥~Í\¨I�U�z�;ªI�4�;«z�;®[£��.�<�;®)«��.� ¥~�JªI¢t�ÞÐ

K (k) =
π

2


1 +

n∑

j=1

(
(2n− 1)!!

2n (n)!

)
k2


 =

π

2


1 +

n∑

j=1

(
(2n− 1)!

2n−1 (n− 1)!

)(
1

2n (n)!

)
k2


 ÑE� Å Ý étÔ

Ý#Ý é



�M�º�y�.Ãt�;¡~�tªIª4�.ºÀ�.®[£Â�I� ÑE� Å Ý é#ÔT�3�#®I®I�/Ð
K (k) = 1, 57226 rad

Ñ�� Å Ý ë[Ô
ÕU�jªI¡^¨I«;È�¡^�;«U¦C�t®I�.£ ¥~�#®I«U�;¡~¡^¥~ª3£ ¥~Í\¨I�.«�Ö ¢t�.�#ÇI¥~�.®I®I�.«J� �;ª3���;«z�;®[£��.�;«��;®f«��.� ¥~�<£ � ¥^#�#®I�#º��.£ � ¥^Íw¨3�m¨3£ ¥~¡~¥^« �.®\£¡~�¼�.�6��Hr�;¥~�.®[£

q
£ �;¡MÍ\¨I�/Ð

q = e
−πK(k)

K(k′) où k′ =
√

1− k2
ÑE� Å Ý "tÔ

¢t¥~®3« ¥�¡~¢m¦C�#®I�.£ ¥~�#®
sn (ϑ1; k)

« �»�y�.�;�#ºrªV�#« �Þ�;®)¨I®I�Þ«z�#ºÀºr�J¥~®6¿@®I¥~�º�nÁ¨�.¡��;ºr�;®[£¬£ �;¡~¡^�JÍ\¨I�C?D"6ÈIàIA�Ð

sn (u) =
2π

kK (k)

∞∑

n=1

qn− 1
2

1− q2n−1
sin

(
(2n− 1)

πu

2K (k)

)
où u = ϑ1t

ÑE� Å Ý à#Ô
$&%(')%KJ +-,/.10	2431,)57.1315ML�:ON43(PQL�6

��®)¨3£ ¥~¡~¥^«�¢t®[£y¡g¢<¦C�#� ºm¨I¡~�L�3����¢tt��¢t®It� Ñ ªV�#¨I�
θi = θ1 Ô¼Ð

∂

∂t

(
∂T

∂θ̇i

)
− ∂T

∂θi
=

∂

∂t

(
∂Ep

∂θ̇i

)
− ∂Ep

∂θi

ÑE� Å Ý á#Ô
¨I®I�»�;Í\¨@¢l£�¥~�t®´�3¥SR��;� �.®[£�¥~�.¡~¡^�¼®I�#®X¡~¥^®y�Q¢¤¥~� �U�;«z£`¢t¡^�#� «y�#Ç3£��.®\¨I�ÀÐ

m1

3
`1

2

θ̈1 + g`1
m1

2
sin θ1 = 0

Ñ�� ÅEß ã Ô
Æy�.£z£��J�;Í\¨@¢¤£ ¥~�#®��I¥TRË�.� �.®\£ ¥~�.¡~¡~���;«p£�¥^ºÀªV�#«z« ¥~Ç3¡~�U���4�;« �t¨y�I� �À¢t®@¢¤¡^¸\£�¥^Íw¨3�;ºr�;®[£QÅWVY¢t¥~«º�I¢t®I«Þ¡~�j�;¢t«»�I�ª4�B£�¥§£��;«y�#« �.¥~¡~¡~¢¤£�¥^�#®I«+¢t¨3£ �#¨I�Ü�I�J¡~¢mªV�#« ¥§£�¥~�t®=��ÁÍ�;Í\¨I¥~¡^¥~ÇI�z� Ñ

θ1 X Í\¨I�.¡~Í\¨I�;«®�I�.#���.«_ÔhÈ@�#®�ªI� �w�;¹��I�Y�<¨I®�_Ä@¢t®It�;ºr�;®[£ Ñ ¨I®I�Þ¡^¥~®y�;¢t� ¥^«�¢¤£ ¥~�#®:ÔhÈ\« �#¥§£ÞÐ
sin θ1 ' θ1

ÑE� ÅEß3Ó�Ô
ÎU¥^®I« ¥�È Ñ�� ÅËß ã ÔT�I�BÃw¥~�;®[£%Ð

`1

3
θ̈1 + g

1

2
θ1 = 0

Ñ�� ÅEß Ý Ô
� ÁË¢t#¥~«z«�¢t®[£³��ÁË¨3®I�6�;Í\¨@¢¤£ ¥~�#®å�I¥SR��;�z�;®[£�¥^�;¡~¡^�Á�3¨�« �.�;�#®y�
�#�4�I� �e¡~¥~®1�Q¢t¥^� �tÈM¨3®I��« �#¡^¨3£�¥^�#®î�4�;�.¡~¡~�r�;«p£/� �hä�_ÄI�;�z�_Äy�;��« �#¨3«�¡~¢m¦C�#� ºr�jÐ

θ1 = A cos (ϑt + ϕ)
ÑE� ÅËß#ß[Ô

�#â
A
�;«z£Ê¡xÁË¢tºrªI¡~¥§£�¨y�3�tÈ

ϑ
¡g¢¬ªI¨I¡^«�¢¤£ ¥~�#®º�3�;«d�#« �.¥~¡~¡~¢¤£�¥^�#®I«4¡~¥~Ç3� �;«n�.£

ϕ
¡^�8�y�;ª3Ä@¢t«�¢¤#� �

t = 0
Åi�8ÁÍ�;Í\¨@¢¤£ ¥~�#®

�I¥SR��;�z�;®[£�¥^�;¡^¡~� ÑE� ÅEß Ý Ôy«;ÁÍ�;�;�z¥^£`¢t¡^�#� «Ï«z�#¨I«�¡g¢m¦C�#�zºÀ�jÐ
−ϑ2 `1

3
+ g

1

2
= 0

Ñ�� ÅEß¤Ì\Ô
��¢/ª3¨I¡~« ¢¤£�¥^�#®

ϑ1 Ã��.� ¥§¿:¢t®[£ Ñ�� ÅEß¤Ì\Ô+Ã¤¢t¨3£`¢t¡~�t� «¼Ð

ϑ1 =

√
3g

2`1
= 2, 712 rad/s

ÑE� ÅEß[étÔ
�M�;«|�;�#®1�I¥^£ ¥~�#®I«y¥~®I¥§£�¥g¢¤¡~�;«+ª4�.� ºr�.£z£��;®[£¯�I�»�y�B£��;�zºÀ¥^®I�;�¬¡�ÁE¢¤ºÀªI¡^¥^£ ¨y�I�

A1 �B£|¡~�º�y�.ªIÄ@¢t« ¢t#� ϕ1 Ð
Ý#Ý ë



θ1 (0 s) = 1◦ = A1 cos (ϕ1) (a)

θ̇1 (0 s) = 0 = ϑ1A1 sin (ϕ1) (b)

ÑE� ÅEß#ë#Ô
É�¢t�¬�.�#®I«4�;Í\¨I�;®[£;ÈË��ÁË¢tªI�z¹;«

(b)
�I� Ñ�� ÅËß#ë[ÔhÈ

ϕ1 �.«z£�®\¨I¡M�.£¯��ÁË¢tªI�z¹;« (a)
Ð

A1 = θ1 (0 s)
Ñ�� ÅEßZ"#Ô

��ÁÂ�#âfÐ
θ1 = θ1 (0 s) cos

(
ϑ1t

) ÑE� ÅEß#à#Ô
þ ÿ\[ �������	��
������
�]^��_���

� �#¥^£
m1 È `1 È m2 �.£ `2 ¡~�;«rºÀ¢t« «z�;«e�B£�¡^�;«r¡~�#®It¨I�;¨I�z«e�z�;« ªV�;�B£�¥§Ã#�;«â�I�Y�_Ä@¢¤Íw¨3� �;�#�zªI«e�B£e¡^�;¨I�z«ºe¢l£�� ¥^�;�.«Ü��ÁÂ¥~®I�.�z£�¥^�

[I1]
�B£

[I2]
«z�#®[£�Ð

[
I1
]

=




0 0 0
0 0 0

0 0 1
12
m1`1

2


 et

[
I2
]

=




0 0 0
0 0 0

0 0 1
12
m2`2

2




ÑE� ÅEß#á#Ô
¢QÃ#�;�rÐ





m1 = 10Kg
`1 = 2m
m2 = 15Kg
`2 = 4m

ÑE� ÅËÌ ã Ô

� �#¥^�;®[£
γ1 ¡xÁË¢t®It¡~�¾��Á��8¨I¡~�.�»�I� B1 �I� <1 ªI¢t�Þ��¢tªIªV�#�p£Y� <0 È γ2 �.�;¡~¨3¥8�I� B2 �I� <2 ªI¢t�Þ��¢tªIªV�#�p£� <1 È γ̇1 �.£ γ̇2 ¡^�;¨I�U�y�.� ¥§Ã��;�.«`�z�;«zª4�.�.£�¥§Ã#�.«;ÅnÆy�#ºÀºr�JªI�4�;�����I�;ºrºr�;®[£QÈ:¨I®)�_Ä@¢t®It�;ºr�;®[£¯�I�%Ã¤¢t�z¥g¢tÇ3¡~�;«Ñ`� Ù��wØ�°�å[¶~·lÔy�;«p£`�4�Q¢t¡^¥~«4�¼£��;¡MÍ\¨I�/Ð





θ1 = 90 + γ1

θ̇1 = γ̇1

θ2 = 90 + γ1 + γ2

θ̇2 = γ̇1 + γ̇2

ÑE� ÅËÌIÓ�Ô

ÎU¥^®I« ¥Ê¡~�;«¼Ãt�;�B£��;¨3� «W�I�<Ãw¥^£��.« «z�;«%¢t®I#¨3¡g¢t¥^� �;«¢�I�j�_Ä@¢tÍ\¨I�/�.�#� ªI«Þª@¢¤�¼��¢tª3ª4�#�p£a� <0 È {ω10} �.£ {ω20} È�#®[£|ª4�t¨I�¬�;�#ºrªV�#«�¢t®[£ �;«ÞÐ
{
ω10

}
=





0
0

θ̇1




et
{
ω20

}
=





0
0

θ̇2





ÑE� ÅËÌ Ý Ô
�M�;«8ºÀ¢t« «z�;««�I�|�_Ä@¢tÍ\¨I�|�;�t� ªI««�.£�¢t®[£����.ª@¢t�z£ ¥~�.«;È[¡~�.«ZªV�#« ¥§£�¥~�t®I« {O0G1} �B£ {O0G2} �I�¬�_Ä@¢tÍ\¨I���;�.®\£ � ��I�Þºe¢¤« « �J«z�#®[£Â�3�#®I®y�.�;«�ª@¢t�JÐ

Ý#Ý "



{O0G1} = `1

2





sin θ1

− cos θ1

0





{O0G2} = `1





sin θ1

− cos θ1

0





+ `2

2





sin θ2

− cos θ2

0





ÑE� ÅËÌ[ß#Ô

ÕU�#®I�/�.®å�y�.� ¥^Ã¤¢t®[£%�;�.«�ªV�#«z¥^£�¥^�#®I«L�3� ÑE� ÅÂÌ[ß[ÔUªI¢t�Þ��¢tªIªV�#�p£%¢t¨¾£ �;ºrªI«;È�¡^�;«¼Ãw¥^£ �;« «z�;« {v10} �B£ {v20}�#®[£|ª4�t¨I�ÏÃ¤¢t¡~�.¨I�JÐ

{v10} = `1

2
θ̇1





cos θ1

sin θ1

0





{v20} = `1θ̇1





cos θ1

sin θ1

0





+ `2

2
θ̇2





cos θ2

sin θ2

0





ÑE� ÅËÌ#Ì[Ô

ÎU¥^®I« ¥�È3¡xÁÍ�;®3�;� t¥~�J�;¥^®y�.£ ¥~Í\¨I�
T
�3�%¡�ÁË�.®I« �.º<ÇI¡^�º�I¨?«p¸w«z£�¹.ºÀ�JÃ¤¢t¨3£%Ð

2T =
2∑

i=1

mi
{
vi0
} {

vi0
}

+
{
ωi0
} [
I i
] {
ωi0
} ÑE� ÅËÌ\étÔ

��ÁÂ�#âfÐ
2T = m1

4
`1

2
θ̇12

+ m1

12
`1

2
θ̇12

+

+m2`1
2
θ̇12

+ m2

4
`2

2
θ̇22

+m2`1`2θ̇1θ̇2 cos (θ1 − θ2) + m2

12
`2

2
θ̇22

ÑE� ÅËÌ[ë#Ô
�.£|¡�Á¨�.®I�;�z#¥~�JªV�t£��.®[£�¥~�.¡~¡^�

Ep
Ð

−Ep = m1g
`1

2
cos θ1 +m2g

(
`1 cos θ1 +

`2

2
cos θ2

) ÑE� ÅËÌb"tÔ
�8ÁË¨3£ ¥~¡^¥~«�¢l£�¥~�t®��I��¡~¢?¦C�#�zº<¨I¡~�â�I�X��¢t#��¢¤®I#� ÑE� Å Ý á[ÔW�I�#®I®I�X¢¤¡~�#�z«m¨I®
«z¸w«p£�¹;ºr�P�I�6�I�.¨6© �;Í\¨@¢l£�¥~�t®I«
�I¥SR��;�z�;®[£�¥^�;¡^¡~�;«y®I�#®X¡~¥^®y�Q¢t¥^� �.«Ï�;�#¨3ªI¡��.�;«ÞÐ



θ̈1
(

m1

3
+m2

)
`1

2
+ θ̈2m2 `1`2

2
cos (θ1 − θ2) + θ̇22

m2 `1`2

2
sin (θ1 − θ2) = −g`1

(
m1

2
+m2

)
sin θ1

θ̈1m2 `1`2

2
cos (θ1 − θ2) + θ̈2 m2

3
`2

2 − θ̇12
m2 `1`2

2
sin (θ1 − θ2) = −gm2 `2

2
sin θ2 ÑE� ÅËÌ[à#ÔÍ\¨I¥M�;«p£¢�.�;�z¥^£|« �t¨I«�¦C�t� ºr�¼ºe¢l£�� ¥^�;¥^�;¡~¡^�`«z¨I¥^Ã¤¢t®[£ �rÐ

[M ]

{
θ̈1

θ̈2

}
+ [C]

{
θ̇12

θ̇22

}
= − [K]

{
sin θ1

sin θ2

} ÑE� ÅËÌ[á#Ô
¢QÃ#�;�rÐ

[M ] =




(
m1

3
+m2

)
`1

2
m2 `1`2

2
cos (θ1 − θ2)

m2 `1`2

2
cos (θ1 − θ2) m2

3
`2

2


 ÑE� Åêé ã Ô

Ý#Ý à



[C] =

[
0 m2 `1`2

2
sin (θ1 − θ2)

−m2 `1`2

2
sin (θ1 − θ2) 0

] ÑE� Åêé6Ó�Ô
�.£ÞÐ

[K] =


 g`1

(
m1

2
+m2

)
0

0 gm2 `2

2


 ÑE� Åêé Ý Ô

��¢Þ�z�;�_ÄI�.� �_ÄI�¢��ÁÂ¨I®I��« �#¡^¨3£�¥^�#®/¢t®@¢t¡§¸\£�¥~Í\¨I�¬®3��ªV�;¨6£y¢¤Ç4�#¨6£�¥~��Íw¨3�`«z¥@¨I®I��¡~¥~®1�Q¢t�z¥~«�¢l£�¥~�t®m�;«p£y�tª��.���;�|«z¨I�Ñ�� ÅÂÌ[á[ÔÎ�@¢t®3«�¡^�¬�Q¢t««�I��ªV�.£�¥§£��.«8�#« �.¥~¡~¡~¢¤£�¥^�#®I«�¢t¨3£��t¨I�«�I�|¡g¢¼ªV�#« ¥§£�¥~�t®¸��Á¨�.Í\¨I¥~¡^¥~ÇI�z� Ñ
θ1 et θ2 X Í\¨I�;¡^Íw¨3�;«�I�;t���;«�Ô¼Ð





sin θ1 ' θ1

sin θ2 ' θ2

cos (θ1 − θ2) ' 1
sin (θ1 − θ2) ' 0

θ̇12 ' 0

θ̇22 ' 0

ÑE� Åêétß#Ô

ÎU¥^®I« ¥�È Ñ�� ÅÂÌ[á[ÔT�I�BÃw¥~�;®[£�¨I®)«z¸w«z£ ¹;ºr�Ã�nÁ¨�.Íw¨I¢¤£�¥^�#®I«|¡~¥^®y�Q¢t¥^� �.«Ï�;�#¨3ªI¡��.�;«ÞÐ
[M ]

{
θ̈
}

+ [K] {θ} = 0
Ñ�� ÅEé¤Ì\Ô

�#âfÐ




[M ] =

[
a b
b c

]

[K] =

[
d 0
0 e

] ÑE� Åêé#étÔ
�.£ÞÐ





a =
(

m1

3
+m2

)
`1

2
= 220

3

b = m2 `1`2

2
cos (θ1 − θ2) = 60

c = m2

3
`2

2
= 80

d = g`1
(

m1

2
+m2

)
= 392,

e = gm2 `2

2
= 294, 3

ÑE� Åêétë#Ô

c`®I�Þ«z�#¡~¨3£ ¥~�#®��.«z£�� �.�_ÄI�;�z�_Äy�;��« �#¨3«`¡~¢m¦C�#� ºr�jÐ
{θ} =

{
θ1

θ2

}
=

{
A1

A2

}
ej(ϑt+ϕ)

ÑE� ÅêéZ"tÔ
�#â { A1

A2

} �.«z£?¡xÁË¢tºrªI¡~¥§£�¨y�I�¤È
ϑ
¡~¢îÃw¥^£��.« «z�î¢t®3#¨I¡g¢¤¥~� �YªI� �#ª3� �f�.£

ϕ
¡~���y�.ªIÄ@¢t« ¢t#�tÅ�ÕmÁË¢tªI�z¹;«)¡~�.«

�B©6ªI�z�;« «z¥~�#®3«¸�I�;«j¢¤®I#¡~�.«m«z�#¨I«m¦C�#�zºÀ�À�;�#ºrªI¡^�B©6� ÑE� ÅEé#é#ÔhÈÊ¡�Á¨�.Í\¨@¢¤£�¥^�#®å�3¥SR��;� �.®[£�¥~�.¡~¡^� ÑE� ÅEé¤Ì\Ô»�I�.Ãw¥^�;®[£¢t¡~�t� «¼Ð

Ý#Ý á



−ϑ2

[
a b
b c

]{
A1

A2

}
+

[
d 0
0 e

]{
A1

A2

}
= 0

Ñ�� Åêé¤à[Ô
« �#¥§£JÐ

{
−ϑ2

(aA1 + bA2) + dA1 = 0

−ϑ2
(bA1 + cA2) + eA2 = 0

(a)

⇔



A1
(
−ϑ2

a+ d
)
− ϑ2

bA2 = 0

−ϑ2
bA1 +

(
e− ϑ2

c
)
A2 = 0

(b)

ÑE� Åêétá#Ô

��¢m« �#¡^¨3£�¥^�#®�¢t®I¢t¡^¸\£�¥^Í\¨I�Â�I�U�;�J«z¸w«p£�¹;ºr�º��ÁÍ�;Í\¨@¢¤£ ¥~�#®3« Ñ�� ÅEétá[Ô
(b)

�I¨�« �.�;�#®1�)�t���I�z�¼¥~ºrªI¡~¥^Í\¨I�`Í\¨I�J¡^�
�y�.£ �;�zºÀ¥^®@¢t®[£U�I�.«`�.�6��HÀ�.¥~�.®\£ «`«z�#¥^£Ï®w¨3¡d�;¢t�¬¡~�.«�¢tºÀª3¡~¥^£ ¨y�I�.«

A1 �.£ A2 ®I�Þ« �t®\£�ª@¢¤«�®\¨I¡^¡~�.«JÐ
∣∣∣∣∣
−ϑ2

a+ d −ϑ2
b

−ϑ2
b e− ϑ2

c

∣∣∣∣∣ =
(
−ϑ2

a + d
) (
e− ϑ2

c
)
−
(
ϑ

2
b
)2

= (ac− b2)
(
ϑ

2
)2 − ϑ2

(ae+ cd) + de

= 0

ÑE� ÅEë ã Ô

�M�;«U�I�.¨6©X��¢¤�;¥~®3�;«¬���.�;¡^¡~�;«T�I�JªI¨I¡^«�¢¤£ ¥~�#®I«yªI� �#ª3� �;«U�3�J�;�.£z£��»�;Í\¨@¢l£�¥~�t®6�I¨X« �;�.�#®y�)�#���3� � Ñ�� ÅËë ã Ô+«z�#®[£
�I�#®I�/Ð





ϑ1 =

√
ae+cd−

√
(ae+cd)2−4(ac−b2)de

2(ac−b2)
= 1, 559 rad/s

ϑ2 =

√
ae+cd+

√
(ae+cd)2−4(ac−b2)de

2(ac−b2)
= 4, 575 rad/s

ÑE� ÅEë3Ó�Ô
Æy�#ºrºÀ��¡g¢m«z�#¡~¨6£�¥~�t®e��.®y�;� ¢t¡~�¢�I¨�«z¸w«z£ ¹;ºr�L�I¥TRË�.� �;®[£ ¥~�;¡4�;«p£¬¨I®I�¼�.�#º<ÇI¥^®@¢t¥^« �#®À¡~¥~®1�Q¢t¥^� �®�I�J« �t¡~¨3£ ¥~�#®I«�;�#ºrªI¡^�B©6�;«U�I�Þ¡~¢j¦C�t� ºr�

ej(ϑ1t+ϕ1) È e−j(ϑ1t+ϕ1) È ej(ϑ2t+ϕ2) È e−j(ϑ2t+ϕ2) ?ËéBA�ÈI�;¡^¡~�J«.Á¨�.�;� ¥§£%Ð
θ1 = A11 cos (ϑ1t+ ϕ1) + A21 cos (ϑ2t + ϕ2)
θ2 = A12 cos (ϑ1t+ ϕ1) + A22 cos (ϑ2t + ϕ2)

ÑE� ÅEë Ý Ô
! �Ê¡^�;«Ê¢tºÀª3¡~¥^£ ¨y�I�.«

Ai1 �.£ Ai2 « �#®[£Q�1�;ªV�;®y�@¢¤®\£ �;«8¡�ÁË¨I®3�_�I�y¡xÁË¢t¨3£��z�M?ËéGA�È?��ÁE¢¤ªI� ¹.«Z¡~�.«A�.Íw¨I¢¤£�¥^�#®I« ÑE� Åêétá#Ô
(b)

Ð
A12

A11 = C1 = −ϑ12a+d

bϑ12
= 1, 465419907

A22

A21 = C2 = bϑ22

−ϑ22 c+e
= −0, 909864351

ÑE� ÅEë#ß#Ô
ÕU�#®I�¤È@¡g¢<«z�#¡~¨3£ ¥~�#® ÑE� ÅEë Ý Ôy�;«z£��4���;�.� ¥§£U¢QÃt�;�%¡g¢¾�y�.ª4�.®y�@¢t®I�.�Ã�3�;«��;�w�dHr�;¥^�;®[£�« Ñ�� ÅËë#ß[ÔUÐ

θ1 = A11 cos (ϑ1t+ ϕ1) + A21 cos (ϑ2t+ ϕ2)

θ̇1 = ϑ1A11 sin (ϑ1t+ ϕ1) + ϑ2A21 sin (ϑ2t+ ϕ2)
θ2 = C1A11 cos (ϑ1t+ ϕ1) + C2A21 cos (ϑ2t+ ϕ2)

θ̇2 = ϑ1C1A11 sin (ϑ1t+ ϕ1) + ϑ2C2A21 sin (ϑ2t+ ϕ2)

ÑE� ÅEëtÌ[Ô

�M�;«¬�;�t®y�I¥^£ ¥~�#®3«y¥~®3¥^£�¥~¢t¡~�.« Ñ ¡~�.«yÃ¤¢t¡~�.¨I� «Ü�3�#¥^Ãt�;®[£	e.£ � �J�;®X� ¢X�I¥g¢¤®I«Ï�.£|®3�#®X�;®P�I�;t���;«�Ô+Ã#�#®[£�ªV�;� ºr�.£z£��z�
��ÁÂ�#Ç3£��.®I¥~�¬¡~¢mÃ¤¢t¡~�.¨I�U�I�;«|�.�6��HÀ�.¥~�.®\£ «

A11 È A21 È ϕ1 �.£ ϕ2 Ð

Ý ß ã



θ1 (0 s) = 1◦ = A11 cos (ϕ1) + A21 cos (ϕ2) (a)

θ̇1 (0 s) = 0 = ϑ1A11 sin (ϕ1) + ϑ2A21 sin (ϕ2) (b)
θ2 (0 s) = 3◦ = C1A11 cos (ϕ1) + C2A21 cos (ϕ2) (c)

θ̇20 (0 s) = 0 = ϑ1C1A11 sin (ϕ1) + ϑ2C2A21 sin (ϕ2) (d)

ÑE� ÅEë[étÔ

É�¢t�¬�.�#®I«4�;Í\¨I�;®[£;ÈË��ÁË¢tªI�z¹;«
(b)

�.£
(d)

�I� Ñ�� ÅEë#é#ÔBÈ
ϕ1 �.£ ϕ2 « �t®\£�®\¨I¡^«;È:¢t¥^®I« ¥ZÐ

A11 + A21 = θ1 (0 s)
A11C1 + A21C2 = θ2 (0 s)

ÑE� ÅEë#ë#Ô
« �#¥§£ Ñ £¢¤¦¥ §~°�¤���fm¶OÛÞªV�#¨I�U�I�.«�Ã¤¢t¡^�;¨I�z«¬®\¨IºÁ�.� ¥^Íw¨3�;«_Ô¼Ð

A11 = C2θ1(0 s)−θ2(0 s)
C2−C1

A21 = C1θ1(0 s)−θ2(0 s)
C1−C2

ÑE� ÅEëg"tÔ

Angles

{
θ10

θ20 →
Coefficients ↓

{
1◦

3◦

{
7◦

12◦

{
10◦

22◦

A11 0, 02872919 0, 13497349 0, 228508
A21 −0, 01127759 −0, 01280044 −0, 053976

hjilknm � Å§Ó	oUp�¢t¡~�.¨I� ««�I�.«y�.�6��HÀ�.¥~�.®\£ «
A11 �.£ A21 �nÁE¢tª3� ¹;«�¡~�.«y¢¤®I#¡~�.« θ1 �B£ θ2 ¥~®I¥§£�¥~¢t¨6©mª@¢t����¢tªIªV�#�p£�j¡xÁË¢l©6�¼Ã#�;�p£�¥^�Q¢t¡

�d¢j«z�#¡~¨3£ ¥~�#®�X�;®y�.��¢t¡^�º�I�Þ«z¸w«z£ ¹;ºr���.�#¨IªI¡{�%�.«z£¯�I�#®3�rÐ
θ1 = C2θ1(0 s)−θ2(0 s)

C2−C1 cos (ϑ1t) + C1θ1(0 s)−θ2(0 s)
C1−C2 cos (ϑ2t)

θ2 = C1 C2θ1(0 s)−θ2(0 s)
C2−C1 cos (ϑ1t) + C2 C1θ1(0 s)−θ2(0 s)

C1−C2 cos (ϑ2t)

ÑE� ÅEë#à#Ô

Ý ß3Ó



ì �����îí�� q

ð �
ñ)���Yò �M�sr�ñ)� � � rW�sró�Vôõñ?�Möõ��� ����÷ ��öõ�sr�ñ?� � ��÷
��� ò � �ùøú��ò ���ûñ � t#��� � ����������� ñ � ���Y�sró�ûñ

ÕmÁE¢¤ªI� ¹.«%¡~¢ � Ù��wØ_°/å[¶~·\Ü#Èn¡~¢eª4�t« ¥^£ ¥~�#®¦�I¨f�;�;®[£ � �J��ÁÂ¥~®I�.�z£�¥^�
G3 �I¨fª4�.®y�I¨I¡^�tÈ�«z�#¡~¥{�I� B3 È4� �.¡~¥��<¢t¨ºe¢¤®I¹;#�J�.«z£%Ð
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O0G3
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=





r + `
2
sin β3

0
− `

2
cos β3
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ÕÂ�;�z¥^Ã¤¢t®[£|�;�B£ £ ��ªV�#« ¥§£�¥^�#® Ñ �8Å§ÓiÔBÈ3«�¢jÃ6¥§£��.« « � { ˙O0G3

} «;ÁÍ�;�.� ¥^£`¢t¡^�#� «UÐ
{

˙O0G3
}

=





`
2
cos β3β̇3

rγ̇1 + `
2
sin β3γ̇1

− `
2
sin β3β̇3





Ñ �8Å Ý Ô
�Q¢t�JÐ

∂
−→
n2

1
∂t

=
˙

γ1
−→
n2

2

∂
−→
n2

2
∂t

= −γ̇1
−→
n2

1

Ñ �8ÅEß#Ô
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{
˙O0G3
}2

=
(

`
2
cos β3β̇3

)2
+
(
rγ̇ + `

2
sin β3γ̇1

)2
+
(
− `

2
sin β3β̇3

)2

=
(

`
2

)2 (
β̇3
)2

+ (r)2
(
γ̇1
)2

+
(

`
2
sin β3γ̇1

)2
+ 2r `

2
sin β3

(
γ̇1
)2

Ñ �8ÅËÌ[Ô
« �#®P�.®I�;�z#¥~�Þ�;¥^®y�.£ ¥~Í\¨I�

T
�3�.Ãw¥~�.®\£`¢t¡^�#� «JÐ

T =
1

2
m

(
`2

4
β̇3

2
+

(
r2 +

`2

4
sin2 β3 + r` sinβ3

)
γ̇1

2
) Ñ �8ÅêétÔ

�.£|«z�#®��.®I�;�z#¥~�ÞªV�t£��.®[£�¥~�.¡~¡^�
Ep

Ð
Ep = −mg `

2
cos β3 Ñ �8ÅEë#Ô
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m
(
r2 + `2

4
sin2 β3 + r` sin β3

)
γ̈1 +m

(
`2

2
sin β3 cos β3 + r` cos β3

)
β̇3 = 0

1
4
m`2β̈3 − 1

2
m
(

`2

2
sin β3 cos β3 + r` cosβ3

)
γ̇1

2
= −mg `

2
sin β3Ñ �8Å#"tÔ��¢
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γ̇1
Ã¤¢t¨6£¼¢t¡^�#� «

Ω
Ô|ª4�#¨3�Í\¨I�J�;�.¡~¨I¥ ä!�;¥V« �Â�y�;ªI¡~¢t�;�+Öz¨3« Í\¨�Á��/« ¢<ª4�t« ¥^£ ¥~�#®Á�I�¼«p£_¢tÇI¥^¡~¥§£��

β3
Ω

Ñ
β̈3
�;«z£�¢¤¡~�#�z«y®\¨I¡~¡^��ÔhÈ6�.�.£ £ �º�I�;¨w©3¥^¹;ºr�

�;Í\¨@¢¤£ ¥~�#®P�I� Ñ ��ÅD"#Ô+Ã¤¢t¨3£®�3�#®I�/Ð
(
`

2
sin β3

Ω + r

)
cos β3

ΩΩ2 = g sin β3
Ω

Ñ �8ÅEà#Ô
�#¨fÐ

tan β3
Ω =

Ω2

g

(
r +

`

2
sin β3

Ω

) Ñ �8ÅEá#Ô
É�¢t�+ª@¢t«Ï«z¨I�;�.�;«z« ¥^¦C«.È@¡g¢%ª4�#«z¥^£ ¥~�#®rÃ��;�z¥^¿:¢¤®\£ Ñ �8ÅEá#Ô��;«p£¬£��z�#¨3Ã��.�tÅ@�M�6£½¤¦¥ §~°�¤��xwZ¶OÛL�I�#®I®3�¼¡g¢%ª4�#«z¥^£ ¥~�#®Á�I�«z£�¢tÇI¥~¡^¥^£��tÈ\�#Ç3£ �;®\¨�£�Äy�.�#� ¥^Íw¨3�;ºr�;®[£|ª@¢t� Ñ �8ÅEá[Ô��.£|ª@¢t�y¡~�¼�.�²�I�¤È3ªV�#¨I�Ü�3¥SR��;� �.®[£��;«¬Ãw¥^£ �;«z« �;«�¢t®3#¨I¡g¢¤¥~� �.«;Å

pU¥^£��.« «z��¢¤®I#¨I¡~¢t¥~�z�
Ω
Ñ
rad/s

Ô ã ÈEé Ý àÉÊ�t« ¥^£ ¥~�#®6�3�%«p£_¢tÇ3¥~¡~¥§£��
β3

Ω

ª@¢t� Ñ ��ÅËá[Ô Ñ �;®´�I�;#�4�;«�Ô à#á3ÈD" ã àtÌ[ß à[é6È ã Ì[ßZ"tà Ý é6Èêé¤á ã à ÝÉd�#« ¥§£�¥~�t®6�I�Þ«z£_¢¤ÇI¥~¡^¥^£��
β3

Ω

ª@¢¤��¡^�¼�;���I� Ñ �.®��3�;#�4�;«_Ô à#á3ÈD" ã ëtÌb" àtÌIÈËá Ý "�"Z" Ý Ó#ÈEëtëtÌ[ëtÌ
hjilknm:��Å§ÓMoXÕ`¥SR��;� �.®[£��;«|ªV�#« ¥§£�¥^�#®I«U�I�Þ«z£�¢tÇI¥^¡~¥^£��U�.�#� �z�;« ªV�#®y�I¢t®[£M�J�I¥TRË�.� �;®[£ �;«¬Ãw¥^£��.« «z�;«`¢t®I#¨I¡~¢t¥~�z�;«
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� t#����� � � �ùñ)�)�

ÉÊ�#¨I�|¥^¡~¡~¨3«z£��z�;�+�;�%Íw¨3¥MªI���.�;¹��3�tÈ:¨I®)�B©6�;ºrªI¡~�Þ�.«z£�ªI� ¥^«;Å
y ÿd� z|{	��]Y���~}���]^� �Y��Y���C}����C���

1G 2G 3G 5G4G
(1) (2) (3) (4) (5)

1

0 m

2

0,1 m

4

0,3 m

5
0,4 m

6

0,5 m

3
0,2 m

x
z

y
30 mm

10 mmy
x

z

�j���;m4V¾Å^Ó-o@��©6�;ºrªI¡^�¯�nÁË¨I®3�`ªV�#¨3£ � ��« �#¨Iª3¡~�®�I�|« �.�.£�¥^�#®e�z�;�B£_¢t®It¨I¡g¢t¥^� �Ï�B£T�3¥~« �.���B£�¥~«4�;���;®eé»�.¡��.ºÀ�.®\£ «
� �#¥^£Ï¡g¢jª4�t¨3£��z�º�I�Þ¡g¢ � Ù��6Ø�°��1¶OÛW�3¥^Ãw¥~«4�;�J�;®Yé¸�;¡��.ºÀ�.®[£�«U�I�Þ�Q¢¤��¢t�B£��;�z¥~«p£�¥~Í\¨I�.«|��;�#º��.£ � ¥^Íw¨3�;«ÞÐ

S = 10.10−3 × 30.10−3 = 3.10−4m2 : section
Ñ VçÅ§ÓiÔ

mv = 7 800 Kg/m3 : Masse volumique
Ñ VçÅ Ý Ô

ÆyÄ@¢tÍ\¨I�»�;¡{�;ºr�;®[£`¢j¡~�;«¬�;¢t��¢¤�.£��.� ¥^«z£�¥^Í\¨I�;«|�;¥^®y�;ºÀ¢¤£ ¥~Í\¨I�;«¬«z¨I¥^Ã¤¢t®[£ �;«%Ð
E = 200 000MPa = 2.1011 Pa = 2.1011 N .m−2 : Module d ′Young

Ñ VçÅËß[Ô

Iyy =
0, 03× 0, 013

12
= 2, 5.10−9 m4 :Moment d ′inertie d ′une section selon l ′axe y

Ñ VçÅÂÌ\Ô

Izz =
0, 01× 0, 033

12
= 2, 25.10−8 m4 : Moment d ′inertie d ′une section selon l ′axe z

Ñ VçÅEé#Ô
Ý ßtÌ



m` = mv × 0, 03 × 0, 01 = 2, 34 Kg/m : Masse lin éique
Ñ VçÅËë[Ô

�!¡��;«p£U«z¨IªIªV�#«��ÞÍ\¨I�rÐ
I0 = Ixx

Ñ VçÅD"#Ô
�I�#®I�/Ð

I0 = Ixx = Iyy + Izz

Ñ VçÅËà[Ô
ÎU¥^®I« ¥�È3¥~¡n�;«z£��#Ç6£��;®\¨¾Ð

ES = 6.107N
Ñ VçÅËá[Ô

EIyy = 500 N .m2
Ñ V¾Å^Ó ã Ô

EIzz = 4500 N .m2
Ñ V¾Å^Ó#Ó�Ô

mvI0 = 19, 5.10−5Kg/m
Ñ VçÅ^Ó Ý Ô

�.£
GI0 =

E

2 (1 + ν)
I0 =

2.1011

2 (1 + 0, 3)
2, 5.10−8 = 1923, 0769N.m2

Ñ V¾Å^Ó�ß#Ô
�M�;«|ªI¨I¡^«�¢¤£ ¥~�#®I«yªI� �#ª3� �;« Ñ £¢¤¦¥ §~°�¤��~�f¶OÛ�ÔÏ«.ÁË�#Ç6£�¥~�.®I®I�.®\£�ª@¢¤��¡~¢m¦C�#� ºm¨I¡~�<Ð

ω = A

√
EI

m``4
Ñ V¾Å^ÓQÌ[Ô

¢QÃ#�;�
A
¨I®1�;�w�dHr�;¥^�;®[£J¥^« « ¨��nÁË¨I®3�m£_¢tÇ3¡~�m�B£

`
¡g¢r¡~�#®It¨I�;¨I�¢�I�j¡xÁÍ�;¡{�;ºr�;®[£ Ñ ªV�#¨I�¼¡^�m�Q¢¤«L�I�<¡~¢ � Ù��6Ø�°�f¶OÛtÈ3�;�.£z£��%¡~�#®3#¨I�;¨3�Ï¦�¢t¥^£

0, 5m
ÔBÅ
ªI¨3¡~«�¢l£�¥~�t®�ªI� �#ª3� � ¦C�4�;Í\¨I�.®I�;�%ªI� �tªI� � Î�©6�

A = 3, 52 205, 816 32, 75 y
A = 3, 52 617, 448 98, 27 z
A = 22, 4 1309, 74 208, 45 y
A = 61, 7 3607, 63 574, 17 y
A = 22, 4 3929, 219 625, 35 z
A = 61, 7 10822, 89 1722, 51 z

hjilknmIVçÅ^ÓOo%ÕÂ�B£��.� ºr¥~®@¢¤£ ¥~�#®%¢t®I¢t¡^¸\£�¥^Í\¨I�«�I�;«dªI¨I¡^«�¢¤£ ¥~�#®I«�ªI�z�#ªI�z�;« Ñ �;®
radians/s

Ô��.£A�I�;«d¦C���.Íw¨3�;®I�.�;«ªI� �tªI� �.« Ñ
Hz

Ôy«z�;¡~�t®?¡�ÁE¢l©6�
y
�#¨

z
��ÁÂ¨I®I�%ªV�#¨3£��z�

y ÿ�[ z|{	��]Y���~}���]^� �C�� {-�n�d�C��
Î ªI¢t�z£ ¥~�U�I�%¡g¢j�;�t®I«z£ � ¨I�B£�¥~�t®��I�.«`ºÀ¢¤£ � ¥~�.�;«®�I�Þ¡xÁq¤t´@´n°*�6°C�ÏÈ@¡^�%�.�²�3�Ã�I�t®I®I�»�I¥SR��;�z�;®[£��.«`Ã¤¢t¡^�;¨I�z«Ñ £¢¤¦¥ §~°�¤��~�f¶~·lÔhÅ

Ý ß[é



ªI¨I¡~« ¢¤£�¥^�#®�ªI�z�#ªI� � ¦C���.Íw¨3�;®I�.��ªI�z�#ªI�z� Î�©6�
205, 583 32, 72 y
616, 75 98, 16 z
1288, 93 205, 15 y
3620, 5 576, 22 y
3866, 86 615, 43 z

hjilknmIVçÅ Ý o%ÕÂ�B£��.� ºr¥~®@¢¤£ ¥~�#®Þ®\¨Iº��;�z¥~Í\¨I�Ï�I�;«dªI¨I¡^«�¢¤£ ¥~�#®I«�ªI�z�#ªI�z�;« Ñ �;®
radians/s

Ô��.£A�I�;«d¦C���.Íw¨3�;®I�.�;«ªI� �tªI� �.« Ñ
Hz

Ôy«z�;¡~�t®?¡�ÁE¢l©6�
y
�#¨

z
��ÁÂ¨I®I�%ªV�#¨3£��z�
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III
�I�;«Êª@¢t¡~�.«;Èl¡xÁÂ¨3£�¥^¡~¥^«�¢¤£ ¥~�#®
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1
�.£

2
« �#®[£d¥��3�;®[£�¥^Íw¨3�;«� Ð

−−−−−→
OmoyG1 = m

� −−−−−→
OmoyG

�
+m

��� −−−−−→
OmoyG

���
+m

�*��� −−−−−−→
OmoyG

�����
m

�
+m

�*�
+m

�����
= 1

3

[(
H′

2

−→
x
�
+Hp

−→
z
� )

+

(
H′

2

−→
x
�
+Hp

(
− sin 60◦

−→
y
�
− cos 60◦

−→
z
� ))

+

+

(
H′

2

−→
x
�
+

(
sin 60◦

−→
y
�
− cos 60◦

−→
z
� ))]

= 1
3

[
3H′

2

−→
x
�
+Hp

(
1− 1

2
− 1

2

)−→
z
� ]

= H′

2

−→
x
�

−−−−−→
OmoyG2 = H′

2

−→
x
�
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1 0 0
0 − cos 60◦ − sin 60◦

0 cos 30◦ − sin 30◦
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x
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=




1 0 0
0 − sin 30◦ cos 30◦

0 − cos 30◦ − sin 30◦








x
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y
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z
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=
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y
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z
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+
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+
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+

H2
p

4

√
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