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Notations

A[X1, . . . , Xn] anneau des polynômes à n indéterminées à coefficients
dans un anneau A
K(X1, . . . , Xn) corps des fractions rationnelles à n indéterminées à coeffi-
cients dans le corps K
K(X, Y )∗ groupe multiplicatif du corps K(X, Y )
χ(K) caractéristique du corps K
K une clôture algébrique de K
kerD noyau de la dérivation D
rg(M) rang de la matrice M
Z(P ) fermé de Zariski associé au polynôme P
H(P1, . . . , Pr) partie Hilbertienne associée aux polynômes P1, . . . , Pr

deg(P ) degré du polynôme P
degX(P ) degré du polynôme P ordonné suivant les puissances décroissantes
de X
degX(P ) degré total de P, vu comme polynôme en X = (X1, . . . , Xn)
(A,B) pgcd des polynômes A et B
Mn×n(K) anneau des matrices carrées n× n à coefficients dans K
GLn(K) groupe linéaire de Kn

σ(P ) spectre du polynôme P
A \B complémentaire de B dans l’ensemble A
card(F ) cardinal de l’ensemble F
ρλ(P ) ordre partiel de réductibilité du polynôme P associé à un λ ∈ K
ρ(P ) ordre total de réductibilité du polynôme P.



Introduction

Les questions que nous allons étudier portent sur la réductibilité des poly-
nômes en plusieurs variables sur un corps arbitraire. Plus précisément, soient
K un corps quelconque et P (X1, . . . , Xn) un polynôme non constant, en les
indéterminées X1, . . . , Xn (n ≥ 2), à coefficients dans le corps K. L’ensemble
des valeurs λ qui sont dans une clôture algébrique K de K pour lesquelles le
polynôme P − λ est réductible sur K, qui est appelé le spectre de P et noté
σ(P ), joue un rôle central dans ce travail.

Une première information, qu’on obtient à partir du théorème de Bertini-
Krull est que si P est non composé sur K, alors l’ensemble σ(P ) est fini. En
1989, Stein a donné une première majoration du cardinal de σ(P ), dans la
situation où le corps de base K est algébriquement clos, non dénombrable
de caractéristique nulle. De façon précise, il a montré que si P (X, Y ) est non
composé sur K alors card(σ(P )) ≤ deg(P )−1; géométriquement, si P (X, Y )
est non composé sur K alors le nombre de fibres réductibles du polynôme P
est ≤ deg(P )− 1. Ce résultat constitue le point de départ de cette thèse.

En 1992, Cygan a étendu l’inégalité de Stein au cas d’un nombre n ≥ 2
quelconque de variables (par réduction au cas n = 2), sur K = C. Dans la
même année, Kaliman a développé l’interprétation géométrique ci-dessus du
résultat de Stein sur K = C et pour le cas de deux variables (n = 2). Le
résultat de Kaliman donne une première amélioration de la borne démontrée
par Stein.

Un peu plus tard, en 1993, Vistoli a prouvé le résultat dans le cas d’un
corps algébriquement clos, de caractéristique nulle et un nombre n ≥ 2 quel-
conque de variables. En 1993 également, Lorenzini a considéré pour la pre-
mière fois le cas de caractéristique quelconque, pour n = 2; il a donné d’autre



part une deuxième amélioration de la borne qui figure dans l’inégalité origi-
nale.

Au chapitre 3, nous donnerons une nouvelle démonstration qui prouve la
meilleure inégalité, celle de Lorenzini, sur un corps de caractéristique quel-
conque et pour un nombre n ≥ 2 quelconque de variables ; nous procédons
par réduction au cas n = 2 (voir chapitre 3, théorème fondamental).

Nous nous sommes également intéressés à la question suivante : étant
donné un ensemble fini S ⊂ K, peut-on construire un polynôme P dont le
spectre soit l’ensemble S? Nous répondons par l’affirmative au chapitre 4.

Plus précisément, notre résultat est qu’on peut fixer à l’avance les élé-
ments λ du spectre ainsi que le nombre de facteurs irréductibles des P (X)−λ,
et même, dans une certaine mesure tous les facteurs irréductibles des P − λ
sauf un (voir théorèmes 4.1.1 et 4.1.2 pour plus de précision). Ce résultat est
établi sur un corps K infini, de caractéristique quelconque et pour un nombre
n ≥ 2 quelconque de variables.

Nous avons divisé le texte en quatre chapitres.

Chapitre 1 : Généralités. Nous y introduisons les outils et le langage utili-
sés dans toute la suite de ce travail. On rappele les définitions de composition
de polynômes, de spectre σ(P ), d’ordre partiel ρλ(P ) relatif à λ, d’ordre to-
tal ρ(P ) de réductibilité d’un polynôme non constant P. Puis on montre à
partir du théorème de Bertini-Krull que le spectre σ(P ) d’un polynôme non
composé P est fini. C’est le résultat fondamental de ce chapitre. Nous mon-
trerons également que ce spectre est indépendant du corps algébriquement
clos contenant les coefficients de P.

Chapitre 2 : Inégalité de Stein et méthode de Stein. On considère
un corps K algébriquement clos, non dénombrable de caractéristique nulle et
P (X, Y ) ∈ K[X,Y ] un polynôme non constant. L’inégalité de Stein est celle
donnée par le théorème suivant :

Théorème — Si P (X, Y ) est non composé alors card(σ(P )) ≤ ρ(P ) ≤
deg(P )− 1.

Dans ce chapitre, nous reprenons la méthode utilisée par Stein. Elle passe
par une étude préalable des “noyaux des dérivations jacobiennes”.



Chapitre 3 : Améliorations de l’inégalité de Stein. Ce chapitre reprend
pour l’essentiel le contenu de notre article “Une généralisation de l’inégalité
de Stein-Lorenzini”. Son objet est de montrer par une nouvelle méthode pu-
rement algébrique la meilleure inégalité de Lorenzini dans le cas d’un corps de
caractéristique quelconque et pour un nombre n ≥ 2 quelconque de variables.
Nous utilisons une induction sur le nombre de variables n.

Chapitre 4 : Sur le spectre d’un polynôme à plusieurs variables.
Ce chapitre reprend notre article “Sur le spectre d’un polynôme à plusieurs
variables” (paru à Acta Arithmetica). Le résultat principal est qu’on peut
construire des polynômes P (X) pour lesquels les éléments λ du spectre
donnés avec le nombre de facteurs irréductibles de P (X) − λ, c’est-à-dire
ρλ(P ) + 1, ont été fixés à l’avance. Dans l’article correspondant, on suppo-
sait K de caractéristique 0. Ici, K est infini de caractéristique quelconque.
Ce résultat plus général apparaît dans l’article ultérieur (qui correspond au
chapitre 3) comme conséquence de l’extension de l’inégalité de Stein au cas
de caractéristique ≥ 0 et de n ≥ 2 variables.



Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions de spectre et de degrés partiel
et total de réductibilité d’un polynôme. Nous allons donner aussi les premiers
résultats généraux qui montrent notamment que le spectre d’un polynôme
non composé est fini et ne dépend pas du corps algébriquement clos contenant
les coefficients.

On se donne K un corps commutatif, de caractéristique χ(K) quelconque,
K une clôture algébrique de K et P (X) := P (X1, . . . , Xn) un polynôme à
n ≥ 2 variables, à coefficients dans K.

1.1 Problème

Le problème qui motive ce travail est la réductibilité des polynômes
P (X)−λ pour λ ∈ K. Plus précisément, on va étudier l’ensemble des valeurs
λ ∈ K pour lesquelles le polynôme P (X)− λ est réductible sur K.

Nous rappellons que le spectre du polynôme P (X), qu’on note σ(P ), est
le sous-ensemble de K donné par

σ(P ) = {λ ∈ K : P (X)− λ est réductible sur K}.

Pour λ ∈ K, on écrit

P (X)− λ =

n(λ)∏
i=1

fλ,i(X)kλ,i , avec kλ,i ∈ N∗
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une décomposition du polynôme P (X) − λ en facteurs irréductibles fλ,i ∈
K[X]. On définit aussi les nombres suivants :

ρλ(P ) = n(λ)− 1 (λ ∈ K),

ρ(P ) =
∑
λ∈K

ρλ(P )

qui sont respectivement le degré partiel relatif à λ et le degré total de réduc-
tibilité du polynôme P.

1.2 Finitude de σ(P )

Dans cette section, on va donner une caractérisation de la finitude du
spectre σ(P ). Plus précisément, nous allons donner une preuve du théorème
fondamental ci-dessous.

Le polynôme P (X) est dit composé sur K, s’il existe deux polynômes
u(T ) ∈ K[T ], deg(u) ≥ 2 et Q(X) ∈ K[X] tels que P (X) = u(Q(X)). 1

Théorème fondamental — On a équivalence entre :
(i) P (X)− λ est réductible sur K pour une infinité de λ ∈ K,
(ii) P (X)− λ est réductible sur K pour tout λ ∈ K,
(iii) P est un polynôme composé sur K,
(iv) le polynôme P (X) − T est réductible dans K(T )[X], où T est une va-
riable.

Ainsi, si le polynôme P (X) est non composé, son spectre est un ensemble
fini.

Dégageons également l’implication suivante que nous utiliserons plusieurs
fois : si P (X) est irréductible dans K[X] alors P (X) est non composé sur
K. Noter que “irréductible dans K[X]” ne suffit pas : penser à P (X) =
(XY )2 − 2.

Nous allons établir le théorème fondamental à partir de la proposition
suivante qui est due à Bertini pour K = C (1882) et à Krull pour le cas
général (1937).

1. On peut noter que pour tout polynôme non constant P (X) ∈ K[X], il existe p0 ∈
K[X] non composé et φ ∈ K[T ] tels que P (X) = φ(p0(X)).
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Proposition 1.2.1 — Soient T = (T1, . . . , Tm) des variables algébriquement
indépendantes sur K(X) et F (X, T ) ∈ K[X, T ] un polynôme irréductible
avec degT (F ) = 1.
Alors F (X, λ) est réductible sur K pour tout λ = (λ1, . . . , λm) ∈ K

m
, tel que

degX F (X, λ) = degX F (X, T ) si et seulement si

• ou bien χ(K) = 0 et

F (X, T ) =
d∑

i=0

ai(T )Φ(X)d−iΨ(X)i,

avec d ≥ 1 un entier, ai(T ) ∈ K[T ], (i = 0, . . . , d) et Φ(X), Ψ(X) ∈ K[X]
tels que degX F > max(deg Φ(X), deg Ψ(X)),

• ou bien F (X, T ) ∈ K[Xp, T ], avec p = χ(K) > 0 et Xp = (Xp
1 , . . . , Xp

n).

Preuve. Une preuve de cette proposition est donnée dans [33 ; théorème 37,
§3.3]. �

1.3 Preuve du théorème fondamental

L’équivalence (i) ⇔ (iv) est le classique théorème de Bertini-Noether
(voir par exemple [14 ; prop. 9.29, p. 120]).

Les deux implications (iv) ⇒ (ii) et (ii) ⇒ (i) sont évidentes.

Pour l’implication (iii) ⇒ (ii), on suppose que P (X) est composé sur
K, c’est-à-dire il existe deux polynômes u(Z) ∈ K[Z], avec deg(u) ≥ 2
et Q(X) ∈ K[X] tels que P (X) = u(Q(X)). Alors pour tout λ ∈ K, le
polynôme P (X)−λ est réductible sur K. En effet, u(Z)−λ considéré comme
polynôme en Z, se factorise sur K en produit de facteurs du premier degré

u(Z)− λ = a

s∏
j=1

(Z − αj),
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où a ∈ K∗ et les αj sont des éléments de K. Alors

P (X)− λ = u(Q(X))− λ = a
s∏

j=1

(Q(X)− αj).

Enfin, pour l’implication (ii) ⇒ (iii), on va distinguer les deux cas sui-
vants :

1ercas : χ(K) = 0.
Supposons que (ii) est satisfaite. Alors comme degX(P (X)−T ) = degX(P (X)−

λ) pour tout λ ∈ K, d’après la proposition 1.2.1, pour m = 1, on peut écrire

(*) P (X)− T =
d∑

i=0

ai(T )Φ(X)d−iΨ(X)i,

avec d ≥ 1 un entier, ai(T ) ∈ K[T ], (i = 0, . . . , d) et Ψ(X), Φ(X) ∈ K[X]
tels que degX(P ) > max(deg(Φ), deg(Ψ)).

En dérivant les deux membres de l’égalité (*) par rapport à T, on obtient

(**) −1 =
d∑

i=0

a′i(T )Φ(X)d−iΨ(X)i,

ou encore

−1 = a′i0(T )Ψ(X)i0

d−i0∏
i=1

(Φ(X)− βiΨ(X)),

où β1, . . . , βd−i0 sont les racines de
∑d

i=0 a′i(T )zd−i = 0 et i0 est le premier
indice tel que a′i0(T ) 6= 0. Alors puisque Φ(X) et Ψ(X) ne doivent pas être à
la fois dans K, on a nécessairement i0 = d, Ψ(X) = c ∈ K, ai(T ) = ai pour
i < d et ad(T ) = −T + α, α ∈ K. D’où

P (X)− T = b0Φ(X)d + b1Φ(X)d−1 + . . . + bd−1Φ(X) + cd(−T + α),

avec bi = ciai pour i = 0, . . . , d− 1. Donc pour T = 0, on a

P (X) = u(Φ(X))
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avec
u(Z) = b0Z

d + b1Z
d−1 + . . . + bd−1Z + cdα.

De plus, on a deg(P ) = deg(u) deg(Φ), et comme deg(P ) > max(deg(Φ), deg(Ψ))
par hypothèse, on a alors deg(u) > 1. Ceci montre bien que le polynôme P
est composé sur K.

2emecas : χ(K) = p > 0.

Supposons que P (X) − λ est réductible sur K pour tout λ ∈ K. Alors,
d’après la proposition 1.2.1 pour m = 1, on a P (X) − T = F (Xp, T ) ∈
K[Xp, T ]. En particulier, pour T = 0, on obtient P (X) = F (Xp, 0) ∈ K[Xp].
D’où P (X) s’écrit sous la forme [G(X)]p avec G(X) ∈ K[X] et donc le
polynôme P est composé sur K. �

1.4 Indépendance du spectre par rapport au
corps

Dans cette section, nous allons montrer que la propriété “P (X) ∈ C[X]
est composé sur C” ne dépend pas du corps algébriquement clos C, et que,
dans le cas où P est non composé, son spectre n’en dépend non plus. Ce
résultat nous permettra, par exemple dans la première section du chapitre 3,
de déduire certains résultats pour tout corps de caractéristique 0 à partir du
cas K = C.

Soient C un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque, K ⊂
C un sous-corps et P (X) ∈ K[X]. On pose

σC(P ) = {λ ∈ C : P (X)− λ est réductible sur C}

et
σK(P ) = {λ ∈ K : P (X)− λ est réductible sur K}

les spectres du polynôme P relatifs respectivement aux corps C et K. Le
second correspond à notre définition de départ du spectre. Nous allons dé-
montrer la proposition suivante :
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Proposition — Si P est non composé sur K alors P est non composé sur
C et σC(P ) = σK(P ); la définition du spectre ne dépend pas du corps algé-
briquement clos contenant les coefficients de P . De même pour les nombres
ρλ(P ) et ρ(P ).

Preuve. Il est clair que σK(P ) ⊂ σC(P ). Inversement, soit λ ∈ σC(P ),
c’est-à-dire

(*) P (X)− λ = Q(X)R(X), avec Q, R ∈ C[X] non constants.

Soit F le corps engendré sur K par λ et les coefficients de Q et R ; c’est une
extension de type fini, on peut donc l’écrire F = K(t1, . . . , td). Le corps F est
isomorphe au corps des fractions frac(K[X1, . . . , Xd]/I) de l’anneau quotient
de K[X1, . . . , Xd] par un idéal premier I. La factorisation (*) se réécrit sous
la forme

P (X)− λ(t1, . . . , td) = Q(t1, . . . , td, X) R(t1, . . . , td, X).

Notons Z(I) le fermé de Zariski associé à l’idéal I. Pour tout d-uplet (t1
0, . . . , td

0)
d’éléments de K dans un ouvert de Zariski de Z(I), la spécialisation corres-
pondante fournit une décomposition non triviale dans K[X]

(**) P (X)− λ(t1
0, . . . , td

0) = Q(t1
0, . . . , td

0, X) R(t1
0, . . . , td

0, X).

On a donc λ(t1
0, . . . , td

0) ∈ σK(P ).

Si λ ∈ F \ K, cela donne une infinité d’éléments dans σK(P ) ce qui
contredit P non composé sur K. D’où λ ∈ K et P (X) − λ réductible sur
K par (**), c’est-à-dire λ ∈ σK(P ). Cela montre en particulier que “P non
composé sur K” entraîne “P non composé sur C”.

De plus si on écrit P (X)−λ =
∏n(λ)

i=1 fλ,i(X)kλ,i une décomposition en fac-
teurs irréductibles fλ,i ∈ K[X] alors cette décomposition est aussi la décom-
position dans C[X] (car irréductible dans K[X] entraîne irréductible dans
C[X]). Les paramètres n(λ) ne dépendent donc pas du corps algébriquement
clos contenant K et donc les nombres ρλ(P ) et ρ(P ) non plus. �
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1.5 Commentaires

1.5.1 Sur la composition des polynômes

On a le résultat qui est dû à Furushima [16] pour le cas de deux variables,
qui est aussi redémontré par Lin et Zaidenberg dans [23]. Ensuite, il est
étendu par Cygan [7] et également par Ploski [31] pour un nombre n ≥ 2
de variables pour prendre la forme suivante : soit P ∈ C[X], alors il existe
p0 ∈ C[X] primitif (au sens de ces auteurs c’est-à-dire, les polynômes p0 − c
sont irréductibles pour tout c ∈ C sauf un nombre fini) et φ ∈ C[T ] tels
que P (X) = φ(p0(X)), (en remplacant p0 par p0 − c et φ(T ) par φ(T + c),
on peut prendre p0 irréductible). De plus, cette décomposition est unique à
un automorphisme linéaire près (voir par exemple [7]). De plus, noter que
modulo le théorème fondamental de ce chapitre, les deux notions “primitif”
et “non composé” sont équivalentes.

Dans le cas de deux variables X et Y, Ayad et Ryckelynck dans [4] ont
donné une méthode pour détecter qu’un polynôme P (X,Y ) est composé et
sinon déterminer les valeurs λ ∈ σ(P ) qui sont en nombre fini. Ayad dans
[2], a donné aussi notamment en caractéristique nulle et dans le cas de deux
variables, d’autres conditions qui sont équivalentes au fait qu’un polynôme P
est non composé, par exemple, que “l’anneau K[P ] est intégralement fermé
dans K[X, Y ]”. On a aussi le fait suivant qui est une conséquence du théorème
7 démontré dans [2] pour n = 2 et pour le cas où χ(K) = 0 : “P est non
composé sur K” si et seulement si “P est non composé sur K

′′
. Cependant,

cette équivalence ne reste plus vraie dans le cas où χ(K) = p > 0, par
exemple, si on suppose le corps K non parfait et on considère le polynôme
P (X, Y ) = Xp+aY p, avec a ∈ K\Kp. On vérifie aisément que P est composé
sur K mais non sur K. Pour plus de détails, nous renvoyons par exemple à
[2], [4], [29] et [30].

1.5.2 Sur le cas d’une seule variable

Dans le cas d’une seule variable, si on adopte la première définition de
composition d’un polynôme, alors tout polynôme de degré ≥ 2 sera composé,
d’où l’introduction d’une nouvelle définition. Nous dirons qu’un polynôme
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p(X) ∈ K[X] est strictement composé sur K s’il existe deux polynômes r(X),
q(X) ∈ K[X], avec deg(r) ≥ 2 et deg(q) ≥ 2 tels que p(X) = r(q(X)). Par
exemple, on a le fait suivant : supposons que p(X) ∈ K[X] et que χ(K) = 0
ou (deg(p), χ(K)) = 1. Alors p(X) est strictement non composé sur K si et
seulement si p(X) est strictement non composé sur K, (voir par exemple [15]
ou [33]).

Pour p(X) ∈ Q[X] donné de degré ≥ 2, si t ∈ p(Q) alors p(X) − t
est réductible. Dans ce contexte, Fried dans [12], [13] a montré le résultat
suivant : Les seuls polynômes non strictement composés p(X) ∈ Q[X] pour
lesquels p(X) − t est réductible pour une infinité de t ∈ Z \ p(Q) sont de
degré 5. Cette approche a été développée par Müller dans [27], à savoir : soit
f(T, X) ∈ Q[T, X] absolument irréductible. Supposons que, pour une infinité
de t ∈ Z, f(t,X) est réductible mais n’a pas de facteur linéaire. Peut-on
conclure nécessairement degX(f) = 5? Müller a montré que oui si le groupe
de Galois de f(T,X) sur Q(T ) est le groupe symétrique ou si degX(f) est
premier.

De plus Dèbes et Fried ont montré dans [9], [10] que le cas deg(p) = 5 est
réellement exceptionnel : il existe des polynômes non strictement composés
p(X) ∈ Q[X] (de degré 5) pour lesquels p(X) − t est réductible pour une
infinité de t ∈ Z \ p(Q). Ainsi pour un polynôme non strictement composé
p(X) ∈ Q[X], si on définit le spectre σ(p) comme l’ensemble des t ∈ Z tels
que p(X)− t est réductible sur Q, alors σ(p) \ p(Q) est fini, sauf dans le cas
exceptionnel où deg(p) = 5.



Chapitre 2

Inégalité de Stein et méthode
de Stein

Étant donnés deux polynômes f(X,Y ), g(X, Y ) ∈ K[X, Y ], considé-
rons un faisceau de courbes planes αf(X,Y ) + βg(X, Y ), où α, β ∈ K. Si
on suppose que la courbe générique dans ce faisceau est irréductible, alors
combien le faisceau contient-il de courbes réductibles ? Ce problème a été
étudié par Ruppert [32] qui a montré qu’on a au plus d2 − 1 courbes réduc-
tibles, où d = max(deg(f), deg(g)). L’étude de la réductibilité des polynômes
P (X, Y )− λ est un cas particulier de ce problème général. Dans ce cas, on a
une borne meilleure, obtenue initialement par Stein dans [35] en caractéris-
tique 0 suite aux travaux de Bertini, Krull et Ruppert : si P (X, Y ) est non
composé sur K, alors card(σ(P)) ≤ ρ(P ) ≤ d− 1.

Dans ce chapitre, on va expliquer la méthode qu’a suivi Stein pour dé-
montrer son résultat que l’on appellera par la suite inégalité de Stein.

Tout au long des deux premières sections de ce chapitre, K désigne un
corps algébriquement clos, de caractéristique nulle et non dénombrable et
X et Y sont deux variables algébriquement indépendantes sur K et enfin
P (X, Y ) ∈ K[X, Y ] un polynôme non constant.

2.1 Inégalité de Stein

L’inégalité de Stein est celle donnée par le théorème suivant :
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Théorème fondamental — Si P (X, Y ) est un polynôme non composé alors

ρ(P ) < deg(P )

où le nombre ρ(P ) a été défini dans le chapitre 1, section 1.1.

Géométriquement, si le polynôme P est non composé alors le nombre de
ses fibres réductibles Γλ := {(x, y) ∈ K2 : P (x, y) = λ}, (λ ∈ K) (qui sont
des courbes algébriques affines) est au plus égal à deg(P )− 1.

On peut ainsi préciser le théorème fondamental du chapitre 1 (pour n =
2) : si P (X, Y ) ∈ K[X, Y ] est non composé, alors le polynôme P (X, Y ) + T
est irréductible dans K(T )[X, Y ] et pour toute spécialisation t de T dans K,
le polynôme spécialisé reste irréductible sur K sauf peut-être pour au plus
deg(P )− 1 valeurs t ∈ K.

L’exemple classique suivant montre que la borne deg(P )−1 est optimale :
soit P (X, Y ) = Y +X

∏d−2
i=0 (Y +i), avec d = deg(P ) ≥ 2. On a degX(P ) = 1,

donc P est non composé. De plus on a P (X, Y )+j = (Y +j)+X
∏d−2

i=0 (Y +i).
On déduit facilement que σ(P ) = {0, . . . , d − 2} et que ρ(P ) = d − 1 =
deg(P )− 1.

Il y a des améliorations de l’inégalité de Stein ; elles feront l’objet du
chapitre 3.

2.2 Méthode de Stein

La méthode de Stein utilise la notion de dérivation d’une K−algèbre,
notamment quelques propriétés des noyaux des dérivations jacobiennes de
K[X, Y ] et de leur prolongement à K(X, Y ).

2.2.1 Noyaux des dérivations jacobiennes

Soit E une algèbre commutative sur un anneau A commutatif unitaire.
On appelle dérivation de E une application D : E → E, A-linéaire, telle
que : D(xy) = D(x)y + xD(y) pour tous x, y ∈ E.

Dans cette section, on considérera un type spécifique de dérivations. On
définit l’application :

DP : K[X, Y ] → K[X, Y ]
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f 7→ DP (f) =
∂P

∂X

∂f

∂Y
− ∂P

∂Y

∂f

∂X

DP est une dérivation de K[X, Y ] appelée dérivation jacobienne. De plus,
DP se prolonge d’une façon unique en une dérivation D̃P de K(X, Y ) définie
par

D̃P (
u

v
) =

DP (u)v −DP (v)u

v2

pour u et v des éléments de K[X, Y ] premiers entre eux.
Stein a exploité les noyaux des dérivations DP et D̃P que l’on notera

respectivement C(P ) et C̃(P ). On vérifie aisément que C(P ) est une sous
K−algèbre de K[X, Y ], que C̃(P ) est un sous-corps de K(X, Y ) et que la
propriété suivante est satisfaite : pour tout r ∈ Z, f r ∈ C(P ) ⇒ f ∈ C(P )
et également f r ∈ C̃(P ) ⇒ f ∈ C̃(P ). La proposition suivante donne une
caractérisation de ces noyaux.

Proposition 2.2.1.1 — Pour f ∈ K(X, Y ) une fonction rationnelle donnée,
les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f ∈ C̃(P ),
(ii) f et P sont algébriquement dépendants sur K,
(iii) f est constante sur toute composante irréductible des courbes de niveau
{P = λ} sauf pour un nombre fini de λ,
(iv) f est constante sur une infinité de composantes irréductibles des courbes
de niveau {P = λ}.

Preuve. Le fait que f ∈ C̃(P ) est équivalent à dire que le déterminant de
la matrice jacobienne de P et f est nul. Or, il est classique que le rang de
cette matrice est égal au degré de transcendance de l’extension algébrique
K(P, f)/K qui vaut 1 si et seulement si f et P sont algébriquement dépen-
dants sur K (voir par exemple [22 ; p. 12]). D’où l’équivalence (i) ⇔ (ii).

Dans le reste de cette preuve, on note Z(F ) l’ensemble algébrique (l’hy-
persurface) de K2 défini par le polynôme F de K[X, Y ]. L’ensemble Z(F )
est un fermé de l’espace affine K2 pour la topologie de Zariski.
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(ii) ⇒ (iii) : supposons que P et f sont algébriquement dépendants sur
K, c’est-à-dire, on a une relation de type :

(1)
m∑

i=0

Ri(P )f i = 0,

avec Ri(T ) ∈ K[T ], (R0, . . . , Rm) = 1 et Rm(P ) 6= 0.
Puisque K est un corps algébriquement clos, on peut écrire

Rm(T ) = a
s∏

i=1

(T − λi),

où a ∈ K∗ et λ1, . . . , λs sont les racines de Rm(T ) dans K. Ecrivons aussi
f(X,Y ) = u(X, Y )/w(X, Y ), avec (u, w) = 1. Alors la relation (1) donne

m∑
i=0

Ri(P )uiwm−i = 0.

Ceci entraîne que w divise Rm(P ) dans K[X, Y ]. Il s’ensuit que tout facteur
irréductible de w(X, Y ) divise l’un des facteurs P (X, Y )− λi, (i = 1, . . . , s).

Soit maintenant λ 6= λ1, . . . , λs. Alors Z(P − λ)∩Z(w) = ∅, car si (x, y) ∈
K2 vérifie w(x, y) = 0, on a alors P (x, y) = λi pour un certain indice i ∈
{1, . . . , s}, et P (x, y) = λ n’est alors pas possible pour notre choix de λ.
Considérons une composante irréductible Vλ de la courbe de niveau {P = λ}.
On a Vλ ∩ Z(w) = ∅ et donc w(x, y) 6= 0 pour tout (x, y) ∈ Vλ. La relation
(1) donne alors :

m∑
i=0

Ri(λ)f(x, y)i = 0, ((x, y) ∈ Vλ).

Comme les nombres R0(λ), . . . Rm(λ) ne peuvent être simultanément nuls,
les nombres f(x, y), avec (x, y) ∈ Vλ ne peuvent prendre qu’un nombre fini
de valeurs c1, . . . , cd dans K, c’est-à-dire Vλ ⊂

⋃d
j=1 f−1({cj}). Or, chaque

f−1({cj}), (j = 1, . . . , d) est un fermé pour la topologie de Zariski de K2 et
comme Vλ est irréductible, il existe un indice j ∈ {1, . . . , d} tel que Vλ ⊂
f−1({cj}). D’où f est constante sur Vλ.
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(iii) ⇒ (iv) : évident.

(iv) ⇒ (i) : on désigne par (Vn)n>0 une suite infinie de composantes
irréductibles des courbes de niveau de P où la fonction f est constante ; on
note {P = λn} la courbe de niveau dont Vn est une composante (n > 0).

Il est classique que “f est constante sur Vn” entraîne que D̃P (f) = 0 sur
Vn (n > 0) : cela se voit par exemple en écrivant que K(Vn) = K(X, y) avec
y solution de P (X, y) = λn et que la dérivation ∂

∂X
se prolonge au corps

de fonctions K(Vn) par ∂y
∂X

= − ∂P
∂X

/∂P
∂Y

et en développant ∂
∂X

(f(X, y)) = 0.

Posons D̃P (f) = N(X,Y )
D(X,Y )

, avec N(X, Y ), D(X, Y ) ∈ K[X, Y ] et (N, D) = 1.

Le fermé Z(N) contient donc une infinité de composantes irréductibles Vn

qui sont deux à deux disjointes. Il en résulte que N ≡ 0 et donc D̃P (f) ≡ 0,
c’est-à-dire f ∈ C̃(P ). �

La remarque suivante est une conséquence de l’équivalence (i) ⇔ (ii).

Remarque 2.2.1.2. Soit A ∈ C(P ) avec deg(A) ≥ 1. Alors on a C(A) =
C(P ) et C̃(A) = C̃(P ).

En effet, si f ∈ C̃(A), alors f et A sont algébriquement dépendants sur
K, d’où f est algébrique sur K(A). Or, A ∈ C(P ), donc A est algébrique sur
K(P ), par conséquent f est algébrique sur K(P ). D’où f ∈ C̃(P ) d’après la
proposition 2.2.1.1, et de la même manière, on montre que C̃(P ) ⊂ C̃(A).
On a donc C̃(A) = C̃(P ), dont découle C(A) = C(P ). �

Le théorème suivant qui relie les noyaux C(P ) et C̃(P ) au spectre de P
est le résultat central de ce chapitre. Il est démontré au §2.2.3.

Théorème 2.2.1.3 — On a équivalence entre :
(1) deg(P ) = min{deg(Q)/Q ∈ C(P ) \K},
(2) σ(P ) 6= K,
(3) C(P ) = K[P ],
(4) C̃(P ) = K(P ),
(5) P (X, Y ) est non composé.
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2.2.2 Lemme préliminaire

Dans la suite, on note G(P ) le groupe multiplicatif engendré par tous les
diviseurs des polynômes P − λ, pour tout λ ∈ K. On a

G(P ) =
⋃

λ∈Km

G(P, λ),

où pour λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Km, G(P, λ) désigne le groupe multiplicatif
engendré par tous les diviseurs des polynômes P − λi, pour i = 1, . . . ,m.

Lemme 2.2.1.4 — Soient F1, . . . , Fr ∈ G(P ). Si r ≥ deg(P ) alors il existe
m1, . . . ,mr des entiers non tous nuls tels que la fonction rationnelle

∏r
i=1 Fi

mi

appartienne à C̃(P ).

Preuve. Soient F1, . . . , Fr ∈ G(P, λ) pour un certain λ = (λ1, . . . , λm) ∈
Km. Il est classique (voir par exemple [1]) que l’ensemble E des λ ∈ K
tel que {P = λ} est une courbe singulière est fini. On choisit un λ ∈ K \
(E ∪ {λ1, . . . , λm}) et une composante irréductible S de la courbe de niveau
{P = λ}. Soient q1, . . . , qd les points à l’infini de S dans un modèle projectif
lisse S de S. Notons νij l’ordre de Fi au point qj, et M la matrice :

M =


ν11 ν12 · · · ν1d

ν21 ν22 · · · ν2d
...

... . . . ...
νr1 νr2 · · · νrd


Les fonctions Fi sont régulières et n’ont pas de zéros sur S d’après notre

choix de λ. Les zéros et pôles de chaque fonction Fi (i = 1, . . . , r), vues sur
S, se trouvent donc dans la partie à l’infini. La nullité du degré du diviseur
(Fi), se traduit donc par

∑d
j=1 νij = 0 pour tout i = 1, . . . , r. Par conséquent

rg(M) < d ≤ deg(P ) et grâce à notre hypothèse r ≥ deg(P ), il existe alors
m1(λ, S), . . . ,mr(λ, S) des entiers non tous nuls tels que

∑r
i=1 mi(λ, S)νij =

0, (j = 1, . . . , d).
Considérons maintenant la fonction rationnelle

fλ,S =
r∏

i=1

F
mi(λ,S)
i .
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Cette fonction est régulière et n’a pas de zéros sur S. De plus, par construc-
tion, elle n’a ni zéros ni pôles aux points à l’infini q1, . . . , qd. Par conséquent
fλ,S est constante sur S.

Conclusion : pour tous choix de λ et S comme ci-dessus, il existe un
r−uplet (m1(λ, S), . . . ,mr(λ, S)) ∈ Zr \ {(0, . . . , 0)} tel que la fonction ra-
tionnelle fλ,S =

∏r
i=1 F

mi(λ,S)
i est constante sur la composante irréductible

S. Comme le corps K est supposé non dénombrable, il existe une infinité de
couple (λ, S) pour lesquels les r−uplets (m1(λ, S), . . . ,mr(λ, S)) prennent la
même valeur, qu’on note (m1, . . . ,mr). En conséquence, la fonction ration-
nelle f =

∏r
i=1 Fmi

i est constante sur les composantes S correspondantes.
D’où f ∈ C̃(P ) en vertu de la proposition 2.2.1.1. �

2.2.3 Preuve du théorème 2.2.1.3.

Nous utiliserons les définitions suivantes.

Définitions 2.2.1.5 (a) on dit qu’un système {F1, . . . , Fr} d’éléments de
G(P ) est P -libre si pour tout r-uplet (m1, . . . ,mr) ∈ Zr, on a

∏r
i=1 Fi

mi ∈
C̃(P ) entraîne que mi = 0 pour tout i = 1, . . . , r.
(b) un système P -libre {F1, . . . , Fr} d’éléments de G(P ) est dit maximal si
pour tout F ∈ G(P ), la famille (F1, . . . , Fr, F ) n’est pas P -libre.

(1) ⇒ (2) : supposons que σ(P ) = K. Pour tout α ∈ K, on choisit
Fα un facteur irréductible de P − α tel que deg(Fα) < deg(P ). Choisissons
aussi un système P -libre maximal (qui existe d’après le lemme de Zorn).
Cet ensemble est fini de cardinal < deg(P ) d’après le lemme 2.2.1.4. Notons
F1, . . . , Fr ses éléments. On a r ≥ 1 car {Fα} constitue un système P -libre :
en effet, si on suppose que F q

α ∈ C̃(P ) pour un certain entier q 6= 0, on a alors
Fα ∈ C̃(P )∩K[X, Y ] = C(P ). Ceci est impossible puisque deg(Fα) < deg(P )
et deg(P ) est minimal.

Le système {F1, . . . , Fr, Fα} n’est pas P -libre. Par les définitions 2.2.1.5, il
existe m1α, . . . ,mrα et mα des entiers non tous nuls tels que Fmα

α

∏r
i=1 Fmiα

i ∈
C̃(P ). De plus K étant non dénombrable, l’application α 7→ (m1α, . . . ,mrα, mα)
de K dans Zr+1 n’est pas injective. Donc il existe α, β deux éléments distincts
de K tels que mα = mβ = m et miα = miβ = mi, pour tout i = 1, . . . , r.
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D’où

Fm
α

r∏
i=1

Fi
mi ∈ C̃(P ) et Fm

β

r∏
i=1

Fi
mi ∈ C̃(P ).

Ainsi, (Fα/Fβ)m ∈ C̃(P ), ce qui entraîne Fα/Fβ ∈ C̃(P ). De plus, en posant
P − α = FαGα et P − β = Fβ Gβ, avec Gα, Gβ ∈ K[X, Y ], on a FαGβ =
(Fα/Fβ)(P − β) ∈ C̃(P ) ∩ K[X,Y ] = C(P ) et de façon analogue, on a
FβGα ∈ C(P ).

Considérons maintenant le produit

(P − α)(P − β) = (FαGβ)(FβGα).

Si deg(FαGβ) > deg(P ), alors deg(FβGα) < deg(P ) ce qui contredit l’hypo-
thèse (1). Idem si on suppose que deg(FαGβ) < deg(P ). Il en résulte alors
que deg(FαGβ) = deg(FβGα) = deg(P ).

On note (FαGβ)+, (FβGα)+ et P+ les formes homogènes dominantes de
FαGβ, FβGα et P respectivement ; elles sont de même degré. De plus, on a
Jac(FαGβ, P ) = DP (FαGβ) = 0. Cela entraîne Jac((FαGβ)+, P+) = 0. Par
conséquent, (FαGβ)+ et P+ sont deux polynômes homogènes de même degré
qui ont un jacobien nul. D’où necéssairement (FαGβ)+ = cP+, avec c ∈ K∗

(un simple exercice qui utilise l’identité d’Euler).
On pose A = FαGβ − cP. On a A ∈ C(P ) et deg(A) < deg(P ), donc

A = c1 ∈ K d’après l’hypothèse (1). D’où

FαGβ = cP + c1 = c(P +
c1

c
)

et comme Fα divise P−α, alors α = −c1/c. En appliquant le même argument
au polynôme Gβ (qui est non constant par construction), on obtient aussi
β = −c1/c, ce qui est impossible puisque β 6= α. Finalement σ(P ) 6= K.

(2) ⇒ (3) : l’inclusion K[P ] ⊂ C(P ) est toujours vraie.
Pour l’inclusion inverse, supposons que σ(P ) 6= K. Soit Q ∈ C(P ).

D’après le théorème fondamental du chapitre 1, σ(P ) est fini. Combiné à
la proposition 2.2.1.1, cela entraîne qu’il existe λ ∈ K tel que P − λ est
irréductible et la restriction de Q à la courbe {P = λ} est constante. On a
donc

Q = Q1(P − λ) + c1,
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avec Q1 ∈ K[X, Y ] et c1 ∈ K∗.
Si deg(Q1) = 0 alors Q ∈ K[P ]. Dans le cas contraire, Q1 ∈ C̃(P ) ∩

K[X, Y ] = C(P ) et deg(Q1) < deg(Q). On répète alors l’opération avec Q1

et ainsi de suite, on obtient finalement Q ∈ K[P ] d’où la seconde inclusion
C(P ) ⊂ K[P ].

(3) ⇒ (4) : l’inclusion K(P ) ⊂ C̃(P ) est facile. Soit f = A/B ∈ C̃(P ),
avec A, B ∈ K[X, Y ] tels que (A, B) = 1. D’après la proposition 2.2.1.1, P
et f sont algébriquement dépendants sur K, c’est-à-dire, il existe alors un
polynôme

∑s
i=0 Ri(X)Y i de K[X, Y ], avec Rs(X) 6= 0 tel que∑s

i=0 Ri(P )f i = 0. Alors

Rs(P )As = −B
(
R0(P )Bs−1 + R1(P )ABs−2 + . . . + Rs−1(P )As−1

)
et puisque (A, B) = 1, il s’ensuit que Rs(P ) = BU avec U ∈ K[X,Y ]. Par
conséquent f = A/B = AU/Rs(P ) ce qui donne AU ∈ C̃(P ) ∩ K[X, Y ],
c’est-à-dire AU ∈ C(P ) = K[P ] et f ∈ K(P ). D’où C̃(P ) = K(P ).

(4) ⇒ (5) : supposons que P est composé, c’est-à-dire, il existe deux
polynômes R(T ) ∈ K[T ], deg(R) ≥ 2 et H ∈ K[X,Y ] tels que

(*) P (X, Y ) = R(H(X, Y )).

Alors H et P sont algébriquement dépendants sur K et on a H ∈ C(P ) ⊂
C̃(P ). Par utilisation de notre hypothèse C̃(P ) = K(P ), on peut écrire H
sous la forme : H = A(P )/B(P ), avec A(T ), B(T ) ∈ K[T ] et (A, B) =
1. Il existe C(T ) et D(T ) deux polynômes de K[T ] tels que C(T )A(T ) +
D(T )B(T ) = 1, ce qui donne C(P )A(P ) + D(P )B(P ) = 1. Or, H étant
un polynôme, B(P ) divise A(P ) ce qui entraîne que B(P ) = c ∈ K∗, par
conséquent

(**) H = αA(P ) ∈ K[P ],

où α = 1/c. Donc en combinant (*) et (**), on a nécessairement deg(R) = 1,
d’où la contradiction souhaitée.

(5) ⇒ (1) : supposons que P est non composé. Soit P1 ∈ C(P ) de
degré minimal non nul. D’après la remarque 2.2.1.2, on a C(P1) = C(P ).
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Cela entraîne que le polynôme P1 vérifie l’assertion (1). D’après l’implication
(1) ⇒ (3) qui est déjà prouvée, on a donc C(P1) = K[P1]. On déduit que
P = u(P1) (puisque P ∈ C(P ) = K[P1]). Comme P est non composé, on a
donc deg(u) = 1 et deg(P ) = deg(P1). �

2.2.4 Preuve du théorème fondamental

On suppose que P (X, Y ) est non composé. D’après le théorème fonda-
mental du chapitre 1, l’ensemble σ(P ) est fini. Notons λ1, . . . , λr ses éléments.
Supposons que

∑r
j=1 ρλj

(P ) ≥ deg(P ).
On note, pour tout j = 1, . . . , r,

P − λj =

nj∏
i=1

F
kj,i

j,i , avec kj,i ∈ N∗

une décomposition de P − λj en produit de facteurs irréductibles Fj,i ∈
K[X, Y ].

On considère la famille de polynômes

{F1,1, . . . , F1,n1−1, . . . , Fr,1, . . . , Fr,nr−1}.

Tous les polynômes de cette famille sont dans le groupe G(P, λ1, . . . , λr) et
leur nombre est

r∑
j=1

(nj − 1) =
r∑

j=1

ρλj
(P ) ≥ deg(P ).

Par conséquent, d’après le lemme 2.2.1.4, il existe une famille d’entiers non
tous nuls {m1,1, . . . ,m1,n1−1, . . . ,mr,1, . . . ,mr,nr−1} telle que la fonction ra-
tionnelle

(1) f =
r∏

j=1

nj−1∏
i=1

Fj,i
mj,i

est dans C̃(P ). Mais d’après le théorème 2.2.1.3, on a C̃(P ) = K(P ). On
peut donc écrire f = u(P )/v(P ), avec u(T ), v(T ) ∈ K[T ] et (u, v) = 1. On
note µ1, . . . , µs les racines de u dans K et µs+1, . . . , µq celles de v. On a donc
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(2) f = a

∏s
i=1(P − µi)∏q

i=s+1(P − µi)
,

avec a ∈ K∗.
Soit mk,` un des entiers mj,i non nul. En comparant (1) et (2) on obtient

que le facteur Fk,` divise un des polynômes P −µi, i = 1, . . . , q. Comme Fk,`

divise P −λk, il en résulte que λk ∈ {µ1, . . . , µq}, et donc par (2), que P −λk

est un facteur du numérateur ou du dénominateur de f. Mais alors Fk,nk

devrait apparaître dans la décomposition (1) de f. D’où la contradiction qui
permet de conclure que ρ(P ) < deg(P ). �

2.3 Commentaires

2.3.1 Complément

Stein a montré aussi dans [35] que l’ensemble des polynômes T (X, Y ) ∈
K[X, Y ] pour lesquels l’équation DP (F ) = TF possède une solution F ∈
K(X,Y )∗ est un Z−module libre de rang fini. De plus, si P ∈ K[Q] avec
Q ∈ K[X, Y ] non composé alors ce rang est égal à ρ(Q). En particulier, si P
est non composé alors ρ(P ) est le rang de cet Z−module.

2.3.2 Caractéristique positive

L’analogue du théorème 2.2.1.3, en particulier l’équivalence (5) ⇔ (3),
c’est-à-dire le fait que P (X, Y ) est non composé sur K si et seulement si
C(P ) = K[P ] n’est pas vraie si χ(K) = p > 0. Par exemple pour P = Xp+Y,
on a Y p ∈ C(P ), mais Y p /∈ K[P ]. La méthode de Stein n’est plus valable
dans le cas où χ(K) > 0.

Dans les deux sous-sections suivantes, on suppose que χ(K) = 0.

2.3.3 Dérivations plus générales

Beaucoup de travaux ont été faits sur la structure des noyaux kerD et
kerD̃ d’une dérivation non nulle D de K[X] et de son prolongement D̃
à K(X) respectivement. On sait par exemple que le corps des fractions
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frac(kerD) de kerD est de manière générale, un sous-corps de K(X), de
degré de transcendance sur K au plus égal à n− 1. Par contre l’inclusion des
corps frac(kerD) ⊂ kerD̃ est stricte en général. Par exemple, définissons la
dérivation D de K[X, Y ] par

D(φ) = X
∂φ

∂X
+ Y

∂φ

∂Y
,

pour tout φ ∈ K[X,Y ]. On a kerD = K mais X/Y ∈ kerD̃. On peut se
demander à quelle condition sur la dérivation D l’égalité frac(kerD) = kerD̃
est satisfaite ?

Dans le cas de deux variables (n = 2), Zielinsky dans [37] a montré que
si D est une dérivation localement nilpotente de K[X, Y ] (i.e., pour tout
φ ∈ K[X, Y ] il existe un entier m > 0 tel que Dm(φ) = 0) alors on a égalité.
Ce résultat a été développé par Ayad et Ryckelynck, qui ont montré dans
[5], dans le cas n ≥ 2, que si kerD contient n− 1 polynômes algébriquement
indépendants alors on a égalité. Pour plus de détails, nous renvoyons par
exemple à [5], [11], [29], [30] et [37].

2.3.4 Dérivations jacobiennes en n variables

Le théorème 2.2.1.3 suggère le problème suivant :

Problème. Si X = (X1, . . . , Xn), avec n ≥ 2 et si on fixe (n− 1) polynômes
f = (f1, . . . , fn−1) dans K[X] algébriquement indépendants sur K, on définit
la dérivation jacobienne D de K[X] par

D(g) = Jac(f, g),

pour tout g ∈ K[X]. Existe-il h = (h1, . . . , hn−1) un (n − 1)−uplet de po-
lynômes dans K[X], algébriquement indépendants sur K et non composés
tel que kerD = K[h] et kerD̃ = K(h) ? Et quelle relation de dépendance
existe-t-il entre les fi et les hj pour i, j = 1, . . . , n− 1 ?

En vertu du théorème 2.2.1.3, la réponse au problème est oui pour n = 2 :
on prend h1 non composé tel que f1 ∈ K[h1].

D’après les résultats de la section 2.3.3, on a frac(kerD) = kerD̃.
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Il est connu d’après Makar-Limanov [25], que la dérivation D définie dans
ce problème est localement nilpotente. Par conséquent, en vertu d’un résultat
de Miyanishi [26], on a kerD = K[g1, g2], avec g1, g2 ∈ K[X1, X2, X3] algé-
briquement indépendants sur K. Mais, on ne sait pas la réponse aux autres
questions du problème.

Autrement, pour n ≤ 3, on sait d’après Nagata-Nowicki [29 ; théorème 2.6
et proposition 3.2] (résultats démontrés pour toute dérivation non nulle de
K[X]), que kerD = K[h1, h2], avec h1, h2 ∈ K[X1, X2, X3] algébriquement
indépendants sur K et non composés. Mais, on ne sait pas exactement la
relation de dépendance entre les fi et les hj pour i, j = 1, 2. Pour n > 3, le
problème est ouvert. Nous donnons par exemple comme références [11], [25],
[26], [29] et [30], pour avoir plus d’informations sur ce genre de problèmes.
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Chapitre 3

Améliorations de l’inégalité de
Stein

Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif de caractéristique χ(K)
quelconque, K une clôture algébrique de K et X = (X1, . . . , Xn), (n ≥ 2)
des indéterminées algébriquement indépendantes sur K, que nous noterons
X et Y pour n = 2 et enfin P (X) ∈ K[X] un polynôme non constant.

Pour tout élément λ ∈ K, on écrit

P (X)− λ =

n(λ)∏
i=1

fλ,i(X)kλ,i , avec kλ,i ∈ N∗

une décomposition du polynôme P −λ en facteurs irréductibles fλ,i ∈ K[X].

Dans tout ce qui suit, on conserve les définitions et notations du chapitre
1, notamment celle de spectre (σ(P )), d’ordres de réductibilité partiels et
total (ρλ(P ), ρ(P )) pour λ ∈ K et de polynôme composé.

Après un bref historique des diverses améliorations de l’inégalité de Stein
depuis 1989, nous proposons une démonstration qui permet d’établir la meill-
eure inégalité, celle de Lorenzini, dans le contexte le plus général, c’est-à-dire,
caractéristique et nombre de variables n ≥ 2 quelconques et de généraliser
ainsi tous les résultats antérieurs.
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3.1 Améliorations déjà connues

Une première amélioration a été faite par Cygan [7] en 1992, qui a montré
l’inégalité de Stein dans le cas d’un nombre n ≥ 2 de variables et K = C. La
méthode employée par Cygan est plus analytique, et procède par réduction
au cas n = 2 (i.e., en utilisant l’inégalité de Stein originale). La même année,
Kaliman dans [19], a trouvé dans le cas où K = C et n = 2 une meilleure
borne que celle de Stein, à savoir : si le polynôme P (X,Y ) est non composé,
alors le nombre de fibres réductibles {(x, y) ∈ C2 : P (x, y) = λ} (λ ∈ C)
du polynôme P est inférieur strictement au nombre de composantes horizon-
tales 1 de la courbe algébrique X \C2, pour X une compactification régulière
de C2 (à savoir que cette compactification est dépend de P ) ; ce nombre est
inférieur strictement à deg(P ). Un peu plus tard, Vistoli [36] en 1993 donne
une preuve pour le cas d’un corps de caractéristique nulle et un nombre n ≥ 2
de variables.

On peut en fait déduire le résultat de Vistoli à partir du résultat de
Cygan pour K = C, en utilisant les résultats de la section 1.4 du chapitre
1. En effet, pour P ∈ K[X], non composé, notons K0 le corps engendré sur
Q par les coefficients de P ; on a P ∈ K0[X]. De K0 ⊂ K on déduit que
σK0

(P ) = σK(P ). Le corps K0 peut être plongé dans C. D’après le §1.4
du chapitre 1, le spectre et les nombres ρλ(P ) du polynôme P ∈ K[X] ne
dépendent pas du corps algébriquement clos contenant les coefficients de P
et peuvent donc être évalués en voyant P ∈ C[X] via le plongement de K0

dans C. Le résultat de Cygan s’applique et fournit l’inégalité désirée (pour
le polynôme P ∈ K[X] de départ).

Pour le cas n = 2 et K algébriquement clos de caractéristique quelconque,
Lorenzini [24] en 1993 a amélioré l’inégalité de Stein pour obtenir la forme
suivante :

si P (X) ∈ K[X] est non composé sur K alors on a

ρ(P ) ≤ min
λ∈σ(P )

{
n(λ)∑
i=1

deg(fλ,i)} − 1

1. d’après Kaliman, si X est une compactification régulière de C2 telle que l’application
polynomiale P : C2 → C s’étend à une application régulière P : X → CP 1, alors X \C2 est
une courbe algébrique. Une composante de cette courbe est dite horizontale si la restriction
de P à cette composante est une application non constante.
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dont le terme de droite est toujours ≤ deg(P )− 1. 2

3.2 Notre généralisation

Dans cette section, nous allons démontrer la meilleure inégalité de Loren-
zini dans le cas général d’un corps de caractéristique quelconque et pour un
nombre arbitraire n ≥ 2 de variables. De façon plus précise, on va montrer
le théorème suivant :

Théorème fondamental — Si P (X) ∈ K[X] est non composé sur K alors
on a

ρ(P ) ≤ min
λ∈σ(P )

{
n(λ)∑
i=1

deg(fλ,i)} − 1.

Noter qu’on suppose ici que P est non composé sur K, et pas seulement
sur K. Comme nous l’avons rappelé dans le §1.5.1 du chapitre 1, les deux
propriétés ne sont pas équivalentes en caractéristique > 0.

Nous démontrons ce résultat par réduction au cas n = 2. Dans le cas par-
ticulier de l’inégalité de Stein en caractéristique 0, nos arguments fournissent
une nouvelle preuve des résultats de Cygan et Vistoli.

3.2.1 Résultats préliminaires

L’idée de départ de la preuve du théorème fondamental est de considérer
un polynôme P (X) ∈ K[X] comme un polynôme en n − 1 variables en le
voyant dans K(X1)[X2, . . . , Xn].

Un polynôme P (X) ∈ K[X] absolument irréductible (i.e., irréductible sur
K) en général n’est pas irréductible dans K(X1)[X2, . . . , Xn] : par exemple,
le polynôme Z2−XY 2 est irréductible dans K[X, Y, Z], mais il est réductible
dans K(X)[Y, Z]. Cependant, après changement de variable X 7→ T = X+Y,
on a P (T−Y, Y, Z) = Z2+Y 3−TY 2 qui est irréductible dans K(T )[Y, Z]. En

2. Noter que cette nouvelle inégalité est strictement meilleure si un des exposants kλ,i

est > 1.
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général, on a l’énoncé ci-dessous (proposition 3.3.1.1). On utilise la notation
suivante : pour P (X) ∈ K[X] et A = (aij) ∈ Mn×n(K) une matrice carrée
d’ordre n, on note

PA(X) = P (A.X) = P (
n∑

j=1

a1jXj, . . . ,

n∑
j=1

anjXj).

Proposition 3.3.1.1 — Soient K un corps infini, h ≥ 1, n ≥ 3 des entiers
et P1, . . . , Ph ∈ K[X] des polynômes absolument irréductibles. Alors il existe
une matrice B ∈ GLn(K) telle que pour tout ` = 1, . . . , h,
(a) le polynôme P`(B.X) est irréductible dans K(X1)[X2, . . . , Xn],
(b) le degré du polynôme P`(B.X) en (X2, . . . , Xn) est égal au degré de P`,
i.e., deg(X2,...,Xn)(P`(B.X)) = degX(P`).

Ce résultat est démontré dans [34 ; chap. 5, théorème 3D] pour un seul
polynôme. Mais en modifiant légèrement la preuve dans [34], on peut obtenir
la version avec plusieurs polynômes. 3

Pour le confort du lecteur, nous donnons ci-dessous une preuve directe de
la proposition 3.3.1.1. L’outil principal est l’énoncé suivant :

Proposition 3.3.1.2 — Soit Q(X) ∈ K[X] un polynôme absolument irré-
ductible. On suppose que ∂Q

∂X1
6= 0. Alors il existe un sous-ensemble fini C

de K tel que pour tout t ∈ K \ C, le polynôme Q(Z + tX2, X2, . . . , Xn) est
irréductible dans K(Z)[X2, . . . , Xn].

Preuve. Cet énoncé est une traduction polynomiale de la proposition 9.31
de [14]. L’irréductibilité du polynôme Q(X) dans K[X] correspond à la ré-

3. Plus précisément, il suffit de montrer que le lemme 3F dans [34] est vrai pour tout
c ∈ K sauf un nombre fini (et pas seulement pour un certain c ∈ K). Pour cela, on garde
les notations utilisées dans la preuve du lemme 3F de [34]. De plus, pour c ∈ K, on note
K(c) = [K(X1

(c))]0(X2, . . . , Xm) et Pc la propriété : il existe c̃ ∈ K différent de c tel que
K(c) = K(c̃). La preuve donnée dans [34] montre en fait que la conclusion du lemme 3F
de [34] est vraie pour tout c satisfaisant la propriété Pc. Soit H l’ensemble des éléments
c ∈ K qui ne vérifient pas la propriété Pc : si c ∈ H, alors K(c) 6= K(c̃) pour tout c̃ 6= c,
c’est-à-dire, le corps K(c) est représenté sous cette forme uniquement par c. Or, ce corps
est l’un des corps intermédiaires entre K(X1, . . . , Xm) et L, lesquels sont en nombre fini.
Cela entraîne que H est fini et pour tout c ∈ K \H, la propriété Pc est vérifiée.
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gularité de l’extension F := frac(K[X]/Q(X)) de K. En appliquant la pro-
position 9.31 de [14] à la dérivation D = ∂

∂X2
de K[X2, . . . , Xn], qui grâce à

l’hypothèse ∂Q
∂X1

6= 0 s’étend à F, on obtient l’existence d’un sous-ensemble
fini C ⊂ K tel que pour tout t ∈ K \ C, F est une extension régulière de
K(X1−tX2), ce qui en posant Z = X1−tX2 équivaut à dire que le polynôme
Q(Z + tX2, X2, . . . , Xn) est irréductible dans K(Z)[X2, . . . , Xn]. �

Preuve de la proposition 3.3.1.1. Dans une première étape, on construit
une matrice inversible A telle que chacun des polynômes P`(A.X) ait toutes
ses dérivées partielles non nulles. Ensuite, on appliquera la proposition 3.3.1.2
aux polynômes P`(A.X).

On se donne n ≥ 3 un entier et P1, . . . , Ph ∈ K[X] des polynômes irré-
ductibles sur K. Pour A = (aij) ∈ Mn×n(K) une matrice carrée d’ordre n
non nulle et pour P = P`, on a pour i = 1, . . . , n,

∂PA(X)

∂Xi

= a1i
∂P

∂X1

(A.X) + . . . + ani
∂P

∂Xn

(A.X).

On considère le sous-espace vectoriel de Mn×n(K) :

Mi,P := {A ∈ Mn×n(K) : a1i
∂P

∂X1

(X) + . . . + ani
∂P

∂Xn

(X) = 0}.

L’ensemble Mi,P est différent de Mn×n(K). En effet, il existe j = j(P ) ∈
{1, . . . , n} tel que ∂P (X)

∂Xj
6= 0 : sinon, en caractéristique nulle, le polynôme P

serait constant, et, en caractéristique p > 0, on aurait P = P (Xp
1 , . . . , Xp

n) ∈
(K[X])p. Si i = j, la matrice identité In n’est pas dans Mi,P . Si i 6= j, en
prenant la matrice A de Mn×n(K) telle que

PA(X) = P (X1, . . . , Xj−1, Xj + aXi, Xj+1, . . . , Xn)

on a
∂PA(X)

∂Xi

=
∂P

∂Xi

(A.X) + a
∂P

∂Xj

(A.X) 6= 0

pour tout a ∈ K sauf peut-être pour une valeur au plus.
Les sous-espaces Mi,P (i = 1, . . . , n et P = P1, . . . , Ph), sont des fermés

de Zariski de Mn×n(K) ainsi que Mn×n(K)\GLn(K). Comme le corps K est
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infini, Mn×n(K) n’en est pas la réunion 4. En conclusion il existe A ∈ GLn(K)
telle que pour P = P1, . . . , Ph et i = 1, . . . , n, on a
a1i

∂P
∂X1

(X) + . . . + ani
∂P

∂Xn
(X) 6= 0 et par conséquent

a1i
∂P
∂X1

(A.X) + . . . + ani
∂P

∂Xn
(A.X) 6= 0, c’est-à-dire ∂PA(X)

∂Xi
6= 0.

Pour la deuxième étape, on fixe une matrice A ∈ GLn(K) qui vérifie la
conclusion de la première étape. D’après la proposition 3.3.1.2, il existe un
sous-ensemble fini C de K tel que si t ∈ K \ C, chacun des polynômes

P`(A.(X1 + tX2, X2, . . . , Xn))

est irréductible dans K(X1)[X2, . . . , Xn].

De plus, quitte à grossir un peu l’ensemble fini C, on peut supposer que
ce polynôme est aussi de degré en (X2, . . . , Xn) égal à degX(P`). En effet, on
a degX P`(A.X) = degX(P`). Ecrivons

P`(A.X) = P`,d(X) + P`,d−1(X) + . . . ,

où les P`,k sont des polynômes homogènes, avec degX(P`,k) = k pour k =
0, . . . , d = degX(P`). Les polynômes P`,k(X1 + tX2, X2, . . . , Xn) pour t ∈ K
et k < d sont de degré en (X2, . . . , Xn) strictement inférieur à d; et pour tout
t sauf un nombre fini, on a

deg(X2,...,Xn) P`,d(X1 + tX2, X2, . . . , Xn) = d

(voir que si Q(X) est homogène de degré d, alors Q(tX2, X2, . . . , Xn) (comme
polynôme en (X2, . . . , Xn)) l’est aussi pour tout t ∈ K sauf un nombre fini).

La conclusion annoncée est satisfaite pour la matrice

B = A.


1 t 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1

 , (t /∈ C). �

4. sinon, Mn×n(K) serait réunion finie d’hypersurfaces et il existerait un polynôme à
n2 variables et à coefficients dans K, non nul et dont la valeur en tout point de Kn2

serait
nulle.
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3.2.2 Preuve du théorème fondamental

Ici, le corps K est arbitraire et X = (X1, . . . , Xn), avec n ≥ 2.
Le cas n = 2 a été démontré par Lorenzini [24 ; corollaire 1].
Supposons n ≥ 3. Soit P (X) un polynôme non composé sur K. Soit

λ0 ∈ K \ σ(P ), c’est-à-dire, le polynôme P (X) − λ0 est irréductible dans
K[X]. De plus pour tout λ dans σ(P ), on écrit

(∗) P (X)− λ =

n(λ)∏
j=1

fλ,j(X)kλ,j

une décomposition de P (X)−λ en facteurs irréductibles fλ,j ∈ K[X]. D’après
la proposition 3.3.1.1 (appliquée au corps infini K), il existe une matrice B ∈
GLn(K) telle que les polynômes P (B.X)−λ0 et fλ,j(B.X) sont irréductibles
dans K(X1)[X2, . . . , Xn] et de degré en (X2, . . . , Xn) égal à degX(P (X) −
λ0) et degX(fλ,j(X)) respectivement pour tout λ ∈ σ(P ) et pour tout j =

1, . . . , n(λ). En particulier P (B.X)− λ0 est non composé sur K(X1), ce qui
entraîne que P (B.X) lui-même est non composé sur K(X1). Ici et dans la
suite, le polynôme P (B.X) ainsi que les polynômes fλ,j(B.X) sont considérés
comme polynômes en (X2, . . . , Xn) (tandis que P et les fλ,j le sont comme
polynômes en X).

En substituant B.X à X dans (*), on obtient

P (B.X)− λ =

n(λ)∏
j=1

fλ,j(B.X)kλ,j ,

ce qui entraîne que σ(P ) (sous-ensemble de K) est contenu dans σ(P (B.X))
(sous-ensemble de K(X1)). De plus du fait que la matrice B est inversible,
les facteurs fλ,j(B.X) sont distincts si les fλ,j(X) le sont. Par conséquent,
pour λ ∈ σ(P ), les deux polynômes P − λ et P (B.X) − λ ont le même
nombre n(λ) de facteurs irréductibles dans K[X] et dans K(X1)[X2, . . . , Xn]
respectivement. Cela montre en particulier que ρ(P ) ≤ ρ(P (B.X)).

Cette réduction va nous permettre de montrer le théorème fondamental
par récurrence sur n. En effet, si on suppose que la conclusion de ce théorème
est satisfaite pour un polynôme de (n− 1) variables, alors on a

ρ(P (B.X)) ≤ min
λ∈σ(P (B.X))

{
ñ(λ)∑
j=1

deg(X2,...,Xn)(Φλ,j)} − 1,
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où les Φλ,j sont les facteurs irréductibles de P (B.X)− λ dans
K(X1)[X2, . . . , Xn] et ñ(λ) leur nombre. Pour λ ∈ σ(P ), les Φλ,j corres-
pondent aux fλ,j(B.X) et ñ(λ) = n(λ). On déduit les inégalités

ρ(P ) ≤ ρ(P (B.X)) ≤ min
λ∈σ(P )

{
n(λ)∑
j=1

deg(X2,...,Xn)(fλ,j(B.X))} − 1

dont le terme de droite est égal à min
λ∈σ(P )

{
n(λ)∑
j=1

degX(fλ,j)} − 1. �

3.3 Commentaires

Pour démontrer notre théorème fondamental, on pouvait aussi penser à
une réduction directe de n à 2 variables. Les résultats suivants vont dans ce
sens.

Soient K un corps quelconque et P (X) ∈ K[X] de degré total
degX(P ) = d.

Par la substitution suivante

Xi = aiX + biY + ci, 1 ≤ i ≤ n,

avec ai, bi et ci des éléments de K, on obtient dans K[X, Y ] le polynôme
suivant :

P̃ = P (a1X + b1Y + c1, . . . , anX + bnY + cn).

Pour un choix “générique” de a1, b1, c1, . . . , an, bn, cn, les deux polynômes P
et P̃ ont la même factorisation dans K[X] et dans K[X,Y ] respectivement.
Précisons.

Supposons qu’on prenne arbitrairement les a1, b1, c1, . . . , an, bn, cn dans
un sous-ensemble fini S de K. Pour quelle probabilité, les deux polynômes P
et P̃ ont la même factorisation dans K[X] et dans K[X,Y ] respectivement ?
Pour K = C, Bajaj, Canny, Garrity et Warren ont montré dans [6 ; théorème
4.2] en modifiant la preuve de Mumford de la proposition 4.17 dans [28], que
cette probabilité est au moins égal à 1− (d4−2d3 +d2 +d+1)/card(S). Pour
un corps quelconque, Von Zur Gathen, a montré dans [18 ; théorème 4.5] en
utilisant la théorie de l’élimination, qu’une telle probabilité est au moins



3.3 Commentaires 43

égal à 1− 9d2
/card(S). Ensuite, en utilisant son algorithme de factorisation,

Kaltofen, dans [20 ; corrolaire 2] l’a amélioré en 1 − 2d4/card(S). Et récem-
ment, Gao, a montré dans [17 ; théorème 5.1] le résultat suivant : si χ(K) = 0
ou > 2d2. Pour tout choix de ai, bi et ci dans S, avec une probabilité au moins
égal à 1−2d3/card(S) tous les facteurs absolument irréductibles de P restent
des facteurs absolument irréductibles de P̃ après substitution.

Gao a donné aussi la version ci-dessous, qui n’utilise pas le langage des
probabilité, en introduisant la notion suivante qui est liée au théorème d’ir-
réductibilité de Hilbert.

On dit qu’un point (a1, b1, c1, . . . , an, bn, cn) ∈ K3n est de bonne Hilber-
tienneté pour le polynôme P si tous les facteurs de P irréductibles dans K[X]
restent des facteurs de P̃ irréductibles dans K[X, Y ]. On définit HP (S) la
densité des points dans S3n de bonne Hilbertienneté pour le polynôme P, i.e.,

HP (S) =
(le nombre de points de bonne Hilbertienneté pour P dans S3n)

(card(S))3n
.

Alors sous les mêmes hypothèses de sa première version (théorème 5.1),
on a d’après Gao [17 ; théorème 5.1’] :

HP (S) ≥ 1− 2d3/card(S).

Si on regarde a1, b1, c1, . . . , an, bn, cn comme des variables algébriquement
indépendantes sur K et on pose L = K(a1, b1, c1, . . . , an, bn, cn), alors P̃ ∈
L[X,Y ].

Pour démontrer son théorème 5.1, Gao a utilisé un autre résultat qui est
dû à Kaltofen [20], à savoir : le polynôme P̃ est absolument irréductible sur
L si et seulement si le polynôme P est absolument irréductible sur K.
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Chapitre 4

Sur le spectre d’un polynôme à
plusieurs variables

Dans ce dernier chapitre, K désigne un corps commutatif infini de ca-
ractéristique χ(K) quelconque, K une clôture algébrique de K et X =
(X1, . . . , Xn), (n ≥ 2) des indéterminées algébriquement indépendantes sur
K, que nous noterons X et Y pour n = 2 et enfin P (X) ∈ K[X] un polynôme
non constant.

Ce présent chapitre est une étude de l’ensemble σ(P ) et des factorisations
associées P − λ =

∏n(λ)
i=1 fλ,i

kλ,i en facteurs irréductibles fλ,i ∈ K[X] pour
λ ∈ σ(P ). Plus précisément, nous allons montrer, qu’on peut construire des
polynômes P (X) ∈ K[X] non composés sur K pour lesquels les éléments λ
du spectre, avec le nombre de facteurs irréductibles de P (X)−λ, c’est-à-dire
ρλ(P )+1, sont donnés à l’avance. Nous montrerons qu’on peut même imposer
à l’avance tous les facteurs irréductibles de P (X)−λ sauf un. Ce résultat est
établi sur un corps infini K de caractéristique quelconque et pour un nombre
n ≥ 2 quelconque de variables.
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4.1 Présentation des résultats

Nous allons montrer le résultat suivant.

Théorème 4.1.1 — Soient K un corps infini et X = (X1, . . . , Xn) avec
n ≥ 2. Etant donnés

- un entier s ≥ 1 et un ensemble {a1, . . . , as} d’éléments distincts de K,
- des entiers ρ1, . . . , ρs positifs non nuls,

alors il existe un polynôme P (X) dans K[X] non composé sur K (et même
irréductible sur K si a1, . . . , as sont non nuls) tel que σ(P ) = {a1, . . . , as} et
ρai

(P ) = ρi, i = 1, . . . , s.

Si on voit les éléments λ du spectre σ(P ) comme des pôles vis-à-vis de l’ir-
réductibilité et les paramètres ρλ(P ) comme l’ordre de ces pôles, le théorème
4.1.1 affirme qu’on peut trouver des polynômes P de pôles et d’ordres fixés
à l’avance (ce qui dans l’esprit est analogue au théorème de Riemann-Roch).

Notre théorème principal ci-dessous montre en plus que, quitte à ne de-
mander que l’inclusion {a1, . . . , as} ⊂ σ(P ), on peut également imposer à
l’avance tous les facteurs irréductibles de P (X) − ai (i = 1, . . . , s) sauf un.
De façon précise :

Théorème 4.1.2 — Soient s ≥ 1 un entier, a1, . . . , as des éléments distincts
de K et f1, . . . , fs des polynômes de K[X] étrangers deux à deux, i.e., tels
que (fi) + (fj) = K[X] si i 6= j. Alors il existe une infinité de polynômes
P ∈ K[X] non composés sur K (et même irréductibles sur K si a1, . . . , as

sont non nuls) tels que P − ai = fi Hi, avec Hi ∈ K[X] irréductible dans
K[X] et ne divisant pas fi, i = 1, . . . , s.

De plus, si les polynômes f1, . . . , fs soit sont constants soit se décomp-
osent dans K[X] en produit de facteurs irréductibles distincts de degré 1,
alors on peut ajouter à la conclusion que deg(P ) = (

∑s
i=1 deg(fi)) + 1.

Remarques 4.1.3. (a) Dans cet énoncé, certains des polynômes fi peuvent
être choisis constants non nuls. Pour ces indices, la conclusion du théorème
4.1.2 est que P (X)−ai est irréductible sur K, i.e., ρai

(P ) = 0. Cela entraîne
qu’il suffit de montrer l’énoncé sans la condition “P non composé sur K”.
En effet, en appliquant cet énoncé plus faible à la famille a0, a1, . . . , as avec
a0 /∈ {a1, . . . , as} et en prenant f0 ∈ K \ {0}, on obtient alors, en plus des
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conclusions relatives à a1, . . . , as, que P (X)−a0 est irréductible sur K, donc
est non composé sur K, ce qui entraîne, que P (X) lui-même est non composé
sur K. Si a1, . . . , as sont non nuls, le même argument, avec a0 = 0, fournit
l’énoncé plus fort encore, où la conclusion “P ∈ K[X] irréductible sur K”
remplace “P ∈ K[X] non composé sur K”.

(b) La condition (fi) + (fj) = K[X] qui apparait dans les hypothèses de
l’énoncé est nécessaire puisque, pour i 6= j, (P−ai) et (P−aj) sont étrangers
et donc tout diviseur du polynôme P − ai engendre un idéal étranger à celui
qui est engendré par tout diviseur du polynôme P − aj.

Preuve du théorème 4.1.1 (à partir du théorème 4.1.2). Prenons des
polynômes fi, (i = 1, . . . , s) qui s’écrivent comme produit de ρi polynômes
dans K[X] irréductibles dans K[X] et qui vérifient (fi)+(fj) = K[X] si i 6= j.
D’après le théorème 4.1.2, il existe une infinité de polynômes P (X) ∈ K[X]
non composés sur K (et même irréductibles sur K si a1, . . . , as sont non nuls)
tels que P−ai = fi Hi, avec Hi ∈ K[X] irréductible dans K[X] et ne divisant
pas fi, i = 1, . . . , s. En particulier, P − ai est réductible dans K[X] (puisque
fi /∈ K), i = 1, . . . , s. L’ensemble σ(P ) contient donc tous les éléments
a1, . . . , as. De plus, ρai

(P ) est égal au nombre de facteurs irréductibles de fi

c’est-à-dire ρi, i = 1, . . . , s.
Maintenant, on va montrer qu’on peut en plus garantir l’égalité

σ(P ) = {a1, . . . , as}. Pour cela, prenons pour i = 1, . . . , s

fi(X) =

ρi∏
k=1

(α1X1 + . . . + αnXn + αi,k),

où α1, . . . , αn sont des éléments de K non tous nuls et où les αi,k sont des
éléments deux à deux distincts de K. Ces polynômes satisfont aux condi-
tions du théorème 4.1.2, et d’après la seconde partie de ce dernier, on peut
demander en plus que deg(P ) = (

∑s
i=1 deg(fi)) + 1. Supposons maintenant

que σ(P ) contient au moins un λ différent de tous les ai. Alors, puisque
deg(fi) = ρi = ρai

(P ), i = 1, . . . , s;
on a

ρ(P ) ≥
s∑

i=1

ρai
(P ) + ρλ(P ) =

s∑
i=1

deg(fi) + ρλ(P ) > deg(P )− 1,
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ce qui contredit la version générale de l’inégalité de Stein (i.e., le théorème
fondamental du chapitre 3). �

Remarques 4.1.4. (a) La preuve montre la forme plus précise suivante du
théorème 4.1.1 : si en plus de s ≥ 1, {a1, . . . , as} ⊂ K et ρ1, . . . , ρs ∈ N∗,
on fixe aussi une forme linéaire `(X) = α1X1 + · · ·+ αnXn non nulle et une
famille {αi,k| i = 1, . . . , s, k = 1, . . . , ρi} d’éléments deux à deux distincts de
K, alors il existe un polynôme P (X) dans K[X] non composé sur K tel que∏ρi

k=1(`(X)+αi,k) divise P (X)−ai, i = 1, . . . , s, et deg(P ) =
∑s

i=1 ρi + 1.

(b) L’énoncé du théorème 4.1.1 est plausible pour un corps K fini (auquel cas
s ≤ card(K)) : nous n’avons pas de contre-exemple. Si K est fini, on peut,
par application du résultat au corps infini K obtenir un polynôme P ∈ K[X]
satisfaisant aux conclusions voulues. Mais il n’est pas clair qu’on puisse choisir
P ∈ K[X]. C’est de l’application du théorème 4.1.2 que provient la restriction
à “K infini”. Elle est principalement utilisée dans la proposition 4.1.1.1 ci-
dessous qui donne explicitement des éléments d’une partie hilbertienne de
K(X). Il est vrai que le corps K(X) est hilbertien pour K fini mais on ne
dispose pas dans ce cas d’une forme aussi précise de ce résultat que pour un
corps infini.

Le théorème 4.1.2, notre résultat principal, est démontré dans la section
4.1.2. Dans le paragraphe 4.1.1 nous établissons quelques résultats prélimi-
naires à la preuve du théorème 4.1.2. Ensuite dans la section 4.2, nous énon-
çons et démontrons un résultat analogue au théorème 4.1.2, dans le cas d’une
variable (sur un corps hilbertien). Enfin dans la section 4.3 nous donnons une
deuxième preuve du théorème 4.1.1 dans le cas où le corps K est algébrique-
ment clos.

4.1.1 Résultats préliminaires.

Quelques résultats sur les corps hilbertiens. Soient m, r et d des en-
tiers ≥ 1. Pour T = (T1, . . . , Tm), Z = (Z1, . . . , Zd) des indéterminées al-
gébriquement indépendantes sur K et P1(T , Z), . . . , Pr(T , Z) r polynômes
irréductibles dans K(T )[Z]. Rappelons qu’on appelle partie hilbertienne de
Km associée aux polynômes P1, . . . , Pr le sous-ensemble de Km défini par :

HP1,...,Pr = {t = (t1, . . . , tm) ∈ Km : Pi(t, Z) est irréductible dans K[Z]},
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et qu’un corps K est dit hilbertien si les parties hilbertiennes sont Zariski-
denses dans Km pour tous entiers m, r, d ≥ 1.

Dans la suite de ce texte, on va utiliser la proposition ci-dessous qui
montre que pour K un corps infini, le corps K(X) est hilbertien et qui
donne une forme spéciale d’éléments de ce corps dans une partie hilbertienne
donnée.

Proposition 4.1.1.1 — Soient K un corps infini, H une partie hilbertienne
de K(X) et m ≥ 1 un entier. Alors il existe un polynôme φ ∈ K[X, t] non
nul tel que pour tout (x0, t0) ∈ K2, avec φ(x0, t0) 6= 0 et pour tout λ0 ∈ K
sauf un nombre fini, l’élément t∗ = t0 + λ0(X − x0)

m de K(X) est dans la
partie hilbertienne H.

Pour la preuve de ce résultat et pour plus de détails, nous renvoyons par
exemple à [14] ou [21 ; prop. 4.1, p. 236].

Nous allons montrer le résultat suivant qui raffine le caractère hilber-
tien du corps K(X) dans une forme que nous n’avons pas trouvée dans la
littérature, à savoir :

Théorème 4.1.1.2 — Soient P1(X, T, Z), . . . , Pr(X, T, Z) des polynômes
irréductibles dans K[X, T, Z] de degré > 0 en Z. Alors il existe une infinité
de polynômes t(X) ∈ K[X] de degré 1 tels que les polynômes Pj(X, t(X), Z)
sont irréductibles dans K[X][Z] pour j = 1, . . . , r.

Cela veut dire que les polynômes spécialisés P1(X, t(X), Z), . . . ,
Pr(X, t(X), Z) ∈ K[X][Z] sont non seulement irréductibles dans K(X)[Z]
mais sont également primitifs (i.e., les Pr(X, t(X), Z) considérés comme po-
lynômes en Z, leurs coefficients sont premiers entre eux dans K[X]).

On va déduire le théorème 4.1.1.2 de la proposition 4.1.1.1 et du lemme
suivant.

Lemme 4.1.1.3 — Soient A0(X, T ), . . . , Ad(X, T ) ∈ K[X, T ] des polynômes
premiers entre eux. Alors il existe deux ensembles finis F et G de K tels que
pour tout t(X) ∈ K[X] vérifiant “t(x) /∈ F , pour tout x ∈ G” les polynômes
Ai(X, t(X)) sont premiers entre eux dans K[X] pour i = 0, . . . , d.
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Preuve. Les polynômes A0(X, T ), . . . , Ad(X, T ) sont a priori premiers entre
eux dans K[X, T ], et il est facile de vérifier qu’ils le sont dans K(X)[T ]. Par
conséquent, il existe u0(X, T ),. . ., ud(X,T ) ∈ K[X, T ] et il existe δ(X) ∈
K[X] non nul
tels que

u0(X,T )A0(X,T ) + . . . + ud(X, T )Ad(X, T ) = δ(X).

Pour toute spécialisation t(X) de T dans K[X], on a

u0(X, t(X))A0(X, t(X)) + . . . + ud(X, t(X))Ad(X, t(X)) = δ(X).

Pour tout x ∈ K, il existe un indice i(x) tel que Ai(x)(x, T ) 6= 0 : sinon (X−x)
serait un diviseur de chaque Ai(X, T ) dans K[X, T ] ce qui contredirait que
les polynômes A0, . . . , Ad sont premiers entre eux.

Soient x1, . . . , xl les racines de δ(X) dans K. On pose{
F = {y ∈ K : y racine d’un des polynômes Ai(xj)(xj, T ), j = 1, . . . , l}
G = {x1, . . . , xl}

Soit t(X) ∈ K[X] vérifiant “t(x) /∈ F si x ∈ G”. Montrons qu’alors les
polynômes Ai(X, t(X)) sont premiers entre eux dans K[X] pour i = 0, . . . , d.
Sinon ces polynômes auraient une racine commune dans K, qui serait alors
un des éléments de G, disons xj. Mais alors on aurait Ai(xj, t(xj)) = 0 pour
tout i = 0, . . . , d, ce qui, pour i = i(xj) contredit le fait que t(xj) /∈ F. �

Preuve du théorème 4.1.1.2. Soient P1, . . . , Pr des polynômes irréduc-
tibles dans K[X, T, Z] de degré > 0 en Z. Alors ils sont primitifs comme
polynômes en Z à coefficients dans K[X, T ] et ils sont irréductibles dans
K(X)(T )[Z]. Ainsi, en vertu de la proposition 4.1.1.1 pour m = 1, il existe
un polynôme φ ∈ K[X, t] non nul tel que pour tout (x0, t0) ∈ K2, avec
φ(x0, t0) 6= 0 et pour tout λ0 ∈ K sauf dans un ensemble fini E, l’élément
t(X) = t0 + λ0(X − x0) de K(X) est dans la partie hilbertienne HP1,...,Pr .

Considérons chaque polynôme Pj(X,T, Z) comme polynôme en Z à co-
efficients dans K[X, T ] :

Pj(X,T, Z) =
∑

i=(i1,...,id)

Aj,i(X,T )Z1
i1 . . . Zd

id ,
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avec i1 + . . . + id ≤ degZ(Pj) pour j = 1, . . . , r.
D’après l’hypothèse du théorème 4.1.1.2, pour chaque j = 1, . . . , r, les

polynômes Aj,i(X,T ) sont premiers entre eux dans K[X, T ]. En vertu du
lemme 4.1.1.3, il existe deux ensembles finis Fj et Gj tels que pour tout
t(X) ∈ K[X] vérifiant “t(x) /∈ Fj, pour tout x ∈ Gj,” les polynômes
Aj,i(X, t(X)) sont premiers entre eux dans K[X] pour j = 1, . . . , r.

On pose ensuite F =
⋃r

j=1 Fj et G =
⋃r

j=1 Gj; ce sont deux ensembles
finis. D’autre part, l’ensemble

U = {(x, t) ∈ K2 : x 6= g, pour tout g ∈ G}

est un ouvert de Zariski, donc est dense dans K2. On peut alors choisir
(x0, t0) ∈ U qui n’appartienne pas au fermé propre de Zariski, Z(φ) =
{(x, t) ∈ K2 : φ(x, t) = 0}. Soit finalement λ0 6= f−t0

g−x0
, pour tout f ∈ F

et pour tout g ∈ G et λ0 /∈ E, (c’est-à-dire un nombre fini d’exceptions). La
condition sur λ0 entraîne que “t(x) = t0 + λ0(x− x0) /∈ F pour tout x ∈ G”.
En particulier “t(x) /∈ Fj, pour tout x ∈ Gj, (j = 1, . . . , r)”. Pour t(X)
ainsi construit, on obtient que les polynômes Pj(X, t(X), Z) sont irréduc-
tibles dans K(X)[Z] (proposition 4.1.1.1) et sont primitifs (lemme 4.1.1.3),
j = 1, . . . , r. �

Remarque 4.1.1.4. Le théorème 4.1.1.2 n’est plus vrai si on remplace K[X]
par Z, en effet : si on prend le polynôme P (T, Z) = (T 2−T )Z +(T 2−T +2),
qui est primitif dans Z[T ][Z], alors pour tout t ∈ Z, (t2 − t) et (t2 − t + 2)
sont des entiers pairs et donc P (t, Z) est réductible dans Z[Z].

On termine ces préliminaires par le lemme suivant qui résulte de façon
immédiate du lemme de Gauss.

Lemme 4.1.1.5 — Soient A(X) et B(X) deux polynômes de K[X] qui n’ont
pas de facteur commun dans K[X]. Alors le polynôme
P (X, T ) = A(X) + TB(X) est irréductible dans K[X, T ].

Remarque 4.1.1.6. Une application du théorème 4.1.1.2 au polynôme
P (X, T ) du lemme 4.1.1.5 (vu comme polynôme dans K[X1][T ][X2, . . . , Xn])
fournit l’énoncé suivant : si A(X) et B(X) sont premiers entre eux dans K[X]
et de degré > 0 en (X2, . . . , Xn), alors il existe une infinité de m(X1) ∈ K[X1]



52 Sur le spectre d’un polynôme à plusieurs variables

tel que A(X) + m(X1)B(X) est irréductible dans K[X], ce qui constitue un
analogue du fameux théorème de la progression arithmétique.

4.1.2 Preuve du théorème 4.1.2.

Dans une première étape, on montre l’existence d’un polynôme
P0 ∈ K[X] tel que P0(X) − ai = fi(X) pi(X), avec pi ∈ K[X] pour tout
i = 1, . . . , s. Cela résulte du lemme chinois : l’hypothèse (fi)+(fj) = K[X] si
i 6= j entraîne que l’homorphisme φ : K[X] →

∏s
i=1 K[X]/(fi) est surjectif.

De plus les polynômes P ∈ K[X] pour lesquels P − ai est divisible par fi

pour i = 1, . . . , s sont de la forme

P (X) = P0(X) + d(X)
s∏

i=1

fi(X),

avec d(X) ∈ K[X]. Quitte à changer P0(X), on peut supposer que
degX2

(pi) > 0, i = 1, . . . , s.

On se demande maintenant si parmi ces polynômes P (X), il en existe
pour lesquels P (X) − ai = fi(X)Hi(X), avec Hi irréductible dans K[X] et
ne divisant pas fi, i = 1, . . . , s.

Pour répondre à cette question, nous allons utiliser le théorème 4.1.1.2.
Nous allons l’appliquer aux polynômes

pi(X) + T
∏

1≤j≤s
j 6=i

fj(X), i = 1, . . . , s;

avec les variables X, T et Z du théorème 4.1.1.2 prises respectivement égales
à X1, T et (X2, . . . , Xn). Vérifions d’abord que ces polynômes satisfont aux
conditions du théorème 4.1.1.2. Pour vérifier l’irréductibilité de ces poly-
nômes dans K[X,T, Z] = K[X, T ], on utilise le lemme 4.1.1.5.

Les polynômes pi et
∏

1≤j≤s
j 6=i

fj sont premiers entre eux dans K[X]. En
effet : si p est un diviseur irréductible dans K[X] de ces deux polynômes,
alors p divise l’un des fj, (j 6= i) et p divise pi, donc p est un diviseur
commun des polynômes P0 − ai et P0 − aj ce qui est impossible pour j 6= i.
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Nous pouvons donc appliquer le théorème 4.1.1.2 : il existe une infinité
de m(X1) ∈ K[X1] de degré 1 tels que les polynômes

pi(X) + m(X1)
∏

1≤j≤s
j 6=i

fj(X), i = 1, . . . , s

sont irréductibles dans K[X]. En posant pour tout i = 1, . . . , s,
P (X) = P0(X) + m(X1)

s∏
i=1

fi(X),

Hi(X) = pi(X) + m(X1)
∏

1≤j≤s
j 6=i

fj(X)

on obtient
P (X)− ai = fi(X) Hi(X)

et les polynômes Hi, (i = 1, . . . , s) sont irréductibles dans K[X]. De plus,
on peut choisir m(X1) de telle sorte que Hi ne divise pas fi, i = 1, . . . , s :
pour une infinité de choix du polynôme m(X1) (de degré 1), les polynômes
Hi correspondants ne sont pas proportionnels et ne peuvent donc être tous
des diviseurs irréductibles de fi, i = 1, . . . , s. Compte tenu de la remarque
4.1.3 (a), cela achève la preuve de la première partie du théorème 4.1.2.

Pour la deuxième partie, on note I ⊂ {1, . . . , s} l’ensemble des indices
i tels que fi est non constant. On suppose que les polynômes fi avec i ∈ I
se décomposent dans K[X] en produit de facteurs irréductibles distincts de
degré 1. On pose pour chaque i ∈ I, fi(X) =

∏mi

k=1 gi,k(X) où mi ≥ 1 est le
nombre de facteurs de fi. La condition (fi)+ (fj) = K[X] pour i 6= j dans I,
entraîne que les facteurs gi,k et gj,h sont étrangers, c’est-à-dire n’ont pas de
zéros communs dans (K)n pour tous k = 1, . . . ,mi et h = 1, . . . ,mj ; les gi,k

sont donc de la forme α1X1 + . . .+αnXn +αi,k (à un coefficient multiplicatif
près), avec i ∈ I, k = 1, . . . ,mi et où les αi,k sont deux à deux distincts. Pour
tous indices i, j ∈ I, k = 1, . . . ,mi et h = 1, . . . ,mj tels que (i, k) 6= (j, h),
on pose ui,k,j,h = 1

αi,k−αj,h
et vi,k,j,h = −ui,k,j,h ; on a alors :

ui,k,j,h gi,k(X) + vi,k,j,h gj,h(X) = 1.
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Pour tout couple (i, k) fixé, avec i ∈ I et k = 1, . . . ,mi, en développant
l’identité ∏

(j,h) 6=(i,k)

(ui,k,j,h gi,k(X) + vi,k,j,h gj,h(X)) = 1,

on obtient que le polynôme défini par

bi,k(X) =
∏

(j,h) 6=(i,k)

vi,k,j,h gj,h(X)

vérifie 1− bi,k ∈ (gi,k) et bi,k ∈
⋂

(j,h) 6=(i,k) (gj,h). On pose alors

P0(X) =
∑
i∈I

mi∑
k=1

ai bi,k(X).

On vérifie facilement que P0(X)− ai est divisible par gi,k pour tous i ∈ I et
k = 1, . . . ,mi, et donc est divisible par fi pour tout i = 1, . . . , s. De plus
deg(P0) ≤ maxi,k{deg(bi,k)} = (

∑s
i=1 deg(fi))− 1.

La première partie de la preuve, appliquée pour ce polynôme P0(X)
conduit à un polynôme P (X) satisfaisant aux conditions souhaitées avec
deg(P ) = (

∑s
i=1 deg(fi)) + 1. �

Remarque. On peut donner des conditions plus générales sur le choix des
polynômes fi. En effet : si on prend des polynômes f1, . . . , fs dans K[X] de
la forme fi(X) =

∏mi

k=1 (g(X) + αi,k), avec g ∈ K[X] \ K et les éléments
αi,k ∈ K deux à deux distincts, alors en utilisant le même procédé que ci-
dessus, on peut trouver une solution particulière P0 telle que deg(P0) ≤
(
∑s

i=1 deg(fi))− deg(g). Par conséquent le polynôme correspondant

P (X) = P0(X) + m(X1)
s∏

i=1

fi(X)

est encore de degré (
∑s

i=1 deg(fi)) + 1.

4.2 Le cas d’une seule variable

Dans cette avant dernière section, nous allons donner un analogue de
notre résultat dans le cas d’une seule variable, en supposant le corps K
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hilbertien (par exemple K = Q). Dans ce cas nous disons qu’un polynôme
p(X) ∈ K[X] est strictement composé sur K s’il existe deux polynômes
r(X), q(X) ∈ K[X] avec deg(r) ≥ 2 et deg(q) ≥ 2 tels que p(X) = r(q(X)).

Rappelons le résultat suivant, dû à Fried [12], [13] qui figure aussi avec
son développement dans le §1.5.2 du chapitre 1 : les seuls polynômes non
strictement composés p(X) ∈ Q[X] pour lesquels p(X) − t est réductible
pour une infinité de t ∈ Z \ p(Q) sont de degré 5. Ainsi pour un polynôme
non strictement composé p(X) ∈ Q[X], si on définit le spectre σ(p) comme
l’ensemble des t ∈ Z tels que p(X)− t est réductible sur Q, alors σ(p) \ p(Q)
est fini, sauf dans le cas exceptionnel où deg(p) = 5.

Dans ce contexte, on a l’analogue de notre résultat principal (théorème
4.1.2), pour K un corps hilbertien, à savoir :

Théorème 4.2.1 — Soient s ≥ 1 un entier, a1, . . . , as des éléments distincts
de K et f1, . . . , fs des polynômes de K[X] tels que (fi) + (fj) = K[X] si
i 6= j. Alors il existe une infinité de polynômes p(X) ∈ K[X] non strictement
composés sur K (et même irréductibles si a1, . . . , as sont non nuls) tels que
p(X) − ai = fi(X) hi(X), avec hi(X) ∈ K[X] irréductible pour tout i =
1, . . . , s.

Preuve. Quitte à ajouter à a1, . . . , as un élément supplémentaire as+1 de K
et à f1, . . . , fs un polynôme fs+1 premier à f1, . . . , fs, on peut supposer que∑s

i=1 deg(fi) est un nombre premier. Cette réduction nous sera utile en fin
de preuve.

L’existence d’un polynôme p0(X) ∈ K[X] tel que p0(X)−ai = fi(X) pi(X),
avec pi(X) ∈ K[X] pour i = 1, . . . , s, se démontre comme dans le théorème
4.1.2 (par le lemme chinois). Et les polynômes p(X) ∈ K[X] pour lesquels
p(X)− ai est divisible par fi(X) pour i = 1, . . . , s, sont de la forme

p(X) = p0(X) + t(X)
s∏

i=1

fi(X),

avec t(X) ∈ K[X]. De plus, on peut choisir p0(X) tel que
deg(p0) <

∑s
i=1 deg(fi).
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De façon similaire à la preuve du théorème 4.1.2, on considère les poly-
nômes 

P (T, X) = p0(X) + T
s∏

i=1

fi(X),

Qi(T,X) = pi(X) + T
∏

1≤j≤s
j 6=i

fj(X)

Il découle de l’hypothèse “K hilbertien” appliquée aux polynômes Qi(T, X),
i = 1, . . . , s, et en plus à P (T,X) dans le cas où a1, . . . , as sont non nuls, qu’il
existe une infinité de t ∈ K tels que les polynômes correspondants, spécialisés
en T = t, sont irréductibles sur K.

Pour de tels t ∈ K, on obtient bien, en posant p(X) = P (t,X) et hi(X) =
Qi(t,X), que p(X) − ai = fi(X) hi(X), avec hi(X) irréductible sur K, i =
1, . . . , s.

Enfin, pour tous ces t sauf un nombre fini, deg P (t,X) = degX(P ) =∑s
i=1 deg(fi) est premier (grâce à la réduction préliminaire) et donc p(X) est

non strictement composé sur K.
De plus, dans le cas où a1, . . . , as sont non nuls, pour les t ∈ K choisis

comme ci-dessus, le polynôme p(X) = P (t,X) est irréductible sur K. �

Remarques 4.2.2. (a) Dans la preuve ci-dessus, nous assurons la non-
composition des polynômes p(X) en les construisant comme spécialisations
de polynômes P (T, X) de degré premier en X. Plus généralement il est vrai
qu’en caractéristique nulle, si P (T,X) est non strictement composé sur K(T )
alors P (t,X) est non strictement composé sur K pour une infinité de t ∈ K.

En effet, P (T, X) non strictement composé sur K(T ) équivaut à dire que
le groupe de Galois G du polynôme P (T, X)−Z sur K(T )(Z) agit de façon
primitive sur les racines x1, . . . , xd dans K(T, Z) (où d = degX(P )) de ce
polynôme ([3 ; énoncé 4-9] ou [33]). Cette action est (équivalente à) l’action
de G sur les classes à gauche de G modulo le sous-groupe H qui fixe x1. Grâce
à l’hypothèse “ K hilbertien” on peut trouver une infinité de t ∈ K tel que
G reste le groupe de Galois du polynôme spécialisé P (t,X)−Z sur K(Z) et
H reste le fixateur de x1(t). Pour ces t, l’action précédente correspond alors
aussi à celle de G sur les racines x1(t), . . . , xd(t). Cette dernière action est
donc primitive. On en conclut donc que pour les t considérés, P (t,X) est non
strictement composé sur K.
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(b) Etant donné {a1, . . . , as} ⊂ K, le théorème 4.2.1 permet de construire
p(X) ∈ K[X] non strictement composé tel que {a1, . . . , as} ⊂ σ(p). Il parait
plus difficile de prescrire exactement σ(p) comme dans le cas de n ≥ 2 va-
riables. En effet, les résultats de finitude de l’ensemble σ(p)\p(Q) démontrés
par Fried, utilisent le théorème de Siegel sur les points entiers des courbes
algébriques, lequel n’est pas effectif. On ne peut donc pas les utiliser pour
borner efficacement σ(p), comme la version générale de l’inégalité de Stein
(voir chapitre 3, théorème fondamental) avait permis de le faire pour n ≥ 2
variables.

4.3 Une deuxième preuve du théorème 4.1.1
(K algébriquement clos)

Dans cette partie, on suppose que le corps K est algébriquement clos.
En développant la remarque 4 dans [24], nous allons donner sous cette hy-

pothèse supplémentaire une nouvelle preuve du théorème 4.1.1. Cette preuve
est plus directe, mais ne fournit pas la forme générale plus précise donnée
dans la remarque située à la fin de §4.1.2, ni donc le théorème 4.1.2.

Soient s ≥ 1 un entier, a1, . . . , as ∈ K distincts et ρ1, . . . , ρs des entiers
positifs non nuls. On peut supposer que ρ1 ≥ ρi, i = 1, . . . , s. Posons m = ρ1

et b2 = a2 − a1, . . . , bs = as − a1.
Soit `(X1) ∈ K[X1] un polynôme quelconque de degré m tels que les deux

polynômes `(X1)− bi et `
′
(X1) n’ont pas de zéro commun, pour i = 2, . . . , s.

Sous l’hypothèse K infini, l’existence de tels polynômes est facile à établir.
On pose pour tout i = 2, . . . , s,

`(X1)− bi =
m∏

j=1

Lji(X1)

où les Lji, (j = 1, . . . ,m) sont des polynômes de degré 1, qui sont distincts.
On considère le polynôme suivant :

t(X) = 1 + X2

(∏
j∈I2

Lj2(X1)

)
. . .

(∏
j∈Is

Ljs(X1)

)
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où I2, . . . , Is sont des sous-ensembles de {1, . . . ,m} de cardinal ρ2, . . . , ρs

respectivement. (On peut remplacer X2 par tout polynôme r(X) de degré 1
en l’une au moins des variables X2, . . . , Xn).

Le polynôme P (X) = `(X1) t(X) est non composé sur K car
degX2

(P ) = 1.
De plus, on a pour i = 2, . . . , s,

P (X)− bi =
∏
j∈Ii

Lji(X1)

∏
j /∈Ii

Lji(X1) + X2 `(X1) gi(X1)

 ,

avec

gi(X1) =
∏
k 6=i

(∏
j∈Ik

Ljk(X1)

)
.

L’ensemble σ(P ) contient les éléments b2, . . . , bs et contient aussi 0 (car P
est réductible). De plus ρ0(P ) ≥ m et ρbi

(P ) ≥ card(Ii) = ρi pour tout
i = 2, . . . , s. Donc ρ(P ) ≥ m +

∑s
i=2 ρi.

D’autre part, on a deg(P ) = m+1+
∑s

i=2 ρi. Par suite ρ(P ) ≥ deg(P )−1.
Le théorème fondamental du chapitre 3 donne σ(P ) = {0, b2, . . . , bs},

ρ0(P ) = m et ρbi
(P ) = ρi, i = 2, . . . , s.

Compte tenu des définitions des bi et de m, le polynôme P (X) + a1 est
non composé et vérifie : σ(P + a1) = {a1, . . . , as} et ρai

(P + a1) = ρi pour
tout i = 1, . . . , s. �
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