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”Dans l’(magnéto-)hydrodynamique, il est tellement facile de se tromper qu’il est préférable

de ne pas croire aux résultats provenant de longs et complexes calculs mathématiques, si il

est impossible de comprendre leur sens physique. En même temps, il est préférable de ne pas

se rapporter à une longue et complexe série d’arguments physiques, si il est impossible de les

formuler mathématiquement.”

Enrico Fermi*, Collected Papers (p. 588)

Si tout le monde suivait cette règle !

————————

*Enrico Fermi (prix Nobel de physique en 1938) compte parmi les quelques scientifiques

à avoir une place d’élite parmi les génies de la Science. N’importe lequel des travaux ci-

tés ci-après, parmi ceux théoriques (comme la découverte de la statistique quantique, la

désintégration bêta ou le modèle de Thomas-Fermi pour les atomes lourds) ainsi que ceux

expérimentaux (comme la radioactivité artificielle induite par les neutrons lents, la réalisation

de la première réaction en châıne contrôlée avec la pile de Fermi en 1942) assure à E. Fermi

une place dans l’empire des scientifiques du XXeme siècle.



ii



Remerciements
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5.1 Mécanique statistique des tourbillons ponctuels . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.1.1 Introduction générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.1.2 Approximation auto-corrélée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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Introduction 1

Introduction

Cette thèse porte sur l’étude de mécanismes possibles de formation, dans un milieu turbu-

lent bidimensionnel, de structures tourbillonnaires spatialement localisées, quasi–régulières.

A travers les divers chapitres du manuscrit, nous aborderons quelques aspects de ce thème

général.

Les questions concrètes abordées dans la thèse sont les suivantes. Nous avons d’abord

tenté de présenter un aperçu sommaire de la situation actuelle du problème. Nous avons

constaté qu’il existe une série d’expériences sur l’évolution de la turbulence 2D dans un

fluide pratiquement non-visqueux, montrant que, sous certaines conditions, la formation de

structures tourbillonnaires régulières bien marquées est observée. Nous allons utiliser deux

approches, qui permettent, en principe, de décrire les causes de ce phénomène : l’approche

hydrodynamique et l’approche cinétique basée sur l’équation de Vlasov (lorsque le nombre

de particules n’est pas macroscopiquement grand). Dans le cadre de notre travail, nous

avons analysé le rôle des invariants globaux qui s’imposent dans le problème. Nous avons

constaté que, malgré ce qu’on pourrait croire, deux systèmes tourbillonnaires ayant les

mêmes invariants globaux n’évoluent pas forcément vers les mêmes configurations finales.

Nous avons remarqué également que le problème de l’évolution d’un ensemble de tourbillons

2D peut être réduit, dans certains cas, à celui du mouvement d’une ”particule” de masse

unitaire se déplaçant dans le champ auto-accordé. Nous avons estimé le rôle que peuvent

jouer des fluctuations extérieures sur l’apparition des structures tourbillonnaires. Finalement,

nous avons appliqué l’approche statistique pour trouver un principe d’évolution du gaz

de tourbillons suivant leur ”température” initiale, positive ou négative. Au cours de ce

travail, nous avons réalisé différentes estimations numériques. Précisons que ces simulations

numériques servent uniquement à comprendre l’essentiel du phénomène par les moyens les

plus simples et les plus adaptés au problème posé.

Le but principal de ce travail est donc la mise en évidence des mécanismes possibles menant
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à la formation de structures régulières dans la turbulence 2D.

Ce manuscrit est structuré de la façon suivante.

Nous exposons, dans le premier chapitre introductif, quelques aspects généraux concer-

nant la turbulence bidimensionnelle. Il faut souligner qu’il y a, en principe, deux régimes

d’évolution radicalement différents : le régime de la turbulence forcée et celui de l’évolution

libre. Nous détaillons également une brève revue de travaux expérimentaux, numériques

et théoriques de base, concernant la turbulence 2D, en donnant des informations sur la

turbulence strictement bidimensionnelle, ainsi que sur la turbulence quasi-bidimensionnelle.

Et enfin, nous présentons différents modèles théoriques pouvant donner une représentation

approchée des phénomènes de turbulence.

Dans le second chapitre, nous détaillons une étude expérimentale importante, où

l’écoulement évolue comme la turbulence bidimensionnelle dans un fluide pratiquement

non visqueux. Au cours de ces expériences, on observe parfois, l’arrêt de la relaxation

de la turbulence, menant à la formation de ”cristaux tourbillonnaires”. Ces expériences,

réalisées dans le milieu de plasma nous ont pleinement intéressés car le plasma d’électrons,

plaçé dans un fort champ magnétique, évolue comme la turbulence 2D dans un fluide

non-visqueux. Les expérimentateurs ont observé que, parfois, la relaxation de la turbulence

2D n’avait pas lieu, laissant place à des structures régulières. Nous nous interrogeons sur

le fait que ces strutures régulières soient réellement au stade final de leur évolution (dans

ce cas, on parle d’auto-organisation), ou s’il s’agit simplement d’une configuration à un

temps donné du régime transitoire, avant d’avoir atteint un certain ”temps de relaxation”.

Si le système est en régime transitoire, il n’a pas encore oublié ses conditions initiales,

d’où la présence des structures régulières observées. Pour l’expérience en question, une

approche hydrodynamique a été utilisée par les expérimentateurs eux-mêmes afin d’essayer

de comprendre ce phénomène. Certes le système en question est un système présentant

une forte non-linéarité avec un grand nombre de Reynolds, Re ≫ 1. Mais, le nombre N

de particules constituant l’écoulement est de l’ordre de 109 particules seulement, ce qui

nous pousse à s’interroger sur la possibilité d’application de l’approche hydrodynamique

dans ce cas. Dans ces conditions, les fluctuations peuvent jouer un rôle très important. De

plus, les équations de l’hydrodynamique, qui sont le résultat d’un certain moyennage, sont

déjà une approximation suffisamment forte. Alors, on risque de perdre des informations

sur quelques effets intéressants, tels que les processus rapides, ceux fortement localisés,...
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Nous allons alors proposer d’utiliser une approche cinétique d’un gaz de ”barres” pour

expliquer les phénomènes observés. En effet, en présence d’un fort champ magnétique,

les équations décrivant le mouvement du plasma sont similaires à celles décrivant le

mouvement des tourbillons ponctuels. C’est pourquoi nous allons utiliser ce modèle pour for-

muler les équations dynamiques d’évolution (les explications seront données dans ce qui suit).

L’objectif du troisième chapitre est de présenter l’approche théorique que nous avons

retenue pour simplifier les équations hydrodynamiques et donner un représentation appro-

chée du phénomène. Dans cette partie, nous utilisons l’approche Hamiltonienne qui permet

de construire un système d’équations représentatif du mouvement de la turbulence 2D de

l’expérience présentée au chapitre précèdent.

Puis, nous nous interrogeons sur le rôle de fluctuations extérieures influençant les

conditions initiales des expériences et ne disparaissant pas avec le temps. Ces fluctuations

pourraient influencer l’évolution du système, amenant aux structures tourbillonnaires

régulières. Pour cette étude, nous allons utiliser le modèle des tourbillons ponctuels. Notons

que le modèle des tourbillons ponctuels est utilisé dans une grande partie de la thèse. Ce

choix a été motivé par le fait que l’une des difficultés principales d’une simulation numérique

pour la turbulence dans le domaine des petites échelles spatiales est le coût qu’elle représente

si les calculs sont détaillés, ainsi que les ”erreurs” qui peuvent survenir et s’accumuler au

cours du processus de modélisation numérique dans les cas les moins ”chers”. Le problème

peut être simplifié. Pour un système contenant un grand nombre, N ≫ 1, de particules

(tourbillons ponctuels), dont l’Hamiltonien d’interaction est de longue portée, par exemple

de forme logarithmique, tout se passe comme si un tourbillon choisi se déplace dans le

champ auto-accordé créé par l’ensemble des autres tourbillons. C’est ce que allons voir

dans le chapitre 4, et c’est ce qui va nous permettre de reformuler le système d’équations

de mouvement des tourbillons en un système analogue à celui du pendule non linéaire (de

Kapitsa). Nous accompagnerons cette étude d’une application numérique pour tenter de la

comparer à certains résultats de l’expérience exposée dans le chapitre 2.

Le chapitre 5 discute une possibilité d’appliquer les méthodes de la mécanique statistique

du gaz des tourbillons ponctuels. Notons que nous allons utiliser une approche Hamilton-

nienne, formulée en termes de grandeurs énergétiques : c’est l’énergie totale du système

hydrodynamique qui sert d’Hamiltonien du système. Dans notre cas, un tourbillon ponctuel
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produit une vitesse, et non une accélération. Une étude générale est d’abord proposée en

introduisant différentes fonctions décrivant le champ auto–accordé des tourbillons. Puis,

nous étudions le cas d’évolution des tourbillons ponctuels dans un domaine borné. Ensuite,

nous recherchons analytiquement les fonctions thermodynamiques. (Nous allons trouver

une distribution stationnaire axialement symétrique du gaz des tourbillons.) Celles-ci nous

amènent à l’obtention d’un principe d’évolution des tourbillons suivant la ”température” de

leur configuration initiale. Nous finissons par appliquer quelques estimations numériques

pour confirmer ce principe.

Dans le chapitre 6, nous nous placerons dans le cas où le système se trouve à un temps

antérieur au temps de relaxation et ne se trouve pas dans l’équilibre thermique. Alors, nous

pouvons nous trouver dans la situation où la répartition des vitesses initiales n’a pas la

forme classique de répartition de Maxwell. Des structures tourbillonnaires multi-pétales vont

alors apparâıtre, présentant des similitudes avec les taches régulières dans les expériences de

plasma.

Enfin, le chapitre 7 présente une autre forme de tourbillons, que sont les tourbillons-

sources, tourbilons-sources ponctuels bi-dimensionnels. Nous regarderons quelques parti-

cularités du mouvement des tourbillons-sources, suivant le domaine dans lequel ils se trouvent.

En conclusion, nous énumérerons les différents résultats obtenus au cours de la thèse, puis

nous évoquerons différentes perspectives qui pourraient faire suite à l’étude menée.

Les résultats de mon travail ont fait l’objet de (i) publications dans des revues interna-

tionale et nationale avec comité de lecture [1,2] ; (ii) publications à des congrès avec actes à

diffusion restreinte [4,5,6].
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Chapitre 1

Quelques faits préliminaires

Ce chapitre présente quelques idées de caractère général sur la turbulence bidimension-

nelle et quasi-bidimensionnelle, ainsi que quelques hypothèses, résultats expérimentaux et

numériques récents.

1.1 Structures tourbillonnaires

Les structures tourbillonnaires 2D et quasi-2D sont présentes dans de nombreux types

d’écoulements hydrodynamiques. Ces structures sont observées, aussi bien dans les systèmes

industriels (tourbillons dans des sillages, ondes–tourbillons spirales entre des disques tour-

nants, ...) que dans l’environnement : dans les atmosphères planétaires, dans les océans, ...

Dans le contexte astrophysique et géophysique, parmi ces structures, on peut citer, comme

exemples, les galaxies (figure 1.1), les ”plûmes” tournantes en convection turbulente, les an-

neaux du Golf Stream, les ”lentilles” salées de la Méditérannée, les ouragans (figure 1.2), les

tornades et trombes (figure 1.3), le Tourbillon Polaire Antarctique (figure 1.4), la fameuse

Grande Tache Rouge sur Jupiter, la Tache Noire d’Uranus (figure 1.5), les cellules tourbillon-

naires de granulation solaire, ...

Les Figures 1.1-1.5 nous donnent quelques exemples de structures 2D ou quasi-2D ayant

une très faible dissipation. La bidimensionnalité de ces structures est provoquée soit par la

suppression de la composante verticale (figure 1.2 : tourbillon 2D avec vz ≃ 0), soit par

l’indépendance des composantes du champ hydrodynamique avec la coordonnée verticale

(figure 1.3 : filament avec ∂z ≃ 0). Les structures présentées sur les figures 1.4 et 1.5 peuvent

être modélisées par les taches tourbillonnaires.

Le problème de la formation et de l’évolution des structures organisées attire beaucoup

l’attention, aussi bien pour des raisons de caractère général (il s’agit d’un phénomène énig-
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Fig. 1.1: Galaxie : structure tourbillonnaire.

matique de la Nature) que pour des raisons purement pratiques : on sait que la turbulence

transporte des quantités telles que la chaleur, les polluants, les espèces chimiques, les colo-

rants, la fumée, beaucoup plus efficacement que par simple diffusion moléculaire et la présence

des structures tourbillonnaires régulières peut modifier radicalement les caractéristiques de

ce transport.

La formation systématique de structures quasi-organisées, qui apparaissent et persistent au

sein de l’écoulement turbulent, est une caractéristique importante des écoulements bidimen-

sionnels. On observe donc, dans la Nature, des signes d’auto-organisation possible : on peut

supposer que les structures tourbillonnaires observées sont des états finaux du développement

de différents types d’instabilités.

Si les effets dissipatifs se manifestent faiblement, des régions de fort gradient (voir la figure

1.8a. présentée par la suite) du champ de vitesse peuvent très rapidement se former dans les

fluides. Ces régions sont associées à des valeurs élevées de la vorticité Ωi = ǫijk∂jvk, où ǫijk

est le tenseur anti–symétrique de Levi–Civita. Mathématiquement, le phénomène |Ωi| → ∞
traduit l’effondrement de la convergence des équations de Navier Stokes vers les équations

d’Euler en raison de l’apparition de singularités. La présence des régions de fort gradient est

une caractéristique des problèmes de perturbations singulières dans les équations aux dérivées

partielles.

La terminologie actuelle appelle ”structures cohérentes” certaines de ces régions de fort

gradient, situées au coeur de l’écoulement (par opposition au voisinage des parois, siège des
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Fig. 1.2: Ouragan Ofelia. Fig. 1.3: Trombe.

Fig. 1.4: Cyclone Antarctique et trou

d’ozone.

Fig. 1.5: Tache noire d’Uranus.
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couches limites). Les structures cohérentes sont des régions tourbillonnaires de taille Lc et

de vitesse caractéristique U , qui subsistent dans l’écoulement turbulent pendant des temps

très supérieurs au temps caractéristique ∼ L/U. Nous utiliserons, par la suite, le terme de

tourbillon, en sous-entendant une certaine permanence de la structure considérée.

Immédiatement, nous pouvons nous poser des questions qui intriguent les observateurs :

sous quelles conditions les structures tourbillonnaires localisées spatialement peuvent-elles se

former ? Pourquoi la turbulence ne les fait pas disparâıtre ?

1.2 Turbulence forcée et libre

En général, en examinant l’évolution de la turbulence, il faut distinguer deux situations

radicalement différentes.

La première a lieu quand la turbulence se développe en présense d’une source (localisée

aux grandes échelles spatiales) ou d’une décharge (localisée aux petites échelles spatiales).

Dans ce premier cas, l’évolution est contrôlée par le flux permanent de l’énergie (ou d’autres

grandeurs telle que l’enstrophie, ...) dans l’espace des nombre d’ondes k : il s’agit de la

turbulence forcée (figures 1.2–1.5).

La deuxième possibilité se réalise si on laisse évoluer librement une perturbation initiale

en absence de mécanismes de dissipation et de forçage : ce cas correspond à la turbulence

libre (figures 1.1 et 1.6).

Fig. 1.6: Résultats des expériences de plasma, pour Re≫ 1, lesquelles seront discutées par la suite.
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1.3 Echelles caractéristiques

Soient td le temps de dissipation et tN le temps de relaxation non linéaire. Si l’on veut

observer au moins quelque chose, il faut évidemment que tN ≪ td (la dissipation est faible).

Si des structures sont visibles et si le temps d’observation est très grand devant le temps de

relaxation non linéaire, t ≫ tN , on peut parler d’auto-organisation. Par contre, si le temps

d’observation est très petit devant le temps de relaxation non linéaire t≪ tN , il s’agit d’une

étape transitoire, quand le système n’a pas encore oublié les conditions initiales.

Supposons que t≫ tN .

1.4 Conditions d’auto-organisation

Quand et comment la turbulence libre s’organise-t-elle ?

a. ”Brisure” de la symétrie du système.

Il est très difficile de répondre à cette question dans le cadre des approches traditionnelles,

quand la turbulence est considérée, a priori, comme étant homogène et isotrope.

La turbulence homogène et isotrope, qui ne possède ni d’échelles distinctes, ni de directions

privilégiées, est trop symétrique pour commencer à s’auto-organiser et donner naissance à

des tourbillons cohérents ; l’auto-organisation semble être improbable dans ce cas.

La ”brisure” de la symétrie du système est une condition nécessaire pour l’auto-

organisation. C’est ce qui attire notre attention sur les écoulements 2D. En effet, un fluide

turbulent avec une brisure de symétrie sphérique (approximation quasi–bidimensionnelle)

peut être considéré comme un candidat adéquat à un état, où les tourbillons à grande échelle

peuvent être organisés.

Pour cette raison, nous nous intéressons à la classe particulière d’écoulements turbulents à

deux dimensions qui ont lieu dans un plan ou sur une surface quelconque. Cette approximation

est valable, par exemple, pour un fluide confiné dans une couche de faible épaisseur, ou pour un

fluide contenu dans un récipient en rotation rapide, ou dans un plasma fortement magnétisé.

b. Approche 2D

Dans le contexte géophysique, il existe plusieurs raisons pour la suppression d’une des

composantes de la vitesse de l’écoulement : le mouvement bidimensionnel peut être causé
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par la nature bidimensionnelle prédominante du domaine de l’écoulement lui-même, lorsque

l’échelle caractéristique horizontale de l’écoulement, L, surpasse largement celle verticale Hs

(les modèles atmosphériques sont dits en couche mince lorsque ǫ = Hs/L≪ 1).

La possibilité de suppression d’une des composantes de la vitesse de l’écoulement peut être

du à une forte stratification de densité, ou à la rotation du système dans son ensemble, ...

En effet, une rotation rapide de l’écoulement (ou un champ magnétique pour les plasmas et

également les fluides de conduite) se limite au mouvement de fluide dans un plan. Il existe de

nombreux exemples de la sorte dans la nature ou en technologie. La supposition que toutes

les variables de champ soient indépendantes de la coordonnée z3 = x3, c’est-à-dire l’opérateur

∂̂3 = 0 pour toutes les variables de champ, conduit également aux modèles bidimensionnels

et est largement utilisée dans les considérations théoriques (voir [26], [42] et [57]) (figure 1.3).

Toutefois, la turbulence strictement 2D est une idéalisation car les écoulements naturels ne

pourraient subir la bidimensionnalité que pour un rang d’échelles limitées, avant que d’autres

facteurs physiques (environnementaux) n’interviennent.

Néanmoins, la compréhension des mouvements bidimensionnels les plus simples peut cer-

tainement permettre une meilleure compréhension de systèmes plus compliqués.

c. Fluide non-visqueux

Lorsqu’il s’agit d’un écoulement d’un fluide, caractérisé par une vitesse caractéristique U

et une échelle spatiale externe L, on définit un nombre sans dimension, appelé nombre de

Reynolds, comme le rapport du temps caractéristique de frottement visqueux du fluide τf

et du temps caractéristique d’inertie τi ∼ L/U : Re = τf/τi ∼ τfU/L. Dans le cas général,

le temps τf n’est pas exprimé par la formule simple τf ∼ L2/ν (qui n’est valable que pour

l’équation de Navier–Stokes). Il faut donc être prudent à ce stade des estimations. Si la force de

frottement est modélisée par l’expression F ∼ −λ|v|v (couche d’Ekman dans la géophysique),

le nombre de Reynolds devient Re ∼ (λL)−1. Dans le plasma, dont le mouvement collectif

n’est pas décrit, en général, par les équations de Navier–Stokes, la situation est encore plus

complexe.

Rappelons que seuls les écoulements à grand nombre de Reynolds, Re≫ 1, ont la propriété

frappante d’auto-organisation spontanée en structures tourbillonnaires cohérentes. Pour dé-

crire ce type de structures une fois formées, il est approprié d’utiliser le modèle de fluide

non-visqueux. Omettre les termes visqueux dans les équations de mouvement implique que

les forces de friction soient négligeables par rapport à la force d’inertie. On voit que si le

nombre de Reynolds est grand, les perturbations ont le temps de se développer avant d’être
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ralenties par la viscosité ou d’autres effets de dissipation.

Dans la situation où Re ≫ 1, l’écoulement est évidemment fortement turbulent. Notons

toutefois que même si un écoulement est turbulent (dû, par exemple, à une forte convection

verticale), ceci ne signifie pas nécessairement que le mouvement régulier, mis sous forme

moyennée, soit absent. Dans ce cas, les équations de mouvement d’un fluide idéal (ou quasi-

idéal avec une viscosité turbulente) sont connues comme étant une bonne approximation de

la description des champs moyennés à grande échelle d’un écoulement turbulent.

1.5 Modélisation de la turbulence

Le problème de détermination de l’état d’équilibre final des systèmes hydrodynamiques

bidimensionnels quasi-non-visqueux, Re → ∞, a été étudié depuis de nombreuses années.

Dans ce contexte, il existe différentes approches théoriques proposées.

Les équations de Navier–Stokes étant impossibles à résoudre à grand nombre de Reynolds,

l’idée est venue de les remplacer par des équations plus faciles à traiter, et qui donneraient

une représentation approchée des phénomènes.

1.5.1 Modèles possibles

a. Modèle standard de turbulence

On considère la moyenne du champ de vitesses d’un écoulement turbulent à grand nombre

de Reynolds. On suppose que l’écoulement moyen obéit aux mêmes équations de Navier–

Stokes, mais avec une viscosité (désormais appelée viscosité turbulente) plus grande que la

viscosité réelle du fluide. La viscosité turbulente, par analyse dimensionnelle, peut être donnée

par νt ≃ lU, où l est une échelle de longueur caractéristique de l’écoulement et U est une

échelle de vitesse. Cette approche simple permet d’expliquer de très nombreux phénomènes.

On l’appelle souvent théorie de longueur de mélange. Il faut seulement noter qu’il ne s’agit

pas, à proprement dit, d’une théorie physique mais d’un moyen approximatif d’obtenir des

résultats. Par exemple, une critique assez sévère de la notion de viscosité turbulente pourra

être trouvée dans [16].
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b. Modèle de tache

Une des approches théoriques possibles est basée sur le remplacement du profil de la

vitesse (ou vorticité) continue réelle par un modèle de tache avec une vorticité constante

dans chaque tache (voir [24], [25] et la bibliographie à laquelle il fait référence). Ce modèle

est valable lorsque les mouvements à grande échelle sont faiblement sensibles à la structure

fine dans le champ de vitesses. Pour ce scénario, on peut s’attendre à ce que même des

approximations avec un nombre limité de taches, qui décrivent la structure générale du profil

de la vorticité réelle, saisissent correctement la dynamique des structures tourbillonnaires à

grande échelle.

Notons que le modèle, proposé dans les travaux référencés, permet de formuler la dyna-

mique de l’écoulement en terme d’un petit nombre d’interfaces. Une telle possibilité est très

attractive car la détermination de l’évolution des contours des structures tourbillonnaires se

réalise dans le cadre des équations non linéaires, intégro-différentielles, spatialement unidi-

mensionnelles.

Cette approche est appelée la méthode de la dynamique de contour. Les équations de la

dynamique de contour décrivent le mouvement auto-induit des frontières de la discontinuité

de la vorticité (ou ”contours”) dans un fluide bidimensionnel, incompressible non-visqueux

avec une distribution de vorticité ”en escalier”.

Il apparâıt que beaucoup d’aspects généraux des écoulements quasi-parfaits, avec une vorti-

cité distribuée de façon continue, peuvent être reproduits en utilisant la dynamique de contour

avec un nombre modéré de niveaux de vorticité. Ces résultats suggèrent que la dynamique

de contour peut être un outil analytique compétitif pour les problèmes d’intérêt scientifique,

particulièrement en connexion avec les écoulements à très grand nombre de Reynolds.

c. Tourbillons ponctuels

Une autre possiblité d’application est de construire une théorie en terme de champs tour-

billonnaires quasi-singuliers.

Dans ce qui suit, nous appelons tourbillons localisés, des structures tourbillonnaires dont

la vorticité est très concentrée et très élevée par rapport au reste du domaine de l’écoulement.

Les exemples d’applications sont multiples et les études récentes montrent que ce type de

modèle, malgré sa simplicité apparente, permet d’extraire les caractéristiques générales de

l’auto-organisation des structures parfois très complexes.

Le nombre de tourbillons ponctuels étant souvent très grand, nous pouvons, en principe,
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choisir d’utiliser une approche statistique. En effet, si le nombre de tourbillons est grand, il

est possible d’introduire une fonction de leur distribution qui décrit la probabilité de leur

répartition dans l’espace. Alors, le champ moyenné des vitesses de l’écoulement du fluide est

déduit de la répartition moyennée, statistiquement, de la vorticité localisée dans les tourbillons

localisés.

d. Approches statistiques

Un grand nombre d’auteurs a examiné la mécanique statistique d’un fluide incompressible

bidimensionnel à l’aide des équations de mouvement d’Euler reformulées pour un champ de

vorticité. Tant que la dynamique des structures tourbillonnaires est fortement non linéaire,

et décrite par des équations de mouvement difficiles à résoudre analytiquement, il y a un fort

intérêt à explorer un principe variationel quelconque : dans un système évoluant librement,

si un état stable doit être atteint, il doit correspondre à un extremum ”de quelque chose”.

Certaines approches sont basées sur une maximisation de l’entropie, d’autres sur une

minimisation de l’enstrophie.

Toutes ces théories impliquent l’existence d’un état d’équilibre final, contrôlé par les inva-

riants globaux du système. L’état final est alors supposé indépendant de la structure précise

des conditions initiales de l’écoulement.

Cependant, certaines théories statistiques ont fait l’objet de critiques sévères (voir [16]) et

en dépit des différentes méthodes proposées pour le problème d’équilibre, la situation reste

encore controversée.

e. Etudes expérimentales

Les études expérimentales directes jouent un rôle crucial. Pourtant, même du point de vue

expérimental, la situation est quelque peu inexplicable : par exemple, les résultats obtenus

dans les métaux liquides tendent à valider la théorie statistique, tandis que ceux obtenus dans

les expériences de plasma, tendent à valider la théorie ”de fission” sélective.

Dans certains travaux expérimentaux, les résultats obtenus n’étaient pas en accord avec

les conclusions déduites des simulations numériques.

Les différents modèles, que nous venons de présenter, peuvent servir de bases pour les

simulations numériques de la turbulence.
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1.5.2 Quelques remarques sur les simulations numériques

Analysons les difficultés possibles concernant le choix du schéma numérique.

Une voie d’approche possible de la turbulence est habituellement la simulation numérique

directe des équations de Navier–Stokes, mais elle n’est toutefois pas toujours applicable (voir,

par exemple, certains problèmes d’écoulements dans les plasmas, ou ceux géophysiques, où

la force dissipative n’est pas exprimée par une expression proportionnelle à ν∆v).

Le calcul numérique de solutions (évidemment, approchées) des équations de Navier-Stokes

permettrait d’observer en détail la turbulence et d’effectuer des prédictions de phénomènes

(transfert de masse et d’énergie, trâınée, ...) intéressants pour les applications possibles.

Malheureusement, le calcul, bien que possible en principe, est parfois impossible en pra-

tique, pour des raisons de coût.

Pour le raisonnement qui suit, on définira le coût comme le nombre d’opérations arithmé-

tiques que la machine doit effectuer pour résoudre le problème. Ce coût est approximativement

proportionnel au temps de calcul.

Le nombre de points de maille nécessaire pour un calcul de turbulence est de l’ordre de

(L/l)d, où L est la taille caractéristique la plus grande du problème, l est la taille des plus

petites caractéristiques (régions tourbillonnaires), et d la dimension de l’espace.

La taille des régions caractéristiques les plus grandes est, par exemple, la largeur du canal

turbulent, ou un multiple de la taille de l’obstacle, ou encore la taille de la boite convective.

Cette taille L est parfois appelée ”́echelle d’injection de l’énergie turbulente”. Les régions les

plus petites sont de taille variable selon les écoulements. On peut cependant en estimer la

taille à partir des théories de la cascade turbulente. On obtient alors l ∼ LRe−n, où l’exposant

n varie entre 3/4 et 1. En particulier, la théorie de la cascade de Kolmogorov prédit n = 3/4.

Pour avoir le coût total du calcul, il faut prendre en compte la durée de la simulation.

Les observations intéressantes, telles que le détachement périodique des tourbillons dans le

sillage d’un obstacle, sont faites sur une période de l’ordre de L/V. Par contre, le pas de

temps élémentaire de la méthode numérique doit être inférieur à (ou de l’ordre de) l/V .

Le nombre total de pas de temps est donc de l’ordre L/l. Cet état de choses mène à une

estimation du coût, pour un écoulement turbulent (de nombre de Reynolds donné), de l’ordre

de C = C0 (L/l)(L/l)d ∼ C0Re
(d+1)n, où C0 est le temps de calcul sur une maille. Ces

simples estimations donnent une idée de l’évolution des coûts selon le nombre de Reynolds et

l’exposant n : le travail de calcul C pour une simulation directe de la turbulence (le travail

de référence est pris à 1 unité), pour Re = 104 , est de C ∼ 1012 pour n = 3/4 et d = 3, et

C ∼ 1016 pour n = 1 et d = 3.
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Cette observation simple montre que si le but de notre recherche est seulement de trouver

les conditions qualitatives sous lesquelles une structure tourbillonnaire cohérente peut être

formée, il est préférable de réaliser d’abord l’étude analytique.

D’autre part, le point de départ de toute expérience numérique est un certain phénomène

physique. Or, le but est d’obtenir par cette expérience des résultats utiles pour la compréhen-

sion du phénomène. Entre le départ et les résultats, nous pouvons définir plusieurs étapes.

Commençons par énumérer les étapes (elles seront présentées plus en détail par la suite), qui

constituent le ”modèle mathématique” :

– définir quel phénomène physique apparâıt, et savoir quelles sont les questions concrètes

qui se posent,

– choisir un modèle mathématique adéquat (écrire les équations de départ),

– effectuer l’approximation algébrique discrétisée des équations,

– bâtir le programme de simulation,

– effectuer la simulation numérique.

1) Quelle que soit la formulation mathématique, elle n’est qu’une description approxi-

mative du phénomène physique. Il faut donc connâıtre les hypothèses faites pour identifier

les conditions de validité de ces équations.

2) La contrainte la plus sérieuse apparâıt lors de l’étape de discrétisation algébrique du

système continu. Et ceci, quand les équations différentielles ou intégrales décrivant l’évolution

du modèle sont remplacées par des équations algébriques afin que les calculs numériques soient

effectués. Cette étape introduit des questions concernant les conséquences du choix du pas

de temps, du pas spatial, du nombre limité de particules, ... Des exigences surviennent pour

les expérimentateurs (les numériciens doivent démontrer que les résultats d’une simulation

ont un sens physique).

3) Une telle discrétisation remplace les variables continues d’un modèle mathématique par

des tableaux de valeurs numériques et les équations différentielles par celles algébriques. Si des

dizaines (parfois des centaines) de milliers d’équations, qui résultent de cette discrétisation,

ne peuvent pas être résolues rapidement, la simulation proposée devient inutile.

4) L’étape menant à un algorithme numérique inclut le processus de construction du

programme, où le meilleur compromis entre la qualité de la représentation du phénomène et

le coût est souhaité.

5) Un programme bien construit est lu et est utilisé facilement.

D’après ce qui vient d’être énoncé, il est évident que des perturbations (erreurs de principe

ou erreurs numériques) peuvent apparâıtre à chaque étape. Mais alors, quel sera le résultat
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final si les erreurs s’accumulent ?

Le point crucial consiste donc dans le choix d’un modèle mathématique convenable du sys-

tème physique à étudier, peut-être moins détaillé (plus ”rude”), mais qui serait toutefois déjà

stable (structurellement). Guidés par cette observation, nous nous limitons aux plus simples

modèles, qui sont stables structurellement. Les limites de validité de ceux-ci, basées sur les

approximations présentées ci-dessus, sont définies par l’objectif de trouver les conditions

qualitatives sous lesquelles une structure tourbillonnaire à grande échelle peut être formée.

Comme nous l’avons noté, au lieu d’amasser les détails concernant celle-ci, nous pensons qu’il

est plus important de répondre, avant tout, à cette question d’importance pratique.

1.6 Exposé sommaire de la situation actuelle de la re-

cherche dans le domaine de la turbulence 2D

La théorie générale de type Kolmogorov pour la turbulence 2D est exposée en détail dans

les livres [2] et [33] par exemple. Cette théorie est actuellement universellement reconnue,

y compris l’idée de cascade inverse qui assure le transfert de l’énergie à partir d’une source

d’énergie du domaine des petites échelles spatiales (grands nombres d’onde) vers le domaine

des grandes échelles spatiales (petits nombres d’onde), à l’opposé de la cascade directe dans

la turbulence 3D [transfert d’énergie par cascade du domaine des petits k (de larges échelles

spatiales) vers le domaine des grands k (échelles spatiales où les mécanismes de dissipation

se manifestent fortement)].

Il faut faire une distinction entre la turbulence strictement bidimensionnelle (régie par les

équations classiques 2D de Navier-Stokes ou d’Euler), et la turbulence de grandes échelles

quasi-bidimensionnelle géophysique, où le mouvement du fluide est bidimensionnel, mais est

influencé par des effets supplémentaires (stratification, la valeur finie du rayon de Rossby-

Obukhov, l’effet bêta, ...), qui mènent à de nouveaux phénomènes qualitatifs. Dans ce cas,

d’importants facteurs dissipatifs sont présents, tels que la friction du fond, le refroidissement

radiatif, ..., qui pourraient conduire le système à un équilibre statistique.

Pour la signification et l’importance de tous ces facteurs, on peut se référer aux manuels

classiques de géophysique, par exemple à [58].

On peut noter que de tels facteurs additionnels établiraient des échelles externes du sys-

tème, qui arrêtent le flux d’énergie aux structures de petites échelles spatiales, et limitent la

dimension des tourbillons dans lesquels l’énergie cinétique est essentiellement stockée.
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Donnons un bref aperçu de la phénoménologie et des résultats connus de la turbulence

bidimensionnelle. Ce sujet classique a été discuté dans des revues et monographies, par

exemple [44] et [66]. Nous n’allons pas essayer de présenter une étude complète et un dé-

veloppement historique du sujet, mais plutôt nous focaliser sur les aspects utiles pour les

écoulements quasi-bidimensionnels réalistes. Nous devons donc examiner quelques résultats

récents moins connus et les développements dans le cas bidimensionnel, qui interpellent la

vue conventionnelle de l’universalité de la turbulence bidimensionnelle.

1.6.1 Turbulence strictement bidimensionnelle

a. Equations dynamiques

Les écoulements bidimensionnels d’un fluide incompressible peuvent être décrits par l’équa-

tion d’évolution de la forme :

∂tΩ + [Ω, ψ] = F +D. (1.1)

Ici, ψ désigne la fonction de courant dont les composantes de vitesse sont ux = −∂yψ,

uy = ∂xψ, la vorticité est définie par Ω = ∆ψ, F désigne symboliquement le forçage et D la

dissipation. L’opérateur [ , ] désigne le produit vectoriel.

En analyse numérique (les détails seront donnés plus loin), la source F décrivant le forçage

est usuellement localisée au voisinage d’un nombre d’onde kf qui est suffisamment grand. Le

terme dissipatif D contient usuellement le terme visqueux standard, D = ν∆Ω avec le coeffi-

cient de viscosité, ν, constant (fluide newtonien). Il peut également inclure d’autres facteurs

dissipatifs. Etant donné que la viscosité standard ne peut pas, en principe, assurer la dissipa-

tion complète de l’enstrophie, on utilise souvent, pour les besoins des calculs numériques, l’hy-

pofriction et l’hyperviscosité proprement dites, D = ((−1)n+1λn(−∆−n) + (−1)m+1νm∆m)Ω.

Les termes avec λn servent à supprimer l’accumulation de l’énergie aux larges échelles spa-

tiales (petits k), les termes avec viscosité νm arrêtent la cascade d’enstrophie aux petites

échelles spatiales (grands k) et empêchent l’accumulation de l’enstrophie dans ce domaine. Il

existe un mécanisme de dissipation physique naturelle dans les écoulements 2D ou quasi-2D,

qui est due au frottement au fond (friction d’Ekman), qui correspond à n = 0. Une telle

friction surmonte de manière égale tous les modes, quelque soit leur ordre. L’hypofriction

(les termes avec n > 0, correspondant aux puissances négatives de l’opérateur de Laplace)

a été proposée afin de pouvoir supprimer sélectivement les modes les plus graves du spectre
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énergétique et recrée l’intervalle de transparence dans le domaine d’énergie, mais elle n’a

aucun sens physique direct .

L’équation d’évolution (1.1) doit évidemment être complétée par des conditions aux li-

mites.

En l’absence de forçage-dissipation, l’équation (1.1) assure la conservation de quelques

intégrales : l’énergie cinétique normalisée

E =
1

2

∫
dx(ux

2 + uy
2) = −1

2

∫
dxψΩ, (1.2)

(en supposant la densité du fluide uniforme, de valeur 1, et des conditions aux limites appro-

priées), et l’enstrophie

Z2 =
1

2

∫
dxΩ2. (1.3)

En outre, l’équation (1.1) permet la conservation d’une série d’intégrales, appelées Casimirs

(les moments Zn, les isoniveaux d’aires de vorticité dans le plan xy, ...).

L’équation (1.1) pour un domaine plan est usuellement résolue par les méthodes pseudo-

spectrales, bien que les premiers travaux aient utilisé des schémas de différences finies (voir

par exemple [47]). Pour les mouvements 2D, par exemple sur la surface d’une sphère, on

exploite des harmoniques sphériques.

Dans une géométrie plane, la vorticité (et champs reliés) peut être étendue en une série

(ou intégrale) de Fourier avec les coefficients

Ωk =

∫
dx

(2π)2
Ω(x, t) e−ik·x, (1.4)

marqués par les vecteurs d’onde 2D, k = (kx, ky), avec k = |k|.
Si l’espace de k infini est tronqué par une grille finie, sa x-représentation est donc discrétisée

en conséquence, et les intégrales de Fourier sont remplacées par les sommes. Si l’on prend

comme domaine un rectangle de coordonnées 2π×2π avec N points de grille le long des axes,

le nombre d’ondes varie dans l’intervalle [N/2,−N/2] pour chaque direction indépendante.

Dans la représentation de Fourier (discrète ou continue), l’équation (1.1) prend la forme

∂tΩk + Jk = Dk + Fk. (1.5)

Ici, Jk représente le k-ième mode de Fourier du Jacobien J(Ω, ψ) :

Jk =
∑

p,q

akpqψpψqδk−p−q (1.6)
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avec les coefficients de structure

akpq =
1

2
(q2 − p2)(pxqy − pyqx). (1.7)

Dans le cas isotrope du système, l’énergie totale peut être exprimée comme l’intégrale de la

densité spectrale de l’énergie moyennée par rapport aux angles : E =
∫
dkEk =

∫
0

∞
dkE(k, t).

Dans ce cas, Z2 =
∫

0

∞
dkk2E(k, t).

b. Spectres d’énergie

La théorie standard de Kraichnan - Batchelor - Leith de la turbulence 2D d’un fluide non

compressible n’utilise que deux intégrales, l’énergie et l’enstrophie, et prédit deux intervalles

de transparence (ou d’inertie), au-dessus et au-dessous de l’échelle de forçage, k ∼ kf . Le flux

d’énergie dans le domaine des larges échelles spatiales, k < kf , doit donner, selon la théorie,

une pente du spectre énergétique E(k) ∼ k−5/3, tandis que le flux de l’enstrophie dans le

domaine des petites échelles spatiales, k > kf , doit donner E(k) ∼ k−3.

Soit un régime stationnaire, E(k, t)→ E(k) : le forçage est compensé globalement par la

dissipation.

Un argument simple, utilisé à maintes reprises (voir, par exemple, [58]), revient à l’estima-

tion des centröıdes k1 et k2 de l’énergie et l’enstrophie, c’est-à-dire des valeurs caractéristiques

de k au voisinage desquelles ces grandeurs ont leur maxima :

k1 =

∫
0

∞
dkkE(k)∫

0

∞
dkE(k)

, k2 =

∫
0

∞
dkk3E(k)∫

0

∞
dkk2E(k)

. (1.8)

En utilisant l’inégalité de Cauchy, on estime facilement que

k1 < k∗ = (
Z2

E
)1/2 < k2. (1.9)

Il y a donc une échelle caractéristique, k∗, qui est exprimée en terme d’énergie totale E et

d’enstrophie totale Z2. Le maximum de l’énergie est localisé à gauche de k∗, le maximum de

l’enstrophie se trouve à droite. En particulier, on peut postuler que, pour certaines répartitions

de puissance de la densité de l’energie spectrale E(k), le paramètre k1 se trouve au voisinage de

zéro, tandis que k2 se déplace à l’infini. Par cette raison, le flux d’énergie, dans les processus

transitoires, ”coule” le long de l’axe des k de droite à gauche, tandis que le sens du flux

d’enstrophie est de gauche a droite.

Si les échelles de forçage, kf , et de dissipation, kd, vérifient les conditions kf ∼ k∗ ≪ kd,

les intégrales donnent la possibilité de deux intervalles inertielles : celui d’énergie, k < kf ,
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et celui d’enstrophie, k > kf (voir [33]). Cela signifie que l’énergie est transférée au domaine

des grandes échelles spatiales (à gauche), alors que l’enstrophie s’est transportée par cascade

dans la direction opposée (à droite) vers le domaine des petites échelles spatiales.

Une autre supposition importante est la localité spectrale des cascades, qui signifie que le

flux constant d’énergie ǫ (ou d’enstrophie η), correspondant à un nombre d’onde k, ne dépend

que de k et de la densité spectrale d’énergie E(k). Ainsi, en utilisant ces arguments, on peut

proposer la paramétrisation suivante pour les spectres isotropiques d’énergie 2D, dans les

deux intervalles inertiels : dans le domaine inertiel d’enstrophie, k > kf ,

E(k) ∼ η2/3k−3 (1.10)

et dans le domaine inertiel d’énergie, k < kf ,

E(k) ∼ ǫ2/3k−5/3. (1.11)

Ici, η et ǫ représentent les taux de dissipation constants de l’enstrophie et de l’énergie qui

sont égaux à leurs flux dans leurs intervalles inertiels ou à leurs taux de production par la

source.

La figure 1.7 donne une vue schématique du spectre stationnaire de la turbulence 2D.

Dans l’intervalle inertiel d’énergie, le spectre est local car, la contribution principale dans

le taux de déformation sur l’échelle spatiale ∼ k−1,

|sk| ∼
[∫

0

k

dk1k1
2E(k1)

]1/2

,

est définie par la limite supérieure d’intégration.

Le spectre −3 dans l’intervalle de l’enstrophie, viole clairement l’hypothèse de la localité,

puisque chaque octave spectral donne une contribution égale à l’intégrale, et le flux d’en-

strophie, estimé par Φk = skkZ2(k), (Z2(k) = k2E(k) étant le spectre d’enstrophie), a une

divergence logarithmique, c’est-à-dire sk ∼ lnk. Certes, en choisissant la limite inférieure dans

l’intégrale sk par une certaine valeur k0, on obtient Φk ∼ ln(k/k0). Toutefois, dans ce cas, le

flux d’enstrophie n’est plus constant et a une croissance logarithmique. Kraichnan a suggéré

une correction logarithmique du spectre −3, par la formule E(k) ∼ k−3ln−1/3(k/k0), ce qui a

résolu le problème de divergence, mais le spectre d’enstrophie ne sera plus local (parce qu’il

dépend maintenant du paramètre quelconque externe k0, qui peut être choisi arbitrairement).

En un certain sens, le spectre avec la pente −3 peut être considéré comme une séparatrice

des spectres locaux et non-locaux.

Le flux d’énergie d’échelle supérieure dans la turbulence 2D sans dissipation des larges

échelles crée un autre problème. Ici, on peut s’attendre à ce que l’énergie s’accumule aux
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Fig. 1.7: Représentation schématique du spectre de l’énergie cinétique de la turbulence 2D. kf est

le nombre d’onde de forçage. A droite, on a l’intervalle d’enstrophie caractérisé par le

flux constant d’enstrophie η, qui se transforme à grandes valeurs de k > kd (pour un

fluide newtonien kd = (η/ν3)1/6) en intervalle de dissipation d’enstrophie. A gauche, on

a l’intervalle d’énergie caractérisé par le flux constant d’énergie ǫ.

échelles spatiales les plus grandes, et augmente indéfiniment sans qu’aucun mécanisme de

dissipation ne puisse arrêter le processus et amener le système à un régime stationnaire [72].

On peut éviter ces ennuis en introduisant une dissipation aux larges échelles (on viole, dans ce

cas, l’approximation 2D), ou en considérant la turbulence évoluant librement (sans forçage).

c. Turbulence 2D forcée

La turbulence 2D forcée peut atteindre un état stationnaire (sous-entendu dans le sens

statistique) si l’énergie et l’enstrophie injectées par une source sont compensées par la dissipa-

tion. Bien que la viscosité standard (proportionnelle au laplacien) est suffisante pour dissiper

l’enstrophie, on utilise souvent, en simulation numérique, une dissipation hyper-visqueuse plus

raide, D = (−1)n+1νn∆
nΩ, n > 0. Elle a pour avantage que l’intervalle inertiel d’enstrophie

peut être élargi à des k plus élevés sans augmenter la grille de calcul.
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Pour arrêter la cascade inverse de la turbulence forcée 2D et pour empêcher l’accumulation

infinie d’énergie aux petits k, il faut ajouter des mécanismes de dissipation ”infra-rouge”

artificielle (absente dans les cas strictement bisimensionnels). Dans les calculs numériques, on

obtient cette dissipation de plusieurs manières. On peut imposer une friction de Rayleigh sur

les modes les plus bas du système (voir, par exemple, [49]) - procédure facilement implémentée

dans le code pseudo-spectral. Un autre mécanisme possible de dissipation dépendant des

échelles, appelé hypo-friction, est introduit par les puissances négatives du Laplacien, (−∆)−n

(voir, par exemple, [8]).

Il existe des travaux dans lesquels les mécanismes artificiels de dissipation aux larges

échelles ne sont pas tout à fait introduits, et où on considère la turbulence non stationnaire

(quasi-stationnaire) [62] et [72].

Suivant Lilly [47], le terme de forçage est typiquement modélisé par un procédé de Markov

aléatoire pour un ensemble de componsantes spectralement étroites. Dans le travail [49], on

propose, pour les composantes de forçage, l’expression suivante

Fk,n+1 = Ak(1− r2)1/2exp(iθ) + rFk,n.

Ici, Ak est l’amplitude de forçage adimensionnée, le paramètre r détermine le temps de

corrélation, θ est la phase aléatoire distribuée uniformément sur l’intervalle [0, 2π]. L’indice

n numérote les moments de temps successifs dans le schéma des calculs numériques.

D’autres auteurs [7] et [14] utilisent comme source un procédé de bruit blanc gaussien.

La résolution spatiale de 642 des premiers travaux (par exemple [46]) a été récemment

poussée à 10962 (voir par exemple [8] et [13]). Mais la plupart des articles s’occupant des

propriétés de la turbulence 2D ont une résolution typique de 256 ou 512 points de grille.

La figure 1.8 illustre la distribution de vorticité et le spectre pour la turbulence forcée (a,b)

et celle de décroissance (c,d) simulée sur une grille 2562. Pour la turbulence stationnaire, la

source est localisée pour un k ∈ [58, 62], alors que la turbulence de décroissance a un spectre

initial confiné près du nombre d’onde 45. Dans la répartition de la turbulence stationnaire,

on peut remarquer une présence de tourbillons localisés intenses, toutefois leur taille est de

l’ordre de l’échelle de forçage (figure 1.8a). Aucune structure correspondant à l’échelle du pic

d’énergie n’apparâıt clairement . Dans ces simulations, le régime stationnaire a été obtenu par

l’addition, dans la partie droite, de l’équation d’évolution de la friction de Rayleigh −λΩ, avec

λ = 0, 03. Le forçage était d’une amplitude unitaire pour toutes les composantes dans la bande

spectrale k ∈ [58, 62], ce qui correspond (pour un pas de temps choisi) à un flux d’énergie de

0, 0009. La pente spectrale correspond approximativement à −5/3 à gauche de kf et est plus

raide que le −3 prévu à droite de kf . La turbulence de décroissance évolue vers des tourbillons
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Fig. 1.8: Vorticité et spectre d’énergie en turbulence stationnaire (a, b) et de décroissance (c, d). (a)

Réalisation du champ de vorticité à un état quasi-stationnaire de l’évolution. (b) Spectre

d’énergie moyenné en temps ; le forçage est localisé dans le domaine des nombres d’onde

k2 ∈ [58, 62] ; la stabilisation est assurée par la friction du fond. (c) Réalisation du champ

de vorticité à la dernière étape du processus de décroissance, tv = 124. (d) Evolution du

spectre d’énergie de décroissance aux instants tv ≈ 0, 5, 40, 70, 124. Le spectre initial a son

maximum à k = 45, et l’énergie initiale vaut 1.

larges et bien développés, qui persistent pendant un temps dépassant largement une période
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de référence. L’énergie évolue faiblement pendant le temps de l’évolution, l’enstrophie décrôıt

significativement. La pente spectrale pour des larges valeurs de k grossit de sorte à être plus

raide que −3 après une certaine phase initiale. L’énergie initiale de l’expérience ci-dessus

était de 1. Le champ de vorticité de la figure 1.8c) est donné pour le temps adimensionné

tv =
∫
0

t
dt′

√
Z2(t′) = 124. Ce temps est mesuré en unité de temps de référence et donne le

nombre de rotation des tourbillons. Les spectres de la figure 1.8d) montrent un décalage du

pic spectral aux temps tv = 0, 5, 40, 70, 124, pendant l’évolution.

d. Turbulence de décroissance

Beaucoup de publications sur la turbulence 2D ont, dans le passé, étudié le cas de dé-

croissance, puisque ce cas semble plus naturel et ne requiert aucune dissipation aux larges

échelles.

En turbulence de décroissance, l’énergie est pratiquement conservée (dans la limite d’une

viscosité nulle), tandis que l’enstrophie décrôıt. Pour le montrer, nous enlevons la source de

l’équation (1.1), et ensuite nous multiplions cette équation par la fonction de courant ψ et

l’intégrons sur l’espace. La loi de décroissance d’énergie prend alors la forme suivante :

∂tE = −2νZ2 = −ǫ. (1.12)

La loi de décroissance d’enstrophie est obtenue de façon similaire :

∂tZ2 = −ν ¯|∇ψ|2 (1.13)

(la barre représente le moyennage sur l’aire). Comme l’enstrophie décrôıt, la partie droite de

l’équation d’évolution de l’énergie reste toujours bornée. On peut donc négliger le taux de

variation de l’énergie dans la limite de viscosité nulle. Ainsi, on pourrait considérer l’énergie

comme étant pratiquement constante.

Pour un tel régime limite, selon Batchelor, on peut supposer que le spectre d’énergie de la

turbulence de décroissance doit avoir la forme

E(k, t) = E3/2tf(E1/2kt), (1.14)

où t est le temps, E l’énergie, qui reste constante. La fonction sans dimension f dépend d’une

seule combinaison adimensionnée possible de E, k et t. De la même manière, nous pouvons

obtenir la loi de décroissance pour l’enstrophie totale

Z2 ∼ t−2. (1.15)



Exposé sommaire 27

Une fois de plus, les arguments dimensionnels donnent une pente de −3 pour le spectre

d’énergie de la turbulence de décroissance, pour des grandes valeurs de k.

A la différence du cas 3D, il est très difficile de trouver un système bidimensionnel pour

lequel une vérification expérimentale soit vraiment possible dans une bande suffisamment

large de k. Par cette raison, la plupart des résultats de la turbulence 2D a été obtenue en

simulations numériques, tandis que les résultats expérimentaux sont relativement rares.

Il existe également des théories analytiques, [28] et [44] par exemple, avancées dans les

années 60 et 70, basées sur certaines hypothèses. Leurs prémisses ont cependant été difficiles

à vérifier expérimentalement ou numériquement. Nous n’allons pas en discuter ici.

McWilliams [53] a montré que des tourbillons cohérents à longue vie apparraissent au cours

de l’évolution de la turbulence de décroissance. Ces tourbillons persistent pendant un temps

correspondant à un grand nombre de rotations des tourbillons. Les premiers exemples de

tourbillons cohérents dans la turbulence de décroissance ont probablement été donnés dans

l’article [1], mais c’est McWilliams qui a démontré systématiquement que ce phénomène peut

se réaliser dans des systèmes différents et pour des conditions initiales variées. La Figure 1.8c

montre un exemple d’un champ de vorticité typique de turbulence de décroissance.

Différentes questions, en rapport avec le problème de l’évolution de la turbulence libre,

ont été discutées dans la revue de S. Danilov et D. Gurarie [18].

e. Tourbillons cohérents

La conclusion principale du travail [69] est que l’apparition de tourbillons cohérents détruit

l’invariance d’échelle du système et mène à la formation de spectres de pente plus raide. De

plus, dans ce document, on confirme que le comportement des spectres dépend fortement des

conditions initiales du système.

Le fait que, à partir d’un certain temps (après le début de l’évolution), la turbulence de

décroissance dans des modèles numériques avec hyperviscosité ressemble à un ensemble de

tourbillons localisés interagissants, a conduit à l’apparition de travaux où les caractéristiques

de ces tourbillons localisés sont étudiées (voir [4] et [54]). Pour ce faire, nous avons besoin

de sélectionner des tourbillons cohérents à partir du fond turbulent aux petites échelles. La

règle de sélection la plus simple identifie le champ de vorticité qui excède un seuil prescrit

(en terme de vorticité). Dans un autre algorithme, on propose d’analyser les domaines où le

déterminant du gradient de vitesse prend des valeurs négatives. L’article [4] annonce que les

deux méthodes fournissent des résultats similaires.

Le rôle décisif des tourbillons cohérents dans les modèles de la turbulence de décroissance
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a motivé le développement de modèles basés sur le concept des tourbillons localisés (voir

[3], [11] et [74]). Dans de tels modèles, les tourbillons se trouvant à des grandes distances

les uns des autres, se déplacent comme des tourbillons ponctuels (à l’exception des cas où

ils se rapprochent à des petites distances). Chacun des tourbillons est caractérisé par deux

paramètres, le rayon du tourbillon et le niveau de vorticité (uniforme) dans le noyau. Quand

deux tourbillons fusionnent, c’est-à-dire quand ils se raprochent à une distance inférieure ou

égale à 1, 7(R1+R2), ils sont remplacés par un seul tourbillon de rayon (R1
4+R2

4)1/4. De telles

collisions conservent l’énergie, mais elles font décrôıtre l’enstrophie. On a constaté cependant

que différentes conditions initiales pour les répartitions selon R (voir [3], [11] et [74]) mènent

à des résultats divergents.

La dynamique des tourbillons ponctuels considérée dans les travaux [11] et [74] fournit

des lois d’échelle pour le nombre de tourbillons, pour la distribution de taille, pour celle de

la distance entre les tourbillons, pour l’enstrophie de l’écoulement. Tous ces résultats sont

en accord avec les résultats obtenus dans le cadre des approches numériques pseudospec-

trales (voir [54]). En se basant sur les résultats numériques de [54], et particulièrement sur

la conservation de la vorticité moyenne (moyennée par rapport à tous les tourbillons), les

auteurs de [11] ont proposé une hypothèse pour la turbulence de décroissance, compatible

avec le numérique. En plus de la conservation de l’énergie comme pour la théorie de Batche-

lor (II A), les auteurs de [11] ont trouvé la conservation des extréma de vorticité. Celle-ci

apparâıt naturellement quand on voit la turbulence de décroissance comme un processus de

fusionnement des tourbillons. La dissipation de l’enstrophie n’a lieu que sur la périphérie du

tourbillon (à cause de la filamentation), et n’affecte pas le coeur du tourbillon. En supposant

la conservation des extrema de vorticité, Ωm, on peut construire les paramètres caractéris-

tiques de temps τ = Ωm
−1 et de longeur l =

√
E/Ωm. En supposant, de plus, que le nombre de

tourbillons Nv décrôıt dans le temps selon une loi de puissance avec un exposant ξ : Nv ∼ t−ξ,

et en écrivant l’énergie et l’enstrophie (confinées évidemment au coeur du tourbillon) sous la

forme E ∼ NvR
4Ωm

2, on obtient une taille de tourbillon qui grossit en l(t/τ)ξ/4 (conservation

de l’énergie), alors que la distance entre les tourbillons grossit en l(t/τ)ξ/2, et l’enstrophie de

l’écoulement entier décrôıt en Ω ∼ τ−2(τ/t)ξ/2. De telles conclusions sont en bon accord avec

les études numériques.

Cependant, cette proposition diffère autant des résultats classiques de Batchelor que de la

théorie de décroissance sélective (voir par exemple [2] et [33]). Dans [12], il est postulé que la

décroissance turbulente pourrait minimiser l’enstrophie à condition que l’énergie reste fixe.

Cette théorie a été appliquée pour décrire des états quasi-finaux de la décroissance turbulente
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dans [52] et dans d’autres travaux. Dans l’article [12], il est montré que la décroissance

sélective prédit un taux de dissipation plus rapide que ceux des simulations numériques. Ceci

à cause de l’échec pour rendre compte du rôle des structures tourbillonnaires cohérentes dans

le processus de ralentissement de décroissance.

Dans l’article [21], la validité et l’utilité des méthodes pseudo-spectrales pour la description

de la turbulence dominée par les tourbillons, ont été mises en doute. Les arguments étaient

que les méthodes pseudo-spectrales introduisent une dissipation numérique importante sur

la périphérie des tourbillons, donnant ainsi une description fausse des fusionnements des

tourbillons et de la filamentation résultante [43]. Il a été montré dans le travail [50] que

des filaments minces sur la périphérie des tourbillons en combinaison avec une dissipation

hypervisqueuse importante, amènent à une augmentation significative du taux de dissipation

totale de vorticité. De plus, l’hyperviscosité peut causer des oscillations exagérées des iso-

contours sur la périphérie des coeurs des tourbillons. Dans cet article, il est proposé une

méthode alternative basée sur la méthode de la dynamique de contour complétée par une

certaine ”chirurgie de contour”. Cette méthode permet, en principe, une résolution spatiale

plus haute que celle des méthodes pseudo-spectrales traditionnelles et, donc, d’élargir la bande

spectrale.

Dans l’article [21], il est montré que quelques caractéristiques du processus, comme la

rapidité de variation des tailles des tourbillons, pour les larges tourbillons, et l’allure de

décroissance de l’enstrophie, sont remarquablement différentes des résultats obtenus par des

méthodes pseudo-spectrales. La critique des méthodes pseudo-spectrales, entreprise dans [21],

est basée sur l’hypothèse que la frontière d’un tourbillon est nette et bien identifiée, alors que

les méthodes pseudo-spectrales opèrent avec des champs lisses, sans sauts. (Il n’est pas clair

de savoir comment les structures de type taches tourbillonnaires pourraient représenter des

champs lisses.) D’un autre côté, le comportement différent de la turbulence de décroissance

”pseudo-spectrale” à partir de la dynamique de contour peut être interprété comme une

différence dans les conditions initiales, selon [69].

Toutes les observations présentées dans cette section, montrent nettement les difficultés

possibles dans une description de la turbulence 2D. La dynamique de l’évolution de la tur-

bulence dépend fortement du comportement des structures de petites dimensions.

f. Théorie et expérience

Pour illustrer le fait que les résultats expérimentaux peuvent parfois radicalement ne pas

s’accorder avec les prévisions des théories, présentons quelques observations récentes.
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Les expériences du GASP (Global Atmospheric Sampling Program) ont conduit à des

mesures détaillées des spectres de vitesse horizontale dans la troposphère supérieure et la

stratosphère inférieure, dans des rangs d’échelles de 3000 km à plusieurs kilomètres. Les ré-

sultats sont présents dans plusieurs articles (voir [60] par exemple). Ces expériences ont donné

des spectres ∼ k−5/3 dans le rang mésoéchelle 10−5div10−3 rad/m, alors que dans le rang des

petits nombres d’onde k < 10−5rad/m les spectres ont des pentes de −3 (voir figure 1.9).

Des travaux plus récents [27] prennent une altitude plus basse, et obtiennent des spectres

de même pente −5/3 dans le rang 10−5 à 10−3rad/m, mais de magnitude un peu plus basse.

La pente augmente à −9/4 dans le rang 10−3 à 10−2 rad/m et donc ”s’aplatit” pour des

nombres d’onde plus larges.

Dans [48] sont analysées des données d’avion commercial, la base de données MOZAIC,

confirmant le spectre −5/3 aux petites échelles, et −3 aux échelles plus larges, en accord avec

les observations précédentes.

Dans [59] sont analysées les données TOGA COARE (Tropical Ocean Global Atmospheric

Coupled Ocean-Atmosphere Response Experiment), qui se réfèrent à un rang allant de 1km

jusqu’à 1000km. La série entière de données a un spectre de pente de l’ordre de −5/3, mais

pour des sous-séries de ces données, la pente varie entre −5/3 et −2. Ce travail n’a trouvé

aucune pente de −3 (qui correspond aux échelles les plus larges).

Le paradoxe principal est que les deux branches spectrales (voir figure 1.7) sont disposées

dans le sens inverse.

Une revue sur des tentatives d’explications des résultats d’observation a été faite, dans le

pragmatisme conventionnel de la turbulence 2D dans [18].

L’ensemble des travaux cités nous fait donc insister sur le fait qu’une bonne théorie est

insuffisante, et que l’expérience reste indispensable.

1.6.2 Turbulence quasi-bidimensionnelle

a. Influence de la rotation

Des combinaisons plus complexes que ω = ∆ψ entre la fonction de courant et la vorticité

peuvent avoir lieu dans de nombreux cas réels.

L’exemple le plus simple peut être obtenu dans le cadre du modèle classique de ”l’eau

peu profonde” dans le référentiel tournant avec une vitesse angulaire Ω. Les mouvements

atmosphériques aux larges échelles sont caractérisés par le nombre de Rossby Ro = UL/f

qui est petit devant 1 dans les conditions de la Terre. Ici, f est le paramètre local de Coriolis
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Fig. 1.9: Les mesures des spectres de vitesse horizontale dans la troposphère supérieure et la strato-

sphère inférieure selon des expériences du GASP (Global Atmospheric Sampling Program).
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- deux fois la vitesse angulaire de rotation de la Terre, modifiée sur la latitude, supposé

constant si l’on néglige l’effet bêta-, U et L sont des échelles caractéristiques de vitesse et de

longueur.

Suivant Pedlosky [64], les équations d’évolution pour ce modèle ont la forme suivante :

∂tv + (v · ∇)v + f [ez,v] + g∇h = 0,

∂tH + divHv = 0. (1.16)

Ici, ez est un vecteur unité vertical, v est la moyenne de la vitesse intégrée sur l’épaisseur de

l’écoulement du fluide, H l’épaisseur totale de la couche du fluide, g l’accélération dûe à la

gravité, et h l’élévation de la surface du fluide. La condition Ro ≪ 1 mène à ce que l’accé-

lération de Coriolis excède celle locale, et à ce que l’écoulement devienne géostrophiquement

équilibré : f [ez,v] + g∇h ≃ 0.

En prenant le rotationnel de la première équation (1.16) et en éliminant div v par le biais

de la seconde, on obtient l’équation d’évolution pour la vorticité relative. En la combinant

avec la seconde équation, on parvient à la loi de conservation :

Dtω = 0, où D̂t = ∂̂t + (v · ∇̂) et ω =
∆ψ + f

H
. (1.17)

On a introduit ici la fonction de courant géostrophique ψ = gh/f.

Ne gardons dans les équations du mouvement que les termes de premier ordre par rapport

au nombre de Rossby.

La dérivation de l’équation réduite exploite les lois de conservation (1.17). Ecrivons son

dénominateur comme H = H0 +h−hb, où hb est le profil du fond, H0 la hauteur moyenne et

on suppose les rapports h/H0, hb/H0 petits et de l’ordre du nombre de Rossby. Alors, dans

la première approximation, la vorticité quasi-géostrophique est donnée par l’expression

ωq = ∆ψ + f − ψ

L0
2 +

hbf

H0

= ωH0 + o(R0
2), (1.18)

où L0 = (gH0)
1/2/f est un paramètre appelé le rayon de déformation de Rossby-Obukhov.

Ainsi, la loi de conservation (1.17) implique l’équation quasi-géostrophique Dtωq = 0 qui peut

être réécrite sous la forme

∂t(∆ψ −
1

L0
2ψ) + [ψ,∆ψ − 1

L0
2ψ + f + f

hb
H0

] = 0. (1.19)

En général, on peut aussi inclure les sources et la dissipation dans la partie droite de l’équation

(1.19), 0→ F −D.
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L’équation pour la vorticité potentielle avec un rayon de Rossby-Oboukhov fini apparâıt

également dans la physique de plasma sous le nom d’équation de Hasegawa-Mima (voir des

manuels sur la physique de plasma).

Pour des mouvements avec l’échelle spatiale plus grande que le rayon de Rossby-Oboukhov,

on peut supprimer le terme proportionnel à L0
−2. Si, de plus, hb = 0 et f = Cte, l’équation

(1.19) cöıncide avec l’équation 2D classique pour la vorticité dans un fluide incompressible.

En plus de l’influence de rotation, on doit tenir compte de l’effet des frottements du fond

(pour plus de détails, voir [64], page 179).

b. Tourbillons écrantés, rayon de Rossby-Obukhov

Une valeur finie du rayon de Rossby-Oboukov L0 entrâıne un nouvel effet.

La densité de la vorticité potentielle crée une distribution de vitesse localisée (car le lapla-

cien dans la relation entre la fonction de courant et la vorticité est remplacé par l’opérateur

d’Helmholtz, ∆ψ−L0
−2ψ = ωq). Alors, la fonction de Green G(r; r0) [pour ωq = ω0δ(r− r0)]

devient

G(r, r0) = − 1

2π
ω0K0(

|r− r0|
L0

).

Ainsi, on peut atteindre l’affaiblissement des structures de larges échelles au-dessus de L0.

Bien qu’un rayon fini de Rossby - Obukhov puisse supprimer la cascade inverse, celle-ci ne

sera pas nécessairement complètement stoppée.

Dans la limite k ≪ 2π/L0 = kRO, la vorticité potentielle est approchée par l’expression

ωq = −ψ/L0
2 et l’équation d’évolution prend la forme

− L0
−2∂tψ + [ψ, ∆ψ] = D + F, (1.20)

en conservant séparément (en absence de forçage-dissipation) les intégrales

K =

∫
dxdy ψ∆ψ, P =

∫
dxdy ψ2,

les énergies cinétique et potentielle.

Ces intégrales peuvent être considérées comme valeurs limites pour l’enstrophie et l’énergie

totale, conservées dans le système entier. En effet, les termes principaux dans la définition de

l’enstrophie et de l’énergie deviennent proportionnels, dans la limite k → 0, et se transforment

en ”l’énergie potentielle”, tandis que les termes d’ordre plus élevé que le petit paramètre (kL0)
2

donne ”l’énergie cinétique”.
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Suivant [41], les deux intégrales, K et P définissent deux cascades : la cascade de grande

échelle spatiale de l’énergie potentielle, et celle de petite échelle spatiale de l’énergie cinétique.

La première donne une répartition énergétique spectrale avec une pente de −11/3 et la

deuxième avec une pente de −5.

La cascade inverse à k < kR conduit à l’accumulation d’énergie aux modes bas et à la for-

mation de structures tourbillonnaires régulièrement espacées -”cristallisation de tourbillons”-,

en accord avec la terminologie de [35].

Le rayon de Rossby fini ne peut pas arrêter la cascade inverse sans l’introduction

d’un mécanisme dissipatif quelconque. Le problème d’équilibrage de cascade inverse, par

frottement du fond, reste donc ouvert.

Dans ce premier chapitre, différents modèles permettant la modélisation de la turbulence

ont été introduits, puis quelques difficultés liées aux simulations numériques ont été analysées.

Ensuite, nous avons présenté différents points concernant la turbulence, en tenant compte de

la situation actuelle.

Dans le prochain chapitre, nous allons nous intéresser à une expérience décrivant une

évolution de la turbulence 2D dans un fluide incompressible non visqueux.
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Chapitre 2

”Cristaux tourbillonnaires”

dans les expériences de plasma

Afin de nous placer dans un cas précis d’évolution de la turbulence 2D vers des structures

régulières, nous avons choisi de nous appuyer sur une expérience de plasma réalisée par Fine,

Driscoll et al. [23]. Cette expérience est réalisée dans le plasma d’électrons magnétisé dont le

mouvement évolue comme la turbulence 2D dans un fluide incompressible non visqueux. Par-

fois, la turbulence évolue vers des configurations en structures régulières. C’est pourquoi cette

expérience servira de base pour essayer de comprendre comment la formation de structures

régulières peut survenir.

2.1 Expériences aboutissant à la formation de ”cristaux

tourbillonnaires”

2.1.1 Descriptif expérimental et quelques estimations

Nous commençons par donner quelques résultats expérimentaux (voir [23] et les références

correspondantes), dont le dispositif expérimental est présenté schématiquement sur la figure

2.1.

Les expérimentateurs ont chauffé une spirale de tungstène à l’entrée de la conduite (sur

la partie gauche de la figure), ce qui a permis d’émettre des électrons à l’intérieur de cette

conduite. Ce plasma d’électrons, de densité n ≤ 107 cm−3, est contenu, dans le vide (P ≤
10−9 Torr [23], P ∼ 10−10 Torr [20]), dans une conduite aux parois métalliques de diamètre

2Rw = 7cm. Les électrons sont capturés par un ”piège” énergétique dans la zone centrale de la
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Fig. 2.1: Schéma du dispositif expérimental (conduite cylindrique) avec un diagnostique sur écran

de phosphore / CCD–caméra.

conduite. En effet, d’une part, une différence de potentiel négative (V ≤ 50 Volts) appliquée

entre les extrémités de la conduite et les parois de la zone centrale de la conduite, assure un

mouvement longitudinal aux électrons dans la zone centrale du dispositif, et, d’autre part, un

champ magnétique uniforme axial (Bz ∼ 4·103G [23], ouBz ∼ 1T [20]) impose un mouvement

radial aux électrons (il empêche aux électrons de se déplacer vers les parois) du plasma

pendant l’intervalle de temps ∼ 100 s. Rappelons qu’en SI 1Tesla(SI) = 104Gauss(CGS).

La ”colonne électronique”créée dans ce dispositif a un rayon caractéristique Rp ∼ 1, 5 cm et

la longueur Lp ∼ 50 cm. L’énergie cinétique du mouvement thermique des électrons considérés

comme un gaz classique (∼ kT ) est de l’ordre de kT < 1 ev. Rappelons que 1 ev ∼ 104K.

A cette température correspond la vitesse thermique vm ∼
√
kT/me ∼ 3 · 107cm s−1. Les

électrons ne subissent pratiquement pas de collisions entre eux car leur longueur de libre

parcours est estimée, dans ces conditions, par λee > 3 km (voir [34]).

En ce qui concerne le mouvement des électrons individuels, autre que le mouvement longi-

tudinal le long de l’axe z, il est influencé par l’effet de cyclotron : les électons se déplaçant le

long des lignes du champ magnétique, décrivent en même temps des trajectoires circulaires

(autour du centre guidant) [voir les explications en annexe A]. Les particules ayant la vi-

tesse caractéristique vm ∼
√
kT/me ∼ 107cm s−1 sont caractérisées par le rayon de cyclotron

(de Larmor) d’orbite ac = vm/Ωe. La pulsation de cyclotron Ω = eB/mec ≃ 1, 76 · 107B,

où l’induction magnétique, mesurée en Gauss, est, dans cette condition, de l’ordre de

2·10−4cm = 2µm. Dans [23], on estime ac ∼ 5µm. Ce rayon peut être considéré comme négli-

geable pour les mouvements macroscopiques en question. La période de rotation est estimée
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par l’expression τ = 2π/Ωc, où, selon les estimations, Ωc ∼ 11Ghz.

Les électrons ”thermiques” individuels de vitesse vm se déplacent le long de l’axe z, en

subissant des réflexions contre les ”bouchons de champ” aux extrémités de la conduite. La

fréquence des ”sauts” (entre chaque bouchon) peut être estimée par ν ∼ vm/2Lp ∼ 0, 3Mhz.

Dans [23], on donne ν ∼ 0, 4Mhz. Outre ces mouvements, il existe encore le mouvement

collectif des électrons. Dans [23], la vitesse du mouvement collectif, celle ”de dérive”, a été dé-

finie par l’expression v(r, θ, z) = cE×B/B2 avec l’hypothèse que le mouvement des électrons

dans le plan perpendiculaire au champ magnétique est dû (selon le travail cité) au fort champ

électrique propre E(r, θ, z) = −∇φ(r, θ, z) résultant du plasma d’électrons non–neutre.

Si l’on prend E ∼ 10−2u.CGS ∼ (1 à 3)V/cm, B ∼ (3 à 10)·103 Gauss, on estime la vitesse

du mouvement collectif de plasma par la valeur vD ∼ cE/B ∼ 105cm/s ≪ vm ∼ 107cm s−1.

Le temps caractéristique du mouvement collectif de plasma, c’est-à-dire la période de rotation,

est trouvée à partir de l’expression τD ≡ f−1
R = 2πr/vD(r) s (ce qui donne le temps caracté-

ristique de référence) ; dans [23], on donne τR ∼ 170µs, c’est-à-dire, ωD ≡ 2πfR ∼ 104 s−1.

Pour ces expériences, le temps caractéristique entre deux collisions successives est estimé

à τcol ∼ λee

vm
∼ 3.105cm

107cm/s
∼ 10−2s, et le temps caractéristique par τR ∼ 102.10−6 ∼ 10−4s,

c’est-à-dire τcol ∼ 102τR.

Dans les expériences citées, la répartition radiale de la densité d’électrons, moyennée sui-

vant z, a été diagnostiquée à l’aide d’une projection de la concentration des électrons n(r, θ, t)

sur un écran phosphorescent (voir la figure 2.1), que l’on définira comme étant un collecteur.

Ce collecteur fournit le nombre d’électrons présents dans le plan, à la position (r, θ). La

densité d’électrons est alors définie comme la concentration d’électrons divisée par l’aire du

collecteur (et non pas Lp).

2.1.2 Discussion sur le modèle

Dans les conditions qui précèdent, la colonne d’électrons, entourée par un conducteur

(figure 2.1), évolue comme la turbulence 2D dans un fluide incompressible non–visqueux

entouré par une frontière circulaire, avec une condition de glissement : φ ∼ ψ(Rw) = 0.

Nous insistons ici sur le fait qu’il n’y a qu’un signe de vorticité (pris positif), car la densité

d’électrons ne peut être que positive (et il n’y a pas de charge de signe opposé).

En principe, on peut observer, dans ce système, de faibles effets diffusifs non-souhaités, dûs

aux fuites des électrons à travers les ”bouchons”de champs aux extrémités du dispositif, et des

faibles effets ”visqueux” sur les petites échelles spatiales, dûs aux collisions électron-électron.

Dans certains cas, ces effets non-désirables ne sont pas modélisés par les équations similaires



Expériences aboutissant à la formation de ”cristaux tourbillonnaires” 38

à celles de Navier-Stokes (dissipation de Landau, effet de tunnel, ...). Nous négligeons, dans

ce qui suit, ces effets de dissipation.

Les écoulements d’Euler en question conservent les invariants intégraux.

La circulation totale (nombre d’électrons sur l’unité de longueur) Γtot = (4πec/B)NL, où

NL =
∫
dxn, le moment angulaire Pθ = R−4

w

∫
dx r2 n/n0, l’énergie électrostatique (l’énergie

cinétique du fluide)

H =
1

2
R−2
w

∫
dx (φ/φ0) (n/n0)

sont bien conservés. Ici, n0 = NL/R
2
w et φ0 = eNL.

Fig. 2.2: Invariants intégraux.

Dans les expériences [20], [23], la conservation de ces invariants a bien été confirmée. Tou-

tefois, certains invariants, comme l’entropie S et l’enstrophie Z2 = 1
2
R−2
w

∫
dx (n/n0)

2, varient

significativement, probablement à cause des moyennages cellulaires au cours des mesures ou

de la dissipation aux petites échelles.

Pour les deux séquences qui seront présentées dans la partie suivante, les quantités inté-

grales mesurées sont représentatives du mouvement 2D non-visqueux aux grandes échelles et

du mouvement avec dissipation aux petites échelles (voir la figure 2.2). Expérimentalement,
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la circulation, le moment angulaire et l’énergie sont des invariants robustes. Par contre, nous

verrons que l’enstrophie Z2, qui est un invariant ”fragile”, décrôıt d’un facteur 2 pour les deux

séquences en question.

2.1.3 ”Cristaux tourbillonnaires”?

Au cours de cette expérience, on a observé, et ce fait fut surprenant [23], que la relaxation

de la turbulence est parfois stoppée.

Fig. 2.3: Relaxation de la turbulence.

La Figure 2.3 montre la répartition de la densité d’électrons obtenue expérimentalement,

rapportée sur l’unité de longueur (le long de l’axe du champ magnétique), n(r, θ, t), à cinq

étapes pour deux conditions initiales légèrement différentes (modification de la circulation

totale) : la première séquence forme un cristal tourbillonnaire, tandis que la seconde séquence

se relaxe rapidement vers un profil similaire à ”une cloche”.

Le regroupement des ”super–tourbillons” individuels se stabilise donc en formant des ”cris-

taux tourbillonnaires” qui persistent jusqu’ à mille, même dix mille fois le temps de référence

τR. On constate que la formation de ces ”cristaux tourbillonnaires” résulte de la relaxation
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de la turbulence bidimensionnelle aux très grands nombres de Reynolds, Re≫ 1 1 2.

Les ”cristaux tourbillonnaires” observés sont constitués de 3 à 20 ”super tourbillons” indi-

viduels d’intensité 4 à 6 fois supérieure à la vorticité environnante, arrangés en une structure

qui tourne avec le fond, en ne subissant aucune déformation. Nous pouvons voir quelques

”cristaux tourbillonnaires” observés au cours de ces expériences sur la figure 2.4.

Fig. 2.4: Quelques ”cristaux tourbillonnaires” observés au cours des expériences.

Pour chaque séquence (figure 2.3), l’instabilité de la configuration initiale entrâıne la for-

mation de Nv = 50 à 100 tourbillons d’égale circulation, qui ensuite, décrôıt selon la loi

Nv ∼ t−ξ. La valeur de ξ s’étend de 0.2 à 1.1 pour des conditions initiales différentes, avec

une valeur 0.8 communément observée. Dans l’évolution de la séquence du haut de la figure

2.3, les cristaux tourbillonnaires se forment vers 10τR et survivent jusqu’à 104τR. Cette fi-

gure montre également que tant que les super-tourbillons survivent, ils ont tous la même

circulation et forment une structure pratiquement régulière, comme on peut le voir à 600τR.

1En omettant les termes visqueux dans les équations du mouvement, on implique que les forces de frotte-

ment soient négligeables par rapport à la force d’inertie. Pour estimer le rapport de ces forces, on utilise le

nombre de Reynolds. On prend Re ∼ ΩRw
2/ν, où la quantité ν est considérée comme le coefficient de visco-

sité. A cause de la vorticité Ω du mouvement qui mesure ∼ 105s−1, pour ν ∼ 10−6m2s−1 et Rw ∼ 10−2m, le

nombre de Reynolds vérifie Re > 107.
2Immédiatement, on peut se demander comment définir le nombre de Reynolds dans les cas où le terme

dissipatif, dans les équations du mouvement quasi–hydrodynamique du plasma, n’est pas exprimé par le

terme classique proportionnel au laplacien.
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2.1.4 Constatation et comparaison des résultats expérimentaux et

numériques

Les expérimentateurs ont tenté d’établir des estimations pour le nombre des tourbillons

qui survivent et forment l’état de cristal tourbillonnaire, en égalant le temps de fusion au

temps de refroidissement. Les estimations peuvent être basées sur les exposants dynamiques

d’échelle ξ et η, qui déterminent le nombre de tourbillons survivants Nv(t) et leur circulation

totale Γv(t) par

Nv(t) = Nv(t0)(
t

t0
)−ξ, Γv(t) = Γv(t0)(

t

t0
)ξη. (2.1)

Notons que les hypothèses impliquent η = 1/2 ; mais, différentes valeurs (0.2 < η < 0.8) ont

toutefois été observées dans les expériences et les simulations. Le ”temps de fusion” peut être

estimé par l’expression −(d/dt)Nv ≈ −(∆Nv/∆t) = 1/τm(t), lorsque ∆Nv = −1. Le temps

de refroidissement est estimé à partir des arguments de mélange par τc(t) = D/αNvτv, où D

est l’aire de la tache de vorticité, et α ≈ 0.03. Etonnement, ces simples estimations prédisent

Nc à un facteur près.

Les théories statistiques exigent que les états relaxés soient déterminés à partir des in-

variants Γ, Pθ, H, soit par une maximisation de l’entropie S [63], soit une minimisation de

l’enstrophie Z2 [2].

On peut constater nettement que : (a) une transformation de l’écoulement turbulent en

cristaux tourbillonnaires se réalise pour des systèmes non visqueux, et (b) que l’effet de

formation des cristaux est défini par l’interaction entre super–tourbillons et fond.

Dans les mêmes travaux, on affirme que les résultats expérimentaux ont été comparés avec

les simulations numériques (”vortex-in-cell simulations”) réalisées avec plus de 106 points pour

approximer les champs continus de la dynamique 2D d’Euler. Les simulations avec différents

nombres de points ont vérifié que les deux effets, le refroidissement et la cristallisation, ne

sont pas sensibles à une telle discrétisation.

2.2 Gaz d’électrons

Afin de ne pas alourdir le texte, nous présentons les détails du mouvement des particules

chargées dans des forts champs magnétique et électrique en Annexe A.
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2.2.1 Discussion sur les approches possibles

Ces dernières années, deux théories radicalement différentes ont été utilisées pour tenter

de décrire la relaxation libre de la turbulence 2D.

L’une des théories postule que l’écoulement turbulent est dominé par des tourbillons lo-

calisés intenses qui suivent la dynamique Hamiltonienne des tourbillons ponctuels, ponctués

occasionnellement par la fusion de tourbillons environnants. L’état final est alors un seul

tourbillon dans le cas de la turbulence de l’un signe de vorticité. La théorie est presqu’en

accord avec la loi de puissance observée ∼ t−s du nombre de super–tourbillons, mais elle ne

peut pas expliquer pourquoi, dans certaines situations observées, une partie des tourbillons

restent, lors de l’équilibre (dans l’état supposé final de la relaxation de la turbulence).

Une approche diamétralement opposée est assimilée à la théorie du maximum de l’en-

tropie totale du fluide [63]. Celle-ci considère l’écoulement turbulent comme le résultat de

permutations d’éléments de vorticité entre les cellules du domaine. Le fluide incompressible

se mélange, se mixe de façon ergodique évoluant vers l’état final unique de la relaxation 2D

de la turbulence. Clairement, la théorie ne peut pas expliquer les cristaux tourbillonnaires.

Il y a une approche basée sur l’hypothèse du maximum de l’entropie régionale du fluide

quand les états de cristaux tourbillonnaires sont déterminés par la maximisation de l’entropie

du fluide du fond [30]. L’idée principale de cette approche est que les régions de l’écoulement,

situées entre les tourbillons intenses, sont bien mélangées. Les super–tourbillons mélangent

ergodiquement le fond tourbillonnaire du fluide, le ”poussant”vers l’état d’entropie maximale

du fluide. Ce mélange, en retour, affecte la dynamique ponctuée des super–tourbillons, ”re-

froidissant” leur mouvement chaotique, et les ”dirigeant” vers un état d’équilibre dynamique.

Néanmoins, la vorticité dans les super–tourbillons reste non mélangée avec le fond.

Maintenant que l’expérience de plasma (ainsi que ses résultats) a été bien détaillée, nous

allons passer à son étude analytique.

2.2.2 Approche hydrodynamique

Les expérimentateurs ont choisi l’approche hydrodynamique pour tenter de comprendre

pourquoi la relaxation de la turbulence 2D s’arrête parfois, menant à la formation de ”cristaux

tourbillonnaires”.
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a. Equations de base

On considère un plasma d’électrons dans un fort champ magnétique B = Be3. Traité

comme un fluide classique, le système est caractérisé par la densité d’électrons n(r, t) et la

vitesse hydrodynamique v(r, t). Ici, r = (x, z). Si nous négligeons les effets dissipatifs, la

dynamique est déterminée par les équations de continuité et d’Euler (voir par exemple [34],

p.100) :

∂tn+∇ · (nv) = 0,(
∂t + v · ∇

)
v = e∇

(
Φ + Φext

)
− Ωe[v, e3]−

1

men
∇p,

et les équations moyennées de Maxwell :

∇ · E = −4πen, [∇,B] = −4πe

c
nv, (2.2)

où ∂t = d/dt, eB/mec est la fréquence de cyclotron des électrons, c est la célérité de la lumière,

−e est la charge (négative), e > 0, etme la masse d’électron, E = −∇Φ. Le plasma d’électrons

est considéré dans un fort champ magnétique B = Be3. n(r, t) est la densité d’électrons et

v(r, t) la vitesse hydrodynamique. Ici, r = (x, z). Les effets dissipatifs sont négligés. Le

premier terme, ∼ Φ, du membre droit de cette équation représente un résultat moyenné de

leurs interactions, Φext(r) est le champ électrique dû aux parois, charges extérieures, ..., le

terme ∼ Ωe est la force de Lorenz, le terme p = nkTe est la pression des électrons du gaz à

la température Te.

Ce système doit être complété par une équation d’état quelconque. Dans la littérature

(par exemple, voir [34], ch.3, §4), on utilise les modèles avec (a) p = An (l’équation d’état

isothermique) ; (b) p = An5/3 (l’équation d’état adiabatique) ; ou même (c) p = 0, qui décrit

parfois bien le plasma dans les champs magnétiques forts (B2/8π ≫ p).

On peut prendre l’équation d’état sous forme Te = Cte.

Dans ce cas, nous avons l’ensemble des équations 2.2, qui peut également se présenter sous

la forme

∂tln(n) + (v · ∇)ln(n) = −div(v),(
∂t + v · ∇

)
v = −∇h− Ωe[v, e3], (2.3)

où

h = −eΦ[n; r]− eΦext(r) +
kTe
me

ln n(r). (2.4)

La fonctionnelle Φ[n; r] est une solution de l’équation

∆Φ[n; r] = 4πen(r). (2.5)
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b. Quelques informations et estimations

Dans le cadre du modèle proposé, l’écoulement du plasma fortement magnétisé devient

pratiquement bidimensionnel, s’effectuant dans le plan (r, θ).

Dans une série de publications de Driscoll et al., les auteurs ont utilisé le modèle dans

lequel l’évolution collective des électrons est décrite par le système d’équations, formulées en

termes de ”vorticité” Ω et de ”fonction de courant” ψ, définies respectivement par

Ω(r, θ, t) ≡ 4π|e|c
B

n, ψ(r, θ, z) ≡ − c

B
φ(r, θ, z). (2.6)

La ”vorticité”Ω, dans le cadre de ce modèle, est proportionnelle à la densité d’électron n, qui

est mesurée dans le dispositif expérimental.

Remarquons que Ω ∼ 12 · 4, 8 · 10−10 · 3 · 1010 · 10−4 n ∼ 2 · 10−2 n s−1. Dans les domaines,

où la concentration d’électrons n ∼ 107 cm−3, l’estimation est de Ω ∼ 2 · 105 s−1.

Le système des équations dynamiques (2.3) peut être reformulé sous la forme (voir Annexe

B)

[
∂t + v · ∇

]
Ω = 0,

v = ∇ψ × z,

(
vi = ǫijk∂jψek ≡ ǫij3∂jψ

)
. (2.7)

Si l’on pose (c’est cette approximation qui a été utilisée dans la remarque 1, page 40) que

∇2ψ = −Ω, (2.8)

les équations de départ deviennent analogues aux équations d’Euler 2D pour vorticité.

A titre de comparaison des termes de l’expression (2.4), prenons kTe ∼ 1 ev ∼ 104K =

1, 38 · 10−12 erg. Si D ≤ 1 cm2 est l’aire droite caractéristique de la colonne électronique

[figure 2.5], et n ∼ 106 cm−3 la concentration moyenne d’électrons, l’énergie électrostatique

propre peut être (probablement) estimée par l’expression 4πe2nD, ce qui donne la valeur

∼ 4π(4, 8 · 10−10)2106(1 ÷ 2) ∼ 10−12 erg. : la magnitude est de même ordre que l’énergie

thermique.

Négligeons donc l’influence du champ extérieur en posant |Φext| < 1V . Ces estimations

nous permettront d’utiliser l’expression approchée dans les calculs analytiques. Nous avons

donc

h = F (n) ≃ kTe
me

ln n(x), (2.9)
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Fig. 2.5: Colonne électronique

lorsqu’on a n ≤ 105 cm−3, Te ≥ 104K. Si n ≥ 106 cm−3, Te ≤ 104K, il est convenable

d’utiliser l’approximation

h ≃ −eΦ[n; r]. (2.10)

Comme nous l’avons vu, cette approche hydrodynamique est celle qui a été proposée par

les expérimentateurs pour tenter de trouver l’origine de la présence des ”cristaux tourbillon-

naires”. Or, le nombre de particules (∼ 109 particules) ne nous parâıt pas assez grand pour

constituer un milieu continu. C’est pourquoi nous allons utiliser l’approche cinétique.

2.3 Equation de Vlasov

Nous commençons par rappeler quelques informations très importantes. Les expériences en

question ont été réalisées dans un milieu de plasma d’électrons se trouvant dans de très forts

champs magnétique et électrique. Le nuage de plasma est constitué de N ∼ nR2L . 109 élec-

trons. En tenant compte des conditions de l’expérience, les particules individuelles peuvent

être considérées comme des particules classiques ponctuelles, régies par les équations dyna-

miques de la mécanique classique dtVi = q′(Ei(xi, t) + c−1 Vi × B(xi)) (voir A.1 pour les

caractéristiques et q′ = q/m). Le champ E = −∇φ est le champ électrique dans l’approxi-

mation électrostatique, qui, grâce à l’invariance de jauge du potentiel φ, est défini à une
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constante arbitraire près. L’induction magnétique, B = Bb, est orientée le long de l’axe z et

est considérée dans notre analyse comme indépendante des coordonnées et du temps. A partir

de A.2, nous avons vu que le mouvement des électrons individuels est constitué de plusieurs

parties. Tout d’abord, les électrons effectuent un mouvement longitudinal le long de l’axe z.

Ce mouvement est le même que ce soit en présence ou en absence de champ magnétique. En

présence des ”bouchons” énergitiques (éléctrostatiques) aux extrémités du dispositif (figure

2.1), les électrons ”chauffés” effectuent des réflexions successives sur ces bouchons avec un

temps caractéristique de mouvement τth ∼ L/vth ∼ T−1/2. Les électrons décrivent en même

temps des trajectoires circulaires autour des lignes de champs B, avec un temps caracté-

ristique (de Larmor) τL ∼ ω−1
L ∼ B−1. Finalement, on assiste au mouvement collectif des

électrons ”de dérive”, qui est un mouvement macroscopique de rotation autour de l’axe des z,

dont le temps caractéristique (collectif) est τcol ∼ B/E. Tous ces mouvements sont effectués

pour les champs électriques non homogènes et non stationnaires. Si les champs sont suffi-

samment forts, on peut obtenir que τcol ≫ τth, τL. Cela permet de faire un moyennage, sur

l’intervalle de temps ∼ ∆t, par rapport aux mouvements rapides en ”́eliminant” (par cette

procédure) tous les z–mouvements des particules : τcol ≫ ∆t≫ τth, τL.

Lorsque le plasma d’électrons est en présence d’un champ magnétique B fort (plus pré-

cisement, lorsque la densité d’énergie magnétique dépasse l’énergie thermique du plasma,

β = 8πp/B2 ≪ 1), le champ magnétique introduit un élément fort d’anisotropie. Dans cette

situation, le mouvement ”lent” du plasma peut être découplé dans les directions perpendi-

culaires et longitudinales au champ magnétique B (voir [31], [71] par exemple). Lorsque le

nombre de particules est grand, N ≫ 1, on peut introduire la fonction de leur distribution

qui vérifie l’équation de Vlasov [37], § 27 :

dF

dt
= 0 → ∂tF + (v · ∇)F + q′(E +

1

c
v ×B)∂vF = 0. (2.11)

La distribution d’électrons f(x, z, v‖, t), définie par f(x, z, v‖, t) =
∫
dv⊥ F (x, z,v⊥, v‖, t)

dans la ”guiding–center approximation”, c’est-à-dire lorsque v⊥ = VD + v′
⊥, est régi par

l’équation qui découle de celle de Vlasov :

∂tf + (VD · ∇⊥)f + v‖∂zf − q′(∂zφ)
∂f

∂v‖

= −
∫
dv′

⊥

(
v′
⊥ · ∇⊥F +

1

c
q′v′

⊥ ×B · ∂F
∂v′

⊥

)
. (2.12)

Ici, VD = −(c/B2)∇⊥φ×B est la vitesse de dérive dans la direction de E ×B. En effet, il

faut tenir compte du fait que
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E +
1

c
v ×B = −∂‖φ+

1

c
v′ ×B.

Supposons que tous les mouvements transversaux, outre celui de dérive, soient petits (voir

[34] et [71], p.323), c’est-à-dire |v′
⊥| ≪ |VD|. Dans ce cas, l’intégrale de l’équation (2.12) peut

ne pas être prise en compte dans le calcul qui suit. Nous avons donc

∂tf + (VD · ∇⊥)f + v‖∂zf − q′(∂zφ)
∂f

∂v‖
≃ 0. (2.13)

Le champ φ est couplé avec la concentration d’éléctrons n par l’équation de Poisson (voir

la remarque 1, page 40)

∆⊥ φ+ ∂2
zφ = −4πmq′n, (2.14)

où

n =

∫
dv‖dv⊥ F (x, z,v⊥, v‖, t) =

∫
dv‖ f(x, z, v‖, t).

Le champ E = −∇φ contient le champ externe donné φ0, qui vérifie ∆φ0 = 0, et le champ

auto–accordé d’électrons, Φ. Il est défini par le champ propre des électrons en mouvement,

dont la répartition est donnée par l’équation (2.14) (voir [37] § 27).

L’équation (2.13) est satisfaite par l’expression

f =

N∑

j=1

1

l‖
A

(
v2
‖

2
+ q′φ(x⊥, z, t)

)
δ(2)(x⊥ − x⊥j(t)). (2.15)

En effet, en posant cette expression dans l’équation (2.13) et en égalisant les coefficients

devant la fonction de Dirac et sa dérivée par rapport à l’argument, on trouve deux équations :

l’une pour l’évolution de x⊥j(t), et la seconde pour φ : ∂tφ+VD ·∇φ = 0 prise où x⊥ = x⊥j(t).

Lorsque ẋ⊥j(t) = VD, on trouve simplement que φ = φ(x−xj(t), z)+Cte. La constante peut

être arbitraire, même complexe.

Le paramètre l‖ est défini par la condition de normalisation suivante :

∫
dz dx dv‖ f =

∑

j

1

l‖

∫
dz

∫ +vmax

−vmax

dv‖A

(
v2
‖

2
+ q′φ(xj, z, t)

)
= N. (2.16)

Supposons que la fonction A soit paramétrée par un seul paramètre. Soit, par exemple, l’ex-

pression

A

(
v2
‖

2
+ q′φ(x, z, t)

)
=

β√
2π

exp

[
− β(

v2
‖

2
+ q′φ0 + q′Φ)

]
, (2.17)
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où β−1 > 0 (ici) joue le rôle de la ”température”. On note toutefois que le système, ayant un

volume fini, |x⊥| ≤ l⊥, |z| ≤ l‖, et ayant une vitesse maximale possible, |v‖| ≤ vmax, peut

être caractérisé par une température aussi bien positive que négative [67].

La localisation spatiale suivant l’axe z est assurée par convergence de l’intégrale

0 < l‖ ≡ l‖[φ] =
1

N

∑

j

∫
dz e−βq

′φ0(xj ,z,t)−βq
′Φ(xj ,z,t) < +∞. (2.18)

Passons à l’équation pour le potentiel. Elle prend la forme

∆⊥ Φ + ∂2
zΦ = −4πq

1

l‖
e−βq

′φ0 e−βq
′Φ

N∑

j=1

δ(2)(x⊥ − x⊥j(t)). (2.19)

Adimensionnons cette équation en introduisant les échelles caractéristiques spatiales (lon-

gitudinale l‖ et transversale l⊥) d’une localisation du champ : z → l‖z, x → l⊥x, Φ →
Φ0Φ, Φ0 = (βq′)−1. On obtient

∆⊥ Φ + (
l⊥
l‖

)2∂2
zΦ = − 4πq

l‖Φ0

e−βq
′φ0 e−βq

′Φ0Φ

N∑

j=1

δ(2)(x⊥ − x⊥j(t))

= −4πβq2

ml‖
e−βq

′φ0 e−Φ

N∑

j=1

δ(2)(x⊥ − x⊥j(t)) ≡ −c1e−Φ, (2.20)

où c1 = (4πβq2/ml‖) e
−βq′φ0

∑N
j=1 δ

(2)(x⊥ − x⊥j(t)). Cette équation peut être écrite sous la

forme

∆⊥ Φ + (
l⊥
l‖

)2∂2
zΦ + c1e

−Φ = 0. (2.21)

Si l‖ est suffisamment grand, l‖ ≫ l⊥, on peut négliger les dérivées par rapport à z et poser

que Φ′(x, z, t) ≃ Φ′(x, t). L’équation devient

∆⊥ Φ + c1e
−Φ = 0. (2.22)

Ici,

c1 =
4πβq2N

ml‖
e−βq

′φ0 δ(2)(x⊥ − x⊥1(t))→
4πβq2N

ml‖
e−βq

′φ0 , (2.23)

où

δ(2)(x⊥ − x⊥1(t)) ≡
1

N

N∑

j=1

δ(2)(x⊥ − x⊥j(t))→ 1,
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et

n ≡ 1

4πq

1

βq′
1

l2⊥
c1 e

−Φ =
1

l‖ l2⊥
N e−βq

′φ0 e−Φ

= − m

πq2β

1

l2⊥
[−c1

4
e−Φ] ≡ − m

πq2β

1

l2⊥
[−c2 e−Φ].

On peut remarquer que N ≃ n0l‖l
2
⊥ et ω2

p = 4πq2n0/m. Dans ce cas, on peut estimer |c1| ≃
ω2
pβl

2
⊥.

L’image qualitative est donc que le système des électrons chauffés avec leur répartition

spatiale moyennée le long de z dans le sens indiqué, peut être assimilé à des ”barres” chargées

de longueur l‖ (en expérience l‖ ∼ 102m), d’épaisseur de l’ordre du rayon de Larmor (d ∼
5µm) et rigides (à cause du champ magnétique fort) macroscopiques qui sont orientées le long

de l’axe z et se déplacent sans changer leur orientation, en ne subissant jamais de collisions.

Les barres ne se touchent jamais, elles ne subissent pas d’intersection (voir la figure 2.6). En

effet, il n’y a jamais de fusion entre les électrons. Les effets de bord peuvent être négligés

lorsqu’on pose que l⊥ ≪ l‖.

Σ

Fig. 2.6: Système des barres rigides.

Les coordonnées de ces ”barres” dans le plan perpendiculaire à z sont ri = (xi, yi), i =

1, ..., N ≫ 1. Elles sont toujours orientées le long de l’axe z et ne se déforment pas lorsque le

champ magnétique est fort. Lorsque la vitesse de dérive de la i−ème barre dans le plan x0y

est VD i, le mouvement de cette i−ème barre est régi par l’équation

dtri = VDi ≡ cB−2E⊥i ×B → l⊥
τ
dtri = − 1

l⊥
∇i

c

B
Φ0Φ× b. (2.24)

Ici, b = B/B, r → l⊥r, et Φ → Φ0Φ. Introduisons H = − cmτ
Bβql2⊥

Φ = − q
|q|

cmτ
Bβ|q|l2⊥

Φ. L’échelle

temporelle τ peut être prise égale à τ = l2⊥β/ωL, où ωL = |q|B/mc. Les équations prennent
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alors la forme adimensionnée suivante :

dtri = ∇iH × b ≡ ∇i(−
q

|q|Φ)× b. (2.25)

Ce système d’équations pour les composantes est reécrit sous la forme

∂txi = ∂yj
H, ∂tyj = −∂xi

H (2.26)

qui est similaire aux équations du mouvement d’une particule de masse unitaire dans le plan

infini x0y, dans le champ auto–accordé, qui vérifie l’équation (2.22)

∆⊥ Φ + c1e
−Φ = 0 → (∂2

x + ∂2
y)Φ = −c1e−Φ avec c1 = ω2

pβl
2
⊥. (2.27)

Il s’agit d’une équation non linéaire qui peut être résolue dans des cas particuliers, dont nous

discuterons au chapitre 6.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à une série d’expériences de plasma dont

l’écoulement évolue parfois vers des configurations en structures régulières. Nous avons tenté

de comprendre ce phénomène par le biais de deux approches : l’approche hydrodynamique,

puis l’approche cinétique basée sur l’équation de Vlasov.
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Chapitre 3

Tourbillons ponctuels

Le présent chapitre contient un traitement analytique du cas de l’ensemble de N tourbillons

ponctuels, ainsi que les tourbillons écrantés dans un domaine infini et se termine par la base

pour le calcul numérique.

3.1 Définition

Les tourbillons ponctuels sont utilisés lorsque la vorticité q = −∆ψ (où ψ est la fonction

de courant) prend la forme q(x, t) =
∑N

i=1 γiδ(x−xi(t)) dans les équations de mouvement des

particules (équations (B.20) en approche hydrodynamique et équations (2.25) en approche

statistique).

Parfois, cette vorticité peut être remplacée par la ”vorticité potentielle” (q = −∆ψ+ 1
R2ψ),

il s’agit alors des tourbillons ”́ecrantés” :

−∆ψ +
1

R2
ψ =

N∑

i=1

γiδ(x− xi(t)). (3.1)

Lorsque R → ∞ dans 3.1, on reconnâıt le cas des tourbillons ponctuels. La fonction de

courant et la vorticité sont alors liées par la relation

q = −∆ψ =

N∑

i=1

γiδ(x− xi(t)). (3.2)

Pour ne pas surcharger le rapport, nous nous limitons aux explications et équations dont

nous aurons besoin dans cette thèse. Pour de plus amples informations sur les tourbillons

ponctuels, on peut se référer à la thèse de Stéphane Decossin [19].
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3.2 Equations à résoudre

3.2.1 Hamiltonien

Introduisons l’énergie totale du système fluide, l’Hamiltonien, définie par H =

(1/2)
∫
dx v2 = −(1/2)

∫
dxψ∆ψ. Dans le cas du plan illimité, l’Hamiltonien prend la forme :

H = − 1

4π

∑

i,j

′
γ(i)γ(j) ln |xi − xj|, (3.3)

où, −(1/2π) ln |xi−xj| est la fonction de Green, G(xi,xj) : solution de l’équation ∆G(x,x′) =

δ(2)(x,x′), et δ(x,x′) est la fonction de Dirac dans le plan illimité.

Comme nous pouvons le voir dans [19], cette formulation correspond à la théorie classique

des tourbillons ponctuels se déplaçant dans le plan illimité x0y (voir [36]). Selon Kirchhoff

(1876), les équations de mouvement d’un tourbillon ponctuel peuvent être écrites ainsi :

γi∂txi =
∂Ψ

∂yi
, γi∂tyi = −∂Ψ

∂xi
, (3.4)

où la fonction Ψ(xi, yi) est fréquemment appelée ”́energie cinétique d’interaction”. Dans le

cas considéré ,

Ψ = −
∫
dx′G(x,x′)

∑N
i=1 γ(i)δ(x

′,x(i)) = (1/2π)
∑N

i=1 γ(i) ln |x− xi|.
Notons, cependant, que la fonction ne doit pas entrâıner une énergie ”cinétique” des tour-

billons dans le sens habituel. Ceci à cause du fait particulier qu’un tourbillon localisé produit

une vitesse et non une accélération. Comme résultat, un tourbillon isolé reste au repos contrai-

rement à un point matériel, qui se déplace uniformément et de façon rectiligne (ceci est dû à

son inertie) dans un repère Galiléen.

Les tourbillons ponctuels forment, par conséquent un système Hamiltonien très particulier

et une application formelle, à un tel système, des approches statistiques traditionnelles peut

mener à des difficultés dans la compréhension des résultats finaux.

L’Hamiltonien (3.3) s’applique en l’absence de frontières. Cependant, la présence des fron-

tières exige juste l’introduction d’une expression modifiée du noyau G(x,x′).

3.2.2 Tourbillons écrantés dans un domaine infini

Considérons le cas spécial des mouvements bidimensionnels de fluide dans un domaine

infini.

Nous associons une fonction de courant à la vorticité par la relation q = (∆− 1/R2)ψ.
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Pour N tourbillons ponctuels, d’intensité γj, localisés en xj(t), l’Hamiltonien est donné

par l’expression

H =
1

2

∑N

i,j=1,i6=j
γiγj

[
1

2π
K0

( |xi − xj|
R

)]
. (3.5)

Ici, la fonction de Bessel K0(|xi−xj|/R) est la fonction de Green de l’opérateur (∆− 1/R2).

Les interactions longue portée sont donc négligeables : K0(x) ∼
√
π/2xe−x lorsque x ≫ 1.

Pour une courte portée, les interactions sont de même nature que dans le cas classique :

K0(x) ∼ C − lnx lorsque x ≪ 1. L’Hamiltonien (3.5) est rendu symétrique en fonction des

permutations i↔ j.

Les équations de mouvement des centres des tourbillons deviennent

γ(i)
∂xi
∂t

=
∂H

∂y
, γ(i)

∂yi
∂t

= −∂H
∂x

. (3.6)

Nous utilisons parfois les notations suivantes : ∂1 ≡ ∂x ≡ ∂
∂x

et ∂2 ≡ ∂y ≡ ∂
∂y

.

3.3 Equations adimensionnées

Nous considérons le système de N tourbillons identiques (γ1 = ... = γN = Γ/N). Prenons

xi = Rxi
′, t = τt

′
. Adimensionnons les équations (3.6). Nous trouvons

1

τ

2πR2

Γ

∂xi
′

∂t′
=

1

2N

∂

∂yi′

N∑

m=1

N∑

n=1,m6=n

[K0|xi
′ − xj

′|].

On choisit le temps de référence τ = 2πR2/Γ et on désigne par H l’Hamiltonien adimen-

sionné

H =
1

2N

∑N

m=1

∑N

n=1,m6=n
K0(|xm − xn|). (3.7)

Alors, on obtient

∂x
′

i

∂t′
=

∂

∂yi′
H.

Nous parvenons donc à l’équation, où le prime a été omis
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∂xi
∂t

=
∂H

∂y
. (3.8)

De la même façon, nous parvenons à la seconde équation

∂yi
∂t

= −∂H
∂x

. (3.9)

Ces deux équations du mouvement des tourbillons seront utilisées dans les calculs numé-

riques.

En prenant la dérivée de H par rapport aux coordonnées, on trouve par exemple pour la

composante x

∂H

∂xi
=

1

N

∑N

j=1
K ′

0(|xm − xn|)
xi − xj
|xi − xj|

. (3.10)

Le coefficient 1/2 disparâıt parce qu’on prend les dérivées deux fois, ∂ixm, ∂ixn; le prime pour

la fonction de McDonald signifie une dérivée par rapport à l’argument, K0(s)
′ = −K1(s). Il

est commode d’introduire le vecteur unitaire défini par nij = (xi − xj)/|xi − xj|. On trouve

alors, en coordonnées cartésiennes :

∂txi =
1

N

∑N

j=1
K1(|xi − xj|)(nij · ex),

∂tyi = − 1

N

∑N

j=1
K1(|xi − xj|)(nij · ey). (3.11)

3.4 Coordonnées polaires

En utilisant les propriétés des Jacobiens, on peut reformuler ce système en coordonnées

polaires (ri, θi), où le passage de (xi, yi) à (ri, θi) est donné par xi = ri cos θi, yi = ri sin θi.

Mais, tout d’abord, calculons le Jacobien de transformation ∂(ri, θi)/∂(xi, yi). En utilisant

les propriétés des Jacobiens, on trouve :

∂(ri, θi)

∂(xi, yi)
=

1
∂(xi,yi)
∂(ri,θi)

=
1∣∣∣∣∣

cosθi sinθi

−risinθi ricosθi

∣∣∣∣∣

=
1

ri
,

avec ri 6= 0 et ri > 0.
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∂tri =
∂(ri, θi)

∂(t, θi)
=

∂(ri, θi)

∂(xi, yi)

∂(xi, yi)

∂(xi, θi)

∂(xi, θi)

∂(t, θi)
+
∂(ri, θi)

∂(xi, yi)

∂(xi, yi)

∂(yi, θi)

∂(yi, θi)

∂(t, θi)

=
1

ri

∂H

∂θi
. (3.12)

De façon analogue, on trouve la seconde équation

∂tθi = − 1

ri

∂H

∂ri
, (3.13)

avec l’Hamiltonien dépendant des angles θi et distances ri.

H =
1

2N

∑N

m,n=1
K0

(√
r2
m + r2

n − 2rmrn cos(θm − θn)
)
. (3.14)

Nous calculons les dérivées avec ∂smn/∂ri, où smn =
√
..., K0(smn)

′ = −K1(smn), et nous

les utilisons dans les sommes :

−
∑

m,n

K1(smn)
∂smn
∂ri

= −2
∑

j

K1(sij)

(
ri − rj cos(θi − θj)

)

√
r2
i + r2

j − 2rirj cos(θi − θj)

et

−
∑

m,n

K1(smn)
∂smn
∂θi

= −2
∑

j

K1(sij)
rirj sin(θi − θj)√

r2
i + r2

j − 2rirj cos(θi − θj)
.

On trouve (ici sij =
√
r2
i + r2

j − 2rirj cos(θi − θj)) les équations

∂tri =

(
1

N

N∑

j=1

′

)(
− 1

sij
K1(sij)

)
rj sin(θi − θj),

∂tθi = −
(

1

N

N∑

j=1

′

)(
− 1

sij
K1(sij)

)(
1− rj

ri
cos(θi − θj)

)
. (3.15)

Dans les sommes, il n’y a pas de termes avec i = j. Le facteur −K1(sij) est la dérivée du

noyau K0(sij) de l’Hamiltonien par rapport à l’argument. Ce fait nous donne une possibilité

de considérer des modèles différents (on peut prendre n’importe quelle fonction pour K0,

comme par exemple la fonction de Bessel, la fonction exponentielle, ...).
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3.5 Conclusion : base pour le calcul numérique

Dans le cas général, l’Hamiltonien a la forme

H =
1

4π

∑

i,j

′
γ(i)γ(j)J(

|xij|
R

). (3.16)

On considère le système de N tourbillons identiques (γ1 = ... = γN = Γ/N).

On adimensionne l’Hamiltonien et les équations, les distances sont normalisées sur R, et

le temps sur 2πR2/Γ, et dans les équations adimensionnées (3.15), la fonction −K1(s) est

remplacée par la dérivée du noyau J(s) de l’Hamiltonien par rapport à l’argument J
′
(s).

On désigne par 〈 ... 〉j = N−1
∑N

i=1
′ ... l’opérateur de moyennage arithmétique par rapport

aux coordonnées j : (rj, θj).

Les équations deviennent

∂tri = 〈s−1
ij J

′(sij)rj sin θij〉j,
∂tθi = −〈s−1

ij J
′(sij)(1−

rj
ri

cos θij)〉j, (3.17)

où θij = θi − θj, sij ≡ |xij| = |xi − xj|.
Si J(sij)→ C − ln sij, on trouve J ′(sij)→ −s−1

ij , ce qui donne une version traditionnelle

du mouvement des tourbillons ponctuels :

∂tri = −〈s−2
ij rj sin θij〉j,

∂tθi = 〈s−2
ij (1− rj

ri
cos θij)〉j. (3.18)

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au concept des tourbillons ponctuels, qui

est un modèle dont nous allons nous servir par la suite. Nous l’avons défini puis nous avons

présenté l’Hamiltonien, qui est à la base des équations de mouvement que nous aurons à

résoudre. Finalement, nous avons adimensionné ces équations de mouvement pour nous pré-

parer aux calculs numériques.
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Chapitre 4

Champ auto–accordé

Dans ce chapitre, nous allons d’abord regarder si deux systèmes tourbillonnaires ayant les

mêmes invariants globaux évoluent forcément vers les mêmes configurations finales. Ensuite,

nous allons nous intéresser au rôle que peuvent jouer les fluctuations des champs extérieurs

dans la formation de structures régulières.

4.1 Introduction

Si on laisse évoluer un ”gaz” de N ≫ 1 tourbillons bidimensionnels, de même signe, laissé

seul, comme tout système macroscopique fermé, il devrait passer à l’état d’équilibre statis-

tique. L’un des arguments est que l’évolution de la fonction de répartition des tourbillons,

selon l’équation cinétique pour des systèmes réels, doit s’accompagner de l’accroissement de

l’entropie (voir, par exemple, [39]). En se basant sur cet argument de la mécanique statistique

et en tenant compte que l’évolution de la turbulence est régie par des équations fortement

non linéaires (les composantes de champs interagissent intensément et doivent donc se mé-

langer très rapidement), on peut conclure qu’un système de N tourbillons doit évoluer vers

une répartition finale universelle : la turbulence bidimensionnelle, initialement créée dans un

domaine limité de l’espace et se développant librement (en absence de dissipation et de for-

çage), devrait évoluer vers une configuration finale indépendante des angles. Discutons des

limites de validité de cette hypothèse largement répendue. Soit un système constitué d’un

grand nombre de tourbillons ponctuels. La vitesse angulaire de chaque tourbillon i est alors

Ωi ≃ θ̇i (cf (4.3) pour des précisions sur θ), où θi est la coordonnée angulaire du tourbillon et

θ̇i sa dérivée par rapport au temps. La valeur moyenne de Ωi peut être estimée par Ω ∼ Γ/d2,

où Γ est la circulation totale et d le diamètre du domaine de localisation des tourbillons. Mais

chaque tourbillon, influencé par l’ensemble des autres tourbillons, a une vitesse angulaire dif-
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férente distribuée autour de Ω selon une certaine loi. C’est pourquoi, les tourbillons ayant

par exemple à l’instant initial t = 0 les mêmes valeurs θi (c’est-à-dire θ1 = θ2 = ... = θ0)

”s’envolent” très vite ; un processus de mélange très rapide des tourbillons par rapport aux

angles a donc lieu.

Supposons que la répartition des tourbillons par rapport à θ et Ω à l’instant t = 0 soit

donnée par une fonction quelconque f(θ0,Ω), où θ0 = θ(t = 0). Décomposons cette fonction

en deux parties, sous la forme f(θ0,Ω) = f(Ω) + f1(θ0,Ω), où f(Ω) = (2π)−1
∫ 2π

0
dθ0 f(θ0,Ω)

est indépendante de θ0. La fonction f1(θ0,Ωi) vérifie la condition f1(θ0,Ω) = 0. Evidemment,

cette fonction est de signe variable par rapport au premier argument. On peut toujours

trouver un intervalle ∆θ12 = θ01 − θ02 ∼ π et donc f1(θ01,Ω) ∼ −f1(θ02,Ω) : sur l’intervalle

∆θ0 ∼ π, la fonction f1 change de signe. Pour t > 0, comme θi ∼ θ0i + Ωit, la fonction de

répartition devient f(θ−Ωt,Ω) = f(Ω)+f1(θ−Ωt,Ω), où θ−Ωt appartient à [0, 2π] (modulo

2π). Pour différentes valeurs de Ω1 et Ω2, les termes dépendant du temps dans le premier

argument deviennent prédominants par rapport aux angles initiaux et on peut estimer que

la fonction de signe variable f1 change de signe quand (Ω2 − Ω1)t ∼ π, c’est-à-dire pour une

variation des vitesses angulaires ∆Ω = Ω2 − Ω1 ∼ π t−1. Cette estimation simple montre

que la fonction devient de signe variable pour le second argument aussi. Au fur et à mesure,

quand t → ∞, en passant de Ω à Ω + ∆Ω de plus en plus proche, avec | ∆Ω |≪| Ω |, la

fonction f1 devient de plus en plus oscillante par rapport au second argument, c’est-à-dire

par rapport à Ω.

Mais, toutes les grandeurs observables contiennent en soi un moyennage statistique quel-

conque, c’est-à-dire, dans notre cas, un moyennage de la fonction de répartition par rapport

aux Ω. La partie rapidement fluctuante de la fonction f1 peut être fréquemment négligée.

En effet, il existe toujours, dans des systèmes réels, une dissipation physique qui devient

forte aux petites échelles en supprimant tous les processus qui pourraient se réaliser dans

ce domaine. Le même effet (dissipation numérique) existe dans le calcul numérique quand

une dissipation artificielle s’introduit aux petites échelles. Finalement, toutes les procédures

expérimentales contiennent un moyennage statistique quelconque intrinsèque. Ces arguments

ont évidemment un caractère général et sont appliqués à toutes les grandeurs changeant

rapidement (”phases”) et variant dans des intervalles finis [40]. C’est ce qui permettrait d’ob-

tenir que 〈f1〉 → 0, avec une convergence rapide. Ce serait un moyennage de la fonction de

répartition par rapport aux angles θ. Après seulement plusieurs tours de révolution du sys-

tème, pour un système avec une dissipation quelconque, pour t≫ Ω
−1
, on devrait parvenir à

f(θ,Ω)→ f(Ω) (à une fonction moyennée par rapport aux angles), ce qui pourrait se traduire
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par une concentration axisymétrique des tourbillons par rapport au centre du système.

D’autre part, on peut supposer, comme cela est postulé en mécanique statistique (voir

[63], [65] et [73]), que la configuration finale, si elle existe, n’est fixée que par les intégrales

globales du système. Parmi ces intégrales, ce sont l’énergie totale du système et les moments,

notamment la circulation Γ et l’enstrophie Z2, qui jouent un rôle déterminant. On peut

s’attendre à ce que la configuration finale, lorsqu’elle est régie par les lois de la mécanique

statistique, soit indépendante des conditions initiales du problème.

Alors, si le processus est effectivement régi par les contraintes de la mécanique statistique,

des configurations initialement différentes ayant les mêmes intégrales globales doivent évoluer

vers la même configuration finale axisymétrique de la vorticité.

Dans ce contexte, les questions suivantes se posent :

(a) Est-il possible de construire, en principe, des répartitions de vorticité avec les mêmes

invariants globaux ?

(b) Si tel est le cas, les systèmes, partant de différentes répartitions initiales de vorticité

et ayant les mêmes invariants globaux, évoluent-ils vers un état final unique ou vers des états

finaux différents ?

4.2 Evolution de 2 configurations différentes ayant les

mêmes invariants globaux

Dans cette section, nous allons tenter de répondre à ces deux questions, qui n’ont pas

encore été abordées dans la littérature scientifique, à notre connaissance. Pour ce faire, nous

allons utiliser l’expérience numérique directe pour un modèle de N tourbillons ponctuels.

On considère donc un fluide incompressible composé de N tourbillons ponctuels d’intensité

égale γi = .... = γN = Γ/N . Le système est un système Hamiltonien, dont le mouvement des

centres des tourbillons est régi par les équations suivantes :

γi∂txi =
∂H

∂yi
, γi∂tyi = −∂H

∂xi
.

Nous choissisons de travailler dans un domaine illimité, ce qui nous donne l’Hamiltonien

(3.3).

Tout d’abord, pour les simulations numériques, il convient d’utiliser des équations adimen-

sionnées, que nous assurons par xi → Rxi, yi → Ryi et t → τt avec τ = 2πR2Γ−1. Ensuite,

nous introduisons les coordonnées polaires (ri, θi) par simple commodité, qui sont données
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par la transformation xi = ricosθi, yi = risinθi, avec ri > 0. Enfin, nous passons aux va-

riables ”action-angle” (Ji, θi), où Ji = ri
2/2, afin d’obtenir le système d’équations canoniques

suivant :

∂tJi =
∂H

∂θi
, ∂tθi = −∂H

∂Ji
,

avec l’Hamiltonien adimensionné donné par H = −(4π)−1
∑N

m=1

∑N
n=1,n6=m ln[Jm + Jn −

2
√
JmJncos(θm− θn)], à une constante près. On considère que la configuration initiale des N

tourbillons s’effectue sur un anneau, de vorticité donnée, avec les coordonnées radiales rs = 1

et les coordonnées angulaires

θs = 2πN−1e(s− 1)Θ(K − s) + 2πN−1(1− e)(s− 1)Θ(s−K). (4.1)

Ici, s = 1, 2, .., N et 1 < K < N . Le premier tourbillon a les coordonnées r1 = 1 et θi = 0.

La série des K premiers tourbillons est distribuée avec un pas de 2πN−1e, et les autres

tourbillons sont distribués avec un pas de 2πN−1(1 − e), avec 0 < e < 1. La fonction Θ(z)

est la fonction de Heaviside, qui vaut 1 quand z > 0 et 0 pour z < 0. si z = 0, Θ(0) = 1/2.

Ainsi, la distribution annulaire initiale a une certaine asymétrie pour différents (K, e), mais le

moment cinétique (intégrale du mouvement) P , défini par P = −(1/2)
∑
r′i

2
, reste le même,

ainsi que l’enstrophie Z2 et les autres moments (pour différentes valeurs des paramètres K

et e).

L’Hamiltonien du système est une fonction qui dépend des paramètres K et e : H =

H(e,K). Comme cet Hamiltonien est conservé, il est donné par sa valeur initiale, H0, qui est

calculée à partir de la distribution initiale des tourbillons :

H0(e,K) = −(4N)−1

N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i

ln(1− cosθij),

avec θij = θi− θj, calculé à partir de (4.1). Nous n’avons laissé que les termes dépendant des

angles dans cette expression.

La circulation Γ est fixée par le nombre de tourbillons N . Dans la structure du modèle,

toutes les autres intégrales de mouvement Zi (enstrophie Z2, ...) sont observées automati-

quement. Nous fixons arbitrairement le nombre total de tourbillons à N = 750, les premiers

tourbillons à K = 260. Les Hamiltoniens H(e,K), avec K fixé ne sont fonctions que de e et

leur courbe nous permet de trouver e1 et e2 correspondants au H choisi pour chacun des cas.

Nous prenons l’Hamiltonien initial à H0 = 0, 25 ce qui donne e1 = 0, 108 et e2 = 0, 624 pour

K = 260 (voir la figure 4.1).
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Fig. 4.1: Représentation de e1 et e2 correspondant à H0 = 0, 25 pour N = 750 et K = 260.

Fig. 4.2: Anneau initial correspondant à

H0 = 0, 25, K = 260 et e1 =

0, 108.

Fig. 4.3: Anneau initial correspondant à

H0 = 0, 25, K = 260 et e2 =

0, 624.

L’évolution des configurations de tourbillons pour les systèmes donnés par les figures 4.2 et

4.3, qui correspondent aux configurations trouvées avec H0 = 0, 25, K = 260, e1 = 0, 108 et

e2 = 0, 624, a été étudiée. Ces configurations initiales ont été intégrées numériquement à l’aide

d’un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4. La conservation de l’énergie et du moment angulaire a

été contrôlée pendant les calculs. L’analyse montre que les paramètres ont de petites variations

avec les erreurs définies par |Hi −H0| / |H0| < 3.10−3 et |Pi − P0| / |P0| < 2.10−7 pendant le

procédé d’itération de t = 0 à t = 50, ce qui correspond à 50 temps de référence. Malgré l’écart

quadratique relativement significatif pour l’Hamiltonien, qui devrait mener, en principe, à

l’intensification du processus de mélange grâce aux erreurs numériques s’accumulant, aucune

tendance visible de chaotisation n’a été observée.
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Fig. 4.4: Configuration des tourbillons à

l’instant t ∼ 50 pour K = 260 et

e1 = 0, 108.

Fig. 4.5: Configuration des tourbillons à

l’instant t ∼ 50 pour K = 260 et

e2 = 0, 624.

Les résultats finaux des calculs (pour t > 50) sont présentés sur les figures 4.4 et 4.5.

Le temps t ∼ 50 est en accord avec les résulats présentés dans les expériences de Huang et

al. [29] et Fine et al. [23], dans lesquelles on observe des structures régulières pour des temps

t ∼ 60 (ces structures sont déjà formées bien avant ce temps). Les figures 4.4 et 4.5 montrent

nettement que les champs tourbillonnaires caractérisés par les répartitions initialement diffé-

rentes et ayant les mêmes invariants globaux, ne tendent visiblement pas à évoluer vers une

configuration universelle, unique et axisymétrique. En effet, on remarque bien la présence

d’amas s’organisant différemment dans les deux cas présentés.

Nous pouvons expliquer la présence de ces amas par le fait que la fonction de répartition

des tourbillons, présentée dans la section 4.1, comporte une partie fluctuante, f1(θ0,Ω), qui est

nulle (à cause du moyennage) pour les expériences et les méthodes de modes spectraux, mais

qui ne l’est pas dans notre cas. Si nous enlevions cette fonction fluctuante, tout se passerait

comme si le système évoluait vers une configuration axisymétrique. Donc, les résultats des

figures 4.4 et 4.5 ne s’inscrivent pas dans les prédictions basées sur les arguments habituels de

la mécanique statistique, ce qui pourrait être estimé comme énigmatique. Cependant, nous

avons vu dans le chapitre précédent, que les expériences de Fine et al. [23] mènent également

à la formation de structures régulières (les ”cristaux tourbillonnaires”). La situation n’est donc

pas aussi évidente qu’on pourrait le penser : le système 2D, en évoluant en absence d’une

dissipation et d’un forçage (physique ou numérique), n’oublie pas les conditions initiales de

sa répartition.

Nous allons maintenant tenter de comprendre, par analyse théorique et expérience numé-

rique, pourquoi les structures régulières peuvent parfois apparâıtre.
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4.3 Etude analytique

Les expériences (voir [23]) sur la turbulence 2D sans forçage et en quasi–absence de dis-

sipation montrent que la relaxation de la turbulence peut parfois être stoppée, menant à

une formation de ”cristaux tourbillonnaires” au lieu de la formation d’une tache centrale sy-

métrique prévue par des mécanismes statistiques. Les causes de l’apparition de structures

régulières ne sont actuellement pas claires. Nous montrons que l’approche hydrodynamique

classique permet d’expliquer en principe une cause possible de formation de telles structures.

Après avoir effectué l’analyse théorique, nous appliquons l’expérience numérique afin d’en

confirmer les prévisions.

4.3.1 Système Hamiltonien

Le système expérimental présenté dans le chapitre 2, en section 2.3, est équivalent au

modèle de ”barres” rigides, électriquement chargées, avec des axes orientés le long du champ

magnétique externe et dans ce contexte est analogue au système de tourbillons ponctuels

se déplaçant dans le plan perpendiculaire au champ. Le système est donc un système de

Hamilton. L’Hamiltonien, qui est défini comme l’énergie totale du système, exprimé en terme

de variables canoniques (xi, yi), est (sous la forme adimensionnée en utilisant les échelles

caractéristiques spatiale R et temporelle τ) H = (2N)−1
∑N

i6=j;i,j=1 Hij. Ici, Hij désigne

”l’Hamiltonien d’interaction”entre les ”tourbillons” i et j. Pour des tourbillons ponctuels dans

le plan infini, Hij = −ln rij. Dans l’hydrodynamique classique, quand Hij = ln rij, le champ

de vitesses créé par les tourbillons, est de longue portée, v ∼ r−1, et, donc, les tourbillons

sont influencés, pas seulement par les tourbillons voisins, mais aussi et très fortement par les

tourbillons se trouvant aux grandes distances.

Nous pouvons justifier qualitativement cette observation (voir [19]) en considérant un

grand nombre de tourbillons répartis de façon homogène et positionnés autour d’un tourbillon

(i) (voir la figure 4.6). En effet, chaque tourbillon se trouvant à la distance r du tourbillon

(i), crée pour lui la vitesse v ∼ r−1. Choisissons une bande concentrique, de largeur ∆r, se

trouvant à la distance r du tourbillon (i). Supposons qu’il y ait ”beaucoup” de tourbillons

dans cette bande. En considérant n, la concentration des tourbillons, et 2πr∆r, le ”volume”

dans lequel ceux-ci se trouvent, le champ des vitesses, là où se trouve le tourbillon (i), dû à

l’influence de l’ensemble des autres tourbillons, peut être estimé sous la forme ∼ r−1n2πr∆r.

Cette vitesse, induite par l’ensemble des tourbillons se trouvant dans la bande, devient donc

indépendante de r.
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dr
r

(i)

(j)

Fig. 4.6: Répartition de tourbillons autour

d’un tourbillon (i).

dr

r

(i)

(j) r2

r

Fig. 4.7: Influence des tourbillons situés à

une distance r2 supérieure à r.

Ceci signifie que l’influence des tourbillons situés dans une bande de même largeur ∆r,

mais à une distance plus grande (r2), a même valeur (figure 4.7).

En prenant la somme par rapport à toutes les bandes concentriques possibles, on voit

que l’impact de tous les tourbillons du plan est beaucoup plus prédominant que celui des

tourbillons voisins. On peut, donc, conclure que ce ne sont pas les tourbillons voisins qui

influencent fortement le mouvement du tourbillon (i), mais l’ensemble de tous les tourbillons,

même ceux très éloignés.

Remarquons que dans le cas de N grand, le mouvement du tourbillon (i) ne perturbe pas

significativement le mouvement des autres.

De cette observation qualitative, deux conclusions immédiates découlent : (a) chaque tour-

billon de cet ensemble contenant un très grand nombre de tourbillons se déplace de façon

quasi–indépendante du mouvement de ses voisins ; et (b) tout se passe comme si le tourbillon

choisi se meut dans le champ moyenné créé par l’ensemble des autres tourbillons. Tout se

passe alors comme si chaque tourbillon se meut dans le champ auto–accordé, en fait, moyenné

par rapport aux coordonnées des autres tourbillons.

Nous choisissons alors le i−ème tourbillon et nous introduisons l’expression Hi =

D−1
∫
D
dxjHij ≡ 〈Hij〉. Ici, D est le domaine d’intégration dont la dimension est défi-

nie par la loi de conservation du moment cinétique (Hi est l’Hamiltonien moyenné par

rapport aux positions de tous les autres tourbillons). Introduisons l’opérateur M̂i [...] ≡
(N−1

∑
j −D−1

∫
dxj)[...] et regroupons les termes dans l’Hamiltonien. Après quelques ma-
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nipulations mathématiques, l’Hamiltonien prend la forme

H =

N∑

s=1

Hs +
N

2
M̂iM̂j(Hij − 〈〈Hij〉〉) ≡

N∑

s=1

(
Hs +

1

2
M̂iM̂j(Hij − 〈〈Hij〉〉)

)
. (4.2)

Le premier terme dans l’Hamiltonien décrit des effets collectifs qui dominent lorsque N ≫
1. Selon la définition, Hs ne dépend que du module du vecteur-rayon xs, rs = |xs|. Le

second terme décrit des effets fluctuants, stochastiques dûs aux interactions individuelles des

tourbillons et qui sont significatifs sur la périphérie de la distribution. Si N ≫ 1, le dernier

terme de (4.2) est petit. En effet, lorsque N ≫ 1, (a) l’écart quadratique entre H(ri) et

N−1
∑N

j=1Hij est faible et (b) la norme de l’opérateur M̂i est petite. Remplaçons l’expression

exacte 1
2
M̂iM̂j(Hij − 〈Hij〉) par sa valeur moyennée par rapport au mouvement des autres

(sauf i) tourbillons, W (xs) et considérons ce terme comme une fonction ”mono-particule”,

dans le seul but de passer de la dépendence ”multi-particules” à celle ”mono–particule”. Une

telle procédure est équivalente à celle analogue à [55], p.158. Selon la définition, la fonction

W (xs, t) a la valeur moyenne nulle, 〈Ws〉, c’est-à-dire c’est une fonction oscillante par rapport

à l’angle θs et/ou par rapport au temps.

Ainsi, le problème se réduit au problème du mouvement d’une ”particule” de ”masse”

unitaire dans le champ auto–accordé Hs +Ws. Dans ce qui suit, nous omettons l’indice i en

considérant le mouvement d’un seul tourbillon d’essai. Passons aux variables ”angle–action”,

définies par la transition (x, y)→ (θ, J), avec x =
√

2J sin θ et y =
√

2J cos θ. Les équations

du mouvement du tourbillon d’essai en terme de ces variables deviendront

∂tJ = −∂θH = −∂θW, ∂tθ = ∂JH = Ω(J) + ∂JW. (4.3)

Lorsqu’il y a une perturbation stochastique dans l’Hamiltonien, on peut s’attendre à ce que

la trajectoire du tourbillon soit constituée de deux parties : régulière et fluctuante. Suivant

des idées exposées dans [32], pour des grandeurs régulières moyennées par rapport aux fluc-

tuations stochastiques rapides, on trouve

∂tJ = −∂θH = − Ω′

2ω2
∂θU∂θθU + ... = −∂θ

(
H(J) +

Ω′

4ω2
(∂θU)2

)
,

∂tθ = ∂JH = Ω(J) +
Ω′

2ω2
∂θU∂JθU + ... = ∂J

(
H(J) +

Ω′

4ω2
(∂θU)2

)
+ ... . (4.4)

Ici, Ω′ ≡ ∂JΩ(J). Désignons Heff = H(J) + (Ω′/4ω2)(∂θU)2 ≡ H + H ′ = H(ri) +

εV (ri, θi, t), ε ≪ 1. Tout se passe comme si un tourbillon d’essai se meut suivant une
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trajectoire moyennée dans un champ moyenné Heff variable dans l’espace. Par définition,

V (r, θ, t) = V (r, θ + 2π, t) est une fonction périodique des angles, V (r, θ) = V (r, θ + 2π),

c’est-à-dire

V (r, θ, t) =
1

2

∑

m

[Vm(r, t)eimθ + c.c.], (4.5)

où le symbole c.c. représente la conjugaison complexe, Vm = V ∗
−m. Les équations (4.4) nous

donnent

∂tJ = −1

2
ε
∑

m

(
imVm(t) eimθ + c.c.

)
,

∂tθ = Ω(J) +
1

2
ε
∑

m

(
(∂JVm(t)) eimθ + c.c.

)
. (4.6)

Nous allons maintenant considérer un cas particulier.

4.3.2 Analogie avec le pendule non linéaire

On considère le cas des perturbations qui sont localisées au voisinage d’un niveau J0, près

duquel H ′ possède un maximum net, c’est-à-dire l’excitation est significative au voisinage de

ce niveau. C’est le cas de la périphérie d’une tache tourbillonnaire. Dans ce cas, la dérivée

∂JVm |J0
= 0. On peut simplifier les équations (4.6) au voisinage de J0 en posant r1 = r− r0,

avec |r1| ≪ r0 ≡
√

2J0, et en ne gardant que les termes principaux dans la partie de droite

des équations. En posant θ = θ1 + Ω(J0)t, on obtient

∂tr1 ≃ −ε(2r0)−1
∑

m

[imVm(r0, t) e
i(mΩ(r0)t+mθ1) + c.c.],

∂tθ1 = Ω(r)− Ω(r0) + ... = r0Ω
′(J0)r1 + .... (4.7)

On suppose qu’il n’y ait qu’un seulm. Les équations simplifiées (4.7) pour cette composante

deviennent

∂tr1 = −iε(2r0)−1mVm(t) ei(mθ1+∆mt) + c.c. , ∂tθ1 = r0Ω
′(J0)r1. (4.8)

Développons en série la fonction lente Vm(t) ∼ ∑
n Vmn exp[−inγt]. On peut montrer

que, à droite, le terme dit résonant Vmn exp[−inγt] vérifiant ∆mn = mΩ(J0) − nγ → 0, est

le plus important (voir également [15] et [76]), c’est-à-dire ne gardons que lui. Dans ce cas,

|r1| ∼ ε/∆mn et ne sera pas petit. Le coefficient Vmn peut être complexe. Nous le prenons donc
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sous la forme Vmn = |V |exp(iϕ). On introduit une nouvelle variable, ψ = mθ1 +∆mnt+ϕ+π.

Alors,

∂tr1 ≃ −εmr−1
0 |V | sinψ, ∂tψ = ∆mn +mr0Ω

′|r0 r1, (4.9)

en négligeant les termes d’ordre supérieur. Le système (4.9) peut être réécrit en forme

canonique ∂tr1 = −∂ψH̃, ∂tψ = ∂r1H̃, avec l’Hamiltonien H̃ = (1/2)mr0Ω
′|r0(r1)2

−εm|V |(r0)−1 cos ψ +∆mn r1. Les équations (4.9) sont analogues à celles du pendule non

linéaire ψ̈ + Ω2
N sinψ = 0, avec Ω2

N = m2ε(r0)
−1|V |r0Ω′|r0 . Rappelons que les différents

aspects de la théorie et des applications du modèle d’un oscillateur non linéaire pour des

particules chargées dans le plasma sont donnés dans les travaux [15]. La transition de θ → ψ

signifie que nous sommes passés au repère tournant, ψ = m0θ+ϕ+π = mθ1 +∆mnt+ϕ+π.

Si ∆mn = 0, les positions des points d’équilibre dans ce repère tournant sont définies par l’ex-

pression m0θ1k = kπ+Cte (constante arbitraire). Les positions d’équilibre stable sont données

par θ1k = kπ/m0, avec k pair et les positions d’équilibre instable par θ1k = kπ/m0, avec k

impair. Les trajectoires possibles du tourbillon d’essai sont topologiquement différentes aux

voisinage des points de l’équilibre stable et instable. Dans le premier cas, ce sont les orbites

fermées : tout se passe comme si les tourbillons étaient ”capturés” au voisinage de ces points.

Les estimations sont valables lorsque 0 < ε ≪ δ ≪ 1 ≪ 1/ε, où δ = Ω−1
0 r0Ω

′
0, avec

Ω0 = Ω(r0) ≡ (r−1∂rH)|r0 , qui peut être estimé comme Ω0 ∼ r−2
0 H0 parce qu’il n’y a pas, ici,

d’échelle spécifique. Le phénomène de formation des structures régulières appelées ”cristaux

tourbillonnaires” aura donc lieu lorsque m0 6= 0 (il y a une inhomogénéité angulaire dans la

distribution initiale des tourbillons), ∂JJHs(J) 6= 0 et la partie stochastique, fluctuante, de

l’Hamiltonien, qui est essentiellement localisée sur la périphérie, varie dans le temps d’essai

rapidement, ε ∼ Ω′(J)/ω2 ≪ 1.

Suite à cette étude théorique sur la formation de structures régulières, nous allons appliquer

les simulations numériques afin de confirmer nos résultats.

4.3.3 Application numérique

L’objectif de cette section est d’appliquer les calculs numériques basés sur les équations

formulées dans ce chapitre, afin de vérifier l’exactitude de nos résultats.

Nous nous plaçons en fait dans le cas décrit dans la section 4.3.1. Le système décrivant le

mouvement des centres des tourbillons est donc :

∂tJi = −∂H
∂θi

, ∂tθi =
∂H

∂Ji
,



Etude analytique 68

qui peut être réécrit comme :

∂tJi = −∂Heff

∂θi
, ∂tθi =

∂Heff

∂Ji
,

avec Heff = H(Ji) + εV (ri, θi, t).

Pour les calculs numériques, la forme de l’Hamiltonien est la suivante :

Heff = H0exp(−
ri

2

a2
) + εexp(−(ri − r0)2

b2
)(1− cos(mθi − nt)).

Le système à résoudre est donc le suivant :

∂tJi =
mε

ri + ε′
exp(−(ri − r0)2

b2
)sin(mθi − nt),

∂tθi =
2

a2
exp(−ri

2

a2
) +

2ε(ri − r0)
b2(ri + ε′)

exp(−(ri − r0)2

b2
)(1− cos(mθi − nt)),

où ε′ est un paramètre très petit, ajouté pour éviter les problèmes de singularité (ε′ ≪ 1).

Pour ces calculs, nous avons pris N = 750 tourbillons identiques (γ1 = γ2 = ... = γN =

Γ/N , avec Γ =
∑N

i=1 γi = 1) distribués initialement sur une spirale de 7 spires, avec un

rayon maximum de R = 0, 375. On suppose que les conditions initiales sont telles qu’elles

assurent une inhomogénéité cachée axiale correspondante à m0 = 3 pour le premier cas

et m0 = 5 pour le second cas, avec le maximum se trouvant à r0 = 0, 3 (pour les deux

cas considérés). Pour simplifier au maximum les simulations, nous avons choisi d’utiliser la

”fonction–approximatrice”V (ri, θi) = (1− cos mθi) exp[−(ri− r0)/b2] avec b = 0, 1, ε = 0, 5 ;

en fait, nous avons considéré n = 0, c’est-à-dire que V (ri, θi, t) ne dépend plus du temps

t. L’étude numérique utilise un schéma de Runge-Kutta à l’ordre 4. Pendant le processus

d’évolution, nous avons suivi la conservation de l’énergie totale du système, H. Ce paramètre

est le plus sensible aux erreurs numériques de simulation, c’est pourquoi nous n’avons pas

jugé utile de suivre les autres invariants globaux. Si cet Hamiltonien ne subit que de faibles

variations au cours du calcul, les autres intégrales du mouvement sont automatiquement

conservées.

Les figures 4.8 et 4.9 représentent respectivement les configurations initiales en spirale

de l’expérience de Fine et al. [23], qui est, en fait, une spirale de tungstène chauffée pour

permettre l’émission d’électrons dans le système, puis la spirale, composée de N = 999

tourbillons ponctuels, qui est notre état de base pour la simulation numérique. Nous avons

choisi cette représentation initiale afin de nous placer le plus près possible de la configuration

initiale de l’expérience [23], pour pouvoir ensuite vérifier notre théorie statistique au sujet

des résultats obtenus dans les expériences de Fine et al.
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Fig. 4.8: Spirale initiale de l’expérience [23].
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Fig. 4.9: Spirale initiale de nos simulations.
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Fig. 4.10: Formation de 3 et de 5 ”super-tourbillons”.
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La figure 4.10 représente les configurations pour des évolutions au temps t ∼ 100, avec

m = 3 et m = 5 respectivement, r0 = 0, 375 et b = 0, 1 pour les deux cas. On remarque que

pour les deux cas, il existe la formation de zones qui piègent les tourbillons ponctuels en ne

les laissant plus ressortir, qu’on appelle ”super-tourbillons”. En fait, pour le premier cas, nous

avons perturbé 3 domaines et dans le deuxième, 5, et on observe bien que pour chaque cas,

chaque perturbation amène bien à un super tourbillon.

Fig. 4.11: Les tourbillons se trouvant initialement dans les domaines perturbés y sont piégés, alors

que ceux se trouvant à l’extérieur coutournent ces zones.

La figure 4.11 présente l’évolution de tourbillons en fonction de l’endroit où ils se situent au

départ. Pour ce calcul, on a utilisé N = 16 tourbillons, m = 6, r0 = 1 et b = 0, 1. On constate

qu’un tourbillon se trouvant initialement dans une zone de ”capture” se retrouve piégé dans

cette zone (zone (1)). Les zones de ”capture” existent à partir d’une valeur minimale du po-

tentiel V . Elles sont séparées du reste du domaine par les séparatrices. Chaque tourbillon

se trouvant, initialement, à l’extérieur des zones de ”capture” suit un trajet qui contourne

les zones (1). En résumé, il y a plusieurs possibilités : (a) des tourbillons, se trouvant par

hasard dans le domaine (1) dès la configuration de départ, effectueront dans ce domaine un

mouvement régulier, en formant un ”super-tourbillon”; (b) des tourbillons se trouvant initia-

lement dans les domaines (2) et (3) effectueront des mouvements stochastiques, désordonnés,

pénétrant des domaines (2) vers (3) à travers les points hyperboliques, à cause des effets de

dissipation toujours existant ; (c) finalement, une tache quasi-homogène de rayon rf > r0

peut se former au centre du domaine.

La figure 4.12 nous présente deux ”cristaux tourbillonnaires” obtenus par Fine et al.

Pour ces deux configurations, on observe des structures contenant 3 et 5 ”taches”, que nous
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Fig. 4.12: Deux ”Cristaux tourbillonnaires” observés dans les expériences [23], possédant 3 et 5

taches.

allons comparer à nos résultats numériques. En fait, on remarque que nos configurations

contenant 3 et 5 ”super-tourbillons” (figure 4.10) se rapprochent visuellement des ”cristaux

tourbillonnaires” de la figure 4.12. Ceci confirme qualitativement l’idée qu’une formation

de structures régulières peut être provoquée par des fluctuations dynamiques dans le

système. Rappelons toutefois que les expérimentateurs ont observé que parfois des structures

régulières apparaissent, mais pas toujours. En situation actuelle, comme les magnitudes

de paramètres fluctuants ne sont pas bien déterminées (et même leur nature n’est pas

claire), il serait exagéré de faire des estimations quantitatives : nous nous limitons donc aux

explications qualitatives.

Dans ce chapitre, nous avons vu que deux systèmes tourbillonnaires ayant les mêmes

invariants globaux n’évoluent pas forcément vers les mêmes configurations finales. Ensuite,

on peut dire que le modèle dynamique utilisé dans notre travail indique l’importance du

rôle des fluctuations des champs extérieurs, qui peuvent être cruciales pour la réalisation des

structures régulières.
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Chapitre 5

Mécanique statistique des tourbillons

ponctuels

Dans ce chapitre, nous allons utiliser les fonctions thermodynamiques pour analyser le

comportement des tourbillons ponctuels dans un domaine borné. En fait, nous allons mettre

en place un principe d’évolution des configurations en fonction de leur température initiale.

5.1 Mécanique statistique des tourbillons ponctuels

5.1.1 Introduction générale

On trouvera quelques informations sur la mécanique statistique et la thermodynamique

en annexe C.

Commençons par rappeler brièvement quelques principes physiques de base.

Soit un système Hamiltonien avec les coordonnées généralisées qi et les moments pi.

Dans toutes les considérations, nous utilisons la notation X = (X1, ... , XN ) ≡
(q1, p1, q2, p2, ... qN , pN). Le produit de toutes les différentielles est noté par dX =

dX1dX2...dXN ≡ dq1dp1dq2dp2 ... dqNdpN . L’Hamiltonien, H = H[X,R], dépend des va-

riables dynamiques qi, pi et d’un paramètre externe R, ou d’un petit nombre de paramètres

Rs, s = 1, ... ,M , décrivant l’influence des facteurs externes.

Les équations d’Hamilton pour les variables canoniques qi, pi sont la série d’équations dif-

férentielles du premier ordre par rapport au temps. Les valeurs de tous les X(t) à t 6= 0 sont

complétement définies par leur valeur à t = 0. Ces propriétés permettent d’introduire la ”tra-

jectoire de phase”. En mécanique classique, on suppose que ces ”trajectoires”ne s’interceptent

pas.
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Quand tous les Rs sont fixés, les ”trajectoires” d’un système appartiennent à une surface

d’énergie H = H[X,R] = E = Cte.

Du point de vue de la mécanique, l’état d’un système est complétement défini par les va-

riables canoniques X. Nous appellerons cet état micro–canonique : l’état d’un micro-modèle.

Dans l’approche macroscopique, l’état d’un système est défini par un nombre limité de

paramètres appelés ”paramètres mesurables”. Dans cette voie, une multitude d’états micro-

scopiques différents correspondent au même état macroscopique du système. En résultat, la

macro-description du système, par un nombre limité de macro-paramètres, est incomplète et

ne peut être décrite que par des méthodes probabilistes.

En partant de la formulation micro-canonique, nous supposons que l’état du système est

complétement défini par son Hamiltonien total.

Rappelons quelques postulats classiques.

La configuration d’un système est caractérisée par un ensemble de variables canoniques

X = {Xi}, qui correspond au point X de l’espace de phase. L’égalité H[X,R] = E ”découpe”

une hyper-surface dans l’espace de phase : les états de phases possibles sont localisés sur cette

hyper-surface. L’intégrale

Γ′(E,R) ≡ ∂Γ

∂E
=

∫

DN

dXδ(E −H[X,R]) (5.1)

détermine une densité énergétique d’états de phase, c’est-à-dire un nombre d’états du système

qui se situent entre les énergies E et E + dE. Ici, δ(s) est la fonction de Dirac d’argument s.

Le volume de l’espace de phase est défini par l’intégrale

0 ≤
∫ +∞

E0

dE Γ′(E,R) = DN ≤ +∞. (5.2)

Ici, on suppose que H[xi, R] < +∞ et que le volume de phase pour l’état caractérisé par

E = E0 est nul.

Il découle de (5.1) et (5.2) que la distribution micro-canonique de probabilité d’énergie est

donnée par l’expression

wmc(E) = D−Nδ(E −H[X,R]). (5.3)

En suivant [37], l’entropie est définie à l’aide de la densité d’états de phase, par l’expression

S(E,R) = ln[Γ′(E,R)] + Cte
1 . (5.4)

Cette formulation est correcte mais différente de la définition, (disons traditionnelle) utilisant

le volume de phase totale (voir les livres, où l’idée de L. Boltzmann est discutée en détail).
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Cependant, la formulation (5.4) est plus naturelle. D’un autre côté, l’espace de phase total

pour les systèmes avec un volume de phase fini peut être défini de deux manières : par

Γ(E,R) =
∫
DN dXθ(E −H[X,R]) et par Γ1(E,R) =

∫
DN dXθ(H[X,R]− E). Evidemment,

Γ1(E,R) = DN − Γ(E,R). Cependant, il semble plus naturel que la théorie ne dépende pas

du choix de la forme concrète de Γ ou Γ1 ou de leur valeur.

La différentielle de S(E,R) est donnée par

dS(E,R) = dE
∂ ln Γ′(E,R)

∂E
+ dR

∂ ln Γ′(E,R)

∂R
. (5.5)

L’expression (5.5) détermine la ”relation thermodynamique” de base suivante :

dS(E,R) = β dE + βFR dR, (5.6)

et permet d’introduire la température

∂ES(E,R) = Γ′(E,R)−1∂EΓ′(E,R) = β ≡ θ−1, (5.7)

et la ”force généralisée” donnée par FR = ∂R ln Γ′(E,R)/∂E ln Γ′(E,R).

La densité des états de phase, Γ′, est complétement caractérisée par l’HamiltonienH[X,R].

5.1.2 Approximation auto-corrélée

Soit un grand nombre de ”particules” N ≫ 1, qui interagissent dans le système. Dans

ce cas, chaque particule se meut dans un champ créé par l’ensemble des autres particules.

Si le potentiel d’interaction est de courte portée, le mouvement d’une particule est causé

par son interaction avec les particules les plus proches. Si le potentiel de l’interaction est de

longue portée, le mouvement des particules est causé par l’action collective de l’ensemble des

”particules”.

Dans ce cas, l’Hamiltonien de chaque ”particule” est décomposé en deux parties : partie

moyennée (qui respecte les mouvements de toutes les autres particules) et partie fluctuante,

c’est-à-dire H(x1, ... xN) =
∑N

i=1 Ui(xi)+H
′. Il est évident que les fluctuations se manifestent

fortement sur la périphérie de la distribution des particules seulement.

Si on néglige les fluctuations de l’Hamiltonien, H ′, le problème est considéré dans le cadre

de l’approximation du champ principal. La fonction Ui(xi) est la partie de l’Hamiltonien total

(partie de l’Hamiltonien qui est moyennée et qui respecte le mouvement des autres éléments)

qui est défini par les effets collectifs. La fonction Ui(xi) est donc caractéristique d’un champ

auto-corrélé du système au point xi.
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Puisque le système tronqué a un nombre fini d’éléments identiques N et que ce nombre

d’éléments est grand, les déviations H ′ = H −
∑N

i=1 Ui(xi) sont, en moyenne, petites ; tou-

tefois, la déviation peut prendre localement toutes les valeurs possibles. Dans un tel cas,

dans le système comprenant un nombre fini d’éléments, les fluctuations de H sont admises,

c’est-à-dire le système évolue comme si il était en contact avec un ”thermostat”.

Ayant à l’esprit que le système a un nombre fini, N , d’éléments identiques, le volume de

phase du système est en fait plus petit que celui défini par l’équation (5.1) : en effet, les mêmes

états physiques correspondent à des états de configuration avec des permutations différentes

N ! d’éléments. Ainsi, la densité des états de phase peut être remplacée par Γ′(E,R) →
(N !)−1Γ′(E,R), c’est-à-dire

Γ′(E,R) ≡ ∂Γ

∂E
=

1

N !

∫

DN

dXδ(E −H[X,R]). (5.8)

Cette modification n’est pas importante si le nombre N est fixé.

5.2 Champ auto–accordé des tourbillons

Quelques informations sur la dynamique des tourbillons ponctuels sont données en annexe

D.

Soit un système de N tourbillons identiques, positifs.

Adimensionnons les équations de leur évolution en utilisant les échelles caractéristiques

suivantes : spatiale R, temporelle τ = 2πR2/Γ et énergétique H0 = Γ2/2πN.

Après cette opération, l’Hamiltonien, qui est normalement l’énergie totale (adimensionnée

sur H0) du système, exprimée en termes des variables canoniques xi, yi (adimensionnées),

prend la forme

H =
1

2N

N∑

i6=j;i,j=1

Hij. (5.9)

Ici, Hij est ”l’Hamiltonien des interactions” entre les tourbillons i et j. Le facteur un-demi

est présent car le terme décrivant l’interaction entre les tourbillons i et j apparâıt dans la

somme double deux fois, Hij et Hji. Dans les équations du mouvement des tourbillons, nous

ne comptabilisons donc pas deux fois le même processus.

Le mouvement des tourbillons obéit aux équations adimensionnées suivantes :

∂txi =
∂H

∂yi
, ∂tyi = −∂H

∂xi
. (5.10)
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Pour les tourbillons ponctuels, Hij = ln rij. Il y a donc une singularité lorsqu’on prend

rij → 0. Normalement un tourbillon ponctuel ne s’influence pas par lui même, c’est pourquoi,

afin d’éviter le problème d’apparition des singularités dans les sommes de type (5.9), on

soustrait les termes diagonaux en indiquant que i 6= j dans la somme.

Rappelons que, comme nous l’avons montré dans le chapitre précédent, tout se passe alors

comme si chaque tourbillon se meut dans le champ auto–accordé, en fait, moyenné par rapport

aux coordonnées des autres tourbillons.

Discutons ce thème plus en détail.

Pour ne pas rencontrer le problème de l’auto–action, réécrivons (5.9) sous forme symé-

trique, en remplaçant le terme singulier ln rij par l’expression ln(r2
ij + ǫ2)1/2, où ǫ ≪ 1. Un

tel changement signifie qu’un petit domaine, de rayon ∼ ǫ, autour de chaque tourbillon est

éliminé de la considération. Rappelons qu’on travaille avec des rij adimensionnés. Dans ce

qui suit, nous allons considérer H comme la limite de Hǫ quand ǫ → 0. Après le calcul, le

terme singulier, ∼ ln ǫ, est soustrait, même s’il est infiniment grand, parce qu’il ne dépend

pas des variables dynamiques.

L’expression pour l’Hamiltonien s’écrit sous la forme

H(ǫ) =
1

2N

N∑

i,j=1

H
(ǫ)
ij ≡

≡ 1

2N

∑

i

N

∫
dxjw1(xj)H

(ǫ)
ij +

1

2N

∑

i

N

(
1

N

∑

j

−
∫
dxjw1(xj)

)
H

(ǫ)
ij .

Ici, w1(xj) est la probabilité de trouver le j-ème tourbillon au voisinage de xj. Pour une ré-

partition homogène, on a w1(xj)→ D−1, où D est le domaine d’intégration. Indiquons que la

structure concrète de w1(xj) doit être trouvée à partir d’une analyse spéciale complémentaire.

Désignons l’opérateur entre parenthèses par M̂j.

On obtient

H(ǫ) =
1

2

∑

i

U
(ǫ)
i +

N

2

1

N

∑

i

M̂jH
(ǫ)
ij ≡

≡ 1

2

∑

i

U
(ǫ)
i +

N

2

∫
dxiw1(xi)M̂jH

(ǫ)
ij +

N

2
M̂jM̂iH

(ǫ)
ij . (5.11)

Après quelques manipulations simples, on trouve que

H(ǫ) =
1

2

∑

i

U
(ǫ)
i +

1

2

∑

j

U
(ǫ)
j +

N

2

[
M̂iM̂j −

∫
dxidxjw1(xi)w1(xj)

]
H

(ǫ)
ij ,

ou, sachant que les indices i et j dans les deux premières sommes sont muets,

H(ǫ) = H0 +
∑

i

U
(ǫ)
i +

N

2
M̂iM̂jH

(ǫ)
ij ,
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où

H0 = −N
2
〈H(ǫ)

ij 〉 ≡ −
N

2

∫
dxidxjw1(xi)w1(xj)H

(ǫ)
ij .

L’intégrale double par rapport aux xi,xj, H0, peut être omise. Elle ne présente pas d’intérêt,

parce que c’est une constante qui ne se manifeste pas dans les équations de la dynamique et

ne détermine que le niveau à partir duquel l’énergie commence à compter. Egalement, d’après

la définition, le terme H0 peut être mis sous le symbole de l’opérateur M̂jM̂i : M̂iH0 = 0.

En soustrayant la constante, on obtient, après une symétrisation des indices :

Hǫ → Hǫ =

N∑

s=1

U (ǫ)
s +

N

4

[
M̂iM̂j + M̂jM̂i

](
H

(ǫ)
ij − 〈H

(ǫ)
ij 〉

)

︸ ︷︷ ︸
H′

. (5.12)

Ici, U
(ǫ)
i est défini par

U
(ǫ)
i =

∫

D

dxjw1(xj)H
(ǫ)
ij . (5.13)

SiN ≫ 1, on peut s’attendre (voir la sous-section sur la lemme de Gibbs) à ce que l’écart entre

1
2

∑N
j=1Hij et U(ri) soit petit en moyenne, par exemple ∼ N−1/2, quoique, formellement, il

peut être arbitraire. Alors, dans l’approximation qui nous intéresse et selon la mise en relief

exécutée des termes prédominants, la première somme de (5.12) est prédominante et le dernier

petit terme (fluctuant), H ′, peut être omis.

La valeur de H
(ǫ)
i peut évidemment être soit positive, soit négative.

Dans ce qui suit, nous ne gardons que la partie essentielle dans l’expression de l’Hamiltonien

H(ǫ) → H =
∑

i

Ui, (5.14)

en négligeant les fluctuations. Le problème se réduit donc au problème du mouvement des

”particules”, non interagissant entre elles, dans les champs extérieurs, auto–accordés, Ui (tou-

tefois, dans ce qui suit, nous garderons le même terme : ”tourbillon”).

Le mot ”auto–accordé” signifie que le champ Ui est défini par l’intégrale d’une quantité

multipliée par la probabilité de trouver une configuration quelconque, qui est à son tour une

fonction de Ui.

L’omission du terme fluctuant dans l’Hamiltonien amène à ce que l’énergie totale du fluide

ne soit plus conservée : elle subit de petites fluctuations. Tout se passe comme si le système

interagissait avec un thermostat en effectuant un échange chaotique et continu d’énergie. En

conséquence, c’est la ”température” du système qui est fixée par celle du thermostat, et non

l’énergie. La distribution spatiale des tourbillons va donc être caractérisée par celle similaire

à la distribution canonique (de Gibbs).
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L’idée dominante de la discussion ci-dessus a été que, pour N ≫ 1, ”l’énergie”moyenne Ui

du tourbillon i est la fonctionnelle (5.13), fonction de la probabilité de se trouver dans un état :

Ui = Ui[w1]. Maintenant, pour boucler l’étude, il faut trouver la dépendence w1 = w1(U1).

5.2.1 Commentaires sur le volume de l’espace de phase pour les

tourbillons ponctuels

Au cours de leur mouvement, les tourbillons peuvent s’approcher les uns des autres, se

concentrer au voisinage de la frontière ∂D, ... La distance mutuelle minimale est déterminée

par les lois de conservation du moment cinétique et de l’énergie. Les configurations possibles

sont régies par les mêmes lois. Tous les points de D sont accessibles pour les tourbillons.

Nous supposons qu’aucun tourbillon n’entre en contact avec la frontière ∂D. En effet, le

système ayant initialement une énergie finie E donnée, restera toujours sur l’hyper–surface

énergétique correspondant à cette énergie E, tandis qu’une position sur la frontière corres-

pondrait à E infinie.

Le volume de phase total est de Γ(E) ≤ DN . Il est donc limité par une frontière ∂D qui

correspond à l’hyper–surface énergétique ∂ED, caractérisée par la valeur E = +∞. Alors,

l’hyper–surface énergétique sur laquelle le mouvement des tourbillons est effectué, avec E

finie, n’intercepte jamais la frontière ∂ED.

C’est pourquoi la définition (5.1) reste valable pour les tourbillons.

5.2.2 Intégrales d’états pour N ≫ 1

Nous pouvons réécrire (5.8) comme

Γ′(E,R) =
1

2πN !

∫ +∞

−∞

dk eikE
∫

DN

dX e−ikH[X,R] =

=
1

2π

∫ +∞

−∞

dk

[
1

N !
eikE

∫

DN

dX e−ikH[X,R]

]
, (5.15)

en utilisant les définitions

Θ(s) =
1

2πi

∫ +∞

−∞

dk

k
eiks, δ(s) =

1

2π

∫ +∞

−∞

dk eiks. (5.16)

On considère l’expression

I(k,E) = eikE
1

N !

∫

DN

dX e−ikH[X,R]. (5.17)
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En laissant H =
∑N

i=1 Ui(xi), nous obtenons

I(k,E) = eikE
1

N !

[ ∫

D

dq1dp1 e
−ikU1[X1,R]

]N

= expG1(k), (5.18)

où

G1(k) =

ikE − lnN ! +N ln

∫

D

dq1dp1e
−ikU1[X1,R]. (5.19)

Changeons ik en ν. Alors

G(ν) =

νE − lnN ! +N ln

∫

D

dq1dp1e
−νU1[X1,R], (5.20)

et nous pouvons réécrire l’expression pour les états de densité d’énergie comme

∂Γ(E,R)

∂E
=

1

2πi

∫ +i∞

−i∞

dν expG(ν). (5.21)

Le volume de phase est évidemment

Γ(E,R) =
1

2πi

∫ +i∞

−i∞

dν

ν
expG(ν), (5.22)

à cause de ∂EG(ν) = ν.

Si le nombre N est grand, mais fini, on peut utiliser la méthode de descente la plus rapide

pour trouver les valeurs asymptotiques des intégrales. Comme ν est indépendant de N pour

des grands nombres, la valeur asymptotique est déterminée par les points stationnaires de la

fonction G(ν). Le point stationnaire est donc déterminé par l’équation

Gν |ν=β≡
∂G

∂ν
|ν=β=

E − N

Z1(β)

∫

D

dX1U1(X1, R)×

× exp(−βU1(X1, R)) = 0, (5.23)

avec

Z1(β) =

∫

D

dX1 exp(−βU1[X1, R]). (5.24)

Une solution de l’équation (5.23) donne ”l’équation d’état” : β = β(E,N).
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5.2.3 Probabilité, somme statistique et température

Soit la notation

w1(X1) = Z−1
1 exp[−βU1[X1, R]]. (5.25)

L’expression (5.25) détermine la densité de probabilité des ”coordonnées”, qui est normalisée

par

∫

D

dX1w1 = 1. (5.26)

L’expression

Z1(β,R) =

∫

D

dX1e
−βU1[X1,R] (5.27)

est appelée la ”somme statistique”, ou ”l’intégrale des états”. En sauvant la somme statistique,

nous pouvons trouver toutes les fonctions thermodynamiques.

En introduisant le moyennage partiel statistique, par définition

〈A(X)〉1 =

∫

D

dX1A(X1, ...)w1(β,X1), (5.28)

nous obtenons que, au point ν = β, l’énergie

E −N
∫

D

dX1U1[X1, R]w1(X1) = 0, (5.29)

peut être réécrite sous la forme

E −N〈U1〉1 = 0. (5.30)

Ici, U1 est calculée à partir de la représentation H =
∑N

i=1 Ui(Xi). Il existe une dépendance

entre E,R, et θ = β−1, donnée par (5.30).

Ayant calculé les dérivées de G(ν) au point ν = β, (5.23), nous pouvons trouver à partir

de (5.24) que la seconde dérivée au même point est donnée par

Gνν |β= N

∫

D

dX1U1(X1)∂νw1(X1) |β=

= −N〈U2
1 〉1 +N〈U1〉21

= −N〈[U1 − 〈U1〉1]2〉1 ≡ −N∆2, (5.31)

avec ∆ =| U1 − 〈U1〉1 |.
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Introduisons la notation F (β,R,N) = −Nβ−1 lnZ1. Nous obtenons alors l’estimation

suivante pour la densité du nombre d’états

∂EΓ(E,R) ≃ exp(βE − lnN !− βF )

×[
1

2πi

∫

C

dν exp(−N
2

∆2(ν − β)2]

≃ Cte

N1/2∆
exp(βE − lnN !− βF ), (5.32)

et

∂EEΓ(E,R) ≃ β∂EΓ(E,R). (5.33)

En fait, ayant l’extrémum local au point ν = β, pour obtenir les valeurs asymptotiques des

intégrales, nous pouvons déformer la ligne d’intégration d’un chemin où passe le point ν = β.

Par conséquent, en accord avec la méthode de descente la plus rapide, si Gνν |β|2 ∼ N∆2β2 ≫
1, dans la principale approximation, nous trouvons nécessairement toutes les intégrales.

La structure de (5.32) et (5.33) permet immédiatement d’introduire une définition de la

température, θ (β ≡ θ−1). En fait, pour N ≫ 1, on obtient β = (∂EEΓ(E,R))/∂EΓ(E,R)→
β.

Pour des tourbillons ponctuels, la densité énergétique des états est une fonction exponen-

tiellement dépendante de l’énergie (ce fait ne contredit pas les postulats de la mécanique

statistique, voir [67], p.314).

5.2.4 Introduction de fonctions thermodynamiques

Il est commode d’introduire la fonction

F (β,R,N) = −Nβ−1 lnZ1, (5.34)

où il est rendu compte que l’Hamiltonien, et par conséquent F, dépend du paramètre externe

R.

Dans ce cas, nous pouvons réécrire l’expression (5.25) sous la forme

w1(X1) ≡ exp[βN−1F − βU1[X1, R]]. (5.35)

Une telle expression, dans la mécanique classique des particules, est appelée distribution

canonique de Gibbs.
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Exprimons maintenant l’énergie interne des tourbillons à l’aide de Z1. Calculons pour cela

la dérivée de l’équation (5.26) par rapport à β (nous utilisons (5.35)) :

∫

D

dX1[β
∂F

∂β
+ F −NU1[X1, R]]

× exp[βN−1F − βU1[X1, R]] = 0, (5.36)

ou

E = N〈U1[X1, R]〉1 =∫

D

dX1[β
∂F

∂β
+ F ] exp[βN−1F − βU1[X1, R]] =

= β
∂F

∂β
+ F = −N ∂

∂β
lnZ1. (5.37)

L’expression pour l’entropie peut être estimée à partir de la définition (5.4) comme

S(E,R) = ln Γ(E,R) ≃

βE +N ln

∫

D

dX1e
−βU1[X1,R] −N lnN + ... =

= βE − βF −N lnN + ... =

= −Nβ ∂

∂β
lnZ1 +N lnZ1 −N lnN + ... =

= −Nβ2 ∂

∂β

(
1

β
lnZ1

)
−N lnN + ... . (5.38)

Des petits termes d’ordre N−1, N−1 lnN−1 sont abandonnés dans le membre de droite de

cette expression. Rappelons que, à la ”limite thermodynamique”, N →∞, l’énergie libre est

définie par l’expression F = E−TS. Le terme N−1 lnN−1 dans la partie droite de l’expression

reflète le fait que le volume de phase pour un système de N éléments identiques est plus petit

à cause du facteur N ! et, par cette raison, l’énergie libre et la somme statistique ont été

modifiées. Pour un procédé pour lequel le nombre d’éléments n’est pas modifié, ce terme

n’est pas significatif.

Après quelques manipulations mathématiques, on obtient la définition classique

S(E,R) = −N
∫

D

dX1w1(X1) lnw1(X1)−N lnN. (5.39)

En fait, en approximation thermodynamique, l’entropie est déterminée par

S(E,R) = − ∂F

∂(β−1)
, (5.40)
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où θ = β−1 est la ”température” du gaz tourbillon. En utilisant (5.37), on obtient

S(E,R) = − ∂F

∂(β−1)
= −βF + βE =

−
∫

D

dX1[βF − βNU1] exp[βN−1F − βU1[X1, R]], (5.41)

d’où le résultat (5.39).

Ainsi, l’entropie est proportionnelle à la valeur moyennée de la probabilité de densité

logarithmique, et n’est pas la valeur moyennée d’une valeur mécanique. En conséquence, la

température, β−1, et l’entropie ont des valeurs caractérisant un ensemble statistique, mais

pas un micro-état mécanique du système.

5.2.5 Fluctuations de l’Hamiltonien

Soit la valeur moyennée d’un volume phase

〈u〉 =

∫

DN

dXu(X,R) exp[βF −NβU1[X1, R]], (5.42)

où wfull ≡ wN = exp[βF −NβU1[X1, R]]. En différentiant cette valeur par rapport à β, nous

obtenons

∂〈u〉
∂β

= 〈u[F −NU1]〉+ 〈u〉β
∂F

∂β
=

= −〈uH〉+ 〈u〉〈H〉. (5.43)

En notant 〈〈u〉(H − 〈H〉)〉 = 0, on obtient la relation suivante :

∂〈u〉
∂β

= −〈(u− 〈u〉)(H − 〈H〉)〉. (5.44)

En prenant u = H, nous obtenons l’expression (lemme de Gibbs) :

∂〈H〉
∂β

= −〈(H − 〈H〉)2〉. (5.45)

Ainsi, la fluctuation relative de l’énergie est estimée par (5.45). Nous avons également, pour

u = H :

ǫ2 ≡ (
∆(E)

E
)2 =

〈(H − 〈H〉)2〉
〈H〉2 = − 1

〈H〉2
∂〈H〉
∂β

= − 1

N

1

〈U1〉2
∂〈U1〉
∂β

. (5.46)

Cette expression tend vers zéro quand N → ∞, et par conséquent, les fluctuations relatives

(spontanées) de l’Hamiltonien H − 〈H〉 sont petites, ǫ ∼ N−1/2 ≪ 1.
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5.3 Tourbillons ponctuels dans un récipient cylindrique

Les expériences en laboratoire sont généralement exécutées dans des récipients aux dimen-

sions finies, qui sont entourés par des parois solides imperméables. Dans cette sous-section,

on décrit comment la présence de telles frontières physiques influence le procédé d’auto-

organisation dans les écoulements (quasi-)2D turbulents.

Que se passe-t-il quand les tourbillons s’approchent des parois ? Comment la géométrie

des récipients influence les formes des structures de l’auto-organisation ?

Nous considérons un système dynamique de tourbillons identiques, de circulation Γ/N et

de coordonnées instantanées xi(t), adimensionnées par l’échelle spatiale R, où i = 1, ... , N

≫ 1, et où R est le rayon du récipient. L’échelle temporelle est τ = 2πR2/Γ.

Dans ce cas, les équations dynamiques pour les coordonnées adimensionnées des centres

des tourbillons sont

∂txi =
∂H

∂yi
, ∂tyi = −∂H

∂xi
, (5.47)

où l’Hamiltonien adimensionné (voir [9] pour comparer) est défini par

H =

N∑

i=1

U i, (5.48)

avec

U i =
1

2N

N∑

j=1

′

g(xi,xj) +

[
1

N
ln(1− r2

i )

]
. (5.49)

Ici, N ≃ N − 1 ≫ 1, r2
i = x2

i + y2
i , r

2
ij = (xi − xj)

2 + (yi − yj)
2, i 6= j. Le terme [...] =

N−1 ln(1− r2
i ) peut être omis dans les calculs qui suivent. La double somme respecte i, j de

toutes les paires, c’est-à-dire il y a N(N − 1) ≃ N2 termes individuels dans cette somme. Le

facteur 2 reflète la condition de symétrie i ⇋ j dans l’expression de l’Hamiltonien.

Les équations de mouvement sont donc de forme standard. Si Γ < 0, on a τ < 0. Dans ce

cas, il suffit de faire la permutation xi ⇋ yi et la forme des équations reste la même.

Le noyau g(xi,xj) est donné par l’expression

g(xi,xj) =

1

2
ln r2

ij −
1

2
ln(1− 2xi · xj + r2

i r
2
j ). (5.50)
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L’asymétrie dans les termes logarithmiques provient des conditions aux frontières (que l’on

doit respecter).

L’espace de phase est évidemment limité et son volume est (πR2)N → πN .

Réécrivons l’expression (5.50) sous une forme plus commode

g(xi,xj) =
1

2
ln(a− cos θij) +

1

2
ln(2rirj)

−1

2
ln(b− cos θij)−

1

2
ln(2rirj) ==

1

2
ln
a− cos θij
b− cos θij

, (5.51)

où a = (r2
i + r2

j )/2rirj et b = (1 + r2
i r

2
j )/2rirj. Si ri = 1 (ou rj = 1), nous obtenons a = b et

g|ri=1 = 0.

La somme dans (5.49), avec (5.51), tient compte des ”interactions” des tourbillons dans

l’espace illimité. Cette interaction donne −Emin (la valeur de l’énergie minimale −Emin est

définie par conservation du moment angulaire) quand rij → rmin (pour le cas considéré de s

tourbillons de même signe). La somme dans (5.49), avec (5.51), tient également compte de

l’interaction de chaque tourbillon avec les images de tous les autres tourbillons. Ces derniers

termes deviennent singuliers si ri, rj → R, c’est-à-dire si un tourbillon touche la frontière.

Nous négligeons les termes qui décrivent l’interaction ”tourbillon image” de chaque tour-

billon pour N ≫ 1.

A cause des combinaisons variées des termes avec ri → R ou rij → 0, on remarque que H

peut avoir les valeurs limites suivantes : −Emin (quand rij → 0) et +∞ (quand rs → 1).

En remplaçant (2N)−1
∑

j ... →
∫
D
dxw1(x) ... et en négligeant les petits termes d’ordre

N−1/2 → 0, nous pouvons écrire (pour les valeurs adimensionnées) :

U1(x1) =

∫ ′

D

dxw1(x) g(x1,x) + [...]. (5.52)

L’équation (5.52) peut être réécrite sous la forme

U1(x1) =

= eβF1

∫ ′

D

dx g(x1,x)e−βU1(x) + [...], (5.53)

où, le point singulier possible dans l’intégrale peut être éliminé, et où l’expression (5.25) a

été utilisée.

Nous pouvons écrire l’équation qui suit pour trouver la fonction Y (x1) = exp(−βU1(x)) :

− β−1 lnY (x1) = eβF1

∫ ′

D

dx g(x1,x)Y (x) + [...]. (5.54)

L’équation pour w(x1) est évidemment

− β−1 ln w1(x1)−
∫ ′

D

dx g(x1,x)w1(x) = −F1 + [...]. (5.55)
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5.4 Distribution axialement symétrique

5.4.1 Formulation du problème et quelques estimations prélimi-

naires

Soit une distribution axialement symétrique w1(x1) = w
(0)
1 (r1). Dans ce cas, à partir de

l’équation (5.55), nous obtenons :

− 1

β
lnw

(0)
1 (r1)−

∫ 1

0

dr r w
(0)
1 (r)×

×
[
1

2

∫ π

−π

dθ ln
b− cos (θ − θ1)

a− cos (θ − θ1)

]
= −F1. (5.56)

Le terme N−1 ln(1− r2
1) est omis ici.

En utilisant les expressions données en Annexe E, nous réécrivons l’équation (5.56) comme

− 1

β
lnw

(0)
1 (r1)− π

∫ 1

0

dr r w
(0)
1 (r)×

×
[
(ln r1)θ(r1 − r) + (ln r)θ(r − r1)

]
= −F1, (5.57)

ou

− 1

β
lnw

(0)
1 (r1)− π

[ ∫ r1

0

dr r w
(0)
1 (r)

]
ln r1

−π
∫ 1

r1

dr r w
(0)
1 (r) ln r = −F1. (5.58)

La solution de cette équation dépend des paramètres β et F1, c’est-à-dire w
(0)
1 =

w
(0)
1 [β, F1; r]. Cette fonction est normalisée par la condition

2π

∫ 1

0

dr r w
(0)
1 [β, F1; r] = 1, (5.59)

qui donne l’équation d’état, c’est-à-dire la dépendance F1 = F1(β). Sachant que

F1(adimensionn) = F1(dimensionn)/F0 est une énergie libre adimensionnée, le R n’apparâıt pas

dans le coefficient de normalisation F0 = Γ2/2πN.

Intéressons nous à quelques estimations utiles avant de résoudre l’équation (5.58). Les cas

extrêmes sont donnés par :

− 1

β
lnw

(0)
1 (0)− π

∫ 1

0

dr r w
(0)
1 (r) ln r = −F1, (5.60)
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et

− 1

β
lnw

(0)
1 (r → 1)→ −F1. (5.61)

La seconde expression montre que la probabilité de trouver des tourbillons au voisinage de la

frontière n’est pas petite, seulement si le produit βF1 est positif. Il faut cependant être attentif

car l’équation (5.58) n’est valable que hors d’une très fine couche au voisinage immédiat de

la frontière.

Nous obtenons :

w
(0)
1 (r → 1)→ w

(0)
1 (0) exp

[
− βπ

∫ 1

0

ds sw
(0)
1 (s) ln

1

s

]

∼ w
(0)
1 (0) exp

[
− βπ ln

1

rc

]
, (5.62)

car 0 < s < 1. Ici, 2 < r−1
c < 3 est un certain facteur numérique intermédiaire.

Dans cette approximation, un pic central intense se forme quand β > 1.

5.4.2 Solution analytique

Introduisons la fonction Y (r;µ) à partir de la relation w
(0)
1 (r) = Y (r;µ) exp(βF1). Ici, le

paramètre µ est défini par µ = πβ exp(βF1), c’est-à-dire

F1 =
1

β
ln

µ

πβ
. (5.63)

L’équation devient

lnY (r) + µ

[( ∫ r

0

ds s Y (s)

)
ln r +

+

∫ 1

r

ds s Y (s) ln s

]
= 0. (5.64)

La fonction Y (r, µ) est normalisée par la condition

2µ

∫ 1

0

ds s Y (s, µ) = β. (5.65)

En dérivant l’équation (5.64), nous obtenons l’équation intégro-différentielle équivalente :

Y ′(r) + µ
1

r
Y (r)

∫ r

0

ds s Y (s) = 0. (5.66)

L’équation non-linéaire (5.66) a pour solution

Y (r) =
a

(1 + 1
8
µa r2)2

, (5.67)
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où a = Y (0) est un facteur de magnitude.

En effet, en calculant l’intégrale et la dérivée de Y (r) = a/(1 + η r2)2, on trouve que

∫ r

0

ds s Y (s) =
a

2

r2

1 + η r2
(5.68)

et

Y ′(r) = − 4ηar

(1 + η r2)3
. (5.69)

En posant ces deux expressions dans l’équation (5.66) et en comparant les termes de gauche

et de droite, nous trouvons

η =
1

8
µa. (5.70)

Maintenant, nous utilisons la condition de normalisation (5.65), qui donne

2µ

∫ 1

0

ds s Y (s) =
µa

1 + 1
8
µa

= β. (5.71)

La condition de bord donne

Y ′(1) = −1

2

µa2

(1 + 1
8
µa)3

= −β
2
, (5.72)

ou

Y (1) =
a

(1 + 1
8
µa)2

= 1. (5.73)

Nous trouvons à partir de là que le paramètre µ s’exprime par

µ =
8

a
(±
√
a− 1), (5.74)

tandis que

β = ±8(±√a− 1)√
a

. (5.75)

Finalement, nous trouvons

βF1 = ln
µ

πβ
= ln

[
± 8

a
(±
√
a− 1)

√
a

8π(±√a− 1)

]
= ln

[
± 1

π
√
a

]
. (5.76)
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Fig. 5.1: Fonction w1(r, a) pour a = π à gauche et a = π−1 à droite.

Cette expression montre que seule la solution avec le signe plus et avec 0 < a <∞ a un sens

physique. Ainsi, nous obtenons

Y (r) =
a

(1 + (
√
a− 1) r2)2

,

β =
8(
√
a− 1)√
a

,

F1 =

√
a

8(
√
a− 1)

ln

[
1

π
√
a

]
,

µ =
8

a
(
√
a− 1),

w
(0)
1 (r) = Y (r) eβF1 =

µ

πβ
Y (r) =

1

π

√
a

(1 + (
√
a− 1) r2)2

. (5.77)

Le comportement de la fonction w1(r, a) est donné en figure 5.1. On remarque que pour a =

π, w1(r, a) forme un pic central, ce qui donne une beaucoup plus grande probabilité de trouver

les tourbillons au centre du domaine. Pour a = π−1, w1(r, a) forme une forte concentration de

tourbillons sur la frontière du domaine, ce qui représente une forte probabilité de retrouver

les tourbillons près de la frontière, plutôt que dans tout le domaine.

De même, les figures 5.2-5.4 donnent l’évolution de la fonction de probabilité w1(r, a)

en fonction des paramètres r et a. Rapellons que a est un paramètre de magnitude, donc

0 < a < +∞ et r est le rayon, r =
√
x2 + y2. Nous avons choisi y = 0 et −1 < x < 1

donc 0 < r < 1. Ces figures montrent que pour un paramètre de magnitude assez petit

0 < a < 1 (qui correspond à un β négatif), la probabilité de trouver les tourbillons près de

la frontière, c’est-à-dire | r |∼ 1, est beaucoup plus importante que de trouver les tourbillons

dans l’ensemble du domaine. Par contre pour a > 1 (c’est-à-dire β > 0 ), les tourbillons se

concentrent au centre du domaine. Dans le domaine intermédiaire, c’està-dire dans le domaine

proche de a ∼ 1, les tourbillons se dispersent dans tout le domaine.
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Fig. 5.2: Représentation 2D de w1(r, a) pour 0 < r < 1 (−1 < x < 1) et 0 < a < 20 sur le graphe

de gauche et 0 < a < 3 sur le graphe de droite.

5.5 Fonctions thermodynamiques

Les formules obtenues donnent le résultat de base du travail. Toutes les fonctions thermo-

dynamiques peuvent maintenant être trouvées.

L’entropie totale est calculée à partir de

S(β) = NS1(β) = Nβ2∂βF1 =

= N
(
√
a− 1)2

a

[
∂a

(
√
a− 1)√
a

]−1

∂a

[ √
a

(
√
a− 1)

ln
1

π
√
a

]
. (5.78)

Ici, [∂a((
√
a− 1)/

√
a)]−1 = 2a3/2.

L’énergie totale est donnée par

E(β) = NE1(β) = N∂β(βF1) =

= N

[
∂a

8(
√
a− 1)√
a

]−1

∂a

[
ln

1

π
√
a

]
, (5.79)

et peut être réécrite comme

E(β) =
N

4
a3/2∂a

[
ln

1

π
√
a

]
, (5.80)
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Fig. 5.3: Représentation 3D de w1(r, a) pour 0 < r < 1 (−1 < x < 1) et 0 < a < 20.
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Fig. 5.4: Représentation 3D de w1(r, a) pour 0 < r < 1 (−1 < x < 1) et 0 < a < 3.

soit

E(β) = −1

8
N
√
a. (5.81)

La température, θ, est donnée par

θ ≡ β−1 =

√
a

8(
√
a− 1)

→
√
a =

8θ

8θ − 1
≡ 8

8− β > 0, (5.82)

c’est-à-dire θ > 1/8 ou θ < 0.

L’énergie libre est donnée en fonction de la température θ, par

F (θ) = NF1 = Nθ ln

[
8θ − 1

8πθ

]
. (5.83)

L’énergie interne vaut

E(θ) = N
θ

1− 8θ
. (5.84)

Les figures 5.5 et 5.6 représentent l’allure des courbes de

-
√
a = 8θ/(1− 8θ),

- E(a)/N = −√a/8,

- E/N = e(θ).
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Fig. 5.5: Dépendance
√

a = 8θ/(1− 8θ).

a) b)

Fig. 5.6: a) Dépendance E(a) = −√aN/8. b) Dépendance température-énergie E/N = e(θ).
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5.6 Bref commentaire sur le résultat

Nous avons montré que la répartition des tourbillons ponctuels dans un domaine borné

est décrite par la distribution de probabilité similaire à celle de Gibbs 1

wc(X) = Z−1
c exp[−βH[X]]. (5.86)

L’énergie totale de l’écoulement du fluide n’est évidemment pas strictement conservée dans

ce cas : il existe une transmission d’énergie dans le thermostat (voir [5], p.4450). La ”somme

statistique” est donc donnée par l’intégrale

Z(β) =

∫

D

dX exp(−βH[X]). (5.87)

Le paramètre β peut être positif ou négatif. Le domaine des valeurs possibles de β est défini

par convergence de l’intégrale (5.87) et la condition wc(X) ≥ 0. La ”température” β−1 est

reliée à l’énergie moyennée 〈E〉 par

〈E〉 =

∫
dX H[X]Z−1 exp[−βH[X]]. (5.88)

La valeur de l’énergie E est calculée à partir de la distribution initiale des tourbillons

E =
1

2N

′∑

i,j

ln
bij − cos θij
aij − cos θij

, (5.89)

où aij = (r2
i + r2

j )/2rirj et bij = (1 + r2
i r

2
j )/2rirj. Si ri = 1 (ou rj = 1), nous obtenons a = b

et g|ri=1 = 0.

L’équation (5.37), E = N∂β

(
βF1(β)

)
, fixe la valeur de β correspondant à la configuration

initiale donnée. Si β > 0, le système évolue vers une configuration avec une tache centrale. Si

β ∼ 0, une tache quasi-uniforme est formée. Si β < 0, une distribution axialement symétrique

de vorticité apparâıt avec un maximum près du bord.

Les conclusions théoriques, indiquées sous forme de la distribution finale des tourbillons,

vont être confirmées par les estimations numériques.

1La distribution (5.86) peut être obtenue à partir de la distribution micro–canonique

wmc(X) = Λmc δ(E −Hth −H[X,R]), (5.85)

où une interaction avec le thermostat peut être prise en considération. Voir différents articles pour une telle

démonstration (par exemple [10], [56]).
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5.7 Estimations numériques

L’objectif de cette section est de considérer numériquement deux configurations initiales

différentes (l’une avec β > 0 et l’autre avec β < 0) et d’analyser vers quelle tendance semblent

évoluer les tourbillons, afin de confirmer les résultats analytiques.

Pour ce faire, nous considérons un ensemble de tourbillons qui se déplacent dans un do-

maine de forme circulaire. Cette frontière circulaire est représentative de la conduite des

expériences [23].

Nous nous plaçons en fait dans le cas décrit dans la section 5.3. Le système décrivant le

mouvement des centres des tourbillons est alors (5.47) donc, en coordonnées polaires,

∂tri =
1

ri

∂H

∂θi
, ∂tθi = − 1

ri

∂H

∂ri
,

avec H =
∑N

i=1 U i, et

U i =
1

4N

N∑

j=1

[
ln (ri

2 + rj
2 − 2rirjcosθij)− ln (1 + ri

2rj
2 − 2rirjcosθij)

]
+

1

2N
ln (1− ri2).

Le système à résoudre est donc le suivant :

∂tri =
1

2N(ri + ε)

N∑

j=1

( −rirjsin(θi − θj)
ri2 + rj2 − 2rirjcos(θi − θj) + ε

+

+
rirjsin(θi − θj)

1 + ri2rj2 − 2rirjcos(θi − θj) + ε

)
,

∂tθi = − 1

2N(ri + ε)

[ −2ri
1− ri2 + ε

+

N∑

j=1

( −ri + rjcos(θi − θj)
ri2 + rj2 − 2rirjcos(θi − θj) + ε

+

+
2rirj

2

1 + ri2rj2 − 2rirjcos(θi − θj) + ε

)]
,

où ε est un petit paramètre que l’on doit ajuster pour éviter de tomber sur des singularités.

Pour nos simulations, ce paramètre était de ε = 10−5.

La valeur de l’énergie E est calculée à partir de la configuration initiale des tourbillons

(5.89).

L’expression pour l’énergie est liée au parmètre θ par la formule 5.84, sachant que θ est

donné par 5.82.

Le schéma numérique utilisé est un schéma de Runge–Kutta standard d’ordre 4 avec une

amélioration du pas temps adaptatif. Les calculs ont été réalisés en double précision.

L’énergie totale et le moment angulaire sont contrôlés au cours des évolutions des confi-

gurations.
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Fig. 5.7: Cercle unitaire et configuration ini-

tiale (t=0) du cercle 0,8.
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Fig. 5.8: Cercle unitaire et configuration à

t=10,48.
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Fig. 5.9: Cercle unitaire et configuration ini-

tiale (t=0) du cercle 0,3.
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Fig. 5.10: Cercle unitaire et configuration à

t=7,63.



Estimations numériques 98

Nous étudions deux configurations composées de N = 990 tourbillons de même intensité.

Les figures 5.7 et 5.8 présentent l’évolution d’un cercle de N tourbillons dont le rapport de

rayon est r1
R

= 0.8, où R est le rayon du cercle représentant la frontière et r1 le rayon du cercle

de configuration initial. La température est de θ = −0.794 (θ < 0). L’Hamiltonien initial est

de H0 = 107.89. Les figures 5.9 et 5.10 présentent l’évolution d’un cercle de N tourbillons

dont le rapport de rayon est r1
R

= 0.3, où R est le rayon du cercle représentant la frontière

et r1 le rayon du cercle de configuration initial. La température est de θ = 0.158 (θ > 0).

L’Hamiltonien initial est de H0 = 597.33. L’erreur maximale sur l’Hamiltonien (∆H/H0)

pour les deux évolutions est de l’ordre de 10−3.

Ces deux cas permettent de confirmer qualitativement les résultats analytiques en mon-

trant qu’en choissisant une représentation initiale :

- avec une température négative, le système évolue vers une configuration contenant ”plu-

sieurs” taches à proximité de la frontière,

- avec une température positive, le système évolue vers une configuration avec une tache

centrale.

Il est très difficile de reproduire une configuration avec θ ∼ ∞ (β ∼ 0), c’est pourquoi

nous n’avons pas considéré ce troisième cas de figure.

Dans ce chapitre, nous étions placés dans la mécanique statistique des tourbillons ponc-

tuels. Nous avons vu comment utiliser des fonctions thermodynamiques pour suivre le com-

portement des tourbillons ponctuels et surtout, comment évolue une configuration dans un

domaine borné, suivant sa température initiale.
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Chapitre 6

Structures multi-pétales

Après avoir fait un bref rappel sur une série d’expériences de plasma [23], nous discute-

rons la possibilité de formation de structures régulières, basée sur l’équation de Vlasov. De

nouvelles solutions exactes représentant une structure N-polygonale de tourbillons vont être

construites (les solutions sont globalement lisses).

6.1 Rappel sur l’expérience de Fine et al. [23]

6.1.1 Généralités

La dynamique macroscopique dans un gaz d’électrons, piégé axialement par un champ

électrostatique E0 de potentiel φ0, E0 = −∇φ0, et radialement par un champ magnétique

intense homogène, B = Bez, est analogue à la dynamique d’un fluide bidimensionnel non

visqueux, aussi longtemps que le mouvement d’aller-retour des électrons individuels est plus

rapide que le mouvement transversal de dérive des centres guidants E×B (voir [31], [38], [71]).

Par cette analogie, les équations de mouvement du plasma d’électrons sont analogues aux

équations d’Euler qui régissent les écoulements 2D incompressibles non visqueux. La vorticité

q est reliée à la densité du fluide d’électrons n et l’induction magnétique B par q ∼ qen/B.

Les résultats expérientaux de [20], [23] montrent que la relaxation de la ”vorticité”vers une

configuration attendue axi–symétrique peut parfois être stoppée, menant à une formation de

domaines réguliers ayant une concentration plus élévée d’électrons, c’est-à-dire de ”vorticité”

(figure 6.1). Les causes de l’apparition des structures régulières ne sont toutefois actuellement

pas claires bien que des efforts significatifs ont été faits en appliquant les idées de l’approche

de la mécanique statistique (voir les mêmes travaux [20], [23] et les expériences numériques

basées sur les équations du modèle de type Navier–Stokes). Pour des échelles spatiales fines
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Fig. 6.1: Cristaux tourbillonnaires observés dans une colonne d’électrons magnetisée (Refs [20],

[23]). Les Figures montrent des cristaux tourbillonnaires avec 3 à 9 tourbillons intenses

immergés dans un fond de basse vorticité. Dans un équilibre de cristal tourbillonnaire, la

distribution de vorticité entière est stationnaire dans le repère tournant.

ou des temps longs, les effets diffusifs du plasma, non contenus dans les équations, deviennent

significatifs ; cependant, ceci n’est pas le cas dans l’équation générale modélisée par Navier–

Stokes [23], p.3278.

L’étude des structures d’équilibre, les cristaux tourbillonnaires, est un problème hydrody-

namique de grand intérêt. Cependant, au delà de l’hydrodynamique, le fait que les taches

tourbillonnaires émergent parfois en structures régulières dans les plasmas non–neutres, a

ajouté davantage d’élan à l’étude de tels problèmes (voir [20], [22], [23]).

6.1.2 Résultats obtenus

Les expériences exposées dans une série de travaux [20], [23] et réalisées dans le gaz d’élec-

trons fortement magnétisé donnent des observations très intéressantes sur l’évolution de la

turbulence 2D sans forçage et en quasi–absence de dissipation. Par commodité, les résul-

tats principaux de ces expériences sont résumés brièvement sous la forme de figures (figures

6.1–6.4), tirées des articles mentionnés.

Le système est fortement anisotrope ; on a constaté au chapitre 2, l’absence significative

de dépendence sur z dans les champs (figure 2.1). La configuration finale est très sensible

aux petites variations des conditions initiales (figures 6.2 et 6.3). Rappelons que les princi-

paux moments sont conservés (figure 2.2). Cette conservation montre nettement que l’impact
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Fig. 6.2: Exemple d’un cristal tourbillonnaire formé à partir d’un anneau. (a) Condition initiale

de l’expérience. (b) Etat de cristal tourbillonnaire observé.

Fig. 6.3: Formation d’un cristal tourbillonnaire [20] à partir d’une distribution de vorticité angu-

laire : (a) expérience, (b) simulation. La vorticité expérimentale est obtenue à partir de

la relation Ω = 4π|q|cn/B. L’évolution est donnée dans un repère de référence qui tourne

avec la fréquence 5, 872 · 103 rad/s.
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Fig. 6.4: Effets de la viscosité dans les équations de Navier–Stokes. a) Evolution d’un anneau in-

stable vers un cristal tourbillonnaire de viscosité ν = 0, 127 cm2/s, ajoutée pour la si-

mulation. b) Quand ν = 1, 27 cm2/s, la viscosité est suffisamment élevée pour prévenir

la formation de cristaux tourbillonnaires. L’évolution est donnée dans un repère tournant

avec une fréquence de ω = 5, 87·103 rad/s. Les nombres de Reynolds sont a) Re = 8, 7·105

et b) Re = 8, 7 · 104.

d’une dissipation peut être négligée sur l’intervalle de temps de l’expérience. Le système

quasi-parfait, n’a donc pas le temps ”d’oublier”, sur cet intervalle, ses conditions initiales :

le temps de relaxation dans ce système particulier est trop grand. Les structures obtenues,

finalement, (figure 6.1) sont trop régulières pour être expliquées par des mécanismes statis-

tiques voir probabilistes. Les tentatives de reproduire les structures régulières numériquement

ont montré qu’il suffit d’ajouter une petite dissipation artificielle dans les calculs numériques

pour observer la disparition des structures régulières (voir figure 6.4 prise de [20]).

6.2 Théorie basée sur l’équation de Vlasov

Lorsque le nombre de particules est grand, N ∼ nR2L≫ 1, mais pas trop, le libre parcours

est extrêmement grand ; il est donc préférable d’utiliser une description cinétique. Comme

nous l’avons vu dans la partie 2.3 du chapitre 2, la distribution d’électrons est régie par

l’équation 2.13, où le champ couplé Φ est donné par 2.14.

Il suffit d’ajouter
∫
dv‖ v‖ f(v2

‖, ...) = 0, dans les limites symétriques sur la vitesse longi-
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tudinale, aux deux équations qui précèdent, pour obtenir :

∂tn+ (VD · ∇⊥)n = 0 → ∂tn+ ǫij∂iψ∂jn = 0, (6.1)

où ψ = −cB−1φ et ǫij = ǫij3 le tenseur de Levi-Civita. Il y a donc conservation des moments

(Casimirs)

∂tn
m + ǫij∂iψ∂jn

m = 0

→ ∂tn
m + ∂i(ǫijψ∂jn

m) = 0

→ Km =

∫
dx⊥dz n

m(x⊥, t). (6.2)

Les valeurs numériques de ces intégrales sont fixées par les répartitions initiales de nm(x⊥, 0).

De même, il y a conservation de l’énergie définie par l’expression

E =
1

2
q′

∫
dxdz nφ ← ∂t(nφ) + φǫij∂iψ∂jn = 0, (6.3)

car ǫij∂iψ∂jφ = 0 et ∂tφ = 0.

Le champ E = −∇φ, où le potentiel est défini à une fonction arbitraire du temps près

φ → φ + C(t), contient le champ externe donné φ0, ∆φ0 = 0, et le champ auto–accordé

d’électrons, Φ. Il est défini par le champ propre des électrons en mouvement dont la répartition

est donnée par l’équation (2.14) (voir [38] § 27). Nous supposons que le rôle du champ

φ0 consiste à assurer l’existence des ”bouchons” aux extrémités du dispositif, aux points

z ≃ ±l‖/2 ; on peut alors poser φ0 ≃ 0 dans le reste du domaine.

L’état stationnaire est caractérisé par la condition ∂tf = 0. Dans ce cas, l’équation (2.13)

est satisfaite par l’expression

f = fs

(
v2
‖

2
+ q′φ(x⊥, z)

)
, (6.4)

où fs(u), en absence de mécanismes concrets de dissipation ou de l’intégrale de collisions dans

la partie droite de l’équation de Vlasov (qui met en relief la forme individuelle de fs(u)), est

une fonction arbitraire de son argument, qui est compatible avec les conditions initiales. En

effet, en posant cette expression dans l’équation (2.13), on trouve que les deux derniers termes

se simplifient automatiquement, tandis que le terme f ′
s(u)VD · ∇⊥φ× b ≡ 0.

L’état perturbé peut être résolu en prenant la forme f = fs + f1(x⊥, z, t) et en linéarisant

les équations de base. Selon Landau, il peut exister une petite dissipation, γL, dite dissipation

de Landau. Mais, elle peut être négligée dans l’analyse, lorsque t≪ γL.
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6.2.1 Equation non linéaire pour le potentiel

En examinant les résultats de l’expérience présentée en partie 6.1, on peut se demander si

le système se trouvait au voisinage de l’état d’équilibre statistique. En effet, on peut penser

que le système reste proche de son état initial et se trouve donc loin de l’état d’équilibre

statistique (thermodynamique). Il est donc hors équilibre.

Les champs hydrodynamiques sont caractérisés non seulement par les amplitudes de

champs, mais aussi par leurs phases. Les combinaisons de leurs phases sont responsables

d’une formation, au hasard, de structures régulières, quasi–régulières parce que les condi-

tions initiales ne sont pas oubliées (elles peuvent ne pas être détruites durant le temps de

l’expérience).

De ce fait, les tentatives, pour expliquer le phénomène observé, basées sur le concept de

la mécanique statistique sont physiquement mal fondées. En effet, le postulat principal de la

mécanique statistique est que le système doit oublier les conditions initiales, les phases de

champ doivent être mélangées, l’observation doit s’effectuer à un temps dépassant largement

le temps de relaxation du système. Toutes ces exigences ne sont certainement pas respectées

dans les expériences en question et l’explication des cristaux tourbillonnaires doit donc se

baser sur d’autres principes que l’approche statistique.

Si le système était régi par les lois de la mécanique statistique et se trouvait dans l’état

d’équilibre thermique avec la température T = β−1, il serait caractérisé par la répartition

classique de Maxwell des vitesses :
∫
dz f(v‖, z) ∼ exp (−βv2

‖). Ce n’est pas le cas.

En effet, le système en question est composé d’un nombre très grand (mais fini) de par-

ticules, 1 ≪ N < ∞. Il ne peut donc pas être considéré comme purement thermodyna-

mique car, pour un système thermodynamique, il faut que N → ∞, V → ∞, mais avec

n = N/V borné quand même. Dans notre cas, les particules se trouvent dans un volume fini,

|x⊥| ≤ l⊥, |z| ≤ l‖/2, et ont des vitesses maximales limitées à tout instant, |v‖| ≤ vmax <∞.
Le volume de phase du système en question est donc borné.

De plus, supposons que la répartition des vitesses dans notre système, à l’instant initial,

est caractérisée par la figure 6.5 b : la valeur moyenne de la vitesse des particules est localisée

au voisinage de vm.

Supposons que la fonction fs(u) puisse être paramétrée par un seul paramètre reflétant le

fait que f(v‖, ...) possède un maximum net au voisinage de v ∼ vmax, fs|v=vmax
> fs|v=0, et

une quasi–absence de particules avec des vitesses dépassant |vmax|. Une répartition caracté-
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Fig. 6.5: Fonction de distribution des vitesses.

risée par une telle particularité est qualitativement présentée, par exemple, par l’expression

fs

(
v2
‖

2
+ q′φ(x, z, t)

)
= C

N

l‖l
2
⊥

θ(vmax − v‖) θ(vmax + v‖) θ(
l‖
2
− z)

×θ( l‖
2

+ z) exp

[
− β(

v2
‖

2
+ q′Φ)

]
. (6.5)

Le paramètre l‖ est défini par la condition de normalisation suivante :

∫
dx⊥ dz dv‖ fs = N. (6.6)

La répartition des vitesses ressemble à la répartition classique avec la ”température” β−1.

En prolongeant cette analogie, on peut (très conditionnellement) dire que c’est une définition

de la ”somme statistique”. Pour une répartition initiale quelconque et l‖ donné, cette formule

définit une valeur de β, qui peut être positive comme négative. Une localisation spatiale

suivant l’axe z est assurée par convergence de l’intégrale

0 < l‖ ≡ l‖[φ] =

∫ +
l‖
2

−
l‖
2

dz e−βq
′Φ(x,z) < +∞. (6.7)

L’équation pour le potentiel prend alors la forme

∆⊥ Φ + ∂2
zΦ = −4πq′m

N

l‖l2⊥
e−βq

′Φ. (6.8)
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Adimensionnons l’équation (6.8) en introduisant les échelles caractéristiques spatiales (lon-

gitudinale l‖ et transversale l⊥) de la localisation du champ : z → l‖z, x → l⊥x, Φ →
Φ0Φ, Φ0 = (βq′)−1. On obtient

∆⊥ Φ + (
l⊥
l‖

)2∂2
zΦ = −4πqN

l‖Φ0

e−βq
′Φ0Φ ≡ −c1e−Φ, (6.9)

où c1 = (4πβq2N/ml‖) = (4πq2N/ml‖l
2
⊥)βl2⊥ ∼ ω2

pβl
2
⊥ où ω2

p = 4πq2N/ml‖l
2
⊥. Si l‖ est

suffisamment grand, l‖ ≫ l⊥, on peut négliger les dérivées par rapport à z et poser que

Φ′(x, z, t) ≃ Φ′(x, t). L’équation devient alors :

∆⊥ Φ + c1e
−Φ = 0. (6.10)

La concentration est donnée par l’expression

n ≡ 1

4πq

1

βq′
1

l2⊥
c1 e

−Φ =
1

l‖ l2⊥
N e−Φ

= − m

πq2β

1

l2⊥
[−c1

4
e−Φ] ≡ − m

πq2β

1

l2⊥
[−c2 e−Φ]. (6.11)

6.2.2 Solution générale

Introduisons les variables complexes z = x + iy et z = x − iy. Dans ce cas, le Laplacien

prend la forme ∆̂ = 4∂̂z∂̂z et l’équation (6.10) devient

∂̂z∂̂zΦ = −c2e−Φ, (6.12)

où c2 = c1/4 = ω2
pβl

2
⊥/4.

On peut montrer, par substitution directe, que la solution de l’équation (6.12) est donnée

par l’expression

Φ(x, y) = − ln

(
f ′(z) f

′
(z)

−c2(1 + f(z)f(z))2

)

= − ln

(
f ′(z) f

′
(z)

(1 + f(z)f(z))

)
− ln

(
1

−c2

)
, (6.13)

où f(z) est une fonction analytique arbitraire. En effet,

∂zΦ = −∂z ln f
′
+ ∂z ln(1 + ff) = −f

′′

f
′ +

ff
′

1 + ff
. (6.14)

Il en résulte que

∂z∂zΦ(x, y) = ∂z
ff

′

1 + ff
=

f ′f
′

(1 + ff)2
. (6.15)
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En portant l’équation (6.15) au second membre de l’équation (6.12), on obtient

− c2e−Φ =
f ′f

′

(1 + ff)2
, (6.16)

ce qui donne le résultat recherché.

Il y a alors plusieurs possibilités :

a) lorsque c2 > 0, c’est-à-dire β > 0, le potentiel est complexe : ℑΦ = π. Une solution

réelle pour Φ n’existe pas. Cela signifie que l’hypothèse initiale (6.5) est fausse.

b) lorsque c2 = 0, c’est-à-dire β = 0, une solution réelle, bornée à l’infini, existe : Φ =

Cte(= 0).

c) enfin, dans le cas c2 < 0, c’est-à-dire β < 0, le potentiel, borné et localisé, est réel.

La concentration des points dans le plan x0y est alors donnée par la formule

n⊥ ≡ nl‖ = − m

πq2β

1

l2⊥
l‖ [−c2 e−Φ]

= − m

πq2β

1

l2⊥
l‖

f ′f
′

(1 + ff)2

= n0l‖ [− 1

ω2
pl

2
⊥β

]
f ′f

′

(1 + ff)2
. (6.17)

Cette expression permet de définir le paramètre l⊥ par l’expression ω2
pl

2
⊥|β| = 1. La fonction

f(z) sera alors normalisée par

∫
dxdy

f ′f
′

(1 + ff)2
= π. (6.18)

Nous allons montrer que l’intégrale

∫
dxdy

f ′f
′

(1 + ff)2
≡

∫
dx

f ′f
′

(1 + ff)2
(6.19)

est π- indépendante du choix de la fonction f(z). Ici, z = x+iy, z = x−iy. En fait, l’intégrale

s’écrit

i

2

∫
dz ∧ dz f ′f

′

(1 + ff)2
, (6.20)

où nous utilisons le produit vectoriel défini par dz∧dz = −2i dx dy = −2idx. Nous changeons

la variable d’intégration : z → f. Ici, df = dz f ′. Le domaine d’intégration devient donc le

plan complexe f entier. Nous voyons que l’intégrale peut être réécrite sous la forme

i

2

∫
dz ∧ dz f ′f

′

(1 + ff)2
=
i

2

∫
df ∧ df 1

(1 + ff)2
= − i

2

∫
df ∧ df 1

f

∂

∂f

1

1 + ff

= − i
2

∫
df ∧ df ∂

∂f

[
1

f

1

1 + ff

]
+
i

2

∫
df ∧ df

[
∂

∂f

1

f

]
1

1 + ff
= I1 + I2. (6.21)
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La première intégrale, I1, est transformée en utilisant la forme complexe du théorème de

Green dans l’intégrale de contour

∫

D

dz ∧ dz ∂

∂z
Ψ(z, z) = −

∫

∂D

dzΨ(z, z). (6.22)

Ici, Ψ(z, z) représente une certaine fonction du domaine D, ∂D est la frontière de ce domaine

et la variable imaginaire z ≡ f. Le domaine d’intégration étant le plan complexe f entier,

nous pouvons prendre, comme contour, un cercle de rayon R→∞, et nous voyons que cette

première intégrale est nulle : I1 = 0. Sachant que, pour z complexe, la dérivée

∂

∂z

1

z
= πδ(2)(x) (6.23)

est la fonction de Dirac bidimensionnelle standard [voir, par exemple, E. Madelung, Die

Mathematischen Hilfsmittel Des Physikers, Springer-Verlag, Berlin, 1957], nous obtenons le

résultat requis : I2 = π. En fait, à l’aide de l’équation (6.22), si D est le cercle de rayon

R→∞, on a

lim
R→∞

∫

D

dz ∧ dz ∂

∂z

1

z
= − lim

R→∞

∫

∂D

dz
1

z
= −2iπ, (6.24)

c’est-à-dire

lim
R→∞

∫

D

(−2idx)
∂

∂z

1

z
= −2iπ. (6.25)

On peut faire quelques remarques (voir [17], [45], [75]) concernant le choix de la fonction

f(z). Il est naturel de supposer que cette fonction soit analytique dans le domaine physique

z. Si la dérivée de f(z) s’annule en un point du domaine physique de z, par exemple en

z = zk, c’est-à-dire f(z)|z→zk
∼ (z− zk)s, la répartition de n s’annule en ce point strictement

et une répartition singulière pour Φ aura lieu (en ce point) : Φ ∼ 2(s − 1) ln |z − zk|. Cette

observation découle de la forme de l’équation (6.13) car Φ ∼ ln[f ′(z)f
′
(z)]+ ... . D’autre part,

la fonction f(z) peut avoir des pôles simples en quelques points du domaine physique quand

f(z)|z→zj
∼ (z − zj)−1, car les pôles de second ordre dans les numérateurs et dénominateurs

de l’expression (6.13) se compensent mutuellement, menant à une solution non singulière en

ces points.

6.2.3 Distribution polynomiale

Soit le polynome f(z) = a0 + a1z + ...+ amz
m.

Lorsque la concentration n(x⊥, a1, ... , am) dépend de m constantes via f(z), alors ces

constantes sont fixées par les Casimirs (6.2).
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Lorsque z → 0, on obtient

n⊥ ∼
f ′(z) f

′
(z)

(1 + f(z)f(z))2

∣∣∣∣
z→0

∼ |a1|2
(1 + |a0|2)2

= Cte. (6.26)

Il n’y a donc pas de concentration à l’origine du système de coordonnées lorsque a1 = 0.

Si z →∞, on obtient

n⊥ ∼
f ′(z)f

′
(z)

(1 + f(z)f(z))2

∣∣∣∣
z→∞

∼ m2

|z|2(m+1)
→ 0, (6.27)

qui correspond à une répartition axi–symétrique et décroissante rapidement aux grandes

distances.

L’équation f ′(z) = a1 + ... +mamz
m−1 = 0 a m − 1 racines, zk. Il y a donc, en principe,

i ≤ m− 1 points dans le plan z, où la concentration n devient nulle.

6.2.4 Cas particuliers

Afin de modéliser une distribution de (m− 1) boucles, prenons le cas le plus simple avec

la fonction f(z) = a1z + amz
m. Ici, a1, am sont des constantes complexes. On voit que, pour

une telle répartition, la concentration de n, au point z = 0, n’est pas nulle : n(0) = |a1|2. La

fonction a un pôle d’ordre m à l’infini, mais cette singularité est hors du domaine physique

qui nous intéresse. On trouve que

f ′(z) f
′
(z)

[1 + f(z)f(z)]2
=

(a1 +mamz
m−1)(a1 +mamz

m−1)

[1 + (a1z + amzm)(a1z + amz
m)]2

→ m

2|a1||am|rm+3

Am(r) + cos(m− 1)θ

[Bm(r) + cos(m− 1)θ]2
, (6.28)

où

Am(r) =
|a1|2r−(m−1) +m2|am|2r(m−1)

2m|a1||am|
, Bm(r) =

(1 + |a1|2r2)r−(m+1) + |am|2rm−1

2|a1||am|
.(6.29)

Il faut que les coefficients satisfassent la condition Bm(r) > 1. Dans ce cas, il n’y a pas de

singularités dans la distribution de n(r). C’est bien le cas car |a1|2x−1 + |am|2x ≥ 2|a1||am|.
Les paramètres a1, am, m et β sont fixés par les invariants globaux E, P, N, K2 (≡

enstrophie). S’il y a d’autres coefficients, on tient compte d’autres moments (d’ordre supé-

rieur).

Considérons maintenant la fonction f(z) = a1(z + zm). [En fait, toute fonction de f(z) =

a1z + amz
m peut être transformée ainsi par la transformation z → µz avec µm−1 = a1/am.]
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Fig. 6.6: Structure 3-pétales pour r = π−1.

Fig. 6.7: La même structure 3-pétales pré-

sentée en échelle logarithmique.

Nous avons donc f ′(z) = a1(1 +mzm−1). D’où, nous montrons que

n⊥ =
f ′(z) f

′
(z)

[1 + f(z)f(z)]2
=
|a1|2(1 +mzm−1)(1 +mzm−1)

|a1|4[|a1|−2 + (z + zm)(z + zm)]2

=
a1

2(1 +mzm−1)(1 +mzm−1)

[a1
2 + zz(1 + zm−1)(1 + zm−1)]2

, (6.30)

où r = |a1|−2 est un réél.

Si m = 4, les calculs conduisent à

n⊥ =
r(1 + 8x3 + 16x6 − 24xy2 + 48x4y2 + 48x2y4 + 16y6)

(r + x2 + 2x5 + x8 + y2 − 4x3y2 + 4x6y2 − 6xy4 + 6x4y4 + 4x2y6 + y8)2
. (6.31)

Si m = 5, les calculs donnent

n⊥ =
r(1 + 10x4 + 25x8 − 60x2y2 + 100x6y2 + 10y4 + 150x4y4 + 100x2y6 + 25y8)

(r + x2 + 2x6 + x10 + y2 − 10x4y2 + 5x8y2 − 10x2y4 + 10x6y4 + 2y6 + 10x4y6 + 5x2y8 + y10)2
.

Les figures 6.6-6.11 illustrent ces résultats avec :

- f(z) = 1
π
(z + z4)

-f(z) = f(z) = 1
π
(z + z5)

-f(z) = f(z) = 1
π8 (z + z5).

Les figures 6.12-6.18 présentent quelques répartitions de la concentration n⊥ en fonction de

différentes formes de f(z), qui respectent la condition de normalisation (6.18), mais n’ayant

plus forcément la forme f(z) = a1(z + zm) :

- f(z) = 1
π
(z + z4)
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Fig. 6.8: Vue 2D de la structure 3-pétales

pour r = π−1.

Fig. 6.9: Vue 2D de la structure 4-pétales

pour r = π−1.

Fig. 6.10: Structure 4-pétales (échelle loga-

rithmique) pour r = π−1 ≃ 0, 3.

Fig. 6.11: Structure 4-pétales (échelle loga-

rithmique) pour r = π−8 ≪ 1.
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Fig. 6.12: Représentation 2D de n⊥ pour 1
π (z + z4).
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Fig. 6.13: Représentation 3D de n⊥ pour 1
π (z + z4).
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Fig. 6.14: Représentation 2D de n⊥ pour 1+i
4π (z + 4z4).
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Fig. 6.15: Représentation 3D de n⊥ pour 1+i
4π (z + 4z4).
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Fig. 6.16: Représentation 2D de n⊥ pour 1
π2 (z + z5).
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Fig. 6.17: Représentation 3D de n⊥ pour 1
π2 (z + z5).
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Fig. 6.18: Représentation 2D de n⊥ pour 1+i
4π2 (z + 5z5).
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Fig. 6.19: Représentation 3D de n⊥ pour 1+i
4π2 (z + 5z5).
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- f(z) = 1
4π

(1 + i)z + 1
π
(1 + i)z4

- f(z) = 1
π2 (z + z5)

- f(z) = 1
4π2 (1 + i)z + 5

4π2 (1 + i)z5.

Remarquons que f(z) est une fonction complexe, et que ai (pour i = 1, ...,m) peut éga-

lement être complexe. En chosissant ai sous forme complexe, on amène à une rotation de la

fonction f(z), mais on ne change pas la position de la répartition de n⊥ car celle-ci ne dépend

que de | ai |2 (pas de rotation), mais on assiste tout de même à une déformation du système,

ce qui peut être observé sur les figures 6.15 et 6.19.

La condition de normalisation est donnée par :

∫ ∞

0

dr r

∫ 2π

0

dθ
m

2|a1||am|rm+3
× n0l‖ l

2
⊥ [− 1

ω2
pl

2
⊥β

]
Am(r) + cos(m− 1)θ

[Bm(r) + cos(m− 1)θ]2

= N ≡ n0l‖l
2
⊥. (6.32)

Le calcul de l’intégrale par rapport à l’angle est effectué selon

∫ 2π

0

dθ
a+ cos(m− 1)θ

[b+ cos(m− 1)θ]2
=

[
(b− a) ∂

∂b
+ 1

] ∫ 2π

0

dθ

b+ cos(m− 1)θ

=

[
(b− a) ∂

∂b
+ 1

]
2π(m− 1)

(b2 − 1)1/2
, (6.33)

où le calcul de l’intégrale Im est donné en annexe E.4.

L’énergie est donnée par l’expression

E =
1

2
q′l‖

∫
dx⊥ nΦ, (6.34)

c’est-à-dire, en grandeurs adimensionnées

E =
1

2
q′l‖l

2
⊥Φ0

∫
dr rdθ nΦ = −1

2
N

1

β
[− 1

ω2
pl

2
⊥β

]×
∫
dr r dθ

f ′f
′

(1 + ff)2
ln

(
f ′(z) f

′
(z)

(1 + f(z)f(z))

)
− 1

2
N

1

β
ln

(
− 4

ω2
pl

2
⊥β

)
. (6.35)

Soit r = a fixe. Les positions des extrema sont définies par la condition

n ∼ Am(a) + cos(m− 1)θ

[Bm(a) + cos(m− 1)θ]2
,

n′ ∼ −[(m− 1) sin(m− 1)θ]× [Bm(a) + cos(m− 1)θ]

×[Bm(a)− 2Am(a)− cos(m− 1)θ] = 0, (6.36)

d’où, il découle que θ
(1)
m = kπ/(m− 1), 0 ≤ k ≤ m− 1. Lorsque

[
Bm(a) + cos(m− 1)θ

]
> 0

toujours, ce facteur peut être omis. Des extrema complementaires vont apparâıtre lorsque

|Bm(a)− 2Am(a)| < 1. Les maxima se trouvent aux points où n′′ < 0.
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6.3 Discussion

Les résultats de l’analyse présentée sur les figures 6.6 à 6.18 donnent des images similaires

à celles de l’expérience. En effet, on observe bien des pics de vorticité, formant des structures

multi-pétales. Ces résultats confirment au moins qualitativement l’idée que la formation de

structures régulières peut être provoquée par des lois dynamiques, non statistiques. Rappe-

lons que les structures régulières observées n’apparaissaient que parfois (et pas toujours),

ce qui peut être lié aux perturbations initiales présentes dans la distribution des vitesses.

Toutefois, en situation actuelle, comme les magnitudes des paramètres fluctuants ne sont pas

bien déterminées et comme même leur nature n’est pas claire, il serait exagéré de faire des

estimations quantitatives : on ne peut se limiter qu’à des explications qualitatives.

Le système en question donne probablement un exemple du système qui ne passe pas à

l’état d’équilibre thermodynamique au cours de l’expérience.

En effet, si à un moment initial quelconque, le système macroscopique isolé ne se trouvait

pas en équilibre statistique (par exemple, s’il était artificiellement mis hors de cet équilibre par

des actions extérieures, puis ensuite s’il était laissé à lui-même, donc redevenu un système

isolé), dans la suite il reviendra obligatoirement vers cet équilibre. L’intervalle de temps

durant lequel le système doit passer à l’équilibre statistique est appelé temps de relaxation.

Lorsqu’il est question d’intervalles de temps suffisamment grands, on sous-entend des temps

d’observation supérieurs au temps de relaxation. Ce n’est probablement pas respecté dans les

travaux mentionnés.

L’expression (6.5) est analogue à la répartition canonique, où β−1 joue un rôle simi-

laire à la ”température”. Le paramètre de normalisation C est défini par la condition 1

C
∫
dv‖ exp(−βv2

‖/2) = 1, avec les limites non infinies, ce qui permet d’avoir β < 0. Le

choix de la fonction de répartition, sous forme proposée, est expliqué exclusivement par le

souhait d’obtenir une solution analytique : d’autres formes mènent à des difficultés de réso-

lution analytique du problème.

Indiquons, à ce propos, que les systèmes caractérisés par la ”température” β−1 positive et

négative, ne sont pas interdits par les lois de la mécanique statistique (voir par exemple [67]).

En effet, l’exigence que la température d’un système thermodynamique soit toujours positive

découle du fait que la somme statistique Z du système, contenant un nombre illimité

d’éléments, doit converger (voir par exemple [37], [67]). Dans notre cas, a) le nombre de

particules dans le système en question est fini, 1 ≪ N < +∞, b) l’énergie maximale du

1S’il s’agit d’un système de particules s’attirant dans un référentiel tournant avec une vitesse angulaire Ω,

il faut remplacer c−1
B→ 2Ω, q′ → 1 dans 2.13 et m→ −Gm (voir [37]).
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système est définie par des conditions initiales et elle est bornée, c) la densité du nombre

des états d’un tel système est bornée également. Dans ce cas, la somme statistique est

transformée en somme finie, et elle a une valeur finie pour n’importe quelle valeur de la

température (aussi bien positive que négative) [67].

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la possibilité de formation de structures

régulières, en se basant sur l’équation de Vlasov. De nouvelles solutions exactes représentant

une structure N-polygonale de tourbillons sont apparues.
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Chapitre 7

Tourbillons-sources

Dans ce chapitre, nous considérons quelques particularités du mouvement des tourbillons-

sources interagissants dans un domaine de configuration arbitraire. Sous ce nom, nous sous-

entendons des tourbillons-sources ponctuels bidimensionnels, mais aussi des tourbillons-puits

ponctuels bidimensionnels. Nous tenterons également de trouver les équations du mouvement

pour les tourbillons-sources écrantés et de discuter quelques solutions de ces équations.

7.1 Introduction

La turbulence bidimensionnelle standardisée (c’est-à-dire continue) peut être approxima-

tivement étudiée dans le cadre d’un modèle possédant un nombre fini de degrés de liberté.

La troncature peut être réalisée soit dans les équations du mouvement d’un fluide en

négligeant, ou en modélisant, la dynamique des ”petites échelles” dans le cadre de certaines

approximations, ou bien dans le modèle du fluide lui-même en représentant le champ de

vorticité par un nombre fini de tourbillons ponctuels [63] (pour le concept des tourbillons

ponctuels, voir les livres [36], [40], [57] et [68] par exemple). Dans ce qui suit, on ne considère

que des tourbillons-sources ponctuels.

Dans ce chapitre, nous déduisons les équations de mouvement d’un système de N

tourbillons-sources discrets (tourbillons ponctuels ayant des intensités complexes κj =

γj + iµj, j = 1, 2, ... N) évoluant dans un domaine borné D, d’aire S. Le paramètre γ

décrit l’intensité du tourbillon, tandis que µ décrit l’intensité de la source, µ > 0, ou du

”puits”, µ < 0. Dans cette voie, les structures avec intensités complexes décrivent les tour-

billons hélicöıdaux divergents/convergents. Précisons que les structures possédant de telles

propriétés ne sont pas interdites par les lois de la nature. Une particularité caractéristique des

tourbillons-sources est le mouvement convergent (divergent) radial du fluide dans sa proxi-
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mité. Les tornades ou typhons dans l’atmosphère de la Terre sont de bons exemples. Dans le

cas de typhons, lorsqu’on observe une convergence de l’air au dessus de la surface océanique,

il y a de la convection à l’intérieur d’une petite zone centrale de ce tourbillon gigantesque, qui

assure globalement la conservation de la masse. Dans les larges échelles, une telle structure

(tourbillon-source ou tourbillon-puits) peut être modélisée par un tourbillon-source ponctuel.

Les causes physiques des sources ou puits peuvent être variées, mais nous n’allons pas

discuter ici de leur nature.

La bibliographie sur le mouvement des sources-puits tourbillonnaires et sur leurs interac-

tionsest pauvre. Il n’y a pratiquement rien dans les livres classiques [36], [40], [42], [57] et [68].

Rappelons les premiers travaux [70] pour lesquels un tourbillon-source a été utilisé pour dé-

crire un courant-jet. Dans le travail [51], le mouvement du fluide autour d’un tourbillon-puits

immobile a été étudié. Quelques aspects d’interaction entre un tourbillon-source et un obs-

tacle dans un écoulement stationnaire et non-stationnaire ont été discutés dans [61].

L’objectif principal de ce chapitre est d’attirer l’attention sur la dynamique des systèmes

les plus simples de tourbillons-sources, ordinaires ou écrantés, qui peuvent être appliqués dans

des branches variées de la turbulence.

7.2 Présentation générale

On considère un plan illimité, dans lequel les coordonnées d’un point sont W = ξ + iη.

Dans ce plan, l’écoulement d’un fluide incompressible est complétement caractérisé par le

potentiel complexe φ(W ), dont la dérivée détermine la vitesse complexe par :

Uj − iVj =
d

dW
φ(W ), (7.1)

pour j = 1, ...N .

Les pôles isolés des fonctions analytiques admettent l’interprétation physique suivante :

- source placée à l’origine du système des coordonnées : son potentiel complexe a pour

expression f(W ) = (2π)−1µ lnW, µ étant une constante caractérisant le débit de la source ;

- tourbillon : le potentiel complexe de l’écoulement plan créé par l’unique tourbillon, placé

à l’origine du système des coordonnées, est donné par l’expression f(W ) = (2πi)−1γ lnW.

On peut proposer l’union en un seul point d’un tourbillon et d’une source (voir par

exemple [42], p. 58). On voit donc qu’une ramification logarithmique d’un potentiel com-

plexe s’interprète comme un tourbillon-source placé en ce point.
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Supposons que N tourbillons-sources ponctuels se trouvent dans le plan aux points

W1, W2, . . . , WN . Le potentiel complexe créé par les N tourbillons-sources en un point W du

plan est 1

φ(W ) = − i

2π

N∑

k=1

κk ln(W −Wk). (7.2)

Les tourbillons-sources ont pour intensités complexes κ1, κ2, . . . , κN . On peut prendre κs =

γs + iµs = |κs|eiδs . Les paramètres réels γs (tourbillon) et µs (source) peuvent être aussi bien

positifs que négatifs.

Dans ce qui suit, nous supposons que Im
∑

s κs = 0, c’est-à-dire il n’y a pas de variation

de la masse globalement.

On cherche la trajectoire Wj(t) du jieme tourbillon-source.

On postule (pour les tourbillons, selon Helmholtz) que la vitesse du tourbillon-source ponc-

tuel est confondue avec la vitesse du fluide au point dans lequel il se trouve, Wj. L’équation

Ẇ ≡ ξ̇j − iη̇j = Uj − iVj (7.3)

est donc l’équation du mouvement du jieme tourbillon-source dans le plan W.

La vitesse du fluide au point, où se trouve le tourbillon-source j, est alors donnée par la

relation (7.1), en élininant l’auto-action singulière du tourbillon-source lui-même :

Uj − iVj =

{
d

dW

(
φ(W )− κj

2πi
ln(W −Wj)

)}

W=Wj

. (7.4)

Dans ce qui suit, nous parlerons de vitesse du tourbillon-source, sans préciser qu’il s’agit de

la vitesse de son centre.

1Les tourbillons-sources écrantés sont décrits dans le cadre de ce modèle par l’expression du potentiel plus

complexe : ln Z → −K0(Z/L) (dans un plan illimité). Ici, K0(Z/L) est la fonction de Bessel d’argument ima-

ginaire. L’échelle caractéristique L, dans la dynamique des fluides géophysiques, est le rayon de déformation

de Rossby-Obukhov (voir le Chapitre 1). L’échelle correspondante pour un supraconducteur est la profon-

deur de pénétration de London. L’échelle correspondante pour le plasma est le rayon de Larmor effectif, ... La

fonction de Bessel a les asymptotes K0(Z) ≃ −0, 577+ln 2− ln Z quand |Z| ≪ L, et K0(Z/L) ≃
√

π/2Z e−Z

quand |Z| ≫ 1. Si toutes les distances entre les tourbillons-sources sont plus petites que L alors on peut

appliquer tous les résultats des tourbillons-sources ordinaires aux whrils écrantés.
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7.2.1 Considération des frontières

a. Frontière simple

Lorsque la frontière ∂M d’un domaine M du plan W est une paroi solide, l’équation

du mouvement du tourbillon-source est à modifier, car, il faut respecter les conditions aux

frontières. (en dynamique des fluides, condition de non pénétration de la paroi). Pour respecter

ces conditions, le potentiel complexe de l’écoulement doit être complété par une fonction

analytique quelconque, F (W ), de façon à ce que le nouveau potentiel ΦM(W ) satisfasse la

condition aux frontières, c’est-à-dire

φM(W ) → ΦM = φM(W ) + F (W ). (7.5)

La condition ImΦM |∂M = 0 (ou = Cte quelconque ou une fonction arbitraire du temps) si-

gnifie que la frontière immobile est imperméable au fluide.

Pour les tourbillons-sources dans un cercle de rayon R, on trouve, par la méthode des

images par exemple, que

ΦM(W ) =
1

2πi

N∑

k=1

(
κk ln(W −Wk)− κk ln(

R2

W
−W k)

)
. (7.6)

En effet, sur la frontière,

ΦM(Reiθ) =
1

2πi

N∑

k=1

(
κk ln(Reiθ − rkeiθk)− κk ln(Re−iθ − rke−iθk)

)
. (7.7)

Puisque le second terme de cette expression est la conjugaison complexe du premier, et que

lnY = ln |Y |+ iarg Y, la partie imaginaire de l’expression (7.7) est nulle : ImΦM |∂M = 0.

On pourrait tenter d’utiliser le potentiel

ΦM(W ) =
1

2πi

N∑

k=1

(
κk ln(W −Wk)− κk ln(W − R2

W k

)

)
, (7.8)

ce qui semble plus ”naturel”. Toutefois, cela n’est possible [6] que lorsque
∑N

k=1 κk = 0. En

effet, la formule (7.6) peut être réécrite sous la forme

ΦM(W ) =
1

2πi

N∑

k=1

(
κk ln(W −Wk)− κk ln(W − R2

W k

)

)

− 1

2πi

N∑

k=1

κk

(
iπ + lnW k

)

︸ ︷︷ ︸
+

1

2πi

( N∑

k=1

κk

)
lnW

︸ ︷︷ ︸
. (7.9)
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Le terme indépendant de W ne se manifeste pas dans les équations dynamiques puisque

l’on prend la dérivée du potentiel. Le terme proportionnel à lnW n’a pas d’intérêt quand
∑N

k=1 κk = 0.

b. Point W=0

Le point W = 0 n’est pas accessible physiquement (voir [19], page 98).

c. Frontière de configuration complexe

Dans le cas général, le problème, dû à la complexité possible de la frontière du domaine

D, peut être résolu en faisant une transformation conforme du domaine D en domaine M de

frontière ∂M , de confuguration plus simple.

Considérons alors la transformation conforme z = z(W ) qui transforme le domaine D

du plan z en domaine M du plan W. Par définition de la transformation conforme [42],

le potentiel créé, au point z du domaine D, par les tourbillons-sources placés aux points

zk, k = 1, 2, . . . , N est égal au potentiel créé, au point W du domaine M , par les tourbillons-

sources placés aux points Wk, k = 1, 2, . . . , N . Les intensités des tourbillons-sources restent

les mêmes après la transformation conforme. Autrement dit nous avons :

ΦD(z) = ΦM(W ),

ΦM(W )|z→zj
=

1

2πi
κj ln(W −Wj) + ΦjM ,

où ΦM(W ) vérifie les conditions aux limites. Par exemple, Im{ΦM(W )} = 0 sur la frontière2

∂M.

La fonction ΦjM est la fonction analytique, située où se trouve le jieme tourbillon-source.

L’équation (7.4) s’écrit alors

uj − ivj =
d

dz

(
ΦM(W ) +

iκj
2π

ln(W −Wj) +
iκj
2π

ln
z − zj
W −Wj

)

z=zj

=
dW

dz

[
d

dW

(
ΦM(W ) +

iκj
2π

ln(W −Wj)

)
+
iκj
2π

d

dW

(
ln

z − zj
W −Wj

)]

W=Wj

. (7.10)

Examinons de plus près le dernier terme de l’équation (7.10).

2En fait, si la frontière ∂M est composée de plusieurs éléments topologiquement séparés, la condition qui

suit doit être écrite pour chacun des ∂Mm, et, pour deux segments distincts, on peut avoir deux constantes

différentes (voir, par exemple, [42]).
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Développons z(W ) en série au voisinage de Wj. A l’ordre deux près, un tel développement

s’écrit :

z(W ) = z(Wj) +
dz

dW
|j(W −Wj) +

1

2

d2z

dW 2
|j(W −Wj)

2,

c’est-à-dire

z = zj +
dz

dW
|j(W −Wj) +

1

2

d2z

dW 2
|j(W −Wj)

2 + ... ,

d’où

z − zj
W −Wj

=
dz

dW
|j +

1

2

d2z

dW 2
|j(W −Wj) + ... ,

et

d

dW
(ln

z − zj
W −Wj

)

∣∣∣∣
j

=

d

dW

(
dz

dW
|j +

1

2

d2z

dW 2
|j(W −Wj) + ...

)/(
dz

dW
|j +

1

2

d2z

dW 2
|j(W −Wj) + ...

)∣∣∣∣
j

=

=
1

2

(
d2z

dW 2

/
dz

dW

)∣∣∣∣
j

.

Le dernier terme de (7.10) peut donc s’écrire :

iκj
2π

[
dW

dz

d

dW

(
ln

z − zj
W −Wj

)]

W=Wj

=
iκj
4π

(
d2z

dW 2

)(
dz

dW

)−2∣∣∣∣
W=Wj

.

La vitesse complexe du fluide au point zj dans le domaine D du plan z vaut alors :

ż ≡ uj − ivj =

dW

dz

(
d

dW
(ΦD′(W ) +

iκj
2π

ln(W −Wj))

)

W=Wj

+

+

(
iκj
4π

(
d2z

dW 2
)(
dW

dz
)2

)

W=Wj

. (7.11)

En tenant compte de

˙̄zj = uj − ivj =
dz

dW
ẆW=Wj

, (7.12)

nous trouvons l’équation

Ẇj = lim
W→Wj

[
d

dW
[ΦD′(W ) +

iκj
2π

ln(W −Wj)] +

+
iκj
4π

d

dW
ln

dz

dW

] ∣∣∣∣
dz

dW

∣∣∣∣
−2

, (7.13)

avec Im{ΦM(W )}|∂M = 0.
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Cette dernière équation décrit le mouvement du centre du tourbillon-source se trouvant

au point zj dans le domaine D du plan z en terme des variables (Wj,Wj) du domaine M.

Connaissant Wj(t), nous pouvons reconstituer zj(t) = z(Wj(t)) dans le domaine déformé D.

7.2.2 Etude du mouvement

a. Equations du mouvement des tourbillons-sources pour un cercle

perturbé

Soit, dans cette section,
∑N

k=1 κk = K ≡ Γ + iM 6= 0, et M = 0.

L’équation du mouvement des tourbillons-sources dans un cercle s’écrit :

∣∣∣∣
dz

dW

∣∣∣∣
2

j

Ẇj =

lim
W→Wj

{
1

2πi

[
d

dW

( N ′∑

k=1, k 6=j

κk ln(W −Wk)−
N∑

k=1

κk ln(W − R2

W k

)

)

+K lnW

]
− κj

4πi
[
d

dW
ln

dz

dW
]

}
=

1

2πi

( N ′∑

k=1, k 6=j

κk
Wj −Wk

+

N∑

k=1

κkW k

R2 −WjW k

)

+
K

2πi

1

Wj

− κj
4πi

lim
W→Wj

[
d

dW
ln

dz

dW
]. (7.14)

La forme alternative de l’équation, commode pour les calculs numériques, est

∣∣∣∣
dz

dW

∣∣∣∣
2

j

Ẇj =

=
1

2πi

( N ′∑

k=1, k 6=j

κk
|Wj −Wk|2

(W j −W k) +

N∑

k=1

κkW k

|R2 −WjW k|2
(R2 −W jWk)

)
+

+
K

2πi

W j

|Wj|2
− κj

4πi
lim

W→Wj

[
d

dW
ln

dz

dW
]. (7.15)

b. Formulation Hamiltonienne

L’équation (7.15) peut être présentée sous le forme hamiltonienne

κj

∣∣∣∣
dz

dW

∣∣∣∣
2

j

dW j

dt
= +i

∂H

∂Wj

⇋ κj
dzj
dt

= +i
∂H

∂zj
. (7.16)
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La conjugaison complexe donne alors

κj

∣∣∣∣
dz

dW

∣∣∣∣
2

j

dWj

dt
= −i ∂H

∂W j

. (7.17)

L’Hamiltonien défini à une constante près, est donné par

H[W,W ] = − 1

4π

( ′N∑

m,n=1,m6=n

κmκn ln(Wm −Wn) +

′N∑

m,n=1,m6=n

κmκn ln(Wm −W n)

+

N∑

m,n=1,

κmκn ln
1

R2 −WmW n

+

N∑

m,n=1,

κmκn ln
1

R2 −WmWn

+2K
N∑

k=1

κk lnWk + 2K
N∑

k=1

κk lnW k −
N∑

k=1

κ2
k ln

dzk
dWk

−
N∑

k=1

κ2
k ln

dzk

dW k

)
. (7.18)

Evidemment, H = H. Les variables W et W sont supposées indépendentes.

c. Lois de conservation

La conservation de l’énergie n’est généralement pas respectée si µs 6= 0 :

dH

dt
= ∂tH +

N∑

s=1

[
żs
∂H

∂zs
+ żs

∂H

∂zs

]
= ∂tH + i

[
H,H

]

ps

, (7.19)

avec le pseudo-crochet de Poisson, défini par

[
A,B

]

ps

=

N∑

s=1

[
1

κs

∂A

∂zs

∂B

∂zs
− 1

κs

∂A

∂zs

∂B

∂zs

]
= −

[
B,A

]

ps

. (7.20)

Soit ∂tH = 0. Alors, on a

dH

dt
=

N∑

s=1

[
− i

κs

∂H

∂zs

∂H

∂zs
+

i

κs

∂H

∂zs

∂H

∂zs

]
= 2

N∑

s=1

µs
1

|κs|2
∣∣∣∣
∂H

∂zs

∣∣∣∣
2

= 2

N∑

s=1

µs|żs|2. (7.21)

Ainsi, pour la conservation de l’énergie, il faut nécessairement que le système contienne des

tourbillons-sources avec µs > 0, et des tourbillons-sources avec µs < 0.

Le moment angulaire général est défini par l’expression Lθ =
∫
dx [x,v], qui peut être

présentée sous la forme suivante :

Lθ =

∫

D

dx [∇1

2
r2,v]

=
1

2

∫

D

dx rot (r2v)− 1

2

∫

D

dx r2 rotv

=
1

2

∮

∂D

dl · v r2 − 1

2

∫

D

dx r2 Ω. (7.22)
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Si, dans l’espace illimité, la vitesse décrôıt aux grandes distances comme v ∼ r−2 (ensemble

de tourbillons positifs et négatifs, ...), le premier terme disparâıt, et

Lθ = −1

2

N∑

j=1

κj|zj|2. (7.23)

Si |r|2∂D = R2, la formule devient

Lθ −R2Γ = −1

2

N∑

j=1

κj|zj|2, (7.24)

et, lorsque Γ = 0, nous obtiendrons le résultat 7.23.

La dérivée est donnée par :

dLθ
dt

= − i
2

N∑

j=1

[
zj
∂H

∂zj
− κj
κj
zj
∂H

∂zj

]
. (7.25)

Contrairement à l’Hamiltonien, l’invariance du moment n’est pas robuste, dans le sens où

de petites perturbations de la frontière du domaine détruisent cette invariance.

d. Discussion sur la possibilité de passage en espace 2D illimité

Pour ”l’espace illimité”, il est évident que les termes dépendants de la frontière doivent

disparâıtre dans l’hamiltonien.

Montrons ce fait.

Soit z = W + ǫRf(W/R) et Wj = W0 +W ′
j , |W ′

j| ≤ L≪ |W0| ∼ R. Tout se déroule dans

un petit domaine (par rapport à M) de l’espace. Les deux premiers termes dans l’expression

de l’Hamiltonien ne changeront pas car ce sont les termes correspondant à l’espace illimité.

Nous écrivons donc ici que les termes représentant la frontière :

H[W,W ] = ...+

N∑

m,n=1,

κmκn ln
1

R2 −WmW n

+ 2K

N∑

k=1

κk lnWk −
N∑

k=1

κ2
k ln

dzk
dWk

+ c.c.

= ...+
N∑

m,n=1,

κmκn ln
1

R2 − (W0 +W ′
m)(W 0 +W

′

n)
+ 2K

N∑

k=1

κk ln(W0 +W ′
k) + c.c.− ...

= ...+
N∑

m,n=1,

κmκn
1

R2 − |W0|2
(W 0W

′
m +W0W

′

n) + 2
K

W0

N∑

k=1

κkW
′
k + c.c.− ...

= ...+ 2K

[
W 0

R2 − |W0|2
+

1

W0

] N∑

k=1

κkW
′
k −R−1[ln(1 + ǫf ′)]′

N∑

k=1

κ2
kW

′
k + c.c.+ ... (7.26)
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Si
∑N

k=1 κkW
′
k = 0, ou

∑N
k=1 κk = 0, il n’y a pas d’écoulement induit, et l’impact d’une

frontière non déformée est de second ordre par rapport à L2/R2 ≪ 1. L’influence de la

déformation de la frontière peut devenir significative si |f ′′| ≫ 1.

e. Comparaison

Dans un cercle de rayon R pour les tourbillons purs (c’est-à-dire Imκs = 0), l’Hamiltonien

devient

H[W,W ] = − 1

4π

( ′N∑

m,n=1,m6=n

γmγn ln |Wm −Wn|2 +

N∑

m,n=1,

γmγn ln
1

|R2 −WmW n|2

)
. (7.27)

Nous devons comparer cette expression avec la formule pour l’Hamiltonien des tourbillons

purs, utilisée dans le travail [9]

H = − 1

4π

N,N∑

m>n

γmγn

(
ln r2

mn − ln(R4 − 2R2xi · xj + r2
mr

2
n)

)

+

N∑

k=1

γ2
k ln(R2 − r2

i ), (7.28)

où r2
i = x2

i + y2
i , r

2
ij = (xi − xj)2 + (yi − yj)2. En fait, la formule est la même que (7.27) au

facteur 1/2 près (
∑′N

m,n=1,m6=n ... 6=
∑N,N

m>n ...).

7.3 Equations du mouvement des tourbillons-sources

dans un cercle

7.3.1 Equations du mouvement

Soit z = W. Choisissons les échelles caractéristiques spatiale et temporelle :W → RW, t→
τt, κs → |κ|κs. Les équations deviendront

R

Nτ
Ẇj = −i |κ|

2πR

[(
1

N

N ′∑

k=1, k 6=j

)
κk

|Wj −Wk|2 + ǫ21
(W j −W k)

+

(
1

N

N∑

k=1

)
κkW k

|1−WjW k|2 + ǫ21
(1−W jWk)

]
− i |κ|

2πR

(
1

N

N∑

n=1

κn

)
W j

|Wj|2
. (7.29)
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Posons τ = 2πR2/|κ|N. Depuis que l’on a coupé la singularité par ǫ1, on peut ne pas écrire

le prime dans la somme (on tient compte de tous les termes). On obtient alors

Ẇj =

= −i
(

1

N

N∑

k=1

)[
κk

|Wj −Wk|2 + ǫ21
(W j −W k) +

κkW k

|1−WjW k|2 + ǫ21
(1−W jWk)

]

−i
(

1

N

N∑

n=1

κn

)
W j

|Wj|2
. (7.30)

Soit Wj = rj e
iθj , |κs| = 1, κs = eiδs : les tourbillons-sources sont identiques en module.

Notons que, par exemple, pour κm = 1− i, δm = −π/4, tandis que pour κm = −1 + i, δm =

+3π/4. Mais tg δm(= −1) reste le même.

Puisque Ẇ j = ṙj e
−iθj − iθ̇jrje−iθj = W j[−iθ̇j + r−1

j ṙj], on a

− ir2
j θ̇j + rj ṙj =

−i
(

1

N

N∑

k=1

)[
1

r2
j + r2

k − 2rjrk cos(θj − θk) + ǫ21
(r2
j e
iδk − rjrkei(θj−θk+δk))

+
1

1− 2rjrk cos(θj − θk) + r2
j r

2
k + ǫ21

(rjrke
i(θj−θk−δk) − r2

j r
2
ke

−iδk)

]
− i

(
1

N

N∑

n=1

e−iδn
)
. (7.31)

En séparant les parties réelle et imaginaire, on trouve

rj ṙj =
(

1

N

N∑

k=1

)[
r2
j sin δk − rjrk sin(θj − θk + δk)

r2
j + r2

k − 2rjrk cos(θj − θk) + ǫ21
+
rjrk sin(θj − θk − δk) + r2

j r
2
k sin δk

1− 2rjrk cos(θj − θk) + r2
j r

2
k + ǫ21

]

−
(

1

N

N∑

n=1

sin δn

)
,

r2
j θ̇j =

(
1

N

N∑

k=1

)[
r2
j cos δk − rjrk cos(θj − θk + δk)

r2
j + r2

k − 2rjrk cos(θj − θk) + ǫ21
+
rjrk cos(θj − θk − δk)− r2

j r
2
k cos δk

1− 2rjrk cos(θj − θk) + r2
j r

2
k + ǫ21

]

+

(
1

N

N∑

n=1

cos δn

)
. (7.32)
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Introduisons les notations suivantes :

Ŝk... = N−1

N∑

k=1

... ,

G1k = [r2
j + r2

k − 2rjrk cos(θj − θk) + ǫ21]
−1,

G2k = [1− 2rjrk cos(θj − θk) + r2
j r

2
k + ǫ21]

−1,

R1sk = r2
j sin δk − rjrk sin(θj − θk + δk),

R2sk = rjrk sin(θj − θk − δk) + r2
j r

2
k sin δk,

R1ck = r2
j cos δk − rjrk cos(θj − θk + δk),

R2ck = rjrk cos(θj − θk − δk)− r2
j r

2
k cos δk,

S = N−1

N∑

n=1

sin δn,

C = N−1

N∑

n=1

cos δn. (7.33)

Les équations prennent alors une forme plus compacte (commode) pour le calcul numérique :

√
r2
j + ǫ21

drj
dt

= Ŝk

[
G1kR1sk +G2kR2sk

]
− S,

(r2
j + ǫ21)

dθj
dt

= Ŝk

[
G1kR1ck +G2kR2ck

]
+ C. (7.34)

Pour éviter les singularités dans les calculs, on peut remplacer, dans les dénominateurs

de toutes les expressions, les termes qui peuvent s’annuler par les expressions régulières :

|Wj − Wk|2 → |Wj − Wk|2 + ǫ21R
2 et |R2 − WjW k|2 → |R2 − WjW k|2 + ǫ21R

2, |Wj|2 →
|Wj|2 + ǫ21R

2, avec ǫ1 ≪ 1.

7.3.2 Simulations numériques

a. Domaine illimité

Nous allons maintenant regarder l’évolution de quelques tourbillons-sources dans un do-

maine illimité, dont le modèle intègre les équations d’évolution suivantes :

√
ri2 + ǫ2

∂ri
∂t

= N−1

N∑

j=1

ri
2sinδj − rirjsin(θi − θj + δj)

ri2 + rj2 − 2rirjcos(θi − θj) + ǫ2

(ri
2 + ǫ2)

∂θi
∂t

= N−1

N∑

j=1

rirjcosδj − rirjcos(θi − θj + δj)

ri2 + rj2 − 2rirjcos(θi − θj) + ǫ2
. (7.35)
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Fig. 7.1: Evolution de 4 tourbillons-sources dans un domaine illimité.

Le paramètre ǫ2 a été ajouté dans les dénominateurs afin d’éviter les problèmes dûs aux

singularités : ǫ = 0.001 dans les calculs réalisés. Le modèle numérique utilisé est un schéma

de Runge–Kutta d’ordre 4, avec un pas temps adaptatif. Les intégrations sont exécutées avec

une double précision et pour des cycles de ∆t = 0.00001, en utilisant un pas temps adaptatif

jusqu’à ce que l’erreur soit moins tolérable que 10−9.

La figure 7.1 représente l’évolution de 4 tourbillons-sources dont la configuration initiale

forme un losange centré à l’origine du domaine d’espace illimité. Cette évolution a été suivie

jusqu’à t ∼ 30. On a choisi le paramètre δ de l’ordre de 0.1. Elle montre que les tourbillons-

sources suivent un trajet en spirale autour de leur point de départ. Certes, les trajectoires

des tourbillons-sources s’interceptent nous empêchant de voir clairement ces trajectoires,

mais nous allons choisir d’exagérer les valeurs des paramètres pour permettre une meilleure

visualisation des trajectoires. La figure 7.2 part de la même configuration de départ que la

précédente, mais on a alors choisi un δ de 1. On repère nettement que la trajectoire des

tourbillons est bien en spirale, avec deux tourbillons qui s’attirent au centre du domaine,

alors que les deux autres se repoussent très loin du centre.

La figure 7.3 représente l’évolution de 20 tourbillons-sources dont la configuration initiale

forme un cercle de rayon r = 0.8, centré à l’origine du domaine. Cette évolution a également
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Fig. 7.2: Evolution de 4 tourbillons-sources dans un domaine illimité.

été exagérée pour permettre une bonne visualisation des trajectoire. Cette évolution (pour

des temps allant de t = 0 à t = 4 10−4 pour δ = 1) confirme les résultats de celle avec

4 tourbillons-sources, c’est-à-dire que les tourbillons ayant δ négatif s’attirent pour se

rejoindre au centre du domaine, tandis que ceux avec δ positif se repoussent. De plus, chaque

tourbillon-source suit un trajet en forme de spirale.

b. Domaine de frontière circulaire

Nous allons maintenant regarder l’évolution de quelques tourbillons-sources dans un do-

maine de frontière circulaire, dont le modèle intègre les équations d’évolution suivantes :
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Fig. 7.3: Evolution de 20 tourbillons-sources dans un domaine illimité.

√
ri2 + ǫ2

∂ri
∂t

= N−1

N∑

j=1

[
ri

2sinδj − rirjsin(θi − θj + δj)

ri2 + rj2 − 2rirjcos(θi − θj) + ǫ2

+
rirjsin(θi − θj − δj) + ri

2rj
2sinδj

1− 2rirjcos(θi − θj) + ri2rj2 + ǫ2
]−N−1

N∑

k=1

sinδk,

(ri
2 + ǫ2)

∂θi
∂t

= N−1

N∑

j=1

[
ri

2cosδj − rirjcos(θi − θj + δj)

ri2 + rj2 − 2rirjcos(θi − θj) + ǫ2

+
rirjcos(θi − θj − δj)− ri2rj2cosδj
1− 2rirjcos(θi − θj) + ri2rj2 + ǫ2

] +N−1

N∑

k=1

cosδk. (7.36)

De même que précédemment ǫ = 0.001 et le modèle numérique utilisé est un schéma de

Runge–Kutta d’ordre 4, avec un pas temps adaptatif. Les intégrations sont exécutées avec

une double précision et pour des cycles de ∆t = 0.00001, en utilisant un pas temps adaptatif

jusqu’à ce que l’erreur soit moins tolérable que 10−9.

La figure 7.4 représente l’évolution de 4 tourbillons-sources dont la configuration initiale

forme un losange centré à l’origine du domaine de frontière. Cette évolution a été suivie

jusqu’à t ∼ 20. On a choisi le paramètre δ de l’ordre de 0.1. En fait, au cours de l’évolution,

on s’est aperçu que les tourbillons se sont d’abord placés le long de la frontière suivant
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Fig. 7.4: Evolution de 4 tourbillons-sources dans un domaine ayant une frontière circulaire.

une trajectoire en spirale, puis ils se sont attirés deux par deux et ont ensuite suivi cette

trajectoire circulaire le long de la frontière sans jamais changer de direction.

Il est bien connu, par la dynamique traditionnelle des tourbillons, que l’intensité d’un

tourbillon image est de signe opposé. Il est facile de voir, dans le cas d’une frontière plane ou

circulaire, que l’intensité de la source (ou du puits) image est de même signe que la source

(puits) original. Ceci mène à l’attraction inévitable des tourbillons-sources vers des obstacles

rigides.

A partir des solutions les plus simples, présentées dans ce chapitre, on peut voir que la

dynamique des tourbillons-sources mérite de plus amples explorations. La dynamique tra-

ditionnelle des tourbillons est un cas très particulier de la dynamique du mouvement des

tourbillons-sources, quand les intensités de la source (puits) sont nulles et quand chaque

distance mutuelle est plus petite que la distance caractéristique de l’écrantation.
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Conclusion

Ce travail de thèse avait pour but d’analyser quelques aspects des mécanismes possibles

d’apparition de structures tourbillonnaires quasi–régulières dans un milieu turbulent. On a

supposé que le mouvement du milieu pouvait être examiné dans le cadre de l’approximation

bidimensionnelle, dont les limites d’application ont été indiquées.

Les principaux résultats sont présentés ci-dessous.

• Un examen de la situation concernant les recherches actuelles, tant au niveau

théorique, numérique, qu’expérimental, dans le domaine de la turbulence 2D, en vue de

son auto-organisation possible, a été fait. Ce bilan a pris la forme d’une brève revue,

exposée dans la partie introductive du manuscrit. Un intérêt spécial a été porté sur

l’évolution de la turbulence libre et non sur la turbulence forcée. Une discussion sur les

modèles théoriques efficaces de modélisation de la turbulence (modèles des taches, des

tourbillons ponctuels, ...) a été effectuée. Il faut noter que les résulats numériques doivent

être comparés à ceux des études expérimentales, car parfois ils ne vont pas dans le même sens.

• L’examen de la situation actuelle montre qu’il existe, pour des fluides de faible viscosité,

une série d’expériences concernant l’évolution de la turbulence 2D aboutissant, sous certaines

conditions, à la formation de structures tourbillonnaires régulières bien marquées. Un intérêt

particulier a été porté sur les expériences de Fine et al. (voir [20], [23]). Une analyse du

schéma expérimental et des résultats obtenus au cours des expériences de plasma dans le

fort champ magnétique, a été dressée. On observe que la relaxation de la turbulence vers

l’état final d’équilibre statistique peut parfois être stoppée au cours de son évolution. Ce

phénomène amène à la formation de structures tourbillonnaires régulières, appelées ”cristaux

tourbillonnaires”. Pour tenter d’expliquer les causes de formation de ces structures, nous

avons utilisé une approche basée sur l’équation cinétique de Vlasov. En fait, nous avons

rejeté l’approche traditionnelle hydrodynamique à cause du nombre trop petit de particules

formant l’écoulement. La possibilité d’obtenir des structures multi-pétales pour la répartition
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de vorticité a été montrée.

• L’analyse détaillée de ces expériences a permis, dans certains cas, d’assimiler le système

d’électrons chauffés dont la répartition spatiale a été moyennée le long de l’axe z, à des

barres rigides macroscopiques, chargées, orientées le long de l’axe z du champ magnétique

extérieur, et qui se déplacent sans jamais s’intercepter. Un tel modèle permet de réduire le

problème de l’évolution de la turbulence 2D au problème de déplacement d’un nombre fini

de barres, et finalement au problème du mouvement des points d’intersection de ces barres

avec le plan perpendiculaire à leur axe. Les équations du mouvement de ces points sont

identiques à celles de tourbillons ponctuels 2D.

• Pour tenter de comprendre l’apparition des cristaux tourbillonnaires, il faut se placer

dans deux cas de figures : (a) les structures régulières ne sont pas encore au stade final de

leur évolution (dans ce cas, on parle d’auto-organisation), et en fait, il s’agit simplement

d’une configuration à un temps donné d’un régime transitoire, avant d’avoir atteint un

certain temps caractéristique, appelé ”temps de relaxation”; ou, au contraire, (b) l’état dans

lequel on se trouve se situe à un temps supérieur au temps de relaxation. S’il est connu, à

priori, qu’il n’y a pratiquement pas de dissipation dans le système, on peut soupçonner que

la configuration observée se trouve à un temps donné plus petit que le temps de relaxation.

Les structures régulières sont donc un effet de transition.

• L’importance des invariants globaux, ainsi que des conditions initiales, sur un scénario

possible d’évolution de la turbulence a été constatée dans les expériences de plasma. On

peut donc dire que le système 2D, évoluant en absence de dissipation et de forçage, n’oublie

pas ses conditions initiales de répartition.

• L’importance que peuvent jouer des fluctuations extérieures des champs sur l’évo-

lution de la turbulence 2D dans le plasma chargé vers des structures régulières, a été discutée.

• Dans la situation où l’on décrit l’expérience de plasma, le temps d’observation est

beaucoup plus petit que le temps de relaxation, et le système est donc loin de l’équilibre

statistique (thermodynamique). Alors, le système n’a pas encore oublié les conditions

initiales et les principes de la mécanique statistique ne sont pas encore applicables. Si

l’expérience présente la particularité d’une répartition initiale des vitesses des particules
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ayant un maximum net au voisinage d’une vitesse quelconque vmax 6= 0, alors la fonction de

répartition peut posséder une structure multi-pétale. Une telle possibilité a été confirmée

par l’observation de taches régulières dans les expériences de plasma.

• Lorsque le temps d’observation dépasse largement le temps de relaxation, nous

sommes placés dans le domaine où les lois de la mécanique statistique régissent pour le

gaz de tourbillons ponctuels. Dans ces conditions, un principe d’évolution de tourbillons

ponctuels dans un domaine borné de phase, suivant leur ”température” initiale, a été mis

en place. Si l’espace de phase est borné, le système admet l’existence de ”températures”

négatives. Dans le cas d’une ”température”négative, une transition de phase peut se produire.

• Nous avons présentés les tourbillons-sources au dernier chapitre car jusqu’à présent ils

ont été très peu étudiés dans les ouvrages scientifiques. Nous avons vu que ces structures

tourbillonnaires apparaissent soit sous forme de tourbillons-sources ou tourbillons-puits, et

que les lignes de courant autour de ces tourbillons avaient des formes de spirales.

• L’analyse faite dans cette thèse peut servir de point de départ à divers développements

analytiques et numériques.
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Annexe A

Caractéristiques du mouvement des

particules chargées

A.1 Introduction

Le plasma d’électrons pur confiné par le champ magnétique est un excellent système pour

des observations quantitatives de la dynamique 2D d’un fluide non-visqueux, de la turbulence

2D et de l’auto-organisation de la turbulence bidimensionnelle.

Le plasma neutre est constitué de particules positives (ions) et négatives (électrons). Le

plasma chargé est constitué de particules du même signe de charge.

Le mouvement d’une particule chargée, de masse m et de charge électrique q, est régi par

l’équation de Newton, avec la force de Lorenz dans le membre droit

m
d

dt
v = q

(
E +

1

c
[v,B]

)
. (A.1)

Ici, c est la célérité de la lumière, de valeur c ≃ 3 · 1010 cm/s, E et B représentent l’intensité

et l’induction des champs électrique et magnétique respectivement, et sont mesurés en u.CGS

(1u.CGS/cm = 3 · 104 V/m) et Gauss (en SI, on utilise ”tesla” : 1Tesla = 104Gauss). La

charge de l’électron est q = −e, où e = 4, 8 · 10−10 u.CGS = 1, 6 · 10−19C.

Ces équations doivent être complétées par les équations de Maxwell (dans le vide, en

SI, D = E et H = B) parce que les particules chargées en mouvement créent les champs

électrique et magnétique qui déterminent à leur tour le mouvement de ces particules

divD = 4πq, rotB =
4π

c
qv +

1

c
∂tE,

divH = 0, rotE = −1

c
∂tB. (A.2)

Considérons le cas important des champs constants dans l’espace et indépendants du temps.
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A.1.1 Mouvement d’un électron

On considère le mouvement d’une particule chargée dans le champ électrique E ∼ e−iwt

et dans le champ magnétique constant B0 = cte, avec b = B0

|B0|
. On a donc

m
dv

dt
= −eE− e

c
[v,B0], (A.3)

où e est une charge positive.

Il est évident que la vitesse v varie avec le temps selon la même loi que le champ E :

v ∼ E ∼ e−iwt. On néglige la variation spatiale de E dans le domaine du mouvement de la

particule. On trouve

iwv =
e

m
E +

e

mc
[v,B0]. (A.4)

La solution de cette équation algébrique contient des termes orientés le long de E, b et

[E,b], car [E,b] est perpendiculaire à E et b. Nous prenons donc la vitesse sous la forme

v = a1E + a2b + a3[E,b]. L’équation (A.4) devient alors :

iwv = iw[a1E + a2b + a3[E,b]] =
e

m
E +

e

mc
[a1E + a2b + a3[E,b],B0],

avec B0 =| B0 | b.

En développant, on parvient à

a1E + a2b + a3[E,b] =
e

imw
E +

e

iwmc
| B0 | a1[E,b]

+
e

iwmc
| B0 | a2[b,b] +

e

iwmc
| B0 | a3[[E,b],b]. (A.5)

Or, [b,b] est nul car le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est nul, ce qui nous

amène à

a1E + a2b + a3[E,b] =
e

imw
E +

e

iwmc
| B0 | a1[E,b]

+
e

iwmc
| B0 | a3[b(E.b)− E(b.b)],

avec (b.b) = b2 = 1.

Par identification, nous avons






a1 = e
imw
− e|B0|

imwc
a3

a2 =
e|B0|
imwc

a3(E.b)

a3 =
e|B0|
imwc

a1.
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En remplaçant ces termes dans l’équation (A.5), on parvient à






a1 = − iew
m(w2−w2

BE
)

a2 =
w2

BE

w2

iew
m(w2−w2

BE
)
(E.b)

a3 = iwBE

w
iew

m(w2−w2

BE
)
,

ce qui nous donne :

v = − iew

m(w2 − w2
BE)
{E− w2

BE

w2
b(E.b)− iw

2
BE

w2
[E,b]}, (A.6)

où wBE = eB0

mc
est la pulsation du cyclotron.

A.1.2 Cas particulier

Si E.b = 0 et w −→∞, on trouve

v −→ − e

mw2
BE

[E,b]. (A.7)

Dans notre cas, les champs magnétique B et électrique E sont perpendiculaires, la vitesse

v a donc une seule composante vθ.

Nous avons B0 ∼ ez et E ∼ eρ, donc v ∼ eθ. D’où

v =
eE

mwBE
eθ, (A.8)

car [E,b] = A= −Eeθ, où A est la matrice

eρ eθ ez

E 0 0

0 0 1

.

La particule décrit une orbite circulaire de rayon qui est déterminé par le champ électrique

(différent du rayon de Larmor), défini par rB = vT

wB
.

Nous avons donc

−mv2

rB
eρ = −e

c
vB0eρ,

d’où rB = v

(
eB0

mc
)
.



Particularités du mouvement des particules chargées 142

A.2 Particularités du mouvement des particules char-

gées

Dans cette section, nous allons étudier les particularités du mouvement des particules

chargées dans les champs magnétique et électrique.

Soit le vecteur unitaire orienté le long du champ magnétique : e = B/B. On peut donc

décomposer le champ électrique en deux parties, longitudinale et transversale : E = E‖e+E⊥.

Multiplions l’équation (A.1) par e. On trouve alors

dv‖
dt

=
q

m
E‖. (A.9)

On voit que le mouvement le long de l’axe z est le même qu’en absence de champ magnétique.

Il y a conservation de l’énergie ”longitudinale” : E‖tot = mv2
‖ + qΦ(z), où l’intensité du

champ E est liée au potentiel Φ par la relation E = −∇Φ. On a donc E‖(z) = −∂zΦ(z).

Les particules capturées par un ”puits” énergetique ”sautent” d’un mur énergétique à l’autre,

z1 ≤ z ≤ z2 (voir la figure A.1).

Fig. A.1: ”Puits” énergétique.

Le mouvement transversal (dans le plan perpendiculaire à l’axe z) de la même particule

est régi par l’équation

d

dt
v⊥ =

q

m

(
E⊥ +

1

c
[v⊥,B]

)
, (A.10)
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qui est obtenue à partir de (A.1) et (A.9) en prenant v − v‖e. Si l’on pose

v⊥ = v′
⊥ + c

[E,B]

B2
= v′

⊥ + vD, (A.11)

on trouve, pour la composante v′
⊥, l’équation

d

dt
v′
⊥ =

qB

mc
[v′

⊥, e]. (A.12)

Cette équation montre que la particule se trouvant dans le référentiel (R′) [figure A.2] qui se

déplace avec la vitesse vD, tourne dans (R′) avec la vitesse angulaire égale à la pulsation de

cyclotron Ωc = eB/mc autour de l’axe 0z. Le sens de rotation est déterminé par le signe de

q.

Fig. A.2: Référentiels.

La grandeur

vD = c
[E,B]

B2
(A.13)

est la vitesse de dérive. Elle caractérise un effet collectif. Elle ne dépend ni de la charge, ni de

la masse de la particule. Lorsqu’on a vD/Ωc ≪ 1, la particule décrit une trajectoire circulaire

autour d’un point (centre) qui se déplace lentement avec la vitesse de dérive vD (figure A.3) :

cette approximation est appelée l’approximation du centre guidant.

Alors, l’ensemble des particules chargées se déplace en collectif, ce qui donne la possibilité

de considérer l’ensemble des particules comme un fluide.
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Fig. A.3: Approximation du centre guidant.
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Annexe B

Modèle de base

B.1 Equations de base

Soit un système hydrodynamique dont l’évolution est régie par le système d’équations

suivant :

(
∂t + v · ∇

)
v = −∇h− [Ω,v], (B.1)

∂tn+∇ · (nv) = 0, (B.2)

où ∂t désigne la dérivée partielle par rapport au temps, ∇ représente l’opérateur de gradient,

∇ · ... est la divergence, [... , ...] est le produit vectoriel.

L’équation de continuité peut être réécrite sous la forme

(
∂t + v · ∇

)
ln n = −div v. (B.3)

Dans ce qui suit, on considère le cas Ω = Ωe3, avec Ω = cte.

Donnons deux exemples de modèle considéré par un tel système :

1. Dans le contexte du plasma, ce système décrit l’écoulement d’un fluide chargé dans

un champ magnétique fort. Alors, la grandeur h doit être remplacée par kTe lnn/me,

qui désigne le potentiel généralisé. Le vecteur B est l’induction du champ magnétique,

[Ω,v] est la force de Lorentz, Ω = eB/mc ≡ Ωc est la pulsation du cyclotron

2. Dans le contexte géophysique, le système peut décrire l’écoulement 2D pour une couche

liquide peu profonde d’un fluide parfait dans un référentiel tournant avec la vitesse

angulaire de rotation (1/2)Ω.
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a. Vitesse de l’écoulement

Multiplions vectoriellement la première équation (B.1) par Ω

[Ω,

(
∂t + v · ∇

)
v] = [Ω,

(
−∇h− [Ω,v]

)
].

Lorsque Ω = cte, on obtient

(∂t + v · ∇)[Ω,v] = −[Ω,∇h]− [Ω, [Ω,v]].

En utilisant les formules connues de l’analyse vectorielle, on trouve que [Ω, [Ω,v]] = Ω(Ω ·
v)− v(Ω ·Ω) = −v(Ω · Ω), car Ω et v sont dans des directions perpendiculaires.

De ces expressions, nous déduisons que

(∂t + v · ∇)[Ω,v] = −[Ω,∇h] + Ω2v,

ce qui nous permet d’obtenir

v = − [∇h,Ω]

Ω2
+

1

Ω2

(
∂t + v · ∇

)
[Ω,v]. (B.4)

Comparons maintenant en grandeur le membre de gauche et celui de droite.

Soit |v| ∼ V . On obtient, pour le second terme de droite, l’estimation

Ω−2{∂t + (v · ∇)}[Ω,v] ∼ Ω−2max {T−1, V L−1}ΩV.

Pour pouvoir appliquer la méthode d’itération, il faut que ΩT ≫ 1, V ≪ ΩL : ce qui signifie

qu’on considère l’évolution relativement lente par rapport au temps caractéristique, et l’on

considère que les vitesses sont faibles.

On pose donc que

v(n+1) = − [∇h,Ω]

Ω2
+

1

Ω2

(
∂t + v(n) · ∇

)
[Ω,

︸ ︷︷ ︸
v(n)]. (B.5)

On peut presenter cette équation sous la forme symbolique suivante :

v(n+1) = − [∇h,Ω]

Ω2
+ N̂ (n)[e3,v

(n)], (B.6)

où e3 est le vecteur unitaire suivant Ω et l’opérateur non linéaire N̂ (n) est donné par

N̂ (n) ... =
1

Ω

(
∂t + v(n) · ∇

)
... . (B.7)
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Pour la première itération, nous aurons

v(1) = − [∇h,Ω]

Ω2
. (B.8)

Puis, nous trouvons :

v(2) = − [∇h,Ω]

Ω2
+

1

Ω2

(
∂t + v(1) · ∇

)
[Ω,v(1)],

c’est-à-dire

v(2) = v(1) +
1

Ω
(∂t + v(1) · ∇)[e3,v

(1)].

Pour l’itération suivante, on a

v(3) = v(1) +
1

Ω
(∂t + v(2) · ∇)[e3,v

(2)],

et ainsi de suite.

En se limitant aux termes d’ordre ≤ (∇h)2, nous parvenons à

v(2) = − [∇h, e3]

Ω
+

1

Ω

(
∂t + v(1) · ∇

)
[e3, [−

∇h
Ω
, e3]]. (B.9)

Posons h = h0(1 + η), et introduisons l’échelle spatiale caractéristique, R2 = h0/Ω
2.

Le paramètre R représente le rayon d’écrantation pour les phénomènes de plasma, ou le

paramètre de Rossby pour les phénomènes géophysiques.

Dans ce cas,

v(2) = −ΩR2[∇η, e3]−R2{∂t + v(1) · ∇}[e3, [∇η, e3]]. (B.10)

Remarquons que nous pouvons faire quelques simplifications dans cette expression : en effet,

[e3, [∇η, e3]] = ∇η(e3 · e3)− e3(e3 · ∇η), avec (e3 · e3) = 1 et (e3 · ∇η) = 0, car e3 et ∇η sont

dans des directions perpendiculaires.

On obtient donc

v ≃ −ΩR2[∇η, e3]−R2∂t∆η −R2(v(1) · ∇)[e3, [∇η, e3]]. (B.11)

b. Equation de continuité

Calculons maintenant div v pour ensuite l’introduire dans (B.2).

Pour le premier terme, nous aurons ∇ · v(1) ∼ ∇ · [∇η, e3]. En notation symbolique, on

trouve que l’expression A ≡ ∂iεij3∂jη = εij3∂i∂jη est égale à zero, car si on permute i↔ j, on



Equations de base 148

obtient εji3∂j∂iη = −εij3∂i∂jη = −A (ce qui prouve que l’expression en question (A = −A)

est nulle).

Pour le second, comme [e3, [∇η, e3]] = ∇η(e3 · e3)− e3(e3 · ∇η), avec (e3 · e3) = 1 et (e3 ·
∇η) = 0, car e3 et ∇η sont dans des directions perpendiculaires, nous trouvons l’expression

−R2∂t∆η, où ∆ = ∂2
1 + ∂2

2 est l’opérateur de Laplace 2D.

Pour le dernier terme, on trouve −R2∂i

(
v

(1)
j ∂j∂iη

)
.

Finalement, l’équation (B.2) devient :

∂t

(
ln n−R2∆η

)
−R2∂i

(
v

(1)
j ∂j∂iη

)
= 0. (B.12)

Regardons en détail l’expression R2∂i

(
v

(1)
j ∂j∂iη

)
, qui peut être réécrite de la façon sui-

vante :

∂i{(vj(1)∂j)∂iη} = (∂ivj
(1))∂j∂iη + vj

(1)∂j∂i∂iη

= (∂ivj
(1))∂j∂iη + vj

(1)∂j∆η.

Le premier terme ici s’annule : en effet, (∂ivj
(1))∂j∂iη est proportionnel (aux termes d’ordres

supérieurs près) à ∼ (∂iεjk3∂kη)∂j∂iη = εjk3(∂i∂kη)(∂j∂iη). Si l’on permute les indices muets

j ⇆ k, on obtient

A = εjk3(∂i∂kη)(∂i∂jη) = εkj3(∂i∂jη)(∂i∂kη) = −εjk3(∂i∂kη)(∂i∂jη) = −A,

ce qui donne A = 0.

Lorsque dans ce cas R2∂i{(vj(1)∂j)∂iη} = R2vj
(1)∂j∆η, on parvient à

∂t(ln n−R2∆η)−R2(v(1) · ∇)∆η = 0. (B.13)

Pour l’approximation utilisée, on a

(v(1) · ∇) = −ΩR4[∇, e3] · ∇∆η. (B.14)

En tenant compte du fait que les vecteurs∇n et ∇ η sont colinéaires - en effet 1+η = ln n,

où l’unité est sans intérêt - on a

−Ω[∇η, e3] · ∇ ln n ≡ 0.

On ajoute cette expression à l’équation obtenue, et on trouve finalement

∂t(
η

R2
−∆η)− ΩR2[∇η, e3] · ∇(

η

R2
−∆η) = 0, (B.15)
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avec

v(1) = −ΩR2[∇η, e3]. (B.16)

Remarquons que nous respectons la condition de non compressibilité, ∇ · v(1) = 0, car

nous avons vu précédemment que ∇ · [∇η, e3] = 0.

B.2 Fonction de courant et vorticité potentielle

Introduisons la ”fonction de courant” selon la formule

v
(1)
i = ǫij3∂jψ = −ΩR2ǫij3∂jη, (B.17)

d’où

ψ = −ΩR2η. (B.18)

La ”vorticité potentielle” est définie par l’expression

q = −∆ψ +
1

R2
ψ. (B.19)

Ici, R ∼
√
kTe/me/Ωc est le rayon du cyclotron.

L’évolution de cette grandeur est régie par l’équation (B.15), qui prend la forme

(
∂t + (v(1) · ∇)

)
q = 0. (B.20)
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Annexe C

Informations sur la mécanique

statistique et thermodynamique

Il semble utile de préciser quelques points sur les fondaments de la mécanique statistique,

ainsi que sur la manifestation possible des conditions initiales.

La physique statistique classique ou statistique étudie les lois particulières régissant le com-

portement et les propriétés des systèmes macroscopiques, c’est-à-dire des systèmes composés

d’un très grand nombre de particules. En écrivant les équations du mouvement d’un système,

en nombre égal aux degrés de liberté du système, et en les intégrant, on peut, tout au moins

en principe, obtenir une description complète du mouvement du système. Mais si le système

considéré, quoique soumis aux lois de la mécanique classique, a un grand nombre de degrés

de liberté, pour appliquer les méthodes de la mécanique, il est indispensable d’écrire et de

résoudre un nombre égal d’équations différentielles, ce qui est pratiquement impossible. Il

faut noter que, même si l’on pouvait écrire la solution générale de ces équations, il serait ab-

solument impossible d’y introduire les conditions initiales pour les vitesses et les coordonnées

des particules, ne serait–ce qu’à cause du temps et de la quantité de papier nécessaires.

A première vue, on pourrait conclure que lorsque le nombre de particules est grand, les

propriétés du système mécanique deviennent infiniment compliquées et il devient donc impos-

sible de trouver, dans le comportement du système macroscopique, toute trace de loi. Mais, il

en est tout autrement et dans un système composé d’un grand nombre de particules on voit

apparâıtre des lois toutes particulières. Ces lois, dites statistiques, proviennent justement de

la présence d’un grand nombre de particules composant le système et ne peuvent en aucun

cas se réduire à des lois purement mécaniques (équations dynamiques + conditions initiales).

Les lois statistiques perdent tout sens lorsque l’on passe à un système mécanique ayant un

nombre relativement petit de degrés de liberté, à un système mécanique régi par des équations

dynamiques d’évolution complétées par des conditions initiales, d’où leur caractère spécifique.
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Soit un système macroscopique. Supposons le système isolé, c’est–à–dire n’interagisant

avec aucun autre système. Imaginons que nous avons isolé une partie de ce système. Cette

partie, tout en étant très petite par rapport au système tout entier, reste macroscopique

(N ∼ 109 dans le cas de l’expérience en question). Il est évident que lorsque le nombre de

particules dans le système entier est suffisamment grand, le nombre de particules dans la petite

partie peut également être assez grand. Nous appellerons de telles parties relativement petites

mais macroscopiques, des sous–systèmes. Le sous–système obtenu est de nouveau un système

mécanique, mais non plus isolé. Bien au contraire, il est soumis à des actions diverses de la

part des autres parties du système. A cause du grand nombre de degrés de liberté des autres

parties, les interactions ont un caractère compliqué. L’état du sous–système considéré variera

donc dans le temps également d’une manière compliquée. Pour obtenir la solution du problème

donnant le comportement du sous–système, il faut résoudre le problème mécanique pour le

système isolé en entier, c’est-à-dire écrire et résoudre toutes les équations différentielles du

mouvement pour des conditions initialisables. Mais, fort heureusement, c’est justement cette

impossibilité de fixer des conditions initiales et variations infiniment compliquées des sous–

systèmes (rendant inapplicables les méthodes de la mécanique), qui permet d’aborder le

problème d’un tout autre côté.

Ce qui précède montre que la statistique permet de faire des déductions et des prévisions

concernant le comportement des systèmes macroscopiques ayant un caractère aléatoire. Il

faut cependant remarquer que le caractère aléatoire des résultats de la statistique classique

ne provient pas de la nature même des objets considérés, mais uniquement du fait que les

résultats sont obtenus à partir d’un nombre de données moindre que celui qui aurait été

nécessaire pour la description mécanique complète (il n’est pas nécessaire de connâıtre les

valeurs initiales des coordonnées et des impulsions).

Cependant, en pratique, lorsque que l’on applique la statistique aux systèmes macrosco-

piques, son caractère aléatoire ne se manifeste généralement pas du tout. Ceci provient du

fait que, lorsque l’on observe un système macroscopique quelconque (se trouvant dans des

conditions extérieures stationnaires, c’est-à-dire ne dépendant pas du temps) durant un in-

tervalle de temps suffisamment long, toutes les grandeurs physiques caractérisant ce système

se trouvent être pratiquement constantes (égales à leurs valeurs moyennes) et ce n’est que

très général (c’est d’autant plus vrai que le système considéré est plus compliqué).

Si, à l’aide de la fonction de distribution statistique des états représentés par des points

dans le volume dqdp = dq1...dqNdp1...dpN de l’espace de phase ρ(p, q), on construit la fonc-

tion de distribution des probabilités des différentes valeurs de la grandeur quelconque f(p, q),
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cette fonction aura un maximum très net pour f = f̄ (où f =
∫
dqdpf(p, q)ρ(p, q)), et ne

différera notablement de zéro que très près du point correspondant au maximum. Ainsi, la

statistique, qui permet de calculer les valeurs moyennes des grandeurs caractérisant les sys-

tèmes macroscopiques, permet de faire des prédictions se réalisant avec une grande précision

pour la majeure partie d’un intervalle de temps suffisamment long pour que l’influence des

conditions initiales disparaisse. En ce sens, les prédictions de la statistique ont un caractère

non pas aléatoire, mais pratiquement déterminé. Si un système macroscopique isolé se trouve

dans un état tel que les grandeurs physiques ”macroscopiques” relatives à une de ses parties

(qui est elle-même un système macroscopique) sont égales avec une précision relativement

grande à leurs valeurs moyennes, on dit que ce système se trouve en équilibre statistique (on

dit aussi équilibre thermodynamique).

Ainsi, si on observe un système macroscopique isolé durant un intervalle de temps suffi-

sant, la majeure partie de ce temps le système se trouvera en équilibre statistique. Si à un

moment initial quelconque, le système macroscopique isolé ne se trouvait pas en équilibre

statistique (par exemple, s’il était artificiellement mis hors de cet équilibre par des actions

extérieures, puis était laissé à lui-même, donc redevenu un système isolé), dans la suite il

reviendra obligatoirement vers cet équilibre. L’intervalle de temps durant lequel le système

doit obligatoirement passer à l’équilibre statistique est appelé temps de relaxation. Lorsque

ci–dessus il était question d’intervalles de temps suffisamment grands, on sous-entendait de

temps supérieurs au temps de relaxation.

Ce n’est pas le cas observé par les expérimentateurs [23] (”... the character of the relaxed

state generally depends strongly on initial conditions and dynamics”).
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Annexe D

Dynamique des tourbillons ponctuels

D.1 Champs tourbillonnaires

Que connâıt-on sur les tourbillons bidimensionnels ?

Cette annexe a été tirée de [19].

Les modèles décrivant les systèmes bidimensionnels tourbillonnaires (vortex-like fields),

sont régis par l’équation d’évolution

∂tΩ− ǫij∂iψ∂jΩ = 0, (D.1)

où le champ de ”vorticité généralisé” Ω et la ”fonction de courant”ψ, avec vi = ǫij∂jψ, i, j =

1, 2, (ǫij est le tenseur antisymétrique de Levi-civitta, ǫ12 = −ǫ21 = 1) sont reliés par la

relation de l’opérateur,

Ω = L̂(ψ). (D.2)

Pour l’équation d’Euler bidimensionnelle, Ω = −∆ψ, et L̂(ψ) ≡ −∆ψ. Il existe d’autres

modèles, par exemple, les modèles de ”vorticité cachée” définis à l’aide de l’opérateur L̂ =

−(∆− 1/a2) : (i) le modèle de plasma basé sur l’équation de Hasegawa-Mima, (ii) le modèle

axial des tourbillons électriques, et (iii) le modèle barotropique quasi-géophyique, ...

Sans la formulation Hamiltonienne, il n’est pas évident de savoir comment construire la

mécanique statistique. Cette formulation inclut quelques éléments de base et pas seulement

l’Hamiltonien.

Le modèle régi par (D.1) - (D.2) donne un exemple de système Hamiltonien avec un nombre

continu de degrés de liberté. De tels systèmes évoluent selon la loi

∂tui = {ui, H} =

∫
dx′{ui, u′j}

δH

δuj(x′)
, (D.3)
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où l’Hamiltonien du système, H, est la quantité -énergie- dépendant fonctionnellement des

champs ui, l’opérateur δ/δu est l’opérateur de dérivée fonctionnelle. Les dérivées des variables

dynamiques, F [u], sont calculées en utilisant la relation δui(x)/δuj(x
′) = δijδ(x− x′).

La structure Hamiltonnienne du système, avec un nombre continu de degrés de liberté, est

constituée de l’Hamiltonien donné par l’énergie totale H, et le crochet fonctionnel de Poisson

{. , .}. Ce crochet est antisymétrique bilinéaire et satisfait l’identité fonctionnelle de Jacobi

présentée symboliquement sous la forme

{A, {B , C}}+ {B, {C , A}}+ {C, {A , B}} = 0. (D.4)

La conservation de l’énergie provient de la formulation donnée des équations dynamyques,

car ∂tH = −{H,H} = 0.

Pour les VL-champs bidimensionnels, les équations d’évolution (D.1)-(D.2) peuvent être

réécrites sous la forme hamiltonnienne

∂tΩ = {Ω, H} =

∫
dx′{Ω,Ω′} δH

δΩ′ = ǫik∂i
δH

δΩ
∂kΩ, (D.5)

avec les crochets fonctionnels de Poisson

{Ω, Ω′} = ǫik∂
′
iΩ

′∂kδ(x− x′), (D.6)

et l’Hamiltonien

H = −1

2

∫
dxdx′ΩG(x,x′)Ω′. (D.7)

La fonction de Green est la solution de l’équation

L̂G(x,x′) = δ(x,x′). (D.8)

Ces équations de mouvement peuvent être appliquées lorsque le fluide est confiné dans un

domaine borné ; dans ce cas, l’Hamiltonien est modifié et doit être déterminé en terme de

fonction de Green dépendant de la géométrie de domaine.

D.2 Difficultés

Deux obstacles évidents sont rencontrés dans les applications des méthodes approximatives

aux systèmes fluides. Tout d’abord, les fluides ont un nombre infini de degrés de liberté.

Ensuite, les fluides parfaits ont un nombre infini d’intégrales de mouvement (circulation,
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enstrophie, et autres moments dynamiques) et de ”Casimirs”, Zk, (les Casimirs du crochet

fonctionnel de Poisson satisfont la condition {ui, Zk} = 0). Les ”trajectoires” du système

dans l’espace de phase infini-dimensionnel sont les sous-sections du nombre infini de surfaces

correspondant aux intégrales de mouvement.

Ce fait est dû à la formulation des équations de mouvement du fluide en terme de dérivées

fonctionnelles (D.5).

Quoi qu’il en soit, dans ce cas, une application formelle des méthodes approximatives aux

systèmes hydrodynamiques avec un nombre continu de degrés de liberté, avec des crochets

fonctionnels de Poisson dépendants des champs, (par exemple similaires à (D.6), c’est-à-dire

sous la forme non canonique) peut amener à des équations qui n’ont pas la forme conservative :

la perte de la conservation dans les systèmes de Liuville est fréquemment observée dans

les expériences numériques. Cette perte de conservation, de même qu’une violation possible

de la propriété de Jacobi, (D.4), dans les simulations peut avoir lieu, non pas à cause des

changements physiques dans le système, mais à cause des erreurs numériques accumulées

dans le schéma de calcul.

Cette remarque a une signification particulière dûe au fait que l’on utilise des modèles

discrets avec une correspondance adéquate avec des analogies continues.

Une sélection des méthodes approximatives ou numériques imposent une exigence spéciale

sur la structure du crochet fonctionnel de Poisson (D.6) : les méthodes approximatives sont

effectivement plus réalisées dans le contexte de la formulation canonique lorsque, dans ce

cas, les crochets fonctionnels de Poisson sont indépendants des variables de champs. Dans ce

cas, seul un objet pour l’approximation reste : l’Hamiltonien et correspond aux calculs, qui

peuvent avoir un caractère encombrant, récurent, et ne sont pas repliés avec l’augmentation

du nombre d’itérations.

Pour cette raison, il est préférable de formuler les équations d’évolution pour les champs si-

milaires aux champs tourbillonnaires dans la direction où les crochets fonctionnels de Poisson

sont indépendants des champs.

D.3 VL-champs singuliers

Dans le cas bidimensionnel, une possibilité pour la troncature est d’approximer le champ

de vorticité à l’aide d’un modèle de tourbillon ponctuel (i) les tourbillons ponctuels sont les

solutions exactes des équations d’Euler, (ii) ils respectent toutes les intégrales de mouvement

du fluide. Si N → ∞, la solution converge vers la solution des équations d’Euler. Les tour-
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billons ponctuels sont d’excellents candidats pour le rôle de structures élémentaires. L’avan-

tage principal des tourbillons ponctuels, dans ce contexte, est leur localisation aux petites

échelles. Rappelons qu’à condition d’une quasi absence de dissipation, lorsque le nombre de

Reynolds est extrêmement grand, l’utilisation d’autres approches numériques traditionnelles

est extrêmement difficile.

Naturellement, les modèles avec des champs singuliers présentent des modèles mathé–

matiques commodes dans les situations où les effets des noyaux des tourbillons peuvent être

considérés comme négligeables.

Nous pouvons surmonter les difficultés si nous construisons une telle troncature des équa-

tions d’Euler, qui respecte automatiquement toutes les intégrales du mouvement du fluide et

ont un nombre fini de degrés de liberté N. Ayant à l’esprit que la théorie formulée peut être

étendue aux champs continus et aux systèmes de taches ou aux VL-champs singuliers, nous

fixons maintenant notre intérêt sur les VL-champs singuliers.

On considère un VL-champ (”tourbillonnaire”) singulier, Ω(x) = −∆Φ, où

Ω(x) =

N∑

i=1

γ(i)δ
(2)(x,x(i)). (D.9)

Ici, δ(2)(x,x(i)) est la fonction de Dirac bidimensionnelle. Dans ce cas, nous obtenons que

{Ω,Ω′} =
′∑

m,n

∑

i,k

γ(m)γ(n)∂kδ(x,x
′)∂′iδ(x,x

′){x(m)
k , x

(n)
i }. (D.10)

En substituant cette expression dans (D.6) et en comparant les coefficients des fonctions

delta et de leurs dérivées, on trouve que les crochets de Poisson, pour les coordonnées des

”tourbillons” singuliers, sont donnés par la formule :

{x(m)
k , x

(n)
i } = γ−1

(m)δmnǫik. (D.11)

Le point crucial de cette formulation est que les crochets de Poisson sont indépendants des

variables de champ.

Pour trouver l’équation de mouvement des singularités de champ, nous calculons au départ

∂tx
(m)
i . Nous obtenons que

∂tx
(m)
i =

∫
dx′ δx

(m)
i

δΩ′
∂tΩ

′ =

∫
dx′ δx

(m)
i

δΩ′
{Ω′, H}. (D.12)
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En tenant compte des lois de la dérivation fonctionnelle, nous obtenons la relation suivante :

∫
dx′ δx

(m)
i

δΩ′
{Ω′, H} = {x(m)

i , H} =

∫
dx′{x(m)

i , x′
(n)
j }

δH

δx′
(n)
j

, (D.13)

et en utilisant (D.11), nous trouvons finalement que :

∂tx
(m)
i =

∫
dx′{x(m)

i , x′
(n)
j }

δH

δx′
(n)
j

= γ−1
(m)ǫij

∂H

∂x
(m)
j

. (D.14)

L’équation (D.14) est générale car elle est appliquée à la distribution tourbillonnaire (D.9)

avec (D.8), pour un domaine borné arbitraire.

C’est le cas le plus simple qui est utilisé largement en théorie traditionnelle et pour les

applications numériques. Si vi = ǫij∂jψ, Ω = −∆ψ, l’Hamiltonien -énergie totale du système-

H = (1/2)
∫
dx v2 = −(1/2)

∫
dxψ∆ψ, peut être présenté, dans le cas d’un plan infini, comme

H = (1/4π)
∑

i,j
′γ(i)γ(j) ln |xi−xj|. Ici, −(1/2π) ln |xi−xj| est la fonction de Green, G(xi,xj) :

solution de l’équation ∆G(x,x′) = δ(2)(x,x′), où δ(x,x′) est la fonction de Dirac dans un

domaine infini.

L’équation de mouvement est donnée par (D.14).

Cette formulation spéciale correspond exactement au concept traditionnel pour les tour-

billons ponctuels se déplaçant dans un plan infini x0y. Le résultat classique de Kirchoff (1876)

statut que les équations du mouvement du tourbillon ponctuel peuvent être écrites comme

γi∂txi = ∂ψ/∂yi, γi∂tyi = −∂ψ/∂xi. Ici, la fonction de courant ψ = ψ(xi, yi) est fréquem-

ment appelée ”l’énergie cinétique d’interaction”. Notons toutefois que la fonction de courant

n’évoque pas une énergie ”cinétique” des tourbillons dans le sens habituel. Ceci est lié au fait

particulier qu’un tourbillon ponctuel produit une vitesse, et non une accélération : certes le

terme γ(n)∂txi a la dimension d’une accélération LT−2, mais celui-ci n’est pas une accéléra-

tion. C’est la vitesse de déplacement du tourbillon multiplié par un facteur, γ(m), qui a la

dimension [γ(m)] = T−1. Les tourbillons ponctuels forment donc un système Hamiltonien très

particulier.
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Annexe E

Compléments mathématiques

E.1 Intégrale An(b, a) = 1
2

∫ π

−π dθ ln b−cos θ
a−cos θ exp inθ

On considère l’intégrale

An(b, a) =
1

2

∫ π

−π

dθ ln
b− cos θ

a− cos θ
exp inθ. (E.1)

En introduisant

Bn(c) =

∫ π

−π

dθ
exp inθ

c− cos θ
, (E.2)

nous pouvons écrire l’intégrale (E.1) comme

An(b, a) =
1

2

∫ b

a

dcBn(c). (E.3)

L’intégrale Bn(b, a) peut être réécrite comme

Bn(c) = −i
∫ π

−π

d(eiν)
ei(n−1)ν

c− 1
2
(eiν + e−iν)

, (E.4)

ou sous la forme d’intégrale de contour

Bn(c) = +2i

∫

C

dz
zn

z2 − 2cz + 1
, (E.5)

où z = exp(iθ). Cette intégrale de contour est calculée sur le cercle unité C.

Dans le plan complexe z, il y a 2 pôles z1,2 : z1,2 = c ±
√
c2 − 1, Imc = 0, c > 1 et le

point de bifurcation z = 0 si n n’est pas un entier.

Soit n ≥ 0, n = 0, 1, 2, ... . La valeur de l’intégrale (E.5) est définie par le résidu en

z1 = c−
√
c2 − 1 seulement, car z2 = 1/z1 est hors du cercle.
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Après le contour fermé C, nous obtenons

Bn(c) = +2i
zn1

2
√
c2 − 1

(i2π) =
d

dc

[
2π

n

(
c−
√
c2 − 1

)n]
. (E.6)

En rassemblant ces résultats, nous trouvons que

An(b, a) =
1

2

∫ π

−π

dθ ln
b− cos θ

a− cos θ
exp inθ =

=
π

n

[(
b−
√
b2 − 1

)n

−
(
a−
√
a2 − 1

)n]
. (E.7)

En utilisant les expressions pour a et b, nous obtenons finalement

An(b, a) = −π
n

[(
r2 + r2

1 − |r2 − r2
1|

2r1r

)n

−
(

1 + r2r2
1 − |1− r2r2

1|
2r1r

)n]
= −π

n

[(
r<
r>

)n

−
(
rr1

)n]
, (E.8)

car r, r1 < 1. Ici, r> (r<) est le plus grand (plus petit) des r et r1, et on a n 6= 0.

Si n = 0, on a

A0(b, a) =
1

2

∫ π

−π

dθ ln
b− cos θ

a− cos θ
= π ln

b−
√
b2 − 1

a−
√
a2 − 1

, (E.9)

c’est-à-dire

A0(b, a) = −π
[

ln
r2 + r2

1 − |r2 − r2
1|

2r1r

− ln
1 + r2r2

1 − |1− r2r2
1|

2r1r

]
= −π

[
ln
r<
r>
− ln rr1

]
. (E.10)

Finalement, cette expression peut être donnée par la formule

A0(b, a) = −π
[

ln
r<
r>
− ln rr1

]
=

+2π(ln r1)Θ(r1 − r) + 2π(ln r)Θ(r − r1), (E.11)

où Θ(s) est la fonction de Heaviside.

E.2 Composantes de Fourier pour ln(1− λ cos θ)

En calculant les intégrales de type (5.13), nous pouvons utiliser des identités usuelles. Pour

une fonction périodique, V (θ) = V (θ + 2π), on a la représentation

V (θ) =

+∞∑

n=−∞

an exp inθ, (E.12)
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où les coefficients de Fourier sont donnés par

an =
1

2π

∫ π

−π

dθ′ V (θ′) exp(−inθ′). (E.13)

Ayant V (θ) = ln(1− λ cos θ), nous obtenons (les calculs sont identiques à ceux de la section

précédente)

∫ π

−π

dθ cos nθ ln

(
a− cos θ

)
=

−2π

n

(
a− [a2 − 1]1/2

)n

, (E.14)

quand n > 0. Si n = 0, on a

∫ π

−π

dθ ln

(
1− λ cos θ

)
= π ln

(
1 + [1− λ2]1/2

)
. (E.15)

Soit λ = 2r1r/(r
2
1 + r2). Les coefficients sont

an =
1

2π

∫ π

−π

dψ V (ψ) exp(−inψ) =

= − 1

n

(
(r2

1 + r2)− |r2
1 − r2|

2r1r

)n

= − 1

n

(
r<
r>

)n

. (E.16)

Ici, r> (r<) est le plus grand (plus petit) des r et r1.

E.3 Moment angulaire

Le rôle du moment angulaire n’est pas clair.

Il reste à considérer un invariant qui survient à cause de la symétrie azimutale de l’Hamil-

tonien dans (5.49), à savoir le moment angulaire Pθ =
∫
dx [x,v]. Soit la condition ψ|∂D = 0.

Après plusieurs opérations, nous trouvons

Pθ = −1

2

∫
dx r2 Ω. (E.17)

Ainsi, pour les tourbillons ponctuels,

Pθ = −1

2

∑
γir

2
i . (E.18)

Il n’y a pas d’autres invariants dynamiques.

La conservation du moment implique que l’espace phase accessible est borné même sans

une paroi cylindrique. En fait, la valeur maximale du domaine peut être estimée à partir de
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∫ 2π

0
dθ

Bm(r)+cos(m−1)θ
164

2P ′
θ = N〈r2

i 〉|t=0 = r2
max. Si rmax ≪ R, les effets de bord sont petits. Dans le cas contraire,

〈r2
i 〉 ∼ R, les effets de bord sont prédominants.

Contrairement à l’Hamiltonien, l’invariance du moment n’est pas robuste dans le sens où

de petites perturbations du problème détruisent cette invariance (par exemple, de petites

perturbations des parois du cylindre sont elliptiques).

E.4 Intégrale Im(r) =
∫ 2π

0
dθ

Bm(r)+cos(m−1)θ

Dans les calculs du coefficient de normalisation, de la distribution énergétique, ..., il est

fréquemment nécessaire de calculer l’intégrale

Im(r) =

∫ 2π

0

dθ

Bm(r) + cos(m− 1)θ
. (E.19)

Cette intégrale peut être réécrite sous la forme d’intégrale de contour

Im(r) = −2i(m− 1)

∫

C

dz

z2 + 2Bmz + 1
, (E.20)

où z = exp(iθ); l’intégrale est calculée sur le cercle unité C dans le plan complexe z. Il y a

deux pôles z1,2 : z1,2 = −Bm ±
√
B2
m − 1. Remarquons que ImBm = 0 et Bm > 1. Il y a

aussi le point de bifurcation z = 0 si m n’est pas un entier. On obtient

Im(r) =

[
− 2i(m− 1)

1

z1 − z2

∫

C

dz

z − z1

−2i(m− 1)
1

z1 − z2

∫

C

dz

z − z2

]
. (E.21)

Soit m ≥ 0, m = 1, 2, ... . La valeur de l’intégrale (E.21) est donc définie par le résidu en

z1 = −Bm +
√
B2
m − 1 seulement, car z1 se trouve dans le contour, tandis que z2 = 1/z1 et

le second pôle se trouve donc hors du cercle.

Après le calcul de l’intégrale de contour le long de C, nous obtenons

Im(r) = [−2i(m− 1)
1

2
√
B2
m − 1

(i2π)] =
2π(m− 1)√
B2
m − 1

. (E.22)
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Il y a une convergence de l’intégrale dans (6.32)

Jm = 2π(m− 1)

∫ ∞

0

dr

rm+2
[(Bm − Am)∂Bm

+ 1]

× 1√
B2
m − 1

= 2π(m− 1)

∫ ∞

0

dr

rm+2(B2
m − 1)3/2

×

×[−(Bm − Am)Bm + (B2
m − 1)]

= 2π(m− 1)

∫ ∞

0

dr

rm+2(B2
m − 1)3/2

[AmBm − 1]. (E.23)

En effet, on a, pour r ≪ 1 ou r ≫ 1, Bm(r) ≫ 1. Sur la limite inférieure, Am(r) ∼
r−(m−1), Bm(r) ∼ r−(m+1). Dans le domaine r ≫ 1, Am(r) ∼ rm−1, Bm(r) ∼ rm−1. Rappelons

que lorsque Am > 1 et Bm > 1 strictement, l’intégrale (E.23) est positive.
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Abstract. We consider the evolution of a distribution ofN
identical point vortices when stochastic perturbations in the
Hamiltonian are present. It is shown that different initial
configurations of vorticity with identical integral invariants
may exist. Using the Runge-Kutta scheme of order 4, it is
also demonstrated that different initial configurations with
the same invariants may evolve without having any tendency
to approach to a unique final, axially symmetric, distribution.
In the presence of stochastic perturbations, if the initial dis-
tribution of vortices is not axially symmetric, vortices can be
trapped in certain domains whose location is correlated with
the configuration of the initial vortex distribution.

1 Introduction

There exist 2-D vortex systems, the evolution of which can
be modeled by a great number of point vortices. One can sup-
pose that a unique “gas” composed ofN�1 vortices of the
same sign is a closed macroscopic system, it should evolve
to a final state of statistical equilibrium, i.e. to an universal
configuration.

In fact, two-dimensional turbulence evolution (even in the
absence of dissipation and forcing) is governed by strongly
nonlinear equations. On account of this, the field compo-
nents interact intensively and have to quickly get mixed up.
Therefore, one can assume that the system evolves to a state
of statistical equilibrium that is axially symmetric.

Let us first discuss the physical meaning and validity of
this largely used hypothesis.

For this purpose consider a system consist of a great num-
ber of point vortices. The angular velocity of each vortexi
is�i=θ̇i (cf Eq.1) whereθi is the angular vortex coordinate
andθ̇i its temporal derivative). The magnitude of�i can be
estimated by�̄∼0/d2, 0 being the total circulation andd a
characteristic domain diameter corresponding to the vortices

Correspondence to:E. Bécu
(emilie.becu@ed.univ-lille1.fr)

location. Each vortex is influenced by all other surrounding
vortices having a different angular velocity distributed about
the mean angular velocitȳ� according to a certain law. That
is why vortices, having for example the same values ofθi at
t=0 (i.e.θ1=θ2=...=θ0) will disperse. Hence, the rapid pro-
cess of vortices mixing with respect to angular position will
occur.

Consider a function that depends onθ and� which de-
scribes the distribution of vortices and that at timet=0 can
be written in the formf (θ0, �). Here,θ0=θ(t=0). Function
f (θ0, �) can be decomposed in two parts:

f (θ0, �) = f (�)+ f1(θ0,�),

where the averaged component,

f (�) = (2π)−1
∫ 2π

0
dθ0 f (θ0, �),

does not depend onθ0. The function f1(θ0, �i)

complies with the conditionf1(θ0, �)=0. Conse-
quently, f1 is a alternating–sign function with respect
to the first argument. One can always find an in-
terval 1θ12=θ01−θ02∼π where the sign of the func-
tion f1 changes, i.e.f1(θ01, �)∼−f1(θ02, �). For t>0,
θi∼θ0i+�i t and the distribution function becomes

f (θ −�t,�) = f (�)+ f1(θ −�t,�).

Here, θ−�t belongs to the interval[0, 2π ] (modulo 2π).
For different values of�1 and �2, the terms which in-
volves the time dependence become predominant in com-
parison with initial angles. Hence, the functionf1 changes
sign when(�2−�1)t∼π , i.e. for angular velocity varia-
tions 1�=�2−�1∼π t

−1. This simple estimation shows
that f1=f−f becomes an alternating-sign function with
respect to the second argument as well. Ast→∞, the
interval between any� and�+1� becomes very small,
i.e. |1�|�|�|, and the functionf1 becomes more and more
oscillating with respect to the second argument�.
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These arguments are of a general nature and can be applied
to any variables (“phases”) which change in a finite domain
(Landau and Lifshitz, 1987; Landau and Lifchitz, 1979).

In this way, the contribution of the alternating-sign func-
tionf1=f−f is generally neglected. In fact, in real systems,
the presence of a physical dissipation suppresses all pro-
cesses on small time scales. The analogous mechanism (nu-
merical dissipation) exists in numerical experiments when
an artificial dissipation occurs at small scales. Finally, ex-
perimental processes retain a statistically indifferent intrinsic
average caused by experimental conditions (cf for example
experiments on study of quasi-final turbulence configuration
Marteau et al., 1995; Danilov et al., 2002; Danilov and Gu-
rari, 2000, and the references presented in these works).

In this context, several questions arise. If a real or an ar-
tificial dissipation is absent, what is the influence of non-
vanishing fluctuations in the Hamiltonian of the system on
possible scenarios of its evolution? Can different initial
repartitions of vorticity be built which have the same global
invariants (energy, enstrophy, moments, etc.)? If it is pos-
sible, do the systems, starting from different initial distri-
butions of vorticity but having the same global invariants,
evolve to a unique, universal, final state? Or do the systems
evolve to different final states? Or even to no final state? Is it
of vital importance on the processes of permanently existing
small–scale end rapidly varying fluctuations? All these ques-
tions are motivated by the fact that systems with extremely
weak dissipation are observed in nature.

2 Different initial configurations with the same global
invariants

2.1 Model

We have to select a model complying with all conserva-
tion laws and which would be pertinent even on small space
scales. In consequence, some of the traditional methods can-
not be used and due to numerical difficulties at small scales.
In fact, it is known that one of the difficulties in the descrip-
tion of turbulence is the expansion of the motion at small
scales, to scales beyond those of viscous dissipation, when
calculations come only from local mean–field at the scale of
numerical resolution. The behavior of the turbulence, cor-
responding to explicit scales, is usually numerically mod-
eled in a statistical sense; another way consists to intro-
duce empirically different forms of turbulent viscosity which
model energy transfer through intermediate scales, etc. How-
ever, it can be sometimes observed in two–dimensional tur-
bulence that calculated magnitudes and phases of fluctua-
tions of higher modes do not satisfy conservation laws. For
this reason, we consider the model of point vortices, i.e. the
model of elementary vortex structures for which the vortic-
ity is strongly concentrated in small moving domains. This
model is attractive for several reasons and has been largely
used in many studies (cfOnsager, 1949; Miller et al., 1992;

Fig. 1. The graphic representation ofe1 ande2 corresponding to
H0=0.25 forN=750 andK=260.

Pointin and Lundgren, 1959; Sommeria et al., 1991; Brands
et al., 1999; Pavlov et al., 2002and references therein).

2.2 Numerical simulations

Consider an incompressible fluid containingN�1 vortices
with intensity γi , i=1, ... , N . The vorticity concentration
is taken in the form�=

∑
j γj δ(x, xj ) whereδ(2)(x, x′) is

Dirac’s function. The equations of motion of the centers of
the vortices are:γi∂txi=∂jH, γi∂tyi=−∂iH which con-
stitues a hamiltonian system. For the unbounded space, the
Hamiltonian, i.e. kinetic energy of the fluid, expressed in
terms of the canonical variablesxi, yi, H=

1
2

∫
D
dx v2, can

be written in the form

H = −(4π)−1
∑
i,j ;i 6=j

γiγj ln |xi − xj |.

Here,−(1/2π)ln | xi−xj | is a Green function which sat-
isfies the equation1G(x, x′)=δ(2)(x, x′). The kinetic en-
ergy of the fluid can be written asH=

1
2

∫
D
dx ψ�, with

dx=dxdy, �=−1ψ , and velocity componentsvi=εij∂jψ,
with ε12=−ε21=1 andε11=ε22=0.

For the following numerical simulations performed
in the present work, it is convenient to use dimen-
sionless variables. The transformation is accomplished
by xi→Rxi, yi→Ryi, t→τ t, where τ=2πR20−1.
Note that the vortices have a identical intensity
γi=0/N. Let (xi, yi)→(θi, Ji), with xi=

√
2Ji sin θi

and yi=
√

2Ji cosθi . The variables (θi, Ji), where
Ji≡ri

2/2, ri=|xi |, are introduced in order to keep the
canonical structure of the evolution equations. It follows
that:

∂tJi =
∂

∂θi
H̄ , ∂tθi = −

∂

∂Ji
H̄ . (1)

The dimensionless Hamiltonian is then given by:

H̄ = −(4N)−1
N∑
m=1

N∑
n=1,n 6=m

ln Gmn,
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Fig. 2. Initial annulus of the distribution of vortices withK=260
ande1=0.108.

Fig. 3. Initial annulus of the distribution of vortices withK=260
ande2=0.624.

where

Gmn = [Jm + Jn − 2
√
JmJn cos(θm − θn)].

Consider an initial distribution of vortices on an annulus:
all vortices have the same radial coordinatesrs=1. The an-
gular coordinates of every vortex are chosen as follows:

θs = 2πN−1e(s − 1)2(K − s)+

2πN−1(1 − e)(s − 1)2(s −K), (2)

in which s=1, 2, ..., N and 1<K<N. The first vortex has
the angular coordinateθ1=0. The set of the firstK vortices
is distributed with a spacing of 2πN−1e, all the others are
distributed with a spacing ofN−1(1−e). Here, 0<e<1. The
function2(z) is Heaviside’s function,2(z)=1 whenz>0
and2(z)=0 whenz<0. In this way, the initial distribution
of vortices is not symmetric. However the kinetic moment,
one of the motion integrals,̄P , defined byP̄=−

1
2

∑
r

′2
i , as

well as the enstrophyZ2 and other moments are unchanged
for different values of the parametersK ande.

The Hamiltonian of the system is a function of the parame-
terse,K : H=H(e,K). This Hamiltonian being conserved,
it is given by the initial value,H0 which is calculated from
an initial vortex distribution :

H0(e,K) = −(4N)−1
N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

ln(1 − cosθij ).

θij=θi−θj is calculated from Eq. (2). In this expression, only
terms depending on angles appear.

Fig. 4. Distribution of vortices att∼50 withK=260 ande1=0.108.

Fig. 5. Distribution of vortices att∼50 withK=260 ande2=0.624.

Moreover, the circulation0 is fixed by the number of
vorticesN . In the structure of the model, all other mo-
tion integralsZi (enstrophyZ2, ...) are automatically con-
served. For instance letN=750 andK=260. The Hamil-
tonianH(e,K), with fixedK is a function ofe only. The
dependenceH=HK(e) allows to graphically finde1 ande2
for a given value ofH (see Fig.1). For example let the initial
valueH0=0, 25. Then, forK=260, the corresponding values
aree1=0, 108 ande2=0, 624 (see Figs.2 and3).

The evolution of a vortex distribution for a system with
the given initial conditions has been numerically studied
by using a 4th order Runge-Kutta scheme. The conserva-
tion of the energy H and of the angular momentum P has
been checked during the calculations. The analysis shows
that parameters have small variations with errors defined by
|Hi−H0|/|H0|≤3 · 10−3, |Pi −P0|/|P0|≤2 · 10−7. The it-
eration process has been performed fromt=0 to t=50 which
corresponds to 50 reference cycles. Although quadratic
difference being relatively significant for the Hamiltonian
which could lead in principle to intensification of a mixing
process because of the accumulation of numerical errors, no
visible tendency to a gradual homogenization has been ob-
served.

The final results of calculations (fort≥50) are presented
in Figs. 4 and5. The time att∼50 agrees with the results
presented in the experiment ofHuang and Driscoll(1994);
Fine et al.(1995) (Fig. 6). According to the experiments,
a formation of radically different configurations has already
been observed fort∼60 and this justify our compilations.

Figures 4 and 5 show that vortex distributions having
different initial distributions and characterized by identi-
cal global invariants, do not evolve to an universal axially
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Fig. 6. “Vortex crystals” observed in the experiments ofHuang and
Driscoll (1994); Fine et al.(1995).

symmetric distribution. It is observed that vortex “clusters”
are auto-organized in different ways. This can be explained
by the fact that the Hamiltonian contains a non-vanishing
fluctuating part which affects the evolution processes in the
weakly dissipating system. If this fluctuating part has to be
disregarded, the system would evolve to the axially symmet-
ric configuration. This observation is qualitatively confirm to
the recent experiments on “vortex crystal” formation (Fine et
al., 1995; Huang and Driscoll, 1994) (see Fig.6). Indeed,
in these experiments, it has been observed that a 2-D system
evolving without dissipation and forcing (physical or numeri-
cal), does not forget the structure of the initial vortex distribu-
tion. These observations are correlated with our calculations
and confirm qualitatively the hypothesis ofBatchelor(1967)
that a quasi–final state of a perfect vortex system is fixed by
its history and “keeps in mind” its initial configuration.

Note also that a different final state can appear depend-
ing on the initial configuration: (a) “basic” states reaching a
maximum vorticity in the center , (b) “vortex crystals”, and
(c) states where no strong vortices persist and which proba-
bly correspond to principle of “minimum enstrophy”.

3 Perturbations and formation of vortex clusters

Let us now consider the evolution of a vortex gas in the pres-
ence of chaotic internal and external perturbations. Having
in mind a possible comparison with experimental data, we
choose a configuration where the vortices are placed in a spi-
ral (cf Fig. 7) similar to the initial spiral distribution of vor-
ticity in Fig. 6.

3.1 Analytical consideration

The dimensionless Hamiltonian (normalized with the char-
acteristic spatial scaleR and the temporal oneτ ) of a system
composed ofN�1 point vortices is

H = (2N)−1
N∑

i 6=j ;i,j=1

Hij . (3)

Here,Hij is the Hamiltonian of the interaction between vor-
tices i and j. For point vortices in an infinite plane, the

Hamiltonian isHij=− ln rij and is characterized by a long–
distance interaction. IfN�1, vortices are not only influ-
enced by neighboring vortices, but in essence by all the vor-
tices, including those far away. This observation allows one
to conclude that: (a) each vortex of the system containing
a great number of vortices, moves quasi-independently with
respect to the motion of its neighbor; (b) the situation is as
if the selected vortex was in a self-consistent field created by
all the vortices, including those far away.

Let us introduce the expression
Hi=D

−1
∫
D
dxjHij≡〈Hij 〉. Here, D is an integration

domain with a dimension defined by the conservation
of momentum. The expressionHi can be interpreted as
the Hamiltonian of theith vortex averaged with respect
to positions of all other vortices. The average can be
also carried out by using a probabilistic approach if one
introducesP(xj ), which gives the probability of finding
the vortexj in the vicinity of xj . In this case,Hi can
be defined byHi=

∫
D
dxjP(xj )Hij . It is noticed that a

concrete structure ofP(xj ) would require an additional
special analysis; so, we limit ourselves to the simplest
approximation whenP(xj )=D−1. Let us then introduce the
operatorM̂i [...]≡(N−1 ∑

j −D−1
∫
dxj )[...]. After some

mathematical manipulations, the Hamiltonian (3) takes the
following form:

H =

N∑
s=1

Hs +
N

2
M̂iM̂j (Hij − 〈Hij 〉)

≡

N∑
s=1

(
Hs +

1

2
M̂iM̂j (Hij − 〈Hij 〉)

)
. (4)

The first term of the Hamiltonian defined by Eq. (4) describes
the collective effects of the energy, which dominate when
N�1. According to the definition,Hs depends only on
rs=|xs |. The second term describes stochastic fluctuations
caused by individual interactions between vortices. These
effects are obviously significant near a peripheral zone of the
vortices’ distribution. IfN�1, the last term of Eq. (4) is
small. Indeed whenN�1, (a) the averaged quadratic de-
viation of H(ri) from the sumN−1 ∑N

j=1Hij and (b) the

operator normM̂i are small. By replacing the exact expres-
sion 1

2M̂iM̂j (Hij−〈Hij 〉) by its value averaged with respect
to the motions of all other (excepti) vortices,W(xs), we
partly simplify the Hamiltonian. Such a procedure is similar
to the one ofMidgal (1975), p. 158, when one passes from
the “multi-particles” description to the “mono-particle” de-
scription. According to its definition, the functionW(xs, t)
has a zero average value〈Ws〉, i.e. it is a oscillating func-
tion with respect to angleθs and/or with respect to time (see
Sect.2). The functionWs preserves all the information about
an initial distribution of vortices.

So, the problem reduces to a problem of a motion of
a “particle” with a unit “mass” in a self–consistent field
Hs(rs)+Ws(rs, θs, t). For simplicity of the notation, we will
further omit the indexi, considering the motion of a test
vortex. We use the variables defined by the transformation
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(x, y)→(θ, J ),with x=
√

2J sin θ andy=
√

2J cosθ (such
a transformation is largely used in some nonlinear problems).
The equations of motion of the test vortex become

∂tJ = −∂θH = −∂θW,

∂tθ = ∂JH = �(J )+ ∂JW. (5)

If there is a stochastic disturbance in the Hamiltonian, inter-
nal and externalWs(rs, θs, t)6=0, it can be assumed that a
vortex trajectory consists of two parts: regular and fluctuat-
ing (we follow here the idea formulated for Kapitsa’s pen-
dulum, seeKapitsa, 1951). For regular variables averaged
with respect to stochastic fast fluctuations, the procedure of
averaging leads to:

∂tJ = −∂θH

= −θ1∂θθW(J , θ)− J1∂θJW(J , θ)+ ... ,

∂tθ = ∂JH

= �(J )+ J1∂JJW(J), θ)+ θ1∂JθW(J , θ)+ ... . (6)

Subtracting one equation from the other, we obtain for
J1=J−J andθ1=θ−θ

∂tJ1 = −∂θW(J , θ)+ ...

∂tθ1 = J1∂J�(J )+ ∂JW(J , θ)+ ... . (7)

We look for solutions in the formW∼Ue−iωt , J1, θ1∼e
−iωt :

J1 =
1

iω
∂θU(J , θ),

θ1 = 7 −
1

iω

1

iω
∂θU(J , θ)∂J�(J )−

1

iω
∂JU(J , θ). (8)

Substituting these expressions in Eq. (6), omitting the imagi-
nary terms (field variables are real; appearance of the imagi-
nary numberi is equivalent to a difference in phase of a har-
monic function ofπ/2) and putting in the 1/2 factor (average
of a harmonic function on the period), we find

∂tJ = −∂θH = −
�′

2ω2
∂θU∂θθU + ...

= −∂θ

(
H(J )+

�′

4ω2
(∂θU)

2
)
,

∂tθ = ∂JH = �(J )+
�′

2ω2
∂θU∂JθU + ...

= ∂J

(
H(J )+

�′

4ω2
(∂θU)

2
)

+ ... . (9)

Here,�′
≡∂J�(J ).

We can define the “effective” Hamiltonian as

Heff = H(J )+ (�′/4ω2)(∂θU)
2

≡

= H +H ′
= H(ri)+ εV (ri, θi, t). (10)

Note that this is equivalent to the situation where a test
vortex moved along an averaged trajectory defined by the
averaged HamiltonianHeff which is a coordinate dependent
function. The disturbance of a fundamental state is char-
acterized by a small non-dimensional parameterε�1. By

definition,V (r, θ, t) is a periodic function with respect toθ,
V (r, θ, t)=V (r, θ+2π, t) and can be expanded into a Fourier
series:

V (r, θ, t) =
1

2

∑
m

[Vm(r, t)e
imθ

+ c.c.]. (11)

Here, the abbreviationc.c. represents the complex conjuga-
tion. The disturbanceV is a real function. For this reason,
both positive and negativem are present in the sum (11): the
Fourier coefficients satisfy the conditionVm=V ∗

−m.
Then Eq. (9) reduced to

∂tJ = −
1

2
ε
∑
m

(
imVm(t) e

imθ
+ c.c.

)
,

∂tθ = �(J )+
1

2
ε
∑
m

(
(∂JVm(t)) e

imθ
+ c.c.

)
. (12)

When the fluctuation is neglected (ε=0), the solutions are
J (t)=J 0, θ(t)=�(J 0)t+θ0,with θ0 being the initial phase.

Let us consider the case where disturbances are localized
near a levelJ0, near whenH ′ has a distinct maximum, i.e. the
excitation is important near this level. In this case the deriva-
tive ∂JVm |J0 =0. We can simplify Eq. (12) nearJ0 by
putting r1=r−r0, with |r1|�r0≡

√
2J0, and keeping only

principal terms in the right-hand side of the equations. Ta-
king θ=θ1+�(J0)t, we obtain

∂t r1 ' −ε(2r0)
−1

×

×

∑
m

[imVm(r0, t) e
i(m�(r0)t+mθ1) + c.c.],

∂tθ1 = �(r)−�(r0)+ ... = r0�
′(J0)r1 + .... (13)

We suppose now that the conditions of the problem are
such that there is only one, a governing term, in the sum on
m. The simplified Eqs. (13) for this spectral component be-
come

∂t r1 = −iε(2r0)
−1mVm(t) e

i(mθ1+m�(r0)t) + c.c.

∂tθ1 = r0�
′(J0)r1. (14)

SinceVm(t) is dependent on time it can be expanded into
a Fourier series of the formVm(t)∼

∑
n Vmn exp[−inγ t]. It

can be shown that the term in the resulting sum with respect
to n, Vmn exp[−i(m�(J0)−nγ )t] that satisfies the condition
1mn=m�(J0)−nγ → 0, is the most important (see also
Chirikov, 1969, 1978, 1979; Zaslavskii and Sagdeev, 1988),
and hence is the only term that need be kept. In this case
|r1|∼ε/1mn and when1mn=m�(J0)−nγ → 0, andε 6=0,
the magnitude ofr1 can be significant.

The complex coefficient Vmn is written in the
form Vmn=|V | exp(iϕ). Introducing a new variable,
ψ=mθ1+1mnt+ϕ+π , one obtains

∂t r1 ' −εmr−1
0 |V | sin ψ,

∂tψ = 1mn +mr0�
′
|r0 r1, (15)

by neglecting the terms of high order. The system (15) can
be put in the canonical form

∂t r1 = −∂ψ H̃ , ∂tψ = ∂r1H̃ ,
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Fig. 7. Observation of 3 “super vortices”, zones which trap local-
ized vortices. The initial vortex distribution on the spiral is shown.

with the Hamiltonian

H̃ = (1/2)mr0�
′
|r0(r1)

2
− εm|V |(r0)

−1 cosψ +1mn r1.

Moreover (15) are isomorphous to the non linear pendu-
lum equationsψ̈+�2

N sinψ=0, with �2
N=m2ε(r0)

−1
|V |

r0�
′
|r0. The different aspects of the theory and applications

of a non linear oscillator model to laden particles in a plasma
are given in the above cited works. Equilibrium positions
correspond to pointsψk=kπ , wherek=0,±1,±2, .... If k
is even or zero, i.e.ψk=0,±2π,±4π, ..., the corresponding
points are points of a stable equilibrium of the pendulum. If
k is uneven, i.e.ψk=±π,±3π, ..., the corresponding points
are hyperbolic, i.e. points of unstable equilibrium. Through
these points pass the “separating lines”. The transforma-
tion of θ→ψ means that we have passed the rotation ref-
erence,ψ=m0θ+ϕ+π=mθ1+1mnt+ϕ+π. If 1mn=0, the
points of the equilibrium positions in this rotation reference
are defined by the expressionm0θ1k=kπ+Cte (c is an arbi-
trary constant). The stable equilibrium positions are given by
θ1k=kπ/m0, with k even and the unstable equilibrium posi-
tions are given byθ1k=kπ/m0, with k uneven. The possible
trajectories of a test vortex are topologically different near
the stable and unstable equilibrium points. In the first case,
these lie on closed orbits, where the situation is as if vortices
are kept near these points.

The result of qualitative analysis shows that the theory is
valid if

0< ε � δ � 1 � 1/ε,

whereδ=�−1
0 r0�

′

0, with �0=�(r0)≡(r
−1∂rH)|r0, which

can be approximated by�0∼r
−2
0 H0 because there is no spe-

cific scale.
This simple analysis permits one to establish conditions

and possible scenarios for the self-organization of point vor-
tices into clusters which become apparent in observations

Fig. 8. The numerical calculation showing the self-organisation of
2-D vortices into “super-vortices”. The vortices, which are in the
disturbed domain, stay but others circumvent these zones.

of “super-vortices”. An example of such a situation is the
effect of a regular structure formation, similar to observed
“vortex crystals”, which would occur whenm0 6=0 (there
is a angular inhomogeneity in a initial distribution of vor-
tices), ∂JJHs(J )6=0 and the stochastic fluctuating part of
the Hamiltonian, which is essentially localized on the circle,
varies quickly in the test time,ε∼�′(J )/ω2

� 1.

3.2 Numerical confirmation

These remarks agree with the numerical calculations (Figs.7
and8) based on the discussed equations. For calculations,
we took N=750 test vortices initially accommodated on
a 6 spiral branch with a maximal radiusR=0, 375. We
used a “rough function”V=(1− cos 3θi))exp[−(ri−r0)/b2

]

with b=0, 1, ε=0.5. The corresponding result is shown in
Fig. 7. The second test has been performed with the func-
tion V= cos 3θi exp[−(ri−r0)/b2

], for 16 test vortices and
the parametersr0=1, b=0, 1, ε=0, 5 (Fig. 8). The numeri-
cal results show that a vortex initially localized in a region
of “capturing”, will be enclosed in this area (1). The re-
gion of “capturing” is defined from a minimum of the po-
tential,V . These regions are separated from the rest of the
area by a “separating line”. There are a few possibilities: (a)
point vortices localized initially in the domain 1, cluster to-
gether forming “super-vortices”; (b) vortices initially in do-
mains (2) and (3) move stochastically, penetrating from (2)
into (3) via the hyperbolic points (zones). The domains (2)
and (3) finally form a quasi-homogeneous patch having a ra-
dius rf>rinit of a relatively small concentration of vortices,
while domains with a higher concentration of vortices will
be organized in domains (1).
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4 Discussion

The present work was motivated by a few reasons and obser-
vations.

Experiments byHuang and Driscoll(1994); Fine et al.
(1995) on 2-D freely evolving turbulence without forcing and
dissipation show that the relaxation of a turbulent system to
a basic state can be sometimes arrested (Fig. 6). The for-
mation of regular vortex lattices (“vortex crystals”) can be
observed. These “vortex crystals” are composed of 5−20 in-
dividual “super-vortices” with an intensity 4−6 times larger
than the surrounding vorticity. This regular structure rotates
in conjunction with the background and does not undergo any
deformation while the time≥∼104 times larger than charac-
teristic reference time.

The experiments have been conducted in electronic plasma
placed in a very strong magnetic field. In such a situation,
the system can be described in the framework of the model
of point vortices.

Really, the motion of individual electrons include fast and
slow components. First, the “heated” electrons move along
of the magnetic field lines (axisz). In presence of an ener-
getic “closure fitting” on the dispositive ends, “heated” elec-
trons are submitted to successive reflections from these clo-
sure fittings with a characteristic timeτth∼L/vth∼T −1/2.
The electrons follow in the same time circular trajectories
around field lines,B, with a characteristic time (of Lar-
mor) τL∼ω−1

L ∼B−1. Finaly, they participate in a collective
motion which is a rotating macroscopic collective motion
around the axisz whose characteristic time isτcol∼B/E.
If the fields are intense, one can assume the condition
τcol�τth, τL. Let 1t be an exposure time of observa-
tion on the monitor (Fig. 9) that satisfies the condition
τcol�1t�τth, τL. In this case, the averaging with respect
to fast motions permits one to eliminate allz-dependencies
of fields from the consideration.

After averaging with respect to fast motions along the
magnetic field and, in this way, “smearing” the electric
charge in a spatial domain of volumeV∼a2L, this elec-
tron system is similar to a system ofN macroscopic charged
”bars”, L∼1 m, of very small diametersa (Larmor’s radius,
a∼5µm) aligned with the magnetic induction,B, and mov-
ing on a timescale of the order of the macroscopic time with-
out changing their orientation. The “bars” never touch; in
fact there are no contacts between electrons. The character-
istic time,τR (the turnover time), of the collective azimuthal
motion of the “bars” (of electrons whose fast longitudinal
motions have been averaged), is macroscopically great.

If a/L�1, i.e.a→0, the effects containing the factora/L
can be neglected.

The coordinates of these “bars” in the plane perpendicular
to the magnetic field arexi, yi, i=1, ... , N . We obtain thus
the two-dimensional system whose motion in thex−y plane
is controlled by equations isomorphous to the equations of
motion of two-dimensional point vortices (with the Hamilto-
nian – energy of interaction expressed in terms of canonical

Fig. 9. Experiment of plasma: scheme of experimental apparatus.

variables – depending logographically of distances between
the “bars”).

The integral quantities which can be assimilated with
energy, enstrophy, etc, measured in these experiments for
the sequences leading to the different final configurations
(Fig. 6), do not change during the experiments, i.e. the sys-
tem is not dissipative.

These qualitative arguments explain why we choose the
model of point vortices. In the framework of our model and
in the presence of stochastic fluctuations and in absence of
a dissipation, the clustering of point vortices can stop due to
the spontaneous formation of regulardynamicalvortex struc-
tures.

The observed regular structure can be explained without
incorporating special physical arguments beyond the descrip-
tion. A good qualitative agreement between results of our
analysis and the experiments concerning the evolution of the
great number of “vortices” was observed.

The numerical simulations showed that different initial
configurations of vortices having identical dynamical invari-
ants, do not evolve to an universal axially symmetric distri-
bution. This can be explained by the fact that the fluctuating
part of the Hamiltonian, which can be neglected in some ex-
periments and numerical studies, plays an important role in
the study.

As concluding remarks, let us present some explanations
and give useful references (see alsoMiller et al., 1992;
Danilov and Gurari, 2000; Pavlov et al., 2002) concern-
ing some numerical approaches to the problem of the 2-D-
turbulence evolution.

Two-dimensional flows of an incompressible fluid is usu-
ally described by the evolution equation for vorticity, having
the form∂t�+[�,ψ]=F+D. Here, all notations are stan-
dard, the vorticity field can be both continuous as for the most
part of works and discontinuous as in our model,F the forc-
ing, andD the dissipation. IfF=0, or if, after averaging, a
fluctuating part of the forcing can be grouped with the Hamil-
tonian (Sect. 3),H→Heff, the omission of dissipative terms
in the governing equations signifies that we consider the ef-
fects of formation of dynamic regular structures at an initial
stage of decaying turbulence (see further) when viscous ef-
fects have not yet become apparent.

In numerical analysis whenF 6=0, andD 6=0, the forcing
term is usually localized in the vicinity of a small space scale
(large wave numberkf ), and the dissipation operatorD com-
bines frictional and viscous terms. The latter usually contains
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Fig. 10. Schematic view of the kinetic energy spectrum of 2-D tur-
bulence. kf is the forcing wave-number. On the right is the en-
strophy interval characterized by the enstrophy fluxη, which trans-
forms into the enstrophy dissipation range for largekd=(η/ν

3)1/6

(Newtonian fluid). On the left is the energy interval characterized
by the energy fluxε.

the classical viscous term,D=ν1�, with a constant co-
efficient of viscosityν (Newtonian fluid), but may include
other dissipative effects. For computational purposes, one
often applies the so-called hypofriction and hyper-viscosity
rule,D=((−1)n+1λn(−1)

−n
+(−1)m+1νm1

m)�. Theλn-
term serves to suppress the upscale energy cascade, theνm-
viscosity halts the downscale enstrophy cascade. For in-
stance, the natural physical dissipation in 2-D or quasi-2-
D flows is due to bottom friction in geophysical applica-
tions, which correspond ton=0 (Ekman friction). Such fric-
tion equally damps all modes, with large and small space
scales. Hypofriction with a negative power for the Laplacian
in D(n>0), was proposed for a turbulent phenomenology. It
selectively suppresses the greatest modes of the system and
recreates a dissipation-free (inertial) interval in the energy
range, but it has no direct physical relevance. It has the ad-
vantage that the inertial (enstrophy) interval may be pushed
to higherk without increasing the computational grid.

The evolutional equation can be written in the equivalent
form ∂t�+{�, δH/δ�}=F+D where the functional Pois-
son bracket,{., .} is introduced (see Goncharov and Pavlov,
2001;Pavlov et al., 2002, 2001).

In the absence of forcing-dissipation, the equation con-
serves a few integrals: kinetic energy,E, enstrophy,Zn.
Furthermore, this evolutional equation gives rise to an infi-
nite set of conserved integrals, called Casimirs (momentsZn,
isolevel areas of vorticity in thexy-plane, etc).

The basic equation for a flat domain is usually solved
by pseudo-spectral methods. In the Fourier representation
(discrete or continuous), this equation takes on the form
∂t�k+Jk=Dk+Fk . Here,Jk denotes thekth Fourier mode
of the JacobianJ (�,ψ), i.g. of {�, δH/δ�} which in spec-

tral methods is implemented via fast Fourier transform (go-
ing back and forth between thek andx-spaces, and replacing
convolutions with products). One looks for the spectral en-
ergy densityE(k, t).

Forced 2-D turbulence can attain a statistically stationary
state (Fig. 10), if the energy and enstrophy injected by a
source are balanced by the dissipation.

The decaying case, whenF=0 andD 6=0, seems natural
and requires no large-scale artificial dissipation. In some lim-
iting regime (Batchelor, 1969) postulated the energy spec-
trum of the decaying turbulence to evolve according to the
lawE(k, t)=E3/2tf (E1/2kt) defined in terms of a single pa-
rameter – the total (nearly conserved) energyE – and the di-
mensionless functionf (of the only possible dimensionless
combination ofE, k andt). By the same argument we could
get the decay law for the total enstrophyZ2∼t

−2. Once
again, the dimensional arguments would give a slope of−3
for the energy spectrum of the decaying turbulence at large
k.

Unlike the 3-D case, one has only very limited experimen-
tal verification of the 2-D turbulence laws. One could sim-
ulate it (to some extent) in the laboratory environment, but
only within a limited range of scales. Therefore, the bulk
of 2-D-turbulence results were obtained in numerical simu-
lations, with somewhat tenuous and speculative links to ex-
periments and observation.

There are also analytic theories, advanced in the 60s
and 70s and based on certain closure assumptions. Their
premises, however, are also hard to verify experimentally or
numerically.

Let us add some useful references for both numerical ex-
periences and modal spectral calculations on the decaying
turbulence (seeDanilov and Gurari, 2000).

McWilliams (1984) has shown decaying turbulence to
evolve into long-lived coherent vortices, which persist for
many turnover periods. The first examples of coherent vor-
tices in decaying turbulence appeared in the early papers of
Fornberg(1977); Basdevant et al.(1981), but McWilliams
demonstrated this phenomena in different systems and for
various initial conditions. Figure 11 shows a typical vorticity
field of decaying turbulence.

The paper ofMcWilliams (1984) takes an initial spectrum
E(k,0)with a slope of−3 at largek, and resolves the system
on a 2562 grid. As the system evolves its spectrum steepens
to −5, and the enstrophy transfer drops to zero. But the vor-
ticity kurtosis shoots from the initial Gaussian value of 3 to
several dozen. Vortices form at intermediate scales (between
the initial state and the box size).

The vortices can slow down the cascade processes (see
McWilliams, 1990b), since they carry the bulk of enstro-
phy, but do not stretch and filament one another. Paper of
Santangelo et al.(1989) made a systematic study of decay-
ing turbulence and its spectra in an attempt to reconcile the
multitude of reported spectral slopes. It uses a high resolu-
tion 1024-grid and long time integration of the initial Gaus-
sian field of zero mean value and the initial energy spectrum
E(k,0)∼k[1+(k/k0)

γ+1
]
−1 for k0=6, andγ=6.
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The initial evolution creates vortex filaments via stretching
by the large-scale velocity field. They carry over small-scale
eddies as passive tracers, hence developing a slope−3 in the
enstrophy range. At the next stage large coherent vortices
evolve from the local vorticity extrema, and start breaking
down into smaller size vortices. Due to two different mech-
anisms of vortex formation, no universal distribution of vor-
tices by size and intensity appears as evident in their spectra.

The energy spectra have an interval of steep slope at small
k, and a shallower (closer to−3) interval in the small vortices
range. The total energy remains nearly constant during the
evolution, while the enstrophy declining does not, however,
drop to zero. Indeed, large-scale stable vortices lock up a
sizable fraction of enstrophy, and will not let it cascade to
small scales.

The main conclusion ofSantangelo et al.(1989) is that
the−3 spectrum could appear only at an intermediate stage
of the process. Large vortices destroy scale invariance and
steepen the low-mode spectra. Besides, the paper claims
that the resulting spectral shape strongly depend on the ini-
tial state of the system. In particular, an initially steep spec-
trum producesπ/k0-size vortices that dominate the future
evolution of the system. Shallower initial spectra, like the
−3 used byMcWilliams (1984); Benzi et al.(1988), give a
broad spectrum of vortex sizes. Paper ofSantangelo et al.
(1989) sets the borderline initial slope for the two patterns
somewhere between−3 and−6 .

The appearance of coherent vortices in the decaying turbu-
lence allows them to be studied as statistical vortex ensem-
bles (Benzi et al., 1988; McWilliams, 1990a; Carnevale et
al., 1991; Benzi et al., 1992; Weiss and McWilliams, 1993).
For this purpose, one needs to select coherent vortices from
the small-scale turbulent background. The simplest selec-
tion rule identifies regions of vorticity field that exceed a pre-
scribed threshold (in terms of rms vorticity). Another census
analyzes the determinant of the velocity gradient and seeks
regions where it takes negative values. Paper ofBenzi et al.
(1988) claims that the two methods give similar results. The
initial −3 spectrum (at 512-resolution) evolves tok−4,3. The
authors estimate the vortex contribution to the energy spec-
trum to have a slope of−6+α, depending on the vortex size
distribution. That yields an energy slope of−4.1, close to the
observed value. At the final stages of evolution the dynam-
ics of coherent vortices can be well approximated by point
vortices.

Paper by McWilliams (1990a) studies the character-
istics of 2-D vortices, particularly their time evolu-
tion. It takes an initial state with the energy spectrum
E(k,0)=k6(k+2k0)

−18, on a 4502 grid. The vortices are se-
lected by comparison with the “ideal” vortex profile. Their
number decays in time, asN∼t−0,71. The maximal vorticity
decreases, but its mean absolute value over all vortices re-
mains nearly constant. The mean vortex size grows ast0,2,
and the mean separation ast0,4. The vortices maintain a
nearly Gaussian profile, but unlike (Benzi et al., 1988) this
profile is not universal. The difference between the two cases
could be attributed to different initial conditions. Finally, the

Fig. 11. Vorticity and energy spectra in stationary(a, b) and de-
caying (c, d) turbulence. (a) Realization of vorticity field at the
quasistationary stage of evolution, (b) time-averaged energy spec-
trum, forced at wave numbersk2 ∈ [58, 62] and stabilized by the
bottom friction; (c) Realization of vorticity field at the late stage of
the decay process,tv=124; (d) Evolution of the energy spectrum
during the decay phase (tv'0, 5,40,70,124). The initial spectral
peak atk'45, and initial energy equals 1.

enstrophy decreases ast−0,4, in stark contrast to results of
Batchelor(1969).

The prominent role of vortices in the decaying turbulence
motivated the development of vortex models (Carnevale et
al., 1991; Benzi et al., 1992; Weiss and McWilliams, 1993).
Authors of these works assume that vortices behave like
point vortices, at large separations, and each is determined
by two parameters – the vortex radius and (uniform) vortic-
ity level. When two vortices collide, that is come within a
distance 1, 7(R1+R2) of their radii, they merge into a single
vortex of radius(R4

1+R4
2)

1/4. Such collisions conserve en-
ergy and decrease enstrophy, and thus can account for the en-
strophy loss due to vortex straining and filamentation in real
systems. Different initial conditions in papers byCarnevale
et al. (1991); Benzi et al.(1992); Weiss and McWilliams
(1993), however, lead to divergent results. ThusBenzi et
al. (1992) has vortex sizes distributed initially according to
theR−3 law, which corresponds to the−3 spectrum of nu-
merical simulations (Benzi et al., 1988). The terminal size-
distribution comes close toR−2, which gives a−4 energy
slope (close to−4.1 Benzi et al., 1988). The number of
vortices decays ast−0.6, which differs from thet−0.7 law
(McWilliams, 1990a), thet−0.75 law (Carnevale et al., 1991),
and thet−0.72 law (Weiss and McWilliams, 1993).

The point-vortex dynamics analyzed byCarnevale et al.
(1991); Weiss and McWilliams(1993), provides scaling laws
for the vortex number, size distribution, distance distribution,
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and enstrophy, which agree with the pseudo-spectral results
obtained byMcWilliams (1990a). Based on the numeric re-
sults of McWilliams (1990a), particularly the conservation
of average vorticity amplitude (over all vortices),Carnevale
et al.(1991) proposed a hypothesis for decaying turbulence,
consistent with the numerical observations.

Except energy conservation, as in the Batchelor theory
(Batchelor, 1969), Carnevale et al.(1991) postulated the con-
servation of vorticity extrema. The latter follows naturally,
when one views decay turbulence as the process of vor-
tex merging. The enstrophy decay is confined to the vor-
tex periphery (caused by filamentation), but it does not af-
fect vortex cores. Assuming the conservation of vortex ex-
trema�m one could introduce the time and length parameters
τ=�−1

m , l=
√
E/�m. Assuming further a power decay law

for the number of vorticesNv with an exponentξ : Nv∼t
−ξ ,

and writing the energy and enstrophy (confined in vortex
cores) asE∼NvR

4�2
m, Z2∼NvR

2�2
m, one gets the mean

vortex size to grow asl(t/τ )ξ/4 (energy conservation), while
the distance between vortices grows asl(t/τ )ξ/2, and the en-
strophy of the entire flow decays as�∼τ−2(τ/t)ξ/2. Such
conclusions also agree with the numerical studies.

The proposed scaling differs from the classical Batche-
lor results, as well as the selective decay theory (see for in-
stanceSalmon, 1988). The latter postulates that turbulent
decay should minimize enstrophy, subjected to the energy
constraint (Carnevale et al., 1992). This theory was applied
to describe late stages of turbulent decay in papers ofMat-
taeus et al.(1991a,b) and others. Paper ofCarnevale et al.
(1992) shows selective decay to predict higher decay rates
than numerical simulations, as it fails to account for the role
of coherent vortex structures in slowing the decay process.

The validity and utility of pseudo-spectral methods for
two-dimensional turbulence dominated by vortices has been
questioned byDritschel (1993). It has been argued that
pseudo-spectral methods introduce significant numerical dis-
sipation on the vortex periphery, thus giving a wrong descrip-
tion of vortex mergers and the resulting filamentation (see
Legras and Dritschel, 1993). Paper ofMariotti et al. (1994)
demonstrated that thin filaments on the periphery, subjected
to strong hyper-viscous dissipation, bring about a sharp in-
crease of the overall dissipation rate of vorticity. Further-
more, the hyper-viscosity could cause undue oscillations of
iso-contours on the periphery of vortex cores. He proposed
an alternative method of contour dynamics, augmented by
the so-called surgery. It allows in principle a higher spa-
tial resolution than pseudo-spectral methods and, hence, a
broader spectral range. The dissipation scale (which cuts
off fine structures) corresponds to resolution 7000 in pseudo-
spectral methods. The paper finds that the vortex size distri-
bution is not self-similar, and steepens as the system evolves.
The corresponding energy spectra vary from nearlyk−5 at
large scales tok−3 at small ones. It also finds that some other
characteristics, like the growth rate of vortex sizes for large
vortices and the decay rate of enstrophy, are markedly dif-
ferent from the pseudospectral results. The reason for such a
departure, however, is not only the overall decrease of dissi-

pation, as claimed by the author, but may include other fac-
tors, such as sharp boundaries of the vortex patches, in the
contour dynamics.

Let us stress that the entire decay process is due to the en-
strophy dissipation at short wavelengths. Without such dis-
sipation, the system would relax to a statistical equilibrium
state with an equipartition energy spectrumk−1 (see, for in-
stance, a paper ofHolloway, 1986). One could expect the
numerical dissipation to be equally important. Indeed, the
key process of large scale condensation (vortex merger) is
largely determined by small-scale dissipation.

The criticism about in respect of pseudo-spectral methods
(see paper ofDritschel, 1993) is based on the notion of a
well identified (sharp) vortex boundary, while these methods
operate with smooth fields, without jumps. It is not clear
to what extent vortex patches could represent smooth fields.
On the other hand the different behavior of pseudo-spectral
decaying turbulence from that of contour dynamics could be
interpreted as a difference in initial conditions, in the spirit
of the paper ofSantangelo et al.(1989).

Papers ofChasnov(1997); Bartello and Warn(1996);
Chasnov and Herring(1998) describe the dependence of the
decay characteristics on the enstrophy dissipation mecha-
nism. The main result is that one should not expect the statis-
tics of coherent vortices to be universal. They should rather
depend on the type of viscous dissipation and the Reynolds
number (if the latter is not too large).

5 Conclusion

The evolution of strongly localized vortices (with a single
sign of vorticity, without forcing and without dissipation) in
a flow in the presence of stochastic perturbations has been
analyzed. The analysis have been made in the framework of
a 2-D point-vortex model.

It was shown that relaxation of system to an axially sym-
metrical configuration can be stoped due to the spontaneous
formation of a regular structure of localized vortices. The
observed clusters can be explained without an incorporating
of special physics arguments beyond a 2-D euler model. A
good quantitative agreement between plasma experiments at
Re→∞ and the numerical integration of the proposed model
in the evolution of the great number of vortices, was found.

An analytical consideration and a numerical analysis
were performed to find out if the predictions of statistical
mechanics (it predict a relaxation of system to the axially
symmetrical configuration) could be due to the existence of
a fluctuating part of the hamiltonian in the model and the
absence of dissipation. It was be noted that even a small
level of numerical dissipation can completely destroy the
observed process of a vortex structure formation.
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Abridged English version

There exists a point of view based on statistical mechanical arguments (see for instance [1,2]), which affirms
that two-dimensional turbulence, of full circulationΓ , initially created in a some space region, of space scalea,
and evolving freely (without dissipation and forcing), should pass to a unique final axi-symmetrical distribution.
In fact, two-dimensional turbulence evolution is governed by strongly nonlinear equations. In this situation, field
components interact intensively and mix rapidly. Fort � τ , after only a few characteristic times of rotation (period
of revolutionτ = 2πa2/Γ ), the system could be considered to be stochastic. It is natural to suppose that the final
configuration,CF, must be fixed by global invariants of the system (circulation, enstrophy, full kinetic energy,
etc.) and is independent of initial conditions. Thus, if the process of evolution is governed by the restrictions of a
statistical mechanical character, different initial configurationsCI with the same global invariants should evolve to
the unique final axi-symmetrical configuration of vorticity,CF.

Two questions arise immediately. Firstly, is it possible to build differentCI with the same global invariants?
And the second one, do different initial configurations with the same invariants evolve to the unique, universal final
configuration?

We have used direct numerical simulations to answer these questions. We have considered the model of localized
vortices, because this model assures the respect of all conservation laws. The basic Hamiltonian equations for
the system evolving freely are Eq. (1). We have startedwith an annular initial configuration. Different initial
configurations with the same global invariants have been found; it also has been shown that the system does not
evolve towards a unique axi-symmetric configuration of vorticity. ‘Clusters’ of vortices have been observed, not a
unique central peak of vorticity. This fact is probably explained by the existence of the fluctuating part,f1, of the
vortex distribution function (see (1)), which cannot be suppressed in experiments, or after averaging. The obtained
results could be considered as enigmatic, but recent plasma experiences on ‘vortex crystal’ formation show that the
situation is not obvious: it is clear that a perfect system which evolves in the absence of dissipation and forcing,
does not forget the initial conditions. The obtained resultsare in agreement with Batchelor’s (see [3]) arguments
that a quasi-final state of a vortex system must be governed by history details preceding the state. Hence, different
quasi-final configurations have been found in the depending on possible initial configurations: (a) basic states
which reach a maximum vorticity at the center, (b) ‘vortex crystals’ and (c) states where no strong vortex persists
and which correspond probably to the principle of the ‘minimum of enstrophy’.

1. Présentation

Si on laisse évoluer un « gaz » deN � 1 tourbillons ponctuels bidimensionnels, de même signe, laissé seul,
comme tout système macroscopique fermé, il doit tenter de passer à l’état d’équilibre statistique. Naturellement,
l’évolution de la fonction de répartition des tourbillons selon l’équation cinétique doit s’accompagner de l’accrois-
sement de l’entropie (cf., par exemple, [1,2]). En se basant sur ces arguments de Mécanique Statistique, on peut
conclure qu’un système deN tourbillons doit évoluer vers une répartition finale universelle. Selon ce point de
vue, on peut s’attendre à ce que la turbulence bidimensionnelle, initialement créée dans un domaine de l’espace
et se développant librement (en absence de dissipation et de forçage), évolue vers une configuration finale axi-
symmétrique. En effet, l’évolution de la turbulence bidimensionnelle est gouvernée par des équations fortement
non linéaires. Les composantes de champs interagissent intensément et doivent donc se mélanger très rapidement.
Il est naturel de supposer, dans ces conditions, que le système évoluerait vers l’équilibre statistique, dont la confi-
guration est indépendante des angles.

Discutons premièrement des limites de validité de cettehypothèse largement répandue. Soit un système consti-
tué d’un grand nombre de tourbillons ponctuels.La vitesse angulaire de chaque tourbilloni est alorsΩi = θ̇i

(cf. (1) pour des précisions surθ ), où θi est la coordonnée angulaire du tourbillon etθ̇i sa dérivée par rapport au
temps. La valeur moyenne deΩi peut être estimée par�Ω ∼ Γ/d2, oùΓ est la circulation totale etd le diamètre du
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domaine de localisation des tourbillons. Mais les différents tourbillons, influencés par l’ensemble de tous les tour-
billons, ont des vitesses angulaires différentes distribuées autour de�Ω selon une certaine loi. C’est pourquoi, les
tourbillons ayant par exemple à l’instant initialt = 0 les mêmes valeursθi (i.e. θ1 = θ2 = · · · = θ0) « s’envolent »
très vite ; un processus de mélange très rapide des tourbillons par rapport aux angles a donc lieu.

Supposons que la fonction de répartition des tourbillons par rapport àθ et Ω à l’instant t = 0 soit donnée
par une fonction quelconquef (θ0,Ω), où θ0 = θ(t = 0). Décomposons cette fonction en deux parties, sous la
formef (θ0,Ω) = f̄ (Ω) + f1(θ0,Ω), où f̄ (Ω) = (2π)−1

∫ 2π

0 dθ0f (θ0,Ω) est indépendante deθ0. La fonction
f1(θ0,Ωi) vérifie la conditionf̄1(θ0,Ω) = 0. Evidemment, cette fonction est de signe variable par rapport au pre-
mier argument. On peut toujours trouver un intervalle�θ12 = θ01 − θ02 ∼ π et doncf1(θ01,Ω) ∼ −f1(θ02,Ω) :
sur l’intervalle�θ0 ∼ π , la fonctionf1 change de signe. Pourt > 0, commeθi ∼ θ0i + Ωit , la fonction de ré-
partition devientf (θ − Ωt,Ω) = f̄ (Ω) + f1(θ − Ωt,Ω), où θ − Ωt appartient à[0,2π] (modulo 2π ). Pour de
différentes valeurs deΩ1 et Ω2, les termes dépendant du temps dans le premier argument deviennent prédomi-
nants par rapport aux angles initiaux et on peut estimer que la fonction de signe variablef1 change de signe quand
(Ω2 − Ω1)t ∼ π , i.e. pour une variation des vitesses angulaires�Ω = Ω2 − Ω1 ∼ π t−1. Cette estimation simple
montre que la fonction devient de signe variable pour le second argument aussi. Au fur et à mesure, quandt → ∞,
en passant deΩ à Ω + �Ω de plus en plus proches, avec|�Ω | � | �Ω|, la fonctionf1 devient de plus en plus
oscillante par rapport au second argument, i.e. par rapport àΩ .

Dans ce contexte, l’apport d’une fonction,f1, oscillant rapidement autour des moyennes est toujours faible.
Cette partie rapidement fluctuante de la fonction peut être négligée dans la plupart des cas. En effet, il existe tou-
jours, dans des systèmes réels, une dissipation physique qui devient forte aux petites échelles en supprimant tous
les processus qui pourraient se réaliser dans ce domaine. Le même effet (dissipation numérique) existe dans le cal-
cul numérique quand une dissipation artificielle s’introduit aux petites échelles. Finalement, toutes les procédures
expérimentales contiennent un moyennage statistique quelconque intrinséque (cf. par exemple les expériences sur
l’étude d’une répartition quasi-finale de la turbulence [4,5]).

Les arguments exposés précédemment ont évidemment un caractère général et sont appliqués à toutes les gran-
deurs changeant rapidement («phases ») et variant dans des intervalles finis [6].

C’est ce qui nous permettrait d’obtenir, dans le contexte de notre travail, que〈f1〉 → 0, avec une convergence
rapide. Dans notre cas, ce serait un moyennagede la fonction de répartition par rapport aux anglesθ . Après seule-
ment plusieurs tours de révolution du système, pour un système avec une dissipation quelconque, pourt � �Ω−1, on
devrait parvenir àf (θ,Ω) → f̄ (Ω) (à une fonction moyennée par rapport aux angles), ce qui pourrait se traduire
par une concentration axi-symmétrique des tourbillons par rapport au centre du système.

D’autre part, on peut supposer, comme cela est postulé dans la Mécanique Statistique (cf. [7–12]), que la confi-
guration finale, si elle existe, n’est fixée que par les intégrales globales du système. Parmi ces intégrales, ce sont
l’énergie totale du système et les moments, notamment la circulationΓ et l’enstrophieZ2, qui jouent évidemment
un rôle déterminant. On peut s’attendre à ce que la configuration finale, lorsqu’elle est gouvernée par les lois de la
Mécanique Statistique, soit indépendante des conditions initiales du problème.

Donc, si le processus est effectivement gouvernépar les contraintes de la Mécanique Statistique,des configura-
tions initialement différentesayant lesmêmesintégrales globales doivent évoluer vers la même configuration finale
axi-symétrique de la vorticité.

Dans ce contexte, deux questions se posent immédiatement. Est-il possible de construire, en principe, desré-
partitionsde vorticité initialesdifférentesqui ont lesmêmesinvariants globaux ? Et, si tel est le cas, les systèmes,
partant dedifférentes répartitions initialesde vorticité ayant lesmêmesinvariants globaux, évoluent-ils vers unétat
final uniqueou vers desétats finaux différents, ou même évoluent-ils vers aucun état final ?

A notre connaissance, ces questions n’ont pas encore été abordées dans la littérature scientifique, et ce, probable-
ment, pour des raisons diverses : le système tourbillonnaire est gouverné par des équations d’évolution fortement
non linéaires et leurs solutions analytiques ne sont pas envisageables, les approches basées sur les principes varia-
tionnels admettent des formulations diverses (cf. [7–12]), etc.
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Le but principal de ce travail est d’appliquer l’expérience numérique directe pour tenter de répondre à ces
questions.

Pour cela, il faut choisir un modèle mathématique pertinent, qui, en absence de dissipation, respecte toutes
les lois de conservation. Dans ce contexte, les méthodes traditionnellement utilisées, par exemple le modèle de
décomposition en modes spectraux, ne peuvent pas être retenues car ils présentent des problèmes numériques en
petites échelles. En effet, il est bien connu qu’une des difficultés fondamentales en description de la turbulence est
l’expansion du mouvement aux petites échelles, au delà de l’échelle de dissipation visqueuse, quand les calculs
ne proviennent que du champ moyenné localement, à l’échelle d’une maille numérique. Le comportement de la
turbulence correspondant à ces échelles explicites est habituellement numériquement modélisé au sens statistique ;
des formes différentes de la viscosité turbulente sont introduites empiriquement, modélisant les transferts d’énergie
à travers les échelles intermédiaires, etc. On observe fréquemment, en turbulence bidimensionnelle, que les fluctua-
tions des magnitudes et des phases de modes supérieurs au cours de calculs n’assurent pas les lois de conservation.
Par cette raison, parmi les modèles libres de ces contraintes, notre choix s’est porté sur celui de tourbillons loca-
lisés, i.e. des structures tourbillonnaires élémentaires dont la vorticité est très concentrée et très élevée par rapport
au reste du domaine. Remarquons que de nombreuses études (cf. [7–12]) montrent quele modèle de tourbillons
localisés malgré sa simplicité apparente, est très séduisantcar il permet, par exemple d’extraire les caractéristiques
générales de l’auto-organisation des structures parfois très complexes, par des procédés simples.

2. Expérience numérique directe

SoientN � 1 tourbillons ponctuels d’intensitéγi , i = 1,N . Les équations de mouvement des centres des
tourbillons sont :γi∂t xi = ∂jH,γi∂tyi = −∂iH . Ce système est un système Hamiltonien. L’HamiltonienH =
1
2

∫
D

dx v2, i.e. l’énergie cinétique de l’écoulement d’un fluide à une constante près, exprimée par les variables
canoniquesxi, yi, peut être écrit sous la formeH = −(4π)−1 ∑

i,j ; i 
=j γiγj ln|xi − xj |, où la vorticité a été
choisie sous la formeΩ = ∑

j γjδ(xi − xj ). Ici, (1/2π) ln|xi − xj | est la fonction de Green dans l’espace 2D

illimité, �G(x,x′) = δ(2)(x,x′), où δ(2)(x,x′) est la fonction de Dirac. Rappelons que l’énergie cinétique d’un
fluide peut être réécrite sous la formeH = 1

2

∫
D

dxψΩ , où dx = dx dy, Ω = −�ψ , et les composantes de la
vitessevi = εij ∂jψ , avecε12 = −ε21 = 1 etε11 = ε22 = 0.

A la place de coordonnées cartésiennes, il est commode d’introduire les coordonnées polaires(ri, θi) par le
passage de coordonnées cartésiennes (xi, yi ) à (ri , θi) par la transformationxi = ri cosθi , yi = ri sinθi avecri > 0.
Une transition au système d’équations adimensionnées (par commodité pour les calculs numériques) est assurée
par xi → Rxi, yi → Ryi, t → τ t où τ = 2πR2Γ −1. Dans ce qui suit, nous nous intéressons à des tourbillons
d’intensité identiqueγi = Γ/N . Pour que le système d’équations soit canonique, passons aux variables « action-
angle »(Ji, θi), oùJi ≡ ri

2/2 :

∂Ji

∂t
= ∂

∂θi

�H,
∂θi

∂t
= − ∂

∂Ji

�H (1)

avec l’Hamiltonien donné par�H = −(4N)−1 ∑N
m=1

∑N
n=1, n
=m ln[J 2

m + J 2
n − 2

√
JmJn cos(θm − θn)], à une

constante près.
L’expérience numérique est organisée de la façon suivante : la distribution initiale desN � 1 tourbillons s’ef-

fectue sur un anneau, de vorticité donnée, avec les coordonnéesrs = 1 et

θs = 2πN−1e(s − 1)Θ(K − s) + 2πN−1(1− e)(s − 1)Θ(s − K) (2)

Ici, s = 1,2, . . . ,N et 1< K < N. Le premier tourbillon a la coordonnéeθ1 = 0. La série desK premiers tour-
billons est distribuée avec un pas 2πN−1e, les autres tourbillons sont distribués avec un pas 2πN−1(1 − e),

0 < e < 1. La fonctionΘ(z) est la fonction de Heaviside,Θ(z) = 1 quandz > 0 et Θ(z) = 0 quandz < 0. Si
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Fig. 1. Configuration des tourbillons
à l’instant t ∼ 50 pour K = 260 et
e1 = 0,108.

Fig. 1. Configuration of vortices at
t ∼ 50 with K = 260 ande1 = 0.108.

Fig. 2. Configuration des tourbillons
à l’instant t ∼ 50 pour K = 260 et
e2 = 0,624.

Fig. 2. Configuration of vortices att ∼ 50
with K = 260 ande2 = 0.624.

z = 0, Θ(0) = 1
2. La distribution annulaire initiale a ainsiune certaine asymétrie pour différents (K,e), mais le

moment cinétique (intégrale du mouvement)�P , défini par�P = −1
2

∑
r

′2
i , reste le même. L’HamiltonienH(e,K)

est calculé à partir deH(e,K) = −(4N)−1 ∑N
i=1

∑N
j=1, j 
=i ln(1 − cosθij ), avec θij provenant de (2), avec

θij = θi − θj . Dans cette expression, nous n’avons laissé que les termes dépendant des angles. La circulationΓ est
fixée par le nombre de tourbillonsN . Dans la structure du modèle, toutes les autres intégrales de mouvement,Zi

(enstrophieZ2, etc.) sont conservées automatiquement. Nous fixons arbitrairement le nombre total de tourbillons
à N = 750, les premiers tourbillons àK = 260. Les HamiltoniensH(e,K), avecK fixé ne sont fonction que de
e et leur courbe nous permet de trouvere1 et e2 correspondants auH choisi pour chacun des cas. Nous prenons
l’Hamiltonien initial àH0 = 0,25. Nous auronse1 = 0,108 ete2 = 0,624 pourK = 260.

L’étude de l’évolution de configuration des tourbillons pour un système donné avec des conditions initiales
associées a été intégrée numériquement avec un schéma de Runge–Kutta d’ordre 4. La conservation de l’énergie
et du moment angulaire a été contrôlée pendant les calculs. L’analyse montre que les paramètres ont de petites
variations avec les erreurs définies par|Hi − H0|/|H0| � 3× 10−3, |Pi − P0|/|P0| � 2× 10−7 pendant le procédé
d’itération det = 0 to t = 50 qui correspond à 50 temps de référence. Malgré l’écart quadratique relativement
significatif pour l’Hamiltonien, qui devrait mener, en principe, à l’intensification du processus de mélange grâce
aux erreurs numériques s’accumulant, aucune tendance visible de la chaotisation n’a été observée.

Les résultats finaux des calculs (pour t∼ 50) sont présentés sur les Figs. 1 et 2.

3. Conclusion

Les Figs. 1 et 2 montrent nettement que les champs tourbillonnaires caractérisés par les répartitions initialement
différentes et ayant les mêmes invariants globaux, ne tendent visiblement pas à évoluer vers une configuration
universelle, unique et axi-symmétrique. En effet, on remarque bien la présence de « clusters » s’organisant dif-
féremment dans les deux cas présentés. Nous pouvons l’expliquer par le fait que la fonction de répartition des
tourbillons, présentée en 1, comporte une partie fluctuante,f1(θ0,Ω), qui est nulle (à cause du moyennage) pour
les expériences et les méthodes de modes spectraux, mais qui ne l’est pas dans notre cas. Si nous enlevons cette
fonction fluctuante dans notre étude, tout se passera comme si le système évoluait vers une configuration axi-
symétrique. Les résultats des Figs. 1 et 2 ne s’inscrivent donc pas dans les prédictions basées sur les arguments
habituels de la Mécanique Statistique, ce qui pourrait être estimé énigmatique. Cependant, des expériences récentes
sur la formation des cristaux tourbillonnaires [13,14] montrent que la situation n’est pas si évidente qu’on pourrait
le penser : le système 2D, en évoluant en absence d’une dissipation et d’un forçage (physique ou numérique),
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n’oublie pas les conditions initiales de sa répartition. Notre étude confirme, en un certain sens, les arguments de
Batchelor [3], qui soutenait que l’état quasi-final du système tourbillonnaire est fixé par l’histoire qui précéde cet
état. Nous avons observé qu’en fonction des conditions initiales plusieurs états finaux peuvent donc être formés :
(a) états « basiques » qui atteignent un état maximum au centre (du probablement au mélange complet des tour-
billons), (b) « cristaux tourbillonnaires », et (c) les états correspondants au « minimum de l’enstrophie », où aucun
tourbillon fort ne persiste.
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Structures régulières dans la turbulence bidimensionnelle

Résumé :

On observe parfois, dans les milieux turbulents bidimensionnels, la formation de structures
tourbillonnaires localisées, quasi-régulières. Dans ce travail, nous examinons différents
mécanismes pouvant expliquer la formation de ces structures. Tout d’abord, nous étudions
l’influence de fluctuations extérieures sur les conditions initiales de l’écoulement, c’est-à-dire
nous examinons le rôle que ces fluctuations peuvent jouer sur la formation de structures
régulières. Ensuite, nous appliquons les lois de la mécanique statistique pour mettre en place
un principe d’évolution des tourbillons suivant la ”température”de leur configuration initiale.
Enfin, nous nous placerons dans le cas où le système se trouve encore à un temps antérieur
à celui de relaxation. Nous verrons apparâıtre des structures tourbillonnaires multi-pétales.
Des structures plus complexes, les tourbillons-sources, seront étudiées dans la partie finale
du travail.
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In flow of bidimensional (in average) turbulence, quasi regular and localized vortex
structures have sometimes been observed in experiments. The aim of this study is to
model the formation of such organization by different theoritical approaches and to perform
numerically. Firstly, the effect of external perturbations on initial conditions of flow is
investigated. Secondly, laws of statistical mechanisms are applied to set a principle for the
evolution of vortices. This principle is established following initial temperature conditions of
system. Thirdly, we focus on the case where the system remains below its relaxation time
which reveals apparance of multi-petal vortex structures. Finally, sink-vortices, which are
more complex, are analyzed in more details.
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