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Je tiens, avant tout, à exprimer ma profonde reconnaissance envers Vincent
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mon fiancé dont l’affection fut capitale pour l’aboutissement de ce travail.
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3.2 Théorèmes de composition réciproque . . . . . . . . . . . . . . 57
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Introduction

Soit U un ouvert de Rn. L’étude des idéaux fermés de l’espace de Fréchet
C∞(U) trouve son origine dans le célèbre problème de la division d’une dis-
tribution par une fonction réel-analytique. Par dualité, le résultat de division
se ramène en effet à l’énoncé suivant, dû à Hörmander [H1] dans le cas po-
lynomial, et à  Lojasiewicz [ L] en toute généralité : pour toute fonction ϕ
réel-analytique dans U , l’idéal ϕC∞(U) est fermé dans C∞(U). Cet énoncé
apparâıt comme un cas particulier du résultat suivant, établi ultérieurement
par Malgrange [M] :

Théorème 1. Soient ϕ1, . . . , ϕp des fonctions réel-analytiques dans U . Alors
l’idéal (ϕ1, . . . , ϕp)C∞(U) est fermé dans C∞(U).

Outre la preuve initiale de Malgrange, il existe au moins deux démonstra-
tions différentes du théorème 1 : l’une, due à Bierstone et Milman [BM1,
BM2], repose sur les techniques de stratification par le diagramme des ex-
posants initiaux développées par ces auteurs ; l’autre, due à Tougeron et
Merrien, est basée sur un théorème d’analyse différentielle appelé “théorème
fondamental” dans [To]. Un autre corollaire de ce théorème fondamental
s’énonce comme suit :

Théorème 2. Soient ϕ1, . . . , ϕp, p ≤ n, des fonctions de C∞(U). On suppose
que l’idéal engendré par les ϕj et leurs jacobiens d’ordre p est de  Lojasiewicz
et a un ensemble de zéros discret dans U . Alors l’idéal (ϕ1, . . . , ϕp)C∞(U)
est fermé dans C∞(U).

Il est naturel de se demander ce que deviennent les théorèmes 1 et 2 dans
le cadre de sous-algèbres de C∞(U), comme les classes ultradifférentiables
familières en analyse classique et en théorie des équations différentielles ou
aux dérivées partielles. Rappelons qu’étant donnée une suite de réels positifs
M = (Mp)p∈N croissante et logarithmiquement convexe, on note CM(U) la
sous-algèbre de C∞(U) donnée par les fonctions dont les dérivées à tout ordre
j sont uniformément bornées sur U par Cj+1j!Mj, où C est une constante
(dépendant de la fonction). La suite M apparâıt ainsi comme une mesure
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INTRODUCTION 6

du défaut d’analyticité des fonctions de CM(U) et est assujettie à certaines
hypothèses de régularité. En particulier, on travaillera ici dans le cadre de
classes non-quasi-analytiques.

Dans cette introduction, on pourra toujours penser, par commodité, au
cas typique des suites Gevrey Mj = j!s avec s > 0. Le cadre général pour
notre étude est présenté dans la section 1.2.

La sous-algèbre CM(U) est munie naturellement d’une topologie de li-
mite inductive d’espace de Banach, que nous ne décrirons pas ici. Dans ce
cadre, il existe une série de travaux [CC4, Th2, Th3, Th4] où l’analogue du
théorème 1 est établi dans le cas p = 1 et sous diverses hypothèses portant
sur le générateur et sur la suite M (quasi-analyticité ou non, etc...). Il est
également connu que le résultat est faux en toute généralité : si ϕ est une
fonction réel-analytique dans U et si l’on considère une fonction f apparte-
nant à l’adhérence de l’idéal ϕCM(U) dans CM(U), alors on a f = ϕg avec
g une fonction de C∞(U), mais, en général, g appartient à une classe stric-
tement plus grande que CM(U). Sous des hypothèses standards sur la suite
M , on montre, en fait, que g appartient à CMσ(U) pour un réel σ > 1 lié
plus ou moins explicitement à la géométrie du problème. Il y a donc une
perte de régularité. De tels phénomènes apparaissent dans divers contextes
et ont amené Chaumat et Chollet à introduire, dans [CC2], les intersections

ĈM(U) =
⋂

α>0 CMα(U). Ici, comme on a ĈM(U) = ĈMσ(U), on absorbe la

perte de régularité entre f et g. Le cas p = 1 du théorème 1 pour ĈM(U)
se trouve ainsi démontré dans [CC3]. Il est à noter que ces intersections de
classes, dont l’étude a été reprise et approfondie par d’autres auteurs (voir
par exemple [Be, SV]) jouissent de nombreuses propriétés existant dans le
cadre de C∞(U) mais pas dans celui d’une classe CM(U) donnée. La plus

élémentaire de ces propriétés, mais non la moindre, est que ĈM(U) est natu-
rellement muni d’une topologie d’espace de Fréchet.

Le but de la présente thèse est double : il s’agit, d’une part, d’étendre au
cas d’un entier p quelconque le résultat de [CC3], c’est-à-dire de démontrer

en toute généralité une version du théorème 1 dans le cadre de ĈM(U), et
d’autre part, d’établir une version du théorème 2 dans ce même cadre.

Le mémoire est organisé de la manière suivante.
Le chapitre 1 est consacré à des définitions et à la mise en place du

cadre général de l’étude. Il importe de remarquer ici que, dans notre travail,
certains résultats intermédiaires ne nécessitent pas la totalité des hypothèses
mises sur les suites M (par exemple, les théorèmes de composition formelle
du chapitre 3 ne requièrent pas d’hypothèse de non-quasianalyticité). Dans
un souci d’unification et de simplicité, nous avons cependant préféré garder
le même jeu d’hypothèses tout au long de l’étude. Pour la même raison, nous
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n’avons pas considéré les cadres plus généraux des classes introduites par
Beaugendre [Be] ou par Schmets et Valdivia [SV].

Dans le chapitre 2, on démontre des résultats de recollement de fonctions
ou d’extension de jets dans ĈM(U) en présence de certaines conditions de
platitude sur des compacts de U . Il s’agit essentiellement d’outils techniques
qui seront utilisés dans la suite, en remplacement de théorèmes d’extension
de type Whitney utilisés dans le cas C∞.

Le chapitre 3 est principalement axé sur des résultats de composition
formelle venant préciser ceux de Mouze [Mo3] dont ils sont, en un certain
sens, des versions à paramètres : par exemple, lorsque les séries formelles
considérées sont des séries de Taylor, on s’intéresse à la variation des esti-
mations obtenues en fonction du point de développement. Le théorème à la
Tougeron-Merrien pour ĈM(U) s’obtient en combinant la démarche utilisée
dans [To] avec les résultats de composition précités. Il s’énonce comme suit :

Théorème 3. Soit M une suite admissible vérifiant la condition (H6). Soient

ϕ1, . . . , ϕp, p ≤ n, des fonctions appartenant à ĈM(U), I l’idéal qu’elles en-

gendrent dans ĈM(U) et I ′ l’idéal engendré par ces fonctions et tous les

jacobiens partiels de la forme D(ϕ1,...,ϕp)

D(xi1
,...,xip )

avec 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n. On sup-

pose que I ′ est un idéal de  Lojasiewicz dont l’ensemble des zéros est discret.
Alors, pour tout ouvert V relativement compact dans U et toute fonction f
de I, on a f|V ∈ (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(V ).

En ce qui concerne le théorème à la Malgrange, qui est complétement
indépendant du résultat précédent, le schéma de preuve que nous adoptons
est celui donné par Bierstone et Milman [BM1, BM2] dans le cas C∞. Très
succinctement, ce schéma repose sur deux ingrédients essentiels. Le premier
est la construction d’une filtration ∅ = Xl ⊂ · · · ⊂ X1 = V de l’ensemble V
des zéros de l’idéal (ϕ1, . . . , ϕp)C∞(U) par des ensembles analytiques fermés
tels que le diagramme des exposants initiaux de l’idéal soit constant le long
des strates Xk \Xk+1, avec une “bonne” base standard en chaque point a de
Xk \Xk+1. Le second ingrédient est un algorithme de division formelle à la
Hironaka par ces bases standards, avec une estimation en O(d(a, Xk+1)

−δk)
pour les coefficients des diviseurs. Un point clef est que, lorsque la série à
diviser est le jet de Taylor d’une fonction plate sur Xk+1, l’explosion des
diviseurs est compensée par l’annulation des coefficients de cette série en
puissances arbitrairement grandes de d(a, Xk+1). Dans le cadre de ĈM(U),
ces estimations sont beaucoup trop grossières pour fournir une information
exploitable. On est donc amené à raffiner les deux ingrédients précités. Pour
la division à la Hironaka, qui fait l’objet du chapitre 4, on part des résultats
établis par Mouze [Mo2] dans le cadre des anneaux de séries formelles à
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croissance contrôlée et, comme pour les théorèmes de composition du cha-
pitre 3, on établit une version “à paramètre” de ces résultats permettant de
contrôler très précisément les quotients et les restes en fonction de la variation
des coefficients initiaux des diviseurs, en particulier. Dans le même esprit, au
chapitre 5, on reprend la technique de stratification par le diagramme des ex-
posants initiaux en modifiant la construction des bases standards de manière
à l’adapter à notre problème : en particulier, la base standard en chaque
point a d’une strate Xk \Xk+1 est donnée par les jets de Taylor d’une famille
de fonctions analytiques définies globalement. Cette modification est basée
sur des arguments algorithmiques. Le théorème désiré est finalement obtenu
au chapitre 6 en combinant ces diverses techniques. Il s’énonce comme suit :

Théorème 4. Soit M une suite admissible vérifiant la condition (H6). Soient
ϕ1, . . . , ϕp des fonctions réel-analytiques dans un ouvert U de Rn et I l’idéal

(ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(U). Pour tout ouvert V relativement compact dans U et toute

fonction f de I, on a f ∈ (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(V ).

Il est à noter que l’on peut, à partir des classes ĈM(U), définir des

classes locales ĈM,loc(U) (voir remarque 6.2.4) dans lesquelles la conclu-
sion des théorèmes 3 et 4 s’interprète simplement par la fermeture de l’idéal

(ϕ1, . . . , ϕp)ĈM,loc(U).



Chapitre 1

Définitions et notations

Ce chapitre contient le détail des notions et notations utilisées dans ce
travail. En première lecture, le lecteur peut directement passer au chapitre
suivant et revenir lorsqu’il rencontrera les notations.

1.1 Notations générales

Etant donnés deux points a et b de Rn, on note d(a, b) la distance eucli-
dienne entre ces points. Si K est un sous-ensemble compact de Rn, on note
◦
K son intérieur. Pour tout point x de Rn, d(x, K) désigne la distance eucli-
dienne de x à K. On définit alors, pour tout réel positif r, l’ensemble T (K, r)
par

T (K, r) = {x ∈ Rn ; d(x, K) < r}.
Etant donné un réel δ, dδe désigne le plus petit entier supérieur à δ.
Soit J = (j1, . . . , jn) un multi-indice dans Nn. On note |J | = j1 + · · · + jn,
(|J | sera aussi noté j) et J ! = j1! · · · jn!. Pour tout x = (x1, . . . , xn) de Rn,
on pose xJ = xj1

1 · · ·xjn
n .

Pour tout i ∈ {1, .., n}, ei désigne le i-ème vecteur coordonnée, à savoir
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) où le 1 est à la i-ème position.
Soit f une fonction de classe C∞ sur un ouvert U de Rn. Pour tout multi-
indice L ∈ Nn et tout x ∈ U , on note la L-ième dérivée de f ,

DLf(x) =
∂lf

∂xl1
1 · · · ∂xln

n

(x).

Pour tout point a ∈ U , on définit les séries formelles Taf et T af par

Taf(X) =
∑
L∈Nn

DLf(a)

L!
(X − a)L et T af(X) = Taf(X + a).

9
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On note Supp f le support de f , c’est à dire l’ensemble

Supp f = {x ∈ U ; f(x) 6= 0},

et V (f), l’ensemble des zéros de f .
D’autre part, la relation f ≡ 0 signifie que la fonction f est identiquement
nulle sur U .
Etant donnée une application φ : Rn → Rn, on désigne sa différentielle au
point x par dφ(x) et son jacobien au point x par ∆φ(x).

Soient G une série formelle à n indéterminées Y1, . . . , Yn et F , un n-uplet
de séries formelles d’indéterminées X1, . . . , Xm satisfaisant F (0) = 0. On
note alors G ◦Y F la composée G(F (X)) où X = (X1, . . . , Xm). On a alors
une relation entre la composition de fonctions et la composition des séries
formelles qui leurs sont associées.

Lemme 1.1.1. Soient g : Rm → R une fonction de classe C∞ et f : Rm →
Rn une application de classe C∞. Pour tout point a ∈ Rn, on a

T a(g ◦ f)(X) = T f(a)g ◦Y

(
T af(X)− f(a)

)
.

Démonstration. Pour tout point a ∈ Rm, on a

T a(g ◦ f)(X) = Ta(g ◦ f)(X + a)

= Tf(a)g ◦Y Taf(X + a)

= Tf(a)g ◦Y T af(X)

= T f(a)g ◦Y

(
T af(X)− f(a)

)
,

d’où le résultat.

1.2 Suites

Soit M = (Mp)p∈N, une suite de réels strictement positifs. On considère
les propriétés suivantes :
(H1) M0 = 1,
(H2) (Mp)p∈N est logarithmiquement convexe,

(H3)
∑∞

p=1
Mp−1

pMp
< ∞.

Si la suite M vérifie les propriétés (H1) et (H2) alors, pour tout couple
(k, l) ∈ N2, on a

MkMl ≤ Mk+l. (1.1)
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Une suite M vérifiant les propriétés (H1), (H2) et (H3) est dite non quasi-
analytique. On donne deux autres propriétés pour la suite M :
(H4) il existe une constante AM , AM > 1, telle qu’on ait, pour tout k ∈ N,

Mk+1 ≤ Ak+1
M MkM1,

(H5) il existe une constante AM > 1, telle qu’on ait, pour tout (k, l) ∈ N2,

Mk+l ≤ Ak+l
M MkMl.

Une suite satisfaisant (H1), (H2) et (H5) est dite à croissance modérée.
On remarque que la propriété (H5) implique (H4). Une suite M à croissance
modérée et non quasi-analytique est dite admissible.
Si M est une suite à croissance modérée, pour tout couple d’entiers naturels
(k, l), on a facilement

Mkl ≤ A
k(k+1)

2
l

M Mk
l ≤ Ak2l

M Mk
l . (1.2)

Etant données deux suites M = (Mp)p∈N et N = (Np)p∈N, on dit que M et
N sont comparables s’il existe une constante D telle qu’on ait

∀p ∈ N, Mp ≤ DpNp (1.3a)

ou ∀p ∈ N, Np ≤ DpMp. (1.3b)

On définit alors max(M, N) par{
max(M, N)p = DpNp dans le cas (1.3a),
max(M, N)p = DpMp dans le cas (1.3b).

Si la suite N est à croissance modérée et la suite M admissible, alors la suite
max(M, N) est admissible.

Soit M une suite de réels strictement positifs. Pour tout entier naturel
k, on considère deux suites associées à M : la suite M+k := (Ml+k)l∈N et la
suite M−k définie par{

(M−k)l = 1, si l ∈ {0, . . . , k − 1},
(M−k)l = Ml−k, si l ≥ k.

Si la suite M vérifie la propriété (H4), on a de plus, pour tout couple (k, l) ∈
N2, k ≤ l, l’inégalité

Ml ≤ A
− 1

2
k(k−1)

M Akl
MMl−kM

k
1 .
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Si l’entier k est fixé, il existe alors des constantes d1 ≥ 1 et d2 ≥ 1 telles que,
pour tout entier l ∈ N, on ait

Ml ≤ d1d
l
2(M−k)l et (M+k)l ≤ d1d

l
2Ml. (1.4)

Si la suite M est à croissance modérée, alors, pour tout a > 0, la suite Ma

est à croissance modérée. On s’interessera aussi à des suites M telles que,
pour tout a > 0, la suite Ma soit admissible, ce qui équivaut pour M à être
admissible et satisfaire la condition :
(H6) pour tout a > 0, on a

∞∑
p=1

1

p

(
Mp−1

Mp

)a

< ∞.

Lemme 1.2.1. Soit M une suite à croissance modérée satisfaisant (H6).
Pour tout réel a > 0 et tout C, C ≥ 1, il existe une constante C ′ ≥ 1 telle
qu’on ait, pour tout l ∈ N,

C lMa
l ≤ C ′M2a

l .

Démonstration. La log-convexité de Ma implique que la suite
((

Mp

Mp−1

)a)
p∈N

est croissante. On déduit alors de (H6) que cette suite tend vers +∞. Il existe

donc un entier naturel pC tel que, pour tout p ≥ pC , on ait
(

Mp

Mp−1

)a

≥ C et,

par conséquent, Ma
p ≥ Ma

pC
Cp−pC

1 ≥ Cp−pC . On obtient le résultat en posant
C ′ = CpC .

1.3 Classes de Carleman et intersection de

classes

Soit U un ouvert de Rn. Etant donnée une suite M vérifiant (H1) et (H2),
on note CM(U), la classe de Carleman des fonctions f indéfiniment dérivables
sur U et vérifiant la propriété suivante : il existe des constantes C1 ≥ 0 et
C2 ≥ 1 telles que l’on ait, pour tout x ∈ U et tout multi-indice L ∈ Nn,

|DLf(x)| ≤ C1C
l
2l!Ml.

Remarque 1.3.1. L’ensemble des fonctions réel-analytiques sur U est l’inter-
section sur les ouverts V relativement compacts dans U des classes C1(V ).
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La propriété (H3) équivaut à la non quasi-analyticité de la classe CM(U) ;
c’est le théorème de Denjoy-Carleman. La propriété (H4) équivaut à la sta-
bilité de la classe CM(U) par dérivation.
Etant donnée une constante C0 ≥ 1, on note CM,C0(U) l’ensemble

CM,C0(U) =

{
f ∈ C∞(U) ; sup

x∈U,L∈Nn

|DLf(x)|
C l

0l!Ml

< ∞
}

.

Ce dernier est un espace de Banach pour la norme ‖ ‖M,C0 définie par

‖f‖M,C0 = sup
x∈U,L∈Nn

|DLf(x)|
C l

0l!Ml

.

On remarque qu’on a l’égalité CM(U) =
⋃

C0≥1 CM,C0(U).
Etant donnée une suite M à croissance modérée vérifiant (H6), on appelle
intersection des classes CM(U) l’ensemble

ĈM(U) =
⋂
a>0

CMa,1(U).

On munit ĈM(U) de la topologie d’espace de Fréchet associée à la famille de
normes ‖ ‖Ma,1, a > 0. D’après le lemme 1.2.1, on a aussi l’égalité

ĈM(U) =
⋂
a>0

( ⋃
C0≥1

CMa,C0(U)

)
=
⋂
a>0

CMa(U). (1.5)

Le lemme suivant permet alors de comparer les classes non quasi-analytiques
et les intersections de classes non quasi-analytiques.

Lemme 1.3.2. [CC2] Soit M une suite à croissance modérée satisfaisant
(H6). Soit (up)p∈N une suite de nombres réels telle que, pour tout a > 0, il
existe une constante C1(a) vérifiant

|up| ≤ C1(a)Ma
p , pour tout p ∈ N. (1.6)

Alors, il existe une suite M ′ admissible vérifiant

− pour tout a > 0, il existe C2(a) > 0 tel qu’on ait

M ′
p ≤ C2(a)Ma

p , pour tout p ∈ N, (1.7)

− |up| ≤ Ap
MM ′

p, pour tout p ≥ 1. (1.8)
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On en déduit le lemme suivant.

Lemme 1.3.3. Soient U un ouvert de Rn et φ1, . . . , φp des fonctions ap-

partenant à ĈM(U). Soit f une fonction de ĈM(U). On considère la suite
(uk)k∈N définie, pour tout k ∈ N, par

uk = sup
H∈Nn,h=k

x∈U

(
max

(
|DHf(x)|, |DHφ1(x)|, . . . , |DHφp(x)|

))
.

Soit M ′ la suite admissible associée par le lemme 1.3.2 à la suite (uk)k∈N. S’il
existe un réel δ > 0 tel que la fonction f appartienne à (φ1, . . . , φp) CM ′δ(U),

alors la fonction f appartient à l’idéal (φ1, . . . , φp) ĈM(U).

Démonstration. Par hypothèse, il existe donc une constante C et des fonc-
tions g1, . . . , gp de CM ′δ ,C(U) telles qu’on ait f =

∑p
i=1 giφi. Pour tout indice

i ∈ {1, . . . , p} et tout H ∈ Nn, on a

sup
x∈U

|DHgi(x)| ≤ ‖gi‖M ′δ ,1C
hM ′δ

hh!.

En reprenant les propriétés des suites M et M ′, on conclut que, pour tout
réel a > 0, on a

sup
x∈U

|DHgi(x)| ≤ C2

(
aδ−1

)
‖gi‖M ′δ ,1C

hMa
hh!.

Compte tenu de (1.5), on conclut que les fonctions g1, . . . , gp appartiennent

à ĈM(U). Finalement, la fonction f est dans l’idéal (φ1, . . . , φp) ĈM(U).

1.4 Jets de Whitney et extension de jets

Soit K un sous-ensemble compact de Rn. Un jet F sur K est la donnée
d’une famille {FH ; H ∈ Nn} de fonctions continues sur K à valeurs dans R.
Pour tout multi-indice L de Nn, on définit la L-ième dérivée du jet F par

DLF = {FH+L ; H ∈ Nn}.

En particulier, à toute fonction g de classe C∞ au voisinage de K, on peut
associer le jet J (g) = {DHg ; H ∈ Nn}. Soit K un compact de Rn. Pour
tout jet F sur K, tout point b ∈ K et tout entier naturel j, le polynôme de
Taylor de F est la fonction qui à x ∈ Rn associe

T j
b F (x) =

∑
I∈Nn

i≤j

1

I!
(x− b)IFI(b).



CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS 15

On a alors, pour tout multi-indice H ∈ Nn avec h ≤ j,

DHT j
b F (x) =

∑
I∈Nn

i≤j−h

1

I!
(x− b)IFI+H(b). (1.9)

D’autre part, si g est une fonction définie au voisinage de K, on peut aussi
définir le polynôme de Taylor de g d’ordre j par

T j
b g(x) =

∑
I∈Nn

i≤j

1

I!
(x− b)IDIg(b). (1.10)

Alors, pour tout H ∈ Nn avec h ≤ j, on a l’égalité

DHT j
b g(x) = T j−h

b (DHg)(x). (1.11)

D’après le théorème classique d’extension de Whitney [M], [To], on a une
relation étroite entre le caractère infiniment dérivable d’une fonction et les
propriétés des polynômes de Taylor qui lui sont associés. D’une part, en ce
qui concerne les fonctions non quasi-analytiques, on a le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Soient V un fermé convexe de Rn et M une suite à croissance
modérée. Soient C0 un réel supérieur à 1 et g une fonction de CM,C0(U) où
U est un ouvert contenant V . Pour tout couple de points (a, b) ∈ V 2, tout
j ∈ N et tout H ∈ Nn vérifiant h ≤ j, on a

|DHg(a)−DHT j
b g(a)| ≤ C0n

3‖g‖M,C0d(a, b)j−h+1
(
C0n

3
)j

Mj+1h!.

Démonstration. Cette preuve utilise des arguments classiques. Compte tenu
de (1.11), il suffit d’obtenir cette majoration pour |DHg(a)−T j−h

b (DHg)(a)|.
Pour tout H ∈ Nn vérifiant h < j, en appliquant la formule de Taylor-
Lagrange à l’ordre j − h à la fonction DHg, on obtient

DHg(a)− T j−h
b (DHg)(a) = DHg(a)−

∑
I∈Nn

i≤j−h

(a− b)I

I!
DH+Ig(b).

On en déduit

|DHg(a)− T j−h
b (DHg)(a)| ≤

∑
I∈Nn

i=j−h+1

sup
c∈[a,b]

∣∣∣∣DH+Ig(c)

I!

∣∣∣∣ d(a, b)j−h+1

≤ d(a, b)j−h+1‖g‖M,C0C
j+1
0 Mj+1

∑
I∈Nn

i=j−h+1

(h + i + 1)!

I!
.
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On a de plus,

(h + i + 1)!

I!
≤ (h + i + 1)!ni

i!
≤ h!n2h+2i+2.

Finalement, on obtient

|DHg(a)− T j
b (DHg)(a)| ≤ d(a, b)j−h+1‖g‖M,C0C

j+1
0 Mj+1n

3(j+1)h!.

D’autre part, si h = j, on a

|DHg(a)− T j
b (DHg)(a)| = |DHg(a)−DHg(b)|

≤ ‖g‖M,C0C
h+1
0 Mh+1(h + 1)!d(a, b)

≤ d(a, b)j−h+1‖g‖M,C0C
j+1
0 Mj+1n

3(j+1)h!,

d’où le résultat.

Définition 1.4.2. Soient K un sous-ensemble compact de Rn, F un jet sur
K et C0 une constante vérifiant C0 > 0. Le jet F est un jet de Whitney
de classe JM,C0 sur K, s’il existe une constante C ≥ 1, telle que les deux
propriétés suivantes soient vérifiées.
(JW1) pour tout multi-indice J ∈ Nn et tout point x ∈ K, on a

|FJ(x)| ≤ CCj
0j!Mj,

(JW2) pour tout entier naturel j et tout H ∈ Nn avec h ≤ j, on a, pour tout
(a, b) ∈ K2,

|FH(a)−DHT j
b F (a)| ≤ CCj+1

0 h!Mj+1d(a, b)j−h+1.

On pose ‖F‖M,C0 = min{C ≥ 1 ; C vérifie (JW1) et (JW2)}. Il existe
un théorème d’extension de Whitney dans le cadre des classes de fonctions
non quasi-analytiques.

Théorème 1.4.3. [CC1](11)
Soit K un sous-ensemble compact de Rn et F un jet sur K. Si F est un jet
de Whitney de classe JM sur K, alors il existe une fonction f de classe CM2

sur Rn et dont le jet sur K cöıncide avec F .

Remarque 1.4.4. La remarque 12 de [CC1] donne également l’existence de
constantes C1 et C2 ne dépendant que de K et de M telles que, si F appartient
à JM,C0(K), on ait

‖f‖M2,C0C1
≤ C2‖F‖M,C0 .
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1.5 Espaces de Banach de séries formelles

Soit B une algèbre de Banach commutative unitaire munie de la norme
‖ ‖B. On note B[[X]], X = (X1, . . . , Xn), l’ensemble des séries formelles à
coefficients dans B. Soit M une suite vérifiant les propriétés (H1) et (H2).
Pour toute constante C0 ≥ 1, on définit l’ensemble

B[[X]]M,C0 =

{
F =

∑
H∈Nn

FHXH ; sup
H∈Nn

‖FH‖B
Ch

0 Mh

< ∞

}
.

L’ensemble B[[X]]M,C0 est un espace de Banach pour la norme ‖ ‖M,C0 définie
par

‖F‖M,C0 = sup
H∈Nn

‖FH‖B
Ch

0 Mh

(le fait que la même notation soit utilisée pour définir deux normes différentes
n’est pas gênant dans la mesure où les objets auxquels elle s’applique sont
de nature bien distincte).
Il est possible de former des algèbres de Banach de séries formelles en considé-
rant la norme ‖ ‖(M)

λ définie, pour tout multi-rayon λ, par

‖F‖(M)
λ =

∑
L∈Nn

‖FH‖B
Mh

λH .

D’après [GR](1.1 Satz 1 p. 16), l’ensemble

B[[X]](M, λ) = {F ∈ R[[X]] ; ‖F‖(M)
λ < ∞}

est une algèbre de Banach pour la norme ‖ ‖(M)
λ .

Les normes ‖ ‖M,C0 et ‖ ‖(M)
λ sont comparables. En effet, si on définit le

n-uplet 1 = (1, . . . , 1), elles sont liées par le lemme suivant.

Lemme 1.5.1. [Mo1](I.3.2 p. 28)
Soit F une série formelle telle que ‖F‖M,C0 < ∞. Alors, pour tout r < 1

nC0

où n est la dimension de l’espace, on a

‖F‖M, 1
r
≤ ‖F‖(M)

r1 ≤ 1

1− nrC0

‖F‖M,C0 . (1.12)

D’autre part, des relations (1.4), on déduit trivialement le lemme suivant.

Lemme 1.5.2. Soit M une suite de réels strictement positifs vérifiant les
propriétés (H1),(H2) et (H4). Soit k un entier naturel. Il existe des constantes
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d1 ≥ 1 et d2 ≥ 1 telles que, pour tout multi-rayon λ et toute série formelle
F ∈ B[[X]](M, λ), on ait les inégalités

‖F‖(M)
λ ≤ d1‖F‖(M+k)

d2λ

et
‖F‖(M−k)

λ ≤ d1‖F‖(M)
d2λ .

Ultérieurement, on devra considérer la norme d’une même série pour
différentes algèbres de Banach B(M, λ). On adopte donc une notation pour
la norme précisant l’algèbre utilisée. Ainsi, on dit que la série formelle F
appartient à B[[X]]

(M)
λ , λ ∈ R∗+, si la valeur

‖F‖(M,.)
(λ,B) :=

∑
H∈Nn

‖FH‖B
Mh

λh

est finie.

Exemple 1.5.3. Si B = R muni de la valeur absolue, on a

‖F‖(M,.)
(λ,R) :=

∑
H∈Nn

|FH |
Mh

λh = ‖F‖(M)
λ1 .

Exemple 1.5.4. Si B est l’ensemble {f ∈ C0(U) ; ‖f‖∞ := supx∈U |f(x)| < ∞}
muni de la norme ‖ ‖∞, on note ‖ ‖(M,.)

(λ,B) = ‖ ‖(M,.)
(λ,∞). On a donc

‖F‖(M,.)
(λ,∞) =

∑
H∈Nn

supx∈U |FH(x)|
Mh

λh.

De la même manière qu’on a défini une norme ‖ ‖M,C0 pour les fonctions

et pour les séries formelles, on peut adapter la norme ‖ ‖(M,.)
(λ,∞) aux fonctions

f de C∞(U) en posant

‖f‖(M,.)
(λ,∞) =

∑
H∈Nn

supx∈U |DHf(x)|
H!Mh

λh.

Etant donné un champ de séries formelles à coefficients de classe C∞,
x 7→ G(x, Y ), on distinguera la série formelle G(a, Y ) à a fixé, du champ

de séries formelles en désignant par G(·x , Y ), le champ, ‖G(·x , ·Y )‖(M,.)
(λ,∞) sa

norme et par ‖G(a, ·
Y

)‖(M,.)
(λ,∞) la norme de la série G(a, Y ). En remarquant
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que les coefficients du champ de séries formelles T ·x f : x 7→ T xf sont des

fonctions de C∞(U) (les fonctions x 7→ DHf(x)
H!

), on obtient l’égalité

‖f‖(M,.)
(λ,∞) = ‖T ·x f‖(M,.)

(λ,∞).

On définit l’ensemble C
(M)
λ (U) par

C
(M)
λ (U) = {f ∈ C∞(U) ; ‖f‖(M,.)

(λ,∞) < ∞}.

C’est une algèbre de Banach pour la norme ‖ ‖(M,.)
(λ,∞). En appliquant le lemme

1.5.1 à la série

F (X) =
∑

H∈Nn

sup
x∈U

|DHf(x)|
H!

XH

avec r = (2nC0)
−1, on montre que, pour toute fonction f ∈ CM,C0 , on a

‖f‖(M,.)

((2nC0)−1,∞) ≤ 2‖f‖M,C0 . (1.13)

D’autre part, l’inégalité triviale ‖F‖M,λ−1 ≤ ‖F‖(M)
λ1 implique, pour toute

fonction f ∈ C
(M)
λ (U), λ ∈ ]0, 1],

‖f‖M,λ−1 ≤ ‖f‖(M,.)
(λ,∞). (1.14)

Remarque 1.5.5. Ceci induit l’égalité des ensembles C(M)(U) =
⋃

λ∈]0,1] C
(M)
λ (U)

et CM(U).

Soit N une autre suite à croissance modérée. On peut considérer une
série formelle F à coefficients dans C

(N)
τ (U) et appliquer la norme ‖ ‖(M)

λ1 à

la série
∑

H∈Nn‖FH‖(N,.)
(τ,∞)X

H . On définit ainsi une norme sur C
(N)
τ (U)[[X]],

notée ‖ ‖(M,N)
λ,τ . On a

‖F‖(M,N)
λ,τ =

∑
H∈Nn

‖FH‖(N,.)
(τ,∞)

λh

Mh

.

On définit alors l’algèbre de Banach

C(N)
τ (U)[[X]]

(M)
λ = {F ∈ C(N)

τ (U)[[X]] ; ‖F‖(M,N)
λ,τ < ∞}.

Cette algèbre intervient naturellement dans l’étude des classes de Carleman
comme le montre le lemme suivant.
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Lemme 1.5.6. Si une fonction f appartient à C
(M)
λ (U), alors le champ de

séries formelles T ·x f appartient à C
(M)

λ
nAM

(U)[[X]]
(M)

λ
2n2AM

et sa norme, dans cet

espace, est majorée par 2‖f‖(M,.)
(λ,∞).

Démonstration. Dans cette preuve, pour tout H ∈ Nn, on pose fH = DHf
H!

.

Par définition de C
(M)
λ (U), pour tout H ∈ Nn et tout x ∈ U , on a

|fH(x)| ≤ Mh

λh
‖f‖(M,.)

(λ,∞).

On a aussi

‖fH‖(M,.)
(λ′,∞) =

∑
J∈Nn

sup
x∈U

|DJ+Hf(x)|
J !H!Mj

λ′
j

=
∑
J∈Nn

sup
x∈U

|DJ+Hf(x)|λj+h

(J + H)!Mj+h

λ′jMj+h(J + H)!

λj+hMjJ !H!
.

Si λ′ = λ
nAM

, on obtient ‖fH‖(M,.)
(λ′,∞) ≤

Mh(nAM )h

λh ‖f‖(M,.)
(λ,∞). On a alors

∑
H∈Nn

‖fH‖(M,.)“
λ

nAM
,∞

” λ′′h

Mh

≤
∑

H∈Nn

Mh(nAM)h

λh
‖f‖(M,.)

(λ,∞)

λ′′h

Mh

≤ ‖f‖(M,.)
(λ,∞)

∑
H∈Nn

(λ′′nAM)h

λh
.

En prenant λ′′ = λ
2n2AM

, on obtient le résultat.

Remarque 1.5.7. En utilisant les mêmes arguments, on montre le lemme sui-
vant.

Lemme 1.5.8. Soit F une série formelle de B[[X]]
(M)
λ . Alors, pour tout

L ∈ Nn, la série DLF appartient à B[[X]]
(M)

λ
nAM

et sa norme, dans cet espace,

est majorée par l!Ml(nAM )l

λl ‖F‖(M,.)
(λ,B).

Etant donné un n-uplet de séries formelles, F = (F 1, . . . , F n), on pose

‖F‖(M,.)
(λ,B) = max

i=1,...,n
‖F i‖(M,.)

(λ,B).
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1.6 Inégalité de  Lojasiewicz et séparation ré-

gulière

Définition 1.6.1. Soit U un ouvert de Rn. Soient K et L deux fermés de U
et f une fonction définie sur U . On dit que la fonction f vérifie  L(K, L), ou
que f vérifie sur L une inégalité de  Lojasiewicz par rapport à K, s’il
existe deux constantes C > 0 et α ≥ 0 telles qu’on ait, pour tout x ∈ L,

|f(x)| ≥ Cd(x, K)α.

Définition 1.6.2. Soient M une suite à croissance modérée et U un ouvert
de Rn. Soient un idéal de type fini de CM(U) et V (I) l’ensemble de ses zéros.
On dit que I est un idéal de  Lojasiewicz s’il existe une fonction f dans I
vérifiant  L(V (I), U).

Remarque 1.6.3. Dans ce cas, si f1, . . . , fp est un système de générateurs de
I, la fonction

∑p
i=1 f 2

i vérifie  L(V (I), U).

Dans ce travail, on utilise les inégalités générales de  Lojasiewicz (voir, par
exemple, [BR]) sous la forme suivante.

Lemme 1.6.4. Soient L un compact sous-analytique et g une fonction ana-
lytique au voisinage de L. Si on pose K = g−1({0}), alors la restriction g|L
vérifie sur L une inégalité de  Lojasiewicz par rapport à K.

Un lemme très proche existe concernant la séparation régulière d’en-
sembles sous-analytiques [BR].

Lemme 1.6.5. Soient A et B deux ensembles sous-analytiques fermés dans
Rn et soit K un compact sous-analytique. Il existe des constantes C > 0 et
α ≥ 0 telles que, pour tout x ∈ K, on ait

d(x, A) + d(x, B) ≥ Cd(x, A ∩B)α.

1.7 Ordre total sur Nn

Sauf mention explicite, l’ensemble Nn sera muni de l’ordre total défini de
la mani‘ere suivante.
Etant donnés H et K deux n-uplets, on a H < K si l’une des deux conditions
suivantes est remplie :

|H| < |K|
ou |H| = |K| et il existe un entier i ∈ {1, . . . , n} tel que, pour tout

j ∈ {i + 1, . . . , n}, on ait hj = kj et hi < ki.

La notation H ≤ K signifie que H et K vérifient H = K ou H < K.
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Exemple 1.7.1. Pour n = 3, on a les inégalités

(0, 0, 1) < (2, 0, 0) < (1, 1, 0) < (0, 2, 0) < (1, 0, 1) < (0, 1, 1) < (0, 0, 2) < (3, 0, 0).

On dira alors que les n-uplets sont rangés par ordre lexicographique
inverse (ordre L-I).

Il existe une autre méthode pour construire un ordre total sur Nn. Soit L
une forme linéaire dont les coefficients sont strictement positifs et indépen-
dants sur Z. Etant donnés H et K deux n-uplets, on dit que H est L-inférieur
à K et on note H ≤L K, si on a L(H) ≤ L(K). La forme linéaire L définit
alors un ordre total sur Nn. On définit Lmax comme étant le plus grand des
coefficients de la forme L et Lmin, le plus petit.

Lemme 1.7.2. Pour tout m0 ∈ N∗, il existe une forme linéaire L dont les
coefficients sont strictement positifs et indépendants sur Z, telle que, pour
tout couple (H, K) de n-uplets, avec |K| ≤ m0, on ait

L(H) ≤ L(K) ⇔ H ≤ K.

On dira alors que l’ordre induit par L sur Nn cöıncide avec l’ordre L-I jusqu’à
la longueur m0.

Démonstration. On note (Li)i=1,...,n, les coefficients de la forme L. Il n’est
pas difficile de voir que l’ordre induit par L sur Nn cöıncide avec l’ordre L-I
jusqu’à la longueur m0 si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées :

L1 < L2 < . . . < Ln,

Ln

L1

<
m0 + 1

m0

,

et, ∀j ∈ {1, . . . , n− 1}, m0Lj < (m0 − 1)L1 + Lj+1.

On pose L1 = 1. La suite S = (2
1

2i )i∈N est constituée d’éléments indépendants
sur Z et converge par valeurs supérieures vers 1. On choisit alors les coeffi-

cients de L de la manière suivante : on fixe Ln appartenant à S ∩
]
1, m0+1

m0

[
.

On détermine ensuite les coefficients par indice décroissant entre n− 1 et 2,

en choisissant Lj appartenant à S ∩
]
1,

(m0−1)+Lj+1

m0

[
.

Exemple 1.7.3. Si n = 3 et m0 = 3, l’ordre L-I ordonne les 3-uplets de la
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manière suivante :

(0, 0, 0) <(1, 0, 0) < (0, 1, 0) < (0, 0, 1) < (2, 0, 0)

< (1, 1, 0) < (0, 2, 0) < (1, 0, 1) (1.15)

< (0, 1, 1) < (0, 0, 2) < (3, 0, 0) (1.16)

< (2, 1, 0) < (1, 2, 0) < (0, 3, 0) < (2, 0, 1) (1.17)

< (1, 1, 1) < (0, 2, 1) < (1, 0, 2) (1.18)

< (0, 1, 2) < (0, 0, 3) < (4, 0, 0). (1.19)

L’ordre induit par une forme linéaire L cöıncide avec l’ordre L-I jusqu’à
la longueur 3 seulement si cette suite d’inégalités strictes est préservée. La
première ligne implique les relations

0 < L1 < L2 < L3 (1.20)

et L3 < 2L1. (1.21)

Si les inégalités (1.20) et (1.21) sont vérifiées, seule la dernière inégalité de
chacune des lignes (1.15) à (1.19) apporte une contrainte supplémentaire.
Ainsi de la ligne (1.15), on déduit 2L2 < L1 + L3,
de la ligne (1.16), 2L3 < 3L1,
de la ligne (1.17), 3L2 < 2L1 + L3,
de la ligne (1.18), 2L2 + L3 ≤ L1 + 2L3

et de la ligne (1.19), 3L3 < 4L1.

On pose alors L1 = 1, L3 = 2
1
4 < 4

3
, puis

L2 = 2
1
16 <

2

3
+
L3

3
.

Finalement, si on a deux 3-uplets H et K tels que |H| ≤ 3 et |K| ≤ 3, on a
l’équivalence

L(H) ≤ L(K) ⇔ H ≤ K. (1.22)

D’autre part, si on a un troisième 3-uplet H ′ tel que L(H ′) ≤ L(K), alors la
longueur de H ′ est majorée par L(H ′). On en déduit

|H ′| ≤ L(H ′) ≤ L(K) < L(4, 0, 0) = 4.

Ainsi, la longueur de H ′ est inférieure à 3 et, de (1.22), on déduit la rela-
tion H ′ ≤ K. On a donc montré qu’aucun 3-uplet de longueur strictement
supérieure à 3 ne s’intercale entre deux 3-uplets de longueur inférieure à 3.
En conclusion, l’ordre induit par la forme L ainsi définie cöıncide avec l’ordre
L-I jusqu’à la longueur 3.
Par contre, au delà de la longueur 3, l’ordre L-I n’est plus respecté, comme
le montrent les inégalités

L ((1, 0, 5)) < L ((0, 6, 0)) et L ((7, 0, 0)) < L ((0, 0, 6)) .
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1.8 Diagramme des exposants initiaux

Un ordre total sur Nn permet d’ordonner les monômes d’une série formelle
à n indéterminées. Sauf mention explicite, l’ordre utilisé pour les n-uplets sera
toujours l’ordre lexicographique inverse.
Soit F une série formelle s’écrivant sous la forme

F (X) =
∑

H∈Nn

FHXH .

On appelle support de F , l’ensemble

supp(F ) = {H ∈ Nn, FH 6= 0}.

On définit l’exposant initial de F , noté Exp F , comme étant le plus petit
élément de supp(F ) pour l’ordre L-I. Alors le coefficient initial de F , noté
Init F , est FExp F et le monôme initial de F est (Init F )XExp F . On ap-
pellera ordre de F la valeur |Exp F |. On remarque que si n = 1, l’ordre de
F cöıncide avec l’exposant initial.

Exemple 1.8.1. Si n = 3, le polynôme P (X, Y, Z) = X(Y + X + 1)(2Z −X2)
se développe, en classant les monômes par ordre croissant, sous la forme

P (X, Y, Z) = 2XZ −X3 + 2X2Z + 2XY Z −X4 −X3Y.

Ainsi, son support est

supp(P ) = {(1, 0, 1), (3, 0, 0), (2, 0, 1), (1, 1, 1), (4, 0, 0), (3, 1, 0)}.

On a Exp P = (1, 0, 1), Init P = 2, le monôme initial de P est 2XZ et l’ordre
vaut 2.

On s’intéresse désormais aux idéaux de l’anneau des séries formelles à n
indéterminées X1, . . . , Xn. On pose X = (X1, . . . , Xn). Soit I un idéal dans
cet anneau. Le diagramme des exposants initiaux de I est l’ensemble

N = {Exp F, F ∈ I}.

N est un sous-ensemble de Nn. De plus, si une série formelle F appartient
à I alors, pour tout H ∈ Nn, la série XHF appartient aussi à I et on a
Exp (XHF ) = H + Exp F . On en déduit l’égalité

N + Nn = N .
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Nous dirons qu’un sous-ensemble N de Nn satisfaisant la propriété

N + Nn = N

est un diagramme dans Nn. Etant donné un diagramme N , il existe une
unique famille de n-uplets (αi)i∈{1,...,t} telle qu’on ait

N =
t⋃

i=1

(αi + Nn) (1.23)

et que t soit minimal pour l’égalité (1.23). Les αi, i ∈ {1, . . . , t}, sont appelés
sommets du diagramme N . Par la suite, on supposera que les sommets
d’un diagramme sont toujours rangés de manière croissante pour l’ordre L-I.
On définit l’ordre du diagramme N , noté |N |, comme étant la valeur
maxj∈{1,...,t} |αj|.
Les sommets permettent de définir un ordre total sur l’ensemble des dia-
grammes dans Nn. Ainsi, étant donnés deux diagrammes N 1 et N 2 dont
les sommets sont respectivement α1

1, . . . , α
1
t1

et α2
1, . . . , α

2
t2

, on a N 2 ≺ N 1

s’il existe un entier t ≤ min(t1, t2) tel que, pour tout i ≤ t, on ait α1
i = α2

i

et l’une des conditions t = t1 < t2 ou α1
t+1 > α2

t+1. On écrit N 1 4 N 2 si les
diagrammes vérifient N 2 ≺ N 1 ou N 2 = N 1.

Exemple 1.8.2. Avec n = 3, si on considère les diagrammes

N 1 =
(
(0, 1, 0) + N3

)
∪
(
(0, 0, 2) + N3

)
, N 2 =

(
(1, 0, 0) + N3

)
, (1.24)

N 3 =
(
(0, 1, 0) + N3

)
∪
(
(1, 0, 1) + N3

)
et N 4 =

(
(0, 1, 0) + N3

)
, (1.25)

on a les inégalités
N 2 ≺ N 3 ≺ N 1 ≺ N 4.

En effet, lorsqu’on compare
– N 2 et N 3, on a t = 0 et α2

1 < α3
1,

– N 3 et N 1, on a t = 1 et α3
2 < α1

2,
– N 1 et N 4, on a t = 1 = t4 < t1.

Remarque 1.8.3. L’inclusion N 1 ( N 2 induit l’inégalité N 2 ≺ N 1.

Etant donnée (α1, . . . , αt) une suite croissante de n-uplets, on appelle
décomposition de Nn associée à (α1, . . . , αt), la famille (Λ1, . . . , Λt, ΛC)
de sous-ensembles de Nn, construite de la manière suivante.
On pose Λ1 = α1 + Nn et pour tout i ∈ {2, . . . , t},

Λi = (αi + Nn) \

(
i−1⋃
j=1

Λj

)
.
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On pose ΛC = Nn\
(⋃t

j=1 Λj

)
. Il est possible que, pour certains j ∈ {1, . . . , t},

l’ensemble Λj soit vide. Cependant si la famille (α1, . . . , αt) est l’ensemble des
sommets d’un diagramme N dans Nn, avec N 6= Nn, cette décomposition est
une partition de Nn.

Exemple 1.8.4. Pour n = 2, la figure 1.1 représente les décompositions as-
sociées aux familles ((2, 0) , (1, 1) , (0, 3)) et ((5, 1) , (4, 2) , (2, 4)) sont :

Λ3 Λ2
Λ3 Λ2

Λ C

Λ C

x x

y y

1 1

11

((2,0),(1,1),(0,3)) ((5,1),(4,2),(2,4))

Λ1
Λ1

Fig. 1.1 – Exemples de décompositions

Lemme 1.8.5. Toute suite de diagrammes croissante pour l’inclusion est
stationnaire.

Démonstration. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la
suite de diagrammes

N1  N2  · · ·  Np  · · ·

est strictement croissante. On note P l’ensemble de ses indices. On veut
montrer que P est fini.
Soit N ′

1 le plus petit diagramme pour l’inclusion contenant N1 et n’ayant
qu’un seul sommet.

Si on note β′
1 le sommet de N ′

1, alors, pour tout indice i ∈ {1, . . . , n},
la i-ème coordonnée de β′

1 est la plus petite des i-èmes coordonnées des
sommets de N1. Soit B1 = {p ∈ N ; Np ⊂ N ′

1}, cet ensemble est de la
forme B1 = {1, . . . , i1}. On note N ′

2 le plus petit diagramme pour l’inclusion
contenant Ni1+1 et on pose B2 = {p ∈ N ; Np ⊂ N ′

2} = {i1 + 1, . . . , i2}.
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En réitérant, on construit des ensembles Bq de cardinal fini réalisant une
partition de P . De plus, à chaque Bq est associé un diagramme N ′

q n’ayant
qu’un sommet et la suite de ces diagrammes vérifie les inclusions strictes

N ′
1  N ′

2  · · ·  N ′
q  · · · .

Or, il est immédiat que toute suite de diagrammes, n’ayant qu’un sommet
et strictement croissante pour l’inclusion, est finie. On en déduit que les
ensembles Bq sont en nombre fini. Il en est donc de même pour leur réunion,
c’est-à-dire pour P .

1.9 Division à la Hironaka

Un outil essentiel dans la démarche de [BM1, BM2, Mo3] est la possibilité
d’effectuer une division par un idéal dans l’anneau des séries formelles. Ainsi
dans [BM1, BM2] est utilisée une division appelée division à la Hironaka,
définie par le théorème suivant.

Théorème 1.9.1. [G](§2), [AHV](Ch.1, §1), [Br]
Soient G1, . . . , Gp des séries formelles indexées de telle sorte que la suite
Exp G1, . . . , Exp Gp soit croissante pour l’ordre L-I. Soit (Λ1, . . . , Λp, ΛC)
la décomposition de Nn associée à (Exp G1, . . . , Exp Gp). Pour toute série
formelle F , il existe des uniques séries Q1, . . . , Qp et R telles qu’on ait

Exp Gi + supp Qi ⊂ Λi, ∀i ∈ {1, . . . , p}, (1.26)

supp R ⊂ ΛC , (1.27)

et F =

p∑
i=1

QiGi + R. (1.28)

Ce théorème peut être démontré de manière algorithmique. Cependant,
c’est aussi un cas particulier d’une division basée sur l’ordre induit par une
forme linéaire L. Plus précisément, cette division, appelée L-division, est
définie par le théorème suivant.

Théorème 1.9.2. [G](§2), [AHV](Ch.1, §1), [Br]
Soient

– L une forme linéaire à coefficients strictement positifs et indépendants
sur Z,

– β1, . . . , βq les sommets d’un diagramme N dans Nn,
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– G1, . . . , Gp des séries formelles de R[[X]], vérifiant, pour tout indice
j ∈ {1, . . . , p},

(Gj)βj
6= 0,

(Gj)H = 0, ∀H ∈ Nn, H 6= βj, L(H) < L(βj),

et (Gj)H = 0, ∀H ∈ Nn, |H| < |βj|.

Pour toute série formelle F , il existe des uniques séries Q1, . . . , Qp et R telles
qu’on ait

Exp Gi + supp Qi ⊂ Λi, ∀i ∈ {1, . . . , p},
supp R ⊂ ΛC

et F =

p∑
i=1

QiGi + R.

Si la forme linéaire L cöıncide avec l’ordre lexicographique inverse jusqu’à
la longueur max

i=1,...,p
(Exp Gi), on obtient la division à la Hironaka.

Dans le cas de la division à la Hironaka comme dans celui d’une L-division,
le mot quotients désignera les séries Qj, j ∈ {1, . . . , p} obtenues et le mot
reste désignera la série R.
Dans ce travail, on utilisera également une version plus faible de la division
à la Hironaka qu’on appellera division faible à la Hironaka : il s’agit
d’associer à une série formelle F , des séries Q1, . . . , Qp et R satisfaisant (1.27),
(1.28) et une condition (1.29), plus faible que (1.26), donnée par

Exp Gi + Exp Qi ∈ Λi, ∀i ∈ {1, . . . , p}. (1.29)

Remarque 1.9.3. La division à la Hironaka est aussi une division faible à la
Hironaka. On déduit donc du théorème 1.9.1 qu’il est possible d’effectuer une
division faible de n’importe quelle série formelle.

Remarque 1.9.4. Il n’y a pas unicité de la division faible à la Hironaka. En
effet, si on considére la division de la série F (X, Y ) = XY 3 + Y 2 + Y par les
séries X et Y 2, on a les égalités

F (X,Y ) = X(Y 3) + Y 2 × 1 + Y (division à la Hironaka)

et F (X,Y ) = X × 0 + Y 2(1 + XY ) + Y.

Pour alléger les énoncés ultérieurs, on dira qu’un p-uplet de séries for-
melles (G1, . . . , Gp) est une famille de diviseurs à la Hironaka si les
séries Gi sont ordonnées de telle sorte que la suite Exp G1, . . . , Exp Gp soit
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croissante pour l’ordre L-I. Dans ce cas, βj, j ∈ {1, . . . , p}, désignera le n-
uplet Exp Gj et (Λ1, . . . , Λp, ΛC), la décomposition de Nn associée à la famille
(β1, . . . , βp).

Les propriétés des quotients et reste de la division faible à la Hironaka
permettent de comparer leur exposant initial avec celui de la série F .

Lemme 1.9.5. Soient F une série formelle et (G1, . . . , Gp) une famille de
diviseurs à la Hironaka. Les quotients Q1, . . . , Qp et le reste R d’une division
faible à la Hironaka de F par (G1, . . . , Gp) vérifient

∀i ∈ {1, . . . , p}, Exp QiGi ≥ Exp F

et Exp R ≥ Exp F.

Démonstration. Pour cette preuve, on pose H0 = R et, pour tout i ∈ {1, . . . , p},
Hi = QiGi. Ainsi la série F s’écrit sous la forme

F =

p∑
i=0

Hi (1.30)

avec Exp H0 ∈ ΛC et, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, Exp Hi ∈ Λi.
Soit µ = mini∈{0,...,p} Exp Hi. On veut montrer que µ est supérieur à Exp F .
Il existe un indice i0 tel que µ = Exp Hi0 . D’après la définition de Exp, on a
aussi

µ = min
i∈{0,...,p}

(supp Hi).

Si on a µ < Exp F , l’équation (1.30) implique qu’il existe un indice i1, dis-
tinct de i0, tel que le support de la série Hi1 contienne µ. Cela entrâıne
l’égalité µ = min(supp Hi1) = Exp Hi1 .
On en déduit alors la relation Exp Hi0 = Exp Hi1 . Cette relation est impos-
sible car les ensembles Λi et ΛC sont deux à deux disjoints. On conclut que
µ est supérieur à Exp F . De plus, la relation µ ≤ Exp F est évidente. On a
donc µ = Exp F .

Les théorèmes de division énoncés ci-dessus sont purement formels. On
peut cependant s’intéresser au cas particulier où les séries considérées sont les
développements de fonctions infiniment dérivables : soit Z un sous-ensemble
de Rn, on dira qu’un p-uplet (g1, . . . , gp) de fonctions de classe C∞ au voi-
sinage de Z, est une famille de diviseurs C∞ sur Z à la Hironaka, s’il
existe des n-uplets β1, . . . , βp tels qu’on ait

∀a ∈ Z, ∀j ∈ {1, . . . , p}, Exp T agj = βj

et β1 < · · · < βp.
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Ceci signifie que, pour tout point a ∈ Z, le p-uplet de séries (T ag1, . . . , T agp)
est une famille ordonnée de diviseurs à la Hironaka et que les n-uplets associés
ne dépendent pas du point a. Sous ces hypothèses, étant donnée une fonction
f de classe C∞ sur un voisinage V de Z, on dit qu’on peut effectuer, dans
V , une division à la Hironaka sur Z de f par la famille (g1, . . . , gp),
s’il existe p + 1 fonctions q1, . . . , qp et r, de classe C∞ sur V , telles qu’on ait,
pour tout point a ∈ Z,

− T af =

p∑
j=1

T aqjT agj + T ar,

− pour tout j ∈ {1, . . . , p}, βj + supp T aqj ⊂ Λj et supp T ar ⊂ ΛC .

On désigne par quotients sur Z, les fonctions q1, . . . , qp et reste sur Z la
fonction r.

1.10 Bases standards formelles, bases stan-

dards d’un idéal de fonctions sur un en-

semble U ′

Soient I un idéal de séries formelles et N (I) le diagramme des exposants
initiaux de I. On note α1, . . . , αt les sommets de N (I). D’après la définition
des exposants initiaux et des sommets, il existe des séries formelles G1, . . . , Gt

appartenant à I telles que, pour tout i ∈ {1, . . . , t}, on ait Exp Gi = αi. En
particulier, on a N (I) =

⋃t
i=1 (Exp Gi + Nn).

On appelle base standard formelle d’un idéal I, toute famille G de séries
de I telle qu’on ait

N (I) =
⋃
G∈G

(Exp G + Nn) .

Cette famille n’est pas unique : par exemple, I est une base standard pour
lui même.

Dans ce travail, on se place tantôt dans l’espace des fonctions C∞, tantôt
dans celui des fonctions de classe CM , tantôt dans celui des fonctions réel-
analytiques sur un ouvert U . Lorsqu’une propriété est valable pour cha-
cune de ces classes de fonctions, on utilise la notation Cl(U) pour désigner
l’une d’entre elles. Soient f une fonction appartenant à Cl(U) et V un sous-
ensemble de U . Pour tout point a ∈ U , T af est une série formelle. On peut
donc lui associer son exposant initial Exp T af . On définit alors l’exposant
initial de f sur V comme étant le n-uplet

Exp f|V = min
(
Exp T af ; a ∈ V

)
.
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Soient I un idéal de type fini dans Cl(U) et {ϕ1, . . . , ϕp} une famille génératri-
ce de I. Pour tout point a ∈ U , Ia désignera l’idéal engendré par les séries
formelles T aϕ1, . . . , T aϕp dans R[[X]] et par Na, le diagramme N (Ia). Pour
tout sous-ensemble V de U , on pose NV = {Exp f|V ; f ∈ I}.

Lemme 1.10.1. Pour tout point a ∈ V et tout n-uplet α ∈ Na, il existe une
fonction f ∈ I vérifiant Exp T af = α.

Démonstration. Comme α appartient à Na, il existe une série formelle F ∈ Ia

telle que Exp F = α et des séries formelles de R[[X]], notées Γl, satisfaisant

F (X) =

p∑
l=1

Γl(X)T aϕl(X).

Si on tronque les séries Γl à partir de l’ordre |α|+ 1, on obtient une série F
définie par

F (X) =

p∑
l=1

∑
0≤|J |≤|α|+1

(Γl)J XJT aϕl(X)

ayant le même exposant initial que F . En définissant la fonction f par

f(x) =

p∑
l=1

∑
0≤|J |≤|α|+1

(Γl)J ϕl(x)(x− a)J ,

on a l’égalité F (X) = T af(X). Visiblement la fonction f appartient l’idéal
I et vérifie Exp T af = α.

Soient V un sous-ensemble de U et β1, . . . , βt les sommets de NV . On
suppose que, pour tout point a ∈ V , on a Na = NV (si V est réduit à un
point, cette propriété est toujours vraie). On appelle alors base standard
de I sur V , toute famille F = (f1, . . . , ft) de fonctions de Cl(U) telle que,
pour tout i ∈ {1, . . . , t} et tout point a ∈ V , on ait Exp T afi = βi.

Remarque 1.10.2. Si le t-uplet F = (f1, . . . , ft) est une base standard de I
sur V , c’est aussi une famille de diviseurs C∞ sur V à la Hironaka.

Exemple 1.10.3. Soient U un ouvert de R2 et I l’idéal engendré par la fonction
(x, y) 7→ x + y. On a alors quatre sous-ensembles de U ,

V1 = U \ (({0} × R) ∪ (R× {0})) , V2 = ({0} × R) \ {(0, 0)},
V3 = (R× {0}) \ {(0, 0)} et V4 = (0, 0)
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vérifiant :

∀a ∈ V1, Na = (0, 0) = NV1 ,

∀a ∈ V2, Na = (1, 0) = NV2 ,

∀a ∈ V3, Na = (0, 1) = NV3 ,

∀a ∈ V4, Na = (1, 1) = NV4

et pour chaque ensemble Vi, la famille ne comportant que la fonction
(x, y) 7→ x + y est une base standard de I sur Vi. Cette dernière propriété
résulte du fait que l’idéal I est principal. On verra, dans les exemples de la
section 5.5, que si l’idéal est de type fini non principal, les caractéristiques
d’une base standard peuvent varier suivant le lieu considéré.



Chapitre 2

Extension de jets non
quasi-analytiques

Dans ce chapitre, on étudie les possibilités d’extension d’un jet F dans le
cas particulier où celui-ci cöıncide localement avec le jet d’une fonction non
quasi-analytique. Plus précisément, étant donnés K et L, des sous-ensembles
compacts de Rn vérifiant K  L, et deux constantes δ ≥ 1 et ε ∈ ]0, 1], on
suppose que, pour tout point a ∈ L \K, la restriction du jet F à l’ensemble
B(a, εd(a, K)δ)∩L cöıncide avec le jet d’une fonction ga non quasi-analytique
sur B(a, εd(a, K)δ).

Dans un premier temps, on s’intéresse au cas où les fonctions ga peuvent
être vues comme la restriction de fonctions de classe C(M)(Rn) plates sur K.
On montre qu’il est possible d’étendre F en une fonction de classe C(M)(Rn)
sous certaines hypothèses de majoration uniforme de la famille de fonctions
{ga ; a ∈ L \ K}. Dans une deuxième temps, nous n’imposerons sur les
fonctions ga aucune autre condition que le fait d’être non quasi-analytiques.
Il est alors possible d’étendre F en une fonction de classe C∞(Rn \K) dont
la restriction aux boules B(a, εd(a, K)δ) est de classe C(M).

2.1 Extension de jets à Rn

Les dérivées successives d’une fonction de classe C(M) au voisinage d’un
compact, plate sur ce dernier, satisfont des inégalités particulières comme le
montre le lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Soient M une suite admissible, U un ouvert convexe de Rn

et K un sous-ensemble fermé dans U . Soit f une fonction de classe C
(M)
λ (U)

plate sur K. Il existe des constantes C1 et C2 telles que, pour tout sous-

33
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ensemble U ′ inclus dans U et tout entier naturel p, on ait

‖f|U′‖
(M,.)“

λ
C1

,∞
” ≤ 2 sup

x∈U ′
d(x, K)pCp

2‖f‖
(M,.)
(λ,∞)λ

−pMp.

Démonstration. Soient b un point de K et a un point de U \K. En appliquant
la formule de Taylor-Lagrange à f entre a et b, on obtient, pour tout H ∈ Nn

et tout entier naturel p,

|DHf(a)| ≤ sup
c∈[a,b]

∑
P∈Nn

|P |=p

(a− b)P

P !

∣∣DH+P f(c)
∣∣ .

L’inégalité 1
P !
≤ np

p!
et l’appartenance de f à C

(M)
λ (U) induisent la majoration∣∣DHf(a)

∣∣ ≤ d(a, b)pn2p‖f‖(M,.)
(λ,∞)

Mp+h

λp+h

(p + h)!

p!
.

Compte tenu des inégalités (p+h)!
p!

≤ 2p+hh! et de l’hypothèse (H5), on a

∣∣DHf(a)
∣∣ ≤ d(a, b)pn2p‖f‖(M,.)

(λ,∞)MpMh

(
AM

λ

)p+h

2p+hh!

≤ d(a, b)p

(
2n2AM

λ

)p

Mp‖f‖(M,.)
(λ,∞)

(
2AM

λ

)h

Mhh!.

Si b est choisi de telle sorte qu’on ait d(a, b) = d(a, K), la majoration
précédente devient, pour tout entier naturel p,

|DHf(a)| ≤ d(a, K)p

(
2n2AM

λ

)p

Mp‖f‖(M,.)
(λ,∞)

(
2AM

λ

)h

Mhh!.

On en déduit, pour tout entier naturel p et tout réel λ ∈ ]0, 1],

‖f|U ′‖(M,.)
λ′ ≤

∑
H∈Nn

sup
x∈U ′

∣∣∣∣DHf(x)

h!

∣∣∣∣λ′h 1

Mh

≤ sup
x∈U ′

(d(x, K)p)

(
2n2AM

λ

)p

Mp‖f‖(M,.)
(λ,∞)

∑
H∈Nn

(
2AM

λ

)h

λ′
h
.

Si la valeur λ′ est égale à λ
4nAM

, la dernière somme converge et on a, en posant

C2 = 2n2AM ,

‖f|U ′‖(M,.)
(λ′,∞) ≤ 2 sup

x∈U ′
(d(x, K)p)

(
C2

λ

)p

Mp‖f‖(M,.)
λ,∞ .

Le lemme s’ensuit.
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Lorsqu’on prend U ′ = B(a, εd(a, K)δ), comme suggéré au début du cha-
pitre, on a supx∈U ′ d(x, K) ≤ d(a, K)

(
1 + εd(a, K)δ−1

)
. On considère donc le

cas où les fonctions ga vérifient ce genre de majoration. On démontre d’abord
un lemme technique concernant de telles fonctions.

Lemme 2.1.2. Soient K un sous-ensemble fermé de Rn et des constantes
r > 0, δ ≥ 1, δ′ ≥ 1, ε ∈ ]0, 1], C ≥ 1 et D ≥ 1. Soient V un ouvert convexe
inclus dans T (K, r), satisfaisant V ∩K = ∅, et g une fonction de C∞(V ).
Il existe des constantes C1 et C2 ne dépendant que de r, δ, δ′, ε, C et D telles
qu’on ait la propriété suivante.
Etant donné un point a dans V , si, pour tout p ∈ N, on a

‖g|Va
‖(M,.)

(εd(a,K)δ ,∞)
≤ Cd(a, K)p−δ′DpMp, (2.1)

avec Va = B(a, εd(a, K)δ)∩V , alors on a aussi, pour tout j ∈ N, tout H ∈ Nn

vérifiant h ≤ j,

− |DHg(a)| ≤ C1C
j
2d(a, K)j+1−hM

dδe+1
j h!, (2.2)

−
∣∣DHT j

ag(x)
∣∣ ≤ C1C

j
2d(a, x)j+1−hM

dδe+1
j h!, ∀x ∈ K, (2.3)

−
∣∣DHT j

b g(a)
∣∣ ≤ C1C

j
2d(a, b)j+1−hM

dδe+1
j h!, ∀b ∈ Va. (2.4)

Démonstration. En appliquant la propriété (H5), avec k = (dδe + 1)j et
l = dδe+dδ′e+2, puis la propriété (1.2), avec k = dδe+1 et l = j, on montre
qu’il existe des constantes C ′

1 et C ′
2 telles que, pour tout j ∈ N, on ait

M(j+1)(dδe+1)+dδ′e+1 ≤ C ′
1C

′
2
j
M

dδe+1
j . (2.5)

Soit a un point vérifiant (2.1). Pour tout entier naturel p et tout n-uplet
H ∈ Nn et tout p ∈ N, on a

|DHg(a)| ≤ Cd(a, K)p−δ′DpMp

(
εd(a, K)δ

)−h
Mhh!

≤ Cε−hd(a, K)p−δ′−δhDpMp+hh!.
(2.6)

Si on considère cette majoration avec p = j + 1−h + dδ′e+ dδeh, on obtient

|DHg(a)| ≤ Cε−hd(a, K)j+1−hrdδ
′e−δ′+h(dδe−δ)Mp+hh!.

Or, par hypothèse, on a h ≤ j. On en déduit p + h ≤ j + 1 + dδ′e+ dδe j puis
Mp+h ≤ Mj(1+dδe)+dδ′e+1. En utilisant l’inégalité (2.5), on obtient (2.2).

Concernant la relation (2.3), (1.10) et (1.11) induisent la majoration

|DHT j
ag(x)| ≤

∑
I∈Nn

i≤j−h

1

I!
d(a, x)i

∣∣DI+Hg(a)
∣∣ . (2.7)
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Pour tout I ∈ Nn, avec i ≤ j−h, si on prend p = j+1−h−i+dδ′e+dδe (i+h)
dans la relation (2.6), on obtient la majoration

|DI+Hg(a)| ≤ Cε−i−hd(a, K)j+1−i−hrdδ
′e−δ′+(i+h)(dδe−δ)Mp+i+h(i + h)!Dp.

De l’inégalité d(a, K) ≤ d(a, x), on déduit alors

d(a, x)i

I!
|DI+Hg(a)| ≤ d(a, x)j+1−h

I!
Cε−i−hrdδ

′e−δ′+(i+h)(dδe−δ)

Mp+i+h(i + h)!Dp.

(2.8)

On a, d’autre part, Mp+i+h ≤ Mj(dδe+1)+dδ′e+1. En reprenant (2.5), on obtient

Mp+i+h ≤ C ′
1C

′
2
j
M

dδe+1
j . (2.9)

De plus, on a
(i + h)!

I!
≤ (i + h)!ni

i!
≤ h!nh+2i.

En reportant cette dernière majoration et (2.9) dans (2.8), on obtient des
constantes C ′

3 et C ′
4 vérifiant, pour tout I ∈ Nn, avec i ≤ j − h,

d(a, x)i

I!
|DI+Hg(a)| ≤ d(a, x)j+1−hh!C ′

3C
′
4
j
M

dδe+1
j .

En reportant cette dernière inégalité dans (2.7), quitte à augmenter les va-
leurs de C1 et C2, on obtient (2.3).

Pour l’estimation (2.4), on pose, pour tout point a ∈ V , ωa = εd(a, K)δ.

La fonction g appartenant à C
(M)
ωa (B(a, ωa)), elle appartient aussi à la classe

CM,ω−1
a

(B(a, ωa)) et sa norme, dans cet espace, est inférieure à ‖g|Va
‖(M,.)

(ωa,∞).
En appliquant le lemme 1.4.1, on obtient la majoration

|DHg(a)−DHT j
b g(a)| ≤ ‖g|Va

‖M,ω−1
a

d(a, b)j−h+1

(
n3

ωa

)j+1

Mj+1h!. (2.10)

L’hypothèse sur la fonction g et la définition de ωa impliquent, pour tout
entier naturel p, l’inégalité

‖g|Va
‖M,ω−1

a
ω−(j+1)

a ≤ ε−(j+1)d(a, K)−(j+1)δ+p−δ′DpMp.

En particulier, pour p = dδ′e + dδe (j + 1) + 1, la puissance de d(a, K) est
strictement positive. Il existe donc des constantes C ′

5 et C ′
6 telles qu’on ait

‖g|Va
‖M,ω−1

a
ω−(j+1)

a ≤ C ′
5C

′
6
j
Mp.
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En reportant ce résultat dans (2.10) et en utilisant (2.5), quitte à augmenter
la valeur de C1 et de C2, on montre (2.4).

On est alors en mesure de démontrer le lemme d’extension suivant.

Lemme 2.1.3. Soient K et L deux compacts de Rn vérifiant K  L et
M une suite admissible. Soient F un jet défini sur L, nul sur K, et deux
constantes ε ∈ ]0, 1] et δ ≥ 1, tels que, tout point a ∈ L \K, la restriction du
jet F à l’ensemble B(a, εd(a, K)δ) ∩ L cöıncide avec le jet d’une fonction ga

définie sur B(a, εd(a, K)δ). S’il existe des constantes C, D et δ′ telles que,
pour tout point a ∈ L \K, la fonction ga satisfasse, pour tout entier naturel
p,

‖ga‖(M,.)

(εd(a,K)δ ,∞)
≤ Cd(a, K)p−δ′DpMp,

alors il existe une fonction g de classe CM2(dδe+1) sur Rn et dont le jet cöıncide
avec F sur L.

Démonstration. L’ensemble L étant compact, il existe une constante r′ telle
que, pour tout point a ∈ L, on ait d(a, K) ≤ r′. Etant donné un point
a ∈ L\K, la fonction ga satisfait les hypothèses du lemme 2.1.2 avec r = εr′δ

et V = B(a, εd(a, K)δ). Les constantes δ, δ′, ε, C et D ne dépendant pas du
point a, il existe des constantes C ′

1 et C ′
2 telles qu’on ait, pour tout point

a ∈ L \K,

− |DHga(a)| ≤ C ′
1C

′
2
j
d(a, K)j+1−hM

dδe+1
j h!, (2.11)

−
∣∣DHT j

aga(x)
∣∣ ≤ C ′

1C
′
2
j
d(a, x)j+1−hM

dδe+1
j h!, ∀x ∈ K, (2.12)

−
∣∣DHT j

b ga(a)
∣∣ ≤ C ′

1C
′
2
j
d(a, b)j+1−hM

dδe+1
j h!, ∀b ∈ Va. (2.13)

Par hypothèse, pour tout n-uplet H ∈ Nn et tout point a ∈ L \K, on a

|FH(a)| = |DHga(a)|. (2.14)

Compte tenu de (2.11) avec h = j, on obtient donc

|FH(a)| ≤ C ′
1C

′
2
h
d(a, K)M

dδe+1
h h!.

On en déduit que le jet F satisfait la condition (JW1) pour les jets de
Whitney de classe JM(dδe+1) .
En ce qui concerne la condition (JW2), étant donnés un entier naturel j et
un n-uplet H ∈ Nn, vérifiant h ≤ j, la majoration de l’expression

|FH(a)−DHT j
b F (a)| (2.15)



CHAPITRE 2. EXTENSION DE JETS NON QUASI-ANALYTIQUES 38

dépend des positions respectives des points a et b.
En effet,

– si les points a et b appartiennent tous deux à K, alors l’expression
(2.15) est nulle.

– si le point a appartient à L \K et b à K, l’expression (2.15) est égale
à |FH(a)| = |DHga(a)|. De la relation (2.11), on déduit

|FH(a)| ≤ C ′
1C

′
2
j
d(a, b)j+1−hM

dδe+1
j h!.

Ainsi, on a, pour tout j ∈ N et tout H ∈ Nn vérifiant h ≤ j,

|FH(a)−DHT j
b F (a)| ≤ C ′

1C
′
2
j
d(a, b)j+1−hM

dδe+1
j h!.

– si le point a appartient à K et b à L \K, alors l’expression (2.15) est
égale à |DHT j

b F (a)|. De plus, on a

DHT j
b F (a) =

∑
I∈Nn

i≤j−h

1

I!
(a− b)IFI+H(b)

et, au point b, le jet F cöıncide avec le jet associé à la fonction gb. On
en déduit

DHT j
b F (a) =

∑
I∈Nn

i≤j−h

1

I!
(a− b)IDI+Hgb(b)

= DHT j
b gb(a).

(2.16)

En utilisant (2.12) avec a = b et x = a, on obtient encore, pour tout
j ∈ N et tout H ∈ Nn vérifiant h ≤ j,

|FH(a)−DHT j
b F (a)| ≤ C ′

1C
′
2
j
d(a, b)j+1−hM

dδe+1
j h!.

– si les points a et b appartiennent à L \K et si on a d(a, b) ≤ εd(a, K)δ,
alors le point b appartient à B(a, εd(a, K)δ) ∩ L. On a, dans ce cas,
F (b) = J (ga)(b) et

|FH(a)−DHT j
b F (a)| = |DHga(a)−DHT j

b ga(a)|.

On déduit du lemme 1.4.1 l’existence de constantes C ′
3 et C ′

4 telles qu’on
ait

|FH(a)−DHT j
b F (a)| ≤ C ′

3C
′
4
j
d(a, b)j−h+1Mj+1h!

≤ C ′
3C

′
4
j
d(a, b)j−h+1M

dδe+1
j+1 h!.
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– si les points a et b appartiennent à L \K et si on a d(a, b) ≥ εd(a, K)δ,
on considère alors un point c appartenant à l’ensemble L\K et vérifiant
d(a, c) ≤ ε

2δ d(a, X)δ. On a, dans ce cas, la majoration

|FH(a)−DHT j
b F (a)| = |FH(a)−DHT j

c F (a) + DHT j
c F (a) + DHT j

b F (a)|
≤ |FH(a)−DHT j

c F (a)|
+ |DHT j

c F (a)|+ |DHT j
b F (a)|.

Par construction, le point c appartient à B(a, εd(a, K)δ) ∩ L. On peut
donc majorer l’expression |FH(a) − DHT j

c F (a)| comme dans le cas
précédent. On obtient

|FH(a)−DHT j
c F (a)| ≤ C ′

3C
′
4
j
d(a, c)j−h+1M

1+dδe
j h!

≤ C ′
3C

′
4
j
d(a, b)j−h+1M

1+dδe
j h!

puisque le choix de c implique aussi l’inégalité d(a, c) ≤ 1
2
d(a, b).

De plus, la relation d(a, c) ≤ ε
2δ d(a, K)δ entrâıne d(c, K) ≥ 1

2
d(a, K).

On a donc
d(a, c) ≤ ε

2δ
(2d(c, K))δ ≤ εd(c, K)δ.

Autrement dit, le point a appartient à Vc et on peut appliquer (2.13)
pour majorer |DHT j

c F (a)|.
En ce qui concerne |DHT j

b F (a)|, on pose K ′ = K ∪ {a}. On a alors
d(b, K ′) ≤ d(b, K). Par conséquent, la fonction gb vérifie

‖gb‖(M,.)

(εd(b,K′)δ ,∞)
≤ Cd(b, K ′)p−δ′DpMp

et l’ouvert V ′
b = B(b, εd(b, K ′)δ) est inclus dans Vb ∩ T (K ′, εr′δ). On

peut donc appliquer le lemme 2.1.2 avec K = K ′, V = Vb et a = b. On
obtient, pour tout x ∈ K ′,

|DHT j
b gb(x)| ≤ C ′

5C
′
6
j
d(b, x)j+1−hM

dδe+1
j h!.

Donc, en prenant x = a, on obtient le résultat recherché.
On a finalement montré que F est un jet de Whitney de classe JM(dδe+1)

sur L. Par le théorème 1.4.3, on conclut qu’il existe une fonction g de classe
CM2(dδe+1) sur tout ouvert relativement compact dans Rn telle que F soit le
jet de la fonction g sur L.
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2.2 Extension de jets à Rn \K.

Le principe de cette extension consiste à construire un recouvrement de
Rn \K par des boules dont le rayon est de l’ordre de d(a, K)δ, où a désigne le
centre, puis une partition de l’unité dont les éléments ont un support adapté
à ce recouvrement. Classiquement, on sait construire un recouvrement de
Rn\K par des boules dont le rayon est de l’ordre de d(a, K) (lemme 2.2.1). En
utilisant ce résultat, on construit, dans la proposition 2.2.2, le recouvrement
cherché. On en déduit une partition de l’unité et, enfin, un lemme d’extension
de jets (proposition 2.2.5). On remarquera que tous les énoncés de cette
section sont encore vrais si le compact K est vide, pour peu qu’on adopte la
convention d(x,∅) = 1.

Habituellement, pour contruire un recouvrement de Rn \K, il suffit d’ap-
pliquer le lemme qui suit.

Lemme 2.2.1. [CW], [CC1](proposition 5 p. 15)
Il existe des constantes strictement positives, a < 1, b > 1, k > 1 et s > 1,
telles que, si K est un sous-ensemble compact de Rn, il existe une famille de
boules {B(xi, ri)}i∈N vérifiant les propriétés suivantes :

– Rn \K = ∪i∈NB(xi, ri) = ∪i∈NB(xi, kri),
– pour tout x appartenant à une boule B(xi, kri), on a, à la fois,

ari ≤ d(x, K) ≤ bri

et ad(x, K) ≤ d(xi, K) ≤ bd(x, K),
(2.17)

– pour chaque i ∈ N, la boule B(xi, kri) rencontre, au plus, s autres boules
de la famille.

Cependant, dans notre travail, il est nécessaire d’avoir un recouvrement
plus fin de Rn \K.

Proposition 2.2.2. Soit d′ un réel positif. Il existe une constante s0 > 1
et des fonctions s1 et s2 croissantes non majorées sur R+∗ telles que, pour
tous réels δ, υ, k′ vérifiant δ ≥ 1, 0 < υ < 1 et k′ > 1, tout compact K et
tout ouvert U vérifiant K ⊂ U ⊂ T (K, d′), il existe une famille de boules
{B(xα, rα)}α∈N satisfaisant les propriétés suivantes :

– U \K ⊂ ∪α∈NB(xα, rα) ⊂ ∪α∈NB(xα, k′rα) ⊂ Rn \K,
– pour tout x appartenant à une boule B(xα, k′rα), on a, à la fois,

s1(k
′)rα ≤ υd(x, K)δ ≤ sδ

0s1(k
′)rα (2.18)

et s−1
0 d(x, K) ≤ d(xα, K) ≤ s0d(x, K), (2.19)
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– pour chaque α ∈ N, la boule B(xα, k′rα) rencontre, au plus, s2(k
′) autres

boules de la famille.

Démonstration.
Construction du recouvrement.
On pose

m =
2k′
√

n

k − 1
(bd′)δ−1. (2.20)

Etant donnés un point x ∈ Rn et un réel positif r, C(x, r) désigne le cube de
centre x et de côté r.
On utilise la figure 2.1 ; les parties grisées représentent les boules et les cubes
qui sont éliminés au cours de la construction.

xi

ir

B(xi ,ri )
xi

ri

xij

B(xij,r’i)

3
2

1

ri
δ2  / mυ

n1/2  / mri
δυ

ri
δ2 m / υ

U

K

Fig. 2.1 –
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On considère {B(xi, ri)}i∈N le recouvrement de Rn\K donné par le lemme
2.2.1. Pour tout i ∈ N, l’inclusion B(xi, kri) ⊂ Rn \K implique

kri ≤ d(xi, K). (2.21)

On ne considère, pour la suite, que le sous-recouvrement {B(xi, ri)}i∈I formé
des boules dont l’intersection avec U est non vide. Ceci implique que, pour
tout i ∈ I, il existe un point x appartenant à B(xi, ri) ∩ U . On a alors
d(xi, K) ≤ bd(x, K) ≤ bd′ et, compte tenu de (2.21),

ri ≤ bd′. (2.22)

Soit i ∈ I. La boule B(xi, ri) est incluse dans le cube C(xi, 2ri). On peut

recouvrir ce cube par dmr1−δ
i

υ
en cubes de côté 2 υ

m
rδ
i . On considère, parmi ces

cubes, ceux dont l’intersection avec la boule B(xi, ri) est non vide et on

désigne leur centre par xij avec j ∈ Ei ⊂
{

1, . . . , dmr1−δ
i

υ
en
}

. Alors, pour tout
j ∈ Ei, on a

d(xi, xij) ≤ ri +

√
nυ

m
rδ
i . (2.23)

On pose r′i =
√

nυ
m

rδ
i . Pour tout j ∈ Ei, on a l’inclusion

C
(
xij, 2

υ

m
rδ
i

)
⊂ B (xij, r

′
i) .

On a établi que la famille {B(xij, r
′
i)}j∈Ki

forme un recouvrement de la boule
B(xi, ri). Comme la famille {B(xi, ri)}i∈I est un recouvrement de U \K, on
conclut qu’il en est de même pour la famille {B(xij, r

′
i)}i∈I,j∈Ki

. On prend
{B(xα, rα)}α∈A = {B(xij, r

′
i)}i∈I,j∈Ki

.

Vérification de (2.18) et (2.19).
On a les inclusions B (xij, k

′r′i) ⊂ B (xi, d(xi, xij) + k′r′i). Vu (2.20), (2.22),
(2.23) et la définition de r′i, on a

d(xi, xij) + k′r′i ≤ ri + (1 + k′)

√
nυ

m
rδ
i

≤ ri

(
1 + k′

2k′
(k − 1)υrδ−1

i

(bd′)δ−1
+ 1

)
≤ kri.

On en déduit l’inclusion B (xij, k
′r′i) ⊂ B (xi, kri).

Pour tout x ∈ B (xij, k
′r′i) ⊂ B (xi, kri), on a

a

b
d(x, K) ≤ d(xij, K) ≤ b

a
d(x, K).
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En posant s0 = b
a
, on établit (2.19). On a aussi ari ≤ d(x, K) ≤ bri,

d’où aδrδ
i ≤ d(x, K)δ ≤ bδrδ

i et aδ m√
n
r′i ≤ υd(x, K)δ ≤ bδ m√

n
r′i. En posant

s1 : x 7→ 2aδ

k−1
(bd′)δ−1x, on établit (2.18).

Vérification de la propriété de finitude locale.
On commence par une observation générale. Soit l ∈ R+∗. Si on a

B(xij, lr
′
i) ∩B(xih, lr

′
i) 6= ∅, (2.24)

alors xih appartient à la boule B (xij, 2lr′i). Or, B (xij, 2lr′i) est incluse dans
C (xij, 4lr′i). De plus, les points xih appartiennent à un réseau de pas 2√

n
r′i.

On en déduit que le cube C (xij, 4lr′i) contient, au plus, p2
√

nl+1qn points de
ce réseau. On conclut qu’étant donnés i et j, il existe, au plus, p2

√
nl + 1qn

indices distincts h tels que (2.24) ait lieu.
Si on a B(xij, k

′r′i) ∩ B(xgh, k
′r′g) 6= ∅, alors xij appartient à la boule

B
(
xgh, k

′(r′i + r′g)
)
. Soit x un élément de B(xij, k

′r′i) ∩ B(xgh, k
′r′g). En ap-

pliquant (2.18) avec rα = r′i, on obtient

r′i ≤
υ

s1(k′)
d(x, K)δ.

D’autre part, si on applique à nouveau (2.18) mais avec rα = r′g, on a aussi
l’inégalité υd(x, K)δ ≤ sδ

0s1(k
′)rgh. Finalement, on déduit r′i ≤ sδ

0r
′
g. Donc

xij appartient à la boule B
(
xgh, k

′r′g
(
1 + sδ

0

))
. On a montré précédemment

que, pour g fixé, xij ne peut appartenir qu’à, au plus, d2
√

nk′
(
1 + sδ

0

)
+ 1en

boules de cette forme.
De plus, on a vu que B(xij, k

′r′i) est incluse dans B(xi, kri) et B(xgh, k
′r′g)

dans B(xg, krg). Donc, pour un i fixé, le nombre d’indices g distincts deux à
deux, distincts de i et vérifiant

B(xij, k
′r′i) ∩B(xgh, k

′r′g) 6= ∅

est majoré par la valeur s. Ainsi, toute boule du recouvrement rencontre, au
plus,

s2(k
′) = sp2

√
nk′
(
1 + sδ

0

)
+ 1qn

autres boules.

Proposition 2.2.3. Soient d′ un réel positif et K un compact de Rn. Soient
m′ ≥ 2 un entier et des réels δ et υ vérifiant δ ≥ 1 et 0 < υ < 1. On considère
le recouvrement construit dans la proposition 2.2.2 pour d′, δ, υ, m′ au lieu
de k′ et U = T (K, d′). Il existe une famille de fonctions {χα}α∈N vérifiant
les propriétés suivantes :
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– 0 ≤ χα ≤ 1 pour tout α ∈ N,
– Supp χα ⊂ B(xα, 2rα),
–
∑

α∈N χα(x) = 1 pour tout x ∈ Rn \K,
– pour tout H ∈ Nn, tout α ∈ N et tout x ∈ Rn \K,

|DHχα(x)| ≤ Ch

d(x, K)δh
Mhh!

où C ≥ 1 ne dépend que de δ, υ et m′.

Démonstration. On procède de manière classique [H2](théorèmes 1.3.5 et
1.4.4). Soit Ψ une fonction de classe C∞(Rn), valant 1 sur la boule B(0, 1),
ayant son support dans B(0, 2) et satisfaisant, pour tout multi-indice H ∈ Nn

et tout x ∈ Rn,
|DHΨ(x)| ≤ Ch

1 Mhh!.

On applique la proposition 2.2.2 avec k′ = m′. A tout α ∈ N, on associe la

fonction Ψα : x 7→ Ψ
(

x−xα

rα

)
. La fonction Ψα vaut 1 sur B(xα, rα) et a son

support dans B(xα, 2rα), donc dans B(xα, m′rα) puisque m′ est supérieur à
2. En utilisant (2.18), on en tire, pour tout x ∈ Rn et tout H ∈ Nn,

|DHΨα(x)| ≤
(

C1

rα

)h

Mhh!

≤
(

sδ
0s1(m

′)C1

υd(x, K)δ

)h

Mhh!.

Le recouvrement de U \K par la famille de boules {B(xα, m′rα), α ∈ N} étant
localement fini, on conclut que le recouvrement de U \ K par les supports
des Ψα est, lui-aussi, localement fini.
On pose alors χ1 = Ψ1, puis, par récurrence,

χα = Ψα(1−Ψ1) . . . (1−Ψα−1).

Les fonctions χα ainsi définies vérifient les conditions de l’énoncé.

Lemme 2.2.4. Il existe une fonction s définie sur R+∗, à valeurs dans ]0, 1
2
[,

telle qu’on ait la propriété suivante : soient K et L deux compacts, satisfai-
sant K ⊂ L ⊂ T (K, 1), et (δ, υ) un couple appartenant à [1,∞[×]0, 1]. Si
on pose Z = L \ K et, pour tout a ∈ Z, Va = B(a, s(δ)υd(a, K)δ), il existe
un sous-ensemble SZ de N, une famille de fonctions {χα}α∈SZ

vérifiant les
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assertions suivantes, pour des constantes D1 et D2 convenables :

− la famille {Supp χα ; α ∈ SZ} est localement finie.

− ∀a ∈ Z, card(Sa) ≤ D2 où Sa = {α ∈ SZ ; Va ∩ Supp χα 6= ∅}, (2.25)

− T a

(∑
α∈Sa

χα

)
(X) = 1, (2.26)

− ∀α ∈ Sa, ‖χα|Va
‖(M,.)“

d(a,K)δ

D1
,∞

” ≤ 2. (2.27)

Il existe, de plus, une famille {aα}α∈SZ
de points de Z telle qu’on ait :

− ∀α ∈ SZ , Supp χα ⊂ Vaα , (2.28)

− ∀α ∈ Sa,
1

2
d(a, K) ≤ d(aα, K) ≤ 2d(a, K) (2.29)

et d(a, aα) ≤ d(a, K)δ

4
. (2.30)

(2.31)

Démonstration. On utilisera la figure 2.2.

x1

x3

a2
a’

a’’a1

B(x1,r1)

B(x )2,r2

Va’

B(x )2,2r2

Va’’

B(x1,2r1)

x2

Χ1Supp( )

Supp(Χ2 )

K
Z

Fig. 2.2 –

En reprenant les notations de la proposition 2.2.3 pour d′ = 1, on fixe un
entier m′ ≥ 2 satisfaisant

m′ > 1 + 4sδ
0 (2.32)

et s1(m
′) > 16(1 + 2δ).
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On pose alors s(δ) = 4
s1(m′)

. En particulier, on a

s(δ) ≤ 1

4(1 + 2δ)
. (2.33)

Soit {B(xα, rα)}α∈N le recouvrement de T (K, 1)\K donné par la proposition
2.2.2 avec les constantes υ, δ et m′. Soit {χα}α∈N, la partition de l’unité
associée à ce recouvrement par la proposition 2.2.3.
On pose SZ = {α ∈ N, B(xα, 2rα)∩Z 6= ∅}. Sur la figure (2.2), les indices 1
et 2 appartiennent à SZ , mais pas 3. La définition de Sa implique que l’indice
1 appartient à Sa′ et à Sa′′ alors que l’indice 2 n’appartient ni à Sa′ , ni à Sa′′ .
Comme, pour tout α ∈ N, on a Supp χα ⊂ B(xα, 2rα), on a l’inclusion
{α ∈ N ; Supp χα ∩ Z 6= ∅} ⊂ SZ . Donc, en reprenant la définition de Sa,
pour tout a ∈ Z, on a

T a

(∑
α∈Sa

χα

)
(X) = T a

(∑
α∈SZ

χα

)
(X)

= T a

(∑
α∈N

χα

)
(X)

= 1.

On a ainsi établi (2.26).
D’autre part, par construction, on a l’inclusion Z ⊂

⋃
α∈SZ

B(xα, rα). En
particulier, pour tout point a ∈ Z, il existe un indice αa ∈ SZ tel que le point
a appartienne à la boule B(xαa , rαa). De (2.18), on déduit alors

s(δ)

4
υd(a, K)δ ≤ sδ

0rαa . (2.34)

On obtient les inclusions

Va ⊂ B(xαa , rαa + s(δ)υd(a, K)δ) ⊂ B
(
xαa , rαa

(
1 + 4sδ

0

))
⊂ B (xαa , m

′rαa) .

Comme m′ ≥ 2, la boule B (xαa , m
′rαa) rencontre, au plus, s2(m

′) autres
boules B(xα, 2rα). Donc, le cardinal de Sa est majoré par s2(m

′), ce qui
établit (2.25).

Soit x ∈ Va, on a l’encadrement

d(a, K)− d(a, x) ≤ d(x, K) ≤ d(a, K) + d(a, x).

Or, on a d(a, K) ≤ 1 et, par (2.32) et par la définition de Va,

d(a, x) ≤ s(δ)υd(a, K)δ ≤ d(a, K)δ

2
≤ d(a, K)

2
.
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On en déduit l’encadrement, pour tout x ∈ Va,

d(a, K)

2
≤ d(x, K) ≤ 2d(a, K). (2.35)

Soit α ∈ Sa, on a, pour tout point x ∈ Va,

|DHχα(x)| ≤ Ch

d(x, K)δh
Mhh!

≤ Ch2δh

d(a, K)δh
Mhh!.

On en déduit l’inégalité

‖χα|Va
‖(M,.)“

d(a,K)δ

Cn2δ+1 ,∞
” ≤ 2

et, par conséquent, la relation (2.27).
A tout α ∈ SZ , on associe un point aα ∈ B(xα, 2rα) ∩ Z. On a alors

Supp χα ⊂ B(xα, 2rα) ⊂ B(aα, 4rα). (2.36)

Compte tenu de (2.18), on a aussi rα ≤ s(δ)
4

υd(aα, K)δ donc Supp χα ⊂ Vaα .
On a montré (2.28).
D’autre part, si l’indice α appartient à Sa, alors il existe un point c dans
Va ∩B(xα, 2rα). En utilisant (2.18) suivi de (2.35), on obtient

rα ≤
s(δ)

4
υd(c, K)δ ≤ s(δ)

4
υ2δd(a, K)δ.

Par conséquent, on a

d(a, aα) ≤ d(a, c) + d(c, aα)

≤ s(δ)υ(1 + 2δ)d(a, K)δ.

De (2.33), on déduit alors d(a, aα) ≤ 1
4
d(a, K)δ, d’où (2.30). On a l’encadre-

ment d(a, K)− d(a, aα) ≤ d(aα, K) ≤ d(a, K) + d(a, aα), d’où

d(a, K)

(
1− 1

4
d(a, K)δ−1

)
≤ d(aα, K) ≤ d(a, K)

(
1 +

1

4
d(a, K)δ−1

)
.

Des inégalités d(a, K) ≤ 1 et δ ≥ 1, on déduit alors (2.29).

On peut alors démontrer le lemme d’extension général.
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Proposition 2.2.5. Soient K et L deux sous-ensembles compacts de Rn

vérifiant K ⊂ L ⊂ T (K, 1), ε et δ deux réels satisfaisant 0 < ε ≤ s(δ)

et δ ≥ 1. Soient, pour tout a ∈ L \ K, ga une fonction de C
(M)
ωa (Va) avec

ωa ∈ ]0, 1] et Va = B(a, εd(a, K)δ). Si, pour tout a ∈ L \ K et pour tout
b ∈ Va ∩ L, on a Tbga = Tbgb, alors il existe une fonction g de C∞(Rn \K),
telle que, pour tout a ∈ L \K, on ait g|Va

∈ C(M)(Va) et Tag = Taga.
De plus, si les inégalités

C ′
a = sup

b∈B
“
a,

d(a,K)δ

4

”
∩(L\K)

‖gb‖(M,.)
(ωb,∞) < ∞ et ω′

a = inf
b∈B

“
a,

d(a,K)δ

4

”
∩(L\K)

ωb > 0

sont vérifiées, alors il existe des constantes C1 et C2, ne dépendant pas de a,
telles qu’on ait

‖g|Va
‖(M,.)

(C1d(a,K)δω′a,∞)
≤ C2C

′
a.

Démonstration. On reprend la partition de l’unité sur Z = L \ K définie
dans le lemme 2.2.4 pour υ = ε

s(δ)
. On pose

g =
∑
α∈SZ

gaαχα.

Comme, pour tout α ∈ SZ , on a Supp χα ⊂ Vaα et comme la famille
{Supp χα}α∈SZ

est localement finie, la fonction g est bien définie et de classe
C∞ sur l’ensemble Rn \K.
Pour tout a ∈ Z, on a {α ∈ SZ ; a ∈ Supp χα} ⊂ Sa. Donc, pour tout
H ∈ Nn, on a

DHg(a) =
∑
α∈Sa

DH(gaαχα)(a)

=
∑
α∈Sa

∑
I+J=H

H!

I!J !
DIgaα(a)DJχα(a).

Si a appartient à Supp χα, alors a appartient à Vaα . L’hypothèse sur les
fonctions ga entrâıne l’égalité T aga = T agaα . En particulier, pour tout n-
uplet I ∈ Nn, on a DIga(a) = DIgaα(a). On en déduit

DHg(a) =
∑
α∈Sa

∑
I+J=H

H!

I!
DIga(a)DJχα(a)

=
∑

I+J=H

H!

J !I!
DIga(a)

∑
α∈Sa

DJχα(a).
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Comme, pour tout point a ∈ Z, on a T a

(∑
α∈Sa

χα

)
= 1, si J appartient à

Nn \ {0}, la somme
∑

α∈Sa
DJχα(a) est nulle. Finalement, on a

DHg(a) = DHga(a).

Pour les mêmes raisons, on a, pour tout point a ∈ Z,

g|Va
=
∑
α∈Sa

(gaαχα)|Va
.

On sait aussi que ‖χα|Va
‖(M,.)“

d(a,K)δ

D1
,∞

” ≤ 2 et que le cardinal de Sa est inférieur

à D2. On en déduit la majoration

‖g|Va
‖(M,.)

(ω′′a ,∞) ≤ 2D2 max
α∈Sa

‖gaα‖
(M,.)
(ωaα ,∞)

avec ω′′
a = min

(
d(a,K)δ

D1
, minα∈Sa ωaα

)
.

Si on pose C1 = 1
D1

, C2 = 2D2 et, pour tout a ∈ Z, ω′
a = minα∈Sa ωaα , on a

C1d(a, K)δω′
a ≤ ω′′

a . D’autre part, pour tout α ∈ Sa, le point aα appartient

à B(a, d(a,K)δ

4
). On peut donc remplacer maxα∈Sa par sup

b∈B(a,
d(a,K)δ

4
)∩Z

et

minα∈Sa par inf
b∈B(a,

d(a,K)δ

4
)∩Z

.

Etant donnés deux ensembles K et L, bornés de Rn et vérifiant K ⊂ L ⊂
T (K, 1), si l’ensemble L \ K est une sous-variété de Rn, on introduit une
notion pour signifier que la famille (Vaα)α∈N construite dans le lemme 2.2.4
permet de définir un atlas sur L \K.

Définition 2.2.6. Soient un réel r ∈ R+∗, K et L deux fermés dans B(0, r)
vérifiant K ⊂ L ⊂ T (K, 1) et deux réels ε ∈ ]0, 1[ et δ > 1. On dit que le
quadruplet (L, K, ε, δ) vérifie la propriété de Carte Locale Uniforme de
classe C(M) sur la boule B(0, r), notée CLU(M, r) si Z = L \ K est une
sous-variété de Rn, si le réel ε vérifie 0 < ε < s(δ) et si, pour tout point
a ∈ L \K, il existe des fonctions φa1, . . . , φad définies sur B(a, 2εd(a, K)δ) et
satisfaisant :

– ‖φai‖(M,.)

(εd(a,K)δ ,∞)
≤ 1

εd(a, K)δ
, ∀i ∈ {1, . . . , d},

– |∆φa(a)| > εd(a, K)δ avec φa(x) := (φa1(x), . . . , φad(x), xd+1, . . . , xn),
– si on pose Va = B(a, εd(a, K)δ) ∩B(0, r), on a

Z ∩ Va = {x ∈ Va ; φa1(x) = . . . = φad(x) = 0}.
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Nous verrons dans le lemme 2.2.8 que, pour tout ensemble analytique
irréductible L, il est possible de trouver r, K, ε et δ tels que (L∩B(0, r), K, ε, δ)
vérifie la propriété CLU(1, r). La preuve nécessite une version affinée du
théorème d’inversion locale.

Lemme 2.2.7. [To](V.5.1),[TM]
Soit K un compact de Rn. Soient φ : Rn → Rn une application de classe
C∞ et ∆φ son jacobien. Il existe des constantes C1, C2 et C3 strictement
positives telles que, pour tout point a ∈ K satisfaisant ∆φ(a) 6= 0 et pour
tout réel ρa ∈ ]0, |∆φ(a)|], les propriétés suivantes soient vérifiées.

– l’application φ réalise un difféomorphisme de B(a, C1ρa) sur son image
et on a

φ (B (a, C3ρa |∆φ(a)|)) ⊂ B (φ(a), C2ρa |∆φ(a)|) ⊂ φ (B (a, C1ρa)) ,

– pour tout point x ∈ B(a, C1ρa), on a |∆φ(x)| ≥ |∆φ(a)|
2

.

Lemme 2.2.8. Soit X un sous-ensemble analytique de Rn dont le germe
est irréductible à l’origine. Il existe un réel strictement positif r, un sous-
ensemble analytique Y propre dans X ∩B(0, r), des constantes ε et δ tels que
le quadruplet (X ∩ B(0, r), Y, ε, δ) vérifie la propriété CLU(1, r). De plus, il
existe des fonctions réel-analytiques φ1, . . . , φd telles que, pour tout point a de
(X∩B(0, r))\Y et tout i ∈ {1, . . . , p}, on puisse prendre φai = φi|

B(a,2εd(a,Y )δ)
.

Démonstration. D’après [M](III.5.8), après un changement linéaire de coor-
données, il existe un réel r > 0, un entier d ∈ {1, . . . , n} et P, Q2, . . . , Qd,
d polynômes en x1 dont les coefficients sont analytiques sur ] − 2r, 2r[ n−d,
vérifiant la propriété suivante :
si, pour tout x = (x′, x′′) ∈

(
Rd × Rn−d

)
∩ B(0, 2r), on désigne par S(x′′) le

discriminant de P (., x′′) et par Z l’ensemble

{x = (x′, x′′) ∈ B(0, r) ; S(x′′) = 0},

alors (X ∩B(0, r)) \ Z est donné par les conditions
S(x′′) 6= 0,

P (x1, x
′′) = 0,

S(x′′)xj −Qj(x1, x
′′) = 0, j = 2, . . . , d.

Si on pose Y = X ∩ Z, φ1(x) = P (x1, x
′′) et, pour tout j ∈ {2, . . . , d},

φj(x) = S(x′′)xj −Qj(x1, x
′′), on obtient(

X ∩B(0, r)
)
\ Y = {x ∈ B(0, r) \ Y ; φ1(x) = . . . = φd(x) = 0}.
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En diminuant r, on peut, de plus, imposer la suite d’inclusions

Y ⊂ X ∩B(0, r) ⊂ T (Y, 1).

Les fonctions φ1, . . . , φd sont réel-analytiques sur B(0, 2r) donc, d’après la
remarque 1.3.1, il existe une constante λ ∈ ]0, 1] telle qu’elles appartiennent

à C
(1)
λ (B(0, r)). Soit a un point de

(
X ∩B(0, r)

)
\ Y . Le jacobien

∆φ(a) =
D(φ1, . . . , φd)

D(x1, . . . , xd)
(a)

vaut S(a′′)d−1 ∂P
∂x1

(a1, a
′′). Or, par construction de Y , on a S(a′′) 6= 0. On en

déduit que les racines de P (·, a′′) sont simples et, par conséquent, la relation
∆φ(a) 6= 0.
D’autre part, l’inégalité de  Lojasiewicz pour les fonctions analytiques [BR]
donne |∆φ(a)| ≥ C ′d(a, Z)α′ pour des constantes C ′ > 0 et α′ ≥ 1 conve-
nables. De plus, d’après la propriété de séparation régulière des ensembles
analytiques, il existe des constantes C ′′ > 0 et α′′ ≥ 1 telles qu’on ait
d(a, Z) ≥ C ′′d(a, Y )α′′ . On a donc |∆φ(a)| ≥ C ′C ′′α′d(a, Y )α′α′′ . On pose
δ = α′α′′.
Du lemme 2.2.7 appliqué avec K = X ∩B(0, r), on déduit qu’on peut choisir
une constante ε ∈ ]0, 1] de telle sorte que l’application

φ : x 7→ (φ1(x), . . . , φd(x), xd+1, . . . , xn)

induise un difféomorphisme φa de B(a, 2εd(a, Y )δ) sur son image et qu’on ait

εd(a, Y )δ ≤ min

(
|∆φ(a)|, λ, 1

‖φ‖(1,.)
(λ,∞)

)
. Cette dernière inégalité implique que,

pour tout i ∈ {1, . . . , d}, on a

‖φ‖(1,.)

(εd(a,Y )δ ,∞)
≤ 1

εd(a, Y )δ
.

En posant Va = B(a, εd(a, Y )δ)∩B(0, r), la définition de Z entrâıne l’égalité

Z ∩ Va = {x ∈ Va ; φ1(x) = . . . = φd(x) = 0}.

On a ainsi démontré toutes les conditions requises pour que le quadruplet
(X ∩B(0, r), Y, ε, δ) satisfasse la propriété CLU(1, r).



Chapitre 3

Théorèmes de composition

Ce chapitre est consacré à l’étude de la composition de fonctions non
quasi-analytiques. Ce problème y est abordé sous deux angles différents :
dans un premier temps, on cherche à connâıtre la nature de la fonction g ◦ f
connaissant celle de la fonction g et celle de l’application f . On désigne ce cas
par composition directe. Dans un deuxième temps, on étudie le cas de la
composition réciproque : quelles sont les propriétés de la fonction g quand
on connâıt celles de la fonction g ◦ φ et celles de l’application φ ? Dans ce
chapitre, nous répondrons à cette question lorsque φ est un difféomorphisme.
Ces problèmes ont déjà été étudiés et résolus pour des séries formelles à
croissance modérée dans [Mo1] et [Mo3]. Nous reprendrons une partie de
ces travaux afin d’apporter des précisions indispensables dans le cadre des
fonctions non quasi-analytiques. Dans une troisième partie, on démontrera,
comme application des théorèmes de composition, un théorème à la Tougeron
et Merrien pour les idéaux de fonctions non quasi-analytiques à singularités
isolées.

On utilise les notations introduites dans les sections 1.1 et 1.5.

3.1 Théorème de composition directe

Dans [Mo1] figure un théorème de composition de deux séries formelles à
croissance contrôlée. Nous allons le préciser en donnant une estimation de la
norme de la série composée et en déduire un théorème de composition directe
de fonctions : c’est le théorème 3.1.4.
Soient une série formelle G appartenant à R[[Y ]]

(M)
λG

avec Y = (Y1, . . . , Yn′)

et un n′-uple de séries formelles F ∈
(
R[[X]]

(N)
λF

)n′

avec X = (X1, . . . , Xn).

On suppose, de plus, que F (0) = 0. On a alors le lemme suivant.

52
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Lemme 3.1.1. [Mo1](I.1.3 p. 10)
Pour tout P ∈ (Nn)∗, on a

DP (G ◦Y F ) (X) =
∑

Q∈Nn′ ,q≤p

SP
Q(X)

(
DQG

)
◦Y F (X)

où les coefficients SP
Q sont déterminés par récurrence sur p à l’aide des rela-

tions :
pour tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , n′},

Sei
ej

=
∂Fej

∂Xi

,

puis, pour p ≥ 1,

SP+ei
ej

=
∂SP

ej

∂Xi

,

pour tout Q = (Q1, . . . , Qn), si 1 < q ≤ p,

SP+ei
Q =

∂SP
Q

∂Xi

+
∑

j∈{1,...,n}
Qj 6=0

Sei
ej

SP
Q−ej

,

si q = p + 1,

SP+ei
Q =

∑
j∈{1,...,n}

Qj 6=0

Sei
ej

SP
Q−ej

.

Le lemme qui suit est une variante de [Mo1], I.1.6 p. 11.

Lemme 3.1.2. Il existe une constante C ne dépendant que de n et N telle
que, pour tout (P, Q) ∈ (Nn)∗×(Nn′)∗ avec q ≤ p et tout multi-indice H ∈ Nn,
on ait

|(SP
Q)H | ≤

(
C max

(
‖F‖(N,.)

(λF ,R)λ
−1
F , 1

))p
(

2n2

λF

)p+h−q
(p + h− q)!

h!
Np+h−q+1.

Démonstration. Du lemme 1.5.8 et de la définition de Sei
ej

, on déduit que, pour
tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , n′} et tout multi-indice H ∈ Nn, on
a

|(Sei
ej

)H | ≤
n‖F‖(N,.)

(λF ,R)

λF

(
n

λF

)h

Nh+1.

On pose C1 = n max
(
‖F‖(N,.)

(λF ,R)λ
−1
F , 1

)
et C2 = n

λF
. On applique alors le

même raisonnement que pour la preuve du lemme I.1.6 [Mo1]. Etant donnée
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la majoration card(j ∈ {1, . . . , n} ; Qj 6= 0) ≤ n, le second membre des
équations I.1.6.7’ et I.1.6.10’ [Mo1] est multiplié par n. La constante C4

est choisie de telle sorte que la série
∑

h∈N

(
n
C4

)h

converge et on note C5

la somme de cette série. Il suffit de prendre C4 = 2n et C5 = 2. Suite à
l’équation I.1.6.11’ [Mo1], une constante C3 est choisie de telle sorte que
C1C3 ≥ 1 + nN1C1C5. Compte tenu de l’inégalité N1C1C5 ≥ 1, il suffit de
poser C3 = 2nN1C5 = 4N1.
On obtient finalement

|(SP
Q)H | ≤ (4C1N1)

p (C22n)p+h−q (p + h− q)!

h!
Np+h−q+1.

En remplaçant C1 et C2 par leur valeur et en posant C = 4n2N1, on obtient
le résultat.

On en déduit le théorème suivant.

Théorème 3.1.3. Soient M et N deux suites admissibles. Il existe des
constantes C1 et C2 ne dépendant que de n, n′, M et N telles que, pour toute

série formelle G ∈ R[[X]]
(M)
λG

et tout élément F de
(
R[[X]]

(N)
λF

)n′

vérifiant

F (0) = 0, on ait, pour tout P ∈ Nn,

|(G ◦Y F )P | ≤ C2‖G‖(M,.)
(λG,R)

C1 max
(
‖F‖(N,.)

(λF ,R)λ
−1
F , 1

)
min(λF , λG)

p

M ′
p

où M ′ = max(M, N).

Démonstration. On reprend la preuve de la proposition I.1.8 p. 14 [Mo1].
Comme F (0) = 0, pour tout P ∈ (Nn)∗, on a

|P !(G ◦Y F )P | ≤
∑

Q∈Nn′ ,q≤p

|
(
SP

Q

)
0
||GQQ!|.

Or, pour tout Q ∈ Nn′ , on a |GQ| ≤ Mq

(
1

λG

)q

‖G‖(M,.)
(λG,R).

On pose M ′ = max(M, N) et AM ′ la constante associée à M ′. Du lemme
3.1.2, on déduit

|(G ◦Y F )P | ≤
1

P !

∑
Q∈Nn′ ,q≤p

(
C max

(
‖F‖(N,.)

(λF ,R)λ
−1
F , 1

))p
(

2n2

λF

)p−q

(p− q)!Np−q+1Mq

(
1

λG

)q

‖G‖(M,.)
(λG,R)q!.
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En utilisant la définition et les propriétés de la suite M ′, on obtient

|(G ◦Y F )P | ≤
p!

P !

(
C max

(
‖F‖(N,.)

(λF ,R)λ
−1
F , 1

))p (
2n2
)p ‖G‖(M,.)

(λG,R)M
′
p+1

1

min (λF , λG)p

∑
Q∈Nn′ ,q≤p

(
2n2
)−q

≤ np
(
C2n2

)p
AM ′

p+1M ′
pM

′
1

max
(
‖F‖(N,.)

(λF ,R)λ
−1
F , 1

)
min (λF , λG)

p

‖G‖(M,.)
(λG,R)n

′p
∑
q≤p

(
2n2
)−q

.

La dernière somme est majorée par 2. Si on pose C1 = nC2n2AM ′n′ et
C2 = 2AM ′M ′

1, on obtient le résultat.

On utilise ce résultat pour démontrer le théorème de composition directe
pour des fonctions non quasi-analytiques. L’idée consiste à évaluer, en chaque
point du domaine de définition, la norme de la série de Taylor de la fonction
composée et d’obtenir ainsi une majoration uniforme sur l’ouvert.

Théorème 3.1.4. Soient U un ouvert de Rn et V un ouvert de Rn′. Soient

f une application appartenant à
(
C

(N)
λf

(U)
)n′

, vérifiant f(U) ⊂ V , et g

une fonction appartenant à C
(M)
λg

(V ). Il existe des constantes C1 et C2 ne
dépendant que de n, n′, M et N telles qu’on ait

‖g ◦ f‖(M ′,.)
(ω,∞) ≤ C2‖g‖(M,.)

(λg ,∞), (3.1)

avec ω =
min(λf ,λg)

C1 max

„
‖f‖(N,.)

(λf ,∞)
λ−1

f ,1

« et M ′ = max(M, N). De plus, si la valeur

∑n
i=1

∥∥∥ ∂f
∂xi

∥∥∥(N,.)

(λf ,∞)
est finie, l’inégalité (3.1) est encore vérifiée avec

ω =
min(λf , λg)

C1 max

(∑n
i=1

∥∥∥ ∂f
∂xi

∥∥∥(N,.)

(λf ,∞)
, 1

) .

Démonstration.
On définit, pour tout point x ∈ Rn, la série Fx par Fx(Y ) = T xf − f(x).
D’après le lemme 1.1.1, on a la relation

T x(g ◦ f) = T f(x)g ◦Y Fx.
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La série formelle T f(x)g appartient à R[[Y ]]
(M)
λg

et sa norme, dans cet es-

pace, est majorée par ‖g‖(M,.)
(λg ,∞). La série Fx, quant à elle, appartient à(

R[[X]]
(N)
λf

)n′

. On a, pour tout x ∈ Rn, Fx(0) = 0. On peut utiliser le

théorème 3.1.3 pour étudier T f(x)g ◦Y Fx. On en déduit qu’il existe des
constantes C ′

1 et C ′
2 telles que, pour tout H ∈ Nn, on ait

|DH(g ◦ f)(x)| 1

H!
= |
(
T x(g ◦ f)

)
H
|

≤

C ′
1 max

(
‖Fx‖(N,.)

(λf ,∞)λ
−1
f , 1

)
min (λf , λg)

p

M ′
pC

′
2‖g‖

(M,.)
(λg ,∞).

On a alors deux majorations possibles pour ‖Fx‖(N,.)
(λf ,∞)λ

−1
f :

‖Fx‖(N,.)
(λf ,R)λ

−1
f ≤ ‖f‖(N,.)

(λf ,∞)λ
−1
f

ou, en supposant que la valeur
∑n

i=1

∥∥∥ ∂f
∂xi

∥∥∥(N,.)

(λf ,∞)
soit finie,

‖Fx‖(N,.)
(λf ,R)λ

−1
f ≤ λ−1

f

∑
H∈(Nn)∗

sup
x∈Rn

∣∣DHf(x)
∣∣ λh

f

MhH!

≤
n∑

i=1

∑
J∈Nn

sup
x∈Rn

∣∣DJ+eif(x)
∣∣ λj

f

MjJ !

Mj

(ji + 1)Mj+1

≤
n∑

i=1

∥∥∥∥ ∂f

∂xi

∥∥∥∥(N,.)

(λf ,∞)

.

Si on pose C1 = 2nC ′
1, C2 = 2C ′

2, on obtient

|DH(g ◦ f)(x)| 1

H!
= |
(
T x(g ◦ f)

)
H
|

≤ ω−pC2‖g‖(M,.)
(λg ,∞)

avec, dans le premier cas,

ω =
min(λf , λg)

C1 max
(
‖f‖(N,.)

(λf ,∞)λ
−1
f , 1

)
et, dans le deuxième,

ω =
min(λf , λg)

C1 max

(∑n
i=1

∥∥∥ ∂f
∂xi

∥∥∥(N,.)

(λf ,∞)
, 1

) .
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Le théorème s’ensuit.

On peut aussi déduire du théorème 3.1.4 une majoration de la norme de
l’inverse d’une fonction.

Lemme 3.1.5. Soit f une fonction de C
(N)
λ (Rn). Il existe des constantes C1

et C2 ne dépendant que de n et de N telles que, pour tout compact K inclus
dans le complémentaire des zéros de f , on ait l’estimation∥∥∥∥ 1

f | ◦
K

∥∥∥∥(N,.)

(ω,∞)

≤ C2

minx∈K |f(x)|
, (3.2)

avec ω = min(λ,minx∈K |f(x)|)
C1 max

“
‖f‖(N,.)

(λ,∞)
λ−1,1

” ou, si
∑n

i=1

∥∥∥ ∂f
∂xi

∥∥∥(N,.)

(λ,∞)
est finie,

ω =
min(λ, minx∈K |f(x)|)

C1 max

(∑n
i=1

∥∥∥ ∂f
∂xi

∥∥∥(N,.)

(λ,∞)
, 1

) .

Démonstration. On considère la fonction g : y 7→ 1
y
. Pour tout y ∈ R∗ et

tout h ∈ N, on a Dhg(y) = (−1)hh!
yh+1 . Pour tout x ∈ Rn, on définit la série for-

melle Gf(x) par Gf(x)(Y ) =
∑

h∈N
(−1)h

f(x)h+1 Y
h = (f(x))−1∑

h∈N

(
−Y
f(x)

)h

. Donc,

la série Gf(x) appartient à R[[Y ]]
(1)
|f(x)|

2

et sa norme, dans cet espace, est ma-

jorée par 2
|f(x)| . En appliquant la proposition 3.1.3 pour étudier Gf(x) ◦Y(

T xf − f(x)
)
, on montre qu’il existe deux constantes C ′

1 et C ′
2 telles que,

pour tout x /∈ V (f), on ait l’estimation

∣∣∣∣DL

(
1

f

)
(x)

∣∣∣∣ ≤ l!Nl

C ′
1 max

(
‖T xf − f(x)‖(N,.)

(λ,R)λ
−1, 1

)
min

(
λ, |f(x)|

2

)
l

2C ′
2

|f(x)|
.

En posant C1 = 2C ′
1 et C2 = 2C ′

2 et en reportant cette inégalité dans la
définition de la norme, on conclut comme dans le lemme précédent.

3.2 Théorèmes de composition réciproque

3.2.1 Théorème de composition réciproque formel

Dans la suite, on considère Φ(X) = (Φ1(X), . . . , Φn(X)) un élément de(
B[[X]]

(N)
λΦ

)n

vérifiant Φ(0) = 0. On suppose que ∆Φ est non nul en tant que



CHAPITRE 3. THÉORÈMES DE COMPOSITION 58

série formelle et on désigne par µ son ordre.
Pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, T ei

ej
désigne le cofacteur du terme d’indice (i, j)

de la matrice jacobienne de Φ. On pose ν = inf(i,j)∈{1,...,n}2{ordre de T ei
ej
}. On

a alors ν ≤ µ.

Lemme 3.2.1. Il existe une constante CN ne dépendant que de N et n, telle
que, pour toute application Φ vérifiant les hypothèses précédentes, on ait

‖∆Φ‖(N,.)“
λΦ

nAN
,B

” ≤ CN

(
‖Φ‖(N,.)

(λΦ,B)λ
−1
)n

et, pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , n}2,

‖T ei
ej
‖(N,.)“

λΦ
nAN

,B
” ≤ CN

(
‖Φ‖(N,.)

(λΦ,B)λ
−1
)n−1

.

Démonstration. Par définition, on a ∆Φ(X) =
∑

σ∈Sn
εσ
∏n

k=1

∂Φσ(k)

∂Xk
(X) où

Sn désigne l’ensemble des permutations de n éléments et εσ la signature de
σ. De plus, vu le lemme 1.5.8, pour tout couple (k, l) ∈ {1, . . . , n}2, on a∥∥∥∥ ∂Φl

∂Xk

∥∥∥∥(N,.)

“
λΦ

nAN
,B

” ≤ N1nAN

λΦ

‖Φ‖(N,.)
(λΦ,B).

On en déduit l’inégalité

‖∆Φ‖(N,.)“
λΦ

nAN
,B

” ≤ n!

(
N1nAN

λΦ

‖Φ‖(N,.)
(λΦ,B)

)n

.

On conclut en posant CN = n! (N1nAN)n.
En ce qui concerne T ei

ej
, on a

T ei
ej

(X) = (−1)1+j
∑

σ∈S(i,j)

εσ
∏

k∈{1,...,n}
k 6=i

∂Φσ(k)

∂Xk

(X)

où S(i,j) désigne l’ensemble des applications bijectives de {1, . . . , n}\{i} dans
{1, . . . , n} \ {j}. En utilisant les mêmes arguments que pour ∆Φ, on obtient
la majoration

‖T ei
ej
‖(N,.)“

λΦ
nAN

,B
” ≤ (n− 1)!

(
N1nAN

λΦ

‖Φ‖(N,.)
(λΦ,B)

)n−1

.

On conclut en remarquant l’inégalité (n− 1)! (N1nAN)n−1 ≤ CN .
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En reprenant la définition de la norme et la propriété (H5), on montre le
lemme suivant.

Lemme 3.2.2. Soit M une suite à croissance modérée. Soit F une série
formelle de B[[X]]

(M)
λ d’ordre µ. On a

‖F‖(M−µ,.)

( λ
AM

,B)
≤ Mµ‖F‖(M,.)

(λ,B).

On a une formule de composition analogue à celle du lemme 3.1.1.

Lemme 3.2.3. [Th1][Mo3](2 p. 77)[Mo1](I.2.3 p. 17)
Soit F une série série formelle de B[[X]]. Pour tout L ∈ (Nn)∗, on a

∆Φ(X)2|L|−1(DLF ) ◦Y Φ(X) =
∑

H∈Nn,h≤l

TL
H(X)DH(F ◦Y Φ)(X)

où TL
H est défini de la manière suivante.

Pour tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , j}2, T ei
ej

est le cofacteur du terme d’indice
(i, j) de la matrice jacobienne de Φ.
Pour tout L ∈ (Nn)∗,

TL+ei
ej

(X) =
n∑

t=1

∆Φ(X)T ei
et

(X)
∂TL

ej
(X)

∂Xt

− (2l − 3)
n∑

t=1

∂∆Φ(X)

∂Xt

T ei
et

(X)TL
ej

(X).

Pour tout H = (H1, . . . , Hn) ∈ (Nn)∗, si 1 < h < l + 1,

TL+ei
H (X) =

n∑
t=1

∆Φ(X)T ei
et

(X)
∂TL

H(X)

∂Xt

− (2l − 3)
n∑

t=1

∂∆Φ(X)

∂Xt

T ei
et

(X)TL
H(X)

+ ∆Φ(X)
∑

j∈{1,...,n}
Hj 6=0

T ei
ej

(X)TL
H−ej

(X),

si h = l + 1,

TL+ei
H (X) = ∆Φ(X)

∑
j∈{1,...,n}

Hj 6=0

T ei
ej

(X)TL
H−ej

(X).
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On pose TL
H(X) =

∑
J∈Nn

(
TL

H

)
J
XJ .

Lemme 3.2.4. Sous les mêmes hypothèses qu’au lemme 3.2.1, il existe des
constantes C ′

1 et C ′
2 ne dépendant que de n, N et µ, avec C ′

2 ≥ 4n, telles que,
pour tout L ∈ (Nn)∗ et tout H ∈ (Nn)∗ vérifiant h ≤ l, pour tout J ∈ Nn, on
ait

‖
(
TL

H

)
J
‖B ≤ (CΦC ′

1)
l

(
C ′

2

λΦ

)l+j−h
(l + j − h)!

j!
Nl+j−h−l(µ+ν)+µ

avec CΦ = max

(
‖Φ‖(N,.)

(λΦ,B)

λΦ
, 1

)2n

.

Démonstration. On reprend la preuve du lemme 4 p. 78 de [Mo3] ou du
lemme I.2.5 p. 20 de [Mo1]. Comme B est une algèbre de Banach, pour tout
couple (f, g) ∈ B, on a ‖fg‖B ≤ ‖f‖B‖g‖B. D’autre part, en appliquant le
lemme 3.2.2 suivi du lemme 3.2.1, on établit les estimations

‖∆Φ‖(N−µ,.)„
λΦ

nA2
N

,B
« ≤ Nµ‖∆Φ‖(N,.)“

λΦ
nAN

,B
”

≤ NµCN

(
‖Φ‖(N,.)

(λΦ,B)λ
−1
Φ

)n

et

‖T ei
ej
‖(N−ν ,.)„

λΦ
nA2

N

,B
« ≤ Nν‖T ei

ej
‖(N,.)“

λΦ
nAN

,B
”

≤ NνCN

(
‖Φ‖(N,.)

(λΦ,B)λ
−1
Φ

)n−1

.

Si on pose EΦ = max

(
‖Φ‖(N,.)

(λΦ,B)

λΦ
, 1

)n

, E1 = NµCN et E2 = nA2
N , on obtient,

pour tout multi-indice J ∈ Nn,

‖(∆Φ)J‖B ≤ E1EΦ

(
E2

λΦ

)j

Nj−µ, (3.3)

et, pour tout couple (l, h) ∈ {1, . . . , n}2,

‖(T el
eh

)J‖B ≤ E1EΦ

(
E2

λΦ

)j

Nj−ν . (3.4)

Par conséquent, en prenant C1 = E1EΦ, C2 = E2

λΦ
, les estimations (3.3) et

(3.4) correspondent aux inégalités (4.1) et (4.2) de [Mo3] ou encore (2.5.1) et

(2.5.2) de [Mo1]. On choisit C4 telle que
∑

H∈Nn

(
2

C4

)h+1

converge. Il suffit
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de prendre C4 = 4n. Alors, cette somme a pour valeur C6 = 1
2n

. On a aussi∑
H∈Nn

(
1

C4

)h

≤ 2, donc on peut prendre C5 = 2.

On pose E3 = C5 (2nC5 + 2nC6) = 8n + 2. On obtient alors les estimations
du lemme 4 de [Mo3] avec C3 = C1E3 :

‖
(
TL

H

)
J
‖B ≤ (C2

1(8n + 2))l(4nC2)
l+j−h (l + j − h)!

j!
Nl+j−h−l(µ+ν)+µ.

Si on remplace C1 et C2 par leur valeur et si on pose C ′
1 = E2

1(8n + 2) et
C ′

2 = 4nE2, on obtient le résultat.

On en déduit un théorème de composition réciproque formel.

Théorème 3.2.5. Soient M et N deux suites à croissance modérée compa-

rables. Soit Φ(X) = (Φ1(X), . . . , Φn(X)) un élément de
(
B[[X]]

(N)
λΦ

)n

véri-

fiant Φ(0) = 0 et dont le jacobien est d’ordre fini µ. On suppose que Init(∆Φ)
est inversible dans B. Soit ν = inf(i,j)∈{1,...,n}2{ordre de T ei

ej
}.

Il existe des constantes C1 et C2 ne dépendant que de n, M et N telles que,
pour tout réel λ, 0 < λ < 1, et toute série formelle F de B[[X]] vérifiant

F ◦ Φ ∈ B[[X]]
(M)
λ , on ait

‖F‖(M ′µ−ν+1,.)
(ω,B) ≤ 2‖F ◦ Φ‖(M,.)

(λ,B)

∥∥(Init(∆Φ))−1
∥∥−1

B ,

avec

ω =
AM ′

−(µ−ν+1)2

CΦC1

∥∥(Init(∆Φ))−1
∥∥2

B

(
min(λΦ, λ)

C2

)2µ+1

,

M ′ = max(M, N) et CΦ = max

(
‖Φ‖(N,.)

(λΦ,B)

λΦ
, 1

)2n

.

Démonstration. Cette preuve reprend celle du théorème 5 p. 82 de [Mo3] ou
théorème I.2.6 p. 23 de [Mo1]. D’après le lemme 1.5.8, pour tout H ∈ Nn, on
a ∥∥DH(F ◦ Φ)

∥∥(M,.)“
λ

nAM
,B

” ≤ h!Mh(nAM)h

λh
‖F ◦ Φ‖(M,.)

(λ,B).

Ceci implique, pour tout J ∈ Nn,∥∥(DH(F ◦ Φ)
)

J

∥∥
B ≤

h!Mh(nAM)h

λh
‖F ◦ Φ‖(M,.)

(λ,B)

(
nAM

λ

)j

Mj. (3.5)

On pose, pour tout L ∈ (Nn)∗ et tout H ∈ (Nn)∗ avec h ≤ l,

TL
H(X)DH(F ◦ Φ)(X) =

∑
J∈Nn

(
RL

H

)
J
XJ .
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Alors, pour tout J ∈ Nn, on a∥∥(RL
H

)
J

∥∥
B ≤

∑
I≤J

∥∥(TL
H

)
I

∥∥
B

∥∥∥(DH(F ◦ Φ)
)

J−I

∥∥∥
B

.

Du lemme 3.2.4 et de (3.5), on déduit qu’il existe des constantes C ′
1 et C ′

2

telles que, pour tout J ∈ Nn, on ait∥∥(RL
H

)
J

∥∥
B ≤

∑
I≤J

(CΦC ′
1)

l

(
C ′

2

λΦ

)l+i−h
(l + i− h)!

i!
Nl+i−h−l(µ+ν)+µ

h!Mh(nAM)h

λh
‖F ◦ Φ‖(M,.)

(λ,B)

(
nAM

λ

)j−i

Mj−i

≤ (CΦC ′
1)

l ‖F ◦ Φ‖(M,.)
(λ,B) (nAM)j+h

∑
I≤J

(l + i− h)!h!

i!
Nl+i−h−l(µ+ν)+µMh+j−i

C ′
2
l+i−h

λl+i−h
Φ λh+j−i

.

En notant M ′ = max(M, N) et en utilisant la log-convexité de la suite M ′,
on obtient∥∥(RL

H

)
J

∥∥
B ≤ (CΦC ′

1)
l ‖F ◦ Φ‖(M,.)

(λ,B)(nAM)j+h∑
I≤J

2l+il!M ′
l+j−l(µ+ν)+µ

1

min(λΦ, λ)l+j
C ′

2
l+i−h

.

On majore 2l+i par 2l+j, C ′
2
l+i−h par C ′

2
l+j−h et

∑
I≤J 1 par nj. De plus, h ≤ l,

donc on a (nAM)j+h ≤ (nAM)j+l. Ceci donne∥∥(RL
H

)
J

∥∥
B ≤ (CΦC ′

1)
l ‖F ◦ Φ‖(M,.)

(λ,B)(nAM)j+lC ′
2
l+j−h

2l+jl!

M ′
j+µ−l(µ+ν−1) min (λΦ, λ)−(l+j) nj

≤ (CΦC ′
1)

l (
2n2AMC ′

2

)l+j
min (λΦ, λ)−(l+j)

l!‖F ◦ Φ‖(M,.)
(λ,B)M

′
j+µ−l(µ+ν−1)C

′
2
−h

.

L’inégalité C ′
2 > 4n induit la majoration

∑
H∈Nn C ′

2
−h ≤ 2. De plus, si on

pose C2 = 2n2AMC ′
2, on a C2 ≥ 1 et∥∥∥∥∥∥

( ∑
H∈Nn,h≤l

RL
H

)
J

∥∥∥∥∥∥
B

≤ (CΦC ′
1)

l
C2

l+j min (λΦ, λ)−(l+j)

l!‖F ◦ Φ‖(M,.)
(λ,B)M

′
j+µ−l(µ+ν−1)

∑
H∈Nn,h≤l

C ′
2
−h

≤ 2 (CΦC ′
1)

l
C2

l+j min (λΦ, λ)−(l+j)

l!‖F ◦ Φ‖(M,.)
(λ,B)M

′
j+µ−l(µ+ν−1).

(3.6)
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En appliquant les mêmes arguments que dans [Mo3] (équation 5.14) ou [Mo1]
(équation I.2.6.14), on obtient( ∑

H∈Nn,h≤l

RL
H

)
(2l−1)Exp(∆Φ)

= L!FL (Init(∆Φ))2l−1 .

Ceci implique

‖L!FL‖B ≤

∥∥∥∥∥∥
( ∑

H∈Nn,h≤l

RL
H

)
(2l−1)Exp(∆Φ)

∥∥∥∥∥∥
B

(∥∥(Init(∆Φ))−1
∥∥
B

)2l−1
.

Par définition, on a |Exp(∆Φ)| = µ. Par conséquent, en reportant (3.6) avec
j = (2l − 1)µ, on obtient

‖FL‖B ≤
2

L!
(CΦC ′

1)
l

(
C2

min (λΦ, λ)

)(2l−1)µ+l

l!‖F ◦ Φ‖(M,.)
(λ,B)

M ′
l(µ−ν+1)

(∥∥(Init(∆Φ))−1
∥∥
B

)2l−1
.

(3.7)

Pour tout L ∈ (Nn)∗, on a (2l − 1)µ + l ≤ l(2µ + 1). Etant données les
inégalités C2 ≥ 1, λ < 1 et λΦ ≤ 1, on a la majoration(

C2

min (λΦ, λ)

)(2l−1)µ+l

≤
(

C2

min (λΦ, λ)

)(2µ+1)l

. (3.8)

D’autre part, la suite M ′ étant à croissance modérée, on déduit de (1.2) avec
k = µ− ν + 1 que, pour tout l ∈ N, on a

M ′
l(µ−ν+1) ≤ AM ′

l(µ−ν+1)2M ′µ−ν+1
l . (3.9)

On a aussi l!
L!
≤ nl. En reportant (3.8), (3.9) et cette dernière inégalité dans

(3.7), on obtient

‖FL‖B ≤ 2AM ′
l(µ−ν+1)2 (nCΦC ′

1)
l

(
C2

min (λΦ, λ)

)(2µ+1)l ∥∥(Init(∆Φ))−1
∥∥2l

B∥∥(Init(∆Φ))−1
∥∥−1

B M ′µ−ν+1
l ‖F ◦ Φ‖(M,.)

(λ,B).

On en déduit le résultat en posant C1 = nC ′
1.
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3.2.2 Théorème de composition réciproque dans C(M)

Dans cette section, nous allons généraliser le théorème de composition
réciproque aux fonctions. Plus précisément, on considère un ouvert V ′ de
Rn, un ouvert V relativement compact dans V ′ et un difféomorphisme φ de
V ′ sur son image, dont les composantes appartiennent à C(M)(V ′). Etant
donnée une fonction g de C∞(V ′), si la fonction g ◦ φ, notée f , est dans
C(M)(V ′), alors le théorème d’inversion locale [K] et la stabilité de la classe
C(M) par composition impliquent que la fonction g appartient à C(M)(V ).
Ici, on va donner une estimation précise d’un réel ω tel que g appartienne à
l’espace de Banach C

(M)
ω (V ) et contrôler la norme de g dans cet espace, en

fonction des propriétés de f et φ, sans manipuler d’estimations sur φ−1.
On montre, dans un premier temps, quelques propriétés concernant le

difféomorphisme φ.

Lemme 3.2.6. Soient V ′ un ouvert de Rn et φ un difféomorphisme apparte-

nant à
(
C

(N)
λφ

(V ′)
)n

avec λφ ∈ ]0, 1]. On considère Φ la série à coefficients

de classe C∞ sur V ′, définie par

Φ(y, X) = T yφ(X)− φ(y).

Pour tout x ∈ V ′, on a

Init (∆Φ(y, ·
X

)) = (∆Φ(y, ·
X

))0 = ∆φ(y). (3.10)

De plus, pour tout ouvert V relativement compact dans V ′, il existe une
constante ωφ, ωφ ∈ ]0, 1] telle qu’on ait

− ‖φ|V ‖
(N,.)
(ωφ,∞) ≤ ω−1

φ , (3.11)

− pour tout y ∈ V, ωφ < |Init ∆Φ(y, ·
X

)| < CNω−2n
φ , (3.12)

où CN ne dépend que de n et N .

Démonstration. La définition de Φ implique, pour tout y ∈ V ′, l’égalité

∆Φ(y, X) = ∆
(
T yφ

)
(X).

De plus, pour tout y ∈ V ′, on a ∆(T yφ) = T y(∆φ). Comme la fonction φ est
un difféomorphisme de V ′ sur φ(V ′), pour tout y ∈ V ′, on a ∆φ(y) 6= 0. On
en déduit, pour tout y ∈ V ′,

Init (∆Φ(y, ·
X

)) = Init
(
T y(∆φ)

)
= ∆φ(y).
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On a donc montré la propriété (3.10).
D’autre part, soit V un ouvert relativement compact dans V ′. Il existe alors
une constante C1 telle qu’on ait, pour tout y ∈ V , C1 < |∆φ(y)|. Si on pose

ωφ = min

C1, λφ,
1

‖φ‖(N,.)
(λφ,∞)

, 1

 ,

on a les propriétés :

− pour tout y ∈ V, ωφ < |∆φ(y)|, (3.13)

−‖φ|V ‖
(N,.)
(ωφ,∞) ≤ ‖φ|V ‖

(N,.)
(λφ,∞) ≤ ω−1

φ .

De plus, en reportant ce résultat dans (3.10), on obtient la minoration de
(3.12). Il reste à montrer la majoration de |Init ∆Φ(y, ·

X
)|. Pour tout y ∈ V ,

on a ∆φ(y) =
∑

σ∈Sn
εσ
∏n

i=1
∂φi

∂xσ(i)
(y) où Sn désigne l’ensemble des permu-

tations de n éléments et εσ la signature de σ. De l’inégalité (3.11), on déduit
alors

|∆φ(y)| ≤ n!
(
‖φ‖(N,.)

(ωφ,∞)ω
−1
φ N1

)n

≤ nNn
1 ω−2n

φ .

Compte tenu de l’égalité Init (∆Φ(y, ·
X

)) = ∆φ(y), pour tout y ∈ V , on
obtient

|Init (∆Φ(y, ·
X

))| ≤ CNω−2n
φ .

On a donc démontré le lemme.

Ainsi, quitte à diminuer l’ouvert, tout difféomorphisme vérifie les pro-
priétés (3.11) et (3.12). C’est pourquoi, on abordera, désormais, les difféomor-
phismes sous cet angle, en utilisant la définition suivante.

Définition 3.2.7. Soient V un ouvert borné de Rn et φ un difféomorphisme
appartenant à

(
C(N)(V )

)n
. Soit ωφ un réel appartenant à ]0, 1]. On dit que le

difféomorphisme φ est encadré par la constante ωφ si les propriétés (3.11)
et (3.12) sont vérifiées.

Théorème 3.2.8. Soient M et N deux suites admissibles comparables et V
un ouvert borné de Rn. Soit φ un difféomorphisme appartenant à

(
C(N)(V )

)n
et encadré par une constante ωφ, ωφ ∈ ]0, 1]. Il existe alors des constantes C1,
C2 et k, supérieures à 1 et ne dépendant que de n, M et N , telles que, pour
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tout λ ∈ ]0, 1] et toute fonction g ∈ C∞(φ(V )), l’inclusion g ◦ φ ∈ C
(M)
λ (V )

implique que la fonction g appartienne à l’algèbre C
(M ′)
ω (φ(V )) avec

ω =
λωk

φ

C1

et M ′ = max(M, N).

On a, de plus, l’estimation

‖g‖(M ′,.)
(ω,∞) ≤ C2‖g ◦ φ‖(M,.)

(λ,∞)ω
−2n
φ .

Démonstration. D’après le lemme 1.1.1, pour tout point y ∈ V , on a

T y(g ◦ φ)(X) = T φ(y)g ◦Y

(
T yφ(X)− φ(y)

)
.

Ainsi, si on définit la série Φ par Φ(y, X) = T yφ(X) − φ(y), on obtient la
relation

T y(g ◦ φ)(X) = T φ(y)g ◦Y Φ(y, X),

et

ωφ < |Init (∆Φ(y, ·
X

))| ≤ CNω−2n
φ .

Soit y ∈ V . En appliquant le théorème 3.2.5, avec B = R muni de la valeur

absolue, F = T φ(y)g, Φ = Φ(y, ·
X

) ∈
(
R[[X]]

(N)
ωφ

)n

et µ = ν = 0, on obtient

l’existence de deux constantes C ′
1 et C ′

2, ne dépendant que de n, M et N ,
telles qu’on ait∥∥T φ(y)g

∥∥(M ′,.)

(ω′,R)
≤ 2

∥∥T y(g ◦ φ)
∥∥(M,.)

(λ,R)

∥∥(Init (∆Φ(y, ·
X

))−1)
∥∥−1

B ,

avec

ω′ =
A−2

M ′

CΦC ′
1‖(Init(∆Φ))−1‖2

B

min(ωφ, λ)

C ′
2

,

M ′ = max(M, N) et CΦ = max

(
‖Φ‖(N,.)

(ωφ,B)

ωφ
, 1

)2n

.

Or on a Cφ ≤ ω−4n
φ et, vu le choix de B, les relations

ωφ ≤ ‖Init (∆Φ(y, ·
X

))−1‖−1
B = |Init (∆Φ(y, ·

X
))| ≤ CNω−2n

φ .

Si on pose

ω′′ =
λω4n+3

φ

C ′
1C

′
2A

2
M ′

,
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on a ω′′ < ω′. On en déduit∥∥T φ(y)g
∥∥(M ′,.)

(ω′′,R)
≤
∥∥T φ(y)g

∥∥(M ′,.)

(ω′,R)
≤ 2CN

∥∥T y(g ◦ φ)
∥∥(M,.)

(λ,R)
ω−2n

φ .

D’autre part, on a, sur φ(V ),

‖T ·z g‖
(M ′,.)

(ω′′
2n

,∞)
≤ 2 sup

z∈φ(V )

‖T zg‖(M ′,.)
(ω′′,R) = 2 sup

y∈V
‖T φ(y)g‖(M ′,.)

(ω′′,R).

On a montré que la fonction g appartient à C
(M ′)
ω′′
2n

(φ(V )) et que sa norme, dans

cette algèbre, est majorée par 4CN ‖g ◦ φ‖(M,.)
(λ,∞) ω−2n

φ . On conclut en posant

C1 = C ′
1C

′
2A

2
M ′2n, C2 = 4CN et k = 4n + 3.

3.2.3 Conséquences utiles pour le chapitre 4.

Nous allons démontrer des résultats nécessaires pour le chapitre 4. La
preuve du théorème des idéaux fermés à la Tougeron et Merrien ne nécessitant
pas ces résultats, le lecteur peut directement lire la section 3.3.

Du théorème (3.2.8), il est possible de déduire des lemmes utiles pour
travailler sur des sous-variétés de Rn : on considère une sous-variété Z de
Rn de classe C(M) et on suppose qu’au voisinage Va d’un point a de Z, le
difféomorphisme φ induit une carte locale pour Z ∩ Va. Pour déterminer les
propriétés sur Z d’une fonction f définie au voisinage de a, il est parfois plus
facile de travailler sur l’image de la carte locale ; ainsi on étudiera T φ−1(z)f ,

z ∈ φ(Z ∩ Va) plutôt que T xf , x ∈ Z ∩ Va. Nous verrons des exemples de
cette application dans la section 4.2.2.

Corollaire 3.2.9. Soient M et N deux suites admissibles comparables et V
un ouvert borné de Rn. Soit φ un difféomorphisme appartenant à

(
C(N)(V )

)n
et encadré par ωφ, ωφ ∈ ]0, 1]. Il existe alors des constantes dans [1, +∞[,
C1, C2 et k, ne dépendant que de n, M et N , telles que, pour tout réel λ,
λ ∈ ]0, 1] et toute fonction f de classe C

(M)
λ (V ), on ait∥∥T φ−1(·z )f(·

X
)
∥∥(M,M ′)

ω1,ω2
≤ C2‖f‖(M,.)

(λ,∞)ω
−2n
φ ,

avec

ω1 =
λ

C1

, ω2 =
λωk

φ

C1

et M ′ = max(M, N).

Démonstration. Par définition, on a, pour tout z ∈ φ(V ),

T φ−1(z)f(X) =
∑

H∈Nn

DHf(φ−1(z))

H!
XH =

∑
H∈Nn

DHf

H!
◦ φ−1(z)XH .
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Il faut trouver deux réels ω1 et ω2, vérifiant ωi ∈ ]0, 1], tels que la somme

∥∥T φ−1(·z )f(·
Y

)
∥∥(M,M ′)

ω1,ω2
=
∑

H∈Nn

∥∥∥∥DHf

H!
◦ φ−1

∥∥∥∥(M ′,.)

(ω2,∞)

ωh
1

Mh

(3.14)

soit finie. D’après le lemme 1.5.8 appliqué à la série T yf dans C∞(V )[[X]]
M)
λ ,

pour tout H ∈ Nn, la fonction DHf
H!

est de classe C
(M)

λ
nAM

(V ) et sa norme est

majorée par Mh(nAM)hλ−h‖f‖(M,.)
(λ,∞). En appliquant le théorème 3.2.8 avec

g = DHf
H!

◦φ−1, on montre qu’il existe des constantes C ′
1, C ′

2 et k telles que la

fonction DHf
H!

◦ φ−1 appartienne à C
(M)

ω′2
(φ(V )) avec ω′

2 =
λωk

φ

nAMC′
1

et qu’on ait∥∥∥∥DHf

H!
◦ φ−1

∥∥∥∥(M ′,.)

(ω′2,∞)

≤ C ′
2

∥∥∥∥DHf

H!

∥∥∥∥(M,.)

“
λ

nAM
,∞

” ω−2n
φ

≤ C ′
2Mh(nAM)hλ−h‖f‖(M,.)

(λ,∞)ω
−2n
φ .

En reportant ce résultat dans (3.14), on obtient

‖TΦ−1(·z )f(·
Y

)‖(M,M ′)
ω1,ω′2

≤
∑

H∈Nn

C ′
2Mh(nAM)hλ−h ‖f‖(M,.)

(λ,∞) ω−2n
φ

ωh
1

Mh

≤ C ′
2 ‖f‖

(M,.)
(λ,∞) ω−2n

φ

∑
H∈Nn

ωh
1 (nAM)hλ−h.

En prenant C1 = max(nAMC ′
1, 2n2AM), ω1 = λ

C1
, ω2 = λωk

C1
et C2 = 2C ′

2, on
obtient

‖TΦ−1(·z )f(·
X

)‖(M,M ′)
ω1,ω2

≤ C2 ‖f‖(M,.)
(λ,∞) ω−2n

φ ,

d’où le résultat.

Ce corollaire est notamment valable lorsque f = φ. On en déduit des
propriétés du difféomorphisme φ ainsi que de son jacobien.

Corollaire 3.2.10. Soient N une suite admissible, V ′ un ouvert de Rn et
V un ouvert relativement compact dans V ′. Soit φ un difféomorphisme ap-
partenant à

(
C(N)(V ′)

)n
et encadré par une constante ωφ, ωφ ∈ ]0, 1]. On

considère Φ̂, l’application formelle à coefficients dans C∞(φ(V )) définie par

Φ̂(z, X) = T φ−1(z)φ(X)− z.

Pour tout z ∈ φ(V ), l’application formelle Φ̂z = Φ̂(z, ·
X

) admet une réciproque
et on a

(Φ̂z)−1(X) = T zφ
−1(X)− φ−1(z). (3.15)
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De plus, il existe des constantes dans [1, +∞[, C1, C2, C3, k2 et k3, ne
dépendant que de n et N , telles qu’on ait les propriétés suivantes :

– ‖Φ̂‖(N,N)
ω1,ω2 ≤ C2ω

−2n−1
φ , avec ω1 =

ωφ

C1
et ω2 =

ω
k2
φ

C1
,

– si on pose ω3 =
ω

k3
φ

C3
, la fonction Init (∆Φ̂) est inversible dans C

(N)
ω3 (φ(V ))

et on a ∥∥∥∥(Init ∆Φ̂|φ(V )

)−1
∥∥∥∥(N,.)

(ω3,∞)

≤ C2

ωφ

.

Démonstration. Pour trouver (Φ̂z)−1, il suffit de remarquer qu’on a, pour
tout z ∈ φ(V ),

T φ−1(z)

(
φ−1 ◦ φ

)
(X) = T φ−1(z)Id(X) = X + φ−1(z)

et qu’en appliquant le lemme 1.1.1 avec g = φ−1, f = φ et a = φ−1(z), on
obtient aussi l’égalité

T φ−1(z)

(
φ−1 ◦ φ

)
(X) = T zφ

−1 ◦Y

(
T φ−1(z)φ(X)− z

)
= T zφ

−1 ◦Y Φ̂z(X).

On a donc X = T zφ
−1 ◦Y Φ̂z(X) − φ−1(z). On conclut que l’application

formelle T zφ
−1 − φ−1(z) est la réciproque de Φ̂z.

L’estimation de la norme de Φ̂ résulte du corollaire 3.2.9 avec f = φ et
du fait que, pour tout couple (ω1, ω2) ∈ ]0, 1]2, on ait

‖Φ̂‖(N,N)
ω1,ω2

≤
∥∥T φ−1(·z )φ

∥∥(N,N)

ω1,ω2
.

Du lemme 3.2.1 appliqué avec B = C
(N)
ω2 (φ(V )) et λ =

ωφ

C1
, on déduit

‖∆Φ̂‖(N,N)
ω1

nAN
,ω2

≤ CN

(
‖Φ̂‖(N,N)

ω1,ω2
ω−1

1

)n

≤ CN

(
C2ω

−2n−1
φ

C1

ωφ

)n

.

On obtient, finalement,

‖∆Φ̂‖(N,N)
ω1

nAN
,ω2

≤ CN (C2C1)
n ω−2n2−2n

φ .

On pose C = CN (C2C1)
n. D’autre part, la relation (3.10) avec y = φ−1(z)

induit l’égalité

Init
(

∆Φ̂(z, ·
X

)
)

= ∆φ(φ−1(z)).
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On peut donc considérer la fonction z 7→ Init
(

∆Φ̂(z, ·
X

)
)

définie sur φ(V ).

On note désormais cette fonction Init ∆Φ̂. On a

‖Init ∆Φ̂‖(N,.)
(ω2,∞) ≤

∣∣∣(∆Φ̂(z, ·
X

)
)

0

∣∣∣
≤ Cω−2n2−2n

φ

(3.16)

et, pour tout i ∈ {1, . . . , n},∥∥∥∥∥∂Init ∆Φ̂

∂zi

∥∥∥∥∥
(N,.)

(ω2,∞)

=

∥∥∥∥(∆Φ̂
)

ei

∥∥∥∥(N,.)

(ω2,∞)

≤ N1
nAN

ω1

‖∆Φ̂‖(N,N)
ω1

nAN
,ω2

≤ N1nANC1Cω−2n2−2n−1
φ .

(3.17)

Par hypothèse, l’ensemble φ(V ) est un compact inclus dans le complémentaire

des zéros de (∆φ) ◦ φ−1, autrement dit, des zéros de la fonction Init ∆Φ̂.

Comme cette dernière est une fonction de C
(N)
ω2 (φ(V )), on peut lui appliquer

le lemme 3.1.5. Il existe donc des constantes C ′
1 et C ′

2 telles qu’on ait∥∥∥∥(Init∆Φ̂|φ(V )

)−1
∥∥∥∥(N,.)

(ω′3,∞)

≤ C ′
2

minz∈φ(V )

∣∣∣Init∆Φ̂(z)
∣∣∣

≤ C ′
2

minz∈φ(V )(|(∆φ) (φ−1(z))|)

≤ C ′
2

ωΦ

,

(3.18)

avec

ω′
3 =

min
(
ω2, minz∈φ(V )

(∣∣∣Init∆Φ̂(z)
∣∣∣))

C ′
1 max

(∑n
i=1

∥∥∥∂Init∆bΦ
∂zi

∥∥∥(M ′,.)

(ω2,∞)
, 1

) .

Or, on a minz∈φ(V )

(∣∣∣Init∆Φ̂(z)
∣∣∣) ≥ ωφ et ω2 =

ω
k2
φ

C1
.

En posant C3 = C ′
1N1nANC1C et

ω3 =
ω2n2+2n+1+k2

φ

C3

,

on obtient donc ω3 ≤ ω′
3. On en déduit l’inégalité∥∥∥∥(Init∆Φ̂|φ(V )

)−1
∥∥∥∥(N,.)

(ω3,∞)

≤ C ′
2

ωΦ
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et le résultat.

On démontre, ici, un dernier résultat technique qui sera utilisé dans la
section 4.2.1.

Lemme 3.2.11. Soient M et N deux suites admissibles comparables et
M ′ = max(M, N). Soient V ′ un ouvert de Rn et V un ouvert relativement
compact dans V ′. Soit φ un difféomorphisme appartenant à

(
C(N)(V ′)

)n
et

encadré par ωφ, ωφ ∈ ]0, 1].
Il existe alors des constantes dans [1, +∞[, C1, C2 et k ne dépendant que de n,
M et N telles que, pour tout λ ∈ ]0, 1], tout τ ∈ ]0, 1] et toute série formelle G

appartenant à C
(M)
τ (φ(V ))[[X]]

(M)
λ , la série formelle G

(
z, T zφ

−1(Y )− φ−1(z)
)

vérifie∥∥G (·z , (T ·z φ
−1(·

Y
)− φ−1(·z)

))∥∥(M ′,M ′)

ω,ω
≤ C2‖G‖(M,M)

λ,τ ω−2n
φ , (3.19)

avec ω =
λτωk

φ

C1
.

Démonstration. Si on pose F (z, Y ) = G
(
z, T zφ

−1(Y )− φ−1(z)
)
, la relation

(3.15) implique

F ◦Y Φ̂ = G.

D’autre part, du corollaire 3.2.10, on déduit qu’il existe des constantes C ′
1,

C ′
2, C ′

3, k′2 et k′3 telles qu’on ait

‖Φ̂‖(N,N)
ω1,ω2

≤ C ′
2ω

−2n−1
φ (3.20)

avec ω1 =
ωφ

C′
1

et ω2 =
ω

k′2
φ

C′
1

, et

∥∥∥∥(Init ∆Φ̂|φ(V )

)−1
∥∥∥∥(N,.)

(ω3,∞)

≤ C ′
2

ωφ

, (3.21)

avec ω3 =
ω

k′3
φ

C′
3

. Donc, si on choisit une valeur ω4 inférieure à min (τ, ω2, ω3),

en posant W = φ(V ) et M ′ = max(M, N), on remplit les conditions du

théorème 3.2.5 pour l’algèbre B = C
(M ′)
ω4 (W ) ; à savoir,

– F ◦Y Φ̂ ∈ C
(M ′)
ω4 (W )[[X]]

(M ′)
λ ,

– Φ̂ ∈
(
C

(M ′)
ω4 (W )[[X]]

(N)
ω1

)n

,

–
(

Init ∆Φ̂
)−1

∈ C
(M ′)
ω4 (W ).
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D’après le théorème 3.2.5 appliqué avec µ = ν = 0, il existe alors des
constantes C ′

5 et C ′
6 telles qu’on ait

‖F‖(M ′,M ′)
ω5,ω4

≤ 2 ‖G‖(M,M ′)
λ,ω4

(∥∥∥∥( Init∆Φ̂
)−1
∥∥∥∥(M ′,.)

(ω4,∞)

)−1

(3.22)

avec

ω5 =
A−1

M ′ min(λ, ω1)

CφC ′
5

(
‖( Init∆Φ̂)−1‖(M ′,.)

(ω4,∞)

)2

C ′
6

,

et Cφ = max
(
‖Φ̂‖(N,M ′)

ω1,ω4 ω−1
1 , 1

)2n

.

Vu (3.20) et la valeur de ω1, on a

Cφ ≤ max
(
C ′

2ω
−2n−2
Φ C ′

1, 1
)2n

≤ (C ′
1C

′
2)

n
ω−4n2−4n

Φ .

Compte tenu de (3.21), si on pose

ω6 =
λω4n2+4n+3

φ

(C ′
1C

′
2)

nA2
M ′C ′

5C
′
6

,

on a ω6 ≤ ω5. D’autre part, si on prend ω7 =
τω

k′2+k′3
φ

C′
1C′

3
, on a ω7 ≤ ω4. Fina-

lement, il existe des constantes C1 et k telles qu’en posant ω =
λτωk

φ

C1
, on ait

ω ≤ min(ω4, ω5). De plus, on a∥∥∥∥(Init∆Φ̂|W

)−1
∥∥∥∥(M ′,.)

(ω,∞)

=
∑

H∈Nn

sup
z∈W

∣∣∣∣∣DH

(
1

Init∆Φ̂(z, ·
X

)

)∣∣∣∣∣ ωh

H!

≥ sup
z∈W

∣∣∣∣∣D0

(
1

Init∆Φ̂(z, ·
X

)

)∣∣∣∣∣
≥ C−1

N ω2n
Φ .

Finalement, par (3.22), on a

‖F‖(M ′,M ′)
ω,ω ≤ 2CNω−2n

φ ‖G‖(M,M ′)
λ,ω4

.
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3.3 Un théorème à la Tougeron et Merrien

On va démontrer un théorème d’idéaux fermés dont l’idée générale est
semblable à celle développée dans le cadre C∞ par Tougeron et Merrien
[To](V.5). Ainsi, les propositions 3.3.1 et 3.3.3 sont directement adaptées de
[To]. Cependant, pour démontrer le lemme 3.3.2, point crucial de la démarche,
dans le contexte non quasi-analytique, on ne peut se contenter de trans-
poser la preuve donnée dans [To]. En effet, les estimations effectuées sont
trop faibles pour être utilisables. Les théorèmes de composition réciproque
développés dans ce chapitre permettent de remédier à ce problème.

Proposition 3.3.1. Soient U un ouvert de Rn et M une suite admissible
vérifiant (H6). Soit I un idéal de type fini dans ĈM(U). Si I est un idéal de

 Lojasiewicz, toute fonction f ∈ ĈM(U) plate sur V (I) appartient à I.

Démonstration. La preuve suit des idées classiques ([To] proposition IV.4.2
et V.4.3) qu’il faut ici préciser afin d’obtenir les estimations requises dans le

cadre de ĈM(U).
Soit (g1, . . . , gp) une famille de générateurs de I. D’après la remarque 1.6.3,
la fonction g =

∑p
i=1 g2

i vérifie  L(V (I), U). On note α et C1 les constantes
associées à cette propriété. On peut supposer C1 ≤ 1. Soit f une fonction de
ĈM(U) plate sur V (I). Pour toute constante δ, δ > 0, les fonctions f et g

appartiennent à C
(Mδ)
1 (U).

Le lemme 3.1.5, appliqué à la fonction g, fournit des constantes Cδ1 et Cδ2

telles que, pour tout compact K ⊂ U \ V (I), on ait∥∥∥∥(1

g

)∣∣ ◦
K

∥∥∥∥(Mδ ,.)

(ω,∞)

≤ Cδ2

minx∈K |g(x)|

avec ω = min(1,minx∈K |g(x)|)

Cδ1 max

„
‖g‖(M

δ,.)
(1,∞)

,1

« .

On a aussi, pour tout x ∈ K, |g(x)| ≥ C1d(x, V (I))α. Par conséquent, si le

compact K est inclus dans U \ T (V (I), 1), on a
∥∥∥g−1

| ◦
K

∥∥∥(Mδ ,.)

(ω,∞)
≤ Cδ2

C1
. On en

déduit la majoration ∥∥g−1
|
U\T (V (I),1)

∥∥(Mδ ,.)

(ω,∞)
≤ Cδ2

C1

.

Comme f appartient à CMδ

1 (U), la fonction f
g

est définie sur U \ T (V (I), 1)

et appartient à C
(Mδ)
ω (U \ T (V (I), 1)).
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D’autre part, pour tout compact K ⊂ T (V (I), 1) \ V (I), en posant

ω′
K = Dδ min

x∈K
d(x, V (I))α avec Dδ =

C1

Cδ1 max(‖g‖(Mδ ,.)
(1,∞) , 1)

,

on obtient ω′
K ≤ ω, Dδ ≤ 1 et∥∥g−1

| ◦
K

∥∥(Mδ ,.)

(ω′K ,∞)
≤ Cδ2

C1 minx∈K d(x, V (I))α
.

Du lemme 2.1.1, on déduit aussi qu’il existe des constantes C3 et C4 telles
que, pour tout p ∈ N et tout compact K ⊂ U , on ait

‖f| ◦
K

‖(Mδ ,.)

(C−1
3 ,∞)

≤ 4Cp
4 max

x∈K
d(x, V (I))pM δ

p‖f‖
(Mδ ,.)
(1,∞) .

On obtient, pour tout compact K ⊂ T (V (I), 1) \ V (I), la majoration∥∥∥∥(f

g

)∣∣ ◦
K

∥∥∥∥(Mδ ,.)

(ω′′K ,∞)

≤ Cδ2

C1

4Cp
4M

δ
p‖f‖

(Mδ ,.)
(1,∞)

maxx∈K d(x, V (I))p

minx∈K d(x, V (I))α
,

avec ω′′
K =

ω′K
C3

.

On pose, pour tout point a de T (V (I), 1) \ V (I), ωa = Dδ

C3

(
d(a,V (I))

2

)α

et

Ka = B(a, ωa). De l’inégalité ωa ≤ 1
2
d(a, V (I)), on déduit, pour tout x ∈ Ka,

l’encadrement

1

2
d(a, V (I)) ≤ d(x, V (I)) ≤ 2d(a, V (I)).

Par conséquent, on a ω′′
Ka

≥ ωa. On en déduit l’inégalité∥∥∥∥(f

g

)∣∣
B(a,ωa)

∥∥∥∥(Mδ ,.)

(ωa,∞)

≤ Cδ2

C1

4Cp
4M

δ
p‖f‖

(Mδ ,.)
(1,∞) (4d(a, V (I)))p−α

≤ CDpd(a, V (I))p−αM δ
p ,

avec C = Cδ2

C1
41−α‖f‖(Mδ ,.)

(1,∞) et D = 4C4. D’après la définition de ωa, il existe

une constante ε telle qu’on ait ωa = εd(a, V (I))α. Il est donc possible d’ap-
pliquer le lemme 2.1.2 avec K = V (I), δ′ = α, f

g
à la place de g et α à la

place de δ. L’estimation (2.2) implique, dans le cas h = j, l’inégalité∣∣∣∣DJ

(
f

g

)
(a)

∣∣∣∣ ≤ C5C6
jd(a, V (I))M

δ(dαe+1)
j j!, (3.23)
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pour tout point a ∈ T (V (I), 1) \ V (I) et tout J ∈ Nn. Donc, pour tout J , la

fonction DJ
(

f
g

)
peut être prolongée continûment par 0 sur V (I). Le lemme

d’Hestenes permet de prolonger la fonction f
g

en une fonction de classe C∞

sur U . De plus, l’inégalité (3.23) montre que ce prolongement appartient à
CMδ(dαe+1)(U). Ceci étant valable pour tout δ > 0, on déduit de (1.5) que la

fonction f
g

appartient à ĈM(U). Ainsi la fonction f appartient à I.

Le point crucial du théorème de Tougeron et Merrien est le lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soient ϕ1, . . . , ϕp, p ≤ n, des fonctions de ĈM(U) et V un
ouvert relativement compact dans U . Soient I l’idéal engendré par ϕ1, . . . , ϕp

dans ĈM(U) et V (I) l’ensemble de ses zéros. Soient X et Y deux fermés tels
qu’on ait X ⊂ Y ⊂ V (I)∩ V et tels qu’il existe un p-uplet i1 < . . . < ip pour

lequel D(ϕ1,...,ϕp)

D(xi1
,...,xip)

satisfait  L(X, Y ). Soit g une fonction de ĈM(U) plate sur

X et nulle sur V (I). Alors il existe une fonction f appartenant à I, plate sur
X et telle que la fonction g − f soit plate sur Y .

Démonstration. Le début de cette preuve utilise les mêmes arguments que
ceux développés pour démontrer le lemme V.5.5 dans [To]. On construit ainsi
p jets F1, . . . , Fp sur l’ensemble Y tels que le jet

∑p
i=1 FiJ (ϕi) cöıncide avec

J (g) sur Y \X. Cependant, pour étendre ces jets à U , la technique utilisée
pour le cas C∞ dans [To] doit être considérablement affinée afin d’être ap-

plicable dans le contexte Ĉ(M). Il est, en particulier, indispensable d’estimer
plus précisément l’espace auquel appartiennent ces jets et leur norme dans
cet espace.
Pour la preuve, nous supposerons que (i1, . . . , ip) = (1, . . . , p).

Construction des jets Fi. Cette partie reprend exactement la preuve de
[To].
On considère Θ l’application définie sur U par

Θ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕp(x), xp+1, . . . , xn) .

Pour tout x ∈ U , le jacobien ∆ de Θ est donné, au point x, par

∆(x) =
D(ϕ1, . . . , ϕp)

D(x1 . . . , xp)
(x).

L’ensemble Y étant compact, il existe des constantes C ≤ 1 et α ≥ 1 telles
que, pour tout x ∈ Y , on ait

Cd(x, X)α ≤ |∆(x)|. (3.24)
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En particulier, la fonction ∆ ne s’annule pas sur Y \ X. On peut, d’autre
part, appliquer le lemme 2.2.7 à l’application Θ : étant donné un point a ∈
Y \ X, on pose ρa = min (|∆(a)|, d(a, X)), Wa = B (Θ(a), C2ρa|∆(a)|) et
Va = Θ−1 (Wa) ∩B (a, C1ρa). On a alors l’inclusion B (a, C3ρa|∆(a)|) ⊂ Va.
L’application Θ induit un difféomorphisme de Va sur Wa. On note Θa la
restriction de Θ à Va. On a, en particulier,

Θa(Va ∩ V (I)) ⊂ Wa ∩
(
{0} × Rn−p

)
.

Soit γa la fonction définie par

γa : Wa → R
y 7→ g(Θ−1

a (y)).

Pour tout point y de Wa ∩ ({0} × Rn−p), le point Θ−1
a (y) appartient à l’en-

semble V (I) ∩ Va. La fonction g étant nulle sur V (I), on a

γa(y) ∈ g(V (I) ∩ Va) = {0}.

De la relation Θ(a) = (0, . . . , 0, ap+1, . . . , an), on déduit que, pour tout point
y = (y1, . . . , yn) de Wa, le segment reliant y au point (0, . . . , 0, yp+1, . . . , yn)
est inclus dans Wa. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral à
l’ordre 1 à γa, on obtient alors

γa(y1, . . . , yn) =

p∑
i=1

∫ 1

0

yi
∂γa

∂xi

(ty1, . . . , typ, yp+1, . . . , yn)dt. (3.25)

Si on pose, pour tout t ∈ [0, 1] et tout x ∈ U ,

θt(x) = (tϕ1(x), . . . , tϕp(x), xp+1, . . . , xn) ,

on a

g(x) = γa(Θa(x))

=

p∑
i=1

ϕi(x)

∫ 1

0

∂γa

∂xi

(tϕ1(x), . . . , tϕp(x), xp+1, . . . , xn)dt

=

p∑
i=1

ϕi(x)fai(x)

avec fai(x) =
∫ 1

0
∂g◦Θ−1

a

∂xi
(θt(x))dt. Les fonctions fai appartiennent à C∞(Va).

De plus, en désignant par (∆ij(x)) la matrice des cofacteurs de la matrice
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jacobienne de Θ au point x et par lat la composée Θ−1
a ◦ θt, définie sur Va,

pour tout i ∈ {1, . . . , p} et tout t ∈ [0, 1], on a

∂ (g ◦Θ−1
a )

∂xi

(θt(x)) =

p∑
j=1

(
∂g

∂xj

∆ij

∆

)
◦ lat(x).

Pour tout h ∈ {1, . . . , n} et toute fonction f ∈ C∞(Va), on a aussi

∂(f ◦ lat)

∂xh

(x) =
n∑

j=1

n∑
k=1

(
∂f

∂xj

∆jk

∆

)
(lat(x))

∂(θt)k

∂xh

(x).

D’autre part, pour tout x ∈ V (I) ∩ Va, on a

lat(x) = Θ−1
a (0, . . . , 0, xp+1, . . . , xn) = x.

On en déduit que, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, tout x ∈ V (I) ∩ Va et tout
H ∈ Nn, la valeur DHfai(x) est indépendante du point a. On peut ainsi
définir, sur Y \ X ⊂ V (I) le jet Fi par Fi(a) = J (fai)(a). On a, pour tout
a ∈ Y \X, J (g)(a) =

∑p
i=1 Fi(a)J (ϕi)(a).

Extension des jets.
On veut pouvoir appliquer le lemme 2.1.3. La définition de ρa et la propriété
(3.24) entrâınent ρa ≥ Cd(a, X)α. Donc, la boule B (a, C3C

2d(a, X)2α) est in-
cluse dans Va. Si on trouve une suite à croissance modérée M ′, des constantes
ε < C3C

2 et δ > 2α telles qu’on ait une majoration de

‖fai|
B(a,εd(a,X)δ)

‖(M ′,.)

(εd(a,X)δ ,∞)
,

on pourra appliquer le lemme 2.1.3 avec ga = fai, K = X et L = Y . Grâce
aux théorèmes de compositions directe et réciproque du chapitre 3, on peut
déterminer à quel espace de Banach appartiennent les fonctions fai et majorer
leur norme dans cet espace. Plus précisément, on considère la suite (uk)k∈N
définie par

uk = sup
H∈Nn,h=k

x∈U

(
max

(
|DHg(x)|, |DHϕ1(x)|, . . . , |DHϕp(x)|

))
,

et M ′ la suite admissible associée par le lemme 1.3.2 à la suite (uk)k∈N. Il
existe alors une constante λ ∈ ]0, 1], telle que les fonctions ϕ1, . . . , ϕp et g

appartiennent à C
(M ′)
λ (U).

La fonction g étant plate sur X, le lemme 2.1.1 et l’inégalité

sup
x∈Va

d(x, X) ≤ (C1 + 1)d(a, X)
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impliquent, pour tout p ∈ N et pour des constantes C ′
1 et C ′

2 convenables,
l’estimation

‖g|Va
‖(M ′,.)

( λ
C′1

,∞)
≤ ‖g|Va

‖(M,.)

( λ
C′1

,∞)
≤ 4C ′

2
p
d(a, X)p‖g‖(M,.)

(λ,∞)Mp, (3.26)

Soient U ′ l’ensemble U ∩ T (Y, C1 supa∈Y |∆a|) et d′ un réel tel qu’on ait
U ′ ⊂ B(0, d′). D’après les définitions de ρa et de Va, pour tout point a de
Y \X, on a Va ⊂ U ′. D’autre part, la définition de Θ induit l’inégalité

‖Θ|U′‖
(M ′,.)
(λ,∞) ≤ max

(
d′, ‖ϕ1‖(M ′,.)

(λ,∞) , . . . , ‖ϕp‖(M ′,.)
(λ,∞)

)
. (3.27)

Pour tout a ∈ Y \ X, on pose ω′
a = min

(
|∆(a)|

2
, 1

‖Θ|U′
‖(M

′,.)
(λ,∞)

, 1

)
. Comme la

valeur ‖Θ|U′‖
(M ′,.)
(λ,∞) ne dépend pas du point a, on déduit de (3.24) qu’il existe

des constantes C ′ et α′ telles que, pour tout a, on ait

C ′d(a, X)α′ ≤ ω′
a.

On pose alors ωa = C ′d(a, X)α′ . La valeur ωa encadre le difféomorphisme Θa

sur l’ensemble Va. En appliquant le théorème 3.2.8 avec g = g ◦Θ−1
a , φ = Θa

et ωφ = ωa, on obtient l’existence de constantes C ′
3, C ′

4 et k, appartenant à
[1, +∞[, telles qu’on ait

‖g ◦Θ−1
a ‖(M ′,.)

(ω,∞) ≤ C ′
4‖g|Va

‖(M ′,.)

( λ
C′1

,∞)
ω−2n

a (3.28)

avec ω = λωk
a

C′
1C′

3
.

Compte tenu du lemme 1.5.8, la fonction
∂

∂xi

(g ◦Θ−1
a ) appartient à l’espace

C
(M ′)

ω
nAM′

(Va) et sa norme, dans cet espace, est majorée par
nAM′

ω
‖g ◦Θ−1

a ‖(M ′,.)
(ω,∞).

D’autre part, pour tout t ∈ [0, 1], la définition de la fonction θt induit
l’inégalité

‖θt|U′‖
(M ′,.)
(λ,∞) ≤ t max

(
d′, ‖ϕ1‖(M ′,.)

(λ,∞) , . . . , ‖ϕp‖(M ′,.)
(λ,∞)

)
.

En appliquant le théorème 3.1.4 avec g = g ◦Θ−1
a et f = θt, on montre qu’il

existe des constantes C ′
5 et C ′

6 telles qu’on ait∥∥∥∥∂ (g ◦Θ−1
a )

∂xi

◦ θt

∥∥∥∥(M ′,.)

(ω′,∞)

≤ C ′
6

∥∥∥∥∂ (g ◦Θ−1
a )

∂xi

∥∥∥∥(M ′,.)

(ω,∞)

(3.29)
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avec ω′ = min(λ,ω)

C′
5 max

“
‖θt|U′

‖(M
′,.)

(λ,∞)
λ−1,1

” .

Des relations (3.27), (3.28) et (3.29), on déduit alors l’existence de constan-
tes C ′

7, ε et α telles que, si on pose ω1 = εd(a, X)α, on ait ω1 ≤ ω′ et∥∥∥∥∂ (g ◦Θ−1
a )

∂xi

◦ θt

∥∥∥∥(M ′,.)

(ω1,∞)

≤ C ′
7d(a, X)−2nα′‖g|Va

‖(M ′,.)

( λ
C′1

,∞)
.

Compte tenu de la définition de fai et de (3.26), on en tire que chaque fonction
fai vérifie les hypothèses du théorème 2.1.3. On en déduit aussi que, pour tout

i ∈ {1, . . . , p}, il existe une fonction fi de CM ′2(dαe+1)(U), plate sur X et dont
le jet Fi sur Y \X cöıncide avec J (fai) au voisinage de a. Compte tenu du

lemme 1.3.3, les fonctions fi appartiennent à ĈM(U) et, par construction, la
fonction g−

∑p
i=1 ϕifi est plate sur Y . On conclut en posant f =

∑p
i=1 ϕifi.

Comme dans [To](proposition V.5.4), on déduit du lemme 3.3.2 et de la
proposition 3.3.1, le résultat suivant.

Proposition 3.3.3. Soient ϕ1, . . . , ϕp, p ≤ n, des fonctions appartenant à

ĈM(U), I l’idéal qu’elles engendrent dans ĈM(U) et I ′ l’idéal engendré par

ces fonctions et les jacobiens partiels de la forme D(ϕ1,...,ϕp)

D(xi1
,...,xip )

, 1 ≤ i1 < . . . <

ip ≤ n. Soit V un ouvert relativement compact dans U . Si I ′ est un idéal de

 Lojasiewicz, pour toute fonction de ĈM(U), plate sur V (I ′) ∩ V et nulle sur

V (I), sa restriction à V appartient à (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(V ).

On en déduit un théorème du type Tougeron et Merrien pour les idéaux
de ĈM(U) à singularités isolées.

Théorème 3.3.4. Soit M une suite admissible vérifiant la condition (H6).

Soient ϕ1, . . . , ϕp, p ≤ n, des fonctions appartenant à ĈM(U), I l’idéal

qu’elles engendrent dans ĈM(U) et I ′ l’idéal engendré par ces fonctions et

tous les jacobiens partiels de la forme D(ϕ1,...,ϕp)

D(xi1
,...,xip )

avec 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n.

On suppose que I ′ est un idéal de  Lojasiewicz dont l’ensemble des zéros est
discret. Alors, pour tout ouvert V relativement compact dans U et toute fonc-
tion f de I, on a f|V ∈ (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(V ).

Démonstration. Soit f une fonction adhérente à I. Le théorème spectral de
Whitney pour les intersections de classes non quasi-analytiques [CC2](28)
implique que, pour tout a ∈ V (I ′), la série T af appartient à T aI. L’ensemble
V (I ′) ∩ V étant fini, il existe une fonction g de I telle que la fonction f − g
soit plate sur V (I ′) ∩ V . De plus, f − g est nulle sur V (I). On conclut en
appliquant la proposition 3.3.3.
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Remarque 3.3.5. Si les fonctions ϕ1, . . . , ϕp sont réel-analytiques au voisi-
nage de U , d’après [BR], l’idéal I ′ est toujours un idéal de  Lojasiewicz. On

en déduit qu’étant donné I un idéal de ĈM(U) à singularités isolées et en-
gendré par une famille finie de fonctions réel-analytiques, pour tout ouvert
V relativement compact dans U et toute fonction f de I, la fonction f|V
appartient à (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(V ). On verra, au chapitre 6, que cette propriété
est encore vraie quand les singularités ne sont pas isolées.



Chapitre 4

Théorèmes de division à la
Hironaka

4.1 Théorème de division formelle

Dans cette section, on démontre un théorème de division au sens d’Hiro-
naka dans les algèbres de Banach de séries formelles définies dans la partie
1.5. L’existence d’une telle division a déjà été prouvée dans [Mo2], mais ce
résultat ne précise pas la norme des quotients et du reste. On reprendra donc
la preuve par perturbation d’un épimorphisme développée dans [Mo2] pour
obtenir cette dernière information. Nous aurons ainsi démontré le théorème
suivant.

Théorème 4.1.1. Soient G1, . . . , Gp des diviseurs au sens d’Hironaka appar-

tenant à l’algèbre B[[X]]
(M)
τ et tels que, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, le coefficient

initial (Gj)βj
soit inversible dans B. Il existe des constantes C1, C2, C3, l > 1,

l′ > 1 et d < 1 telles que, pour tout réel positif λ satisfaisant

λ < τ min

C1 min
j=1,...,p

(
‖(Gj)βj

‖B
‖Gj‖(M,.)

(τ,B)

)C2

, 1

 (4.1)

et toute série F de B[[X]]
(M)
λ , les quotients et reste de la division à la Hi-

ronaka de F par G1, . . . , Gp, appartiennent à l’algèbre B[[X]]
(M)

dλl . On a, de
plus, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, les estimations

‖Qj‖(M,.)

(dλl,B)
≤

C3‖(Gj)
−1
βj
‖B

λl′
‖F‖(M,.)

(λ,B)

et ‖R‖(M,.)

(dλl,B)
≤ 2‖F‖(M,.)

(λ,B).

81
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4.1.1 Théorème de L-division

Dans le cadre des séries formelles à croissance contrôlée, la preuve par
perturbation d’un épimorphisme est particulièrement adaptée. Cependant,
elle ne fournit pas directement la division à la Hironaka, mais un résultat
plus général concernant une L-division. On utilise les notations introduites
dans les parties 1.7 à 1.9.

Théorème 4.1.2. Soient
– L une forme linéaire à coefficients strictement positifs et indépendants

sur Z,
– β1, . . . , βq les sommets d’un diagramme N dans Nn,

– G1, . . . , Gp des séries formelles de B[[X]]
(M)
τ , 0 < τ < 1, vérifiant, pour

tout j = 1, . . . , p,

(Gj)βj
= 1,

(Gj)H = 0, ∀H ∈ Nn, L(H) < L(βj),

et (Gj)H = 0, ∀H ∈ Nn, |H| < |βj|.

Il existe des constantes C1, C2, C3, l > 1, l′ > 1 et d < 1 ne dépendant que
de L et {βj}∈{1,...,p} telles que, pour tout réel positif λ satisfaisant

λ < τ min

(
C1 min

j=1,...,p

(
‖Gj‖(M,.)

(τ,B)

)−C2

, 1

)
, (4.2)

on puisse effectuer une L-division par (G1, . . . , Gp) de tout élément de l’algèbre

B[[X]]
(M)
λ de telle sorte que les quotients et reste appartiennent à B[[X]]

(M)

dλl .

Autrement dit, pour toute série F ∈ B[[X]]
(M)
λ , il existe des uniques séries

formelles Q1, . . . , Qp et R appartenant à B[[X]]
(M)

dλl et vérifiant :

− F =

p∑
j=1

QjGj + R, (4.3)

− pour tout j ∈ {1, . . . , p}, βj + supp Qj ⊂ Λj et supp R ⊂ ΛC . (4.4)

On a, de plus, les estimations, pour tout j = 1, . . . , p,

‖Qj‖(M,.)

(dλl,B)
≤ C3‖F‖(M,.)

(λ,B)λ
−l′

et ‖R‖(M,.)

(dλl,B)
≤ 2‖F‖(M,.)

(λ,B).

Pour démontrer le théorème 4.1.2, on introduit, dans un premier temps,
quelques définitions motivées par des détails techniques.
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Soient B une algèbre de Banach commutative unitaire munie de la norme ‖ ‖B
et ν = (ν1, . . . , νn) un multi-rayon. On reprend les notations de la section 1.5 ;
à savoir, B[[X]](M, ν) est l’ensemble défini par

B[[X]](M, ν) = {f ∈ B[[X]] ; ‖f‖(M)
ν < ∞}

avec ‖f‖(M)
ν =

∑
J∈Nn

‖fJ‖B
Mj

νJ .

En appliquant le lemme 1.5.2 aux entiers (|βj|)j∈{1,...,p}, on voit qu’il existe
des constantes d1 et d2 supérieures à 1 telles que, pour tout j ∈ {1, . . . , p},
et toute série F ∈ B[[X]](M, ν), on ait

‖F‖(M)
ν ≤ d1‖F‖

(M+|βj |)

d2ν (4.5)

et ‖F‖
(M−|βj |)
ν ≤ d1‖F‖(M)

d2ν . (4.6)

On pose

B[[X]](M, ν, βj) = {F ∈ B[[X]] ; supp
(
F (X)Xβj

)
⊂ Λj et ‖F‖

(M+|βj |)
ν < ∞}

et RN (M, ν) = {F ∈ B[[X]](M, ν) ; supp F ⊂ ΛC}.
On définit alors

HN (M, ν) = B[[X]](M, ν, β1)× . . .× B[[X]](M, ν, βp)×RN (M, ν) ,

qu’on munit de la norme

‖(Q1, . . . , Qp, R)‖(M,N )
ν =

q∑
j=1

νβj‖Qj‖
(M+|βj |)
ν + ‖R‖(M)

ν . (4.7)

Cet espace est un espace de Banach.

Remarque 4.1.3. Etant donnée une forme linéaire L à coefficients strictement
positifs et un n-uplet β ∈ Nn, il existe une constante c < 1 telle que, pour
tout α ∈ Nn, l’inégalité L(α) > L(β) implique L(α − β) > c. Pour tout
j ∈ {1, . . . , p}, on fixe cj une constante ainsi associée à βj.

La preuve du théorème 4.1.2 est divisée en plusieures parties : dans un pre-
mier temps, on construit une application bijective entre les espaces de Banach
B[[X]](M, ν) et HN (M, ν) qui, à une série F , associe des séries Q1, . . . , Qp,
R satisfaisant (4.3) et (4.4). Il s’agit d’une adaptation de résultats de Mouze

[Mo1],[Mo2]. Dans un deuxième temps, on montre que l’algèbre B[[X]]
(M)
λ

de l’énoncé est incluse dans B[[X]](M, ν), pour ν convenablement choisi. On

peut alors effectuer une L-division des éléments de B[[X]]
(M)
λ . On conclut en

démontrant la majoration des normes des quotients et reste de cette division.
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Etape 1 : construction de l’application bijective
Soit

Φ1 : HN (M, ν) −→ B[[X]](M, ν)

(Q1, . . . , Qp, R) 7→
p∑

j=1

Qj(X)Xβj + R(X).

D’après [Mo2](1.2 p. 42), nous avons le lemme :

Lemme 4.1.4. Pour tout multi-rayon ν, l’application linéaire Φ1 est bijective
et isométrique de HN (M, ν) sur B[[X]](M, ν).

On construit ensuite une perturbation de cet isomorphisme d’espaces de
Banach grâce au lemme suivant.

Lemme 4.1.5. [Mo2](lemme 1.4)
Soient deux réels τ > 0 et η ∈ ]0, 1[, on note λ(τ, η) le p-uplet

(
τηL1 , . . . , τηLp

)
.

Soient u1, . . . , up des séries appartenant à B[[X]](M−|βj |, τ1) et vérifiant, pour
tout j ∈ {1, . . . , p},

uj(X) =
∑

|I|≥|βj |
L(I)>L(βj)

(uj)IX
I .

L’application linéaire

Φ2 : HN (M, λ(τ, η)) −→ B[[X]](M, λ(τ, η))

(Q1, . . . , Qp, R) 7→
p∑

j=1

ujQj

est bien définie et on a la majoration

‖Φ2‖ ≤ sup
j=1,...,q

(
τ−|βj |ηcj‖uj‖

(M−|βj |)

τ1

)
, (4.8)

où les cj sont les réels fixés dans la remarque 4.1.3.

Pour tout j ∈ {1, . . . , p}, on peut prendre

uj(X) =
∑

|H|≥|βj |
L(H)>L(βj)

(Gj)HXH .

En effet, cette série étant une troncature de la série Gj, on a, pour tout τ > 0,
les inégalités

‖uj‖
(M−|βj |)

τ1 ≤ ‖Gj‖
(M−|βj |)

τ1 . (4.9)
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De l’égalité ‖F‖(M,.)
(λ,B) = ‖F‖(M)

λ , (4.6) et (4.9), on déduit

‖uj‖
(M−|βj |)

d−1
2 τ1

≤ ‖Gj‖
(M−|βj |)

d−1
2 τ1

≤ d1‖Gj‖(M,.)
(τ,B) .

(4.10)

En particulier, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, la série uj appartient à l’espace
B[[X]](M−|βj |, d

−1
2 τ1). Pour la suite, on pose τ1 = d−1

2 τ . Si on choisit ητ > 0
satisfaisant

ητ < min
j=1,...,p

(
τ
|βj |
1

2d1‖Gj‖(M,.)
(τ,B)

) 1
cj

, (4.11)

les équations (4.10) et (4.11) impliquent que, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, on a

τ
−|βj |
1 ηcj

τ ‖uj‖
(M−|βj |)

τ11 <
1

2
.

On déduit alors du lemme 4.1.5 que l’application

Φ2 : HN (M, λτ ) −→ B[[X]](M, λτ ),

avec λτ = d−1
2 τ

(
ηL1

τ , . . . , η
Lp
τ

)
vérifie la majoration ‖Φ2‖ ≤

1

2
.

Des propriétés de Φ1 et Φ2, il résulte que l’application linéaire Φ1 + Φ2 est
bijective de HN

(
M, λτ

)
sur B[[X]](M, λτ ) et que la norme de sa réciproque

est majorée par 2. Ainsi, à toute série formelle F de B[[X]](M, λτ ), l’applica-

tion (Φ1 + Φ2)
−1 associe un (p + 1)-uplet (Q1, . . . , Qp, R) de séries formelles

appartenant à HN
(
M, λτ

)
, tel qu’on ait

F =

p∑
j=1

QjGj + R.

On déduit de la définition de HN
(
M, λτ

)
que les séries Q1, . . . , Qp et R

vérifient les conditions de support (4.4).
D’autre part, (4.7) et l’inégalité

‖(Q1, . . . , Qp, R)‖(M,N )
λτ

≤ 2‖F‖(M)
λτ

impliquent les relations
‖R‖(M)

λτ
≤ 2‖F‖(M)

λτ
(4.12)

et, pour tout j ∈ {1 . . . , p}, λτ
βj‖Qj‖

(M+|βj |)

λτ
≤ 2‖F‖(M)

λτ
. Vu (4.5), pour tout

j ∈ {1, . . . , p}, on a ‖Qj‖(M)

d−1
2 λτ

≤ d1‖Qj‖
(M+|βj |)

λτ
, dont on déduit

‖Qj‖(M)

d−1
2 λτ

≤ 2d1

λτ
βj
‖F‖(M)

λτ
. (4.13)
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Etape 2 : B[[X]]
(M)
λ ⊂ B[[X]](M, λτ ).

On fixe les constantes

C1 = min
j=1,...,p

(d−1
2 τ)|βj |

2d1

= min
j=1,...,p

τ
|βj |
1

2d1

et C2 = Lmin max
j=1,...,p

(c−1
j ).

Si on pose

ητ =

(
λ

τ

) 1
Lmin

, (4.14)

l’hypothèse (4.2) implique, pour tout j ∈ {1, . . . , p},

ηLmin
τ =

λ

τ
< min

(
C1

(
‖Gj‖(M,.)

(τ,B)

)−C2

, 1

)

< min

( (d−1
2 τ)|βj |

2d1‖Gj‖(M,.)
(τ,B)

)C2

, 1


< min

(
(d−1

2 τ)|βj |

2d1‖Gj‖(M,.)
(τ,B)

, 1

)Lmin
cj

.

On a donc

ητ <

(
(d−1

2 τ)|βj |

2d1‖Gj‖(M,.)
(τ,B)

) 1
cj

.

Finalement, la valeur ητ satisfait (4.11). Par l’étape 1, on peut alors construire
une application bijective de B[[X]](M, λτ ) dans HN

(
M, λτ

)
avec

λτ = d−1
2 τ

(
ηL1

τ , . . . , ηLp
τ

)
.

De la relation ητ < 1, on déduit, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, les inégalités

ηLmax
τ ≤ ηLj

τ ≤ ηLmin
τ =

λ

τ
.

Comme on a τ < 1, la relation (4.14) induit

τηLmax
τ = τ

1−Lmax
Lmin λ

Lmax
Lmin ≥ λ

Lmax
Lmin .

Si on pose l := Lmax

Lmin
, on obtient, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, l’encadrement

λl ≤ τη
Lj
τ ≤ λ et, par conséquent,

d−1
2 λl1 ≤ λτ ≤ d−1

2 λ1 ≤ λ1. (4.15)
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Compte tenu de l’égalité ‖F‖(M,.)
(λ,B) = ‖F‖(M)

λ1 , on a donc, pour toute série

formelle F ∈ B[[X]],

‖F‖(M,.)

(d−1
2 λl,B)

≤ ‖F‖(M)
λτ

≤ ‖F‖(M,.)
(λ,B). (4.16)

On en déduit que toute série F appartenant à l’algèbre B[[X]]
(M)
λ appartient

aussi à B[[X]](M, λτ ). L’application (Φ1 + Φ2)
−1 lui associe alors un (p + 1)-

uplet (Q1, . . . , Qp, R) de séries formelles vérifiant (4.3) et (4.4). Vu (4.12),
(4.13) et (4.16), on a aussi les inégalités

‖R‖(M)
λτ

≤ 2‖F‖(M)
λτ

≤ 2‖F‖(M,.)
(λ,B)

et, ∀j ∈ {1, . . . , p}, ‖Qj‖(M)

d−1
2 λτ

≤ 2d1

λτ
βj
‖F‖(M,.)

(λ,B).

De (4.16) appliqué avec F = R, on déduit

‖R‖(M,.)

(d−1
2 λl,B)

≤ 2‖F‖(M,.)
(λ,B),

puis, appliqué avec F = Qj et en posant d = d−2
2 ,

‖Qj‖(M,.)

(dλl,B)
≤ 2d1

λτ
βj
‖F‖(M,.)

(λ,B).

Vu (4.15), on conclut en posant C3 = 2d1 et l′ = maxj∈{1,...,p} |βj|l. �

4.1.2 Preuve du théorème 4.1.1

Pour déduire le théorème 4.1.1 du théorème 4.1.2, il faut :

– pouvoir effectuer une division par des séries dont le coefficient initial
n’est pas égal à 1,

– passer d’une L-division à une division au sens d’Hironaka.

En ce qui concerne le premier point, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, on introduit

une série G′
j définie par G′

j =
Gj

(Gj)βj
. Comme, par hypothèse, le coefficient

(Gj)βj
est inversible dans B, la série G′

j appartient encore à B[[X]]
(M)
τ et on

a
‖G′

j‖
(M,.)
(τ,B) ≤ ‖Gj‖(M,.)

(τ,B)‖(Gj)
−1
βj
‖B. (4.17)

Le p-uplet (G′
1, . . . , G

′
p) est encore une famille de diviseurs au sens d’Hiro-

naka et les sommets associés sont à nouveau β1, . . . , βp. De plus, pour tout
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j ∈ {1, . . . , p}, on a (G′
j)βj

= 1.

Pour le deuxième point, si on pose m0 = maxj∈{1,...,p} |Exp Gj|, d’après le
lemme 1.7.2, il existe une forme linéaire L à coefficients strictement positifs
et indépendants sur Z telle que l’ordre induit par L cöıncide avec l’ordre L-I
jusqu’à la longueur m0. Ainsi, l’égalité βj = Exp G′

j implique :
– pour tout H ∈ Nn tel que |H| ≤ |βj|, on a (G′

j)H = 0,
– pour tout H ∈ Nn tel que L(H) < L(βj), on a H < βj et, par

conséquent, (G′
j)H = 0.

Les séries G′
j, j ∈ {1, . . . , p}, vérifient donc les hypothèses du théorème 4.1.2.

L’hypothèse (4.1) et la relation (4.17) entrâınent qu’il est possible d’effectuer

une L-division par (G′
1, . . . , G

′
p) de tout élément de l’algèbre B[[X]]

(M)
λ . Donc

si une série F appartient à B[[X]]
(M)
λ , il existe des uniques séries formelles

Q′
1, . . . , Q

′
p et R′ appartenant à B[[X]]

(M)

dλl telles qu’on ait

F =

p∑
j=1

Q′
jG

′
j + R′,

∀j ∈ {1, . . . , p}, βj + supp Q′
j ⊂ Λj

et supp R′ ⊂ ΛC .

En reprenant la définition des séries G′
j, on a aussi F =

∑p
j=1

Q′
j

(Gj)βj
Gj + R′.

Si on pose, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, Qj =
Q′

j

(Gj)βj
et R′ = R, on a encore,

pour tout j ∈ {1, , . . . , p}, βj + supp Qj ⊂ Λj et supp R ⊂ ΛC . En ce qui
concerne la norme des quotients et reste, on déduit de (4.17) et du théorème
4.1.2 les estimations

‖Qj‖(M,.)

(dλl,B)
≤ ‖(Gj)

−1
βj
‖B‖Q′

j‖
(M,.)

(dλl,B)

≤ ‖(Gj)
−1
βj
‖BC3‖F‖(M,.)

(λ,B)λ
−l′

et ‖R‖(M,.)

(λl,B)
≤ 2‖F‖(M,.)

(λ,B).

Le théorème s’ensuit. �

4.2 Théorème de division dans C(M)

Le but de cette section est de construire un théorème de division à la
Hironaka, non plus pour des séries formelles, mais pour des fonctions non-
quasi-analytiques. Pour espérer avoir une telle division, il est nécessaire de
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disposer d’un ensemble de diviseurs C∞ à la Hironaka comme défini dans
la section 1.9. Or, de manière générale, une famille de fonctions (g1, . . . , gp)
n’est un ensemble de diviseurs que sur un sous-ensemble Z de Rn d’intérieur
vide. Dans ce travail, nous nous intéressons au cas où Z est une sous-variété
de Rn satisfaisant la propriété CLU(N, r).

Dans un premier temps, on montre une version locale du théorème de
division. Pour ce faire, on introduit, en s’inspirant d’une idée de Bierstone et
Milman [BM1], une notion de dérivation de séries à coefficients de classe C∞,
puis on étudie les propriétés de cette dérivation lors du passage de la sous-
variété à une carte locale. Finalement, en appliquant le lemme d’extension
de la section 2.2, on déduit un théorème de division sur la sous-variété Z.

4.2.1 Dérivation formelle

Définition 4.2.1. Pour tout vecteur v ∈ Rn, on définit la dérivation formelle

Dv,X =
n∑

j=1

vj
∂

∂Xj

.

Remarque 4.2.2. Pour toute série formelle G à coefficients dans C∞(Rn),

G(z, X) =
∑

H∈Nn

GH(z)XH ,

on a

Dv,XG(a, X) =
n∑

j=1

vj
∂

∂Xj

G(a, X)

=
n∑

j=1

vj

∑
H∈Nn

GH+ej
(a)(hj + 1)XH .

(4.18)

On note

Dv,zG(a, X) =
n∑

j=1

∑
H∈Nn

vj
∂GH

∂zj

(a)XH . (4.19)

Lemme 4.2.3. Soient g une fonction de classe C∞ sur un ouvert V de Rn

et f une application de classe C∞ d’un ouvert W de Rn, à valeurs dans
V . On considère la série formelle G à coefficients C∞ sur W définie par
G(b, X) = T f(b)g(X). Alors, pour tout point b de W et tout vecteur w de Rn,
on a

Dw,zG(b, X) = Ddf(b).w,XG(b, X). (4.20)
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Démonstration. Pour tout vecteur w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn, on a

df(b).w =

(
n∑

i=1

wi
∂fj

∂zi

(b)

)
j=1,...,n

.

On en déduit, pour tout point b ∈ W et tout w ∈ Rn,

Dw,zG(b, X) =
n∑

i=1

wi

∑
H∈Nn

∂
((

DHg
)
◦ f
)

∂zi

(b)
XH

H!

=
n∑

i=1

wi

∑
H∈Nn

n∑
j=1

DH+ejg(f(b))
∂fj

∂zi

(b)
XH

H!

= Ddf(b).w,XG(b, X),

d’où le résultat.

Lemme 4.2.4. Soit W un ouvert de Rn. Soient G une série formelle dont
les coefficients sont dans C∞(W ) et f une application de classe C∞ sur W .
On considère G′, la série formelle à coefficients dans C∞(W ) définie par,
pour tout z ∈ W ,

G′(z, Y ) = G(z, T zf(Y )− f(z)).

Pour tout couple (b, w) ∈ W × Rn, la relation

Dw,zG(b, Y ) = Ddf(b).w,Y G(b, Y ) (4.21)

implique l’égalité
Dw,zG

′(b, Y ) = Dw,Y G′(b, Y ). (4.22)

Démonstration. Pour démontrer (4.22), on développe chaque membre afin de
l’exprimer en fonction de la série G.

Cas de Dw,zG
′(b, Y ).

Pour tout point b et tout vecteur w, on a df(b).w =
(∑n

i=1
∂fj

∂zi
(b)wi

)
j∈{1,...,n}

.

Les relations (4.18) et (4.21) impliquent, pour tout Q ∈ Nn,

n∑
i=1

wi
∂GQ

∂zi

(b) =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

wi
∂fj

∂zi

(b)

)
GQ+ej

(b)(qj + 1). (4.23)

De plus, si on reprend les notations du lemme de composition 3.1.1 avec

F (Y ) = T zf(Y ) − f(z), on a Sei
ej

(z, X) =
∂(T zfj)

∂Xi
(X), pour tout couple
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(i, j) ∈ {1, . . . , n}2. Ainsi, les coefficients de Sei
ej

sont de classe C∞ par rapport

à z et on a la relation
(
Sei

ej

)
0

(z) =
∂fj

∂zi
(z). En reportant ce dernier résultat

dans (4.23), on obtient
n∑

i=1

wi
∂GQ

∂zi

(b) =
n∑

i=1

n∑
j=1

wi(S
ei
ej

)0(b)GQ+ej
(b)(qj + 1). (4.24)

En appliquant Dw,z à la série G′, on obtient

Dw,zG
′(b, Y ) =

n∑
i=1

∑
H∈Nn

wi
∂G′

H

∂zi

(b)Y H . (4.25)

Mais le lemme de composition 3.1.1 implique, pour tout H ∈ Nn, la relation
suivante entre coefficients de X0 :

G′
H(z) =

∑
Q∈Nn,1≤q≤h

(SH
Q )0(z)GQ(z)

Q!

H!
. (4.26)

On en déduit

∂G′
H

∂zi

(b) =
∂

∂zi

( ∑
Q∈Nn,1≤q≤h

(SH
Q )0GQ

Q!

H!

)
(b). (4.27)

Or, pour tout Q ∈ Nn, 1 ≤ q ≤ h, on a

∂

∂zi

(
(SH

Q )0GQ

)
(b) =

∂
(
SH

Q

)
0

∂zi

(b)GQ(b) +
(
SH

Q

)
0

(b)
∂GQ

∂zi

(b)

= (SH
Q )ei

(b)GQ(b) +
(
SH

Q

)
0

(b)
∂GQ

∂zi

(b).

En reportant cette dernière équation dans (4.27) puis dans (4.25), on montre
que la série Dw,zG

′(b, Y ) est la somme sur les H ∈ Nn et les Q ∈ Nn, vérifiant
1 ≤ q ≤ h, des termes

Y H

H!

n∑
i=1

wi(S
H
Q )ei

(b)GQ(b)Q! +
Y H

H!

(
SH

Q

)
0

(b)
n∑

i=1

wi
∂GQ

∂zi

(b)Q!. (4.28)

D’autre part, l’égalité (4.24) fournit une autre expression de la deuxième
somme apparaissant dans (4.28). On en conclut que la série Dw,zG

′(b, Y ) est
la somme sur les H ∈ Nn et les Q ∈ Nn, 1 ≤ q ≤ h, des termes

Y H

H!

n∑
i=1

wi(S
H
Q )ei

(b)GQ(b)Q! (4.29a)

+
Y H

H!

(
SH

Q

)
0

(b)
n∑

i=1

n∑
j=1

wi(S
ei
ej

)0(b)GQ+ej
(b)(qj + 1)Q!. (4.29b)
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Cas de Dw,Y G′(b, Y ).
Vu (4.18), quand on dérive la série G′ par rapport à (w, Y ), on obtient

Dw,Y G′(b, Y ) =
n∑

i=1

∑
H∈Nn

wiG
′
H+ei

(b)(hi + 1)Y H . (4.30)

Or l’égalité (4.26) induit, pour tout H ∈ Nn et tout i ∈ {1, . . . , n},

G′
H+ei

(b)(hi + 1) =
∑

Q∈Nn,1≤q≤h+1

(SH+ei
Q )0(b)GQ(b)

Q!(hi + 1)

(H + ei)!

=
∑

Q∈Nn,1≤q≤h+1

(SH+ei
Q )0(b)GQ(b)

Q!

H!
.

(4.31)

D’autre part, la formule de récurrence définissant SP
Q permet, pour tout Q

dans Nn, d’écrire SH+ei
Q en fonction des termes SH

Q′ , avec Q′ ∈ Nn. On obtient
donc

G′
H+ei

(b)(hi + 1) =
n∑

j=1

(
SH

ej

)
ei

(b)Gej
(b)

1

H!

+
∑

Q∈Nn

1<q≤h

GQ(b)
Q!

H!((
SH

Q

)
ei

(b) +
∑

j∈{1,...,n}
Qj 6=0

(
Sei

ej

)
0

(b)
(
SH

Q−ej

)
0

(b)

)

+
∑

Q∈Nn

q=h+1

∑
j∈{1,...,n}

Qj 6=0

(
Sei

ej

)
0

(b)
(
SH

Q−ej

)
0

(b)GQ(b)
Q!

H!
.

On peut regrouper les termes de la forme
(
SH

Q

)
ei

(b)GQ(b) d’une part et

ceux de la forme
(
Sei

ej

)
0

(b)
(
SH

Q−ej

)
0

(b)GQ(b) d’autre part. On obtient alors

l’égalité

G′
H+ei

(b)(hi + 1) =
∑

Q∈Nn

1≤q≤h

(
SH

Q

)
ei

(b)GQ(b)
Y HQ!

H!

+
∑

Q∈Nn

2≤q≤h+1

∑
j∈{1,...,n}

Qj 6=0

(
Sei

ej

)
0

(b)
(
SH

Q−ej

)
0

(b)GQ(b)
Y HQ!

H!
.
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En réindexant la deuxième somme avec Q′ = Q− ej, on obtient

G′
H+ei

(b)(hi + 1) =
∑

Q∈Nn

1≤q≤h

(
SH

Q

)
ei

(b)GQ(b)
Y HQ!

H!

+
n∑

j=1

∑
Q′∈Nn

1≤q′≤h

(
Sei

ej

)
0

(b)
(
SH

Q′

)
0

(b)GQ′+ej
(b)

Y H(Q′ + ej)!

H!
.

Si on reporte cette équation dans (4.30), on obtient que Dw,Y G′(b, Y ) est la
somme sur les H ∈ Nn et Q ∈ Nn, 1 ≤ q ≤ h, des termes

Y H

H!

n∑
i=1

wi

(
SH

Q

)
ei

(b)GQ(b)Q! (4.32a)

+
Y H

H!

n∑
i=1

wi

n∑
j=1

(
Sei

ej

)
0

(b)
(
SH

Q

)
0

(b)GQ+ej
(b)(Q + ej)!. (4.32b)

Les lignes (4.29a) et (4.32a) sont égales et, de l’égalité (qj +1)!Q! = (Q+ej)!,
on déduit que les lignes (4.29b) et (4.32b) sont, elles aussi, égales. Finalement,
on a montré la relation

Dw,zG
′(b, Y ) = Dv,Y G′(b, Y ).

La dérivation formelle permet de donner une condition suffisante simple
pour qu’une série formelle à coefficients de classe C(M) au voisinage d’un
compact soit le jet, sur ce compact, d’une fonction de classe C(M).

Lemme 4.2.5. Soit K un compact de Rn inclus dans {0} × Rn−d. Soit V
un voisinage ouvert de K. Il existe deux constantes C1 et C2 telles que, pour
toute série G appartenant à C

(M)
ω (V )[[X]]

(M)
ω et vérifiant, pour tout point

a ∈ K et tout vecteur v ∈ {0} × Rn−d,

Dv,zG(a, X) = Dv,XG(a, X), (4.33)

il existe une fonction g de classe C
(M2)

C−1
1 ω

(T (K, 1)) telle que, pour tout point

a ∈ K, on ait
T ag(X) = G(a, X).

On a, de plus,

‖g‖(M2,.)

(C−1
1 ω,∞)

≤ C2‖G‖(M,M)
ω,ω .
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Démonstration. Compte tenu de (4.18), pour tout indice l ∈ {d + 1, . . . , n},
l’hypothèse (4.33) pour v = el implique que, pour tout H ∈ Nn et tout
a ∈ K, on a

∂GH

∂zl

(a) = GH+el
(a)(hl + 1). (4.34)

Nous allons montrer que le jet G′ = (H!GH)H∈Nn est un jet de Whitney sur
K. Remarquons que, pour tout point a ∈ K, on a a = (0, a′) avec a′ ∈ Rn−d.
De manière générale, pour la suite de cette preuve, on écrit un élément x de
Rn sous la forme x = (x′′, x′) avec x′′ ∈ Rd. Les multi-indices H ∈ Nn sont
décomposés sous la forme H = (P, Q) avec P ∈ Nd et Q ∈ Nn−d. Pour tout
point a ∈ V , on a alors

G′
H(a) = P !Q!G(P,Q)(a).

De (4.34), on déduit alors, pour tout H ∈ Nn,

G′
H(a) = P !

∂qG(P,0)

∂xd+1
Q1 . . . ∂xn

Qn−d
(a) = P !D(0,Q)G(P,0)(a). (4.35)

D’autre part, d’après (1.9) et la définition de G′, pour tout j ∈ N, tout couple
de points (a, b) ∈ K2 et tout multi-indice H = (P, Q) ∈ Nn, vérifiant h ≤ j,
on a

DHT j
b G′(a) = D(0,Q)D(P,0)T j

b G′(a)

= D(0,Q)
∑
I∈Nn

i≤j−p

(I + (P, 0))!

I!
(a− b)IG(I+(P,0))(b).

Comme on a a = (0, a′) et b = (0, b′), les termes correspondant à I = (I ′′, I ′)
avec I ′′ 6= 0 sont nuls. On en déduit les égalités

DHT j
b G′(a) = D(0,Q)

∑
I′∈Nn−d

i′≤j−p

((0, I ′) + (P, 0))!

I ′!
(a′ − b′)I′G((0,I′)+(P,0))(b)

= D(0,Q)
∑

I′∈Nn−d

i′≤j−p

P !(a′ − b′)I′G(P,I′)(b).

En utilisant (4.34) puis le fait que (a− b)I = 0 dès que I ′′ 6= 0, on obtient

DHT j
b G′(a) = D(0,Q)

∑
I′∈Nn−d

i′≤j−p

P !

I ′!
(a′ − b′)I′DI′G(P,0)(b)

= D(0,Q)
∑
I∈Nn

i≤j−p

P !

I!
(a− b)IDIG(P,0)(b)

= P !D(0,Q)T j−p
b G(P,0)(a).
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On déduit de (4.35) et de la relation ci-dessus,

|G′
H(a)−DHT j

b G′(a)| ≤
∣∣P !D(0,Q)

(
G(P,0)(a)− T j−p

b G(P,0)(a)
)∣∣ .

Compte tenu des hypothèses concernant la série G, pour tout P ∈ Nd, la
fonction G(P,0) est dans C

(M)
ω (V ) et sa norme, dans cet espace, est majorée

par Mpω
−pp!‖G‖(M,M)

ω,ω . D’après (1.14), elle appartient aussi à CM,ω−1(V ). Le
lemme 1.4.1 implique alors∣∣D(0,Q)

(
G(P,0)(a)− T j−p

b G(P,0)(a)
)∣∣ ≤

≤ ω−1‖G(P,0)‖M,ω−1d(a, b)j−p−q+1ω−j+pn3jMj−p+1q!p!

≤ ω−j−1‖G‖(M,M)
ω,ω d(a, b)j−p−q+1n3jMpMj−p+1q!p!.

Vu l’égalité h = p + q, on a

|G′
H(a)−DHT j

b G′(a)| ≤ ‖G‖(M,M)
ω,ω n3(j+1)ω−(j+1)Mj+1d(a, b)j−h+1h!.

Donc, la famille de fonctions (G′
H)H∈Nn définit un jet de Whitney de classe

CM,n3ω−1 sur K dont la norme est majorée par ‖G‖(M,M)
ω,ω . D’après le théorème

d’extension 1.4.3 et la remarque 1.4.4, il existe des constantes C ′
1 et C ′

2 ne
dépendant que de n et de M et une fonction g de C∞(Rn) satisfaisant

− pour tout a ∈ K, on a T ag(X) = G(a, X),

− ‖g|T (K,1)
‖M2,C′

1ω−1 ≤ C ′
2‖G‖(M,M)

ω,ω .

De (1.13), on déduit l’existence de constantes C1 et C2 telles que la fonction g

ainsi définie appartienne à C
(M2)

ωC−1
1

(T (K, 1)) et que sa norme, dans cet espace,

soit majorée par C2‖G‖(M,M)
ω,ω .

On peut désormais s’intéresser aux propriétés de la dérivation formelle
lorsqu’on travaille sur une sous-variété de Rn. Ainsi, du lemme 4.2.5, on
déduit une condition suffisante sur l’image d’une carte locale pour qu’une
série à coefficients définis sur la sous-variété cöıncide avec le développement
d’une fonction définie au voisinage de la sous-variété.

Lemme 4.2.6. Soient V un ouvert de Rn, φ1, . . . , φd des fonctions de C(N)(V )
telles que l’application φ définie par

φ(x) = (φ1(x), . . . , φd(x), xd+1, . . . , xn)
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soit un difféomorphisme de V sur φ(V ) encadré par un réel ωφ appartenant
à ]0, 1]. Soit Z la sous-variété de Rn définie par

Z = {x ∈ V ; φ1(x) = · · · = φd(x) = 0}.

Soit G une série formelle appartenant à C
(M)
τ (φ(V ))[[Y ]]

(M)
λ , (λ, τ) ∈ ]0, 1]2,

telle que, pour tout b ∈ φ(Z) et tout w ∈ {0} × Rn−d, on ait

Dw,zG(b, Y ) = Ddφ−1(b).w,Y G(b, Y ).

Il existe des constantes dans [1, +∞[, C1, C2, C3 et k, ne dépendant que de
n, M et N vérifiant :
pour tout compact K inclus dans Z, il existe une fonction g de C∞(Rn) telle
que, pour tout point a ∈ K, on ait T ag(Y ) = G(φ(a), Y ) et

‖g|V ′‖
(max(M,N)2,.)
(ω,∞) ≤ C2‖G‖(M,M)

λ,τ ω−2n
φ ,

avec ω =
λτωk

φ

C1
et V ′ = φ−1 (T (φ(K), 1)) ∩ V .

Démonstration. La série formelle G et l’application φ−1 satisfont les hy-
pothèses du lemme 4.2.4 avec W = φ(V ) ainsi que la relation (4.21) pour
tout couple (b, w) ∈ φ(Z)×

(
{0} × Rn−d

)
. On déduit que la série formelle G′

définie par
G′(z, Y ) = G

(
z, T zφ

−1(Y )− φ−1(z)
)
, (4.36)

vérifie, pour tout couple (b, w) ∈ φ(Z)× ({0} × Rn−d), la relation

Dw,zG
′(b, Y ) = Dw,Y G′(b, Y ). (4.37)

De plus, le difféomorphisme φ et la série formelle G vérifient aussi les hy-
pothèses du lemme 3.2.11. Il existe donc des constantes C ′

1, C ′
2 et k′ ne

dépendant que de n, M et N telles qu’on ait

‖G′‖(M ′,M ′)
(ω′,ω′) ≤ C ′

2‖G‖
(M,M)
(λ,τ) ω−2n

φ ,

avec

M ′ = max(M, N) et ω′ =
λτωk′

φ

C ′
1

. (4.38)

En appliquant le lemme 4.2.5 à la série G′ avec φ(K) au lieu de K, on obtient
l’existence de deux constantes C ′

3 et C ′
4 ne dépendant que de n et M ′ et d’une

fonction g′, définie sur Rn, satisfaisant
– pour tout z ∈ φ(K), T zg

′(Y ) = G′(z, Y ),
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– ‖g′|T (φ(K),1)
‖(M ′2,.)

(C′
3
−1ω′,∞)

≤ C ′
4C

′
2‖G‖

(M,M)
λ,τ ω−2n

φ .

Soit g la fonction définie sur V ′ = φ−1 (T (φ(K), 1)) ∩ V par g = g′ ◦ φ.
D’après le théorème 3.1.4, il existe des constantes C ′

5 et C ′
6 ne dépendant que

de n, M et N telles que la fonction g appartienne à C
(M ′2)
ω′ (V ′) avec

ω′′ =
min(C ′

3
−1ω′, ωφ)

C ′
5 max

(
‖φ‖(N,.)

(ωφ,∞)ω
−1
φ , 1

) .

Sa norme, dans cet espace, est majorée par C ′
6‖g′|T (φ(K),1)

‖(M ′2,.)

(C′
3
−1ω′,∞)

.

Comme on a ω′ =
λτωk′

φ

C′
1

et ‖φ‖(N,.)
(ωφ,∞)ω

−1
φ ≤ ω−2

φ , en posant

ω =
λτωk′+2

φ

C ′
3C

′
1C

′
5

,

on obtient ω ≤ ω′′. On en déduit,

‖g|V ′‖
(M ′2,.)
(ω,∞) ≤ C ′

6C
′
4C

′
2‖G‖

(M,M)
λ,τ ω−2n

φ .

D’autre part, en reprenant les notations du corollaire 3.2.10 avec z = φ(a),

on obtient G′ = G ◦Y Φ̂−1
φ(a). Ceci entrâıne, pour tout point a ∈ Z,

T ag = T φ(a)g
′ ◦Y

(
T aφ(·

Y
)− φ(a)

)
= G′(φ(a), ·

Y
) ◦Y Φ̂φ(a)

= G(φ(a), ·
Y

) ◦Y Φ̂−1
φ(a) ◦Y Φ̂φ(a)

= G(φ(a), ·
Y

)

et le résultat.

Le lemme suivant montre que certaines propriétés de la dérivation formelle
sont conservées lorsqu’on effectue la division à la Hironaka formelle.

Lemme 4.2.7. Soit W un ouvert de Rm. Soient F, G1, . . . , Gp, Q1, . . . , Qp

et R des éléments de C∞(W )[[Y ]] avec Y = (Y1, . . . , Yn). Si les propriétés
suivantes sont vérifiées,

– les séries G1, . . . , Gp forment une famille de diviseurs à la Hironaka,
– les séries Q1, . . . , Qp et R sont les quotients et reste de la division de

F par cette famille,
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alors, pour tout point b ∈ W , tout v ∈ Rn et tout w ∈ Rm, les égalités

Dv,Y F (b, Y ) = Dw,zF (b, Y ) et, ∀j ∈ {1, . . . , p}, Dv,Y Gj(b, Y ) = Dw,zGj(b, Y )

impliquent les relations

Dv,Y R(b, Y ) = Dw,zR(b, Y ) et, ∀j ∈ {1, . . . , p}, Dv,Y Qj(b, Y ) = Dw,zQj(b, Y ).

Démonstration. Elle reprend des idées développées par Bierstone et Milman
[BM2]. D’après les hypothèses, pour tout b ∈ W , on a

F (b, Y ) =

p∑
i=1

Gj(b, Y )Qj(b, Y ) + R(b, Y ).

En appliquant Dw,z et Dv,Y , on obtient

Dw,zF (b, Y ) =

p∑
j=1

Dw,zQj(b, Y )Gj(b, Y )

+

p∑
j=1

Qj(b, Y )Dw,zGj(Y ) + Dw,zR(b, Y )

et Dv,Y F (b, Y ) =

p∑
j=1

Dv,Y Qj(b, Y )Gj(b, Y )

+

p∑
j=1

Qj(b, Y )Dv,Y Gj(b, Y ) + Dv,Y R(b, Y ).

On en déduit l’égalité

q∑
j=1

(Dv,Y Qj (b, Y )−Dw,zQj (b, Y )) Gj(b, Y )

+ Dv,Y R(b, Y )−Dw,zR(b, Y ) = 0.

(4.39)

Les propriétés de support des séries formelles Gj, Qj et R montrent que (4.39)
est une division à la Hironaka de 0. De l’unicité de cette dernière, on déduit
le résultat.

4.2.2 Division à la Hironaka locale

Nous sommes, désormais, en mesure de démontrer un théorème de division
à la Hironaka sur un voisinage donné par une carte locale.
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Théorème 4.2.8. Soient V un ouvert borné de Rn et φ1, . . . , φd des fonctions
de classe C(N)(V ) telles que l’application φ définie par

φ(x) = (φ1(x), . . . , φd(x), xd+1, . . . , xn)

soit un difféomorphisme de V sur φ(V ) encadré par un réel ωφ appartenant
à ]0, 1]. Soit Z la sous-variété de Rn définie par

Z = {x ∈ V ; φ1(x) = · · · = φd(x) = 0}.

Soient τ un réel dans ]0, 1] et (g1, . . . , gp) un élément de
(
C

(M)
τ (V )

)p

formant

une famille de diviseurs C∞ sur Z à la Hironaka. Soient K un compact inclus
dans Z et V ′ un voisinage ouvert de K, relativement compact dans V et inclus
dans φ−1(T (φ(K), 1)) ∩ V . Il existe des constantes C1, C2, C3, C4, k, k′, l
et l′, ne dépendant que de n, M et N , telles que, pour tout réel positif λ
satisfaisant

λ < τ min

C1ω
2nC2
φ min

j=1,...,p

(
minz∈V ′∩Z |Dβjgj(z)|

βj!‖gj‖(M,.)
(τ,∞)

)C2

, 1

 (4.40)

et toute fonction f de classe C
(M)
λ (V ′), on puisse effectuer, dans V ′, une

division à la Hironaka sur K de f par la famille (g1, . . . , gp) dont les quotients
et reste vérifient les estimations suivantes :

− ∀j ∈ {1, . . . , p}, ‖qj|V ′‖
(M ′2,.)
(ω,∞) ≤ C4‖f‖(M,.)

(λ,∞)ω
−4n
φ

1

λl′ minz∈V ′∩Z |Dβjgj(z)|
,

− ‖r|V ′‖
(M ′2,.)
(ω,∞) ≤ C4‖f‖(M,.)

(λ,∞)ω
−4n
φ

avec

ω =
λlτ kωk′

φ

C3 max
j=1...,p

‖gj‖(M,.)
(τ,∞)

min

1, min
z∈V ′∩Z
j=1,...,p

|Dβjgj(z)|

 et M ′ = max(M, N).

Démonstration. L’idée est d’effectuer, en chaque point de K, une division
formelle de la série associée à f par les séries associées aux fonctions gj, puis
de construire des fonctions sur V ′ qui cöıncident, sur K, avec les quotients
et reste formels obtenus. Cette preuve se divise en trois parties : dans un
premier temps, il faut exhiber des séries formelles permettant de faire une
division à la Hironaka ; ensuite, on effectue cette division en précisant les es-
paces contenant les quotients et reste afin de pouvoir, dans la dernière étape,
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étendre ces séries en des fonctions appartenant à C(M ′2)(V ′).

Etape 1 : construction de diviseurs à la Hironaka.

Soient W la projection de φ(Z) ⊂ {0} × Rn−d sur Rn−d et W ′ celle de
φ(V ′ ∩ Z). Pour tout j ∈ {1, . . . , p}, on considère la série définie, pour tout
x′ ∈ W , par Gj(x

′, Y ) = T φ−1(0,x′)gj(Y ). D’autre part, le corollaire 3.2.9 four-
nit des constantes C ′

1, C ′
2 et k1, ne dépendant que de n, M et N , telles qu’on

ait ∥∥T φ−1(·z )gj(·Y )
∥∥(M,M ′)

ω1,ω2
≤ C ′

2 ‖gj‖(M,.)
(τ,∞) ω−2n

φ ,

avec ω1 = τ
C′

1
et ω2 =

τω
k1
φ

C′
1

. On en déduit

‖Gj‖(M,M ′)
(ω1,ω2) ≤ C ′

2‖gj‖(M,.)
(τ,∞)ω

−2n
φ . (4.41)

On considère la série G′
j à coefficients dans C

(M ′)
ω2 (W ′) définie, pour tout

x′ ∈ W ′, par G′
j(x

′, Y ) = Gj(x
′, Y ). La famille (G′

1, . . . , G
′
p) va jouer le rôle

de la famille de diviseurs dans le théorème 4.1.1. Il faut donc vérifier qu’elle
en satisfait les hypothèses. Vu 4.41, on a trivialement la majoration

‖G′
j‖

(M,M ′)
(ω1,ω2) ≤ C ′

2‖gj‖(M,.)
(τ,∞)ω

−2n
φ . (4.42)

On note (β1, . . . , βp) l’ensemble des n-uplets associés à la famille de diviseurs
(g1, . . . , gp). Compte tenu de l’inclusion φ−1 ({0} ×W ′) ⊂ Z, pour tout point
b′ ∈ W ′, on a Exp G′

j(b
′, ·

Y
) = βj et, par conséquent, Exp G′

j = βj. Ainsi,
la famille (G′

1, . . . , G
′
p) est un ensemble de diviseurs à la Hironaka. Il reste à

prouver que, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, le coefficient (G′
j)βj

est inversible dans
une algèbre de Banach B convenablement choisie. On a (G′

j)βj
= (Gj)βj |W ′ .

De plus, de (4.41) on déduit

‖(Gj)βj
‖(M ′,.)

(ω2,∞) ≤ C ′
2‖gj‖(M,.)

(τ,∞)ω
−2n
φ ω1

−|βj |M|βj |. (4.43)

L’ensemble W ′ étant un compact inclus dans le complémentaire des zéros de
(Gj)βj

, on peut appliquer le lemme 3.1.5 à la fonction (Gj)βj
: il existe des

constantes C ′
3 et C ′

4 telles qu’on ait∥∥∥∥ 1

(Gj)βj

∣∣
W ′

∥∥∥∥(M,.)

(ω′j ,∞)

≤ C ′
4

minz′∈W ′

∣∣(Gj)βj
(z′)
∣∣ , (4.44)

avec

ω′
j =

min
(
ω2, minz′∈W ′

∣∣(Gj)βj
(z′)
∣∣)

C ′
3 max

(∥∥(Gj)βj

∥∥(M,.)

(ω2,∞)
ω2

−1, 1
) .
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Pour tout z′ ∈ W ′, on a

(Gj)βj
(z′) =

Dβjgj(φ
−1(0, z′))

βj!
, (4.45)

avec (0, z′) ∈ φ−1(W ′) ⊂ V ′ ∩ Z.
En utilisant la propriété (4.43) et en posant

ω′′
j =

min
(
1, minz∈V ′∩Z

∣∣Dβjgj(z)
∣∣) τ |βj |+2ω2k1+2n

φ

βj!C ′
3C

′
2C

′
1
|βj |+2M|βj |‖gj‖(M,.)

(τ,∞)

,

on déduit ∥∥∥∥ 1

(Gj)βj

∣∣
W ′

∥∥∥∥(M,.)

(ω′′j ,∞)

≤ C ′
4βj!

minz∈V ′∩Z |Dβjgj(z)|
.

Donc, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, le coefficient (G′
j)βj

est inversible dans toute

algèbre de Banach C
(M)
ω (W ′) avec ω ≤ min(ω′′

1 , . . . , ω
′′
p).

On considère la série F ′ définie, pour tout x′ ∈ W ′, par

F ′(x′, Y ) = T φ−1(0,x′)f(Y ).

De la même manière qu’on a prouvé (4.41), on montre la majoration

‖F ′‖(M,M ′)
ω3,ω4

≤ C ′
2‖f‖

(M,.)
(λ,∞)ω

−2n
φ , (4.46)

avec ω3 = λ
C′

1
et ω4 =

λω
k1
φ

C′
1

. Si on pose ω5 = min(ω2, ω4, ω
′′
1 , . . . , ω

′′
p), il existe

des constantes C ′
5, k2 et k3 telles que la valeur de ω6 définie par

ω6 =
λτ k2ωk3

φ

C ′
5 maxj∈{1,...,p}‖gj‖(M,.)

(τ,∞)

min

1, min
z∈K

j∈{1,...,p}

∣∣Dβjgj(z)
∣∣

soit inférieure à ω5. On considère alors l’algèbre de Banach B = C
(M ′)
ω6 (W ′).

La série F ′ appartient à B[[Y ]]
(M)
ω3 . Le p-uplet

(
G′

1, . . . , G
′
p

)
est inclus dans(

B[[Y ]]
(M)
ω1

)p

et forme une famille de diviseurs à la Hironaka dans l’algèbre

B[[X]]
(M)
ω1 dont les exposants initiaux sont β1, . . . , βp. On a aussi montré que,

pour tout j ∈ {1, . . . , p}, la fonction
(
G′

j

)
βj

est inversible dans B. Les séries

G′
1, . . . , G

′
p vérifient donc les hypothèses du théorème 4.1.1.

D’autre part, d’après la définition de F ′, pour tout point a ∈ V ′ ∩ Z, si
on pose (0, b′) = φ(a), on a T af(Y ) = F ′(b′, Y ). On a des relations similaires
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entre les fonctions gj et les séries G′
j. En appliquant le lemme 4.2.3 avec f au

lieu de g , φ−1 au lieu de f , b = (0, b′) et w = (0, w′), w′ ∈ Rn−d, on obtient,
pour tout b′ ∈ W ′ et tout w′ ∈ Rn−d,

D(0,w′),zT φ−1(0,b′)f(Y ) = Ddφ−1(0,b′).(0,w′),Y T φ−1(0,b′)f(Y ).

De même, pour tout j ∈ {1, . . . , p}, tout b′ ∈ W ′ et tout w′ ∈ Rn−d, on a

D(0,w′),zT φ−1(0,b′)gj(Y ) = Ddφ−1(0,b′).(0,w′),Y T φ−1(0,b′)gj(Y ).

On en déduit, pour tout b′ ∈ W ′ et tout w′ ∈ Rn−d,

Dw′,zG
′
j(b

′, Y ) = Ddφ−1(0,b′).(0,w′),Y G′
j(b

′, Y ), ∀j ∈ {1, . . . , p},
et Dw′,zF

′(b′, Y ) = Ddφ−1(0,b′).(0,w′),Y F ′(b′, Y ).
(4.47)

Etape 2 : division formelle à la Hironaka.

Etant donnée la famille (G′
1, . . . , G

′
p), le théorème 4.1.1 fournit des constantes

C ′
7, C

′
8, C ′

9, l1, l2 et d < 1 permettant de diviser toute série formelle de

B[[X]]
(M)
λ′ dès que

λ′ < ω1 min

C ′
7 min

j=1,...,p

(
‖(G′

j)βj
‖B

‖G′
j‖

(M,.)
(ω1,B)

)C′
8

, 1

 . (4.48)

Or, pour tout j, on a

‖(G′
j)βj

‖B ≥ min
z′∈W ′

∣∣(G′
j)βj

(z′)
∣∣

≥ min
z∈V ′∩Z

∣∣Dβjgj(z)
∣∣

βj!
.

De (4.42), on déduit alors que, pour tout j, on a

‖(G′
j)βj

‖B
‖G′

j‖
(M,.)
(ω1,B)

≥
minz∈V ′∩Z

∣∣Dβjgj(z)
∣∣ω2n

φ

βj!C ′
2‖gj‖(M,.)

(τ,∞)

.

Donc, si le réel λ′ satisfait

λ′ ≤ τ

C ′
1

min

C ′
7C

′
2
−C′

8ω
2nC′

8
φ min

j=1,...,p

(
minz∈K |Dβjgj(z)|

βj!‖gj‖(M,.)
(τ,∞)

)C′
8

, 1

 , (4.49)
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alors il satisfait également (4.48). En posant C1 = C ′
7C

′
2
−C′

8 et C2 = C ′
8,

les conditions mises sur λ et la définition de ω3 impliquent que ω3 vérifie
(4.49). On peut, par conséquent, effectuer la division de F ′ par la famille

(G′
1, . . . , G

′
p). On obtient des séries Q′

1, . . . , Q
′
p et R′ appartenant à B[[X]]

(M)

dω
l1
3

telles que l’équation

F ′ =
P∑

j=1

G′
jQ

′
j + R (4.50)

soit une division à la Hironaka. Ces quotients et reste vérifient, de plus, les
estimations

∀j ∈ {1, . . . , p}, ‖Q′
j‖

(M,.)

(dω
l1
3 ,B)

≤
C ′

9‖
(
G′

j

)−1

βj
‖B

ωl2
3

‖F ′‖(M,.)
(ω3,B)

≤ C ′
9C

′
1
l2

λl2

C ′
4βj!

minz∈V ′∩Z |Dβjgj(z)|
C ′

2‖f‖
(M,.)
(λ,∞)ω

−2n
φ

et ‖R′‖(M,.)

(dω
l1
3 ,B)

≤ 2‖F ′‖(M,.)
(ω3,B) ≤ 2C ′

2‖f‖
(M,.)
(λ,∞)ω

−2n
φ .

(4.51)

Etape 3 : extension des quotients et reste.

Compte tenu de (4.47) et du lemme 4.2.7 appliqué avec W ′ au lieu de W ,
w = w′ ∈ Rn−d et v = dφ−1(0, b′).(0, w′) ∈ Rn, on a, pour tout point b′ ∈ W ′

et tout vecteur w′ ∈ Rn−d,

Dw′,zQ
′
j(b

′, Y ) = Ddφ−1(0,b′).(0,w′),Y Q′
j(b

′, Y ), ∀j ∈ {1, . . . , p},
et Dw′,zR

′(b′, Y ) = Ddφ−1(0,b′).(0,w′),Y R′(b′, Y ).
(4.52)

Dans ce qui suit, on détaille les arguments permettant d’étendre R′. La
procédure sera la même pour les quotients Q′

j.
Si, pour tout point (x′′, x′) ∈ Rd × W ′, on pose R ((x′′, x′) , Y ) = R′(x′, Y ),
on déduit de (4.52) l’égalité, pour tout w′ ∈ Rn−d et b′ ∈ W ′,

D(0,w′),zR((0, b′), Y ) = Ddφ−1(0,b′).(0,w′),Y R((0, b′), Y ).

Comme {0}×W ′ = φ(V ′∩Z), pour tout b ∈ φ(V ′∩Z) et tout w ∈ {0}×Rn−d,
on a l’égalité

Dw,zR(b, Y ) = Ddφ−1(b).w,Y R(b, Y ).

Les définitions de B et de R impliquent

‖R|φ(V ′)
‖(M,M ′)

dω
l1
3 ,ω6

= ‖R|φ(V ′)
‖(M,.)

(dω
l1
3 ,B)

≤ ‖R′‖(M,.)

(dω
l1
3 ,B)

.
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En appliquant le lemme 4.2.6 avec G = R et V ′ au lieu de V , on obtient une
fonction r ∈ C∞(Rn) telle qu’on ait, pour tout point a ∈ K,

T ar(Y ) = R(φ(a), Y ) = R′(b′, Y ),

avec (0, b′) = φ(a), et

‖r|V ′′‖
(M ′2,.)
(ω7,∞) ≤ C ′

12‖R|φ(V ′)
‖(M,M ′)

dω
l1
3 ,ω6

ω−2n
φ ,

avec ω7 =
dω

l1
3 ω6ω

k4
φ

C′
11

, V ′′ = φ−1(T (φ(K), 1))∩V ′ et des constantes C ′
11, C ′

12 et

k4 ne dépendant que de n, N et M . Or, compte tenu des hypothèses mises
sur V ′, on a V ′′ = V ′.
En reprenant les expressions de ω3, ω6 et (4.51), on obtient l’existence des
constantes C3, C4, k, k′, l et l′ telles que la valeur

ω =
λlτ kωk′

φ

C3 maxj∈{1,...,p}‖gj‖(M,.)
(τ,∞)

min

1, min
z∈V ′∩Z

j∈{1,...,p}

|Dβjgj(z)|


soit inférieure à ω7 et qu’on ait

‖r|V ′‖
(M ′2,.)
(ω,∞) ≤ C4‖f‖(M,.)

(λ,∞)ω
−4n
φ .

En raisonnant de même, on obtient des fonctions qj ∈ C
(M ′2)
ω (V ′) vérifiant,

pour tout a ∈ K, T aqj(Y ) = Q′
j(b

′, Y ), avec (0, b′) = φ(a). On en déduit,
pour tout a ∈ K,

T af(Y ) = F (b′, Y ) =

p∑
j=1

(Q′
jG

′
j)(b

′, Y ) + R′(b′, Y )

=

(
p∑

j=1

T aqjT agj + T ar

)
(Y )

et le résultat.

4.2.3 Théorème de division global

L’énoncé suivant utilise la fonction s définie dans le lemme 2.2.4. On
rapelle que M ′ désigne la suite max(M, N).
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Théorème 4.2.9. Soient un réel r > 0 et un quadruplet (L, K, ε, δ) vérifiant
la propriété CLU(N, r). Soit un p-uplet (g1, . . . , gp) ∈

(
C(M)(B(0, r))

)p
for-

mant une famille de diviseurs à la Hironaka sur la sous-variété Z = L\K et
β1, . . . , βp les exposants initiaux associés. Soient un réel µ ∈ ]0, r[ et Z ′ l’en-

semble Z∩B(0, r − µ). Pour tout a ∈ Z ′, on pose ωa = µs(2δ)N−1
1 ε2d(a, K)2δ

et Va = B(a, 2ωa). On suppose que, pour tout point a ∈ Z ′ et tout x ∈ Va∩Z,
on a

|Dβjgj(x)| ≥ εd(a, K)δ. (4.53)

Alors il existe des constantes ε1 et δ1, ne dépendant que des fonctions g1, . . . , gp,
de n et de M , telles qu’on ait la propriété (P) suivante.
(P) Soient f une fonction de C∞(B(0, r)) et, pour tout point a de Z ′, un
réel λa avec 0 < λa ≤ ε1d(a, K)δ1. Si, pour tout a ∈ Z ′, la restriction de f à

Va appartient à C
(M)
λa

(Va), les assertions suivantes sont vérifiées :

– on peut effectuer, dans B(0, r) \
(
K ∩B(0, r − µ)

)
, une division de f

sur Z ′ par la famille (g1, . . . , gp) ,
– il existe des quotients et reste dont la restriction à B (a, ωa) appartienne

à C(M ′2) (B (a, ωa)), pour tout point a de Z ′.
– si on a les estimations

ω′
a = inf

b∈B
“
a,

d(a,K)2δ

4

”
∩Z′

λb > 0 et C ′
a = sup

b∈B
“
a,

d(a,K)2δ

4

”
∩Z′

‖f|Vb
‖(M,.)

(λb,∞) < ∞,

alors il existe des quotients et reste, ainsi que des constantes C1, C2 et
l′, ne dépendant pas de a, tels qu’on ait

‖qj|B(a, ωa
2 )
‖(M ′2,.)

(C1d(a,K)2δω′a,∞)
≤ C2C

′
aω

′
a
−l′

et ‖r|B(a, ωa
2 )
‖(M ′2,.)

(C1d(a,K)2δω′a,∞)
≤ C2C

′
a.

Démonstration. Dans cette preuve, on commence par effectuer une division
locale au voisinage de chaque point de Z ′. Plus précisément, pour un point

a ∈ Z ′, on considère l’ouvert Va = B(a, 2ωa), le compact La = B
(
a, ωa

2

)
∩ Z

et V ′
a = B(a, ωa) qui est un voisinage ouvert de La relativement compact dans

Va. En appliquant le théorème 4.2.8 pour diviser la fonction f|V ′
a

par la famille

(g1|V ′
a
, . . . , gp|V ′

a
), on obtient des quotients et reste locaux, notés qa1, . . . , qap

et ra. Pour conclure, il suffit de recoller ces quotients et restes locaux grâce
à la proposition 2.2.5, de telle sorte qu’on ait, pour tout a ∈ Z ′, l’égalité
T af =

∑p
i=1 T agiT aqi +T ar. Cependant, comme pour tout a ∈ Z ′, la relation

T bf =
∑p

i=1 T bgiT bqai + T bra n’est valable que pour b ∈ B(a, ωa

2
) ∩ Z, on ne

peux appliquex la proposition 2.2.5 qu’avec les compacts L′ = L∩B(0, r − µ)
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pour L, K ′ = K ∩ B(0, r − µ) pour K et les valeurs µs(2δ) ε2

2N1
pour ε et 2δ

pour δ ; en effet, dans ce cas, les voisinages Va de la proposition 2.2.5 corres-
pondent aux ouverts V ′′

a = B
(
a, ωa

2

)
.

Division locale.
Soit a un point sur Z ′. De la définition de CLU(1, r), on déduit la majoration
d(a, K) ≤ min(2r, 1) et, par conséquent, les relations ωa ≤ µ

2
et Va ⊂ B(0, r).

Les fonctions g1, . . . , gp et f sont donc définies sur Va.

Si on pose ωa1 = εd(a, K)δ, le difféomorphisme φa vérifie ‖φa‖(N,.)
(ωa1,∞) ≤ ω−1

a1 .

D’autre part, d’après les propriétés de la fonctions s, on a s(2δ) ≤ 1
2
. Le

théorème des accroissements finis et la définition de ωa impliquent alors
l’inégalité d(φ(a), φ(b)) ≤ 1 pour tout point b ∈ B(a, 2ωa). Ainsi, on a
φ−1

a (T (φa(La), 1)) ∩ Va = Va.
D’autre part, le p-uplet (g1|Va

, . . . , gp|Va
) est une famille de diviseurs C∞ sur

La. On peut donc appliquer le théorème 4.2.8 avec Va pour V , V ′
a pour V ′,

Z ∩ Va pour Z et La pour K. On en déduit l’existence de constantes C ′
1, C ′

2,
C ′

3, C ′
4, k, k′, l et l′, ne dépendant pas du point a, telles que, pour tout réel

λ vérifiant

0 < λ < τ min

(
C ′

1

(
εd(a, K)δ

)2nC′
2 min

j=1...,p

(
infz∈V ′

a∩Z |Dβjgj(z)|

βj!‖gj|Va
‖(M,.)

(τ,∞)

)
, 1

)
,

(4.54)

on puisse effectuer une division sur La de toute fonction de C
(M)
λ (V ′

a) par la
famille g1|V ′

a
, . . . , gp|V ′

a
. Or, vu les hypothèses mises sur les fonctions Dβjgj, si

le réel λ satisfait

λ = C ′
3τ

(
εd(a, K)δ

)2nC′
2+1

maxj∈{1,...,p}

(
βj!‖gj‖(M,.)

(τ,∞)

) ,

avec C ′
3 une constante adaptée, indépendante de a, il satisfait aussi (4.54). Il

existe donc des constantes ε1 et δ1, ne dépendant pas de a, telles que, si λa

est dans l’intervalle ]0, ε1d(a, K)δ1 ], il vérifie (4.54).

Par conséquent, étant donnée une fonction f de C∞(B(0, r)) dont la

restriction à Va appartient à C
(M)
λa

(Va), on peut lui associer des fonctions
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qa1, . . . , qap et ra vérifiant :

− ∀z ∈ La, T zf =

p∑
j=1

T zgjT zqaj + T zra, (4.55)

− ‖qaj|
V ′

a

‖(M ′2,.)
(ωa2,∞) ≤ C ′

6

∥∥f|Va

∥∥(M,.)

(λa,∞)
ω−4n

a1

1

λl′
a minz∈V ′

a∩Z |Dβjgj(z)|
, (4.56)

− ‖ra|
V ′

a

‖(M ′2,.)
(ωa2,∞) ≤ C ′

6

∥∥f|Va

∥∥(M,.)

(λa,∞)
ω−4n

a1 , (4.57)

avec

ωa2 =
λl

aτ
kωk′

a1

C ′
5 maxj∈{1,...,p}

∥∥gj|Va

∥∥(M,.)

(τ,∞)

min

1, min
z∈V ′

a∩Z
j∈{1,...,p}

∣∣Dβjgj(z)
∣∣


et des constantes k, l, C ′
5 et C ′

6 ne dépendant ni de a ni de f . Compte tenu
de (4.53) et de la définition de ωa1, il existe des constantes ε′2, ε′3, δ′2, δ′3, C ′

7 et

C ′
8, ne dépendant ni de a, ni de f , telles que la constante ω′′

a =
λl

aτkε′3d(a,K)δ′3

C′
7

vérifie ω′′
a ≤ ω′

a et qu’on ait

‖qja|
V ′

a

‖(M ′2,.)
(ω′′a ,∞) ≤ C ′

8d(a, K)−δ′2
∥∥f|Va

∥∥(M,.)

(λa,∞)
λ−l′

a , ∀j ∈ {1, . . . , p}

et ‖ra|
V ′

a

‖(M ′2,.)
(ω′′a ,∞) ≤ C ′

8d(a, K)−δ′2
∥∥f|Va

∥∥(M,.)

(λa,∞)
.

(4.58)

Recollement des quotients et reste.
On détaille le cas du reste, la démarche étant exactement la même pour les
quotients.
De l’unicité de la division formelle, on déduit, pour tout a ∈ Z ′ et tout
b ∈ La, l’égalité T brb = T bra. Si on pose V ′′

a = B
(
a, ωa

2

)
, on a V ′′

a ∩ Z ⊂ La.

Donc, pour tout a ∈ Z ′ et tout b ∈ V ′′
a ∩ L′, on a T brb = T bra. De plus, la

fonction ra|V ′
a

appartient à C
(M ′2)
ωa2 (V ′

a). Par conséquent, on peut appliquer la

proposition 2.2.5 en remplaçant L par L′, K par K ′, ε par µs(2δ) ε2

N1
et δ par

2δ. On obtient l’existence d’une fonction r de C∞(Rn \ K ′) telle que, pour

tout point a ∈ Z ′, r|V ′′
a

appartienne à C(M ′2)(V ′′
a ) et vérifie T ar = T ara.

De plus, si la valeur ω′
a = inf

b∈B
“
a,

d(a,K)2δ

4

”
∩Z′ λb est non nulle et si la valeur

C ′
a = sup

b∈B
“
a,

d(a,K)2δ

4

”
∩Z′‖f|Vb

‖(M,.)
(ω′a,∞) est finie, alors il existe des constantes

C1 et C2, ne dépendant pas de a, telles qu’on ait

‖r|V ′′
a
‖(M ′2,.)

(C1d(a,K)2δω′a,∞)
≤ C2C

′
a.

Le théorème s’ensuit.



Chapitre 5

Bases standards d’idéaux

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’existence et à la construction d’une
base standard pour un idéal I de type fini dans une des classes Cl(U) considé-
rées en 1.10. En tout point a ∈ U , la preuve de la proposition [Mo2, Mo3](4.6)
permet de construire une base standard de l’idéal de séries formelles Ia. Mais,
lorsque a parcourt U , le diagramme Na des exposants initiaux de Ia varie
fortement ; il est même possible que le nombre de ses sommets change, comme
le montrent les exemples développés dans la section 5.5. De plus, étant donnée
une fonction f , l’exposant initial de la série T af n’est, en général, pas constant
lorsque le point a parcourt U . Il suffit de considérer la fonction f : (x, y) 7→
x + y au voisinage de l’origine pour s’en convaincre. Par conséquent, il
n’existe généralement pas de fonction f telle que, pour tout point a ∈ U , le
n-uplet Exp T af soit un sommet de Na. Nous allons cependant montrer que,
si les générateurs de I sont réel-analytiques, il est possible de décomposer U
en un nombre fini de composantes telles que Na soit constant sur chacune
de ces composantes. Nous fournirons, de plus, un algorithme permettant
de construire ces composantes Ci et de trouver, pour chaque i et chaque
sommet βi

j du diagramme des exposants initiaux associé à Ci, une fonction
f i

j réel-analytique sur U , appartenant à I et vérifiant, pour tout a ∈ Ci,

Exp T af
i
j = βi

j.
En s’inspirant des méthodes développées dans [Mo2, Mo1], on donne, dans

la section 5.2, une condition suffisante, plus faible que dans [Mo2](4.5), pour
qu’une famille de séries formelles soit une base standard d’un idéal Ia. Dans
la section 5.3, on adapte les résultats précédents afin d’obtenir une condition
suffisante pour qu’une famille de fonctions de Cl(U) soit une base standard
d’un idéal I sur un ensemble U ′. Puis, dans la section 5.4, on étudie plus
particulièrement le cas où les générateurs de I sont réel-analytiques. En re-
prenant les idées de [BM1], on développe une construction explicite d’une
base standard de l’idéal I sur un ensemble convenable.

108
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Dans ce chapitre, on utilise les notations introduites dans les sections 1.8 et
1.10, ainsi que quelques notions techniques introduites ci-après.

5.1 Notations et définitions

Etant donnés deux multi-indices (r1, . . . , rn) et (s1, . . . , sn), on définit le
n-uplet

m ((r1, . . . , rn) , (s1, . . . , sn)) = (max(r1, s1), . . . , max(rn, sn)) .

Soient F et G deux séries formelles. On définit la S-série de F et G par

S(F, G)(X) =
Xm(Exp F,Exp G)−Exp F

Init F
F (X)− Xm(Exp F,Exp G)−Exp G

Init G
G(X).

Ainsi, la série S(F, G) est un élément de l’idéal engendré par F et G dans
R[[X]]. Son exposant initial est strictement supérieur à m(Exp F, Exp G)
pour l’ordre L-I.
On dira, d’autre part, qu’une série formelle H est une S ′-série de F et G si
H est de la forme

H(X) = S(F, G)(X) + SF (X)F (X) + SG(X)G(X)

=

(
Xm(Exp F,Exp G)−Exp F

Init F
+ SF (X)

)
F (X)

−
(

Xm(Exp F,Exp G)−Exp G

Init G
− SG(X)

)
G(X),

avec les inégalités

Exp SF > m(Exp F, Exp G)− Exp F

et Exp SG > m(Exp F, Exp G)− Exp G.

Remarque 5.1.1. La série S(F, G) est une S ′-série de F et G.

Remarque 5.1.2. Pour toute S ′-série H de F et G, on a

Exp H > m(Exp F, Exp G).

5.2 Bases standards formelles

Dans cette section, on établit une condition suffisante, plus faible que
dans [Mo2, Mo1](4.5), pour qu’une famille de séries formelles soit une base
standard d’un idéal I .
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Lemme 5.2.1. Soit I un idéal de R[[X]]. Soit G = (G1, . . . , Gp) une famille
de séries formelles engendrant I. Pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on note αi l’ex-
posant initial de la série Gi. On suppose qu’à tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , p}2

est associée une S ′-série de Gi et Gj, notée S ′(Gi, Gj).
Si, pour tout couple d’indices (i, j) ∈ {1, . . . , p}2 avec i 6= j, le reste d’une
division faible à la Hironaka de S ′(Gi, Gj) par G est nul, alors la famille G

est une base standard formelle de l’idéal I.

Démonstration. C’est une modification mineure de la preuve du lemme 4.5
de [Mo2] ou [Mo1].
On considère une série formelle F non nulle de l’idéal I. Il existe donc des
séries formelles H1, . . . , Hp telles qu’on ait

F =

p∑
i=1

HiGi. (5.1)

On pose µH = mini=1,...,p Exp (HiGi). On a clairement

Exp F ≥ µH . (5.2)

On considère, alors, l’ensemble des écritures possibles de F sous la forme
(5.1). Il existe un p-uplet de séries formelles (H ′

1, . . . , H
′
p) tel qu’on ait l’égalité

F =
∑p

i=1 H ′
iGi et tel que µH′ soit maximal par rapport à l’ensemble des µH

où les séries H1, . . . , Hp satisfont l’équation (5.1). On va montrer qu’on a
µH′ = Exp F .
Pour alléger les notations, nous écrirons µ à la place de µH′ et, pour tout
couple (j, k) ∈ {1, . . . , p}2, j 6= k, γj,k pour m(αj, αk). On sait, par (5.2), que
µ ≤ Exp F . Supposons qu’on ait l’inégalité stricte

µ < Exp F.

Comme dans la preuve de [Mo2](4.5, équations 4.5.4 et 4.5.5), il existe des
constantes (cj,k)(j,k)∈{1,...,p}2 telles que la série F s’écrive sous la forme

F (X) =
∑

(j,k)∈{1,...,p}2
j 6=k

cj,kX
µ−γj,kS(Gj, Gk)(X) +

p∑
i=1

H ′′
i (X)Gi(X),

(5.3)

où, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, le n-uplet Exp (H ′′
i Gi) est strictement supérieur

à µ.
Comme, pour tout couple (j, k) ∈ {1, . . . , p}2, j 6= k, la série S ′(Gj, Gk) est
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une S ′-série de Gj et Gk, il existe des séries Sj,k
j et Sj,k

k vérifiant

Exp Sj,k
j > γj,k − αj, (5.4)

Exp Sj,k
k > γj,k − αk (5.5)

et S ′(Gj, Gk) = S(Gj, Gk) + Sj,k
j Gj + Sj,k

k Gk.

On peut donc réécrire l’égalité (5.3) sous la forme

F (X) =
∑
j,k
j 6=k

cj,kX
µ−γj,kS ′(Gj, Gk)(X)

−
∑
j,k
j 6=k

cj,kX
µ−γj,k(Sj,k

j (X)Gj(X) + Sj,k
k (X)Gk(X))

+

p∑
i=1

H ′′
i (X)Gi(X).

En regroupant les termes Gi, on obtient

F (X) =
∑
j,k
j 6=k

cj,kX
µ−γj,kS ′(Gj, Gk)(X)

+

p∑
i=1

(
H ′′

i (X)−
p∑

k=1,k 6=i

ci,kX
µ−γi,kSi,k

i (X)

−
p∑

j=1,j 6=i

cj,iX
µ−γj,iSj,i

i (X)
)
Gi(X).

Compte tenu de (5.4) et (5.5), pour tout couple (j, k), j 6= k, l’exposant initial
de Xµ−γj,kSj,k

j (X)Gj(X) et celui de Xµ−γj,kSj,k
k (X)Gk(X) sont strictement

supérieurs à µ. On a donc

F (X) =
∑
j,k
j 6=k

cj,kX
µ−γj,kS ′(Gj, Gk)(X) +

p∑
i=1

H ′′′
i (X)Gi(X), (5.6)

où, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, le n-uplet Exp (H ′′′
i Gi) est strictement supérieur

à µ. Par hypothèse, le reste d’une division faible à la Hironaka de S ′(Gj, Gk)
par la famille G est nul. Il existe donc des séries formelles Aijk telles qu’on
ait

S ′(Gj, Gk) =

p∑
i=1

AijkGi.
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On obtient∑
j,k
j 6=k

cj,kX
µ−γj,kS ′(Gj, Gk)(X) =

p∑
i=1

∑
j,k
j 6=k

cj,kX
µ−γj,kAijk(X)Gi(X). (5.7)

D’après le lemme 1.9.5, les séries Aijk vérifient

Exp AijkGi ≥ Exp S ′(Gj, Gk) > γj,k.

On en déduit que, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, l’exposant initial de la série∑
j,k
j 6=k

cj,kX
µ−γj,kAijkGi est strictement supérieur à µ. En reportant l’égalité

(5.7) dans (5.6), on montre que la série F peut s’écrire sous la forme

F (X) =

p∑
i=1

(
H ′′′

i (X) +
∑
j,k

cj,kX
µ−γj,kAijk(X)

)
Gi(X),

avec, pour tout i ∈ {1, . . . , p},

Exp

(
H ′′′

i +
∑
j,k

cj,kX
µ−γj,kAijk

)
Gi > µ.

Ceci contredit la maximalité de µ = µH′ . On a donc bien µH′ = Exp F .
D’autre part, la définition de µH′ implique qu’il appartient à l’union

p⋃
i=1

{Exp Gi + Nn}.

Finalement, on a montré que, pour toute série formelle F de l’idéal I, l’expo-
sant initial de F appartient à

⋃p
i=1{Exp Gi + Nn}. Ceci signifie exactement

que la famille (G1, . . . , Gp) est une base standard de l’idéal I.

L’algorithme de construction de bases standards fourni par la preuve de la
proposition [Mo2](4.6) est encore valable lorsqu’on remplace les S-séries par
des S ′-séries et la division à la Hironaka par une division faible à la Hironaka.

Algorithme 1

Soient I un idéal de séries formelles et G0 = (G1, . . . , Gp0) une famille
génératrice de I. On peut construire une base standard de I de la manière
suivante : pour tout j ∈ {1, . . . , p0}, on note α0

j l’exposant initial de Gj. A
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tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , p0}, on associe une S ′-série de Gi et Gj, notée
S ′(Gi, Gj).

On définit la famille G1 comme étant l’union de G0 et des restes d’une
division faible à la Hironaka des séries S ′(Gi, Gj) par la famille G0. Si la
famille G1 est égale à la famille G0, alors l’algorithme s’arrête. Dans le cas
contraire, on note α1

j , j = 1, . . . , t1, les exposants initiaux de la famille G1

rangés par ordre croissant. A tout couple d’éléments de la famille G1, on
associe une S ′-série de ces deux éléments. On construit une famille G2 comme
étant l’union de la famille G1 et des restes d’une division à la Hironaka faible
par G1 des S ′-séries associées à la famille G1. Si la famille G2 est égale à la
famille G1, l’algorithme s’arrête. Dans le cas contraire, on recommence.

Il reste à montrer que cet algorithme a un nombre fini d’étapes. Les argu-
ments sont les mêmes que ceux développés dans [Mo2](4.6) : étant donné un
entier k ∈ N, on note Λk =

(
Λk

1, . . . , Λk
pk

, Λk
C

)
la décomposition de Nn associée

aux n-uplets (αk
j )j∈{1,...,pk}. On considère 〈Gk〉 l’idéal engendré sur R[X] par

l’ensemble des monômes initiaux des éléments de Gk. Si on a Gk 6= Gk+1, cela
signifie que Gk+1 contient une série dont l’exposant initial appartient à Λk

C .
Donc, le monôme initial de cette série n’appartient pas à 〈Gk〉. On en déduit
que l’idéal 〈Gk〉 est strictement plus petit que 〈Gk+1〉. On a ainsi construit
une suite croissante d’idéaux monômiaux dans l’anneau des polynômes R[X]
qui est noethérien. Elle est donc stationnaire à partir d’un certain rang. On
conclut que cet algorithme s’arrête.

Concernant la dernière famille Gn0 obtenue, à tout couple d’éléments
de cette famille est associée une S ′-série et le reste d’une division de cette
dernière par la famille Gn0 est nul. D’après le lemme 5.2.1, la famille Gn0

forme alors une base standard de l’idéal I pour l’ordre lexicographique in-
verse.

De cet algorithme, on peut déduire une version plus faible du lemme 5.2.1.

Corollaire 5.2.2. Soient I un idéal de R[[X]] et N le diagramme des expo-
sants initiaux qui lui est associé. Soit G = (G1, . . . , Gp) une famille de séries
formelles engendrant l’idéal I. Pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on note αi l’expo-
sant initial de la série Gi. Soit Λ = (Λ1, . . . , Λp, ΛC) la décomposition de Nn

associée aux n-uplets αi. Si pour tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , p}2, il existe une
S ′-série de Gi et Gj, notée S ′(Gi, Gj) vérifiant

S ′(Gi, Gj) =

p∑
k=1

QijkGk + Rij

où
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– Rij est nul ou d’ordre strictement supérieur à |N |,
– pour tout k ∈ {1, . . . , p}, l’ordre de QijkGk est inférieur à |N | et

Exp (QijkGk) appartient à Λk,
alors la famille G est une base standard de l’idéal I.

Démonstration. On applique l’algorithme précédent à la famille G. Pour tout
couple (i, j) ∈ {1, . . . , p}2, on peut effectuer la division à la Hironaka de Rij

par la famille G. Ainsi Rij s’écrit sous la forme

Rij =

p∑
i=k

Q′
ijkGk + R′

ij.

Comme l’ordre de Rij est strictement supérieur à |N |, il en est de même
concernant l’ordre des séries Q′

ijkGk et R′
ij. L’ordre de la série QijkGk étant

inférieur à |N |, l’exposant initial de la série (Qijk + Q′
ijk)Gk est celui de

QijkGk. De plus, le support de la série R′
ij est inclus dans ΛC . Ceci entrâıne

que l’égalité

S ′(Gi, Gj) =

p∑
k=1

(Qijk + Q′
ijk)Gk + R′

ij

est une division faible à la Hironaka de la série S ′(Gi, Gj) par la famille G.
Dans l’algorithme 1, on définit alors la famille G1 comme étant l’union de
G et des restes R′

ij. Or, pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , p}2, l’exposant initial de
R′

ij est strictement supérieur à |N |. On en déduit que toute S ′-série associée
à R′

ij et à un autre élément de G1 sera d’ordre strictement supérieur à |N |.
En appliquant le lemme 1.9.5, on obtient qu’il en sera de même du reste
de la division de cette S ′-série par la famille G1. Ainsi, dans toute la suite
de l’algorithme 1, les restes seront nuls ou d’ordre strictement supérieur à
|N |. Cet algorithme ne fournira donc aucune série dont l’ordre est l’un des
sommets du diagramme des exposants initiaux. La propriété de l’algorithme
1 étant d’aboutir, après un nombre fini d’étapes, à une base standard de I,
on en déduit que G est déjà une base standard de I.

Jusqu’à présent, nous avons travaillé uniquement avec des séries formelles.
Il faut désormais adapter ces techniques au cas des fonctions indéfiniment
dérivables.

5.3 Bases standards de fonctions

Dans un premier temps, soulignons un fait trivial qui sera utilisé à plu-
sieurs reprises.
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Lemme 5.3.1. Soient U un ouvert de Rn et f une fonction de C∞(U).
Pour un point a ∈ U , si on note β l’exposant initial de la série T af , alors le

monôme inital de la série β!Taf

T a(Dβf)
est Xβ.

Démonstration. Au point a, on a Dβf(a) 6= 0, donc la série T a(Dβf) est
inversible et le monôme initial de son inverse est 1

Dβf(a)
. On en déduit le

résultat.

Dans un deuxième temps, on définit une division par une famille de fonc-
tions de Cl(U), de sorte que les développements en série du reste et des
quotients satisfassent des propriétés proches des conditions requises dans le
corollaire 5.2.2.

Définition 5.3.2. Soient U un ouvert de Rn, G = (g1, . . . , gp) une famille de
fonctions de Cl(U) et f ∈ Cl(U). Soit U ′ un sous-ensemble de U tel que, pour
tout point a ∈ U ′, on ait Exp f|U′ = Exp T af et, pour tout i ∈ {1, . . . , p},

Exp gi|U′ = Exp T agi.
Pour un entier naturel k fixé, on appelle Cl-division d’ordre k de f par
la famille G sur U ′, la donnée de p + 2 fonctions , q1, . . . , qp, r, h, de Cl(U)
vérifiant

– hf =
∑p

i=1 qigi + r dans U ,
– ∀a ∈ U ′, Exp T ar = Exp r|U ′ et ∀i ∈ {1, . . . , p}, Exp T aqi = Exp qi|U ′ ,
– pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on a

qi ≡ 0
ou

Exp qi|U′ + Exp gi|U′ ∈ Λi et |Exp qi|U′ + Exp gi|U′ | ≤ k,
– Exp r|U′ ∈ ΛC ou |Exp r|U′ | > k,
– ∀a ∈ U ′, h(a) 6= 0.

En particulier, pour tout a ∈ U ′, l’exposant initial de la série

T a(hf −
p∑

i=1

qigi)

appartient à ΛC ou est de longueur strictement supérieure à k.

Remarque 5.3.3. Si l’ensemble U ′ est réduit à un point a, il est toujours
possible d’effectuer une telle division. En effet, il suffit de faire la division à
la Hironaka de la série T af par la famille T ag1, . . . , T agp, puis de construire
des fonctions de Cl(U) dont les séries de Taylor au point a cöıncident jusqu’à
l’ordre k avec les quotients et reste de la division à la Hironaka effectuée.
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Lemme 5.3.4. Soient U un ouvert de Rn et U ′ un sous-ensemble de U .
Soient f1 et f2 deux fonctions de Cl(U). On suppose que, pour tout point
a ∈ U ′ et pour i = 1, 2, on a Exp T afi = Exp fi|U′ . On pose βi = Exp fi|U′
et

sU ′(f1, f2) = (m(β1, β2)− β1)!β1!(D
β1+β2−m(β1,β2)f2)f1

− (m(β1, β2)− β2)!β2!(D
β1+β2−m(β1,β2)f1)f2.

Alors, pour tout point a ∈ U ′, la série formelle T a(sU ′(f1, f2)) est le produit
d’une S ′-série associée à T af1 et T af2 et d’une série inversible.

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous noterons γ12 pour m(β1, β2).
Pour tout point a ∈ U ′, on a

T asU ′(f1, f2) = (γ12 − β1)!β1!T a

(
Dβ1+β2−γ12f2

)
T af1

− (γ12 − β2)!β2!T a

(
Dβ1+β2−γ12T af1

)
f2.

(5.8)

La définition des n-uplets βi, i = 1, 2, entrâıne que les séries T a

(
Dβ1f1

)
et T a

(
Dβ2f2

)
sont inversibles. On peut donc diviser (5.8) par le produit

T a

(
Dβ1f1

)
T a

(
Dβ2f2

)
:

T asU ′(f1, f2)

T a (Dβ1f1) T a (Dβ2f2)
=

(γ12 − β1)!T a

(
Dβ1+β2−γ12f2

)
T a (Dβ2f2)

β1!T af1

T a (Dβ1f1)

−
(γ12 − β2)!T a

(
Dβ1+β2−γ12ϕi

)
T a (Dβ1f1)

β2!T af2

T a (Dβ2f2)
.

Comme l’exposant initial sur U ′ de la fonction f2 est β2, celui de la fonction
Dβ1+β2−γ12f2 est γ12 − β1. En appliquant le lemme 5.3.1, on déduit alors la
relation

(γ12 − β1)!T a

(
Dβ1+β2−γ12f2

)
T a (Dβ2f2)

= Xγ12−β1 − S̃1,

où S̃1 est une série dont l’exposant initial est strictement supérieur à γ12−β1.
En raisonnant de même avec f1, on obtient l’égalité

T asU ′(f1, f2)

T a (Dβ1f1) T a (Dβ2f2)
= Xγ12−β1

β1!T af1

T a (Dβ1f1)
− S̃1

β1!T af1

T a (Dβ1f1)

−Xγ12−β2
β2!T af2

T a (Dβ2f2)
+ S̃2

β2!T af2

T a (Dβ2f2)
.
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En utilisant la relation

S

(
β1!T af1

T a (Dβ1f1)
,

β2!T af2

T a (Dβ1f1)

)
= Xγ12−β1

β1!T af1

T a (Dβ1f1)
−Xγ12−β2

β2!T af2

T a (Dβ2f2)
,

on obtient finalement

T asU ′(f1, f2) = T a

(
Dβ1f1

)
T a

(
Dβ2f2

)
×

(
S

(
β1!T af1

T a (Dβ1f1)
,

β2!T af2

T a (Dβ1f1)

)

− S̃1
β1!T af1

T a (Dβ1f1)
− S̃2

β2!T af2

T a (Dβ2f2)

)
.

Le lemme s’ensuit.

Définition 5.3.5. Sous les hypothèses du lemme 5.3.4, on dira que sU ′(f1, f2)
est la s-fonction associée à f1 et f2 sur U ′.

On est désormais en mesure d’énoncer une condition suffisante pour qu’une
famille G de fonctions de Cl(U) soit une base standard de l’idéal engendré
par G sur un sous-ensemble U ′ de U .

Théorème 5.3.6. Soit U un ouvert de Rn. Soient I un idéal de fonctions
de Cl(U) et G = (g1, . . . , gp), une famille génératrice de I. Soit U ′ un sous-
ensemble de U tel que, pour tout point a ∈ U ′ et tout i ∈ {1, . . . , p}, on ait
Exp (T agi) = Exp gi|U′ . Soit k un entier naturel.
Si, pour tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , p}2, i 6= j, le reste d’une Cl-division
d’ordre k de la fonction sU ′(gi, gj) par la famille G est nul ou d’ordre stric-
tement supérieur à k, alors, pour tout point a ∈ U ′ satisfaisant |Na| ≤ k, la
famille de séries formelles

(
T agi

)
i∈{1,...,p} forme une base standard de l’idéal

Ia.

Démonstration. Soit a un point de U ′ tel qu’on ait |Na| ≤ k.
En appliquant le lemme 5.3.4, on obtient que, pour tout couple d’indices
(i, j) ∈ {1, . . . , p}2, i 6= j, et tout a ∈ U ′, il existe une série formelle Haij

inversible et une S ′-série de T agi et T agj, notée S ′(T agi, T agj), telles qu’on
ait

T a(sU ′(gi, gj)) = HaijS
′(T agi, T agj).

De plus, l’hypothèse sur le reste de la division d’ordre k implique qu’il existe
une fonction h ne s’annulant pas sur U ′ telle qu’on ait

hsU ′(gi, gj) =

p∑
l=1

qlgl + r,
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avec, pour tout a ∈ U ′, r = 0 ou |Exp T ar| > k. On en déduit que, pour tout
point a ∈ U ′, on a

(T ah)HaijS
′(T agi, T agj) =

p∑
l=1

T aqlT agl + T ar.

Comme la fonction h ne s’annule pas sur U ′, pour tout a ∈ U ′, la série T ah
est inversible. Ceci nous donne

S ′(T agi, T agj) =

p∑
l=1

T aql

(T ah)Haij

T agl +
T ar

(T ah)Haij

. (5.9)

La série T ar
(T ah)Haij

est encore nulle ou d’ordre strictement supérieur à k. Par

conséquent, elle est d’ordre strictement supérieur à |Na|. D’autre part, pour
tout l ∈ {1, . . . , p}, le n-uplet Exp T a(glql) appartient à Λl. L’exposant initial

de la série T aql

T ahHaij
T agl appartient donc à Λl. On peut décomposer l’équation

(5.9), en tenant compte de l’exposant initial des séries T aqlT agl

T ahHaij
:

S ′(T agi, T agj) =
∑

l∈{1,...,p}˛̨̨̨
Exp

TaqlTagl
TahHaij

˛̨̨̨
≤|Na|

T aql

T ahHaij

T agl

+
∑

l∈{1,...,p}˛̨̨̨
Exp

TaqlTagl
TahHaij

˛̨̨̨
>|Na|

T aql

T ahHaij

T agl +
T r

T ahHaij

.

La deuxième série du membre de droite est nulle ou d’ordre strictement
supérieur à |Na|. Les séries S ′(T agi, T agj), (i, j) ∈ {1, . . . , p}2, i 6= j, sa-
tisfont donc les hypothèses du corollaire 5.2.2. On en déduit que la famille(
T agi

)
i∈{1,...,p} est une base standard de Ia.

D’autre part, pour tout a ∈ V , les diagrammes Na et NV sont liés l’un à
l’autre. Plus précisément, on a le lemme suivant.

Lemme 5.3.7. Soient U un ouvert de Rn. Soient I un idéal de type fini dans
Cl(U) et V un sous-ensemble de U . Pour tout point a ∈ V , on a NV 4 Na.

Démonstration. Soit (g1, . . . , gp) une famille génératrice de I.
Etant donné un point a ∈ V , on note αi, i ∈ {1, . . . , q}, les sommets de Na

et βi, i ∈ {1, . . . , q′}, les sommets de NV classés par ordre croissant. D’après
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le lemme 1.10.1, il existe une fonction f1 de I vérifiant T af1(Y ) = α1. On en
déduit la relation β1 ≤ Exp f1|V ≤ α1.
Si β1 < α1, alors on a NV ≺ Na et on conclut.
Si β1 = α1, on a obtenu une fonction f1 de I satisfaisant Exp f1|V = β1.
Soit r le plus grand entier naturel tel que, pour tout i ≤ r, on ait βi = αi et
l’existence d’une fonction fi dans I vérifiant Exp fi|V = Exp T afi = αi.
Si r = q = q′, on a NV = Na.
Si r = q < q′, on a NV ≺ Na.
Si r < q, d’après le lemme 1.10.1, il existe une fonction f de I vérifiant
Exp T af = αr+1. Visiblement, on a Exp f|V ≤ αr+1. Plusieurs cas sont alors
possibles :

(1) Exp f|V = αr+1,

(2) Exp f|V < αr+1 et Exp f|V /∈
r⋃

i=1

{αi + Nn},

(3) Exp f|V < αr+1 et Expf|V ∈
r⋃

i=1

{αi + Nn}.

Dans le cas (1), Exp f|V = αr+1 /∈
⋃r

i=1{αi +Nn} =
⋃r

i=1{βi +Nn}. On a
donc Exp f|V ∈

⋃q
i=r+1{βi + Nn}, d’où βr+1 ≤ Exp f|V = αr+1. Or, le choix

de r implique que cette inégalité est stricte et donc la relation NV ≺ Na.
Le cas (2) se traite de la même manière.

Dans le cas (3), on va voir, ci-après, qu’il est possible de construire une
fonction h0 de I vérifiant Exp T ah0 = αr+1 et Exp h0|V > Exp f|V .
Si h0 vérifie la condition (1) ou (2), on conclut comme précédemment. Si h0

vérifie la condition (3), on itère la construction de manière à obtenir une fonc-
tion h1 de I qui vérifie Exp T ah1 = αr+1 et Exp h1|V > Exp h0|V . Le proces-
sus s’arrête nécessairement après un nombre fini d’étapes h0, h1, . . . puisque
la suite (Exp hk|V )k≥0 est strictement croissante et majorée par αr+1. On est
donc toujours ramené au cas (1) ou (2). En conclusion, on aura βr+1 < αr+1.
Vu la définition de r, on en déduit NV ≺ Na.

Revenons à la construction de h0.
La condition (3) implique l’existence d’un indice i ∈ {1, . . . , r} et de γ ∈ Nn

tels que Exp f|V = αi + γ. On pose

h0(x) = Dαifi(x)f(x)− αi!γ!

(αi + γ)!
Dαif(x)fi(x).

Pour J ≤ αi + γ, la fonction DJf est identiquement nulle sur V . De même,
DJfi est nulle sur V pour J < αi puisque Exp fi|V = αi. On peut donc écrire,
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pour tout x dans V ,

T xh0(Y ) =

(∑
δ∈Nn

Dαi+δfi(x)

δ!
Y δ

)( ∑
J≥αi+γ

DJf(x)

J !
Y J

)

− αi!γ!

(αi + γ)!

(∑
δ≥γ

Dαi+δf(x)

δ!
Y δ

)(∑
J≥αi

DJfi(x)

J !
Y J

)
.

(5.10)

Il est facile de voir que Exp T xh0 ≥ αi + γ. De plus, le coefficient de
Y αi+γ est nul. On a donc Exp T xh0 > αi + γ, d’où l’on tire l’inégalité
stricte Exp h0|V > αi + γ = Exp f|V . Remarquons, maintenant, que la condi-
tion Exp T af = αr+1 implique DJf(a) = 0 pour J < αr+1. On en déduit
Exp T ah0 ≥ αr+1. En notant que αr+1 ne peut être de la forme αi + δ (ce
qui contredirait la minimalité du système de sommets α1, . . . , αq), on voit

que le coefficient de Y αr+1 dans T ah0 est Dαifi(a)
αi!

Dαr+1f(a)
αr+1!

, avec Dαifi(a) 6= 0,

puisque Exp T afi = αi, et Dαr+1f(a) 6= 0, puisque Exp T af = αr+1. Ce
coefficient est donc non nul et on a finalement Exp T ah0 = αr+1, comme
annoncé.

5.4 Base standard pour un idéal de fonctions

réel-analytiques

On s’intéresse désormais au cas où la famille de générateurs de l’idéal I est
constituée de fonctions réel-analytiques. On a vu dans la remarque 5.3.3 qu’il
est toujours possible d’effectuer une Cl-division à l’ordre k sur un point. Le
lemme suivant montre que, dans le cas analytique, cette propriété est vraie
pour tout ensemble analytique irréductible, en dehors d’un sous-ensemble
analytique propre.

Lemme 5.4.1. Soient U un ouvert de Rn et V un sous-ensemble analy-
tique irréductible de U . Soit G = (g1, . . . , gp) une famille de fonctions réel-
analytiques sur U . Soient f une fonction réel-analytique sur U et k un entier
naturel non nul. Il existe un sous-ensemble analytique propre W de V et des
fonctions q1, . . . , qp, r et h réel-analytiques sur U telles que l’équation

hf =
t∑

i=1

qigi + r

soit vérifiée et représente une division d’ordre k de la fonction f par la famille
G sur l’ensemble V \W .
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Démonstration. Elle est algorithmique.

Algorithme 2.

Pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on pose βi = Exp gi|V . Soit (Λ1, . . . , Λp, ΛC) la
décomposition de Nn associée à ces n-uplets. Quitte à supprimer des fonctions
gi, on peut supposer qu’on a

β1 < β2 < . . . < βp

et que, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, l’ensemble Λi est non vide.
Soit V ′ = {a ∈ V ; ∃i ∈ {1, . . . , p} ; Exp T agi 6= βi}. L’ensemble V ′ est
l’union des sous-ensembles V ′

i = {a ∈ V ; Dβigi(a) = 0}, i ∈ {1, . . . , p}. Or,
d’après la définition de βi, il existe un point ai ∈ V tel qu’on ait la relation
Exp T ai

gi = βi. Donc, pour tout i ∈ {1, . . . , p}, l’ensemble V ′
i est strictement

inclus dans V et V ′ est l’union de sous-ensembles analytiques propres de V .
Comme V est irréductible, on en déduit que V ′ est strictement inclus dans
V .

Si Exp f|V appartient à ΛC , on obtient le résultat avec r = f et

W = {a ∈ V ; Exp T af 6= Exp f|V } ∪ V ′

(les mêmes arguments que pour V ′ montrent que W est bien un sous-ensemble
analytique propre de V ).

Dans le cas contraire, par construction, l’exposant initial de T agi est
constamment égal à βi lorsque a parcourt V \V ′. Du lemme 5.3.1, on déduit

que la série βi!T agi

T a(Dβigi)
admet 1 pour coefficient initial et βi pour exposant

initial. Si on pose

Γai = Xβi − βi!T agi

T a(Dβigi)
, (5.11)

l’exposant initial de cette série est strictement supérieur à βi.

Principe de la décomposition de f .

On pose W 0 = V ′ ∪ {a ∈ V ; Exp T af 6= Exp f|V }. De l’irréductibilité de
V , on déduit que W 0 est un sous-ensemble analytique propre de V . On a
supposé que Exp f|V n’appartient pas à ΛC . On en déduit qu’il existe un
indice i0 dans {1, . . . , p} tel que Exp f|V appartienne à Λi0 . Dans ce cas, on
peut décomposer l’exposant initial de f|V sous la forme

Exp f|V = βi0 + δi0 .
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Ainsi, pour tout a ∈ V \W 0, le développement en série de f s’écrit

T af(X) = Dδi0
+βi0f(a)Xδi0

Xβi0

(δi0 + βi0)!
+

∑
K>δi0

+βi0

DKf(a)
XK

K!
. (5.12)

Le fait que, pour tout K < βi0 + δi0 , on ait DKf(a) = 0, fournit l’égalité

Dδi0
+βi0f(a)Xδi0 = δi0 !

T a

(
Dβi0f

)
(X)−

∑
K>δi0

DK+βi0f(a)
XK

K!

 . (5.13)

En reportant l’équation (5.13) dans l’expression (5.12), on obtient

T af(X) = T a

(
Dβi0f

)
(X)δi0 !

Xβi0

(δi0 + βi0)!

−
∑

K>δi0

DK+βi0f(a)
δi0 !X

K+βi0

(δi0 + βi0)!K!
+

∑
K>δi0

+βi0

DKf(a)
XK

K!
.

(5.14)

D’autre part, vu (5.11), on a

Xβi0 =
βi0 !T agi0

T a

(
Dβi0gi0

) − Γai0 . (5.15)

Le report de l’égalité (5.15) dans (5.14) donne

T af(X) = T a

(
Dβi0f

)
(X)

δi0 !βi0 !

(δi0 + βi0)!

T agi0(X)

T a

(
Dβi0gi0

)
(X)

+ G1
a(X),

avec

G1
a(X) =

δi0 !

(δi0 + βi0)!

T a

(
Dβi0f

)
(X)Γai0(X)−

∑
K>δi0

DK+βi0f(a)
XK+βi0

K!


+

∑
K>δi0

+βi0

DKf(a)
XK

K!
.

(5.16)

On a encore

G1
a = T af − T a

(
Dβi0f

) δi0 !βi0 !

(δi0 + βi0)!

T agi0

T a

(
Dβi0gi0

) .
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D’après les propriétés de Γai0 , de Dβi0f et (5.16), l’exposant initial de la série
G1

a est strictement supérieur à δi0 + βi0 = Expf|V .
Considérons maintenant la fonction r1 définie par

r1 =
(
Dβi0gi0

)
f −Dβi0f

δi0 !βi0 !

(δi0 + βi0)!
gi0 .

Visiblement, cette fonction est réel-analytique sur U . De plus, pour tout point
a ∈ V \W 0, on a

T ar
1 = T a(Dβi0gi0)T af − T a(Dβi0f)

δi0 !βi0 !

(δi0 + βi0)!
T agi0

= T a(Dβi0gi0)

(
T af − T a(Dβi0f)

δi0 !βi0 !

(δi0 + βi0)!

T agi0

T a(Dβi0gi0)

)
= T a(Dβi0gi0)G

1
a.

On a donc l’égalité Exp T ar
1 = Exp G1

a. On en déduit que l’exposant initial
de T ar

1 est strictement supérieur à Exp f|V .
On pose W 1 = W 0 ∪ {a ∈ V ; Exp T ar

1 6= Exp r1
|V }. Des arguments déjà

utilisés au début de la preuve montrent que c’est un sous-ensemble analy-
tique propre de V .

Si on pose q1
i0

= Dβi0f
δi0

!βi0
!

(δi0
+βi0

)!
, cette fonction est réel-analytique sur U et,

pour tout a ∈ V \W 1, le n-uplet
(
Exp T aq

1
i0

)
+ βi0 = δi0 + βi0 appartient à

Λi0 . On pose h1 = Dβi0gi0 et, pour tout tout i ∈ {1, . . . , p}, i 6= i0, q1
i = 0.

On a ainsi produit le résultat suivant.
Il existe un sous-ensemble analytique propre W 1 de V et des fonctions r1, h1

et q1
i , i ∈ {1, . . . , p}, réel-analytiques sur U , telles qu’on ait

h1f =

p∑
i=1

q1
i gi + r1

et
– q1

i ≡ 0
ou

i = i0 et, pour tout a ∈ V \W 1,

Exp T af = Exp T aq
1
i + βi ∈ Λi, (5.17)

– pour tout a ∈ V \W 1,

Exp T ar
1 = Exp r1

|V > Exp f|V , (5.18)
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– pour tout a ∈ V \W 1, h1(a) 6= 0.

Principe d’itération.
Si le n-uplet Exp r1

|V appartient à ΛC ou si sa longueur est strictement
supérieure à k, on a obtenu le résultat recherché.
Sinon, on réitère le processus de décomposition en prenant r1 à la place de
f . On obtient, ainsi, un sous-ensemble analytique propre W 2 de V contenant
W 1 et des fonctions r2, h2 et q2

i , i ∈ {1, . . . , p}, réel-analytiques sur U , telles
qu’on ait

h2r1 =

p∑
i=1

q2
i gi + r2

et
– q2

i ≡ 0
ou,

pour tout a ∈ V \W 2,

Exp T ar
1 = Exp T aq

2
i + βi ∈ Λi, (5.19)

– pour tout a ∈ V \W 2,

Exp T ar
2 = Exp r2

|V > Exp r1
|V , (5.20)

– pour tout a ∈ V \W 2, h2(a) 6= 0.

On obtient alors

h1h2f =

p∑
i=1

(h2q1
i + q2

i )gi + r2.

On a immédiatement la propriété (h1h2)(a) 6= 0 pour tout a ∈ V \W 2.
D’autre part, on a aussi Exp r2

|V > Exp r1
|V > Exp f|V .

En ce qui concerne les propriétés de h2q1
i + q2

i , pour tout a ∈ V \W 2, on est
dans l’un des quatre cas suivants :

– si q1
i ≡ 0 et q2

i ≡ 0 alors h2q1
i + q2

i ≡ 0,
– si q1

i ≡ 0 et q2
i 6≡ 0, alors, vu (5.19), on a

Exp T a(h2q1
i + q2

i ) + βi = Exp T aq
2
i + βi ∈ Λi,

– si q1
i 6≡ 0 et q2

i ≡ 0, alors, vu (5.17), on a

Exp T a(h2q1
i + q2

i ) + βi = Exp T a(h2q1
i ) + βi

= Exp T aq
1
i + βi ∈ Λi,
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– si q1
i 6≡ 0 et q2

i 6≡ 0, en utilisant (5.17) pour la deuxième égalité et (5.19)
pour la dernière, on obtient

Exp T a(h2q1
i ) = Exp T aq

1
i = Exp T af−βi < Exp r1

|V −βi = Exp T aq
2
i .

On en déduit Exp T a(h2q1
i + q2

i ) + βi = Exp T aq
1
i + βi ∈ Λi.

De plus, dans tous les cas vus ci-dessus, compte tenu de (5.18) et de (5.19),
on a l’inégalité

|Exp T a(h2q1
i + q2

i ) + βi| ≤ |Exp r1
|V | ≤ k.

Si le n-uplet Exp r2
|V appartient à ΛC ou si sa longueur est strictement

supérieure à k, on a obtenu le résultat recherché. Sinon, on recommence
avec r2. L’entier k étant fixé et la suite (Exp rm

|V )m∈N strictement croissante,
ce processus contient un nombre fini n0 d’itérations. A la dernière étape, on
obtient (

n0∏
j=1

hj

)
f =

p∑
i=1

(
n0∑

j=1

qj
i

(
n0∏

l=j+1

hl

))
gi + rn0 ,

le n-uplet Exp T a

(∑n0

j=1 qj
i

(∏n0

l=j+1 hl
))

+ βi étant de longueur inférieure à

k et appartenant à Λi.

Théorème 5.4.2. Soient U un ouvert de Rn et V un sous-ensemble analy-
tique irréductible de U . Soient ϕ1, . . . , ϕp des fonctions réel-analytiques sur
U et I l’idéal qu’elles engendrent dans Cl(U). Il existe un sous-ensemble
analytique propre W de V et des fonctions g1, . . . , gt appartenant à I et réel-
analytiques sur U telles que, pour tout point a ∈ V \W , on ait Na = NV \W et,
si on note β1, . . . , βt les sommets de NV \W , on ait, pour tout i ∈ {1, . . . , t},

βi = Exp T agi = Exp gi|V \W
.

Démonstration. Elle consiste en un algorithme.

Algorithme 3.

On désigne par G0 la famille constituée des fonctions ϕ1, . . . , ϕp. Pour
tout indice i ∈ {1, . . . , p}, on pose β0

i = Exp ϕi|V . Soient (Λ0
1, . . . , Λ0

p, Λ0
C)

la décomposition de Nn associée aux β0
i , N 0 le diagramme de Nn donné par

N 0 =
⋃

i∈{1,...,p} Λ0
i et m(0) = maxi∈{1,...,p} |β0

i |+ 1.
On pose

W 0 = {a ∈ V ; ∃i ∈ {1, . . . , p}, Exp T aϕi 6= Exp ϕi|V }.
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Les fonctions ϕi étant réel-analytiques sur U , l’ensemble W 0 est l’union de
sous-ensembles analytiques propres de V , à savoir

W 0
i = {a ∈ V ; Dβ0

i ϕi(a) = 0}, i ∈ {1, . . . , p}.

De l’irréductibilité de V , on déduit alors que l’ensemble V \W 0 est non vide.
Pour tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , p}2, i 6= j, on peut définir la s-fonction
associée à ϕi et ϕj, notée sV \W 0(ϕi, ϕj) et le n-uplet γ0

ij = m(β0
i , β

0
j ). En

appliquant le lemme 5.4.1 avec G = G0, f = sV \W 0(ϕi, ϕj) et k = m(0), on
obtient un sous-ensemble analytique propre de V , noté W 1

ij, et un reste, noté

r0
ij, d’une division sur V \W 1

ij d’ordre m(0) de la fonction sV \W 0(ϕi, ϕj) par la
famille G0. La fonction r0

ij appartient à I, est réel-analytique sur U et, pour
tout a ∈ V \W 1

ij, vérifie

Exp T ar
0
ij = Exp r0

ij|V . (5.21)

De l’irréductibilité de V , on déduit que W 1 = W 0 ∪ {∪(i,j)∈{1,...,p}2W
1
ij} est

un sous-ensemble analytique propre de V . Soit G1 la réunion de la famille
G0 et de l’ensemble des restes r0

ij dont l’exposant initial appartient à Λ0
C .

On remarque que la famille G1 est constituée de fonctions réel-analytiques
appartenant à I et qu’elle engendre I.

On utilise alors le procédé récursif suivant.
Pour tout k ≥ 1, on considère le support de la famille Gk,

{βk
i ; i ∈ {1, . . . , tk}} := {Exp g|V , g ∈ Gk}.

Soient
(
Λk

1, . . . , Λk
tk

, Λk
C

)
la décomposition de Nn associée à cet ensemble, N k

le diagramme
⋃

i∈{1,...,tk} Λk
i et m(k) la valeur

max
(
m(k−1), |βk

1 |, . . . , |βk
tk
|
)

+ 1.

Par construction, pour tout point a ∈ V \W k et toute fonction g ∈ Gk, on a

Exp T ag = Exp g|V ;

pour la famille G1, cela découle de la relation (5.21). Pour tout couple (f, g),
f 6= g, de fonctions de Gk, on peut donc définir la s-fonction sV \W k(f, g). Le

lemme 5.4.1 appliqué avec G = Gk, f = sV \W k(f, g) et k = m(k), donne un

sous-ensemble analytique propre, W k+1
fg , de V et un reste, rk

fg, de la division

d’ordre m(k). On pose

W k+1 = W k ∪

( ⋃
f∈Gk,g∈Gk

f 6=g

W k+1
fg

)
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et on définit Gk+1 comme étant l’union de Gk et des fonctions rk
fg dont l’ex-

posant initial appartient à Λk
C . On a alors N k ⊂ N k+1 et l’équivalence

Gk  Gk+1 ⇐⇒ N k  N k+1. (5.22)

Pour tout couple (f, g) et tout point a ∈ V \W k+1, la fonction rk
fg vérifie

Exp T ar
k
fg = Exp rk

fg|V .

On obtient ainsi une suite de diagrammes de Nn vérifiant

N 0 ⊂ N 1 ⊂ . . . ⊂ N k ⊂ . . . .

Du lemme 1.8.5, on déduit que cette suite est stationnaire. Soit k0 un en-
tier naturel tel que, pour tout k ≥ k0, on ait N k = N k0 . On déduit de
l’équivalence (5.22) que, pour tout k ≥ k0, on a Gk = Gk0 et, par conséquent,
W k = W k0 . On pose W = W k0 .

Nous devons maintenant montrer que la famille Gk0 contient les fonctions
gj recherchées.
La stabilité de la famille Gk, k ≥ k0, par le procédé récursif entrâıne que, pour
tout m supérieur à m(k0) et tout couple (f, g) de fonctions de Gk0 , le reste
d’une Cl-division d’ordre m de sV \W (f, g) par la famille Gk0 est nul ou d’ordre
strictement supérieur à m. Pour tout point a ∈ V \W , on déduit du théorème
5.3.6, appliqué avec m = max(m(k0), |Na|), que la famille

(
T ag

)
g∈Gk0

forme

une base standard de l’idéal Ia. On a donc

Na =
⋃

g∈Gk0

{Exp T ag + Nn}.

Or, par construction, on a Exp T ag = Exp g|V \W
. Il en résulte que Na est

indépendant de a. Soit, à présent, βi un sommet de NV \W . Il existe alors
une fonction fi ∈ I telle que βi = Exp fi|V \W

et, par conséquent, il existe

ai ∈ V \ W tel que βi = Exp T ai
fi. On a donc βi ∈ Nai

= Na. On en tire
l’inclusion NV \W ⊂ Na, d’où Na 4 NV \W compte tenu de la remarque 1.8.3.
Le lemme 5.3.6 implique alors NV \W = Na. On en tire que les sommets de
NV \W sont les sommets α1, . . . , αt d’un Na donné ; il suffit alors de choisir,
dans Gk0 , un élément gj tel que Exp T agj = αj, j = 1, . . . , t.

5.5 Exemples de constructions de bases stan-

dards

Dans cette section, on développe la construction de bases standards pour
un idéal de fonctions dont les générateurs sont analytiques (en réalité des
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polynômes, car les calculs deviennent vite très complexes). Ces exemples
font clairement apparâıtre la variation du diagramme des exposants initiaux.
D’autre part, l’étude sur V2, dans l’exemple 2, illustre la méthode de calcul
d’une base standard formelle et l’utilisation qui en est faite pour la calcul
d’une base de classe Cl. En reprenant les notations des algorithmes 2 et 3, on
commence par décomposer l’ensemble des zéros en composantes irréductibles
puis, sur chacun de ces ensembles, on effectue, de manière récursive, la boucle
suivante, avec la valeur initiale k = 0.

– a.k. Déterminer W k, Λk et m(k).
– b.k. Déterminer, pour tout couple de fonction de la famille Gk, γij et

sV \W k(fi, fj).

– c.k. Effectuer la division d’ordre m(k) de sV \W k(fi, fj) par la famille Gk,
en utilisant l’algorithme 2.

– d.k. Si les restes de la division sont tous nuls, conclure. Sinon, déterminer
Gk+1 et recommencer la boucle.

5.5.1 Exemple 1 : l’idéal I est engendré par les fonc-
tions ϕ1 : (x, y, z) 7→ x2 − y3 et ϕ2 : (x, y, z) 7→ xz.

L’ensemble des zéros de I est donné par

V (I) = {P = (a, b, c) ∈ R3 ; a2 − b3 = 0, ac = 0}.

Cet ensemble peut être décomposé en deux composantes irréductibles :

V1 = {(0, 0, c) ; c ∈ R}
et V2 = {(a, b, 0) ∈ R3 ; a2 − b3 = 0}.

En tout point P = (a, b, c) de R3, l’idéal IP est engendré par les séries
formelles

T P ϕ1(X, Y, Z) = (X + a)2 − (Y + b)3

et T P ϕ2(X, Y, Z) = (X + a)(Z + c).

Etude sur V1.

−a.0. Tous les points de V1 sont réguliers. Pour tout P ∈ V1, l’idéal IP

est engendré par les séries

T P ϕ1(X, Y, Z) = X2 − Y 3

et T P ϕ2(X, Y, Z) = XZ + Xc.
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On a β0
1 = (2, 0, 0) et β0

2 = (1, 0, 0). On remarque que, pour tout point P de
V1\{(0, 0, 0)}, on a Exp T P ϕ2 = β0

2 , alors que Exp T (0,0,0)ϕ2 = (1, 0, 1) 6= β0
2 .

De plus, pour tout P ∈ V1 \ {(0, 0, 0)}, on a aussi Exp T P ϕ1 = β0
1 . On pose

donc W 0 = (0, 0, 0) et m(0) = 3.

−b.0. Sur V1 \W 0, on a γ0
12 = m ((2, 0, 0) , (1, 0, 0)) = (2, 0, 0) et

sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) = (0, 0, 0)!(2, 0, 0)!
(
D(1,0,0)ϕ2

)
ϕ1

− (1, 0, 0)!(1, 0, 0)!
(
D(1,0,0)ϕ1

)
ϕ2

= 2z × (x2 − y3)− 2x× xz

= −2zy3.

−c.0. Pour tout point P ∈ V1 \W 0, on a

T P sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) (X, Y, Z) = −2ZY 3 − 2cY 3

et Exp T P sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) = (0, 3, 0). Lorsqu’on effectue la division d’ordre 3
de sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) par ϕ1 et ϕ2 sur V1 \W 0, on remarque que l’exposant de
sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2), à savoir (0, 3, 0), appartient à Λ0

C . On en déduit que le reste
de cette division est la fonction sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) elle-même. Cela implique que
W 1 = W 0.

−d.0. On pose alors G1 = {ϕ1, ϕ2, sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2)} et on réitère le procédé
avec la famille G1.

−a.1 à c.1. Pour simplifier les notations, on pose sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) = f 1
3 . On

voit immédiatement que le reste de la division d’ordre 4 de la s-fonction de
ϕ1 et ϕ2, à savoir f 1

3 , par la famille G1 est nul. D’autre part, on a l’égalité
γ0

13 = m((2, 0, 0), (0, 3, 0)) = (2, 3, 0). La s-fonction sV1\W 0 (ϕ1, f
1
3 ) est donc

donnée par

sV1\W 0

(
ϕ1, f

1
3

)
= (0, 3, 0)!(2, 0, 0)!

(
D(0,0,0)f 1

3

)
ϕ1

− (2, 0, 0)!(0, 3, 0)!
(
D(0,0,0)ϕ1

)
f 1

3

= 0.

De même, on trouve γ0
23 = m((1, 0, 0), (0, 3, 0)) = (1, 3, 0). La s-fonction

sV1\W 0 (ϕ2, f
1
3 ) est nulle.

−d.1. On déduit alors que, quel que soit l’ordre de division, tous les restes
seront nuls. Ainsi la boucle s’achève. En appliquant le théorème 5.3.6, on
conclut que, pour tout point P ∈ V1 \W 0, la famille (T P ϕ1, T P ϕ2, T P f 1

3 ) est
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une base standard formelle de IP et, par suite, G1 est une base standard de
I sur l’ensemble V1 \W 0. Ceci implique que le diagramme NV1\W 0 est donné
par

NV1\W 0 =
(
(2, 0, 0) + N3

)
∪
(
(1, 0, 0) + N3

)
∪
(
(0, 3, 0) + N3

)
=
(
(1, 0, 0) + N3

)
∪
(
(0, 3, 0) + N3

)
.

Il apparâıt clairement que les fonctions ϕ2 et f 1
3 suffisent pour former une

base standard de I sur V1 \W 0.

Remarque 5.5.1. On peut aussi conclure en remarquant, qu’à chaque itération
de l’algorithme 3, on a W k = W k−1 = W 0 et Gk = Gk−1 = G1. Donc, au
final, l’algorithme fournit W 0 et la famille G1.

On passe maintenant à l’étude de W 0.

Etude au point (0, 0, 0).

−a.0. Puisque l’ensemble d’étude est réduit au point (0, 0, 0), les en-
sembles W k et V k sont toujours vides. Au point P = (0, 0, 0), l’idéal IP

est engendré par les séries

T P ϕ1(X, Y, Z) = X2 − Y 3

et T P ϕ2(X, Y, Z) = XZ.

Les exposants initiaux des séries T P ϕ1(X, Y, Z) et T P ϕ2(X, Y, Z) sont res-
pectivement β0

1 = (2, 0, 0) et β0
2 = (1, 0, 1).

−b.0. On a donc γ0
12 = (2, 0, 1). La s-fonction associée aux fonctions ϕ1

et ϕ2 sur {(0, 0, 0)} est

s(0,0,0) (ϕ1, ϕ2) = (0, 0, 1)!(2, 0, 0)!
(
D(1,0,0)ϕ2

)
ϕ1

− (1, 0, 0)!(1, 0, 1)!
(
D(1,0,0)ϕ1

)
ϕ2

= 2z × (x2 − y3)− 2x× xz

= −2zy3.

−c.0. On a Exp s(0,0,0) (ϕ1, ϕ2) = (0, 3, 1). Ce triplet appartient à Λ0
C . On

en déduit que le reste de la division d’ordre 3 de s(0,0,0) (ϕ1, ϕ2) par ϕ1 et ϕ2

est la fonction s(0,0,0) (ϕ1, ϕ2). On notera cette dernière fonction f 1
3 .

−d.0. On pose G1 = {ϕ1, ϕ2, f
1
3} et on réitère le procédé avec la famille G1.
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−a.1 à c.1. Il est immédiat que le reste de la division d’ordre 4 de la s-
fonction de ϕ1 et ϕ2, à savoir f 1

3 , par la famille G1 est nul. D’autre part, on
a γ0

13 = m((2, 0, 0), (0, 3, 1)) = (2, 3, 1). La s-fonction s(0,0,0) (ϕ1, f
1
3 ) est donc

donnée par

s(0,0,0)

(
ϕ1, f

1
3

)
= (0, 3, 1)!(2, 0, 0)!

(
D(0,0,0)f 1

3

)
ϕ1

− (2, 0, 0)!(0, 3, 1)!
(
D(0,0,0)ϕ1

)
f 1

3

= 0.

De la même manière, on a γ0
23 = m((1, 0, 0), (0, 3, 1)) = (1, 3, 1). La s-fonction

s(0,0,0) (ϕ2, f
1
3 ) est identiquement nulle.

−d.1. De là, on déduit que, quel que soit l’ordre de division, tous les
restes seront nuls. En appliquant le théorème 5.3.6, on conclut que la famille
G1 est une base standard de I sur l’ensemble {(0, 0, 0)}. Ceci implique que le
diagramme N(0,0,0) est donné par

N(0,0,0) =
(
(2, 0, 0) + N3

)
∪
(
(1, 0, 1) + N3

)
∪
(
(0, 3, 1) + N3

)
.

Remarque 5.5.2. Ici, le nombre de sommets du diagramme est strictement
supérieur au nombre de générateurs de l’idéal.

Etude sur V2.

−a.0. En tout point P = (a, b, c) de V2, l’idéal IP est engendré par les
séries formelles

T P ϕ1(X, Y, Z) = 2aX − 3b2Y + X2 − 3bY 2 − Y 3

et T P ϕ2(X, Y, Z) = (X + a)Z.

On a β0
1 = (1, 0, 0) et β0

2 = (0, 0, 1). On remarque que, pour tout point
P ∈ V2 \ {(0, 0, 0)}, on a Exp T P ϕ1 = β0

1 et Exp T P ϕ2 = (0, 0, 1) = β0
2 . On

pose donc W 0 = (0, 0, 0) (les calculs d’une base standard sur W 0 ont déjà
été effectués).

−b.0. Sur V2 \W 0, on a γ0
12 = m ((1, 0, 0) , (0, 0, 1)) = (1, 0, 1) et

sV2\W 0 (ϕ1, ϕ2) = (0, 0, 1)!(1, 0, 0)!
(
D(0,0,0)ϕ2

)
ϕ1

− (1, 0, 0)!(0, 0, 1)!
(
D(0,0,0)ϕ1

)
ϕ2

= xz × (x2 − y3)− (x2 − y3)× xz

= 0.
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−c.0 et d.0. De là, on déduit que, quel que soit l’ordre de division, tous les
restes seront nuls. En appliquant le théorème 5.3.6, on conclut que la famille
G0 est une base standard de I sur l’ensemble V2 \W 0. Ceci implique que le
diagramme NV2\W 0 est donné par

NV2\W 0 =
(
(1, 0, 0) + N3

)
∪
(
(0, 0, 1) + N3

)
.

5.5.2 Exemple 2 : l’idéal I est engendré par les fonc-
tions ϕ1 : (x, y, z) 7→ x2−zy2, ϕ2 : (x, y, z) 7→ xz(z−y).

L’ensemble des zéros de I est l’ensemble des points P = (a, b, c) ∈ R3

satisfaisant le système d’équations

V (I) =

{
a2 − b2c = 0
ac(b− c) = 0

.

On peut le décomposer en trois composantes irréductibles

V1 =

{
a = 0
b = 0

, V2 =

{
a = 0
c = 0

et V3 =

{
b = c

a2 = b3 .

Etude de V1.

−a.0. En tout point P = (a, b, c) de V1, l’idéal IP est engendré par les
séries formelles

T P ϕ1(X, Y, Z) = X2 − (Z + c)Y 2

et T P ϕ2(X, Y, Z) = X(Z + c)(Z + c− Y ).

On a donc β0
1 = (2, 0, 0) et β0

2 = (1, 0, 0). On remarque que, pour tout point
P ∈ V1 \ {(0, 0, 0)}, on a Exp T P ϕ1 = β0

1 et Exp T P ϕ2 = β0
2 . Compte tenu

de l’égalité Exp T (0,0,0)ϕ2 = (1, 1, 1) 6= β0
2 , on pose donc W 0 = (0, 0, 0).

−b.0. Sur V1 \W0, on a γ0
12 = m ((2, 0, 0) , (1, 0, 0)) = (2, 0, 0) et

sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) = (0, 0, 0)!(2, 0, 0)!
(
D(1,0,0)ϕ2

)
ϕ1

− (1, 0, 0)!(1, 0, 0)!
(
D(1,0,0)ϕ1

)
ϕ2

= 2z(z − y)(−zy2).

−c.0 et d.0. Pour tout P ∈ V1 \ W 0, Exp T P sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) = (0, 2, 0).
Donc V 0 est inclus dans W 0. D’autre part, le 3-uplet (0, 2, 0) appartient à
Λ0

C . On en déduit que le reste de la division d’ordre 3 de sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) par



CHAPITRE 5. BASES STANDARDS D’IDÉAUX 133

ϕ1 et ϕ2 est la fonction sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2). On note cette dernière fonction, f 1
3

et on pose G1 = {ϕ1, ϕ2, f
1
3}. On réitère le procédé avec la famille G1.

−a.1 à c.1. Il est immédiat que le reste de la division d’ordre 4 de la s-
fonction de ϕ1 et ϕ2, à savoir f 1

3 , par la famille G1 est nul. D’autre part, on
a γ0

13 = m((2, 0, 0), (0, 2, 0)) = (2, 2, 0). La s-fonction sV1\W 0 (ϕ1, f
1
3 ) est la

fonction nulle. De même, de l’égalité γ0
23 = m((1, 0, 0), (0, 2, 0)) = (1, 2, 0), on

déduit que la s-fonction sV1\W 0 (ϕ2, f
1
3 ) est nulle.

−d.1. Par conséquent, quel que soit l’ordre de division, tous les restes de
la division des s-fonctions seront nuls. En appliquant le théorème 5.3.6, on
conclut que la famille G1 est une base standard de I sur l’ensemble V1 \W 0.
Ceci implique que le diagramme NV1\W 0 est donné par

NV1\W 0 =
(
(2, 0, 0) + N3

)
∪
(
(1, 0, 0) + N3

)
∪
(
(0, 2, 0) + N3

)
=
(
(1, 0, 0) + N3

)
∪
(
(0, 2, 0) + N3

)
et que les fonctions ϕ2 et f 1

3 forment une base standard de I sur V1 \W 0.

Etude au point (0, 0, 0).

−a.0 et b.0. L’idéal I(0,0,0) est engendré par les séries formelles

T (0,0,0)ϕ1(X, Y, Z) = X2 − ZY 2

et T (0,0,0)ϕ2(X, Y, Z) = XZ(Z − Y )

= −XY Z + XZ2.

On a β0
1 = (2, 0, 0), β0

2 = (1, 1, 1), γ0
12 = m ((2, 0, 0) , (1, 1, 1)) = (2, 1, 1) et

s(0,0,0) (ϕ1, ϕ2) = (0, 1, 1)!(2, 0, 0)!
(
D(1,0,0)ϕ2

)
ϕ1

− (1, 0, 0)!(1, 1, 1)!
(
D(1,0,0)ϕ1

)
ϕ2

= −2z3y2 + 2z2y3.

−c.0 et d.0. On en déduit Exp T (0,0,0)sV1\W 0 (ϕ1, ϕ2) = (0, 3, 2). Comme
le 3-uplet (0, 3, 2) appartient à Λ0

C , le reste de la division d’ordre 3 de la fonc-
tion s(0,0,0) (ϕ1, ϕ2) par ϕ1 et ϕ2 est s(0,0,0) (ϕ1, ϕ2). On note f 1

3 cette dernière
et on pose G1 = {ϕ1, ϕ2, f

1
3}. On réitère le procédé avec la famille G1.

−a.1 et c.1. Il est immédiat que le reste de la division d’ordre 6 de la s-
fonction de ϕ1 et ϕ2, à savoir f 1

3 , par la famille G1 est nul. D’autre part, on a
γ0

13 = m((2, 0, 0), (0, 3, 2)) = (2, 2, 0) et la s-fonction s(0,0,0) (ϕ1, f
1
3 ) est nulle.
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On a aussi γ0
23 = m((1, 1, 1), (0, 3, 2)) = (1, 3, 2) et la s-fonction s(0,0,0) (ϕ2, f

1
3 )

est donc donnée par

s(0,0,0)

(
ϕ2, f

1
3

)
= (0, 2, 1)!(1, 1, 1)!

(
D(0,2,1)f 1

3

)
ϕ2

− (1, 0, 0)!(0, 3, 2)!
(
D(0,2,1)ϕ2

)
f 1

3

= −24zy × xz(z − y)

= −24zyϕ2.

(5.23)

Comme l’exposant initial de s(0,0,0) (ϕ2, f
1
3 ) est (1, 2, 2), il appartient à Λ1

2 et
l’équation 5.23 est une division d’ordre aussi grand qu’on veut de la fonction
s(0,0,0) (ϕ2, f

1
3 ) par la famille G1.

d.1. De là, on déduit que, quel que soit l’ordre de division, tous les restes
seront nuls. En appliquant le théorème 5.3.6, on conclut que la famille G1

est une base standard de I sur l’ensemble {(0, 0, 0)}. Ceci implique que le
diagramme N(0,0,0) est donné par

N(0,0,0) =
(
(2, 0, 0) + N3

)
∪
(
(1, 1, 1) + N3

)
∪
(
(0, 3, 2) + N3

)
.

Etude sur V2.

−a.0. En tout point P = (a, b, c) de V2, l’idéal IP est engendré par les
séries formelles

T P ϕ1(X, Y, Z) = X2 − Z(Y + b)2

et T P ϕ2(X, Y, Z) = XZ(Z − Y − b).

On a donc β0
1 = (0, 0, 1) et β0

2 = (1, 0, 1). On remarque que, pour tout point
P ∈ V2 \ {(0, 0, 0)}, on a Exp T P ϕ1 = β0

1 et Exp T P ϕ2 = β0
2 et par contre,

Exp T (0,0,0)ϕ2 = (1, 1, 1) 6= β0
2 . On pose donc W 0 = (0, 0, 0).

−b.0. Sur V2 \W0, on a γ0
12 = m ((0, 0, 1) , (1, 0, 1)) = (1, 0, 1) et

sV2\W 0 (ϕ1, ϕ2) = (1, 0, 0)!(0, 0, 1)!
(
D(0,0,1)ϕ2

)
ϕ1

− (1, 0, 0)!(1, 0, 1)!
(
D(1,0,0)ϕ1

)
ϕ2

= −x3y + 2x3z − xy2z2.

−c.0 et d.0. On voit que, pour tout point P ∈ V2 \W 0, on a

Exp T P sV2\W 0 (ϕ1, ϕ2) = (3, 0, 0).
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Donc V 0 est inclus dans W 0. D’autre part, le triplet (3, 0, 0) appartient à Λ0
C .

On en déduit que le reste de la division d’ordre 3 de sV2\W 0 (ϕ1, ϕ2) par ϕ1 et
ϕ2 est la fonction sV2\W 0 (ϕ1, ϕ2). On notera cette dernière fonction, f 1

3 . On
pose G1 = {ϕ1, ϕ2, f

1
3}. On réitère le procédé avec la famille G1.

−a.1 et b.1. On voit immédiatement que le reste de la division d’ordre 4
de la s-fonction de ϕ1 et ϕ2, à savoir f 1

3 , par la famille G1 est nul. De plus, on a
γ0

13 = m((0, 0, 1), (3, 0, 0)) = (3, 0, 1) et γ0
23 = m((1, 0, 1), (3, 0, 0)) = (3, 0, 1).

Donc, la s-fonction sV2\W 0 (ϕ1, f
1
3 ) est donc donnée par sV2\W 0 (ϕ1, f

1
3 ) = 0

et la s-fonction sV2\W 0 (ϕ2, f
1
3 ) par

sV2\W 0

(
ϕ2, f

1
3

)
= (2, 0, 1)!(1, 0, 1)!

(
D(1,0,0)f 1

3

)
ϕ2

− (0, 0, 1)!(3, 0, 0)!
(
D(1,0,0)ϕ2

)
f 1

3

= x(z − y)2z3y2

= xz(z − y)4z2y2.

−c.1. On effectue alors la division d’ordre 4 de la fonction sV2\W 0 (ϕ2, f
1
3 )

par la famille G1. L’exposant initial étant (1, 0, 3), il appartient à Λ1
1. En

reprenant les notations de l’algorithme 2, on a βi0 = (0, 0, 1) et δi0 = (1, 0, 2).
La première étape fournit les fonctions :

h1 = D(0,0,1)ϕ1 d’où h1(x, y, z) = −y2,

q1
i0

= D(0,0,1)sV2\W 0

(
ϕ2, f

1
3

) (1, 0, 2)!((0, 0, 1)!

(1, 0, 3)!

d’où q1
i0

(x, y, z) = −4

3
xy2z2(−4z + 3y)

et r1 = h1sV2\W 0

(
ϕ2, f

1
3

)
− q1

i0
ϕ1

d’où r1(x, y, z) =
4

3
xz2y2(z2y2 − 4zx2 + 3yx2).

On remarque que l’exposant initial de la fonction r1 sur V2 \W 0 est (3, 3, 2).
Donc, l’ordre de r1 est strictement supérieur à 4 et la division d’ordre 4 est
finie.

−d.1. Pour mettre en pratique l’algorithme 3, il faut comparer l’ordre de
la division à l’ordre du diagramme N(a,b,c), pour tout point (a, b, c) ∈ V2\W 0,
afin de déterminer si on peut arrêter les itérations ou non. On va donc cal-
culer N(a,b,c) quand le point (a, b, c) est dans V2 \ W 0. Nous allons utiliser
le lemme 5.2.1 dans le cas particulier où la S ′-série considérée est, en fait,
la S-série associée aux deux séries formelles (ce qui revient à utiliser l’algo-
rithme de [Mo2](4.6)). Cependant, si on applique tel quel cet algorithme, la
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vitesse de convergence peut être très faible. Il est possible de l’augmenter en
tenant compte des propriétés des séries génératrices, notamment l’inversibi-
lité. Ainsi, on a déjà vu qu’en tout point P = (a, b, c) de V2 \W 0, l’idéal IP

est engendré par les séries formelles

T P ϕ1(X, Y, Z) = X2 − Z(Y + b)2

et T P ϕ2(X, Y, Z) = XZ(Z − Y − b).

Or, sur V2 \W 0, on a b 6= 0 et les séries Y + b et (Z −Y − b) sont inversibles.
On en déduit que l’idéal IP est engendré par les séries X2

(Y +b)2
− Z et XZ

notées respectivement H1 et H2. On considère la S-série associée au couple
(H1, H2),

S(H1, H2)(X, Y, Z) = XH1(X,Y, Z) + H2(X,Y, Z)

=
X3

(Y + b)2
.

(5.24)

L’exposant initial de X3

(Y +b)2
est (3, 0, 0). Il n’appartient donc pas à l’ensemble

(0, 0, 1)+N3 = Λ0
1∪Λ0

2. Ceci implique que le reste de la division à la Hironaka
faible de S(H1, H2) par la famille (H1, H2) est la série S(H1, H2) elle-même.
Si on pose H3(X, Y, Z) = X3, cette série appartient visiblement à l’idéal IP .
De plus, la relation (5.24) induit l’égalité

H2(X, Y, Z) =
H3(X, Y, Z)

(Y + b)2
−XH1(X,Y, Z).

Autrement dit, l’idéal IP est engendré par les séries H1 et H3. On considère
maintenant la S-série S(H1, H3),

S(H1, H3)(X, Y, Z) = X2H1 − ZH3 = 0.

En appliquant le lemme 5.2.1, on en déduit que la famille {H1, H3} forme une
base standard de IP . Par conséquent, le diagramme des exposants initiaux
de IP est

NP =
(
(0, 0, 1) + N3

)
∪
(
(3, 0, 0) + N3

)
et ses sommets sont (0, 0, 1) et (3, 0, 0). Ainsi, pour tout P ∈ V2 \W 0, l’ordre
du diagramme des exposants initiaux de IP est 3.
On a montré précédemment que, pour toute s-fonction associée à la famille
G1 sur V2 \W 0, le reste de la division d’ordre 4 de cette fonction par G1 sur
V2 \ W 0 est nul ou d’ordre strictement supérieur à 4. On en déduit que G1

est une base standard de I sur V2 \W 0.
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Remarque 5.5.3. Connaissant le diagramme NP , P ∈ V2 \W 0, on peut aussi
conclure en observant que l’exposant initial de T P ϕ1 est constamment égal
à (0, 0, 1) et celui de T P f 1

3 , égal à (3, 0, 0).

Etude de V3.

−a.0. En tout point P = (a, b, c) de V3, l’idéal IP est engendré par les
séries formelles

T P ϕ1(X, Y, Z) = (X + a)2 − (Z + b)(Y + b)2

= 2aX − 2b2Y − b2Z − bY 2 − 2bY Z − Y 2Z

et T P ϕ2(X, Y, Z) = (X + a)(Z + b)(Z − Y ).

On a donc β0
1 = (1, 0, 0) et β0

2 = (0, 1, 0). On remarque que, pour tout point
P ∈ V3 \ {(0, 0, 0)}, on a Exp T P ϕ1 = β0

1 et Exp T P ϕ2 = β0
2 . Par contre, on

a
Exp T (0,0,0)ϕ1 = (2, 0, 0) 6= β0

2 .

On pose donc W 0 = (0, 0, 0).

−b.0 à d.0. Sur V3 \ W 0, on a γ0
12 = m ((1, 0, 0) , (0, 1, 0)) = (1, 1, 0) et

sV3\W 0 (ϕ1, ϕ2) = 0. De là, on déduit que, quel que soit l’ordre de division,
tous les restes seront nuls. En appliquant le théorème 5.3.6, on conclut que la
famille G0 est une base standard de I sur l’ensemble V3 \W 0. Ceci implique
que le diagramme NV3\W 0 est donné par

NV3\W 0 =
(
(1, 0, 0) + N3

)
∪
(
(0, 1, 0) + N3

)
.

Finalement, les fonctions ϕ1 et ϕ2 forment une base standard de I sur V3\W 0.



Chapitre 6

Théorème des idéaux fermés

Dans la première section de ce chapitre, on montre qu’étant donnés un
ouvert U de Rn contenant 0 et I un idéal engendré dans C(M)(U) par une
famille finie de fonctions réel-analytiques dans U , il est possible de construire
une filtration

∅ = Xl ⊂ . . . ⊂ X1 ⊂ X0 = B(0, r) ⊂ U

par des ensembles analytiques fermés tels que le diagramme Na soit constant
pour a ∈ Xk \ Xk+1 et égal à NXk\Xk+1

et de trouver des constantes ε et δ
telles que, pour tout k ∈ {0, . . . , l−1}, le quadruplet (Xk, Xk+1, ε, δ) vérifie la
propriété CLU(1, r). On construit, de plus, pour tout k ∈ {0, . . . , l− 1}, une
famille de fonctions réel-analytiques appartenant à I, formant une famille de
diviseurs C∞ sur Xk \ Xk+1 à la Hironaka, et dont les exposants initiaux
sont les sommets du diagramme NXk\Xk+1

. Ces résultats peuvent être vus
comme une variante, dans le cadre analytique, des techniques de stratifica-
tion développées par Bierstone et Milman pour l’étude de la semicohérence
formelle [BM2].
Dans la deuxième section, nous en déduisons un théorème de fermeture à
la Malgrange pour l’idéal I dans ĈM(U). Le schéma de preuve est celui de
Bierstone et Milman [BM2].

6.1 Filtration

Théorème 6.1.1. Soit U un voisinage ouvert de l’origine. Soient ϕ1, . . . , ϕp

des fonctions réel-analytiques sur U et I l’idéal qu’elles engendrent dans
Cl(U). Il existe un réel r > 0, une filtration de B(0, r) par des ensembles
analytiques fermés

∅ ⊂ Xl ⊂ . . . ⊂ X1 ⊂ X0 = B(0, r) ⊂ U

138
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et des constantes ε et δ telles que, pour tout k ∈ {0, . . . , l− 1}, les propriétés
suivantes soient vérifiées :

– Na est constant sur Xk \ Xk+1 et égal à NXk\Xk+1
, ses sommets sont

alors notés βk
1 , . . . , βk

tk
,

– il existe des fonctions gk
i de I réel-analytiques sur U vérifiant, pour tout

i ∈ {1, . . . , tk} et tout a ∈ Xk \Xk+1, Exp
(
T ag

k
i

)
= βk

i ,
– le quadruplet (Xk, Xk+1, ε, δ) vérifie la propriété CLU(1, r) et la variété

Xk \Xk+1 est analytique.

La filtration et les fonctions g
(i)
k sont indépendantes de la classe Cl considérée.

Démonstration. Soit un réel r > 0 tel qu’on ait B(0, r) ⊂ U . Si on pose
X0 = B(0, r) et X1 = V (I)∩B(0, r), l’ensemble X0 \X1 satisfait les conclu-
sions de l’énoncé avec t0 = 1 et g0

1 =
∑p

i=1 ϕ2
i .

D’après [A](30.9 p. 237), l’ensemble X1 peut être décomposé, de manière
unique, en une union minimale d’ensembles analytiques irréductibles, noté
V2, . . . , Vl1 . En appliquant le lemme 2.2.8 à chaque Vi, i ∈ {2, . . . , l1}, quitte
à diminuer r, on obtient des sous-ensembles analytiques propres Y2, . . . , Yl1

et des constantes ε1 et δ1 tels que les quadruplets (Vi, Yi, ε1, δ1) satisfassent
la propriété CLU(1, r). On remarque que, pour tout sous-ensemble analy-
tique V ′

i vérifiant Yi ⊂ V ′
i ⊂ Vi, le quadruplet (Vi, V

′
i , ε1, δ1) vérifie encore

CLU(1, r).
D’autre part, en appliquant le théorème 5.4.2 à chaque Vi, on obtient des
sous-ensembles analytiques propres W2, . . . ,Wl1 tels que Na soit constant
sur Vi \Wi et que ses sommets y soient donnés par une famille de fonctions
réel-analytiques appartenant à I. Pour tout i ∈ {2, . . . , l1}, l’ensemble

V ′
i = Yi ∪Wi ∪

(
Vi ∩

l1⋃
j=i+1

Vj

)

est un sous-ensemble analytique propre de Vi et les propriétés de Vi \ Yi et
Vi \Wi sont satisfaites simultanément sur Vi \ V ′

i .
On pose, pour tout k ∈ {2, . . . , l1 − 1},

Xk = Vk+1 ∪ . . . ∪ Vl1 ∪ V ′
2 ∪ . . . ∪ V ′

k

et Xl1 = V ′
2 ∪ . . . ∪ V ′

l1
. On a alors, pour k ∈ {2, . . . , l1 − 1},

Xk \Xk+1 = Vk+1 \ (Xk+1 ∩ Vk+1) = Vk+1 \ V ′
k+1.

Par conséquent, pour tout k ∈ {2, . . . , l1 − 1} et tout point a ∈ Xk \ Xk+1,
on a :

– Na est constant sur Xk \Xk+1 et égal à NXk\Xk+1
,
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– il existe des fonctions gk
i de I réel-analytiques sur U telles que, pour

tout i = 1, . . . , tk et tout a ∈ Xk \Xk+1, Exp
(
T ag

k
i

)
= βk

i ,
– Xk \ Xk+1 est une variété analytique lisse de Rn et le quadruplet

(Xk, Xk+1, ε1, δ1) vérifie la propriété CLU(1, r).
En réitérant ce procédé avec Xl1 au lieu de X1, on obtient ainsi une suite
strictement décroissante d’ensembles analytiques {Xi}i∈N et des suites de
constantes {εi}i∈N et {δi}i∈N. Compte tenu de la noethérianité de l’anneau
des germes de fonctions réel-analytiques, en diminuant r, on peut rendre cette
suite stationnaire. On a ainsi obtenu une filtration finie de B(0, r),

∅ ⊂ Xl ⊂ . . . ⊂ X1 ⊂ X0 = B(0, r),

satisfaisant les conditions de l’énoncé avec ε = min
i∈{1,...,l}

εi et δ = max
i∈{1,...,l}

δi.

6.2 Théorème de type Malgrange

Le point crucial du théorème des idéaux fermés est le résultat suivant,
dont l’idée s’inspire du théorème 10.1 de [BM2].

Théorème 6.2.1. Soient un réel r > 0, une suite admissible M et un idéal I
de type fini dans C(M)(B(0, r)). Soient (L, K, ε, δ) un quadruplet satisfaisant
la propriété CLU(1, r) et les conditions suivantes :

– L et K sont des ensembles sous-analytiques inclus dans B(0, r),
– pour tout point a ∈ L \K, on a Na = NL\K,
– il existe un t-uplet (g1, . . . , gt) de fonctions réel-analytiques sur B(0, r),

formant une base standard de I sur L \K.
Soit f une fonction de C(M)(B(0, r)) plate sur K et vérifiant, pour tout a ∈
L \ K, Exp T af ∈ Na. Pour tout réel µ ∈ ]0, r[, il existe une constante σ
et une fonction h de (g1, . . . , gt)C

(Mσ)(B(0, r)) telle que f − h soit plate sur
L ∩B(0, r − µ).

Démonstration. On pose K ′ = K ∩ B(0, r − µ), L′ = L ∩ B(0, r − µ) et
Z ′ = L′ \K ′.
Dans cette preuve, on commence par effectuer, dans B(0, r)\K ′, une division
C∞ sur Z ′ de la fonction f par la famille g1, . . . , gp, en estimant les normes
des quotients. On montre, ensuite, que le reste de cette division peut être
supposé identiquement nul ; en d’autres termes, on montre qu’il existe une
fonction h′, définie sur B(0, r) \K ′, telle que la fonction f − h′ soit plate sur
Z ′. Pour conclure, il reste à construire une fonction h, définie sur B(0, r) et
ayant la régularité souhaitée, plate sur K ′, dont le jet sur Z ′ cöıncide avec
celui de h′.
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D’après la remarque 1.10.2, le t-uplet (g1, . . . , gt) est une famille de di-
viseurs C∞ sur L \ K. On note (β1, . . . , βt) les exposants initiaux associés.
Pour tout j ∈ {1, . . . , t}, la fonction Dβjgj ne s’annule pas sur L \ K. On
déduit de la réel-analyticité des fonctions gj, qu’il existe des constantes ε1 et
δ1 telles que, pour tout j ∈ {1, . . . , t} et tout x ∈ B(0, r) ∩ L, on ait∣∣Dβjgj(x)

∣∣ ≥ ε1d(x, K)δ1 .

Il existe des constantes ε2 et δ2 telles qu’en reprenant les notations du théorème
4.2.9 avec ε = ε2 et δ = δ2, pour tout a ∈ Z ′ et tout x ∈ Va ∩ (L \K), on ait∣∣Dβjgj(x)

∣∣ ≥ ε2d(a, K)δ2 .

Les fonctions g1, . . . , gt remplissent donc les conditions du théorème 4.2.9. En
notant ε3 et δ3 les constantes fournies par ce théorème, on pose, pour tout
a ∈ Z ′, λa = ε3d(a, K)δ3 . D’autre part, soit λ ∈ ]0, 1] tel que la fonction f

appartienne à C
(M)
λ (B(0, r)). En appliquant le lemme 2.1.1 à f , on obtient

des constantes C1 et C2 telles que, pour tout ouvert U ′ inclus dans B(0, r),
pour tout p ∈ N∗, on ait

‖f|U′‖
(M,.)“

λ
C1

,∞
” ≤ 4 sup

x∈U ′
d(x, K)pCp

2λ
−pMp‖f‖(M,.)

(λ,∞).

Quitte à diminuer ε3, on peut supposer que, pour tout a ∈ Z ′, on a λa ≤ λ
C1

.
De plus, pour tout a ∈ Z ′, on a

sup
x∈Va

d(x, K) ≤ d(a, K) + 2µs(2δ2)
d(a, K)2δ2

N1ε2
2

≤ D1d(a, K).

pour une constante D1 convenablement choisie. Il existe, alors, des constantes

D2 et D3 telles que, pour tout point b de B
(
a, d(a,K)2δ2

4

)
∩Z ′ et tout p ∈ N∗,

on ait
‖f|Vb

‖(M,.)
(λb,∞) ≤ D3D

p
2d(a, K)pMp.

Il existe également des constantes ε4 et δ4 telles qu’on ait

ω′
a = inf

b∈B

„
a,

d(a,K)2δ2

4

«
∩Z′

λb ≥ ε4d(a, K)δ4 .

Par conséquent, on peut effectuer la division de f sur Z ′ par la famille
(g1, . . . , gt) et obtenir une estimation sur les normes des quotients et reste.
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Plus précisément, les quotients, définis B(0, r)\K ′, vérifient, pour tout a ∈ Z ′

et tout p ∈ N∗,

‖q′j|B(a, ωa
2 )
‖(M2,.)

(C3d(a,K)2δ2ω′a,∞)
≤ C4ω

′
a
−l′

d(a, K)pMpD
p
2

≤ C5d(a, K)p−δ4l′MpD
p
2.

On définit alors un jet Q′
j sur L′ de la manière suivante :

Q′
j(x) =

(
DHq′j(x)

)
H∈Nn sur Z ′ et Q′

j(x) = 0 sur K ′.

Montrons, à présent, que le reste peut être supposé identiquement nul.
Pour tout point a ∈ Z ′, la série T af vérifie

T af =
t∑

j=1

T agjT aq
′
j + T ar

′.

Compte tenu de la relation Exp T af ∈ Na, le n-uplet

Exp T ar
′ = Exp (T af −

t∑
j=1

T agjT aq
′
j)

appartient donc à Na. Les conditions de support dans la division à la Hiro-
naka impliquent, dans ce cas, que la fonction r′ est plate sur Z ′. On peut
donc associer à r′ le jet R′ identiquement nul sur L′ et supposer r′ ≡ 0.

Pour conclure, il suffit d’étendre Q′
j à V .

Il existe des constantes ε5 et δ5 telles qu’on ait, pour tout a ∈ Z ′,

ε5d(a, K)δ5 ≤ min
(ωa

2
, C3d(a, K)δω′

a

)
.

Le jet Q′
j vérifie, par conséquent, les hypothèses du lemme 2.1.3 avec ε = ε5,

δ = δ5, C = C5, δ′ = 2δl′ et D = D2. Il existe donc une fonction qj de
C(M2(dδ5e+1))(Rn), plate sur K ′, dont le jet sur Z ′ cöıncide avec Q′

j.

La fonction h =
∑t

j=1 gjqj satisfait alors les conditions requises.

Remarque 6.2.2. Ce lemme est vérifié même lorsque K est l’ensemble vide.

On en déduit alors un théorème de type Malgrange pour les intersections
de classes non quasi-analytiques.

Théorème 6.2.3. Soit M une suite admissible vérifiant la condition (H6).
Soient ϕ1, . . . , ϕp des fonctions réel-analytiques dans un ouvert U de Rn et

I l’idéal (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(U). Pour tout ouvert V relativement compact dans

U et toute fonction f de I, on a f ∈ (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(V ).
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Démonstration. Soit f une fonction de I. D’après le lemme 1.3.3, il existe
une suite admissible M ′ ayant les propriétés suivantes :
(i) la fonction f appartient à C(M ′)(U),
(ii) l’inclusion f ∈ (ϕ1, . . . , ϕp)CM ′δ(V ), pour un réel δ ≥ 1, implique que f

appartient à (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM(V ).
Il reste donc à établir l’inclusion mentionnée au point (ii). Par partition de
l’unité, on se ramène à un problème local. Soit

∅ = Xl ⊂ . . . ⊂ X1 ⊂ X0 = B(0, r) ⊂ U,

la filtration, au voisinage de l’origine, associée à I par le théorème 6.1.1.
Pour tout k ∈ {0, . . . , l − 1}, on note (gk

1 , . . . , g
k
tk

) la base standard de I sur
Xk \Xk+1 et βk

1 , . . . , βk
tk

, les sommets associés.

La fonction f appartient à I donc, par le théorème spectral de Whitney
[CC2](théorème 28), pour tout a ∈ U , on a T af ∈ T aI. On en déduit, pour
tout a ∈ U , Exp T af ∈ Na.
D’autre part, la filtration et les fonctions gk

i , k ∈ {0, . . . , l} et i ∈ {1, . . . , tk}
sont indépendantes de la classe considérée. Par conséquent, les hypothèses
du théorème 6.2.1 sont vérifiées pour l’idéal (ϕ1, . . . , ϕp)C(M ′)(U) et le qua-
druplet (Xl−1, Xl, ε, δ). En appliquant ce théorème avec µ = r

2l
, on obtient

l’existence d’une constante σl et d’une fonction hl ∈ (ϕ1, . . . , ϕp)C(M ′σl )(U)

telles que la fonction f − hl soit plate sur Xl−1 ∩ B(0, r − r
2l

). On réitère,

ensuite, le procédé avec l’idéal (ϕ1, . . . , ϕp)C(M ′σl )(U), le quadruplet

(Xl−2 ∩B(0, r − r

2l
), Xl−1 ∩B

(
0, r − r

2l

)
, ε, δ)

et la fonction f − hl. Après l étapes, on obtient une fonction h =
∑l

i=1 hi

appartenant à (ϕ1, . . . , ϕp)C(M ′σ)(U), avec σ =
∏l

i=1 σi, telle que f − h soit
plate sur B

(
0, r

2

)
. On a finalement montré que la fonction f appartient à

(ϕ1, . . . , ϕp)C(M ′σ)
(
B
(
0, r

2

))
, donc à l’idéal (ϕ1, . . . , ϕp)ĈM

(
B
(
0, r

2

))
.

Remarque 6.2.4. Les théorèmes 3.3.4 et 6.2.3 peuvent être reformulés dans le

cadre de classes locales. Comme dans [CC3], on définit la classe ĈM,loc(U) de

la manière suivante : une fonction appartient à ĈM,loc(U) si sa restriction à

tout ouvert V relativement compact dans U appartient à ĈM(V ). La classe

ĈM,loc(U) est munie naturellement d’une topologie d’espace de Fréchet : celle-
ci peut être décrite par la famille de semi-normes (pj)j≥0 définies par

pj(f) = sup
x∈Vj , L∈Nn

|DLf(x)|
l!M

aj

l

,
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où (aj)j≥0 est une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0 et
(Vj)j≥0 est une suite d’ouverts bornés vérifiant Vj ⊂ Vj+1 et

⋃
j≥0 Vj = U .

Le théorème 6.2.3 montre que tout idéal engendré dans ĈM,loc(U) par une

famille finie de fonctions réel-analytiques est fermé dans ĈM,loc(U). De la
même manière, la conclusion du théorème 3.3.4 peut s’énoncer en termes de

fermeture d’un idéal dans ĈM,loc(U).
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24
composition directe, 52
composition réciproque, 52
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Idéaux fermés dans des intersections de classes non-quasi-analytiques.

Résumé. On étudie les propriétés de fermeture d’un idéal de type fini
dans certaines sous-algèbres A de C∞(U), où U est un ouvert de Rn. Si
A = C∞(U), Tougeron et Merrien donnent une condition suffisante de fer-
meture et un théorème de Malgrange assure que tout idéal engendré par
des fonctions réel-analytiques est fermé. On montre que ces résultats restent
vrais si A est une intersection convenable de classes non-quasi-analytiques
sur U ; par exemple, l’intersection des classes de Gevrey associées aux suites
(p!a)p∈N, a > 0. Dans ce but, on établit, pour ces algèbres, des estimations
fines sur la composition de fonctions et la division à la Hironaka de séries
formelles. On construit aussi, pour tout idéal à générateurs réel-analytiques,
une stratification telle qu’à chaque strate on puisse associer une famille finie
de fonctions réel-analytiques sur U dont les jets de Taylor donnent une base
standard en tout point de la strate.

Closed ideals in some intersections of non-quasi-analytic classes.

Abstract. We study the closedness properties of finitely generated ideals
in some subalgebras A of C∞(U), where U is an open subset of Rn. If
A = C∞(U), Tougeron and Merrien give a sufficient condition of closed-
ness and a theorem of Malgrange ensures that any ideal generated by a finite
family of real-analytic functions is closed. We prove that these results are
still true when A is a suitable intersection of non-quasi-analytic classes ; for
example, the intersection of all the Gevrey classes associated with the se-
quences (p!a)p∈N, a > 0. To this purpose, we establish sharp estimates for
the composition of functions in such algebras, and for Hironaka’s division
of formal power series. For any ideal with real-analytic generators, we also
construct a stratification such that, for each stratum, there exists a finite fa-
mily of real-analytic functions on U whose Taylor jets yield a standard basis
at every point of the stratum.
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