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Introduction

Soit U un ouvert de R™. L’étude des idéaux fermés de ’espace de Fréchet
C*°(U) trouve son origine dans le célebre probleme de la division d’une dis-
tribution par une fonction réel-analytique. Par dualité, le résultat de division
se ramene en effet a 1'énoncé suivant, da & Hérmander [H1] dans le cas po-
lynomial, et a Lojasiewicz [L] en toute généralité : pour toute fonction ¢
réel-analytique dans U, I'idéal pC>°(U) est fermé dans C*°(U). Cet énoncé
apparait comme un cas particulier du résultat suivant, établi ultérieurement
par Malgrange [M] :

Théoreme 1. Soient 1, ..., p, des fonctions réel-analytiques dans U. Alors
Uidéal (@1, ...,pp,)C®(U) est fermé dans C>(U).

Outre la preuve initiale de Malgrange, il existe au moins deux démonstra-
tions différentes du théoréeme 1 : I'une, due a Bierstone et Milman [BMI,
BM2], repose sur les techniques de stratification par le diagramme des ex-
posants initiaux développées par ces auteurs; l'autre, due a Tougeron et
Merrien, est basée sur un théoreme d’analyse différentielle appelé “théoreme
fondamental” dans [To]. Un autre corollaire de ce théoréme fondamental
s’énonce comme suit :

Théoreme 2. Soient 1, ..., p,, p < n, des fonctions de C*(U). On suppose
que [idéal engendré par les ¢; et leurs jacobiens d’ordre p est de Lojasiewicz
et a un ensemble de zéros discret dans U. Alors lidéal (1, ..., p,)C(U)
est fermé dans C(U).

Il est naturel de se demander ce que deviennent les théoremes 1 et 2 dans
le cadre de sous-algebres de C*°(U), comme les classes ultradifférentiables
familieres en analyse classique et en théorie des équations différentielles ou
aux dérivées partielles. Rappelons qu’étant donnée une suite de réels positifs
M = (M,)yen croissante et logarithmiquement convexe, on note Cy(U) la
sous-algebre de C*°(U) donnée par les fonctions dont les dérivées a tout ordre
j sont uniformément bornées sur U par C/*151M;, ot C' est une constante
(dépendant de la fonction). La suite M apparait ainsi comme une mesure

5
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du défaut d’analyticité des fonctions de Cy/(U) et est assujettie a certaines
hypotheses de régularité. En particulier, on travaillera ici dans le cadre de
classes non-quasi-analytiques.

Dans cette introduction, on pourra toujours penser, par commodité, au
cas typique des suites Gevrey M; = j!° avec s > 0. Le cadre général pour
notre étude est présenté dans la section 1.2.

La sous-algebre Cj/(U) est munie naturellement d’une topologie de li-
mite inductive d’espace de Banach, que nous ne décrirons pas ici. Dans ce
cadre, il existe une série de travaux [CC4, Th2, Th3, Th4] ou I’analogue du
théoreme 1 est établi dans le cas p = 1 et sous diverses hypotheses portant
sur le générateur et sur la suite M (quasi-analyticité ou non, etc...). Il est
également connu que le résultat est faux en toute généralité : si ¢ est une
fonction réel-analytique dans U et si 'on considere une fonction f apparte-
nant a 'adhérence de 'idéal pC\y(U) dans Cy(U), alors on a f = ¢g avec
g une fonction de C'*°(U), mais, en général, g appartient a une classe stric-
tement plus grande que Cj/(U). Sous des hypotheses standards sur la suite
M, on montre, en fait, que g appartient & Cyo(U) pour un réel o > 1 lié
plus ou moins explicitement a la géométrie du probleme. Il y a donc une
perte de régularité. De tels phénomenes apparaissent dans divers contextes
et ont amené Chaumat et Chollet a introduire, dans [CC2], les intersections
@(U) = (Naso Crme(U). Ici, comme on a @(U) = C/']\;(U), on absorbe la
perte de régularité entre f et g. Le cas p = 1 du théoreme 1 pour @(U )
se trouve ainsi démontré dans [CC3]. Il est a noter que ces intersections de
classes, dont I’étude a été reprise et approfondie par d’autres auteurs (voir
par exemple [Be, SV]) jouissent de nombreuses propriétés existant dans le
cadre de C*°(U) mais pas dans celui d'une classe C/(U) donnée. La plus
élémentaire de ces propriétés, mais non la moindre, est que @(U ) est natu-
rellement muni d’une topologie d’espace de Fréchet.

Le but de la présente these est double : il s’agit, d’'une part, d’étendre au
cas d’un entier p quelconque le résultat de [CC3], c’est-a-dire de démontrer
en toute généralité une version du théoreme 1 dans le cadre de @(U ), et
d’autre part, d’établir une version du théoreme 2 dans ce méme cadre.

Le mémoire est organisé de la maniere suivante.

Le chapitre 1 est consacré a des définitions et a la mise en place du
cadre général de I’étude. Il importe de remarquer ici que, dans notre travail,
certains résultats intermédiaires ne nécessitent pas la totalité des hypotheses
mises sur les suites M (par exemple, les théoremes de composition formelle
du chapitre 3 ne requierent pas d’hypothese de non-quasianalyticité). Dans
un souci d’unification et de simplicité, nous avons cependant préféré garder
le méme jeu d’hypotheses tout au long de I’étude. Pour la méme raison, nous
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n’avons pas considéré les cadres plus généraux des classes introduites par
Beaugendre [Be] ou par Schmets et Valdivia [SV].

Dans le chapitre 2, on démontre des résultats de recollement de fonctions
ou d’extension de jets dans Cy(U) en présence de certaines conditions de
platitude sur des compacts de U. Il s’agit essentiellement d’outils techniques
qui seront utilisés dans la suite, en remplacement de théoremes d’extension
de type Whitney utilisés dans le cas C'*°.

Le chapitre 3 est principalement axé sur des résultats de composition
formelle venant préciser ceux de Mouze [Mo3] dont ils sont, en un certain
sens, des versions a parametres : par exemple, lorsque les séries formelles
considérées sont des séries de Taylor, on s’intéresse a la variation des esti-
mations obtenues en fonction du point de développement. Le théoreme a la
Tougeron-Merrien pour Cy(U) s’obtient en combinant la démarche utilisée
dans [To] avec les résultats de composition précités. Il s’énonce comme suit :

Théoréme 3. Soit M une suite admissible vérifiant la condition (Hg). Soient
©1,-..,9p, p < n, des fonctions appartenant a 5]\\4((]), I lidéal qu’elles en-
gendrent dans a\\/[(U) et I' l'idéal engendré par ces fonctions et tous les
jacobiens partiels de la forme %
pose que I' est un idéal de Lojasiewz’c; dont ’ensemble des zéros est discret.
Alors, pour tout ouvert V' relativement compact dans U et toute fonction f
de I, ona fi, € (¢1,-..,0,)Cu(V).

avec 1 <4y < ... <1, <n. On sup-

En ce qui concerne le théoreme a la Malgrange, qui est complétement
indépendant du résultat précédent, le schéma de preuve que nous adoptons
est celui donné par Bierstone et Milman [BM1, BM2| dans le cas C*. Tres
succinctement, ce schéma repose sur deux ingrédients essentiels. Le premier
est la construction d’une filtration ) = X; C --- C X; = V de I'ensemble V
des zéros de l'idéal (¢, ..., ,)C(U) par des ensembles analytiques fermés
tels que le diagramme des exposants initiaux de l'idéal soit constant le long
des strates X \ Xxi1, avec une “bonne” base standard en chaque point a de
Xk \ Xga1. Le second ingrédient est un algorithme de division formelle a la
Hironaka par ces bases standards, avec une estimation en O(d(a, Xp,1) %)
pour les coefficients des diviseurs. Un point clef est que, lorsque la série a
diviser est le jet de Taylor d’une fonction plate sur Xy, I'explosion des
diviseurs est compensée par I'annulation des coefficients de cette série en
puissances arbitrairement grandes de d(a, Xi41). Dans le cadre de Cy(U),
ces estimations sont beaucoup trop grossieres pour fournir une information
exploitable. On est donc amené a raffiner les deux ingrédients précités. Pour
la division a la Hironaka, qui fait ’objet du chapitre 4, on part des résultats
établis par Mouze [Mo2] dans le cadre des anneaux de séries formelles a

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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croissance controlée et, comme pour les théoremes de composition du cha-
pitre 3, on établit une version “a parametre” de ces résultats permettant de
controler tres précisément les quotients et les restes en fonction de la variation
des coefficients initiaux des diviseurs, en particulier. Dans le méme esprit, au
chapitre 5, on reprend la technique de stratification par le diagramme des ex-
posants initiaux en modifiant la construction des bases standards de maniere
a 'adapter a notre probleme : en particulier, la base standard en chaque
point a d’une strate X}, \ Xy, 1 est donnée par les jets de Taylor d’une famille
de fonctions analytiques définies globalement. Cette modification est basée
sur des arguments algorithmiques. Le théoreme désiré est finalement obtenu
au chapitre 6 en combinant ces diverses techniques. Il s’énonce comme suit :

Théoréme 4. Soit M une suite admissible vérifiant la condition (Hg). Soient

©1,- .., 9y des fonctions réel-analytiques dans un ouvert U de R" et I l'idéal
(0155 9,)Cr(U). Pour tout ouvert V' relativement compact dans U et toute

fonction f de I, on a f € (p1,. .. ,c,pp)@(V).

Il est a noter que l'on peut, a partir des classes @(U ), définir des

classes locales C/’ME(U ) (voir remarque 6.2.4) dans lesquelles la conclu-
sion des théoremes 3 et 4 s’interprete simplement par la fermeture de 1’idéal

(@17 RIS (pp)CM,loc(U>‘

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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Chapitre 1

Définitions et notations

Ce chapitre contient le détail des notions et notations utilisées dans ce
travail. En premiere lecture, le lecteur peut directement passer au chapitre
suivant et revenir lorsqu’il rencontrera les notations.

1.1 Notations générales

Etant donnés deux points a et b de R™, on note d(a,b) la distance eucli-
dienne entre ces points. Si K est un sous-ensemble compact de R", on note

o

K son intérieur. Pour tout point z de R™, d(x, K) désigne la distance eucli-
dienne de x a K. On définit alors, pour tout réel positif r, 'ensemble 7 (K, 1)
par

T(K,r)={zeR"; d(z,K) <r}.
Etant donné un réel §, [0] désigne le plus petit entier supérieur a .
Soit J = (j1,...,jn) un multi-indice dans N". On note |J| = ji + -+ + Jjn,

(|.J| sera aussi noté j) et J! = j;!---7,!. Pour tout = = (xq,...,x,) de R",
on pose x/ = 27 -+ ain.

Pour tout ¢ € {1,..,n}, e; désigne le i-eme vecteur coordonnée, a savoir
(0,...,0,1,0,...,0) ot le 1 est a la i-eme position.

Soit f une fonction de classe C*° sur un ouvert U de R™. Pour tout multi-
indice L € N" et tout € U, on note la L-ieme dérivée de f,

al—f m
oxlt - gxln

D" f(z) =

Pour tout point a € U, on définit les séries formelles T, f et T, f par

L) = 3 2O 0 ) o Tuf(X) = Tf(X 1)

L!
LeNn

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése d'Edwige Croix, Lille 1, 2006

CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET NOTATIONS 10

On note Supp f le support de f, c’est a dire 'ensemble

Supp [ ={z € U; f(x) # 0},

et V(f), 'ensemble des zéros de f.

D’autre part, la relation f = 0 signifie que la fonction f est identiquement
nulle sur U.

Etant donnée une application ¢ : R" — R", on désigne sa différentielle au
point x par d¢(z) et son jacobien au point x par A¢(z).

Soient G une série formelle a n indéterminées Y7, ..., Y, et F', un n-uplet
de séries formelles d’indéterminées X, ..., X,, satisfaisant F'(0) = 0. On
note alors G oy F la composée G(F(X)) ou X = (X1,...,X,,). On a alors
une relation entre la composition de fonctions et la composition des séries
formelles qui leurs sont associées.

Lemme 1.1.1. Soient g : R™ — R une fonction de classe C*° et f: R™ —
R™ une application de classe C*°. Pour tout point a € R™, on a

Tulgo F)(X) =Trwg oy (Taf(X) — fla)).

Démonstration. Pour tout point a € R™, on a

Ta(go [)(X) =Tulgo /)X +a)
=Ty oy Tof(X +a)
= Trg oy Taf (X)
=Tiwgoy (Tof(X) = fla)),

d’ou le résultat. O

1.2 Suites

Soit M = (M,),en, une suite de réels strictement positifs. On considere
les propriétés suivantes :

(Hl) My=1,

(Hs) (M,)pen est logarithmiquement convexe,
oo Mp_1

(Hsj) P i, < 00

Si la suite M vérifie les propriétés (H;) et (Hz) alors, pour tout couple
(k,1) € N?, on a
MM, < Mk:—&-l' (11)

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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Une suite M vérifiant les propriétés (H;), (Hs) et (H3) est dite non quasi-
analytique. On donne deux autres propriétés pour la suite M :
(Hy) il existe une constante Ay, Ay > 1, telle qu’on ait, pour tout k € N,

M1 < AYFUM M,
(Hs) il existe une constante Ay, > 1, telle qu’on ait, pour tout (k,[) € N2,
My < ANFM M.

Une suite satisfaisant (Hy), (Hs) et (Hj) est dite a croissance modérée.
On remarque que la propriété (Hs) implique (Hy). Une suite M a croissance
modérée et non quasi-analytique est dite admissible.

Si M est une suite a croissance modérée, pour tout couple d’entiers naturels
(k,1), on a facilement

k(k+1),

My < A2 MF < ASIMF (1.2)

Etant données deux suites M = (M,)pen €t N = (N,)pen, on dit que M et
N sont comparables s’il existe une constante D telle qu’on ait

VpeN,  M,<DPN, (1.3a)
ou Vp € N, N, < DM, (1.3b)

On définit alors max(M, N) par

max(M, N), = D’N,, dans le cas (1.3a),
max(M, N), = D?M, dans le cas (1.3b).

Si la suite IV est a croissance modérée et la suite M admissible, alors la suite
max (M, N) est admissible.

Soit M une suite de réels strictement positifs. Pour tout entier naturel
k, on considere deux suites associées a M : la suite M, = (Ml+k>leN et la
suite M_,, définie par

(M_k)lzl, SilE{O,...,kZ—l},
(M—k)l = Ml—kn sil Z k.

Si la suite M vérifie la propriété (Hy), on a de plus, pour tout couple (k,[) €
N2, k < [, linégalité

_1 _
My < AP AR M

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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Si 'entier k est fixé, il existe alors des constantes d; > 1 et dy > 1 telles que,
pour tout entier [ € N, on ait

Ml S dldlz(M_k)l et <M+k)l S dldéMl (14)

Si la suite M est a croissance modérée, alors, pour tout a > 0, la suite M*
est a croissance modérée. On s’interessera aussi a des suites M telles que,
pour tout a > 0, la suite M® soit admissible, ce qui équivaut pour M a étre
admissible et satisfaire la condition :

(Hg) pour tout a > 0, on a

1 (M, 1\
S () <
p=1 P P

Lemme 1.2.1. Soit M une suite & croissance modérée satisfaisant (Hg).
Pour tout réel a > 0 et tout C', C > 1, il existe une constante C' > 1 telle
qu’on ait, pour tout | € N,

C'Mf < C'MP.

a
Démonstration. La log-convexité de M* implique que la suite (( MMPI) )
P peEN

est croissante. On déduit alors de (Hg) que cette suite tend vers 4+o00. Il existe

a
donc un entier naturel pe tel que, pour tout p > pe, on ait ( MMP 1) > (' et,
-

par conséquent, M7 > My C77P¢ > CP~Pc. On obtient le résultat en posant
C' = CPe, ]

1.3 Classes de Carleman et intersection de
classes

Soit U un ouvert de R". Etant donnée une suite M vérifiant (H;) et (Ha),
on note Cy(U), la classe de Carleman des fonctions f indéfiniment dérivables
sur U et vérifiant la propriété suivante : il existe des constantes C; > 0 et
Cs5 > 1 telles que 'on ait, pour tout z € U et tout multi-indice L € N",

|D* f(x)] < CLCII M.

Remarque 1.3.1. L’ensemble des fonctions réel-analytiques sur U est 'inter-
section sur les ouverts V' relativement compacts dans U des classes C (V).

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl
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La propriété (Hs) équivaut a la non quasi-analyticité de la classe Cy(U) ;
c’est le théoreme de Denjoy-Carleman. La propriété (Hy) équivaut a la sta-
bilité de la classe Cy(U) par dérivation.

Etant donnée une constante Cy > 1, on note Cyy ¢, (U) 'ensemble

| D" f ()] }
Cuc(U) =1 feCc=U); L oo b
mao(U) {f (o) vet tonn CHIM,

Ce dernier est un espace de Banach pour la norme || ||s,¢, définie par

B |D f ()]
| fllaz,co —xeg}%n I,

On remarque qu’on a I'égalité Car(U) = g, Crco(U).
Etant donnée une suite M a croissance modérée vérifiant (Hg), on appelle
intersection des classes C)/(U) 'ensemble

Cu(U) = () Care 1 (U).

a>0

On munit @(U ) de la topologie d’espace de Fréchet associée a la famille de
normes || ||are1, @ > 0. D’apres le lemme 1.2.1, on a aussi 1'égalité

Cu(U) =) ( U cMa,co<U>> = () Cur(U). (1.5)

a>0 \Cp>1 a>0

Le lemme suivant permet alors de comparer les classes non quasi-analytiques
et les intersections de classes non quasi-analytiques.

Lemme 1.3.2. [CC2] Soit M wune suile a croissance modérée satisfaisant
(Hg). Soit (uy)pen une suite de nombres réels telle que, pour tout a > 0, il
existe une constante Cy(a) vérifiant

lup| < C1(a) My, pour tout p € N. (1.6)
Alors, il existe une suite M’ admissible vérifiant

— pour tout a > 0, il existe Cy(a) > 0 tel qu’on ait
M, < Cy(a)My, pour tout p € N,
— |up| < AY, M, pour tout p > 1.
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On en déduit le lemme suivant.

Lemme 1.3.3. Soient U un ouvert de R"™ et ¢1, ..., ¢, des fonctions ap-

partenant a CM(U) Soit f une fonction de CM(U). On considere la suite
(ug)ken définie, pour tout k € N, par

= sup (max (ID"f(@)]. [D"61(x)].....|D"6,(x)])

Soit M la suite admissible associée par le lemme 1.3.2 a la suite (ug)ren. Sil

existe un réel 6 > 0 tel que la fonction f appartienne a (¢1, ..., ¢p) Crps(U),
alors la fonction f appartient a lidéal (¢1, ..., ¢,) Cru(U).

Démonstration. Par hypothese, il existe donc une constante C' et des fonc-
tions g1, ..., gp de Cyps o(U) telles qu'on ait f = > P | gi¢i. Pour tout indice
ie{l,...,p} et tout H € N" on a

5
Sug|DHgi(x)\ < N\ gillagrs 1. C" My L.
S

En reprenant les propriétés des suites M et M’, on conclut que, pour tout
réel a > 0, on a

sup| D" g;(z)| < Cy (ad™") ||gi||M,avlChM,‘jh!.

zeU

Compte tenu de (1.5), on conclut que les fonctions ¢y, ..., g, appartiennent
a Cp(U). Finalement, la fonction f est dans l'idéal (¢1,...,¢,) Cy(U). O

1.4 Jets de Whitney et extension de jets

Soit K un sous-ensemble compact de R”. Un jet F' sur K est la donnée
d’'une famille {Fy ; H € N"} de fonctions continues sur K a valeurs dans R.
Pour tout multi-indice L de N”, on définit la L-ieme dérivée du jet F' par

D'F = {Fy,p; He N}

En particulier, a toute fonction g de classe C'*° au voisinage de K, on peut
associer le jet J(g) = {Dfg ; H € N"}. Soit K un compact de R". Pour
tout jet F' sur K, tout point b € K et tout entier naturel j, le polynome de
Taylor de F est la fonction qui a x € R™ associe

TF@) = 3 4~ ) Fi(b)

IeN™
1<j
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On a alors, pour tout multi-indice H € N™ avec h < 7,

; 1
DUTF(z)= ) o = b) Frim(b). (1.9)
IeNm
i<j—h
D’autre part, si g est une fonction définie au voisinage de K, on peut aussi
définir le polynome de Taylor de g d’ordre j par

; 1
Tig(x) =) e = b) D! g(b). (1.10)
IeNr =7
i<j
Alors, pour tout H € N™ avec h < 7, on a 'égalité
DT g(x) = )" (D" g)(x). (1.11)

D’apres le théoreme classique d’extension de Whitney [M], [To], on a une
relation étroite entre le caractere infiniment dérivable d’'une fonction et les
propriétés des polynomes de Taylor qui lui sont associés. D’une part, en ce
qui concerne les fonctions non quasi-analytiques, on a le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Soient V un fermé convexe de R™ et M une suite a croissance
modérée. Soient Cy un réel supérieur a 1 et g une fonction de Chrc,(U) ot
U est un ouvert contenant V. Pour tout couple de points (a,b) € VZ, tout
j € N et tout H € N™ vérifiant h < j, on a

D" g(a) = DT g(a)| < Con®|lgllarcoda, b (Con®)’ Mjyahl,

Démonstration. Cette preuve utilise des arguments classiques. Compte tenu
de (1.11), il suffit d’obtenir cette majoration pour |D¥ g(a) — TV " (D" g)(a)|.
Pour tout H € N" vérifiant h < j, en appliquant la formule de Taylor-
Lagrange & l'ordre j — h & la fonction D g, on obtient

. a—b)f
Dg(a) - T (D" g)(a) = Dgla) — 3 = prig
JTeN™ ’
i<j—h
On en déduit
. DHAI .
Dg(a)— T D @) < Y sup |20 gy
I!
Ienn c€la,b]
i=j—h+1
| - h+i+1)!
< d(a by gl G 0 3 PR
IeN® :
i=j—h+1
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On a de plus,

(h+it D! _ (htitDin' _ ol 222
I! - i! - '

Finalement, on obtient
|D"g(a) - T] (D" g)(a)| < d(a,b) " |lgllarc, CF T Mjyan® VRl
D’autre part, si h = 7, on a

|D" g(a) — T} (D" g)(a)| = |D" g(a) — D" g(b)|
< Ngllaeco CoT M1 (b + 1)1d(a, b)
S d(a7 b>j_h+1”g’|M,Coog+1Mj+1n3(j+l)h!7

d’ou le résultat. OJ

Définition 1.4.2. Soient K un sous-ensemble compact de R", ' un jet sur
K et Cj une constante vérifiant Cy > 0. Le jet F' est un jet de Whitney
de classe Jy ¢, sur K, s’il existe une constante C' > 1, telle que les deux
propriétés suivantes soient vérifiées.
(JW1) pour tout multi-indice J € N" et tout point x € K, on a
|Fy(z)| < CC M,

(JW2) pour tout entier naturel j et tout H € N" avec h < j, on a, pour tout
(a,b) € K2,

|Fy(a) — DHT) F(a)| < COJT RIM; 1d(a, b)7 1.

On pose || F||amc, = min{C > 1; C vérifie (JW1) et (JW2)}. 1l existe
un théoreme d’extension de Whitney dans le cadre des classes de fonctions
non quasi-analytiques.

Théoréme 1.4.3. [CC1](11)

Soit K un sous-ensemble compact de R" et F' un jet sur K. Si F' est un jet
de Whitney de classe Jy; sur K, alors il existe une fonction f de classe Cyp2
sur R™ et dont le jet sur K coincide avec F.

Remarque 1.4.4. La remarque 12 de [CC1] donne également 'existence de
constantes C et Cs ne dépendant que de K et de M telles que, si F' appartient
a Jao, (K), on ait

[fllar,cocr < CollFllarco-

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése d'Edwige Croix, Lille 1, 2006

CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET NOTATIONS 17

1.5 Espaces de Banach de séries formelles

Soit B une algebre de Banach commutative unitaire munie de la norme
| llz- On note B[[X]], X = (Xi,...,X,), I'ensemble des séries formelles a
coefficients dans B. Soit M une suite vérifiant les propriétés (Hy) et (Ha).
Pour toute constante Cy > 1, on définit I’ensemble

F
A, = (P 5 5 g (<o}
]

HeNn

L’ensemble B[[X]]u.c, est un espace de Banach pour la norme || ||as,¢, définie
par

| Fl5

chMy,

(le fait que la méme notation soit utilisée pour définir deux normes différentes
n’est pas génant dans la mesure ou les objets auxquels elle s’applique sont
de nature bien distincte).

Il est possible de former des algebres de Banach de séries formelles en considé-
rant la norme || || X M) définie, pour tout multi-rayon A, par

I1Elasco = sup

F
|F||(M) Z I Flls HHB

LeN™

D’apres [GR](1.1 Satz 1 p. 16), 'ensemble
BIXJJ(M, ) = {F € R[X]]; | F|{" < oo}

est une algebre de Banach pour la norme || H(AM)

Les normes || |ac, €t | H(AM) sont comparables. En effet, si on définit le
n-uplet 1 = (1,...,1), elles sont liées par le lemme suivant.

Lemme 1.5.1. [Mo1](1.3.2 p. 28)
Soit F' une série formelle telle que ||F||y.c, < 00. Alors, pour tout r < %CO
ou n est la dimension de l’espace, on a

(M
[Elar2 < [FalllSs o 1Elbrco. (1.12)
rCo

1—
D’autre part, des relations (1.4), on déduit trivialement le lemme suivant.

Lemme 1.5.2. Soit M wune suite de réels strictement positifs vérifiant les
propriétés (Hy ),(Hz) et (Hy). Soit k un entier naturel. Il eziste des constantes
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dy > 1 et dy > 1 telles que, pour tout multi-rayon \ et toute série formelle
F e B[[X]](M,)\), on ait les inégalités
M (M
IS < dlIF gy

et o
1S < do|| P

Ultérieurement, on devra considérer la norme d’'une méme série pour
différentes algebres de Banach B(M,\). On adopte donc une notation pour
la norme précisant I'algebre utilisée. Ainsi, on dit que la série formelle F'

appartient a B[[X H (M) "X € R**, si la valeur
HFHHB
1P = > 5"
HeN™
est finie.

Exemple 1.5.3. Si B =R muni de la valeur absolue, on a

NS
F = —\"=||F
1 “(,\R E A = || ||

HeNn

Ezemple 1.5.4. Si B est 'ensemble {f € CO( ) ; HfHoo = sup,p | f(z)] < oo}
muni de la norme || ||, on note || ||(/\B = || H(A 2. On a donc

M. sup v | £ (2)]
||F||§A70(3) =Y EC]fw M.
HeNn h

De la méme maniere qu’on a défini une norme || ||as,¢, pour les fonctions

et pour les séries formelles, on peut adapter la norme || Hg{x?)

f de C*(U) en posant

aux fonctions

M) _ supgey | DY f ()] N
11 (x ooy H%N: ML .

Etant donné un champ de séries formelles a coefficients de classe C'*,

x — G(x,Y), on distinguera la série formelle G(a,Y) a a fixé, du champ
de séries formelles en désignant par G(-,,Y), le champ, ||G(-,, Y)||8/[<xz) sa

norme et par ||G(a, Y)H Aoo) la norme de la série G(a,Y). En remarquant
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que les coefficients du champ de séries formelles T.m f @ x+— T,f sont des

D" f(x)
H!

fonctions de C*°(U) (les fonctions = — ), on obtient 'égalité

IAIGED = 1T, £l
On définit ensemble C\*(U7) par
Y (U) = {f € C=(U) ; ||f||§ivgg) < oo},

C’est une algebre de Banach pour la norme || H . En appliquant le lemme
1.5.1 a la série

\DHf(ﬂf)! H
F(X) = sup ———X
) H%;"‘EEU Hl

avec r = (2nCy) ™!, on montre que, pour toute fonction f € Cyrc,, on a
M,
11,009 < 20F azco- (1.13)

D’autre part, U'inégalité triviale ||F||pa-1 < HFH&JY) implique, pour toute
fonction f € C/(\M)(U), A€ ]0,1],

M,.
£ lasaes < IS, (1.14)

Remarque 1.5.5. Ceci induit 1'égalité des ensembles CM)(U) = Unepo C&M)(U)
et CM(U)

Soit N une autre suite a croissance modérée. On peut considérer une
série formelle F & coefficients dans C")(U) et appliquer la norme || ||E\]f) a

la série ZHGN”HFHH(T OO)XH. On définit ainsi une norme sur CﬁN)(U)[[X]],

notée || ||(AA£N) On a

IS = 1Fall
HeNn
On définit alors ’algebre de Banach
CMO) XM = {F e c™M@)[IX]] 5 |IFIEY) < o0}

Cette algebre intervient naturellement dans I’étude des classes de Carleman
comme le montre le lemme suivant.
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Lemme 1.5.6. Si une fonction f appartient a C’iM)(U), alors le champ de

séries formelles T. f appartient @ ch (U)[[X]](Ml et sa norme, dans cet
A Wi,

espace, est majorée par 2]|f|]84 )
Démonstration. Dans cette preuve, pour tout H € N" on pose fg = DTH!f.
Par définition de CgM)(U), pour tout H € N” et tout x € U, on a

()] < SEIFIGS),

On a aussi

J+H
(M,.) D f( )| 13
HfHH(X E : Sug J'H'M — A

JeNr
sup |DTHH f ()| NI +h )\/ij+h(J +H)!
v (J 4+ H)!\Mjpp NN T
Si N = —— on obtient ||fH|| g ”AM) ||f|| On a alors
M, nAM )\’
> Iali" Z Al 5
HeNn "AM N My,
()\ TLAM>h
<y, 3o )
HeNn

En prenant N’ = on obtient le résultat. H

X
2n2A\ 0

Remarque 1.5.7. En utilisant les mémes arguments, on montre le lemme sui-

vant.
Lemme 1.5.8. Soit F' une série formelle de B[[X]]E\M). Alors, pour tout
L € N*, la série D*F appartient a B[[X]]% et sa norme, dans cet espace,
nApy
est magjorée par WHFH N B)
Etant donné un n-uplet de séries formelles, ' = (F',...  F™), on pose

M,. i (M.
IFliug) = max [[Fl05)-
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1.6 Inégalité de Lojasiewicz et séparation ré-
guliere

Définition 1.6.1. Soit U un ouvert de R"™. Soient K et L deux fermés de U
et f une fonction définie sur U. On dit que la fonction f vérifie L(K, L), ou
que f vérifie sur L une inégalité de Lojasiewicz par rapport a K, s’il
existe deux constantes C' > 0 et a > 0 telles qu’on ait, pour tout x € L,

|f(z)| = Cd(z, K)".

Définition 1.6.2. Soient M une suite a croissance modérée et U un ouvert
de R™. Soient un idéal de type fini de Cj;(U) et V(1) I'ensemble de ses zéros.
On dit que I est un idéal de Lojasiewicz s’il existe une fonction f dans [
vérifiant L(V (I),U).
Remarque 1.6.3. Dans ce cas, si fi,..., f, est un systeme de générateurs de
I, la fonction Y 7 | fZ vérifie L(V(I),U).

Dans ce travail, on utilise les inégalités générales de Lojasiewicz (voir, par
exemple, [BR]) sous la forme suivante.

Lemme 1.6.4. Soient L un compact sous-analytique et g une fonction ana-
lytique au voisinage de L. Si on pose K = g~ *({0}), alors la restriction g,
vérifie sur L une inégalité de Lojasiewicz par rapport a K.

Un lemme tres proche existe concernant la séparation réguliere d’en-
sembles sous-analytiques [BR].

Lemme 1.6.5. Soient A et B deux ensembles sous-analytiques fermés dans
R™ et soit K un compact sous-analytique. Il existe des constantes C' > 0 et
a > 0 telles que, pour tout x € K, on ait

d(z,A) +d(z,B) > Cd(z, AN B)“.

1.7 Ordre total sur N”

Sauf mention explicite, ’ensemble N™ sera muni de ’ordre total défini de
la mani‘ere suivante.
Etant donnés H et K deux n-uplets, on a H < K sil'une des deux conditions
suivantes est remplie :
[H| < |K]
ou |H|=|K]| et il existe un entier ¢ € {1,...,n} tel que, pour tout
jed{i+1,...,n}, onait hj =k; et h; <k;.

La notation H < K signifie que H et K vérifient H = K ou H < K.
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Ezxemple 1.7.1. Pour n = 3, on a les inégalités
(0,0,1) < (2,0,0) < (1,1,0) < (0,2,0) < (1,0,1) < (0,1,1) < (0,0,2) < (3,0,0).

On dira alors que les n-uplets sont rangés par ordre lexicographique
inverse (ordre L-I).

Il existe une autre méthode pour construire un ordre total sur N". Soit £
une forme linéaire dont les coefficients sont strictement positifs et indépen-
dants sur Z. Etant donnés H et K deux n-uplets, on dit que H est L-inférieur
a K et onnote H <, K, sionaL(H) < L(K). La forme linéaire £ définit
alors un ordre total sur N”. On définit £,,., comme étant le plus grand des
coefficients de la forme L et L, le plus petit.

Lemme 1.7.2. Pour tout my € N*, il existe une forme linéaire L dont les
coefficients sont strictement positifs et indépendants sur Z, telle que, pour
tout couple (H, K) de n-uplets, avec |K| < mq, on ait

LH)< LK) < H<K.

On dira alors que ’ordre induit par L sur N" coincide avec 'ordre L-1 jusqu’a
la longueur my.

Démonstration. On note (L;)i=1...n, les coefficients de la forme L. Il n’est
pas difficile de voir que l'ordre induit par £ sur N” coincide avec 'ordre L-I
jusqu’a la longueur myg si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées :

Li<Ly<...<L,,
En m0+1
—_ < ,
£1 myo
et, Vj € {17 o, n— 1}, moﬁj < (mo — 1)£1 +£j+1.

1
On pose £, = 1. La suite S = (227 );cy est constituée d’éléments indépendants
sur Z et converge par valeurs supérieures vers 1. On choisit alors les coeffi-

cients de £ de la maniere suivante : on fixe £, appartenant a S N } 1, m&—ﬁl [

On détermine ensuite les coefficients par indice décroissant entre n — 1 et 2,

en choisissant £; appartenant a .S'N ] 1, % : O]
0

Exemple 1.7.3. Si n = 3 et myg = 3, l'ordre L-I ordonne les 3-uplets de la
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maniere suivante :
(0,0,0) <(1,0,0) < (0,1,0) < (0,0,1) < (2,0,0)
< (1,1,0) < (0,2,0) < (1,0,1) (
< (0,1,1) < (0,0,2) < (3,0,0) (
<(2,1,0) < (1,2,0) < (0,3,0) < (2,0,1) (1.17
<(1,1,1) < (0,2,1) < (1,0,2) (
< (0,1,2) < (0,0,3) < (4,0,0). (

L’ordre induit par une forme linéaire £ coincide avec l'ordre L-I jusqu’a
la longueur 3 seulement si cette suite d’inégalités strictes est préservée. La
premiere ligne implique les relations

0< El < £2 < £3 (120)
ot L3 < 201, (1.21)

Si les inégalités (1.20) et (1.21) sont vérifiées, seule la derniere inégalité de
chacune des lignes (1.15) a (1.19) apporte une contrainte supplémentaire.
Ainsi de la ligne (1.15), on déduit 2L, < £ + L3,
de la ligne (1.16), 2£3 < 3Ly,
de la ligne (1.17), 3Ly < 2L + L3,
de la ligne (1.18), 2Ly + L3 < L4 + 2L3
et de la ligne (1.19), 3L3 < 4L;.
On pose alors £, =1, L3 = 21 < %, puis
12 L3
EQ =216 < 3 + 3
Finalement, si on a deux 3-uplets H et K tels que |[H| <3 et |K| <3, on a
I’équivalence
L(H)<L(K) < H<K. (1.22)
D’autre part, si on a un troisieme 3-uplet H' tel que L(H') < L(K), alors la
longueur de H' est majorée par L(H'). On en déduit

\H'| < L(H') < L(K) < £(4,0,0) = 4.

Ainsi, la longueur de H' est inférieure a 3 et, de (1.22), on déduit la rela-
tion H' < K. On a donc montré qu’aucun 3-uplet de longueur strictement
supérieure a 3 ne s’intercale entre deux 3-uplets de longueur inférieure a 3.
En conclusion, 'ordre induit par la forme £ ainsi définie coincide avec 'ordre
L-T jusqu’a la longueur 3.

Par contre, au dela de la longueur 3, l'ordre L-I n’est plus respecté, comme
le montrent les inégalités

L£((1,0,5)) < £((0,6,0))et £((7,0,0)) < £((0,0,6)).
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1.8 Diagramme des exposants initiaux

Un ordre total sur N” permet d’ordonner les monomes d’une série formelle
a n indéterminées. Sauf mention explicite, ’ordre utilisé pour les n-uplets sera
toujours l'ordre lexicographique inverse.
Soit F' une série formelle s’écrivant sous la forme

F(X)= Y Fyx"

HeNn

On appelle support de F', I’ensemble
supp(F) = {H € N", Fyy # 0.

On définit 'exposant initial de F', noté Exp F', comme étant le plus petit
élément de supp(F') pour 'ordre L-I. Alors le coefficient initial de F', noté
Init F, est Fiyxp et le monoéme initial de F' est (Init F)X®® ¥ On ap-
pellera ordre de F' la valeur |Exp F|. On remarque que si n = 1, 'ordre de
F' coincide avec I'exposant initial.

Ezemple 1.8.1. Sin = 3, le polynome P(X,Y,Z) = X (Y + X +1)(2Z — X?)
se développe, en classant les monomes par ordre croissant, sous la forme
P(X,Y,72)=2X7 — X* +2X?7Z +2XY7Z — X* - X*Y.
Ainsi, son support est
supp(P) = {(1,0,1),(3,0,0),(2,0,1),(1,1,1),(4,0,0),(3,1,0) }.

OnaExp P =(1,0,1), Init P = 2, le mondme initial de P est 2X Z et l'ordre
vaut 2.

On s’intéresse désormais aux idéaux de I'anneau des séries formelles a n
indéterminées X1,...,X,. On pose X = (Xy,...,X,). Soit [ un idéal dans
cet anneau. Le diagramme des exposants initiaux de [ est I’ensemble

N = {Exp F,F € I}.

N est un sous-ensemble de N”. De plus, si une série formelle F' appartient
a I alors, pour tout H € N”, la série X' appartient aussi & I et on a
Exp (X#F) = H + Exp F. On en déduit 1'égalité

N +N'=N.
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Nous dirons qu’un sous-ensemble N de N" satisfaisant la propriété
N+N' =N

est un diagramme dans N”. Etant donné un diagramme N, il existe une
unique famille de n-uplets (a;)icq1,..¢y telle qu’on ait

N =J(e:i + N (1.23)

=1

et que ¢ soit minimal pour 'égalité (1.23). Les oy, i € {1,...,t}, sont appelés
sommets du diagramme N. Par la suite, on supposera que les sommets
d’un diagramme sont toujours rangés de maniere croissante pour l'ordre L-I.
On définit 'ordre du diagramme N, noté [N, comme étant la valeur
maxjef1,...s} |oyl.

Les sommets permettent de définir un ordre total sur ’ensemble des dia-
grammes dans N”. Ainsi, étant donnés deux diagrammes N*' et N2 dont
les sommets sont respectivement o, ..., a; et of,...,af, on a N2 < N?
g'il existe un entier ¢ < min(ty,ty) tel que, pour tout i < ¢, on ait o} = a?
et 'une des conditions t = t; < t5 ou o,y > oZ,,. On écrit Nt < N2 i les
diagrammes vérifient N2 < N ou N2 = N1

Exemple 1.8.2. Avec n = 3, si on considere les diagrammes

N'=((0,1,0) +N*) U ((0,0,2) + N?) . N?=((1,0,0) + N), (1.24)
N?=((0,1,0) + N*) U ((1,0,1) + N¥) et N* = ((0,1,0) + N?), (1.25)
on a les inégalités
N2 <N < NP < N
En effet, lorsqu’on compare
~ N?et N3, onat=0et a? <al,
~N3et N onat=1et a3 <aj,
~Nlet Nt onat=1=1t,<t.

Remarque 1.8.3. L’inclusion N'' C N? induit Pinégalité N? < N1,

Etant donnée (aq,...,q;) une suite croissante de n-uplets, on appelle
décomposition de N" associée a («q,...,q;), la famille (Aq, ..., Ay, Ao)
de sous-ensembles de N", construite de la maniere suivante.

On pose Ay = ay + N" et pour tout ¢ € {2,...,t},
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On pose Ac = N™\ (U;Zl Aj>. Il est possible que, pour certains j € {1,...,t},
I'ensemble A; soit vide. Cependant si la famille (a, . .., a;) est 'ensemble des

sommets d’un diagramme A dans N", avec N' # N, cette décomposition est
une partition de N”.

Exemple 1.8.4. Pour n = 2, la figure 1.1 représente les décompositions as-
sociées aux familles ((2,0),(1,1),(0,3)) et ((5,1),(4,2),(2,4)) sont :

Ay A, Ay 4,
7 By
Ac Ay 7 h
! oA
’ - e
((2,0),(1,1),(0,3)) ((5:1,(4.2),(2.4)

Fic. 1.1 — Exemples de décompositions

Lemme 1.8.5. Toute suite de diagrammes croissante pour ['inclusion est
stationnaire.

Démonstration. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la
suite de diagrammes

N1§N2§---§M§---

est strictement croissante. On note P l’ensemble de ses indices. On veut
montrer que P est fini.

Soit AN le plus petit diagramme pour 'inclusion contenant N et n’ayant
qu’un seul sommet.

Si on note ;) le sommet de N7, alors, pour tout indice i € {1,...,n},
la i-éme coordonnée de (3] est la plus petite des i-emes coordonnées des
sommets de V. Soit By = {p € N ; N, C N';}, cet ensemble est de la
forme By = {1,...,41}. On note N, le plus petit diagramme pour I'inclusion
contenant N, ;1 et on pose By = {p € N; N, C Ny} = {iy + 1,...,i2}.
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En réitérant, on construit des ensembles B, de cardinal fini réalisant une
partition de P. De plus, a chaque B, est associé¢ un diagramme ./\fq’ n’ayant
qu'un sommet et la suite de ces diagrammes vérifie les inclusions strictes

N{gNégg/\/’ég

Or, il est immédiat que toute suite de diagrammes, n’ayant qu'un sommet
et strictement croissante pour l'inclusion, est finie. On en déduit que les
ensembles B, sont en nombre fini. Il en est donc de méme pour leur réunion,
c’est-a-dire pour P. O

1.9 Division a la Hironaka

Un outil essentiel dans la démarche de [BM1, BM2, Mo3] est la possibilité
d’effectuer une division par un idéal dans ’anneau des séries formelles. Ainsi
dans [BM1, BM2] est utilisée une division appelée division a la Hironaka,
définie par le théoreme suivant.

Théoréme 1.9.1. [G](52), [AHV](Ch.1, §1), [Br]

Sotent G1,...,G, des séries formelles indexées de telle sorte que la suite
Exp Gi,...,Exp G, soit croissante pour Uordre L-I. Soit (Aq,..., Ay, A¢)
la décomposition de N associée a (Exp Gy,...,Exp G,). Pour toute série
formelle F', il existe des uniques séries Q)q,...,Q, et R telles qu’on ait

EXp Gl+supp QZ CAi, Vi € {1,...,]?}, (126)
supp R C A¢, (1.27)

p
et F = Z Q.G; + R. (1.28)

i=1

Ce théoreme peut étre démontré de maniere algorithmique. Cependant,
c’est aussi un cas particulier d'une division basée sur l'ordre induit par une
forme linéaire L. Plus précisément, cette division, appelée L-division, est
définie par le théoreme suivant.

Théoréme 1.9.2. [G](52), [AHV](Ch.1, §1), [Br]
Soient
— L une forme linéaire a coefficients strictement positifs et indépendants
sur 7.,
— B1y..., 0By les sommets d’un diagramme N dans N",
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- Gy,...,G, des séries formelles de R[[X]], vérifiant, pour tout indice
jed{l,...,p},
(Gj)ﬁj 7é 07

(Gj)u=0, VHeN" H#p;, L(H)<L(),
et (G])H =0, VH € N", |H| < |ﬁ]|

Pour toute série formelle F', il existe des uniques séries Qq, ..., Q, et R telles
qu’on ait

EXp Gl—i—supp Qz C Ai, Vi € {1,...,p},
supp R C A¢

p
=1

Si la forme linéaire £ coincide avec 1'ordre lexicographique inverse jusqu’a
la longueur max (Exp Gj), on obtient la division a la Hironaka.

=1,...,

Dans le cas de la division a la Hironaka comme dans celui d'une £-division,
le mot quotients désignera les séries @);, 7 € {1,...,p} obtenues et le mot
reste désignera la série R.

Dans ce travail, on utilisera également une version plus faible de la division
a la Hironaka qu’on appellera division faible a la Hironaka : il s’agit
d’associer a une série formelle F', des séries )y, . . ., @, et R satisfaisant (1.27),
(1.28) et une condition (1.29), plus faible que (1.26), donnée par

Exp G; + Exp Q; € A;, Vied{l,...,p}. (1.29)

Remarque 1.9.3. La division a la Hironaka est aussi une division faible a la
Hironaka. On déduit donc du théoreme 1.9.1 qu’il est possible d’effectuer une
division faible de n’importe quelle série formelle.

Remarque 1.9.4. 11 n’y a pas unicité de la division faible a la Hironaka. En
effet, si on considére la division de la série F(X,Y) = XY3 +Y2+Y par les
séries X et Y2, on a les égalités

FX,Y)=XY*)+Y*x1+Y (division a la Hironaka)
et F(X,Y)=Xx0+Y*(1+XY)+Y.

Pour alléger les énoncés ultérieurs, on dira qu'un p-uplet de séries for-
melles (Gy,...,G,) est une famille de diviseurs a la Hironaka si les
séries G; sont ordonnées de telle sorte que la suite Exp G, ..., Exp G, soit
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croissante pour 'ordre L-I. Dans ce cas, §;, j € {1,...,p}, désignera le n-
uplet Exp G; et (Aq,..., A, A¢), la décomposition de N™ associée a la famille
(Bry -+, Bp)-

Les propriétés des quotients et reste de la division faible a la Hironaka
permettent de comparer leur exposant initial avec celui de la série F'.

Lemme 1.9.5. Soient F' une série formelle et (Gy,...,G,) une famille de

diviseurs a la Hironaka. Les quotients Q1,...,Q, et le reste R d’une division
faible & la Hironaka de F par (Gi,...,G,) vérifient

Vie{l,...,p}, Exp Q;G; > Exp F
et Exp R> Exp F.

Démonstration. Pour cette preuve, on pose Hy = R et, pour tout ¢ € {1,...,p},
H; = Q;G;. Ainsi la série F' s’écrit sous la forme

p
F=>H, (1.30)
=0

avec Exp Hy € A¢ et, pour tout i € {1,...,p}, Exp H; € A;.

Soit p = minsego,... py Exp H;. On veut montrer que p est supérieur a Exp F.
Il existe un indice 7 tel que u = Exp H;,. D’apres la définition de Exp, on a
aussi

= min (supp H;).
It ie{o,_“’p}( pp H;)

Sion ap < Exp F, I'équation (1.30) implique qu’il existe un indice i, dis-
tinct de ip, tel que le support de la série H;, contienne p. Cela entraine
I'égalité 1 = min(supp H;,) = Exp H;,.

On en déduit alors la relation Exp H;, = Exp H;,. Cette relation est impos-
sible car les ensembles A; et A¢ sont deux a deux disjoints. On conclut que
1 est supérieur a Exp F'. De plus, la relation u < Exp F' est évidente. On a
donc p = Exp F. [

Les théoremes de division énoncés ci-dessus sont purement formels. On
peut cependant s’intéresser au cas particulier ou les séries considérées sont les
développements de fonctions infiniment dérivables : soit Z un sous-ensemble
de R", on dira qu'un p-uplet (g1, ...,g,) de fonctions de classe C* au voi-
sinage de Z, est une famille de diviseurs C'*™ sur Z a la Hironaka, s’il
existe des n-uplets [3,..., 3, tels qu’on ait

Vae Z, Vje{l,....,p}, ExpT,.g;=0;
et B << B,
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Ceci signifie que, pour tout point a € Z, le p-uplet de séries (7491, - .., Tagp)
est une famille ordonnée de diviseurs a la Hironaka et que les n-uplets associés
ne dépendent pas du point a. Sous ces hypotheses, étant donnée une fonction
f de classe C"*™° sur un voisinage V' de Z, on dit qu’on peut effectuer, dans
V', une division a la Hironaka sur Z de f par la famille (¢i,...,9,),
s’il existe p + 1 fonctions g, ..., g, et r, de classe C* sur V, telles qu’on ait,
pour tout point a € Z,

p
- Taf = ZTanTagj + Tara

j=1
— pour tout j € {1,...,p}, Bj +supp Taq; C A; et supp Tor C Ac.

On désigne par quotients sur Z, les fonctions ¢, ..., g, et reste sur Z la
fonction 7.

1.10 Bases standards formelles, bases stan-

dards d’un idéal de fonctions sur un en-
semble U’

Soient I un idéal de séries formelles et N'(I) le diagramme des exposants
initiaux de I. On note oy, . .., a; les sommets de N (I). D’apres la définition
des exposants initiaux et des sommets, il existe des séries formelles Gy, ..., G,
appartenant a I telles que, pour tout ¢ € {1,...,t}, on ait Exp G; = ;. En
particulier, on a N'(I) = J!_, (Exp G; + N").

On appelle base standard formelle d’un idéal I, toute famille G de séries
de I telle qu’on ait
N(I) = | (Exp G+N").
Geg
Cette famille n’est pas unique : par exemple, I est une base standard pour
lui méme.

Dans ce travail, on se place tantot dans I'espace des fonctions C'*°, tantot
dans celui des fonctions de classe Cy;, tantot dans celui des fonctions réel-
analytiques sur un ouvert U. Lorsqu'une propriété est valable pour cha-
cune de ces classes de fonctions, on utilise la notation CI(U) pour désigner
I'une d’entre elles. Soient f une fonction appartenant a Cl(U) et V un sous-
ensemble de U. Pour tout point a € U, T, f est une série formelle. On peut
donc lui associer son exposant initial Exp T, f. On définit alors I'exposant
initial de f sur V comme étant le n-uplet

Exp f|, = min (Exp Tof : a€ V).
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Soient I un idéal de type fini dans CI(U) et {1, . .., ¢, } une famille génératri-
ce de I. Pour tout point a € U, I, désignera I'idéal engendré par les séries
formelles Ty, . . ., Tatp, dans R[[X]] et par N,, le diagramme N(I,). Pour
tout sous-ensemble V' de U, on pose Ny = {Exp f, ; f €I}

Lemme 1.10.1. Pour tout point a € V et tout n-uplet o € Ny, il existe une
fonction f € I vérifiant Exp T, f = «.

Démonstration. Comme « appartient a N, il existe une série formelle F € I,
telle que Exp F' = « et des séries formelles de R[[X]], notées T';, satisfaisant

Z 11l Ta(pl )

Si on tronque les séries I'; & partir de ordre |a| + 1, on obtient une série F

définie par
p
=Y ) (), X' Tup(X)

I=1 0<|J|<[al+1

ayant le méme exposant initial que F. En définissant la fonction f par

= Z Z (), (@) (@ —a)’,

I=1 0<|J|<[al+1

on a 'égalité F(ﬁ( ) = Tof(X). Visiblement la fonction f appartient 1'idéal
I et vérifie Exp T\, f = a. O

Soient V' un sous-ensemble de U et (3,...,5; les sommets de Ny. On
suppose que, pour tout point a € V, on a N, = Ny (si V est réduit & un
point, cette propriété est toujours vraie). On appelle alors base standard

de I sur V, toute famille 7 = (fi,..., f;) de fonctions de CI(U) telle que,
pour tout i € {1,...,t} et tout point a € V, on ait Exp T, f; = 0.

Remarque 1.10.2. Si le t-uplet F = (fi,..., f;) est une base standard de [
sur V', c’est aussi une famille de diviseurs C*° sur V' a la Hironaka.

Exemple 1.10.3. Soient U un ouvert de R? et I I'idéal engendré par la fonction
(x,y) — x +y. On a alors quatre sous-ensembles de U,

Vi=U\(({0} xR)U (R x{0})), Vo= ({0} xR)\ {(0,0)},
Vs = (R x {0})\ {(0,0)} et Vi=(0,0)
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et pour chaque ensemble V;, la famille ne comportant que la fonction

(x,y) — = + y est une base standard de I sur V;. Cette derniere propriété
résulte du fait que l'idéal I est principal. On verra, dans les exemples de la
section 5.5, que si l'idéal est de type fini non principal, les caractéristiques

d’une base standard peuvent varier suivant le lieu considéré.
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Chapitre 2

Extension de jets non
quasi-analytiques

Dans ce chapitre, on étudie les possibilités d’extension d’un jet F' dans le
cas particulier ou celui-ci coincide localement avec le jet d'une fonction non
quasi-analytique. Plus précisément, étant donnés K et L, des sous-ensembles
compacts de R™ vérifiant K ¢ L, et deux constantes § > 1 et € € ]0, 1], on
suppose que, pour tout point a € L\ K, la restriction du jet F' & I’ensemble
B(a, ed(a, K)°)NL coincide avec le jet d’une fonction g, non quasi-analytique
sur B(a, ed(a, K)?).

Dans un premier temps, on s’intéresse au cas ou les fonctions g, peuvent
étre vues comme la restriction de fonctions de classe C™)(R™) plates sur K.
On montre qu'il est possible d’étendre F' en une fonction de classe C*)(R")
sous certaines hypotheses de majoration uniforme de la famille de fonctions
{go ; a € L\ K}. Dans une deuxieme temps, nous n’'imposerons sur les
fonctions g, aucune autre condition que le fait d’étre non quasi-analytiques.
I1 est alors possible d’étendre F' en une fonction de classe C*°(R™ \ K) dont
la restriction aux boules B(a, ed(a, K)°) est de classe CM).

2.1 Extension de jets a R"

Les dérivées successives d’'une fonction de classe C™) au voisinage d’un
compact, plate sur ce dernier, satisfont des inégalités particulieres comme le
montre le lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Soient M une suite admissible, U un ouvert convexe de R™
et K un sous-ensemble fermé dans U. Soit f une fonction de classe C’gM)(U)
plate sur K. Il existe des constantes Cy et Cy telles que, pour tout sous-

33
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ensemble U’ inclus dans U et tout entier naturel p, on ait

110 ||((Aﬁ")oo> < 2sup d(a, K C| SN M,
[
Démonstration. Soient b un point de K et a un point de U\ K. En appliquant
la formule de Taylor-Lagrange a f entre a et b, on obtient, pour tout H € N"
et tout entier naturel p,

[D" f(a)| < sup Z ID’”Pf( )|

c€la,b] PenNn
|Pl=p

1

L'inégalité 5; < =7 2% et Pappartenance de f & C’( (U) induisent la majoration

Myin (p +h)!

H 2
D" f(a)| < d(a, b)"n® || FII(y5) VI

Compte tenu des inégalités % < 2P*p! et de 'hypothese (Hs), on a
A p+h
D f(a)] < d(a byn2] £ MMh( : ) oy

Im2A 24, \"
gd(a,b)p( AM) MHfH(m (TM> M.

Si b est choisi de telle sorte qu'on ait d(a,b) = d(a, K), la majoration
précédente devient, pour tout entier naturel p,

D" (o) < dta 7 (222 a3, (22

On en déduit, pour tout entier naturel p et tout réel A € ]0, 1],

DHf ) nol

A1 < E su N —

||f‘U H)\ = xElI])’ Mh
2n2 Ay, 240 \"
< P Y (=) A
_Sélllj)/(d(%K) )( b\ ) M”f”(/\oo ( )\ ) A

HeNn

Si la valeur \" est égale a - A , la derniére somme converge et on a, en posant
02 = 271 AM,

M,. CZ P M,.
I, < 2sup o, 207) (S2) a1

Le lemme s’ensuit. ]
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Lorsqu’on prend U’ = B(a, ed(a, K)°), comme suggéré au début du cha-
pitre, on a sup,¢; d(z, K) < d(a, K) (1 + ed(a, K)°~'). On considére donc le
cas ou les fonctions g, vérifient ce genre de majoration. On démontre d’abord
un lemme technique concernant de telles fonctions.

Lemme 2.1.2. Soient K un sous-ensemble fermé de R™ et des constantes
r>0,0>1,02>1,e€]0,1], C>1 et D> 1. Soient V un ouvert conveze
inclus dans T (K,r), satisfaisant V N K = &, et g une fonction de C(V).
Il existe des constantes Cy et Cy ne dépendant que de r,0,0',¢,C et D telles
qu’on ait la propriété suivante.
Etant donné un point a dans V', si, pour tout p € N, on a
M, —5

||g|Va||((€d(i’K)5’oo) < Cd(a, K"~ D" M,, (2.1)
avec V, = Bla,ed(a, K)°)NV , alors on a aussi, pour tout j € N, tout H € N"
vérifiant h < j,

—  |D"g(a)| < C1Cyd(a, KM A, (2.2)
— | D"Tig(x)| < C1CYd(a, x)j“_hMijh!, Vo € K, (2.3)
— DT g(a)| < C1CYd(a, by M B, Vb € V. (2.4)

Démonstration. En appliquant la propriété (Hs), avec k = ([d] + 1)j et
[ =[0]4+]d]+2, puis la propriété (1.2), avec k = [d]|+1 et [ = j, on montre
qu’il existe des constantes C et C} telles que, pour tout j € N, on ait

T8
My nya141)+76m+1 < CiCQJMj[ [ (2.5)

Soit a un point vérifiant (2.1). Pour tout entier naturel p et tout n-uplet
H e N" et tout p e N, on a

D" g(a)| < Cd(a, K)P~% DPM, (ed(a, K)°) ™" M,h! 26)
< Ced(a, KY*~" " DP M, ,h).
Si on considere cette majoration avec p = j+1—h+ [0"] + [d] h, on obtient
DR g(a)] < Ced(a, K )yl 1=0+h{o1=0 pr 1 pl.
Or, par hypothese, on a h < j. On en déduit p+h < j+ 1+ ']+ [d] j puis
Mpin < Mjayrs1)+[97+1- En utilisant I'inégalité (2.5), on obtient (2.2).

Concernant la relation (2.3), (1.10) et (1.11) induisent la majoration

D" Tig()| < 3 e, ) |[DTg(a)] (27)

TeNn
i<j—h
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Pour tout I € N" aveci < j—h,sionprend p = j+1—h—i+[d"]+[0] (i+h)
dans la relation (2.6), on obtient la majoration

D" g(a)] < O d(a, KP4 00g g 1D,
De l'inégalité d(a, K) < d(a, z), on déduit alors
d(a, z) " Cle—i=hp[81=8"+(i+h)([6]-0)

Il (2.8)

d(a, z)"

1D g(a)] <

On a, d’autre part, Myiyn < Mj(154+1)+[677+1- En reprenant (2.5), on obtient
Myiin < OO MO (2.9)

De plus, on a

(i +h)! < (i + h)ln’ < Rlpht2i
n - i! -
En reportant cette derniere majoration et (2.9) dans (2.8), on obtient des
constantes C et () vérifiant, pour tout I € N", avec ¢ < j — h,

d(a,x)

DT g(0)] < dla, @) RGO M

En reportant cette derniére inégalité dans (2.7), quitte & augmenter les va-
leurs de C) et Cy, on obtient (2.3).

Pour 'estimation (2.4), on pose, pour tout point a € V, w, = ed(a, K)°.

La fonction g appartenant a CLE,]:[)(B(CI, wy,)), elle appartient aussi a la classe
M,.)

Chroz1(Bla,w,)) et sa norme, dans cet espace, est inférieure a g, HE% b0

En appliquant le lemme 1.4.1, on obtient la majoration
3

. o n
ID"g(a) ~ DPTg(a)] < ol 97 (2

1
) Mkl (2.10)

L’hypothese sur la fonction ¢g et la définition de w, impliquent, pour tout
entier naturel p, I'inégalité

191y, lar om0y O < e 0D d(a, K) =008 Do

En particulier, pour p = [0'] + [d] (j + 1) + 1, la puissance de d(a, K) est
strictement positive. Il existe donc des constantes Cf et Cf telles qu’on ait

191, g0 9 < CHCE M,
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En reportant ce résultat dans (2.10) et en utilisant (2.5), quitte a augmenter
la valeur de C; et de Cy, on montre (2.4).
[l

On est alors en mesure de démontrer le lemme d’extension suivant.

Lemme 2.1.3. Soient K et L deux compacts de R™ vérifiant K & L et
M une suite admissible. Soient F' un jet défini sur L, nul sur K, et deux
constantes € € 10, 1] et § > 1, tels que, tout point a € L\ K, la restriction du
jet F a lensemble B(a,ed(a, K)°) N L coincide avec le jet d'une fonction g,
définie sur B(a,ed(a, K)?). S’il existe des constantes C, D et §' telles que,
pour tout point a € L'\ K, la fonction g, satisfasse, pour tout entier naturel
b,
19all{0ai) 35 o) < Cd(a, K)P= DPM,,

alors il existe une fonction g de classe Cyars1+1) sur R™ et dont le jet coincide
avec F' sur L.

Démonstration. L'ensemble L étant compact, il existe une constante r’ telle
que, pour tout point a € L, on ait d(a, K) < r’. Etant donné un point
a € L\ K, la fonction g, satisfait les hypotheses du lemme 2.1.2 avec r = er’ 0
et V = B(a,ed(a, K)?). Les constantes §, &, ¢, C' et D ne dépendant pas du
point a, il existe des constantes C] et C4 telles qu’on ait, pour tout point

ac L\ K,
DM go(a)| < C1CY d(a, Ky ="M hl, (2.11)
—  |D"Tiga(2)| < C’{C’éjd(a,x)jH_hMijh!, Vo e K, (2.12)
— DT gu(a)| < C1CYd(a, by MR, Vb € V. (2.13)

Par hypothése, pour tout n-uplet H € N" et tout point a« € L'\ K, on a
|Fri(a)| = |D" ga(a)]. (2.14)
Compte tenu de (2.11) avec h = j, on obtient donc
|Fy(a)| < CCY"d(a, K)M* AL,

On en déduit que le jet F' satisfait la condition (JW1) pour les jets de
Whitney de classe Jyrs141).

En ce qui concerne la condition (JW2), étant donnés un entier naturel j et
un n-uplet H € N”, vérifiant h < j, la majoration de I'expression

|[Fiu(a) — DT} F(a)| (2.15)
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dépend des positions respectives des points a et b.
En effet,
— si les points a et b appartiennent tous deux a K, alors l’expression
(2.15) est nulle.
— si le point a appartient a L \ K et b a K, U'expression (2.15) est égale
a |Fy(a)| = |D"g,(a)|. De la relation (2.11), on déduit

|Frr(a)| < G104 d(a, by =" M1 .
Ainsi, on a, pour tout j € N et tout H € N” vérifiant h < j,
|Fy(a) — DT Fa)| < G105 d(a, by ="M h.

— si le point @ appartient a K et b a L\ K, alors I'expression (2.15) est
égale & |DFT! F(a)|. De plus, on a
. 1
DUT!F(a) = Z ﬂ(a — ) Fryp(b)
TeNn
i<j—h

et, au point b, le jet F' coincide avec le jet associé a la fonction g,. On
en déduit
; 1
DITF(@) = Y L a =)D gt
iéejl\i”h (2.16)

= DHTbjgb(a).

En utilisant (2.12) avec a = b et = a, on obtient encore, pour tout
j € Net tout H € N" vérifiant h < 7,

|Fy(a) — DT F(a)| < €105 d(a, by ="M A,

— si les points a et b appartiennent & L\ K et si on a d(a,b) < ed(a, K)°,
alors le point b appartient a B(a,ed(a, K)°) N L. On a, dans ce cas,
F(b) = J(9a)(b) et

|Fir(a) = D"T]F(a)| = [D"gu(a) — DT gu(a)l.

On déduit du lemme 1.4.1 I'existence de constantes Cf et C} telles qu’on
alt
|Fyr(a) — DETYF(a)| < C4CYd(a, b) ™" M, 1 h!
< C4Cy 7 d(a, by M AL,
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— si les points a et b appartiennent & L\ K et si on a d(a,b) > ed(a, K)°,
on considere alors un point ¢ appartenant a 'ensemble L\ K et vérifiant
d(a,c) < 5d(a, X)°. On a, dans ce cas, la majoration

|Fy(a) — DT} F(a)| = |Fy(a) — DTIF(a) + D"T!F(a) + DPT] F(a)|
< |Fu(a) — D"T!F(a)|
+ |[D*TIF(a)| + D" T F(a)).

Par construction, le point ¢ appartient & B(a, ed(a, K)°) N L. On peut
donc majorer lexpression |Fy(a) — DETIF(a)| comme dans le cas
précédent. On obtient

|Fy(a) — DITIF(a)| < C4CYd(a, ¢) "1 01h)

< Cécz/ljd(a, b)jchrlel-‘rf(ﬂh!

puisque le choix de ¢ implique aussi 'inégalité d(a, ¢) < 2d(a, b).
De plus, la relation d(a,c) < 5d(a, K)° entraine d(c, K) > id(a, K).
On a donc .
5
d@@gﬁﬁmK»gd@mf

Autrement dit, le point a appartient a V. et on peut appliquer (2.13)
pour majorer [D¥TIF(a)|.

En ce qui concerne |D¥T!F(a)|, on pose K = K U {a}. On a alors
d(b, K') < d(b, K). Par conséquent, la fonction g, vérifie

M,. st
19610 .00y < Cl(b, K'Y= DP M,

et Pouvert V/ = B(b,ed(b, K')) est inclus dans V, N T(K’,er”®). On
peut donc appliquer le lemme 2.1.2 avec K = K/, V =V, et a =b. On
obtient, pour tout x € K’,

(DT gy()| < C4CEd(b, ) ="M .

Donc, en prenant z = a, on obtient le résultat recherché.

On a finalement montré que F' est un jet de Whitney de classe J,;s1+1)
sur L. Par le théoreme 1.4.3, on conclut qu’il existe une fonction g de classe
Ch26141) sur tout ouvert relativement compact dans R” telle que F' soit le
jet de la fonction g sur L. O]
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2.2 Extension de jets a R"\ K.

Le principe de cette extension consiste a construire un recouvrement de
R™\ K par des boules dont le rayon est de I'ordre de d(a, K)°, ot a désigne le
centre, puis une partition de l'unité dont les éléments ont un support adapté
a ce recouvrement. Classiquement, on sait construire un recouvrement de
R™\ K par des boules dont le rayon est de 'ordre de d(a, K) (lemme 2.2.1). En
utilisant ce résultat, on construit, dans la proposition 2.2.2, le recouvrement
cherché. On en déduit une partition de I'unité et, enfin, un lemme d’extension
de jets (proposition 2.2.5). On remarquera que tous les énoncés de cette
section sont encore vrais si le compact K est vide, pour peu qu’on adopte la
convention d(z, @) = 1.

Habituellement, pour contruire un recouvrement de R™\ K, il suffit d’ap-
pliquer le lemme qui suit.

Lemme 2.2.1. [CW], [CC1](proposition 5 p. 15)
1l existe des constantes strictement positives, a < 1, b > 1, k > 1 et s > 1,
telles que, si K est un sous-ensemble compact de R", il existe une famille de
boules { B(x;, ;) bien vérifiant les propriétés suivantes :

- R" \ K = UiENB(xiu Tz') = UiGNB(xia ]{ZT’Z'),

— pour tout x appartenant a une boule B(x;, kr;), on a, a la fois,

ar; < d(z, K) < br;

et ad(z, K) < d(x;, K) < bd(z, K), (2.17)

— pour chaque i € N, la boule B(x;, kr;) rencontre, au plus, s autres boules
de la famille.

Cependant, dans notre travail, il est nécessaire d’avoir un recouvrement
plus fin de R\ K.

Proposition 2.2.2. Soit d' un réel positif. Il existe une constante sq > 1
et des fonctions s; et sy croissantes non majorées sur RY* telles que, pour
tous réels 6, v, kK vérifiant 6 > 1,0 < v < 1 et k' > 1, tout compact K et
tout ouvert U vérifiant K C U C T(K,d'), il eziste une famille de boules
{B(%a,7a) }aen satisfaisant les propriétés suivantes :

— U\ K CUuenB(a,Ta) C UgenB(Za, k're) CR™\ K,

— pour tout x appartenant a une boule B(xy, k'ry), on a, a la fois,

s1(Kro < vd(z, K)° < 83s1(K)ra (2.18)
et sygtd(z, K) < d(za, K) < sod(z, K), (2.19)
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— pour chaque a € N, la boule B(x,, k'ry) rencontre, au plus, ss(k') autres
boules de la famille.

Démonstration.
Construction du recouvrement.
On pose
2k’
m== \/?(bd’)ﬁ—l. (2.20)

Etant donnés un point x € R™ et un réel positif r, C(x,r) désigne le cube de
centre x et de coté r.

On utilise la figure 2.1; les parties grisées représentent les boules et les cubes
qui sont éliminés au cours de la construction.

B(ijar’i)

12 3
niey T

PAVAR ¢

i

Fic. 2.1 -
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On considere { B(x;, ;) }ien le recouvrement de R™\ K" donné par le lemme
2.2.1. Pour tout i € N, I'inclusion B(z;, kr;) C R™\ K implique

On ne considere, pour la suite, que le sous-recouvrement { B(x;, ;) }ic; formé
des boules dont I'intersection avec U est non vide. Ceci implique que, pour

tout ¢ € I, il existe un point = appartenant a B(z;,r;) N U. On a alors
d(z;, K) < bd(z, K) < bd' et, compte tenu de (2.21),

ri < bd. (2.22)

Soit ¢ € I. La boule B(z;,1;) est incluse dans le cube C(xz;,2r;). On peut

. mr; AL 2 LR B .
recouvrir ce cube par [—:i—1]" cubes de coté 2%7‘? . On considere, parmi ces
cubes, ceux dont l'intersection avec la boule B(x;,r;) est non vide et on

—

5
désigne leur centre par z;; avec j € E; C {1,...,[®2—=]"}. Alors, pour tout
j € E;,ona
Vnu
On pose r; = %rf. Pour tout j € E;, on a I'inclusion

v s
C (l’ij, 2%“) C B (xij, 7“;) .

On a établi que la famille {B(zy;,7{)} ., forme un recouvrement de la boule
B(x;,r;). Comme la famille { B(x;,7;)},.; est un recouvrement de U \ K, on
conclut qu’il en est de méme pour la famille {B(x;;,7})} On prend

{B(za,7a)aea = {B(‘rij7rg)}ie[7jeKi'

Vérification de (2.18) et (2.19).
On a les inclusions B (x5, k'r}) C B (x4, d(x;, xi5) + K'r}). Vu (2.20), (2.22),
(2.23) et la définition de 7, on a

el jeK;"

Vv "

d(xi,xi) + k'rl <ri+ (14 E) ¢
m

L+ K (k= 1Dord™!
<r Ly
=7 ( o (a1

Sk’/’i.

On en déduit U'inclusion B (z;j, k'r}) C B (x;, kr;).
Pour tout © € B (x5, k'r}) C B (x;, kr;), on a

S

Zd(z, K) < d(wy, K) < ~d(z, K).
a
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En posant so = 2, on établit (2.19). On a aussi ar; < d(z, K) < bry,
dott a’r! < d(z,K)° < b0 et a‘s%rg < wvd(z,K)° < b‘s%rg. En posant
S1: x> ,ffél (bd')°~ 1z, on établit (2.18).

Vérification de la propriété de finitude locale.
On commence par une observation générale. Soit [ € R**. Si on a

B(xij,lr}) N B, lr}) # &, (2.24)
alors x;;, appartient a la boule B (z;;,2lr}). Or, B (x;;,2lr}) est incluse dans
C (z45,4lr}). De plus, les points x;;, appartiennent a un réseau de pas \%T;

On en déduit que le cube C (x5, 4lr]) contient, au plus, "2y/nl+ 17 points de
ce réseau. On conclut qu’étant donnés i et j, il existe, au plus, "2y/nl + 1™
indices distincts h tels que (2.24) ait lieu.

Si on a B(w, k'rj) N B(wgn, k'r,) # 9, alors z;; appartient a la boule
B (zgn, k' (r; 4 10)). Soit  un élément de B(xy, k'r]) N B(xgn, k'r))). En ap-
pliquant (2.18) avec r, = r;, on obtient

v

Sl(k’/)

D’autre part, si on applique a nouveau (2.18) mais avec r, = ry, on a aussi
Pinégalité vd(z, K)° < s)s1(k')rg,. Finalement, on déduit r; < sjr/. Donc
x;; appartient a la boule B (xgh, k’r; (1 + 58)). On a montré précédemment
que, pour g fixé, x;; ne peut appartenir qu’a, au plus, [2v/nk’ (1 + sg) +1]"
boules de cette forme.

De plus, on a vu que B(x;j, k'r}) est incluse dans B(x;, kr;) et B(wgn, k'r))
dans B(x,, kry). Donc, pour un ¢ fixé, le nombre d’'indices ¢ distincts deux a
deux, distincts de ¢ et vérifiant

ri < d(z, K)°.

B, k'r}) N B(zgn, k’r;) + &

est majoré par la valeur s. Ainsi, toute boule du recouvrement rencontre, au
plus,
so(K') = s"2y/mk' (14 s)) +1™

autres boules. O

Proposition 2.2.3. Soient d' un réel positif et K un compact de R™. Soient
m' > 2 un entier et des réels § et v vérifiant d > 1 et 0 < v < 1. On consideére
le recouvrement construit dans la proposition 2.2.2 pour d', &, v, m' au lieu
de k' et U = T(K,d'). Il existe une famille de fonctions {Xa}aen vérifiant
les propriétés suivantes :
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- 0 < xa <1 pour tout o € N,

— Supp Xo C B(xq,2r,),

= Y nen Xal(®) = 1 pour tout v € R\ K,

— pour tout H € N, tout o € N et tout © € R" \ K,

Da(e)] € —C M
OV SE

ot C' > 1 ne dépend que de §, v et m'.

Démonstration. On procede de maniere classique [H2|(théoréemes 1.3.5 et
1.4.4). Soit W une fonction de classe C*°(R™), valant 1 sur la boule B(0, 1),
ayant son support dans B(0, 2) et satisfaisant, pour tout multi-indice H € N"
et tout x € R”,

DU ()] < CF Myh!.

On applique la proposition 2.2.2 avec &' = m’. A tout o € N, on associe la
fonction ¥, : z +— U

T—Tq
T

. La fonction ¥, vaut 1 sur B(z,,7,) et a son

support dans B(z,,2r,), donc dans B(x,, m'r,) puisque m’ est supérieur a
2. En utilisant (2.18), on en tire, pour tout z € R™ et tout H € N,

h
D, (z)] < <9> My

[0}

s9s1(m")Cy "
< | L.
- < vd(z, K)? ) Myh

Le recouvrement de U\ K par la famille de boules { B(x,, m'r,), a € N} étant
localement fini, on conclut que le recouvrement de U \ K par les supports
des W, est, lui-aussi, localement fini.

On pose alors x; = ¥y, puis, par récurrence,

Xa = \I/a(]_ — \Pl) .. (1 - \I}a_l)-
Les fonctions x, ainsi définies vérifient les conditions de I’énoncé. O]

Lemme 2.2.4. [] existe une fonction s définie sur R, a valeurs dans |0, %[,
telle qu’on ait la propriété suivante : soient K et L deux compacts, satisfai-
sant K C L C T(K,1), et (0,v) un couple appartenant a [1,00[x]0,1]. Si
on pose Z = L'\ K et, pour tout a € Z, V, = B(a,s(d)vd(a, K)°), il existe
un sous-ensemble Sz de N, une famille de fonctions {Xa}acs, vérifiant les
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assertions suivantes, pour des constantes Dy et Do convenables :

— la famille {Supp xo ; o € Sz} est localement finie.
—Va € Z, card(S,) < Dy ou S, ={a €Sz ; VaNSupp xa # 2}, (2.25)

- Ta (Z Xa) (X> = 17 (226)
—Va €S Xay,, ||<(Aj(jm5 ) <2. (2.27)

Il existe, de plus, une famille {ay}acs, de points de Z telle qu’on ait :

—Va eS8y, Supp xa CVa,, (2.28)

—Va e S, %d(a,K) < d(aq, K) < 2d(a, K) (2.29)
K 0

et d(a,a,) < %' (2.30)

(2.31)

Démonstration. On utilisera la figure 2.2.

BOgr) e L Supp(Xy)

Supp(X;) B(x,.21))
Fic. 2.2 -

En reprenant les notations de la proposition 2.2.3 pour d = 1, on fixe un
entier m’ > 2 satisfaisant

m' > 14 4s) (2.32)
et s;(m') > 16(1 + 2°).
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4

e En particulier, on a

On pose alors s(d) =

s(9) < L

< 1T (2.33)

Soit { B(Za, Ta) }aen le recouvrement de 7 (K, 1)\ K donné par la proposition
2.2.2 avec les constantes v, § et m’. Soit {xa}aecn, la partition de 'unité
associée a ce recouvrement par la proposition 2.2.3.

On pose Sz = {a € N, B(x,,2r,) N Z # @}. Sur la figure (2.2), les indices 1
et 2 appartiennent a Sz, mais pas 3. La définition de S, implique que I'indice
1 appartient a S, et a S, alors que I'indice 2 n’appartient ni a Sy, ni a Syr.
Comme, pour tout @« € N, on a Supp xa C B(za,2r,), on a linclusion
{a € N; Supp xa N Z # @} C Sz. Donc, en reprenant la définition de S,,
pour tout @ € Z, on a

T, <Z Xa) (X)

T, (Z Xa) (X)

aES, OCESZ
_T, (z Xa) )
aeN
_

On a ainsi établi (2.26).

D’autre part, par construction, on a l'inclusion Z C J,cs, B(Ta;7a)- En
particulier, pour tout point a € Z, il existe un indice «a, € Sz tel que le point
a appartienne a la boule B(z,,,7a,). De (2.18), on déduit alors

%Ud(a, K)® < 801, . (2.34)

On obtient les inclusions
Vo C B(Tay,Ta, +5(8)vd(a, K)°) C B (Ta,.Ta, (1+453)) C B (Ta,, m'ra,) .

Comme m’ > 2, la boule B (z,,,m'r,,) rencontre, au plus, so(m’) autres
boules B(zq,2r,). Donc, le cardinal de S, est majoré par sy(m'), ce qui
établit (2.25).

Soit = € V,, on a ’encadrement
d(a, K) —d(a,z) < d(z,K) < d(a,K) + d(a, ).
Or, on a d(a, K) <1 et, par (2.32) et par la définition de V,

d(a, K)° < d(a,K).

d(a,x) < s((S)vd(a,K)‘S < 5 < 5
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On en déduit I'encadrement, pour tout z € V,

M <d(z,K) < 2d(a, K). (2.35)

Soit a € S,, on a, pour tout point x € V,,

th
d(x, K)ok
Ch26h
P —
~ d(a, K)o

|DHXa(:E)| < Mph!

Myh!.

On en déduit I'inégalité

X, ||(d((3K)5 ) <2

n20+1°

et, par conséquent, la relation (2.27).
A tout o € Sy, on associe un point a, € B(zq,2r,) N Z. On a alors

Supp Xo C B(a,2r,) C B(aa,4ry). (2.36)

s(6)
4

Compte tenu de (2.18), on a aussi 7, < 22 vd(a,, K)? donc Supp Xo C Va,.

On a montré (2.28).
D’autre part, si I'indice o appartient a S,, alors il existe un point ¢ dans
Vo N B(%4,2r,). En utilisant (2.18) suivi de (2.35), on obtient

s(9) s(9)
To < Tvd(c, K) < 5 2°d(a, K)°.

Par conséquent, on a

d(a,ay) < d(a,c)+d(c,ay)

<
< s(0)v(1 +2%)d(a, K)°.

De (2.33), on déduit alors d(a,a,) < 1d(a, K)°, d’ou (2.30). On a I'encadre-
ment d(a, K) — d(a,a,) < d(a, K) <d(a,K) +d(a,a,), dou

d(a, K) (1 - —d(a K)o~ ) d(aq, K) < d(a, K) (1 + }ld(a,K)fs—l) :

Des inégalités d(a, K) < 1 et 6 > 1, on déduit alors (2.29). O

On peut alors démontrer le lemme d’extension général.
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Proposition 2.2.5. Soient K et L deux sous-ensembles compacts de R™

vérifiant K C L C T(K,1), € et 6 deux réels satisfaisant 0 < e < s(0)

et § > 1. Soient, pour tout a € L\ K, g, une fonction de Cﬁ?f)(m avec
€ 10,1] et V, = B(a,ed(a, K)°). Si, pour tout a € L\ K et pour tout

beV.NL, onaTyge = Tygs, alors il existe une fonction g de C*°(R™ \ K),

telle que, pour tout a € L'\ K, on ait g, € CMV) et Tog = Toga.

De plus, si les inégalités

Cl = sup HngEfZgo) <oo et wl = inf wp >0
beB(a, X% ) (LK) beB (o, 2% (L\K)

sont vérifiées, alors il existe des constantes Cy et Cy, ne dépendant pas de a,
telles qu’on ait
(M,.) ’
191, ||(Cld(a,K)‘5w/moo) < GG
Démonstration. On reprend la partition de l'unité sur 7 = L\ K définie
dans le lemme 2.2.4 pour v = . On pose

g = Z Jao Xa-

aESy

Comme, pour tout a € Sz, on a Supp xoa C V,, et comme la famille
{Supp Xa},es, est localement finie, la fonction g est bien définie et de classe
C sur 'ensemble R \ K.

Pour tout a € Z, on a {a € Sz ; a € Supp xo} C S, Donc, pour tout
H e N" on a

=Y D" (ga.xa)(a)

aE€S,
_Z Z ]l]l D' g (a)D”xa(a)-
a€Sy I+J=H

Si a appartient a Supp x., alors a appartient a V. L’hypothese sur les
fonctions g, entraine 1'égalité Tyg, = T,ga,. En particulier, pour tout n-
uplet 7 € N*, on a D!g,(a) = D'g,_(a). On en déduit

H!
DHg(a) = Z Z FDIga(@DJXa(a)
a€S, I+J H
_ J
- Jl[l Z D Xala
I+J=H €S,
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Comme, pour tout point @ € Z, on a T, (ZaESa Xa) =1, si J appartient a
N\ {0}, la somme )7 s D’xq(a) est nulle. Finalement, on a

D"g(a) = D" gu(a).

Pour les mémes raisons, on a, pour tout point a € Z,

v, = Z (gaaXa>|Va

aGSa

On sait aussi que ||xqy, H < 2 et que le cardinal de S, est inférieur

(2452 )

a Dsy. On en déduit la majoration

g, sy < 2D maXHgaall

waa,oo)

avec w! = min (%, Milges, waa>.

Si on pose C’1 = D%? Cy = 2Dy et, pour tout a € Z, W, = minges, We,,, ON a

Cid(a, K)°w! < W". D’autre part, pour tout a € S,, le point a, appartient

a B(a, d(aK ). On peut donc remplacer max,es, par sup RS et
O

beB(a,

min ar inf 5. .
a€Sq P beB(a, L2107

Etant donnés deux ensembles K et L, bornés de R” et vérifiant K C L C
T(K,1), si I'ensemble L\ K est une sous-variété de R", on introduit une
notion pour signifier que la famille (V,_)qen construite dans le lemme 2.2.4
permet de définir un atlas sur L\ K.

Définition 2.2.6. Soient un réel r € R™, K et L deux fermés dans B(0,r)
vérifiant K C L C T(K,1) et deux réels € € 0,1 et 6 > 1. On dit que le
quadruplet (L, K, €,0) vérifie la propriété de Carte Locale Uniforme de
classe O™ sur la boule B(0,r), notée CLU(M,r) si Z = L\ K est une
sous-variété de R™, si le réel € vérifie 0 < € < s(d) et si, pour tout point
a € L\ K, il existe des fonctions ¢y1, . .., doq définies sur B(a, 2¢d(a, K)°) et
satisfaisant : )

_ ||¢al|l(€da[( S W, Vi € {1,...,d},

— |A¢u(a)| > ed(a, K)? avec ¢o(1) := (a1 (), . . ., baa(T), Tas1, .-, Tn),

— si on pose V, = B(a, ed(a, K)°) N B(0,7), on a

ZNV,={x €V, ; ¢pu1(v) = ... = dag(x) = 0}.
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Nous verrons dans le lemme 2.2.8 que, pour tout ensemble analytique
irréductible L, il est possible de trouver r, K, € et § tels que (LNB(0,7), K, €,0)
vérifie la propriété CLU(1,r). La preuve nécessite une version affinée du
théoreme d’inversion locale.

Lemme 2.2.7. [To/(V.5.1),[TM]
Soit K un compact de R™. Soient ¢ : R — R™ une application de classe
C> et A¢p son jacobien. Il existe des constantes Cy, Cy et Cs strictement
positives telles que, pour tout point a € K satisfaisant A¢(a) # 0 et pour
tout réel p, € 10, |A¢(a)|], les propriétés suivantes soient vérifiées.
— Dapplication ¢ réalise un difféomorphisme de B(a,Cip,) sur son image
et on a

¢ (B (a,Cspa |Ag(a)])) C B (d(a), Capa |Ad(a)]) C ¢ (B (a,Cipa)),
— pour tout point x € B(a,Cip,), on a |Ap(x)| > ‘A¢—2(‘L)|.

Lemme 2.2.8. Soit X un sous-ensemble analytique de R™ dont le germe
est irréductible a origine. Il existe un réel strictement positif r, un sous-
ensemble analytique Y propre dans X N B(0,1), des constantes € et § tels que
le quadruplet (X N B(0,7),Y,€,d) vérifie la propriété CLU(1,r). De plus, il
existe des fonctions réel-analytiques ¢q, . . ., ¢q telles que, pour tout point a de
(XNB(0,r)\Y et touti € {1,...,p}, on puisse prendre ¢,

- ¢i|B(a,26d(a,Y)5)'

Démonstration. D’apres [M](II1.5.8), apres un changement linéaire de coor-
données, il existe un réel » > 0, un entier d € {1,...,n} et P,Qs,...,Qu,
d polynomes en z; dont les coefficients sont analytiques sur | — 2r, 2r[ "9,
vérifiant la propriété suivante :

si, pour tout z = (2/,2”) € (R x R"™%) N B(0,2r), on désigne par S(z") le
discriminant de P(.,z") et par Z 'ensemble

{x = (2/,2") € B(0,r) ; S(z") =0},
alors (X N B(0,7)) \ Z est donné par les conditions

S(z") # 0,
P(zy,2") =0,
S(a"z; — Qi(xy,2") =0, j=2,....d

Sion pose Y = X NZ, ¢1(x) = P(xy,2") et, pour tout j € {2,...,d},
¢j(x) = S(z")x; — Qj(x1,2"), on obtient

(XﬂB(O,r)) \Y ={z € B, \Y ; ¢1(z) =... = ¢a(x) = 0}.
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En diminuant r, on peut, de plus, imposer la suite d’inclusions
Y CXNB0,r) CT(Y,1).

Les fonctions ¢y, ..., ¢q sont réel-analytiques sur B(0,2r) donc, d’apres la
remarque 1.3.1, il existe une constante A € |0, 1] telle qu’elles appartiennent

a C/(\l)(B(O,r)). Soit a un point de (X N B(O,r)) \ Y. Le jacobien

D(¢y, ..., ba)
Ag(a) = ———"(a
(a) D(:vl,...,a:d)()
vaut S(a”)d_lg—i(al, a”). Or, par construction de Y, on a S(a”) # 0. On en
déduit que les racines de P(-,a”) sont simples et, par conséquent, la relation

Ag(a) # 0.

D’autre part, I'inégalité de Lojasiewicz pour les fonctions analytiques [BR]
donne |A¢(a)| > C'd(a, Z)* pour des constantes C’ > 0 et o/ > 1 conve-
nables. De plus, d’apres la propriété de séparation réguliere des ensembles
analytiques, il existe des constantes C” > 0 et o” > 1 telles qu’on ait

!’ A1

d(a, Z) > C"d(a,Y)*". On a donc |A¢(a)] > C'C" d(a,Y)**”. On pose
d=dad".

Du lemme 2.2.7 appliqué avec K = X N B(0,r), on déduit qu’on peut choisir
une constante € € |0, 1] de telle sorte que l'application

b a s (G1(2), - Ga(x), Tusn, - 20)
induise un difféomorphisme ¢, de B(a, 2¢d(a,Y)°) sur son image et qu’on ait

ed(a,Y)’ < min (|A¢(a)|, A, W . Cette derniere inégalité implique que,
(A;00)
pour tout i € {1,...,d}, on a

||¢||(6d(a7y)5,00) S Ed(aa Y)(; .

En posant V, = B(a, ed(a,Y)’)N B(0,r), la définition de Z entraine I'égalité
ZNVo={r€Va; ¢a(zx) =... = da(x) = 0}.

On a ainsi démontré toutes les conditions requises pour que le quadruplet
(X N B(0,7),Y,¢,d) satisfasse la propriété CLU(1, 7). O
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Chapitre 3

Théoremes de composition

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la composition de fonctions non
quasi-analytiques. Ce probleme y est abordé sous deux angles différents :
dans un premier temps, on cherche a connaitre la nature de la fonction g o f
connaissant celle de la fonction g et celle de I'application f. On désigne ce cas
par composition directe. Dans un deuxieme temps, on étudie le cas de la
composition réciproque : quelles sont les propriétés de la fonction g quand
on connait celles de la fonction g o ¢ et celles de 'application ¢ ? Dans ce
chapitre, nous répondrons a cette question lorsque ¢ est un difféomorphisme.
Ces problemes ont déja été étudiés et résolus pour des séries formelles a
croissance modérée dans [Mol] et [Mo3]. Nous reprendrons une partie de
ces travaux afin d’apporter des précisions indispensables dans le cadre des
fonctions non quasi-analytiques. Dans une troisieme partie, on démontrera,
comme application des théoremes de composition, un théoreme a la Tougeron
et Merrien pour les idéaux de fonctions non quasi-analytiques a singularités
isolées.

On utilise les notations introduites dans les sections 1.1 et 1.5.

3.1 Théoreme de composition directe

Dans [Mol] figure un théoreme de composition de deux séries formelles a
croissance controlée. Nous allons le préciser en donnant une estimation de la
norme de la série composée et en déduire un théoreme de composition directe
de fonctions : c’est le théoreme 3.1.4.

Soient une série formelle G appartenant a R[[Y]]&JZ) avec Y = (Y1,...,Yy)
et un n’-uple de séries formelles F' € <R[[X]]E\]Z)>n avec X = (X1,...,X,).

On suppose, de plus, que F'(0) = 0. On a alors le lemme suivant.

92
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Lemme 3.1.1. [Mo1](I1.1.3 p. 10)
Pour tout P € (N")*, on a

DP(Goy F)(X)= Y SH(X)(DG)oy F(X)

QEN" g<p

ou les coefficients 5’5 sont déterminés par récurrence sur p a l'aide des rela-

tions :
pour tout couple (i,7) € {1,...,n} x {1,...,n'},
Qe — aFeﬂ'
G 0X;
puis, pour p > 1,
P
P+e; — 856j
€ 0X;’
pour tOUtQ - (Qla"')Qn)f sil< q sz
Sq
P+e; e; QP
SQ o . Z Se SQ*GJ’
0X;
je{1,...,n}
Q;7#0
siqg=p+1,
P+ez €; P
SQ o Z Sea SQ*B]
je{l,...,n}
Q;#0

Le lemme qui suit est une variante de [Mol], 1.1.6 p. 11.

Lemme 3.1.2. [ existe une constante C' ne dépendant que de n et N telle
que, pour tout (P, Q) € (N™)*x (N")* avec q¢ < p et tout multi-indice H € N",
on ait

3 p [ 9In2 pt+h—q p+h—q!
(5511 < (Cmax (| PS50 1)) (E) % Noonoin

Démonstration. Dulemme 1.5.8 et de la définition de S(f;j, on déduit que, pour
tout couple (7,75) € {1,...,n} x {1,...,n'} et tout multi-indice H € N, on

a
| a|FI 7 n \ "
(S) | < —22B () Ny
J AR AR

On pose C; = nmax (HFHEf\V;,)R)AEl> 1) et Cy = 5. On applique alors le

méme raisonnement que pour la preuve du lemme 1.1.6 [Mol]. Etant donnée
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la majoration card(j € {1,...,n} ; @Q; # 0) < n, le second membre des

équations 1.1.6.7" et 1.1.6.10" [Mol] est multiplié par n. La constante Cj
h

est choisie de telle sorte que la série >, <cﬂ4) converge et on note Cj

la somme de cette série. Il suffit de prendre Cy, = 2n et C5 = 2. Suite a
I'équation 1.1.6.11" [Mol], une constante C3 est choisie de telle sorte que
C1C3 > 1+ nN,C,C5. Compte tenu de 'inégalité N;C1C5 > 1, il suffit de
poser C'3 = 2nN1C5 = 4N;.

On obtient finalement

_ +h —q)!
|(55)H’ < (401N1)p (022n>p+h I WNp+hq+l'

En remplacant O et Cy par leur valeur et en posant C' = 4n%N;, on obtient
le résultat. L

On en déduit le théoreme suivant.

Théoreme 3.1.3. Soient M et N deux suites admissibles. Il existe des
constantes Cy et Cy ne dépendant que de n, n’, M et N telles que, pour toute

série formelle G € R[[X]]gf) et tout élément F de (R[[X]]g\?)n vérifiant
F(0) =0, on ait, pour tout P € N",

C’lmax<||FHN) ;! 1) .

(G oy F)p| < Col| G0 % min(Ar, Aq) g

ot, M" = max(M, N).

Démonstration. On reprend la preuve de la proposition 1.1.8 p. 14 [Mol].
Comme F(0) = 0, pour tout P € (N")*, on a

|PA(Goy F)pl < Y [(85),lIGoQ.

QeEN" q<p

Or, pour tout Q € N on a |Go| < M, ( ) HGH(,\GR

On pose M’ = max(M, N) et App la constante associée a M’. Du lemme
3.1.2, on déduit

2\ P~
|(GOYF)P’§% Z <C’max<||F||N) A 1));0 (2)\%)

QEN™ q<p

0= ey (5 ) 1GISE b

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése d'Edwige Croix, Lille 1, 2006

CHAPITRE 3. THEOREMES DE COMPOSITION 25

En utilisant la définition et les propriétés de la suite M’, on obtient

|(Goy F)p| < (Cmax <||FH Ar R)/\Flv 1)) (2n%)" HG”(AGR Pl
1 2\ —¢
min (Ap, Ag)” Z, (2n )
QeN™ g

max (||F||(AFR Ai1)

<nP (CQnQ)p AM/p“MI',M{

min (Ar, Ag)
IGllpazn™ D (2n%) 7"
q<p
La derniere somme est majorée par 2. Si on pose C; = nC2n%Aym et
Cy = 2A)p M, on obtient le résultat. O

On utilise ce résultat pour démontrer le théoreme de composition directe
pour des fonctions non quasi-analytiques. L’idée consiste a évaluer, en chaque
point du domaine de définition, la norme de la série de Taylor de la fonction
composée et d’obtenir ainsi une majoration uniforme sur 'ouvert.

Théoréme 3.1.4. Soient U un ouvert de R™ et V un ouvert de R™ . Soient

f une application appartenant a <C’)(\];f) (U)) , vérifiant f(U) C V, et g

une fonction appartenant a C'(M (V). Il existe des constantes Cy et Co ne
dépendant que den, n', M et N telles qu’on ait

M, M,
lgo FIGL) < Callgliai,, (3.1)
avec w = min(A Ag) et M' = max(M,N). De plus, si la valeur
ClmaX(HfH(A oo)/\flv)
(N,.)
o % ) est finie, l'inégalité (3.1) est encore vérifiée avec
1 (Af,00
B min(Az, Ag)
N (N.) '
C] max (2?1 gg{, , 1)
P (A y,00)
Démonstration.

On définit, pour tout point x € R", la série F, par F(Y) = T, f — f(z).
D’apres le lemme 1.1.1, on a la relation

T.(gof)= Tf(w)g oy F.
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La série formelle Ty(,)g appartient a R[[Y]]&]y) et sa norme, dans cet es-

pace, est majorée par Hg||%o)o) La série F,, quant a elle, appartient a

(R[[X]]&?)n On a, pour tout x € R", F,(0) = 0. On peut utiliser le

théoreme 3.1.3 pour étudier Tf(x)g oy F,. On en déduit qu’il existe des
constantes C] et C} telles que, pour tout H € N, on ait

1

D" (g0 @)l = |(Telgo 1) o

Ci max (HF H )\f 00) >\f17 1

<
: i (A7, Ay)

) M,C/HgH )\ oo)

On a alors deux majorations possibles pour ||F, || )\f o) \f L.

LG A < I A7

(N,)
ou, en supposant que la valeur )" | aa gf N, : soit finie,
1 (Af,00
Af
1 H
IENG A <A Y sup | D f(@)| 3
He(Nn)*
N M.
< sup DJ—I—eZ f : J
; J%\]:n 2ER™ | (@] M;J! (ji + 1) M
(N,.)
< .
Z axl
Af,OO)

Si on pose Cp = 2nC7, Cy = 2CY, on obtient
D" (g0 £)(a)l oy = (Talg 0 1))
< WGl glliny %
avec, dans le premier cas,
min(Ag, Ay)
Cymax (I A1)

W=

et, dans le deuxieme,

min(Ay, Ag)
C1 max (2?1

(N,.) 1) '
ox; ()\f,oo)7
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Le théoreme s’ensuit. ]

On peut aussi déduire du théoréeme 3.1.4 une majoration de la norme de
I'inverse d’une fonction.

Lemme 3.1.5. Soit f une fonction de C/(\N) (R™). 1l eziste des constantes C4
et Cy ne dépendant que de n et de N telles que, pour tout compact K inclus
dans le complémentaire des zéros de f, on ait [’estimation

I7. | = e 3.2)
f\Io( (woo)  Milgek |f(@)]’ '
. . (N,.)
_ min(Amingex | f(2)]) . n of .
avec w = ou, st ) est finie
o max(||f||gi\i;i)>‘7171) ) Zz:l ox; (A\,00) ﬁ ’
B min(A\, mingeg | f(2)])
N (N,.) '
('} max no|| 8L 1
1 (Zzl ox; (A\00) >
Démonstration. On considere la fonction g : y +— % Pour tout y € R* et

tout h € N, on a D"g(y) = (;}11):111!_ Pour tout x € R”, on définit la série for-
—_1)h —1 — h
melle G par Gy (¥) = Ces pagter¥™ = (F(2) ™ Sy (75) - Done,

la série G¢(,) appartient a R[[Yﬂ(‘}zz)l et sa norme, dans cet espace, est ma-
e

2
or @]
(Tr f—flz ), on montre qu'il existe deux constantes C] et C} telles que,

pour tout = ¢ V(f), on ait 'estimation

(1)

En posant €7 = 2C] et Cy = 2C) et en reportant cette inégalité dans la
définition de la norme, on conclut comme dans le lemme précédent. ]

jorée par . En appliquant la proposition 3.1.3 pour étudier Gy, oy

— l
Crmax (ITof = F@ IR 1) 2y
min ()\, f(z)|> |f ()|

2

<IN,

3.2 Théoremes de composition réciproque

3.2.1 Théoreme de composition réciproque formel

Dans la suite, on considere ®(X) = (®1(X),...,P,(X)) un élément de
(B[[XH&?) vérifiant ®(0) = 0. On suppose que AP est non nul en tant que
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série formelle et on désigne par p son ordre.

Pour tout (7,5) € {1,...,n}? T¢: désigne le cofacteur du terme d’indice (4, )
de la matrice jacobienne de ®. On pose v = inf(i,j)e{lwn}z{ordre de T;?}. On
a alors v < p.

Lemme 3.2.1. [ existe une constante C'y ne dépendant que de N et n, telle
que, pour toute application ® vérifiant les hypothéses précédentes, on ait

N,. N,. _1\"
a2l o < O (I215527")
nAn"’

et, pour tout (i,7) € {1,...,n}?,

n—1
€ (Nv) (Nv) —1

Démonstration. Par définition, on a A®(X) = > s €[], 83;’(:“) (X) ol

S, désigne I'ensemble des permutations de n éléments et €7 la signature de
0. De plus, vu le lemme 1.5.8, pour tout couple (k,1) € {1,...,n}? on a

NLANH [N
- )\<I) ()‘CINB)

BN

/\q>B

On en déduit I'inégalité

N,. NinAy "
20l <ot (S5 010 )

("AN’

On conclut en posant Cy = n! (NynAy)".
En ce qui concerne 777, on a

L0 = (0™ 3 e ] 85}?:

O'ES(Z ) kE{l;é s
{2

o1 §; ;) désigne I’ensemble des applications bijectives de {1,... ,n}\{i} dans
{1,...,n}\ {j}. En utilisant les mémes arguments que pour A®, on obtient
la majoration

T2
€j

n—1
(N,) NlnAN
0y <= (T, )

nApn’

On conclut en remarquant l'inégalité (n — 1)! (NlnAN)"*1 < Cy. O
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En reprenant la définition de la norme et la propriété (Hs), on montre le
lemme suivant.

Lemme 3.2.2. Soit M une suite a croissance modérée. Soit F' une série
formelle de B[[X]]E\M) d’ordre pi. On a

(M—p,.) (M,.)
IFIME < MAPIS),
On a une formule de composition analogue a celle du lemme 3.1.1.

Lemme 3.2.3. [Thi][Mo3](2 p. 77)[Mo1](L2.3 p. 17)
Soit F' une série série formelle de B[[X]]. Pour tout L € (N")*, on a

AD(X)PM(DEF) oy ©(X) = Y THX)D"(F oy ©)(X)

HeNn h<l

ou T est défini de la maniére suivante.

Pour tout couple (i,7) € {1,...,5}?, T¢: est le cofacteur du terme d’indice
(,7) de la matrice jacobienne de ®.

Pour tout L € (N™)*,

n OTE(X)
TE(X) =) AQ(X)TH(X)—2—
a 2 oY,
L OAD(X), .
—(20-3 — e X)\TE(X).
( )t:1 X, o (XTI (X)

Pour tout H = (Hy,...,H,) € (N")*, sil<h<l+1,

OTH(X)
0X,

"L OAD(X)

T (X) = 3 AB(X)TH(X)

- (20-3) T3 (X)Ti(X)

oxX, ¢

t=1

FAe(x) Y THX)Th, (X).

sth=1+1,
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On pose TH(X) =3 e (THh) , X7

Lemme 3.2.4. Sous les mémes hypotheses qu’au lemme 3.2.1, il existe des
constantes C] et Cly ne dépendant que den, N et u, avec Ch > 4n, telles que,
pour tout L € (N™)* et tout H € (N™)* vérifiant h <, pour tout J € N", on
ait I4+j—h
CON7 T (l+ 5 —h)!
I(T. ) Is < (CsCY)’ ()@> BT Nigj—n—i(utv)+u

(N,.) 2n
11l )
avec C'p = max T 1 .

Démonstration. On reprend la preuve du lemme 4 p. 78 de [Mo3] ou du
lemme 1.2.5 p. 20 de [Mol]. Comme B est une algebre de Banach, pour tout
couple (f,g) € B, on a ||fglls < ||fllsllgllz. D’autre part, en appliquant le
lemme 3.2.2 suivi du lemme 3.2.1, on établit les estimations

AD| N < Nl AD| D)
I “(nl"gﬁ) < NllAel 5y )

< MO (1915 5")"

et
175 | < NATElS)
" (Za5) (i)
. _
< NGy (123051 )
oIy \"
Si on pose Fp = max ¢, 1) , E; = N,Cy et E; = nA%, on obtient,

pour tout multi-indice J € N",
B\’
[(A®),|s < E1Es o Nij—p, (3.3)
et, pour tout couple (I,h) € {1,...,n}?
. Ey\’
ITE)slls < ErBa { = ) Nju. (3.4)
@
Par conséquent, en prenant C; = E1FEg, Cy = %, les estimations (3.3) et

(3.4) correspondent aux inégalités (4.1) et (4.2) de [Mo3] ou encore (2.5.1) et
h+1
(2.5.2) de [Mol]. On choisit Cy telle que ) onn (c%) converge. 11 suffit
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de prendre C, = 4n. Alors, cette somme a pour valeur Cg = i On a aussi

h
> Hene <Cl4> < 2, donc on peut prendre Cj = 2.

On pose E3 = C5(2nC5 4+ 2nCs) = 8n + 2. On obtient alors les estimations
du lemme 4 de [Mo3] avec C3 = C1Ej :

((+j—h)
(T5) 5 < (CE(8n +2)) (4nCy)™~ hTNH-J hl(p+v) +p
Si on remplace C; et Cy par leur valeur et si on pose C = E?(8n + 2) et
Cl = 4nFE5, on obtient le résultat. O

On en déduit un théoréeme de composition réciproque formel.

Théoreme 3.2.5. Soient M et N deuz suites a croissance modérée compa-
rables. Soit ®(X) = (®1(X),..., (X)) un élément de (B[[X]]g’)” véri-
ﬁant d(0 ) =0 et dont le jacobz’en est d’ordre fini pi. On suppose que Init(AP)
1l existe des constantes Cy et Cy ne depéﬁ,dant que de n, M et N telles que,
pour tout réel A, 0 < X\ < 1, et toute série formelle F' de B[[X]] vérifiant
Fod e B[[X])\™, on ait

(s,

£ )

< 2| Fo @[} || (mit(A®) ™,

avec

L Ay let? (min()\¢, ) ) 2
CoCy ||(Tnit(A®) 7!, Co ’

(N,.) 2n
M’ = max(M, N) et Cp = max ( H% 5) 1) _

Démonstration. Cette preuve reprend celle du théoréme 5 p. 82 de [Mo3] ou
théoreme 1.2.6 p. 23 de [Mol]. D’apres le lemme 1.5.8, pour tout H € N™, on

a
I h! M, (nAp )"
[prEe ¢ty ) < A gy
Ceci implique, pour tout J € N”,
WM, (nA A’
[(D7(F 0 @), |, < MM o sty (240 oy (35)
Y A

On pose, pour tout L € (N*)* et tout H € (N")* avec h <,

THX)D"(Fo®)(X) = Y (Rf), X’

JeNn
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Alors, pour tout J € N", on a
1RE), s < SNl || (0" (o @),
1<J

Du lemme 3.2.4 et de (3.5), on déduit qu’il existe des constantes C] et C}
telles que, pour tout J € N", on ait

Cl l+i—h l—|— _h
IRE) e = X cact (S1) T N

A
1<J o

WM, (nAy ) oo (nAM)jiM-

B

AP ) 7
< (CoC)' [|F 0 @]\ (nAy )”"
3 (I+i—h)!h! Cyltih

y tri—h—1(pt )t Mnj—i T+i—h\ htj—i
I<J v )‘ A=

En notant M’ = max(M, N) et en utilisant la log-convexité de la suite M’,
on obtient

[(RE) |5 < (CoC||F o <I>||Wg (nAy )7t
1 )
I+ l+i—h
Z 2 l!Ml/+j—l(u+u)+um :
1<J

On majore 217 par 2147 G par €41 et > 1<y Lparn/. Deplus, h <1,
donc on a (nAy )" < (nAy)7 . Ceci donne

H( ) HB O@Cl) HF o CDH AB (nAM)]+lC/l+J h2l+jl|

I
My iurv—1y i (Aa, A) ™ (3) g

< (CoC))' (202 Ay Cy) ™ min (Ag, A) "7
M,.) h
UF o @M s C "

L’inégalité C5 > 4n induit la majoration ), yn 4" < 2. De plus, si on
pose Cy = 2n? Ay Ch ona Cy > 1 et

( ) Rﬁ) < (CoC)' G5 min (g, A) ™)
J

n h<
HeNn h<l 5

—h
llHFo(DH(/\B j—f—u l(pu+v-1) Z Cé (36)

HeNn h<l

2 (CoC")" Co" min (Ao )\) (t+9)

l'HFO@” )\B) j—f—u (pt+v—1)"
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En appliquant les mémes arguments que dans [Mo3] (équation 5.14) ou [Mol]
(équation 1.2.6.14), on obtient

e

> = LIFy, (Init(A®))* "
HeNm h<l (20—-1)Exp(A®)

Ceci implique

1L L] < < Y. Rp

) (lmitae) )"
HeN",h<I (20-1)Exp(A®) |5

Par définition, on a |Exp(A®)| = p. Par conséquent, en reportant (3.6) avec
Jj = (2l — 1)p, on obtient

9 z 02 (21—1)p+l "
| FLls < i (CeCY) (m) NF o @y 5
. —~1 20-1
M,y (|| (Init(A®)) [ 5) "

Pour tout L € (N*)*, on a (2l — D) + 1 < I(2u + 1). Etant données les
inégalités Co > 1, A < 1 et A\ < 1, on a la majoration

(21-1)p+l (2p+1)1
.L < L . (3.8)
min (Ag, A) min (Ag, )

D’autre part, la suite M’ étant a croissance modérée, on déduit de (1.2) avec
k=pu—v+1que, pour tout [ € N, on a

(3.7)

—v 2 —v+1
My iy < App B M (3.9)

On a aussi & < n'. En reportant (3.8), (3.9) et cette dernitre inégalité dans
(3.7), on obtient

Cy
min (Ao,

(2u+1)1 5
A>) (it(A®) ™"

| (mit(A@) 5 M o @ ().

1FLllg < 245 07407 (nCeCh)’ (

On en déduit le résultat en posant C; = nCj. O

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése d'Edwige Croix, Lille 1, 2006

CHAPITRE 3. THEOREMES DE COMPOSITION 64

3.2.2 Théoréeme de composition réciproque dans C'M)

Dans cette section, nous allons généraliser le théoreme de composition
réciproque aux fonctions. Plus précisément, on considere un ouvert V' de
R™, un ouvert V relativement compact dans V' et un difféomorphisme ¢ de
V' sur son image, dont les composantes appartiennent a C™) (V). Etant
donnée une fonction g de C*°(V’), si la fonction g o ¢, notée f, est dans
CM)(V"), alors le théoréme d’inversion locale [K] et la stabilité de la classe
C™) par composition impliquent que la fonction g appartient & CM) (V).
Ici, on va donner une estimation précise d’un réel w tel que g appartienne a
I’espace de Banach CLM)(V) et controler la norme de g dans cet espace, en
fonction des propriétés de f et ¢, sans manipuler d’estimations sur ¢ .

On montre, dans un premier temps, quelques propriétés concernant le
difféomorphisme ¢.

Lemme 3.2.6. Soient V' un ouvert de R™ et ¢ un difféeomorphisme apparte-
nant @ (Cﬁ\f)(vl)) avec Ny, € 10,1]. On considére ® la série a coefficients

de classe O sur V', définie par
D(y, X) =Tyo(X) — o(y).
Pour tout x € V', on a
Init (A®(y, ) = (AP(y, y))y = Ao (y). (3.10)

De plus, pour tout ouvert V relativement compact dans V', il existe une
constante wy, wy € 10, 1] telle qu’on ait

— 1610 o ey < w3 (3.11)

—pour tout y € V,  wy < |Init Ad(y,-, )| < C’Nu)f", (3.12)

ou C'y ne dépend que de n et N.

Démonstration. La définition de ® implique, pour tout y € V', 'égalité
Ad(y, X) = A (Tyo) (X).

De plus, pour tout y € V’, on a A(T,¢) = T,(A¢). Comme la fonction ¢ est
un difféomorphisme de V' sur ¢(V’), pour tout y € V', on a A¢(y) # 0. On
en déduit, pour tout y € V”,

Init (Ad(y,-,)) = Init (T,(A¢)) = Ag(y).
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On a donc montré la propriété (3.10).
D’autre part, soit V' un ouvert relativement compact dans V’. Il existe alors
une constante C telle qu'on ait, pour tout y € V., C; < |A¢(y)|. Si on pose

1
we = min [ C1, A, ———— 1],

(N,) 7
l61G,
on a les propriétés :

— pour tout y € V,wy < ]A¢( )], (3.13)

N I8 < My G < wy.

De plus, en reportant ce résultat dans (3.10), on obtient la minoration de
(3.12). Il reste & montrer la majoration de |Init A®(y, -, )|. Pour tout y € V,

on a Ad(y) = > cs, €7 11imy 8f¢<’)( ) ou S, désigne 'ensemble des permu-

tations de n éléments et €7 la signature de o. De l'inégalité (3.11), on déduit
alors

26 < ! (lollE ez M)

< anw(z)

Compte tenu de 'égalité Init (AP(y,-,)) = A¢(y), pour tout y € V, on
obtient

IInit (AP (y,-,))| < C’Nw_zn.

On a donc démontré le lemme. ]

Ainsi, quitte a diminuer I'ouvert, tout difféomorphisme vérifie les pro-
priétés (3.11) et (3.12). C’est pourquoi, on abordera, désormais, les difféomor-
phismes sous cet angle, en utilisant la définition suivante.

Définition 3.2.7. Soient V un ouvert borné de R" et ¢ un difféomorphisme

appartenant a (C’(N)(V))n. Soit w, un réel appartenant a |0, 1]. On dit que le

difféomorphisme ¢ est encadré par la constante wy, si les propriétés (3.11)
t (3.12) sont vérifiées.

Théoreme 3.2.8. Soient M et N deux suites admissibles comparables et V
un ouvert borné de R™. Soit ¢ un difféomorphisme appartenant a (C’(N)(V))n
et encadré par une constante wy, wy € 10, 1]. 1l eziste alors des constantes Cf,
Cs et k, supérieures a 1 et ne dépendant que de n, M et N, telles que, pour
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tout A € |0, 1] et toute fonction g € C(p(V)), linclusion go ¢ € CgM)(V)
implique que la fonction g appartienne a ’algebre oM )(gb(V)) avec
k
Awg

w=—= et M' = max(M, N).
Ch

On a, de plus, ’estimation

lgllia) < Collg o lliyws™

Démonstration. D’apres le lemme 1.1.1, pour tout point y € V, on a

Ty<g°¢)<X):T¢( QOY( yO(X) — d(y ))

Ainsi, si on définit la série ® par ®(y, X) = T,¢(X) — ¢(y), on obtient la
relation

Ty(g o ¢)(X) = T¢(y)g Oy <I>(ya X)7
et

we < |[Init (A®(y,-,))| < CNw_Z”.

Soit y € V. En appliquant le théoreme 3.2.5, avec B = R muni de la valeur
absolue, F' = Ty(,)g, ® = ®(y, ) € <]R[[X]](N)> et 4 = v = 0, on obtient

W
Iexistence de deux constantes C| et C4, ne dépendant que de n, M et N,

telles qu’on ait

Tomalliorn < 2Ty 00| || (it (A(y, )™,

avec
, A min g, V)

 CoCyf(mis(A®)MF Gy

(N,) 2n

el
M'" = max(M, N) et Cp = max (%, 1
OronaCy < w;‘m et, vu le choix de B, les relations
w < |[Init (AD(y, )" [z = it (AD(y, )| < Cywy™

Si on pose
An+3
Aw 4

T CICLA,

"
w
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on a w” < w'. On en déduit
(To9 )l iy < [ Towallrsy < 2Cx [[Tulg 0 6)l (o ws™

D’autre part, on a, sur ¢(V),

IT. glif” ) <2 Sup IT=glln —QSUPIIT¢ )9l
( ) i o) )

L
2n

On a montré que la fonction g appartient a C' ],\f[/ (¢(V)) et que sa norme, dans

cette algebre, est majorée par 4Cy ||g o ng||(/\OO w;Z”. On conclut en posant

Cy = C{CLA%,2n, Cy = 4Cy et k = 4n + 3. O

3.2.3 Conséquences utiles pour le chapitre 4.

Nous allons démontrer des résultats nécessaires pour le chapitre 4. La
preuve du théoreme des idéaux fermés a la Tougeron et Merrien ne nécessitant
pas ces résultats, le lecteur peut directement lire la section 3.3.

Du théoreme (3.2.8), il est possible de déduire des lemmes utiles pour
travailler sur des sous-variétés de R™ : on considere une sous-variété 7 de
R" de classe C™) et on suppose qu’au voisinage V, d’un point a de Z, le
difféomorphisme ¢ induit une carte locale pour Z NV,. Pour déterminer les
propriétés sur Z d’une fonction f définie au voisinage de a, il est parfois plus
facile de travailler sur I'image de la carte locale; ainsi on étudiera T¢71(z) f,
z € ¢(ZNV,) plutot que T,.f, € Z N'V,. Nous verrons des exemples de
cette application dans la section 4.2.2.

Corollaire 3.2.9. Soient M et N deux suites admissibles comparables et V'
un ouvert borné de R™. Soit ¢ un difféomorphisme appartenant a (C(N)(V))n
et encadré par wy, wy € 10,1]. Il existe alors des constantes dans [1,+o0],
Ci, Cy et k, ne dépendant que de n, M et N, telles que, pour tout réel X,
A € ]0,1] et toute fonction f de classe C'(M)(V), on ait

| Tg-10)f(x ||ww2 < Gll FIIGNED wp ™

avec
A B )\w¢
o PTG
Démonstration. Par définition, on a, pour tout z € ¢(V),

= DY f(¢~'(2)) Dy

Ty f(X)= > TXH = > —1 00 L)X,

HeN™ HeNn

wy = et M’ = max(M,N).
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11 faut trouver deux réels w; et wsy, vérifiant w; € |0, 1], tels que la somme

M) h
- (M) L ot
oo f (M, = 2 |7 °¢" A (3.14)
HeNn : (wa,00) 7h
M)

soit finie. D’apres le lemme 1.5.8 appliqué a la série Ty f dans C*(V)[[X]]} "/,

pour tout H € N" la fonction % est de classe C’ (V) et sa norme est

nAM
majorée par M, (nAy) "\~ h||f|| . En appliquant le théoreme 3.2.8 avec
DHf o¢ 1

, on montre qu’il ex1ste des constantes C1, C} et k telles que la

wk
fonctlon L2l o ¢! appartienne & C’( (p(V)) avec wh = nj—]\j’c, et qu’on ait
1
|
H (nAAM ’OO)
< Gy My (nAw) Nl w5 ™

—2n

[E
¢

—= Y2
w2,oo)

En reportant ce résultat dans (3.14), on obtient

h
_ oy W
[To-1( ) f(y )||wl,w < Z Cy My (nAn )" A~ h||f|| e ﬁl
HeNn h
<G w0, Y wh(nAw) A
Henr

En prenant C} = max(nAyC},2n?Ay), wy = Cil, Wy = % et Cy = 2C%, on
obtient B
Ta1) fCONN < Oy || FIIGED wi?,

d’ou le résultat. OJ

Ce corollaire est notamment valable lorsque f = ¢. On en déduit des
propriétés du difféomorphisme ¢ ainsi que de son jacobien.

Corollaire 3.2.10. Soient N une suite admissible, V' un ouvert de R"™ et
V' un ouvert relativement compact dans V'. Soit ¢ un difféomorphisme ap-
partenant a (C(N)(V’))n et encadré par une constante wy, wy € 10,1]. On

considére ®, Uapplication formelle a coefficients dans C*(¢p(V)) définie par
B(2, X) =Ty1(d(X) — 2.

Pour tout z € ¢(V), Uapplication formelle EI\D,Z = EI\)(Z, - ) admet une réciproque
et on a

(©.)7HX) =T.0o7H(X) — ¢~ (2). (3.15)
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De plus, il existe des constantes dans [1,+oo[, Cy, Cs, Cs, ky et k3, ne

dépendant que den et N, telles qu’on ait les propriétés suivantes :
ko

- RIS < ¢ hwy T avec wy = el wy =

ks C%}
— s1 0on pose wz = %—3, la fonction Init (A@) est inversible dans Cf,]:)(QS(V))
et on a N
—1 ( 7') 02
< 2

| (it a8,

(w3,00) We

Démonstration. Pour trouver (CTDZ)_I, il suffit de remarquer qu’on a, pour
tout z € p(V),

T 1(z) ((b @) (b) ( ) 1(Z)Id(X) =X + (bil(Z)

et qu’en appliquant le lemme 1.1.1 avec g = ¢~ f = ¢ et a = ¢1(2), on
obtient aussi 1’égalité

—1(z2) (¢_1 o ¢) (X) = Tz¢_1 Oy (T¢>*1(z)¢<X) - Z) = Tz¢_1 Oy $Z(X)

On a donc X = T.¢ ' oy ,(X) — ¢~(2). On conclut que l'application
formelle T,¢~' — ¢~'(2) est la réciproque de D,

L’estimation de la norme de ® résulte du corollaire 3.2.9 avec f=0oet
du fait que, pour tout couple (wy,ws) € ]0,1]%, on ait

[RIE2) < |Te-sc9l

wiwa

Du lemme 3.2.1 appliqué avec B = C’fg)(qﬁ(‘/)) et A = ¢ , on déduit

= (N,N _
1880 < O (1807w )
naN
S CN (ng_2n 101) .
We

On obtient, finalement,
HA&)H(]“\; i < COn (C20))"w —2n272n
On pose C' = Cy (CoC1)". D’autre part, la relation (3.10) avec y = ¢ *(z)

induit 1’égalité

Init (A&»(z, -X)) = Ap(71(2)).
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On peut donc considérer la fonction z — Init (A@(z, . X)) définie sur ¢(V).
On note désormais cette fonction Init A®. On a

AN, =
HInlt Aq)H(wz,oo) < ‘(ACI)(’Z: 'X))O‘

2 (3.16)
S Ow;?ﬂ —2n
et, pour tout ¢ € {1,...,n},
AR ||V N,)
dlnit Ad PO
it A® _ H (28)
0z (w2,00) €i [l (wa,00) (
A R 3.17)
< N AN
w1 nApn’

< NinAyCiCwy 2 =21,

Par hypothese, 'ensemble ¢ (V) est un compact inclus dans le complémentaire
des zéros de (A¢) o ¢!, autrement dit, des zéros de la fonction Init A®.

Comme cette derniére est une fonction de C’fg)(gb(‘/)), on peut lui appliquer
le lemme 3.1.5. Il existe donc des constantes C] et CY telles qu’on ait

(N") Cl
< —
(w},00) minz€¢(v) )InltACI)(Z)‘
& (3.18)
min, ¢, 1) ([(A¢) (¢7(2))])
G

)
Wo

o~ -1
H (mitad,,,, )

IN

<

avec

min <w2, min, ¢4 ) (‘InitAc/IS(z) D >

n G\
Cimax | 3217, 1
(w2,00)
~ e
Or, on a min, ) (‘InitACID(z)D > wy et wy = -

En posant C5 = C{N1nANC,C et

w;n2+2n+l+k2
Cs ’

on obtient donc ws < wj. On en déduit 'inégalité

N,.
' ()<£é

I
W3—

OInitAD
0z;

w3 =

~ -1
(mitad,,,, )

_Wq>

(""'3700)
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et le résultat. O

On démontre, ici, un dernier résultat technique qui sera utilisé dans la
section 4.2.1.

Lemme 3.2.11. Soient M et N deux suites admissibles comparables et
M’ = max(M, N). Soient V' un ouvert de R™ et V un ouvert relativement
compact dans V'. Soit ¢ un difféomorphisme appartenant a (C(N)(V’))n et
encadré par wy, wy € 10, 1].

Il existe alors des constantes dans [1, 400, Cy, Cy et k ne dépendant que de n,
M et N telles que, pour tout X € ]0,1], tout T € ]0, 1] et toute série formelle G

appartenant a C’ﬁM)(qb(V))[[X]]g\M), la série formelle G (2, T, (Y) — ¢7'(2))

vérifie
1G (. (Tt () = o OO < CollGI Mg, (3.19)
avec W = %

Démonstration. Si on pose F(z,Y) =G (2,T.¢""(Y) — ¢7(z)), la relation
(3.15) implique
F Oy b =d.

D’autre part, du corollaire 3.2.10, on déduit qu’il existe des constantes C1,
Y, C%, kY et kL telles qu’on ait

||<1>||§jj§2> < Cyw, ™! (3.20)
avec wy = & et wy = <5, et
1 1

(N,.) !
<& (3.21)

(ws,00) CU¢

-~ -1
H (mit A®,,,)

o
avec wsg = 0,3 . Dong, si on choisit une valeur wy inférieure a min (7, ws, ws),
en posant W = ¢(V) et M’ = max(M,N), on remplit les conditions du
théoreme 3.2.5 pour 'algebre B = Céyl)(W) ; & savoir,

~ Foy ® e el x",

-G (A mx)”

- (it a%) e W),
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D’apres le théoreme 3.2.5 appliqué avec p = v = 0, il existe alors des
constantes Cf et C§ telles qu'on ait
)\
) (3.22)

(LL)4,OO)

-1

w5 ,w4a

|| AEMD < 2 || M) (H( InitA(f))

avec
Ay} min(\, wy)

~ , 2
CCy (I mitad)=120))) ¢

(W4,00)

Wy =

et Cy = max (| B0 wp 1)
Vu (3.20) et la valeur de wy, on a

(C/ ! ) 74n274n
Compte tenu de (3.21), si on pose

/\w4n2 +4n+3
[

(C1C5)n A3 C5C

W =
Kotk
. Tw .
on a wg < ws. D’autre part, si on prend w; = %, on a wy < wy. Fina-

ATwk
lement, il existe des constantes C] et k telles qu’en posant w = #, on ait

w < min(wy,ws). De plus, on a
pDH ;
InitAdD(z, - )

Ll —
InitAd(z, -, )

(M)
-3 sw
(w,0)  pgenn €W

wh

H!

H (InitmT)W)_l

> sup
zeW

Finalement, par (3.22), on a

IFISSM < 2Cywz™ Gl
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3.3 Un théoreme a la Tougeron et Merrien

On va démontrer un théoreme d’idéaux fermés dont l'idée générale est
semblable a celle développée dans le cadre C*° par Tougeron et Merrien
[To](V.5). Ainsi, les propositions 3.3.1 et 3.3.3 sont directement adaptées de
[To]. Cependant, pour démontrer le lemme 3.3.2, point crucial de la démarche,
dans le contexte non quasi-analytique, on ne peut se contenter de trans-
poser la preuve donnée dans [To]. En effet, les estimations effectuées sont
trop faibles pour étre utilisables. Les théoremes de composition réciproque
développés dans ce chapitre permettent de remédier a ce probleme.

Proposition 3.3.1. Soient U un ouvert de R™ et M une suite admissible
vérifiant (Hg). Soit I un idéal de type fini dans CM(U). Si I est un idéal de

Lojasiewicz, toute fonction f € CM(U) plate sur V(I) appartient a I.

Démonstration. La preuve suit des idées classiques ([To] proposition 1V.4.2
et V.4.3) qu’il faut ici préciser afin d’obtenir les estimations requises dans le
cadre de @(U)

Soit (g1, ..., ¢p) une famille de générateurs de I. D’apres la remarque 1.6.3,
la fonction g = Y7 | g7 vérifie L(V(I),U). On note a et C; les constantes
associées a cette propriété. On peut supposer C; < 1. Soit f une fonction de
C’M(U) plate sur V(I). Pour toute constante 0, § > 0, les fonctions f et g
appartiennent a C’fMé) (U).

Le lemme 3.1.5, appliqué a la fonction g, fournit des constantes Cs; et Cyo
telles que, pour tout compact K C U \ V(I), on ait

1G]

min(1,minge i |g(x)])

M9,
< Csa

(w,00) B minIEK ]g(a:)\

O

avec w =

Can max(all (112 1)
On a aussi, pour tout x € K, |g(z)| > Cid(z, V(I))*. Par conséquent, si le
(M°,.)
compact K est inclus dans U \ 7(V(I),1), on a Hglzl oo0) < C‘” . On en
K w,00

déduit la majoration

(M) < Cyso
H |U\T(V(I) 1)H (w,0) F

Comme [ appartient & CM’ (U), la fonctlon est définie sur U \ 7(V(I),1)
et appartient a CL(JM(S)(U \7T(V(I),1)).
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D’autre part, pour tout compact K C 7(V(I),1)\ V(I), en posant

Cy

M
Csmax(g]| 15 1)

Wi = Ds II%III(I d(z,V(I))* avec Ds=

on obtient wi < w, Ds < 1 et

(M5 ) < Csa
— Cymingeg d(:c,V(I))a'

lsi,

Du lemme 2.1.1, on déduit aussi qu’il existe des constantes C3 et Cy telles
que, pour tout p € N et tout compact K C U, on ait

M, M?3,)
i, leriy, < ACT maxd(e, V(D) M| £

1, 00)

On obtient, pour tout compact K C 7(V(I),1)\ V(I), la majoration

1)

" w}g
avecC Wy = C_S

On pose, pour tout point a de 7(V(I),1)\ V(I), w, = g—; (W)a et

K, = B(a,w,). De I'inégalité w, < %d(a, V(I)), on déduit, pour tout x € K,
I’encadrement

(M) Cs2
< 74CPM5||f||
(W 00)

(M5, )maxmex d(z, V(1))
mlanK d(fﬂ, V([)> 7

o
K

Sd(a, V(1) < d(z, V(1)) < 2d(a, V(1).

Par conséquent, on a Wy > w,. On en déduit I'inégalité

1)

Bawa

(M°,)

C ' _
< G HACIMI G (d(a VD))

(wa,oo)

< CDPd(a,V(I))"" M),

avec C' = %‘51241*"‘||f||8\/[;)) et D = 4Cy. D’apres la définition de w,, il existe
une constante € telle qu'on ait w, = ed(a, V(I))®. Il est donc possible d’ap-
pliquer le lemme 2.1.2 avec K = V(I), § = «, § a la place de g et « a la
place de §. L’estimation (2.2) implique, dans le cas h = j, 'inégalité

(o

< CsCld(a, V(1) MO 51, (3.23)

J
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pour tout point a € 7 (V(I),1)\ V(1) et tout J € N™. Donc, pour tout J, la

fonction D’ (5) peut étre prolongée continiment par 0 sur V(7). Le lemme

d’Hestenes permet de prolonger la fonction £ en une fonction de classe C'*

sur U. De plus, I'inégalité (3.23) montre que ce prolongement appartient a

Cscrar+n (U). Ceci étant valable pour tout 6 > 0, on déduit de (1.5) que la
f

fonction - appartient a @(U ). Ainsi la fonction f appartient a I. ]

Le point crucial du théoreme de Tougeron et Merrien est le lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soient p1,...,¢,, p < n, des fonctions de @(U) et V un
ouvert relativement compact dans U. Soient I l"idéal engendré par @1, ..., ¢,
dans @(U) et V(I) 'ensemble de ses zéros. Soient X et'Y deux fermés tels
quion ait X CY C V(I)NV et tels qu’il existe un p-uplet iy < ... <1, pour
lequel Dlr,p)_ satisfait L(X,Y). Soit g une fonction de @(U) plate sur

D (til,‘..,fﬂip
X et nulle sur V(I). Alors il existe une fonction f appartenant a I, plate sur
X et telle que la fonction g — [ soit plate sur'Y .

Démonstration. Le début de cette preuve utilise les mémes arguments que
ceux développés pour démontrer le lemme V.5.5 dans [To]. On construit ainsi
pjets Fi,..., F, sur U'ensemble Y tels que le jet Y7 | F;J (i) coincide avec
J(g) sur Y \ X. Cependant, pour étendre ces jets a U, la technique utilisée
pour le cas C* dans [To] doit étre considérablement affinée afin d’étre ap-
plicable dans le contexte C/’(;) Il est, en particulier, indispensable d’estimer
plus précisément 'espace auquel appartiennent ces jets et leur norme dans
cet espace.

Pour la preuve, nous supposerons que (i1, ...,%,) = (1,...,Dp).

Construction des jets F;. Cette partie reprend exactement la preuve de
[To].

On considere © 'application définie sur U par
O(z) = (p1(x), ..., 0p(T), Tpi1, - - -y Tn) -
Pour tout = € U, le jacobien A de © est donné, au point x, par

i

L’ensemble Y étant compact, il existe des constantes C' < 1 et o > 1 telles
que, pour tout x € Y, on ait

Cd(x, X)* < |A(z)]. (3.24)
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En particulier, la fonction A ne s’annule pas sur Y \ X. On peut, d’autre
part, appliquer le lemme 2.2.7 a 'application © : étant donné un point a €
Y \ X, on pose p, = min (|A(a)|,d(a, X)), W, = B(0(a),Caps|A(a)]) et
V, =01 (W, N B(a,Cip,). On a alors 'inclusion B (a, C3p,|A(a)]) C V.
L’application © induit un difféfomorphisme de V, sur W,. On note O, la
restriction de © a V,. On a, en particulier,

O,(V,nV(I))cW,n ({O} X ]R”*p) :
Soit 7, la fonction définie par

Yo : We—R
y—g(0,'(y)).

Pour tout point y de W, N ({0} x R"?), le point O, '(y) appartient a 1’en-
semble V(I) N'V,. La fonction g étant nulle sur V(I), on a

Ya(y) € g(V(I)NV,) = {0}.

De la relation ©(a) = (0,...,0,ap11,- .., a,), on déduit que, pour tout point
Yy = (y1,...,Yn) de Wy, le segment reliant y au point (0,...,0,Ypsr1,-..,Yn)
est inclus dans W,. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a
I'ordre 1 a ~,, on obtient alors

Pl
0
Ya(Yty -y Yn) = Z/ Yig, (tY1s - s tYps Yptts - - - 5 Yn ) dE. (3.25)
i=1 70 ¢

Si on pose, pour tout ¢ € [0, 1] et tout x € U,

Oi(x) = (tor(x), ..., tpp(T), Tpy1s -, Tn) s
9() = 7a(Ba())

L 074
= Z wi(x) . (to1(2), ... tpp(T), Tpt1, - .., Ty)dt

(x)faz(x>

Il
EM*@ |
5

avec fqi(x) = 01 &’;—%_I(Qt(x))dt. Les fonctions f,; appartiennent a C*°(V,).

De plus, en désignant par (A;;(z)) la matrice des cofacteurs de la matrice
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jacobienne de © au point x et par I, la composée O, o ;, définie sur V,,
pour tout i € {1,...,p} et tout t € [0,1], on a

(’)( O@gl) P 0 Aij
gt =3 (525 o tute)

Pour tout h € {1,...,n} et toute fonction f € C*(V,), on a aussi

o(f of Ajg 0(0:);
AN ZZ(&Z %) () 5 ),

71=1 k=1

D’autre part, pour tout x € V(I)NV,, on a
lat() = ©,1(0,...,0, 211, ..., 7,) = 2.

a

On en déduit que, pour tout i € {1,...,p}, tout x € V(I) NV, et tout
H € N, la valeur D f,;(z) est indépendante du point a. On peut ainsi
définir, sur Y \ X C V(1) le jet F; par F;(a) = J(fu)(a). On a, pour tout
a €Y\ X, J(g)(a) =321 Fi(a)T (¢i)(a).

Extension des jets.
On veut pouvoir appliquer le lemme 2.1.3. La définition de p, et la propriété
(3.24) entrainent p, > Cd(a, X)®. Donc, la boule B (a, C3C?*d(a, X)) est in-
cluse dans V. Si on trouve une suite a croissance modérée M’ des constantes
e < C3C? et § > 2a telles qu'on ait une majoration de

Hf“”ma,ed(a,xm I %(;)X)‘S,oo)’
on pourra appliquer le lemme 2.1.3 avec g, = fu, K = X et L =Y. Grace
aux théoremes de compositions directe et réciproque du chapitre 3, on peut
déterminer a quel espace de Banach appartiennent les fonctions f,; et majorer
leur norme dans cet espace. Plus précisément, on considere la suite (uy)gen
définie par

w= sup (max (ID"g(@)], [D7er(@)], ... |D (@)
HeN® h=k
zelU

et M’ la suite admissible associée par le lemme 1.3.2 a la suite (ug)gen. 11
existe alors une constante A € |0, 1], telle que les fonctions ¢y,...,p, et g
appartiennent a C/(\M ).

La fonction g étant plate sur X, le lemme 2.1.1 et 'inégalité

sup d(z, X) < (Cy + 1)d(a, X)

$€Va
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impliquent, pour tout p € N et pour des constantes C] et C) convenables,
I’estimation

M, M,. M,.
lona IS %) < g I < ACE d(a, X)Pllgl (22 My, (3.26)
1 1

Soient U’ I'ensemble U N T (Y, Cysup,ey |Aa|) et d un réel tel quon ait
U C B(0,d"). D’apres les définitions de p, et de V,, pour tout point a de
Y\ X, on a V, C U'". D’autre part, la définition de © induit 'inégalité

M,
181,160 < max (@, keI Dol - (327)
r_ s |A(a)] 1
Pour tout @ € Y \ X, on pose w/, = min ( 5 ®|U/||E£4;0A))’1)‘ Comme la

,.
OO

valeur [|©, || ne dépend pas du point a, on déduit de (3.24) qu’il existe

des constantes C' et o telles que, pour tout a, on ait
C'd(a, X)* < w

On pose alors w, = C'd(a, X)®'. La valeur w, encadre le difféomorphisme 6,
sur 'ensemble V. En appliquant le théoreme 3.2.8 avec g = go ©,!, ¢ = 0,
et wy = w,, on obtient 'existence de constantes C%, C} et k, appartenant a
[1,400[, telles qu’on ait

1 (M',) -2
lgo©, H(woo < Cillgyy, II(C%VOO)% " (3.28)
avec w = &
GGy
0
Compte tenu du lemme 1.5.8, la fonction 3 (go @;1) appartient a l’espace
Z;
C’(AA{,) (V,) et sa norme, dans cet espace, est majorée par = M' lgo O 1|| (w OO)
ANt

D’autre part, pour tout ¢ € [0,1], la définition de la fonctlon 0; induit
I'inégalité

M,
10u, ) < tma (a3 lenl )

En appliquant le théoréme 3.1.4 avec g = go ©, ! et f = 6;, on montre qu’il
existe des constantes Cf et Cj telles qu’on ait

(M)
< Cg

d(go0,") ||
8277;

—1
ng °0,") (3.29)

81;2. ) o Ht

(w’,00) (w,00)
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avec w' — min()\,w)/ .
v Cy max(HeﬂU,IIEfo‘oj)**J)

Des relations (3.27), (3.28) et (3.29), on déduit alors 'existence de constan-
tes C7, € et « telles que, si on pose w; = ed(a, X)%, on ait wy < w' et

9(g00,")
8@-

(M)
o 0,

/ —2na’ M.
oro0) < C7d(a7X) HQVQHECAi’O)O)'
Compte tenu de la définition de f,; et de (3.26), on en tire que chaque fonction
fai vérifie les hypotheses du théoreme 2.1.3. On en déduit aussi que, pour tout
i€ {l,...,p}, il existe une fonction f; de C’M'2<M+1)(U), plate sur X et dont
le jet F; sur Y \ X coincide avec J(f,;) au voisinage de a. Compte tenu du
lemme 1.3.3, les fonctions f; appartiennent a @(U ) et, par construction, la

fonction g — >"7_, ¢ f; est plate sur Y. On conclut en posant f = >"" ¢, fi.
]

Comme dans [To](proposition V.5.4), on déduit du lemme 3.3.2 et de la
proposition 3.3.1, le résultat suivant.

Proposition 3.3.3. Soient ¢1,...,¢,, p < n, des fonctions appartenant a
@(U), I l’idéal qu’elles engendrent dans @(U) et I' l'idéal engendré par
ces fonctions et les jacobiens partiels de la forme 5&?:—%, 1<y <. <
i, <n. Soit V un ouvert relativement compact dans U. Si I' est un idéal de
Lojasiewicz, pour toute fonction de @(U), plate sur V(I'Y NV et nulle sur

V(I), sa restriction a 'V appartient a (¢, . .. ,gpp)a\;(V).

On en déduit un théoreme du type Tougeron et Merrien pour les idéaux
de Cy(U) a singularités isolées.

Théoréme 3.3.4. Soit M une suite admissible vérifiant la condition (Hg).
Soient ¢1,...,0p, p < n, des fonctions appartenant a @(U), I [idéal
qu’elles engendrent dans @(U) et I' lidéal engendré par ces fonctions et
tous les jacobiens partiels de la forme % avec 1 <4y < ... <1, <.
On suppose que I' est un idéal de Lojasiewiczpdont l’ensemble des zéros est
discret. Alors, pour tout ouvert V' relativement compact dans U et toute fonc-
tion f de I, on a fj, € (¢1,.. .,gop)@(V).

Démonstration. Soit f une fonction adhérente a I. Le théoreme spectral de
Whitney pour les intersections de classes non quasi-analytiques [CC2](28)
implique que, pour tout a € V(I'), la série T, f appartient & T\,1. L’ensemble
V(I'YN'V étant fini, il existe une fonction g de I telle que la fonction f — g
soit plate sur V(I') N'V. De plus, f — g est nulle sur V(7). On conclut en
appliquant la proposition 3.3.3. L]
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Remarque 3.3.5. Si les fonctions ¢, ..., p, sont réel-analytiques au voisi-
nage de U, d’aprés [BR], I'idéal I’ est toujours un idéal de Lojasiewicz. On
en déduit qu’étant donné I un idéal de a\\/[(U ) a singularités isolées et en-
gendré par une famille finie de fonctions réel-analytiques, pour tout ouvert
V relativement compact dans U et toute fonction f de I, la fonction fiv
appartient a (¢, . .. ,gop)@(‘/). On verra, au chapitre 6, que cette propriété
est encore vraie quand les singularités ne sont pas isolées.
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Chapitre 4

Théoremes de division a la
Hironaka

4.1 Théoréeme de division formelle

Dans cette section, on démontre un théoreme de division au sens d’Hiro-
naka dans les algebres de Banach de séries formelles définies dans la partie
1.5. L'existence d’une telle division a déja été prouvée dans [Mo2], mais ce
résultat ne précise pas la norme des quotients et du reste. On reprendra donc
la preuve par perturbation d’un épimorphisme développée dans [Mo2] pour
obtenir cette derniere information. Nous aurons ainsi démontré le théoreme
suivant.

Théoreme 4.1.1. Soient G1, ..., G, des diviseurs au sens d’Hironaka appar-

tenant a l'algébre B[[X]]SM) et tels que, pour tout j € {1,...,p}, le coefficient
initial (G;)p, soit inversible dans B. Il existe des constantes C1, Cy, Cs, [ > 1,
I'>1 etd<1 telles que, pour tout réel positif \ satisfaisant

A < Tmin C’llmin <”( )ﬁJHB> .1 (4.1)
=\ Gsllrs)

et toute série F' de B[[X]]&M), les quotients et reste de la division a la Hi-

ronaka de F par Gu,...,G,, appartiennent a [’algébre B[[X ]]d]:{). On a, de
plus, pour tout j € {1,...,p}, les estimations

G5l

M, B M
annw < ¥ [Falies

et Rl < 2IFIG,

81
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4.1.1 Théoréme de L-division

Dans le cadre des séries formelles a croissance controlée, la preuve par
perturbation d’'un épimorphisme est particulierement adaptée. Cependant,
elle ne fournit pas directement la division a la Hironaka, mais un résultat
plus général concernant une L-division. On utilise les notations introduites
dans les parties 1.7 a 1.9.

Théoreme 4.1.2. Soient
— L une forme linéaire a coefficients strictement positifs et indépendants

sur 7,
— Bi,..., By les sommets d’un diagramme N dans N",
- G,...,G, des séries formelles de B[[X]]SM), 0 < 7 < 1, vérifiant, pour
tout j =1,...,p,
(Gj)g, =1,
(Gj)u =0, VH e N, L(H) < L(5;),
et (GJ)H =0, VH € N", |H| < |ﬁj|

Il existe des constantes Cy, Co, C3, 1 > 1,1' > 1 et d < 1 ne dépendant que
de L et {B;}equ,..py telles que, pour tout réel positif \ satisfaisant

A < 7 min <C’1 min (HG H ) - 1> (4.2)
j= (TB ) )

on puisse effectuer une L-division par (G, ..., Gp) de tout élément de [’algébre
B[[X]]&M) de telle sorte que les quotients et reste appartiennent a B[[X]]((j/‘\{).

(

Autrement dit, pour toute série F € B[[X ]]/\M , il existe des uniques séries
formelles Q1,...,Q, et R appartenant a B[[X ]]d/\l) et vérifiant :

p

~F=) QG +R, (4.3)
j=1

—pour tout j € {1,...,p}, Bj+supp Q; C Aj et supp R C Ac. (4.4)

On a, de plus, les estimations, pour tout j =1,...,p,

H@JHW < CsHFHE A
et IR < 2FI0

7

Pour démontrer le théoreme 4.1.2, on introduit, dans un premier temps,
quelques définitions motivées par des détails techniques.
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Soient B une algebre de Banach commutative unitaire munie de la norme || ||5
et v = (v1,...,V,) un multi-rayon. On reprend les notations de la section 1.5;
a savoir, B[[X]](M,v) est 'ensemble défini par

BIX](M,v) = {f € BI[X]] ; [If]"" < oo}

M
avec HfH(z ) _ Z]eN" Ialls T

M. _

En appliquant le lemme 1.5.2 aux entiers (|5;|) eq1,...p}» o0 voit quil existe
des constantes d; et dy supérieures a 1 telles que, pour tout j € {1,...,p},
et toute série F' € B[[X]|(M,v), on ait

(Mys;1)
IFI0D < di||Fllg,, (4.5)
(M_yg.)
et |Fll, " < di|lFllg,- (4.6)
On pose
. (M)
BIX|(M, v, 8;) = {F € B[[X]}; supp (F(X)X%) C Aj et |[Fll, 7" < oo}

et Ry (M,v) ={F € B[[X]|(M,v) ; supp I' C Ac}.
On définit alors

Hy (M, v) = B[[X]|(M, v, 51) x ... x B[X]|(M,v, B,) x Ry (M, v),

qu’on munit de la norme

q
. (M)
(@1, Qu RN = w5 1Qyll ™" + (IR (4.7)

j=1
Cet espace est un espace de Banach.

Remarque 4.1.3. Etant donnée une forme linéaire £ a coefficients strictement
positifs et un n-uplet g € N il existe une constante ¢ < 1 telle que, pour
tout a € N, I'inégalité L(«) > L(F) implique L(a — ) > c. Pour tout
j €{1,...,p}, on fixe ¢; une constante ainsi associée a ;.

La preuve du théoreme 4.1.2 est divisée en plusieures parties : dans un pre-
mier temps, on construit une application bijective entre les espaces de Banach
B[[X]](M,v) et Hy (M,v) qui, a une série F', associe des séries Q1, ..., Qp,
R satisfaisant (4.3) et (4.4). Il s’agit d’une adaptation de résultats de Mouze
[Mo1],[Mo2]. Dans un deuxiéme temps, on montre que l'algebre B[[X ]](AM)

de I'énoncé est incluse dans B[[X]](M, v), pour v convenablement choisi. On

peut alors effectuer une £-division des éléments de B[[X ]]&M). On conclut en

démontrant la majoration des normes des quotients et reste de cette division.
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Etape 1 : construction de ’application bijective
Soit

P, : HN(M>Z)—>BHXH(MaZ)

Q1+, Qp, R) = Y Qi(X)X% + R(X).

D’apres [Mo2](1.2 p. 42), nous avons le lemme :

Lemme 4.1.4. Pour tout multi-rayon v, l'application linéaire ®, est bijective
et isométrique de Hy (M, v) sur B[[X]](M,v).

On construit ensuite une perturbation de cet isomorphisme d’espaces de
Banach grace au lemme suivant.

Lemme 4.1.5. [Mo2](lemme 1.4)
Soient deuz réels T > 0 etn €0, 1], on note A(7,n) le p-uplet (Tn**, ..., mn"?).
Soientuy, . .., u, des séries appartenant a B[[X]|(M_g,,71) et vérifiant, pour
tout j € {1,...,p},

w(X) = > (u)X".

11181
L(1)>L(B5)

L’application linéaire

D,y : HN (M,A(T, 77)) - BHXH(M’A(T7 77))

(Qla ceey Qp?R) = Zuij
j=1

est bien définie et on a la majoration

18] e (M_y8.1)
ol < swp (= ) (48)
J=1,...q

ot les cj sont les réels fixés dans la remarque 4.1.5.
Pour tout j € {1,...,p}, on peut prendre
wi(X) = Y (Gyux".
|H|>|5;]
L(H)>L(8;5)

En effet, cette série étant une troncature de la série G, on a, pour tout 7 > 0,
les inégalités

(M_5;) (M_i5.1)
150 < ey, (49)
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De I'égalité || F[[{y5) = [IF5", (4.6) et (4.9), on déduit

(M —w ) (M —w
lusll oy < MGl g,y

(4.10)
< di||G; H(T 5)
En particulier, pour tout j € {1,...,p}, la série u; appartient a l'espace
B[[X]](M_,],d; ' 71). Pour la suite, on pose 71 = d; '7. Si on choisit 7, > 0
satisfaisant )
( 7_llﬁjl ) <5
N < min | —————~ , (4.11)
=ler \ 24|57

les équations (4.10) et (4.11) impliquent que, pour tout j € {1,...,p}, on a

—18; (M_5.1) 1
gl < 5

On déduit alors du lemme 4.1.5 que I'application
®y o Hy (M, A;) — B[[X]|(M, A,),

1
avec A = dy T <17£1, o ,nfp> vérifie la majoration ||Psf| < =.

Des propriétés de @, et o, il résulte que 'application linéaire ®; + P, est
bijective de Hy (M, &) sur B[[X]](M, \;) et que la norme de sa réciproque
est majorée par 2. Ainsi, a toute série formelle ' de B[[X]](M, A;), I'applica-
tion (P + <I>2)_1 associe un (p + 1)-uplet (Qy,...,Q,, R) de séries formelles
appartenant a Hy (M, &), tel qu’on ait

p
F=> QGi+R

J=1

On déduit de la définition de Hy (M, &) que les séries Q1,...,Q, et R
vérifient les conditions de support (4.4).
D’autre part, (4.7) et I'inégalité

MN M
(@1, -, Qp RIS < 2P|

impliquent les relations

M M
IRIS < 201750 (4.12)
et, pour tout j € {1...,p}, A\, ||Q]||)\T 13,1 < 2||F||A Vu (4.5), pour tout

j el phona Q0 < d[1Q; 15", dont on déduit

M 2d,
I, < PR (4.13)
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Etape 2 : B[X]]\" C B[[X]|(M,\,).
On fixe les constantes

= min = min
s 2d, j=L...p 2d;
et Cy = L, max (cj_l)
=dyeens P

Si on pose

Eniin
e = (3) , (4.14)

I'hypothese (4.2) implique, pour tout j € {1,...,p},

A —Ca
min — __ C(G ) ’1
M~ - mln( all J”(T,B) )
Co
( Caalid ) '
M, )
2d1]|G, 75

Lmin
d= 1) 16l K
< min ((2—7)(;\“7 1 :
241Gl -5
1
d_lT ‘ﬂ]| €j
) ( (') 3
241Gl -5

Finalement, la valeur 7, satisfait (4.11). Par I’étape 1, on peut alors construire
une application bijective de B[[X]](M, \;) dans Hy (M, \;) avec

&:dQ_IT (nfl,...,nf").

De la relation 1, < 1, on déduit, pour tout j € {1,...,p}, les inégalités

On a donc

A
cmax L; [/min —
- < "’ < N - ;

Comme on a 7 < 1, la relation (4.14) induit

1— Lmax Lmax Lmax

Tnfmax =T Limin )\ Limin Z )\ Lmin .

Si on pose [ := %, on obtient, pour tout j € {1,...,p}, Pencadrement

A< Tnf 7 < X et, par conséquent,

dy' N1 < A < dy'AL < AL (4.15)
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Compte tenu de 'égalité ||F||()\B ||F||g\]f), on a donc, pour toute série

formelle F' € B[[X]],

1P 5 < IFIS < IFIGS)- (4.16)

1)\[
On en déduit que toute série F' appartenant a I'algebre B[[X ]](AM) appartient
aussi & B[ X]](M, \,). L’application (®; + ®,)~" lui associe alors un (p+ 1)-
uplet (Q1,...,Qp, R) de séries formelles vérifiant (4.3) et (4.4). Vu (4.12),
(4.13) et (4.16), on a aussi les inégalités

M M M
w%)swm&@mmmg

. < 2di
eta V] € {17"‘7p}7 ||Qj||( 1)\ — )\ ﬁ ||F|| )\B

De (4.16) appliqué avec F' = R, on déduit

IR s < 2Pl

1,\l ,B)

puis, appliqué avec F' = (); et en posant d = d;, 2
12,15 < 35
Vu (4.15), on conclut en posant Cs = 2d; et I’ = maxjeqi,.. py |55l O
4.1.2 Preuve du théoreme 4.1.1
Pour déduire le théoreme 4.1.1 du théoreme 4.1.2, il faut :

— pouvoir effectuer une division par des séries dont le coefficient initial
n’est pas égal a 1,

— passer d'une L-division a une division au sens d’Hironaka.

En ce qui concerne le premier point, pour tout j € {1,...,p}, on introduit

(GG;,@ . Comme, par hypothese, le coefficient
i)8;
(M)

(Gj)p, est inversible dans B, la série G; appartient encore a B[[X]]-" et on
a

une série G définie par G =

M, M, _

1651160 s) < G510 1 (G e (4.17)

Le p-uplet (GY,...,G),) est encore une famille de diviseurs au sens d’Hiro-
naka et les sommets associés sont a nouveau (3, ..., 3,. De plus, pour tout
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je{l,....p},ona (G =

Pour le deuxieme point, si on pose my = maxei,... p} |Exp G|, d’apres le
lemme 1.7.2; il existe une forme linéaire £ a coefficients strictement positifs
et indépendants sur Z telle que 'ordre induit par £ coincide avec I'ordre L-I
jusqu’a la longueur myg. Ainsi, I'égalité 3; = Exp G implique :

— pour tout H € N" tel que |[H| <[], on a (G)y = 0,

— pour tout H € N" tel que L(H) < L(B;), on a H < f; et, par

conséquent, (G%)g = 0.
Les séries G, j € {1,...,p}, vérifient donc les hypotheses du théoréme 4.1.2.
L’hypothese (4.1) et la relation (4.17) entrainent qu’il est possible d effectuer
une L-division par (G, ..., G}) de tout élément de I'algebre B[[X ]] M Donc

si une série F' appartient a B[[X HE\M , il existe des uniques séries formelles

/

1>+, @, et R appartenant a B[[X]]%) telles qu’on ait

p
F=> QG +R,
j=1

Vje{l,...,p}, ﬁj—{—supp Q;CAJ

et supp R’ C Ac.
En reprenant la définition des séries G}, on a aussi F'=>%_, G + R
Si on pose, pour tout j € {1,...,p}, Q; = @5 et R = R, on a encore,
pour tout j € {1,,...,p}, B; +supp Q; C AJ et supp R C A¢. En ce qui

concerne la norme des quotients et reste, on déduit de (4.17) et du théoreme
4.1.2 les estimations

Qs < 1G5 Q) o
M 7
< 1G5 IsCs I F Il AB;A !
M
et RIS < 2017135

Le théoréme s’ensuit. O

4.2 Théoréme de division dans C'M)
Le but de cette section est de construire un théoréme de division a la

Hironaka, non plus pour des séries formelles, mais pour des fonctions non-
quasi-analytiques. Pour espérer avoir une telle division, il est nécessaire de
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disposer d’un ensemble de diviseurs C* & la Hironaka comme défini dans
la section 1.9. Or, de maniere générale, une famille de fonctions (g, ..., g,)
n’est un ensemble de diviseurs que sur un sous-ensemble Z de R™ d’intérieur
vide. Dans ce travail, nous nous intéressons au cas ou Z est une sous-variété
de R™ satisfaisant la propriété CLU(N, ).

Dans un premier temps, on montre une version locale du théoreme de
division. Pour ce faire, on introduit, en s’inspirant d’une idée de Bierstone et
Milman [BM1], une notion de dérivation de séries a coefficients de classe C*°,
puis on étudie les propriétés de cette dérivation lors du passage de la sous-
variété a une carte locale. Finalement, en appliquant le lemme d’extension
de la section 2.2, on déduit un théoreme de division sur la sous-variété Z.

4.2.1 Dérivation formelle

Définition 4.2.1. Pour tout vecteur v € R"™, on définit la dérivation formelle

& 0
D, x = .
X Z’UJ IX,
J=1
Remarque 4.2.2. Pour toute série formelle G a coefficients dans C*°(R"),
G(z,X) =Y Gu(2)x",

HeNm

on a

u 0
D%)(G(CL,X) = Zvjﬁ
J

i=1

=30 3 Gy ()(hy + )X

j=1  HeNn

G(a, X)
(4.18)

On note

D,.G(a,X)=> > v aaif (a)X ™. (4.19)

j=1 HeNn

Lemme 4.2.3. Soient g une fonction de classe C* sur un ouvert V de R"
et f une application de classe C*° d’un ouvert W de R", a wvaleurs dans
V. On considere la série formelle G a coefficients C'*° sur W définie par
G, X) = Tf(b)g(X). Alors, pour tout point b de W et tout vecteur w de R™,
on a

Dw,zG(va) = Ddf(b).w,XG(bv X) (420)
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Démonstration. Pour tout vecteur w = (wy, ..., w,) € R" on a

n 8f3
o (Eeiin)
7j=1,...,n

,,,,,

On en déduit, pour tout point b € W et tout w € R",

- o((DHg)o f) XxH

i=1 HeNn

= S DN G0 gy

i=1  HeNn j=1
= Ddf(b).w,XG(b7 X)a

d’ou le résultat. OJ

Lemme 4.2.4. Soit W un ouvert de R™. Soient G une série formelle dont
les coefficients sont dans C*(W) et f une application de classe C*° sur W.
On consideére G', la série formelle a coefficients dans C°(W') définie par,
pour tout z € W,

GI(Z’Y) = G(zaTzf(Y) - f(Z))
Pour tout couple (b,w) € W x R", la relation

Dy.G(b,Y) = Dgr(5).0,yG(b,Y) (4.21)
implique [’égalité

D,.G'(b,Y) = D,yG'(b,Y). (4.22)

Démonstration. Pour démontrer (4.22), on développe chaque membre afin de
I’exprimer en fonction de la série G.
Cas de D,,.G'(b,Y).
Pour tout point b et tout vecteur w, on a df (b).w = (Z" 9/; (b)wi>

=1 0z
Les relations (4.18) et (4.21) impliquent, pour tout @ € N,

szaGQ Z <Z w,afj' > GQ—&-Q (b)(g; + 1). (4.23)

De plus, si on reprend les notations du lemme de composition 3.1.1 avec

FY) = T.f(Y) — f(2), on a Sei(z, X) = @(X), pour tout couple

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



© 2006 Tous droits réservés.

Thése d'Edwige Croix, Lille 1, 2006

CHAPITRE 4. THEOREMES DE DIVISION A LA HIRONAKA 91

(i,7) € {1,...,n}?. Ainsi, les coefficients de St sont de classe C° par rapport

a z et on a la relation <S§J> (2) = %(z) En reportant ce dernier résultat
0 7
dans (4.23), on obtient

n

Z Witg - aGQ Z sz (56)0(b)G e, (0)(g; + 1). (4.24)

=1 j5=1

En appliquant D, , a la série G’, on obtient

D, .G'(b,Y) = Z Z

=1 HeNn

(4.25)

Mais le lemme de composition 3.1.1 implique, pour tout H € N, la relation
suivante entre coefficients de X© :

Q!
Gu(z)= > (8§ Jo(2)Ga(2) 7 (4.26)
QeN™,1<q<h
On en déduit
oG" 0 Q!
I () = ( > <Sg>oGQg) (). (127)
@i “i \Qenr1<q<h '
Or, pour tout Q e N*,1 < qg< h,on a
B 0 (SY) oG
75, ((58)0Ga) (b) = —5 22 (0)Ga(b) + (55), (0) 52 (8)

= (SE)0)Ga®) + (58), (1) F-2(0)

En reportant cette derniére équation dans (4.27) puis dans (4.25), on montre
que la série D,, ,G'(b,Y) est la somme sur les H € N" et les Q) € N”, vérifiant
1 < q < h, des termes

yH & yH " 0G

S wi(SE)., (0)Go(0)Q! + — —2(0)Q!.  (4.28
ilw(Q)z()Q()Q+ Zw 821 (4.28)

D’autre part, 'égalité (4.24) fournit une autre expression de la deuxieéme

somme apparaissant dans (4.28). On en conclut que la série D,, .G'(b,Y") est

la somme sur les H € N" et les Q € N*, 1 < g < h, des termes

T 2 w58 (DG Q! (4.292)
+Y— zzwz (S)0(B)Glgsey (B) (g + QL. (4.20D)
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Cas de D, yG'(b,Y).
Vu (4.18), quand on dérive la série G’ par rapport a (w,Y’), on obtient

Doy G'(b,Y) Z > wiGly e (0)(hi + DY (4.30)
i=1 HeNn
Or I'égalité (4.26) induit, pour tout H € N" et tout i € {1,...,n},
. Hte; Q'(h; +1)
Hae, (D) (hi +1) = Z (Sg )O(b)GQ(b)m

QeN",1<g<h+1 (4.31)

=Y SEGB)

QeN",1<g<h+1

D’autre part, la formule de récurrence définissant Sg permet, pour tout ()
dans N", d’écrire Sg *¢ en fonction des termes Sg,, avec Q' € N™. On obtient

donc
Gl[f-i—ei(b) h + 1 ( )
J=1
+ D Golb
QeEN”
1<q<h
( (s§)., 0+ X (sa), ®(si-,), (b))
je{1,...,n}
Q;#0

P (sn) 0 (sh) 4G

On peut regrouper les termes de la forme (Sg)e' (b)Gq(b) d'une part et

ceux de la forme (S:%) (b) (nge) (b)Gg(b) d’autre part. On obtient alors
770 770
I’égalité

O+ ) = Y (S, 00Gah)
QeN” '

bYY (s3),0(s8), 6em 5

EN’,L je{ 7777 }
2<q<h+1 Q;#0
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En réindexant la deuxieme somme avec )’ = () — e;, on obtient

, u YHQ!
Gl )(hi+1) = Y (55),, ()Ga(b)—
e
n YH / . l
FY0 X (1), 0 (55), (0060, 07— S
j=1 Q/enn '
1<q'<h

Si on reporte cette équation dans (4.30), on obtient que D, yG'(b,Y) est la
somme sur les H € N" et Q € N, 1 < ¢ < h, des termes

% Z wi (Sg),, (6)Go(b)Q! (4.32a)
+ % Zw Z (5553)0 (0) (55 ), ()Gare, (D)(Q +¢;)!.  (4.32b)

Les lignes (4.29a) et (4.32a) sont égales et, de I'égalité (¢; +1)!Q! = (Q+e¢;)!,
on déduit que les lignes (4.29b) et (4.32b) sont, elles aussi, égales. Finalement,
on a montré la relation

D,.G'(b,Y)=D,yG'(b,Y).
]

La dérivation formelle permet de donner une condition suffisante simple
pour qu'une série formelle & coefficients de classe C™) au voisinage d'un
compact soit le jet, sur ce compact, d'une fonction de classe C'M),

Lemme 4.2.5. Soit K un compact de R"™ inclus dans {0} x R"~?. Soit V
un voisinage ouvert de K. Il existe deux constantes Cy et Cy telles que, pour
toute série G appartenant o CS (VX)) et vérifiant, pour tout point
a € K et tout vecteur v € {0} x R

D, .G(a,X) = D, xG(a, X), (4.33)
il existe une fonction g de classe C(Cj‘fl(T(K, 1)) telle que, pour tout point
a € K, on ait _
Tag(X) = G(a, X).
On a, de plus,

M2,
lgllter i) ) < Call GIOE™.

-1
C] "w,00
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Démonstration. Compte tenu de (4.18), pour tout indice [ € {d +1,...,n},
I'hypothese (4.33) pour v = ¢; implique que, pour tout H € N" et tout
a € K,ona

oGy

82’[
Nous allons montrer que le jet G' = (H!Gy)pgenn est un jet de Whitney sur
K. Remarquons que, pour tout point a € K, on a a = (0,d’) avec a’ € R4,
De maniere générale, pour la suite de cette preuve, on écrit un élément = de
R" sous la forme z = (2”,2') avec 2” € R% Les multi-indices H € N" sont
décomposés sous la forme H = (P, Q) avec P € N% et Q € N"~¢. Pour tout
point @ € V', on a alors

(a) = Giryer(@) (B + 1). (4.34)

G’H(a) = P!Q!G(RQ)(G).
De (4.34), on déduit alors, pour tout H € N",
DG (po)
Gy (a) = P! S
u(@) 0rg 19 ... 0w, @n—d

D’autre part, d’apres (1.9) et la définition de G', pour tout j € N, tout couple
de points (a,b) € K? et tout multi-indice H = (P, Q) € N, vérifiant h < j,
on a

(a) = PID*9G pg(a). (4.35)

DUT/G'(a) = DO DPOTIC (a)

— D@ Z w(a—b)IG’(u(Ro))(b)-

1!
IeN™
1<j—p

Comme on a a = (0,a") et b= (0,8), les termes correspondant a [ = (1", 1")
avec I"” # 0 sont nuls. On en déduit les égalités

. / | ,
DHTb]G/(a) _ D(O,Q) Z ((0; 1 ) + <P7 0)) (CL/ . b/)[ G((O,I’)-}-(P,O))(b)

I
I/Eand
V' <j—p
=D N Pl(d —¥)"Gprb).
I'eNn—d
V' <j—p

En utilisant (4.34) puis le fait que (a — b)! = 0 dés que I” # 0, on obtient

¥ P! ! !
DHTbJG/(a) = D9 Z (a' =)' D! G (po)(b)
lleand

il
V' <j—p

P!
— D@ Z F(a— b)' D' G p)(b)

IeN"
1<j—p

= PIDCOTIPG pg (a).
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On déduit de (4.35) et de la relation ci-dessus,
|Gly(a) — DRT{G'(a)| < |PIDOD (Gpg)(a) — T) "Gpg)(a))].

Compte tenu des hypotheses concernant la série G, pour tout P € N?, la
fonction G(pp) est dans C’LEM)(V) et sa norme, dans cet espace, est majorée

par Mpw_pp!HGHg}f;M). D’apres (1.14), elle appartient aussi a Cjy-1(V). Le
lemme 1.4.1 implique alors
| DO (G pg)(a) = T) "Gipg)(a))| <
<w™! G poyllrw—1d(a, b)? P YIRS NG gl

< w TN GIQEMd(a, by TP Y M M glpl.
Vu I’égalité h =p+ ¢, on a
(Gyla@) = DTG ()] < |G Dm0 0, d(a, Y41

Donc, la famille de fonctions (G'% ) ;cy» définit un jet de Whitney de classe
Crrnsw—1 sur K dont la norme est majorée par |G |MM) Drapres le théoreme
d’extension 1.4.3 et la remarque 1.4.4, il existe des constantes C et C) ne
dépendant que de n et de M et une fonction g de C*°(R") satisfaisant

— pour tout @ € K, on a T,g9(X) = G(a, X),
~ Wiz Iz cromr < GIGISE™.
De (1.13), on déduit l'existence de constantes C et Cs telles que la fonction g
2
ainsi définie appartienne a C' (]\c/*[*)l (T(K,1)) et que sa norme, dans cet espace,
Wty

soit majorée par Col| G| S5 O

On peut désormais s’intéresser aux propriétés de la dérivation formelle
lorsqu’on travaille sur une sous-variété de R™. Ainsi, du lemme 4.2.5, on
déduit une condition suffisante sur 'image d’une carte locale pour qu’une
série a coefficients définis sur la sous-variété coincide avec le développement
d’une fonction définie au voisinage de la sous-variété.

Lemme 4.2.6. Soient V un ouvert de R", ¢1, ..., dq des fonctions de CN) (V)
telles que l'application ¢ définie par

¢(x) = (¢1(2), ..., Ga(x), Zas1, .- -, Tn)
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soit un difféomorphisme de V' sur ¢(V') encadré par un réel w, appartenant
a 10,1]. Soit Z la sous-variété de R"™ définie par

Z={xeV; di(x) = = pgx) = 0}.

Soit G une série formelle appartenant a C’ﬁM)(qﬁ(V))[[Y]]g\M), (A7) €]0,1),
telle que, pour tout b € ¢(Z) et tout w € {0} x R"™4, on ait

Dy .G(b,Y) = Dayr )y G(b,Y).

Il eziste des constantes dans [1,+o0[, C1, Cy, C3 et k, ne dépendant que de
n, M et N vérifiant :

pour tout compact K inclus dans Z, il existe une fonction g de C>°(R™) telle
que, pour tout point a € K, on ait Tog(Y) = G(¢(a),Y) et

(max(M,N (M,M —n
gy, [N < |G MMy ?

avec w = % et V' =¢ 1  (T(p(K),1))NV.

Démonstration. La série formelle G et lapplication ¢! satisfont les hy-
potheses du lemme 4.2.4 avec W = ¢(V) ainsi que la relation (4.21) pour
tout couple (b, w) € ¢(Z) x ({0} x R"~%). On déduit que la série formelle G’
définie par

G'(2,Y)=G (2,T.07'(Y)— ¢ '(2)), (4.36)
vérifie, pour tout couple (b,w) € ¢(Z) x ({0} x R"~?), la relation

Du.G'(b,Y) = DuyG'(b,Y). (4.37)

De plus, le difféfomorphisme ¢ et la série formelle G vérifient aussi les hy-
potheses du lemme 3.2.11. Il existe donc des constantes C7, C} et k' ne
dépendant que de n, M et N telles qu’on ait

(M',M") MM) —2n
I e < CallGll ws™

avec )
ATWg
&
En appliquant le lemme 4.2.5 & la série G" avec ¢(K) au lieu de K, on obtient
I'existence de deux constantes Cf et C) ne dépendant que de n et M’ et d'une

fonction ¢/, définie sur R”, satisfaisant
— pour tout z € ¢(K), T.¢'(Y) = G'(2,Y),

M' =max(M,N) et W' =

(4.38)
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(M'2,) (M, M) ,gn
L/ s BEYeite/d el v

Soit ¢ la fonction définie sur V' = ¢~ (7 (¢(K),1)) NV par g = ¢’ o ¢.
D’apres le théoreme 3.1.4, il existe des constantes Cf et Cg ne dépendant que

12
de n, M et N telles que la fonction g appartienne a Cﬁw )(V’) avec

” min(C} W', wy)

T max (lel 0wzt 1)

C I (M%)
Sa norme, dans cet espace est majorée par 06||9\T(¢<K )||(C,,1w,7oo).
Comme on a w' = et H(ﬁH (war00) 1< w¢ , en posant
/+2
L ATWy
el alk
CiC1C%

on obtient w < w”. On en déduit,

g I < crciella) D w, >,

(w,00)

D’autre part, en reprenant les notations du corollaire 3.2.10 avec z = ¢(a),
on obtient G = G oy CID;(IG). Ceci entraine, pour tout point a € Z,

Tag = Tqb(a)g, oy (Ta¢('y) - ﬁb(a))
= G'(8(a), ) oy Dyia)
= G(8la), ) oy By ov Puga)
= G(¢(a), )
et le résultat. O]

Le lemme suivant montre que certaines propriétés de la dérivation formelle
sont conservées lorsqu’on effectue la division a la Hironaka formelle.

Lemme 4.2.7. Soit W un ouvert de R™. Soient F,G,...,G,,Q1,...,Qp
et R des éléments de C®(W)[[Y]] avec Y = (Y1,...,Y,). Si les propriétés
sutvantes sont verifiées,
— les séries G, ..., G, forment une famille de diviseurs a la Hironaka,
— les séries Q1,...,Qp et R sont les quotients et reste de la division de
F par cette famille,
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alors, pour tout point b € W, tout v € R" et tout w € R™, les égalités
D,yF(,Y) =D, .F(,Y)et,Vjie{l,...,p}, DyyG;(b,Y) =D, .G;(b,Y)
impliquent les relations

D,yR(b,Y) =D, .R0b,Y)et,Vje{1,...,p}, D,yQ;(bY)=D,.Q;(bY).

Démonstration. Elle reprend des idées développées par Bierstone et Milman
[BM2]. D’apres les hypotheses, pour tout b € W, on a

F(bY) = Zp: G;(b,Y)Q;(b,Y) + R(b,Y).

i=1
En appliquant D,, , et D, y, on obtient

Dy F(b,Y) =) D,.Q;(b,Y)G;(b,Y)

j=1

+) Q;(0,Y)Dy, .G;(Y) + Dy -R(b,Y)

Jj=1

p
et DyyF(b,Y) =Y Dy,yQ;(b,Y)G;(b,Y)

j=1
p
+3 Q0. Y)DyyG;(b,Y) + Dyy R(b,Y).
j=1
On en déduit I'égalité

q

Y Doy Qi (b,Y) = Dy oQ; (b,Y)) G5(b,Y)

J=1

(4.39)
+ DyyR(b,Y) = Dy R(b,Y) = 0.

Les propriétés de support des séries formelles G, (); et R montrent que (4.39)
est une division a la Hironaka de 0. De I'unicité de cette derniere, on déduit
le résultat. L

4.2.2 Division a la Hironaka locale

Nous sommes, désormais, en mesure de démontrer un théoreme de division
a la Hironaka sur un voisinage donné par une carte locale.
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Théoreme 4.2.8. Soient V un ouvert borné de R™ et ¢, ..., ¢4 des fonctions
de classe C™N)(V) telles que lapplication ¢ définie par

o(x) = (d1(x), ..., Pa(x), Tagr, - Tn)

soit un difféomorphisme de V' sur ¢(V') encadré par un réel w, appartenant
a 10,1]. Soit Z la sous-variété de R™ définie par

Z={zeV; ¢i1(x) =" = ¢a(zx) = 0}.

Soient T un réel dans |0,1] et (g1, ..., gp) un élément de (C’ﬁM)(V)y formant

une famille de diviseurs C'*° sur Z a la Hironaka. Soient K un compact inclus
dans Z et V' un voisinage ouvert de K, relativement compact dans V' et inclus
dans ¢~ (T (¢p(K),1)) N V. Il existe des constantes Cy, Cy, Cs, Cy, k, k',
et I', ne dépendant que de n, M et N, telles que, pour tout réel positif \
satisfarsant

Co

; — DbBig.

A < 7min | C1w?™®? min MmN, e ving| 9;(2)l 1 (4.40)
6]”9]”(7‘00)

et toute fonction f de classe C’/(\M)(V’), on puisse effectuer, dans V', une
dwision a la Hironaka sur K de f par la famille (g1, . .., g,) dont les quotients
et reste vérifient les estimations suivantes :

1

—VJE 17"'ap7 ||q 1 (w,00) 04 .f| Oow—4n / 3

theph e ”< 16" i o D,
~ Il < Call 716
avec

)\lTkwg/ .
w= 57y min {1, min |DPigi(2)| | et M'=max(M,N).
03 max ||9J|| (r,00) je‘{:m’zp

Démonstration. L’idée est d’effectuer, en chaque point de K, une division
formelle de la série associée a f par les séries associées aux fonctions g;, puis
de construire des fonctions sur V' qui coincident, sur K, avec les quotients
et reste formels obtenus. Cette preuve se divise en trois parties : dans un
premier temps, il faut exhiber des séries formelles permettant de faire une
division a la Hironaka ; ensuite, on effectue cette division en précisant les es-
paces contenant les quotients et reste afin de pouvoir, dans la derniere étape,
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étendre ces séries en des fonctions appartenant 3 C™ /2)(V’ ).
Etape 1 : construction de diviseurs a la Hironaka.

Soient W la projection de ¢(Z) C {0} x R sur R"¢ et W’ celle de
o»(V'NZ). Pour tout j € {1,...,p}, on considere la série définie, pour tout
¥ € W,par G;(2,Y) = T¢71(07x/)gj(Y). D’autre part, le corollaire 3.2.9 four-
nit des constantes C, C¥ et k1, ne dépendant que de n, M et N, telles qu'on

ait

ITorcas 6l < Callgill e w3,

k1

C? . On en déduit
1

Z- et wy =

avec wy = &
1

IG5l ey < Callgslliradwy ™ (4.41)

On considere la série G a coefficients dans CLEQJI)(W’ ) définie, pour tout
' e W' par G%(2',Y) = G4(2',Y). La famille (G,...,G)) va jouer le réle
de la famille de diviseurs dans le théoreme 4.1.1. Il faut donc vérifier qu’elle
en satisfait les hypotheses. Vu 4.41, on a trivialement la majoration

I e < Callgilliraws ™™ (4.42)
o

On note (04, ..., 3,) I'ensemble des n-uplets associés a la famille de diviseurs
(91,--,9p). Compte tenu de I'inclusion ¢! ({0} x W’) C Z, pour tout point
V'€ W', on a Exp Gi(V,-,) = 0 et, par conséquent, Exp G = f3;. Ainsi,
la famille (G, ..., G),) est un ensemble de diviseurs a la Hironaka. Il reste a
prouver que, pour tout j € {1,...,p}, le coefficient (G’)g, est inversible dans
une algebre de Banach B convenablement choisie. On a (G%)s, = (Gj)s;),,-
De plus, de (4.41) on déduit

1G5, 1007 < Chlgsll M) oo ™9 M. (4.43)

L’ensemble W’ étant un compact inclus dans le complémentaire des zéros de
(Gj)g;, on peut appliquer le lemme 3.1.5 & la fonction (G)g, : il existe des
constantes C et C} telles qu’on ait

(Gj)s;(2')

, (4.44)

1
H (Gj)ﬁj ‘W’ (w],00) - minz’EW

avec

Gs )
C% max (H 5j| (i‘io)o w1, 1)

’ min (UJQ, min , yr7
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Pour tout 2/ € W/, on a

D% g,(¢7(0,2'))
G

(G, (2) = (4.45)
avec (0,2') € o7 '(W') C V' N Z.
En utilisant la propriété (4.43) et en posant

min (1 minzewmz |Dﬁjg( )|) T\ﬁj\JrQ ;kl-i—?n

/
w. = s

’ BICRCH 02 Mg, llg;

||(7'oo)

on déduit

M.,
(1) < 135!

1
H (W ,00) B mianWﬁZ |Dﬂjg](z>| '

(Gj)ﬁj }W/

Donc, pour tout j € {1,...,p}, le coefficient (G')g, est inversible dans toute

algebre de Banach CL‘(JM)(W’ ) avec w < min(wy, ..., wy).

On considere la série F’ définie, pour tout 2’ € W, par
F'(2)Y) =Ty-10.f(Y).
De la méme maniere qu’on a prouvé (4.41), on montre la majoration

IF' ISR < Coll Flldws ™ (4.46)

w3,w4q

k
Aw 1 . .
avec ws = C, et wy = C, . Si on pose wy = min(wy, wy,wy, ..., wy), il existe

des constantes C%, ko et krg telles que la valeur de wg définie par

k2 s
We = 2 min 1, min ’Dﬁﬂg )’
C maXJG{L D} ”gJ H(T 00) ]Efle,Kp}

soit inférieure a ws. On considere alors l'algebre de Banach B = C’LE,Q/[/)(W’ ).
La série ' appartient a B[[Y ]]w3 M) Le p-uplet (G4 ...,G;,) est inclus dans

(B[[Y]]Sﬂ/n) et forme une famille de diviseurs a la Hironaka dans l’algebre

B[[X ]]Eﬁ/[) dont les exposants initiaux sont fi, ..., 3,. On a aussi montré que,
pour tout j € {1,...,p}, la fonction (G;) 5 est inversible dans B. Les séries
J

1, -, Gy, vérifient donc les hypotheses du théoreme 4.1.1.

D’autre part, d’apres la définition de F’, pour tout point a € V' N Z, si
on pose (0,b') = ¢(a),onaT,f(Y) = F'(I/,Y). On a des relations similaires
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entre les fonctions g; et les séries G;. En appliquant le lemme 4.2.3 avec f au
lieun de g , =% au lieu de f, b= (0,b) et w = (0,w'), w' € R"¢ on obtient,
pour tout b’ € W' et tout w’ € R*~¢,

Do, ,=T o106 (V) = Dag100).000),y To-1 00 (¥).

De méme, pour tout j € {1,...,p}, tout &’ € W' et tout w’ € R" ¢, on a
Do) To109i(Y) = Dag—1 0.0y To1(095(Y)-

On en déduit, pour tout ' € W’ et tout w’ € R,

Dw/,zG;(b,, Y) = Dd(i)*l(O,b’).(O,w’),YG;'(blu Y), VJ c {]_, . ,p},

4.47

et Dy 2 F'(V,Y) = Dag-10). 0,0y F' (V. Y). 447)
Etape 2 : division formelle a la Hironaka.

Etant donnée la famille (G, ..., G7), le théoréme 4.1.1 fournit des constantes

C7,Cf, Cf, Iy, Iy et d < 1 permettant de diviser toute série formelle de
B[[X])" des que

C/
G")g, ;
N < w;min | €% min w 1. (4.48)
73:1 D ! (Mv)
""" ||Gj||(w173)

Or, pour tout j, on a

1), s = min |(G})5,(2)]
DbBig.

> min —‘ gj(z)‘.
2eVNZ ﬁj!

De (4.42), on déduit alors que, pour tout j, on a

(G lls _ mincyrng | D% g5(2)| wir

i > M,.
HG;”Ewhl)g) 6]'C£HgJHET,oo))

Donc, si le réel X' satisfait

/

C

—_ nC/ i z Dﬁj ] 8

V< Zomin | cror o i [ M ex|Dg,(2)] L (4.49)
o [ R e B g; s

(7,00)
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alors il satisfait également (4.48). En posant C; = CéCé_Cé et Cy = Cy,
les conditions mises sur A\ et la définition de w3 impliquent que ws vérifie
(4.49). On peut, par conséquent, effectuer la division de F’ par la famille
(G1,-..,G}). On obtient des séries @y, ..., Q) et R" appartenant a B[[X]]ili?l
telles que I’équation
P
F'=) GQ+R (4.50)
j=1

soit une division a la Hironaka. Ces quotients et reste vérifient, de plus, les

estimations
Coll(G5) 5, s
. M,.)
Vi {Lph QG ) < ——2 2P,
3
CyCy" 13!
< )\12 min__— ‘Dﬂ ()’ ZHfH)\OO
zeV'NZ
M,.) (M, _n
et [R5 < 2GS < 201 FIEws™
(4.51)

Etape 3 : extension des quotients et reste.

Compte tenu de (4.47) et du lemme 4.2.7 appliqué avec W’ au lieu de W,
w=w €R" et v=dp1(0,V).(0,w') € R", on a, pour tout point v’ € W’
et tout vecteur w’ € R" ¢,

Dw’,ZQS'(b/a Y) = Dd(j)*l(O,b’)‘(O,w’),YQ;(b/a Y)a vj € {17 s 7p}7

4.52
et Dy R'(V,Y) = Day—10).00,0),y B (', Y). (4.52)

Dans ce qui suit, on détaille les arguments permettant d’étendre R'. La
procédure sera la méme pour les quotients Q;.

Si, pour tout point (z”,2') € RY x W’ on pose R((z",2'),Y) = R'(«',Y),
on déduit de (4.52) I'égalité, pour tout w’ € R et &' € W,

D0,u),-R((0,8'),Y) = Dag—10). 0.0,y R((0,8), ).
Comme {0} x W' = ¢(V'NZ), pour tout b € ¢(V'NZ) et tout w € {0} x R4,

on a l’égalité
DU,’ZR(b, Y) - quﬁ—l(b).w,YR(ba Y)

Les définitions de B et de R impliquent

(M,M") _ M)
HR|¢(V’)Hdwl3 H v’y ” l1 B) — H H(d ly B)
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En appliquant le lemme 4.2.6 avec G = R et V' au lieu de V, on obtient une
fonction r € C*°(R™) telle qu’on ait, pour tout point a € K,

Tor(Y) = R(¢(a),Y) = R'(V.Y),
avec (0,b") = ¢(a), et

M,M") —
||T|V//||( ) < C/2||R|¢(V’)||( W6 ¢2n7

(w7, 00)

dw3 wGw

o V' =¢ YT (¢(K),1))NV" et des constantes Cf,, O}, et
ks ne dépendant que de n, N et M. Or, compte tenu des hypotheses mises
sur V', ona V' =V".

En reprenant les expressions de ws, wg et (4.51), on obtient I'existence des
constantes Cs, Cy, k, k', [ et I’ telles que la valeur

avec wy =

Alrkl
w= pmin | 1, min | D% g;(2)]
Cs maXje(1,....p} HQJ || (r, oo) jzee{‘l//ﬂz}

soit inférieure a w; et qu’on ait
M2 _
171y oy < Call Flp s ™™

12
En raisonnant de méme, on obtient des fonctions ¢; € oM )(V’ ) vérifiant,
pour tout a € K, T,q;(Y) = Q;(V,Y), avec (0,0') = ¢(a). On en déduit,
pour tout a € K,

iS]

T.f(Y)=F QG (M, Y)+ R(V,Y)

j=1

( q]_ag] +T T) (Y)

et le résultat. O

<.
bS]

4.2.3 Théoreme de division global

L’énoncé suivant utilise la fonction s définie dans le lemme 2.2.4. On
rapelle que M’ désigne la suite max(M, N).
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Théoréme 4.2.9. Soient un réel r > 0 et un quadruplet (L, K, €, ) vérifiant
la propriété CLU(N,r). Soit un p-uplet (g1,...,g,) € (C*(B(0,1)))" for-
mant une famille de diviseurs a la Hironaka sur la sous-variété Z = L\ K et
Br, ..., By les exposants initiaur associés. Soient un réel p € 10,7 et Z' l'en-
semble ZNB(0,r — p). Pour tout a € Z', on pose w, = us(26)N; 'e*d(a, K)*
et V, = B(a,2w,). On suppose que, pour tout point a € Z' et tout x € V,NZ,
on a

DIig;(w)| = ed(a, K. (4.53)

Alors il existe des constantes €, et 61, ne dépendant que des fonctions g, . . ., gp,
de n et de M, telles qu’on ait la propriété (P) suivante.

(P)  Soient f une fonction de C*°(B(0,r)) et, pour tout point a de Z', un
réel Ny avec 0 < Ny < e1d(a, K)%'. Si, pour tout a € Z', la restriction de f a

V. appartient a Cijy)(va), les assertions suivantes sont vérifiées :
— on peut effectuer, dans B(0,r)\ (K N B(0,r — ,u)), une division de f
sur Z' par la famille (g1,...,p) ,
— il existe des quotients et reste dont la restriction a B (a,w,) appartienne
a CM) (B (a,w,)), pour tout point a de Z'.
— si on a les estimations

Si= b n>0et Ci= s [, 10 <o
beB (a, 4402 )2/ beB(a, 1280 )70

alors il existe des quotients et reste, ainsi que des constantes C, Cy et
I, ne dépendant pas de a, tels qu’on ait

M/2,. _U
: < CyClu,

HqJIB(a way || C’ld (a,K)28w! 00)

et 02 C,

||T\B(a,7a || (Cld(a K)2w! 00) =

Démonstration. Dans cette preuve, on commence par effectuer une division
locale au voisinage de chaque point de Z’. Plus précisément, pour un point
a € Z', on considere l'ouvert V, = B(a, 2w, ), le compact L, = B (a, %) Nz
et V! = B(a,w,) qui est un voisinage ouvert de L, relativement compact dans
V.. En appliquant le théoreme 4.2.8 pour diviser la fonction f|v5 par la famille
(gl\v(;’ . ’gp|v,;)’ on obtient des quotients et reste locaux, notés qu1,. . ., ¢ap
et r,. Pour conclure, il suffit de recoller ces quotients et restes locaux grace
a la proposition 2.2.5, de telle sorte quon ait, pour tout a € 7', I'égalité

Tof =", TwgiTq;+Tor. Cependant, comme pour tout a € 7/, la relation
Tof = P Tv9:;Tyqa; + Tyre n'est valable que pour b € B( “)N Z, on ne
peux appliquex la proposition 2.2.5 qu’avec les compacts L' = LﬂB(O, r— )
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€2

pour L, K" = K N B(0,r — u) pour K et les valeurs p1s(20)55- pour € et 26
pour ¢ ; en effet, dans ce cas, les voisinages V, de la proposition 2.2.5 corres-

pondent aux ouverts V) = B (a, ).

Division locale.

Soit a un point sur Z’. De la définition de CLU(1,r), on déduit la majoration
d(a, K) < min(2r, 1) et, par conséquent, les relations w, < § et V, C B(0,r).
Les fonctions gy, ..., g, et f sont donc définies sur V.

N,.) -1

Wul»oo) S wal :

Si on pose w,; = ed(a, K)°, le difféomorphisme ¢, vérifie H¢aHE
D’autre part, d’apres les propriétés de la fonctions s, on a s(2§) < % Le
théoreme des accroissements finis et la définition de w, impliquent alors
I'inégalité d(¢(a), (b)) < 1 pour tout point b € B(a,2w,). Ainsi, on a
qbc:l (T(qba(La)v 1)) NV, =V,

D’autre part, le p-uplet (gy), ,- .., 9pl,,) est une famille de diviseurs C* sur
L,. On peut donc appliquer le théoreme 4.2.8 avec V,, pour V, V. pour V|

Z NV, pour Z et L, pour K. On en déduit l'existence de constantes C}, C4,

Y, Chy ky K Let I, ne dépendant pas du point a, telles que, pour tout réel

A vérifiant

e inf, 741 D% g (2
0 <A< 7min | C] (ed(a, K)5)2 “ min evzrz| 5(2) 1],
j=1...p Mg [
ﬁ]'Hg]IVa ||(T,oo)
(4.54)
on puisse effectuer une division sur L, de toute fonction de C’)(\M)(Va’) par la
famille gy ,, ..., gp|,,- Or, vu les hypotheses mises sur les fonctions DPi gj, si

le réel \ satisfait

(ed(a, K)é) QnCé-i-l

. !
maxje1,..p | 55!l (7,00)

avec C} une constante adaptée, indépendante de a, il satisfait aussi (4.54). Il
existe donc des constantes €1 et d;, ne dépendant pas de a, telles que, si A,
est dans l'intervalle |0, €;d(a, K)%], il vérifie (4.54).

Par conséquent, étant donnée une fonction f de C*°(B(0,r)) dont la
restriction a V, appartient a C’)(\i/[)(l/:l), on peut lui associer des fonctions
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Qa1s- - - Qap €t 7o Vérifiant :
QE— p — — QE—
— Vz e La7 Tzf = ZngjTZQaj + Tzraa (455)
j=1
= a7 < ¢ /i ) wpn ! ., (4.56)
gl wlloso e S D70,
HTa| ,H(w,lgoo = C/ Hf\va ,\a )C‘)_M7 (4.57)
avec
)\l k, K
Way = T Yal o) min | 1, min |Dﬁjgj(z)|
! . . " zeVINZ
C5 maxje{lvmvp} HgJ|Va (T,OO) jee{L.QP}

et des constantes k, I, Cf et Cf ne dépendant ni de a ni de f. Compte tenu
de (4.53) et de la définition de wyy, il existe des constantes €}, €5, d5, 95, C% et

Aokl d K éé
%, e dependant ni de a, ni de f, telles que la constante w” = “Te?’c#
7

vérifie w! < w! et qu’on ait

M
H%qﬂ( ) < Chd(a, K)7% | iy, ||y

Sl

Recollement des quotients et reste.

On détaille le cas du reste, la démarche étant exactement la méme pour les
quotients.

De l'unicité de la division formelle, on déduit, pour tout a € Z’ et tout
b € L,, Végalité Tyry, = Tyr,. Si on pose V" = B (a, %), onaV/'NnZzZcCL,.
Donc, pour tout a € Z’ et tout b e V'NL, onaTyry, = Tyr,a De plus, la

N ovie{l,.. . p}

(>\a OO)

M,.)
,\a, )’

s , (4.58)
et ra |9 <C’d(a K) %
‘Vé

(wl,

fonction rqy|,, appartient a C’wa2 ( ). Par conséquent, on peut appliquer la

proposition 2.2.5 en remplacant L par L', K par K’, € par ,us(%);[—i et & par
2. On obtient l'existence d’une fonction r de C*°(R"™ \ K') telle que, pour
tout point a € Z’, r| , appartienne a C’(M/2)(‘/a”) et vérifie Tor = T,r,.

3 /s .
De plus, si la valeur w,, = 1nfbeB (a2 ff>25)mZ/ Ap est non nulle et si la valeur

, (M,) : .
Ca = sup,_, o o102 i, ey 5y est finie, alors il existe des constantes

O, et Oy, ne dépendant pas de a, telles qu’on ait
(M2,
”Tlvél H(C1d(a,K)25w;,oo) < OQCC/L.

Le théoreme s’ensuit. ]
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Chapitre 5

Bases standards d’idéaux

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’existence et a la construction d’une
base standard pour un idéal I de type fini dans une des classes CI(U) considé-
rées en 1.10. En tout point a € U, la preuve de la proposition [Mo2, Mo3](4.6)
permet de construire une base standard de I'idéal de séries formelles I,,. Mais,
lorsque a parcourt U, le diagramme N, des exposants initiaux de I, varie
fortement ; il est méme possible que le nombre de ses sommets change, comme
le montrent les exemples développés dans la section 5.5. De plus, étant donnée
une fonction f, 'exposant initial de la série T, f n’est, en général, pas constant
lorsque le point a parcourt U. Il suffit de considérer la fonction f : (z,y) —
x + y au voisinage de l'origine pour s’en convaincre. Par conséquent, il
n’existe généralement pas de fonction f telle que, pour tout point a € U, le
n-uplet Exp T, f soit un sommet de A,. Nous allons cependant montrer que,
si les générateurs de I sont réel-analytiques, il est possible de décomposer U
en un nombre fini de composantes telles que N, soit constant sur chacune
de ces composantes. Nous fournirons, de plus, un algorithme permettant
de construire ces composantes C' et de trouver, pour chaque i et chaque
sommet, ﬁ;- du diagramme des exposants initiaux associé¢ a C*, une fonction
J; réel-analytique sur U, appartenant a I et vérifiant, pour tout a € (',
Exp T f JZ = BJZ

En s’inspirant des méthodes développées dans [Mo2, Mol], on donne, dans
la section 5.2, une condition suffisante, plus faible que dans [Mo2](4.5), pour
qu’une famille de séries formelles soit une base standard d’un idéal I,. Dans
la section 5.3, on adapte les résultats précédents afin d’obtenir une condition
suffisante pour qu'une famille de fonctions de CI(U) soit une base standard
d’'un idéal I sur un ensemble U’. Puis, dans la section 5.4, on étudie plus
particulierement le cas ou les générateurs de I sont réel-analytiques. En re-
prenant les idées de [BM1], on développe une construction explicite d'une
base standard de I'idéal I sur un ensemble convenable.

108
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Dans ce chapitre, on utilise les notations introduites dans les sections 1.8 et
1.10, ainsi que quelques notions techniques introduites ci-apres.

5.1 Notations et définitions

Etant donnés deux multi-indices (ry,...,7r,) et (s1,...,s,), on définit le
n-uplet
m((ry,...,7), (81,...,8,)) = (max(ry, s1), ..., max(r,, S,)) .

Soient F' et G deux séries formelles. On définit la S-série de F' et G par
Xm(Exp FExp G)-Exp F Xm(Exp FExp G)—Exp G
. F(X) - .

Init F Init G
Ainsi, la série S(F,G) est un élément de I'idéal engendré par F et G dans
R[[X]]. Son exposant initial est strictement supérieur a m(Exp F,Exp G)
pour l'ordre L-I.

On dira, d’autre part, qu'une série formelle H est une S’-série de F et G si
H est de la forme

H(X) = S(F,G)(X) + Sp(X)F(X) + Se(X)G(X)
Xm(Exp FExp G)—Exp F
- ( Init F * SF(X)) FX)
Xm(Exp FExp G)—Exp G
a ( Init G

S(F,G)(X) =

G(X).

- $6(X)) 6(X).

avec les inégalités

Exp Sr > m(Exp F,Exp G) — Exp F
et Exp S¢ > m(Exp F,Exp G) — Exp G.

Remarque 5.1.1. La série S(F, G) est une S’-série de F et G.
Remarque 5.1.2. Pour toute S’-série H de F' et G, on a

Exp H > m(Exp F,Exp G).

5.2 Bases standards formelles
Dans cette section, on établit une condition suffisante, plus faible que

dans [Mo2, Mol](4.5), pour qu'une famille de séries formelles soit une base
standard d’un idéal I .
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Lemme 5.2.1. Soit I un idéal de R[[X]]. Soit & = (G1,...,G,) une famille
de séries formelles engendrant I. Pour tout i € {1,...,p}, on note «; l'ex-
posant initial de la série G;. On suppose qu’a tout couple (i,7) € {1,...,p}>
est associée une S'-série de G; et G;, notée S'(G;, G;).

Si, pour tout couple d’indices (i,7) € {1,...,p}* avec i # j, le reste d’une
diwvision faible a la Hironaka de S'(G;, G;) par & est nul, alors la famille
est une base standard formelle de l’idéal 1.

Démonstration. C’est une modification mineure de la preuve du lemme 4.5
de [Mo2] ou [Mol].
On considere une série formelle F' non nulle de I'idéal I. Il existe donc des

séries formelles H, ..., H, telles qu'on ait
P
i=1

On pose py = min;—y _, Exp (H;G;). On a clairement
Exp F > uy. (5.2)

On considere, alors, I’ensemble des écritures possibles de F' sous la forme
(5.1). Il existe un p-uplet de séries formelles (H, ..., H)) tel qu’on ait I'égalité
F=3%""  H!G, et tel que pg soit maximal par rapport a l’ensemble des py
ou les séries Hy, ..., H, satisfont I’équation (5.1). On va montrer qu'on a
p = Exp F.

Pour alléger les notations, nous écrirons p a la place de pug et, pour tout
couple (j,k) € {1,...,p}? j # k, v, pour m(a;, ax). On sait, par (5.2), que
u < Exp F'. Supposons qu’on ait 'inégalité stricte

w < Exp F.

Comme dans la preuve de [Mo2](4.5, équations 4.5.4 et 4.5.5), il existe des
constantes (Cj,k)(j,k)e{l,...,p}2 telles que la série F' s’écrive sous la forme

p
(J’Jc)ej{?i],g---,p}~2 i=1
J

ou, pour tout i € {1,...,p}, le n-uplet Exp (H/G;) est strictement supérieur
a L.
Comme, pour tout couple (j,k) € {1,...,p}%, j # k, la série S'(G;, Gy,) est
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une S’-série de G et Gy, il existe des séries 57" et S vérifiant

Exp 87" > 75 — o, (5.4)

On peut donc réécrire I’égalité (5.3) sous la forme

X) =Y ¢ Xr S (G, Gl (X)
j]sﬁk
= 37 e XE (S (X)G(X) + SPH(X)GR(X))

ik
i#k

p
+ Y H/(X)Gi(X
i=1
En regroupant les termes G;, on obtient

X) =Xt 8(Gy, Gi)(X)

7.k
i#k
p p )
+Z(H;'(X>— 3 XTSI (X)
i—1 k=1,k+i
p ..
= D XS Gi(X).
j=1,j#i

Compte tenu de (5.4) et (5.5), pour tout couple (j, k), j # k, I'exposant initial
de X“*Vjka]]-’k(X)Gj(X) et celui de X#7%+SI"(X)Gy(X) sont strictement
supérieurs a p. On a donc

- TG G F IGO0, (g

7.k

J#k
ou, pour tout ¢ € {1,...,p}, le n-uplet Exp (H/"G;) est strictement supérieur
a p. Par hypothese, le reste d’'une division faible a la Hironaka de S'(G;, Gy,)

par la famille & est nul. Il existe donc des séries formelles A;;; telles qu'on
ait

S'(Gy,Gy) = Z AijiGi.
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On obtient

D XS (G, Gr) (X ch] RXPTE AL (X)GH(X). (5.7)

Jk i=1 jk

7k 7k
D’apres le lemme 1.9.5, les séries A;j;, vérifient

Exp Ai;xGs > Exp (G}, Gi) > vjk-

On en déduit que, pour tout i € {1,...,p}, 'exposant initial de la série
Dok CipXFTk A Gy est strictement supérieur a p. En reportant I'égalité

i#k

(5.7) dans (5.6), on montre que la série F' peut s’écrire sous la forme
P
-3 (00 + Sewvnan) oo,
i=1 g,k

avec, pour tout i € {1,...,p},

Exp (HZ{// + ZCj’kX‘u%’kAijk> GZ > .

j7k

Ceci contredit la maximalité de p = pgy. On a donc bien puy = Exp F.
D’autre part, la définition de py implique qu’il appartient a I'union

P
U{Exp G; + N},

i=1

Finalement, on a montré que, pour toute série formelle F' de I'idéal I, I'expo-
sant initial de F* appartient & (JI_ {Exp G; + N"}. Ceci signifie exactement
que la famille (G, ..., G)) est une base standard de I'idéal I. ]

L’algorithme de construction de bases standards fourni par la preuve de la
proposition [Mo2](4.6) est encore valable lorsqu’on remplace les S-séries par
des S’-séries et la division a la Hironaka par une division faible a la Hironaka.

Algorithme 1
Soient I un idéal de séries formelles et 8 = (Gy,...,G,,) une famille

génératrice de I. On peut construire une base standard de I de la maniere
suivante : pour tout j € {1,...,po}, on note ao I'exposant initial de G;. A
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tout couple (7,j) € {1,...,po}, on associe une S’-série de G; et G, notée
S'"(G;, Gj).

On définit la famille &' comme étant 'union de B et des restes d’une
division faible & la Hironaka des séries S'(G;, G;) par la famille 8. Si la
famille &' est égale a la famille &°, alors l’algorithme s’arréte. Dans le cas
contraire, on note ajl-, j = 1,...,t1, les exposants initiaux de la famille &!
rangés par ordre croissant. A tout couple d’éléments de la famille &', on
associe une S’-série de ces deux éléments. On construit une famille 2 comme
étant 1'union de la famille &' et des restes d'une division a la Hironaka faible
par &' des S’-séries associées a la famille &!. Si la famille B2 est égale a la
famille &', I’algorithme s’arréte. Dans le cas contraire, on recommence.

Il reste a montrer que cet algorithme a un nombre fini d’étapes. Les argu-
ments sont les mémes que ceux développés dans [Mo2](4.6) : étant donné un
entier k € N, on note A¥ = (A’f, e ,A’;k, A’é) la décomposition de N associée
aux n-uplets (aé?)je{l,m,pk}. On considere (") I'idéal engendré sur R[X] par
I'ensemble des mondmes initiaux des éléments de &*. Si on a &* £ B*+1 cela,
signifie que &**! contient une série dont I'exposant initial appartient a A%,.
Donc, le monome initial de cette série n’appartient pas a (&*). On en déduit
que l'idéal (&*) est strictement plus petit que (&*T1). On a ainsi construit
une suite croissante d’idéaux monomiaux dans 'anneau des polynomes R[X]|
qui est noethérien. Elle est donc stationnaire a partir d’'un certain rang. On
conclut que cet algorithme s’arréte.

Concernant la derniere famille ™ obtenue, a tout couple d’éléments
de cette famille est associée une S’-série et le reste d’une division de cette
derniere par la famille &™ est nul. D’apres le lemme 5.2.1, la famille &™°
forme alors une base standard de l'idéal I pour l'ordre lexicographique in-
verse.

De cet algorithme, on peut déduire une version plus faible du lemme 5.2.1.

Corollaire 5.2.2. Soient I un idéal de R[[X]] et N le diagramme des expo-
sants initiaux qui lui est associé. Soit & = (Gy,...,G,) une famille de séries
formelles engendrant l'idéal I. Pour tout i € {1,...,p}, on note «; ’expo-
sant initial de la série G;. Soit A = (Aq, ..., Ay, A¢) la décomposition de N™
associée auzx n-uplets ;. Si pour tout couple (i,7) € {1,...,p}?%, il existe une
S'-série de G; et G, notée S'(G;, G;) vérifiant

p
S"(Gi,Gj) = QinGr + Ry
K1

ot
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— R;; est nul ou d’ordre strictement supérieur a |N|,
— pour tout k € {1,...,p}, Uordre de Q;jxGy est inférieur a |N| et
Exp (QijxGr) appartient a Ay,
alors la famille & est une base standard de lidéal I.

Démonstration. On applique 'algorithme précédent a la famille &. Pour tout
couple (i,7) € {1,...,p}?, on peut effectuer la division & la Hironaka de R,
par la famille &. Ainsi R;; s’écrit sous la forme

p
Rij = Z QinGr + Rij.
i—k

Comme l'ordre de R;; est strictement supérieur a [N, il en est de méme
concernant 'ordre des séries Q;jka et R;j. L’ordre de la série Q;;;G}, étant
inférieur a [N, Uexposant initial de la série (Qix + Qi;;,)G est celui de
Qi G- De plus, le support de la série I}, est inclus dans Ag. Ceci entraine

que 'égalité
p

S'(Gi, Gy) = > (Qiji + Qi) G + R,
k=1
est une division faible a la Hironaka de la série S'(G;, G;) par la famille &.
Dans l'algorithme 1, on définit alors la famille &! comme étant I'union de
® et des restes R};. Or, pour tout (i,j) € {1,... ,p}?, Texposant initial de
Rj; est strictement supérieur a [N]. On en déduit que toute S’-série associée
a R; et a un autre élément de &! sera d’ordre strictement supérieur a |N/.
En appliquant le lemme 1.9.5, on obtient qu’il en sera de méme du reste
de la division de cette S’-série par la famille &', Ainsi, dans toute la suite
de T'algorithme 1, les restes seront nuls ou d’ordre strictement supérieur a
IN|. Cet algorithme ne fournira donc aucune série dont l'ordre est I'un des
sommets du diagramme des exposants initiaux. La propriété de ’algorithme
1 étant d’aboutir, apres un nombre fini d’étapes, a une base standard de I,
on en déduit que & est déja une base standard de I. n

Jusqu’a présent, nous avons travaillé uniquement avec des séries formelles.
Il faut désormais adapter ces techniques au cas des fonctions indéfiniment
dérivables.

5.3 Bases standards de fonctions

Dans un premier temps, soulignons un fait trivial qui sera utilisé a plu-
sieurs reprises.
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Lemme 5.3.1. Soient U un ouvert de R" et f une fonction de C*(U).
Pour un point a € U, si on note 3 ['exposant initial de la série T, f, alors le

A .o . ﬁqfaf B
monome inital de la série T.(DRJ) est XP.

Démonstration. Au point a, on a D’f(a) # 0, donc la série T,(DPf) est

inversible et le monome initial de son inverse est W(a). On en déduit le

résultat. O

Dans un deuxieme temps, on définit une division par une famille de fonc-
tions de CI(U), de sorte que les développements en série du reste et des
quotients satisfassent des propriétés proches des conditions requises dans le
corollaire 5.2.2.

Définition 5.3.2. Soient U un ouvert de R”, G = (g1, ..., ¢g,) une famille de
fonctions de CI(U) et f € CI(U). Soit U’ un sous-ensemble de U tel que, pour
tout point @ € U’, on ait Exp f|, = Exp T.f et, pour tout i € {1,...,p},
Exp gi,, = Exp Tagi.
Pour un entier naturel & fixé, on appelle Cl-division d’ordre k£ de f par
la famille G sur U’, la donnée de p + 2 fonctions , ¢1,...,qp,, r, h, de CI(U)
vérifiant

— hf =" qg;+rdans U,

~ Va e U, Exp Tyr = Exp rpr et Vi € {1,...,p}, Exp Tuq; = Exp qiur,
pour tout i € {1,...,p}, on a

=0
ou

Exp gi,, + Exp gy, € Ai et [Exp g
~ Exp r,, € Ac ou |[Exp r,,| >k,
~ VYa e U, h(a) # 0.

+ Exp ¢;,,| <k,

|U’ \U/

En particulier, pour tout a € U’, ’exposant initial de la série
. p
To(hf = ai9:)
i=1

appartient a A¢ ou est de longueur strictement supérieure a k.

Remarque 5.3.3. Si 'ensemble U’ est réduit a un point a, il est toujours
possible d’effectuer une telle division. En effet, il suffit de faire la division a
la Hironaka de la série T, f par la famille T,g1, . .. ,Tagp, puis de construire
des fonctions de CI(U) dont les séries de Taylor au point a coincident jusqu’a

I'ordre k avec les quotients et reste de la division a la Hironaka effectuée.
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Lemme 5.3.4. Soient U un ouvert de R™ et U un sous-ensemble de U.
Soient f1 et fy deux fonctions de_C'l(U). On suppose que, pour tout point
a €U etpouri=1,2, on a Exp T,f; = Exp f; On pose (B; = Exp f;
et

|U" |U’

sur(f1, f2) = (m(By, Bo) — B) B (DA H2mmBrB) ) £y
— (m(By, B2) — ﬁ2)!ﬁ2!(Dﬁ1+ﬂ2—m(/31w32)f1)f2.

Alors, pour tout point a € U’, la série formelle To(sy(f1, f2)) est le produit
d’une S’-série associée a T, f1 et Ty fo et d'une série inversible.

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous noterons 715 pour m(3;, 5z2).
Pour tout point @ € U’, on a

Tosvr(f1, f2) = (12 — 1) T (Dﬁlwrmfz) Tofr

_ _ 5.8
— (112 — B)1Be! T (D712 f1) fo. (58)

La définition des n-uplets 3;, i = 1,2, entraine que les séries T, (D’B1 fl)
et T, (Dﬂ2 f2) sont inversibles. On peut donc diviser (5.8) par le produit
T, (D% ) T (D*12)

Tasvr(f1, f2) (2 = B\ T, (D12 fo) - BT, fo
To (D% f1)Ta(D%f5) T, (D% f,) T. (D5 f1)
B (712 _ ﬁz)!Ta (D51+ﬂ2*71290i) 62!Taf2
To (D% fy) To(DPfo)

Comme l'exposant initial sur U’ de la fonction f5 est (5, celui de la fonction
DPtBmz £ est v19 — (1. En appliquant le lemme 5.3.1, on déduit alors la
relation

(712 _ 51)!711 (D51+52*’lef2)
Ta (DﬁQ f2)

— X712—ﬁ1 _ 5117

ol Sy est une série dont 'exposant initial est strictement supérieur a v,5 — 3.
En raisonnant de méme avec fi, on obtient I’égalité

Tasv(fiofo) s _BiTaft o Bi'Tah
To (D% f1) Ta (D% f2) T. (D% fr) 'T, (D fr)
— X M2=P2 ﬁ2!Taf2 _|_52_52!Taf2 ‘

T (D% fs) To (D f5)
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En utilisant la relation

S( BITufi BTt >: ot BTaft sy BTl
T. (Do ) T, (D% f,) T, (D fy) T, (D% )

on obtient finalement
TaSU’(fla f2> - Ta (Dﬁlfl) Ta (D52f2)
> S ( 61'Taf1 52'Taf2 >
To (DA f1)" To(DP f1)
g BT o BT, )

‘T, (DA ) T, (DR fy)

Le lemme s’ensuit. O

Définition 5.3.5. Sous les hypotheses du lemme 5.3.4, on dira que sy (f1, f2)
est la s-fonction associée a f; et f, sur U'.

On est désormais en mesure d’énoncer une condition suffisante pour qu'une
famille G de fonctions de CI(U) soit une base standard de l'idéal engendré
par G sur un sous-ensemble U’ de U.

Théoreme 5.3.6. Soit U un ouvert de R™. Soient I un idéal de fonctions
de CL(U) et G = (q1,--.,9p), une famille génératrice de I. Soit U" un sous-
ensemble de U tel que, pour tout point a € U’ et tout i € {1,...,p}, on ait
Exp (T,9;) = Exp il - Soit k un entier naturel.

St, pour tout couple (@ 7)€ {1,...,p}% i # j, le reste d'une Cl-division
d’ordre k de la fonction sy/(g;,9;) par la famille G est nul ou d’ordre stric-
tement supérieur a k, alors, pour tout point a € U’ satisfaisant |N,| < k, la
famille de séries formelles (Tagi) ) forme une base standard de l’idéal
I1,.

i€{1,....p

Démonstration. Soit a un point de U’ tel qu'on ait |N,| < k.
En appliquant le lemme 5.3.4, on obtient que, pour tout couple d’indices
(4,7) € {1,...,p}* i # j, et tout a € U, il existe une série formelle Hal]
inversible et une S’-série de T,g; et Tag], notée S’(T' agz,Tag]) telles qu’on
ait

Ta(SU/(gi,gj)) = HaijS/(Tagia Tagj)-
De plus, 'hypothese sur le reste de la division d’ordre & implique qu’il existe
une fonction A ne s’annulant pas sur U’ telle qu’on ait

hsu(9i, 95) Z Qg+,

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése d'Edwige Croix, Lille 1, 2006

CHAPITRE 5. BASES STANDARDS D’IDEAUX 118

avec, pour tout a € U’, r = 0 ou |Exp T,r| > k. On en déduit que, pour tout
point a € U’ on a

p
(Tah>HaijSI(Tagi;Tagj) = ZTaQITagl + Tar-
=1

Comme la fonction h ne s’annule pas sur U’, pour tout a € U’, la série T ,h
est inversible. Ceci nous donne

» _ _
eal ieal Tan 3l Tar
ST agi, Tagj) = ————Tug + —= (5.9)
121 (T'oh)Hyj (T'wh)H g
La série % est encore nulle ou d’ordre strictement supérieur a k. Par
a aij

conséquent, elle est d’ordre strictement supérieur a |[A,|. D’autre part, pour
tout [ € {1, e ,p}, le n-uplet Exp T (g:q;) appartient a A;. L’exposant initial

de la série =222 T g, appartient donc & A;. On peut décomposer I'équation

TohHag, S
(5.9), en tenant compte de ’exposant initial des séries % :
a aij
S/(Tagia Tagj) = Z #Tagl
le{1,...,p} a atj
B Jatent| <
Tan I3l Tr
+ Z ——Tagl 4+ =
1e{1,...,p} TahHaij TahHaij
Bxp JeaTen s

La deuxieme série du membre de droite est nulle ou d’ordre strictement
supérieur a |N|. Les séries S"(Togi,Tug;), (i,7) € {1,...,p}? i # j, sa
tisfont donc les hypotheses du corollaire 5.2.2. On en déduit que la famille

(Tag,-)ie{lmp} est une base standard de I,. O

D’autre part, pour tout a € V, les diagrammes N, et Ny sont liés 'un &
I’autre. Plus précisément, on a le lemme suivant.

Lemme 5.3.7. Soient U un ouvert de R™. Soient I un idéal de type fini dans
Cl(U) et V un sous-ensemble de U. Pour tout point a € V, on a Ny < N,.

Démonstration. Soit (g1, ..., g,) une famille génératrice de I.
Etant donné un point @ € V, on note a4, i € {1,...,q}, les sommets de N,
et B, 1€ {1,...,¢'}, les sommets de Ny classés par ordre croissant. D’apres
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le lemme 1.10.1, il existe une fonction f; de I vérifiant T, f1(Y) = a;. On en
déduit la relation 3 < Exp fi}, < ;.

Si 31 < ayq, alors on a My < N, et on conclut.

Si 31 = ay, on a obtenu une fonction f; de I satisfaisant Exp fy),, = 5.
Soit r le plus grand entier naturel tel que, pour tout ¢ < r, on ait §; = «; et
I'existence d’une fonction f; dans I vérifiant Exp filv = Exp T.fi = .
Sir=qg=4¢,onalNy=N,.

Sir=q<¢,onaNy <N,

Sir < q, d’apres le lemme 1.10.1, il existe une fonction f de I vérifiant
Exp T,f = a,41. Visiblement, on a Exp flv < a4 Plusieurs cas sont alors
possibles :

(1) EXp f|v = Op41,

(2) Exp fi, < ay41 et Exp f), ¢ U{ai + N"},

i=1

(3) Exp f|, < ar41 et Expf, € U{O‘i + N"}.
i=1
Dans le cas (1), Bxp fi, = a1 & UL {as +N"} = U {3+ N'}. On a
donc Exp f, € U;?:M{ﬁi + N}, d'out 5,41 < Exp fj, = ap41. Or, le choix
de r implique que cette inégalité est stricte et donc la relation Ny < N,.

Le cas (2) se traite de la méme maniere.

Dans le cas (3), on va voir, ci-apres, qu’il est possible de construire une
fonction hg de I vérifiant Exp T, ho = a,41 et Exp he, > Exp f|,.
Si hy vérifie la condition (1) ou (2), on conclut comme précédemment. Si hy
vérifie la condition (3), on itere la construction de maniére a obtenir une fonc-
tion hy de I qui vérifie Exp T hy = a,41 et Exp hy, > Exp hg,,. Le proces-
sus s’arréte nécessairement apres un nombre fini d’étapes hg, by, ... puisque
la suite (Exp hg), )r>0 est strictement croissante et majorée par a,41. On est
donc toujours ramené au cas (1) ou (2). En conclusion, on aura 3,11 < @41.
Vu la définition de r, on en déduit Ny < N,.

Revenons a la construction de hy.
La condition (3) implique 'existence d'un indice i € {1,...,r} et de v € N"
tels que Exp f|,, = a; +. On pose

) Oéi!’Y! )
ho(x) = DY fi(x) f(x) — ————— D% f(x) f;(x).
o) = D i) (@) = O D ) )
Pour J < a; + 7, la fonction D’ f est identiquement nulle sur V. De méme,
DY f; est nulle sur V pour J < «; puisque Exp fily = @;. On peut donc écrire,
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pour tout x dans V,

Tuho(Y) = (Z —Daﬁ&f"(“’)xfé) < > e f“”w)

deN" J>ai+y

a;ly! Deitof(x) s D7 fi(x) .,
(o JW)! (Z 5! ( )Y) (Z J!< >Y )

6> J>ay

(5.10)

Il est facile de voir que Exp Tyho > o; + 7. De plus, le coefficient de
Y+ est nul. On a donc Exp T,hy > «a; + v, d’ou l'on tire I'inégalité
stricte Exp hg|,, > a; +~ = Exp f},,. Remarquons, maintenant, que la condi-
tion Exp Tof = a,41 implique D’ f(a) = 0 pour J < a,41. On en déduit
Exp Twho > a,41. En notant que a,4; ne peut étre de la forme o; + & (ce

qui contredirait la minimalité du systeme de sommets oy, ..., a,), on voit
que le coefficient de Y+ dans T',hg est Da;{ j(a) D ;::lf!(a), avec D% f;(a) # 0,

puisque Exp T, fi = a;, et D+ f(a) # 0, puisque Exp Twf = a,41. Ce
coefficient est donc non nul et on a finalement Exp T,hy = a,41, comme
annonce. O

5.4 Base standard pour un idéal de fonctions
réel-analytiques

On s’intéresse désormais au cas ou la famille de générateurs de 1'idéal I est
constituée de fonctions réel-analytiques. On a vu dans la remarque 5.3.3 qu’il
est toujours possible d’effectuer une Cl-division a l'ordre k sur un point. Le
lemme suivant montre que, dans le cas analytique, cette propriété est vraie
pour tout ensemble analytique irréductible, en dehors d'un sous-ensemble
analytique propre.

Lemme 5.4.1. Soient U un ouvert de R™ et V un sous-ensemble analy-
tique irréductible de U. Soit G = (g1, ..., gp) une famille de fonctions réel-
analytiques sur U. Soient f une fonction réel-analytique sur U et k un entier
naturel non nul. Il existe un sous-ensemble analytique propre W de V' et des
fonctions qu,...,q,, v et h réel-analytiques sur U telles que l’équation

t
hf = Z qig; + 17
i=1

soit vérifiée et représente une division d’ordre k de la fonction f par la famille

G sur l’ensemble V' \ W.
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Démonstration. Elle est algorithmique.
Algorithme 2.

Pour tout ¢ € {1,...,p}, on pose B; = Exp g;,,. Soit (A1,..., A, A¢) la
décomposition de N™ associée a ces n-uplets. Quitte a supprimer des fonctions
gi, on peut supposer qu’on a

ﬁ1<52<...<ﬁp

et que, pour tout i € {1,...,p}, Pensemble A; est non vide.

Soit V! ={a eV ; Jie{l,. .. p}t; ExpT.g # B} L'ensemble V' est
'union des sous-ensembles V/ = {a € V ; DPig;(a) =0}, i € {1,...,p}. Or,
d’apres la définition de (;, il existe un point a; € V' tel qu’on ait la relation
Exp T,,9; = f3;. Donc, pour tout i € {1,...,p}, 'ensemble V/ est strictement
inclus dans V' et V' est I'union de sous-ensembles analytiques propres de V.
Comme V est irréductible, on en déduit que V' est strictement inclus dans
V.

Si Exp f|, appartient a Ac, on obtient le résultat avec r = f et

W={a€V;ExpT.f+#Exp fi,}uV’

(les mémes arguments que pour V' montrent que W est bien un sous-ensemble
analytique propre de V).

Dans le cas contraire, par construction, l'exposant initial de T,g; est
constamment égal a (3; lorsque a parcourt V' \ V'. Du lemme 5.3.1, on déduit

que la série % admet 1 pour coefficient initial et (; pour exposant
initial. Si on pose o
i!Ta %
P, = xo_ 0 Tagi (5.11)
Ta(D’Blgl)

I’exposant initial de cette série est strictement supérieur a j3;.

Principe de la décomposition de f.
On pose WO = V'U{a € V ; Exp T,f # Exp f,}. De l'irréductibilité de
V, on déduit que W° est un sous-ensemble analytique propre de V. On a
supposé que Exp f|, n’appartient pas a A¢. On en déduit qu’il existe un
indice iy dans {1,...,p} tel que Exp f}, appartienne a A;,. Dans ce cas, on
peut décomposer I'exposant initial de f, sous la forme

EXp f‘v = /61'0 + 51'0'
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Ainsi, pour tout a € V'\ W9, le développement en série de f s’écrit

TLf(X) = D¥ fa)xho Xy S DR o)

. (5.12)
(510 + ﬁlo) K>510+ﬂ10 K|

Le fait que, pour tout K < 3;, + d;,, on ait DX f(a) = 0, fournit 1’égalité
Dot f(a) X% = b | T (D™ f) (X) = Y D**Pafla)r | (5.13)

K>5i0

En reportant I’équation (5.13) dans 'expression (5.12), on obtient

X Big
a Dﬁlo % e
Tuf(X) = T (D% ) (08} o
85, | X K +Bio XK
_ Z DKJrﬁzof 0—+ Z DKf(a)—
K>6;, 510 + i) K K>6i+Bi K
(5.14)
D’autre part, vu (5.11), on a
T a
xBo = P Telin (5.15)
T, (Dﬁiog,;o)
Le report de I'égalité (5.15) dans (5.14) donne
— = . dip! Biy! Tagi (X) 1
Tof(X)=To (D% f) (X) 21275 + G (X),
) G BN T (DPag) (0
avec
51 _ K484,
GL(X) = 2 | To (D0 f) (X)L (X) — DB
) = Gy | e (PP QOTa) = 32 Do g
>5¢0
X
+ > DNfla)—
K>5i0+,32‘0
(5.16)

On a encore

510 ﬁlo Taglo

Gy=T.f - T, (Dﬁ"ﬂf) (03, + Bi)! T, (D,Bzogio).
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D’apres les propriétés de T'y;,, de Do f et (5.16), exposant initial de la série
G, est strictement supérieur & 6;, + 5;, = Expfj, .
Considérons maintenant la fonction r! définie par

0io! Biy!
(52'0 + 62'0 ) ! Jro-

Visiblement, cette fonction est réel-analytique sur U. De plus, pour tout point
ac€V\W% ona

— (DPogi,) f = D f

0io!Bis! =
<5i0 + ﬁio)!

Tl dip! Biy! Tagi )
=T,(DPg ) (T T, (Do 00l 0
( g ) ( f ( f) (5i0 + Bio)! Ta(DﬁiO gi0>
= To(D%0g;,)G,,.

Tt =

~|
Q

(D% giy)Taf = Tu(Df)

On a donc I'égalité Exp T,r' = Exp GL. On en déduit que I'exposant initial
de T,r! est strictement supérieur a Exp f|,,.

On pose W' = WoU {a € V ; Exp T,r' # Exp T|1V}. Des arguments déja
utilisés au début de la preuve montrent que c’est un sous-ensemble analy-
tique propre de V.

Sl on pose ql — Dﬁzof((slo IB’LO

510 Hhig)V?
pour tout a € V' \ W1, le n-uplet (Exp Taqilo) + B, = 0y + Bi, appartient a
Aj,. On pose h! = DPiog; et, pour tout tout i € {1,...,p}, i # ig, ¢ = 0.

cette fonction est réel-analytique sur U et,

On a ainsi produit le résultat suivant.
Il existe un sous-ensemble analytique propre W1 de V et des fonctions 7!, h'
et g}, 1 € {1,...,p}, réel-analytiques sur U, telles qu'on ait

p
W= alg+r
=1

et

— ql.lz()

ou
i =g et, pour tout a € V'\ W1,

Exp Tuf = Exp Taq; + 3; € Ay, (5.17)
— pour tout a € V' \ W1,

Exp T,r' = Exp r‘lv > Exp f,, (5.18)
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— pour tout a € V\ W' hl(a) # 0.

Principe d’itération.

Si le n-uplet Exp 7’|1V appartient a Ac ou si sa longueur est strictement
supérieure a k, on a obtenu le résultat recherché.

Sinon, on réitere le processus de décomposition en prenant r' & la place de
f. On obtient, ainsi, un sous-ensemble analytique propre W2 de V contenant
W1 et des fonctions 72, h? et ¢?, 1 € {1,...,p}, réel-analytiques sur U, telles

qu’on ait
p
hirt = Z @ g+’
i=1

et

ou,
pour tout a € V'\ W2,

Exp Tor' = Exp Toq; + 3 € A, (5.19)
— pour tout a € V'\ W2,

Exp T,r* = Exp r‘ZV > Exp 7“|1V, (5.20)
— pour tout a € V'\ W2, h*(a) # 0.

On obtient alors

hh?f = Z (R*q} +q?)gi +1°.

On a immédiatement la propriété (h'h?)(a) # 0 pour tout a € V' \ W2,
D’autre part, on a aussi Exp 7“2‘/ > Exp T|1V > Exp fj, .
En ce qui concerne les propriétés de h?q} + ¢?, pour tout a € V'\ W2, on est
dans 1'un des quatre cas suivants :

— 81ql =0et 0 = 0 alors h?q} + ¢ =

— si gl =0et ¢> £ 0, alors, vu (5.19), on a

EXp Ta(h2Qi1 + q7,2> + ﬁz = EXp TaQiQ + ﬁz € Aia
— si gl #0et ¢> =0, alors, vu (5.17), on a

Exp T.(hq; + q}) + B; = Exp To(h’q}) + 5;
=Exp T.q; + 3 € Ay,
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— siql Z0et ¢? # 0, en utilisant (5.17) pour la deuxieme égalité et (5.19)
pour la derniere, on obtient

Exp Tu(h*q}) = Exp Tag} = Exp Tof — 5 < Exp 1, —; = Exp Taq;.

On en déduit Exp To(h?q + q7) + i = Exp Taq} + 5 € Ai.
De plus, dans tous les cas vus ci-dessus, compte tenu de (5.18) et de (5.19),
on a l'inégalité

|Exp Tu(h?q; + ¢}) + 3i| < |Exp r‘lv| <k.

Si le n-uplet Exp 7‘|2V appartient a Ac ou si sa longueur est strictement
supérieure a k, on a obtenu le résultat recherché. Sinon, on recommence
avec r2. L’entier k étant fixé et la suite (Exp Tm)mEN strictement croissante,
ce processus contient un nombre fini ng d’itérations. A la derniere étape, on

obtient
no p 10 ) no
(1) -£(54(0 )~
j=1 i=1 \j=1 I=j+1
le n-uplet Exp T, (Z;ﬁl q (H?ZOH . hl)) + 3; étant de longueur inférieure a
k et appartenant a A;. O

Théoreme 5.4.2. Soient U un ouvert de R™ et V un sous-ensemble analy-
tique trréductible de U. Soient ¢, ..., ¢, des fonctions réel-analytiques sur
U et I l'idéal qu’elles engendrent dans CI(U). Il existe un sous-ensemble
analytique propre W de V' et des fonctions gy, ..., g appartenant a I et réel-
analytiques sur U telles que, pour tout point a € VAW, on ait N, = Ny\w et,
si on note By, ..., 0 les sommets de Nv\w, on ait, pour tout i € {1,...,t},

Bi = Exp Tagi = EXD gij,.,y -

Démonstration. Elle consiste en un algorithme.
Algorithme 3.

On désigne par G° la famille constituée des fonctions ¢, ..., ¢,. Pour

tout indice 7 € {1,...,p}, on pose 3 = Exp ¢;,. Soient (AY,..., AD AQ)

la, décomposition de N™ associée aux 3%, N le diagramme de N* donné par

.....

On pose

Wo={acV; dic{l,. .. ,p} ExpTap; # Exp ©ily }-
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Les fonctions ¢; étant réel-analytiques sur U, 'ensemble W est I'union de
sous-ensembles analytiques propres de V', a savoir

WiOZ{GGV;Dﬁ?QOi(a):O}v i€{l,...,p}.

De lirréductibilité de V', on déduit alors que I'ensemble V' \ W est non vide.
Pour tout couple (i,7) € {1,...,p}* i # j, on peut définir la s-fonction
associée & @; et @;, notée sy\wo(ps,@;) et le n-uplet v, = m(GY, 57). En
appliquant le lemme 5.4.1 avec G = G°, f = sy\wo(ps, ;) et k = m©, on
obtient un sous-ensemble analytique propre de V', noté Wé, et un reste, noté
r, d’une division sur V' \ W}, d’ordre m® de la fonction sy \po(¢;, ¢;) par la
famille G°. La fonction r?j appartient a I, est réel-analytique sur U et, pour

tout a € V'\ W, vérifie

Exp Tory; = Exp r} (5.21)

ijlv
De Pirréductibilité de V, on déduit que W' = WO U {U jjeqr,..pp2 Wi} est
un sous-ensemble analytique propre de V. Soit G! la réunion de la famille
G° et de I'ensemble des restes r% dont 'exposant initial appartient a AQ..
On remarque que la famille G! est constituée de fonctions réel-analytiques
appartenant a I et qu’elle engendre 1.

On utilise alors le procédé récursif suivant.
Pour tout k£ > 1, on considere le support de la famille G*,

{67 ie{l,... . tx}} = {Exp g, € G"}.

Soient (A’f, e ,Afk, A’g) la décomposition de N™ associée & cet ensemble, N*
le diagramme (J;cq; 4 AF et m™®) 1a valeur

max (m*V[87], . (86 ) + 1.
Par construction, pour tout point a € V'\ W* et toute fonction g € G¥, on a
Exp Tug = Exp g, ;

pour la famille G, cela découle de la relation (5.21). Pour tout couple (f, g),
f # g, de fonctions de G, on peut donc définir la s-fonction sy\we(f,g). Le
lemme 5.4.1 appliqué avec G = G*, f = sy\p(f, g) et k = m™, donne un
sous-ensemble analytique propre, W]’f;l, de V' et un reste, r’;g, de la division
d’ordre m™®. On pose

WhH = Wk ( U ijf)

fegk gegk
I#g
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et on définit GFt! comme étant I'union de G* et des fonctions r’;g dont l'ex-
posant initial appartient & A¥. On a alors N* C N**1 et I’équivalence

GFC Gl = ARG N (5.22)
Pour tout couple (f, g) et tout point a € V' \ W**1 la fonction T’Jig vérifie
Exp Tar]}g = Exp TIJ?QW.
On obtient ainsi une suite de diagrammes de N™ vérifiant
NMcNc...cNvc....

Du lemme 1.8.5, on déduit que cette suite est stationnaire. Soit ky un en-
tier naturel tel que, pour tout k > ko, on ait N* = A% On déduit de
I'équivalence (5.22) que, pour tout k > kg, on a G*¥ = Gk et, par conséquent,
Wk = W* . On pose W = Who,

Nous devons maintenant montrer que la famille G¥ contient les fonctions
g;j recherchées.
La stabilité de la famille G*, k > k, par le procédé récursif entraine que, pour
tout m supérieur & m*0) et tout couple (f,g) de fonctions de G*0, le reste
d’une Cl-division d’ordre m de sy\w (f, g) par la famille G* est nul ou d’ordre
strictement supérieur a m. Pour tout point a € V'\ W, on déduit du théoreme
5.3.6, appliqué avec m = max(m®*) |N,|), que la famille (Tag)gegk0 forme
une base standard de 'idéal I,. On a donc

N, = U {Exp T,g + N"}.

geGFo
Or, par construction, on a Exp T,g = Exp Glw - Il en résulte que N, est

indépendant de a. Soit, a présent, 3; un sommet de NV\W. Il existe alors
une fonction f; € I telle que 3; = Exp fi\V\w et, par conséquent, il existe
a; € V\W tel que 3; = Exp T, f;. On a donc 3; € N,, = N,. On en tire
inclusion My\w C Ny, d’out N, < Ny\w compte tenu de la remarque 1.8.3.
Le lemme 5.3.6 implique alors Ny\y = A,. On en tire que les sommets de
Ny\w sont les sommets ar, ..., o d'un N, donné; il suffit alors de choisir,
dans G0, un élément g; tel que Exp T,g9; = o, j =1,... 1. m

5.5 Exemples de constructions de bases stan-
dards

Dans cette section, on développe la construction de bases standards pour
un idéal de fonctions dont les générateurs sont analytiques (en réalité des

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése d'Edwige Croix, Lille 1, 2006

CHAPITRE 5. BASES STANDARDS D’IDEAUX 128

polynomes, car les calculs deviennent vite trés complexes). Ces exemples
font clairement apparaitre la variation du diagramme des exposants initiaux.
D’autre part, I’étude sur V5, dans 'exemple 2, illustre la méthode de calcul
d’une base standard formelle et I'utilisation qui en est faite pour la calcul
d’une base de classe Cl. En reprenant les notations des algorithmes 2 et 3, on
commence par décomposer I’ensemble des zéros en composantes irréductibles
puis, sur chacun de ces ensembles, on effectue, de maniere récursive, la boucle
suivante, avec la valeur initiale £ = 0.

— a.k. Déterminer W*, AF et m®),

— b.k. Déterminer, pour tout couple de fonction de la famille G*, ~;; et

sy (fi, )

— c.k. Effectuer la division d’ordre m®) de sy\w (fi, f7) par la famille G,
en utilisant ’algorithme 2.

— d.k. Siles restes de la division sont tous nuls, conclure. Sinon, déterminer
GF*1 et recommencer la boucle.

5.5.1 Exemple 1 : I’idéal I est engendré par les fonc-
tions ¢ : (7,y,2) — 22 —y3 et vy : (v,y,2) — 2.

L’ensemble des zéros de I est donné par
V(I)={P = (a,b,c) € R*; a* —b* = 0,ac = 0}.
Cet ensemble peut étre décomposé en deux composantes irréductibles :

Vi={(0,0,¢); ceR}
et Vo ={(a,b,0) € R*; a*> — b* = 0}.

En tout point P = (a,b,c) de R3 l'idéal Ip est engendré par les séries
formelles

Tpp1(X,Y,Z) = (X +a)>— (Y +b)°
et Tppa(X,Y,Z) = (X +a)(Z +c).

Etude sur V.

—a.0. Tous les points de V; sont réguliers. Pour tout P € Vj, I'idéal Ip
est engendré par les séries

Tppi(X,Y,Z) = X? = Y?
et Tppo(X,Y,2) = XZ + Xe.
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On a 3} = (2,0,0) et 39 = (1,0,0). On remarque que, pour tout point P de
Vi\{(0,0,0)}, on a Exp Tpyp, = 33, alors que Exp T00p2 = (1,0,1) # 5.
De plus, pour tout P € V3 \ {(0,0,0)}, on a aussi Exp Tpp; = Y. On pose
donc W° = (0,0,0) et m® = 3.

—b.0. Sur V; \ W9 on a 1% =m((2,0,0),(1,0,0)) = (2,0,0) et

Sy \wo (8017 @2) = <07 Oa 0)‘(27 07 0)' (D(LO’O)QOQ) 1
- (17 Oa O)’(la 07 0)' (D(LO’O)@l) P2
=2z x (22 —9°) — 22 x 12

= —22y3.
—c.0. Pour tout point P € V; \ W° on a
TPSV1\W0 (ng, (702) (X, Y, Z) = —QZY3 - QCYS

et Exp TpSVl\WO (p1,92) = (0,3,0). Lorsqu’on effectue la division d’ordre 3
de sy \wo (@1, p2) par ¢ et o sur V7 \ WO, on remarque que Iexposant de
sviwo (¢1,2), & savoir (0,3,0), appartient & AZ. On en déduit que le reste
de cette division est la fonction sy,\wo (41, 2) elle-méme. Cela implique que
Wt =wo.

—d.0. On pose alors G = {1, 2, sy;\wo (@1, ¢2) } et on réitere le procédé
avec la famille G'.

—a.1 & c.1. Pour simplifier les notations, on pose sy;\wo (¢1,¢2) = f3. On
voit immédiatement que le reste de la division d’ordre 4 de la s-fonction de
©1 et g, & savoir f3, par la famille G' est nul. D’autre part, on a 1'égalité
713 = m((2,0,0),(0,3,0)) = (2,3,0). La s-fonction sy,\wo (¢1, f3) est donc
donnée par

Sy \wo (Qpla f?}) = (07 3a O)‘(Qa 07 0)' (D(QO’O)f?,l) ¥1
—(2,0,0)1(0,3,0)! (D©00),) £
=0.

De méme, on trouve 79; = m((1,0,0),(0,3,0)) = (1,3,0). La s-fonction
sviwo (@2, f3) est nulle.

—d.1. On déduit alors que, quel que soit ’ordre de division, tous les restes

seront nuls. Ainsi la boucle s’acheve. En appliquant le théoreme 5.3.6, on
conclut que, pour tout point P € V; \ WP, la famille (T pp1, Tppa, Tpf3) est
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une base standard formelle de Ip et, par suite, G est une base standard de
I sur 'ensemble V; \ WY, Ceci implique que le diagramme Nypwo est donné
par

Nypwo = ((2,0,0) + N*) U ((1,0,0) + N*) U ((0,3,0) + N?)
= ((1,0,0) + N*) U ((0,3,0) + N*) .
Il apparait clairement que les fonctions o, et fi suffisent pour former une
base standard de I sur V; \ W°.

Remarque 5.5.1. On peut aussi conclure en remarquant, qu’a chaque itération
de T'algorithme 3, on a Wk = Wkl = W0 et G¥ = GF-! = G'. Donc, au
final, I’algorithme fournit W0 et la famille G*.

On passe maintenant a 1’étude de W°.

Etude au point (0,0,0).

—a.0. Puisque l'ensemble d’étude est réduit au point (0,0,0), les en-
sembles W* et V¥ sont toujours vides. Au point P = (0,0,0), l'idéal Ip
est engendré par les séries

Tre(X,Y,Z) = X2~ Y?
et TPQOQ(X,KZ):XZ

Les exposants initiaux des séries Tpp1(X,Y, Z) et Tppy(X,Y, Z) sont res-
pectivement ) = (2,0,0) et 35 = (1,0,1).

—b.0. On a donc 7% = (2,0,1). La s-fonction associée aux fonctions ¢,
et ¢y sur {(0,0,0)} est

5(0,0,0) (9017 902) = (07 0, 1)!(27 0, O>! (D(l’O’O)SOQ) ¥1
—(1,0,0)!(1,0, 1)1 (DT, 0
=2z % (22 — ) — 22 x w2
= —2zy3.
—c.0. On a Exp $(0,0,0) (¢1,92) = (0,3,1). Ce triplet appartient & AZ. On

en déduit que le reste de la division d’ordre 3 de 5,00y (1, P2) Par @1 et o
est la fonction s 0,0) (¢1,¥2). On notera cette derniere fonction f3.

—d.0. On pose G' = {1, 2, f3} et on réitere le procédé avec la famille G'.
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—a.1l a c.1. Il est immédiat que le reste de la division d’ordre 4 de la s-
fonction de o1 et o, & savoir f3, par la famille G! est nul. D’autre part, on
a3 =m((2,0,0),(0,3,1)) = (2,3,1). La s-fonction s, (1, f3) est donc
donnée par

$(0,0,0) (@hfg) = (073, 1)!(27070)! (D(O’O’O)fsl) ¥1
—(2,0,0)1(0,3, 1)1 (D00, f2
=0.

De la méme maniere, on a v9; = m((1,0,0), (0,3,1)) = (1, 3,1). La s-fonction
500,00 (p2, f3) est identiquement nulle.

—d.1. De la, on déduit que, quel que soit 'ordre de division, tous les
restes seront nuls. En appliquant le théoreme 5.3.6, on conclut que la famille
G' est une base standard de I sur I'ensemble {(0,0,0)}. Ceci implique que le
diagramme /\/'(070,0) est donné par

Nooo = ((2,0,0) +N*) U ((1,0,1) + N*) U ((0,3,1) + N?)..

Remarque 5.5.2. Ici, le nombre de sommets du diagramme est strictement
supérieur au nombre de générateurs de 'idéal.

Etude sur V5.

—a.0. En tout point P = (a,b,c) de V;, I'idéal Ip est engendré par les
séries formelles
Tpgol (X,Y, Z) = 20X — 3b*Y + X? - 3pY? - Y3

On a 3 = (1,0,0) et 33 = (0,0,1). On remarque que, pour tout point
P c V3 \{(0,0,0)}, on a Exp Tpyp, = 3 et Exp Tpps = (0,0,1) = £9. On
pose donc Wo = (0,0,0) (les calculs d’une base standard sur W° ont déja
été effectués).

—b.0. Sur Vo, \ W on a9, =m((1,0,0),(0,0,1)) = (1,0,1) et

svpwo (1, 92) = (0,0,1)1(1,0,0)! (D0 y)
—(1,0,0)1(0,0, 1)! (D005, i,

2

=zzx (22 —y*) — (2* —y*) x 22

=0.
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—c.0 et d.0. De la, on déduit que, quel que soit I’ordre de division, tous les
restes seront nuls. En appliquant le théoreme 5.3.6, on conclut que la famille
GY est une base standard de I sur I'ensemble V5 \ WY, Ceci implique que le
diagramme Ny, wo est donné par

Nypuro = ((1,0,0) +N*) U ((0,0,1) + N?) .

5.5.2 Exemple 2 : I’idéal I est engendré par les fonc-
tions @1 : (z,y,2) = °—21%, @2 : (2,9, 2) = x2(2—Y).

L’ensemble des zéros de I est I'ensemble des points P = (a,b,c) € R3
satisfaisant le systeme d’équations

a? —bc=0

Vi) = { acb—c)=0 "~
On peut le décomposer en trois composantes irréductibles
a=20 a=0 b=c
Vl_{b:O’ ‘/2_{0:0 et \/3—{@2:[)3.
Etude de V.

—a.0. En tout point P = (a,b,c) de Vi, I'idéal Ip est engendré par les
séries formelles

Trpi(X,Y,2) = X? = (Z + )Y
et Tpps(X,Y, 2) = X(Z+c)(Z+c—-Y).

On a donc ) = (2,0,0) et 43 = (1,0,0). On remarque que, pour tout point
P e Vi \{(0,0,0)}, on a Exp Tpp; = (Y et Exp Tpyy = (9. Compte tenu

de I'égalité Exp T 002 = (1,1,1) # 39, on pose donc W° = (0,0,0).
—b.0. Sur V; \ Wy, on a 4%, =m((2,0,0),(1,0,0)) = (2,0,0) et

SV \Wo (¢1,02) = (0,0,0)!(2,0,0)! (D(I’O’O)wz) P1
—(1,0,0)!(1,0,0)! (DT, i,
= 22(z — y)(—2y").
—c.0 et d.0. Pour tout P € V4 \ WP, Exp Tpsy,\wo (¢1,92) = (0,2,0).

Donc V7 est inclus dans WP°. D’autre part, le 3-uplet (0,2,0) appartient a
A2. On en déduit que le reste de la division d’ordre 3 de sy\wo (@1, p2) par
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@1 et gy est la fonction sy,\wo (p1,p2). On note cette derniere fonction, fj
et on pose G!' = {1, p2, f3}. On réitere le procédé avec la famille G'.

—a.1l a c.1. Il est immédiat que le reste de la division d’ordre 4 de la s-
fonction de @1 et ¢y, & savoir fi, par la famille G est nul. D’autre part, on
a vfs = m((2,0,0),(0,2,0)) = (2,2,0). La s-fonction sy,\wo (¢1, f3) est la
fonction nulle. De méme, de 'égalité 49, = m((1,0,0), (0,2,0)) = (1,2,0), on
déduit que la s-fonction sy;\wo (@2, f3) est nulle.

—d.1. Par conséquent, quel que soit 'ordre de division, tous les restes de
la division des s-fonctions seront nuls. En appliquant le théoreme 5.3.6, on
conclut que la famille G! est une base standard de I sur I'ensemble V3 \ W°.
Ceci implique que le diagramme Ny;\o est donné par

Nypwo = ((2,0,0) + N*) U ((1,0,0) + N*) U ((0,2,0) + N?)
= ((1,0,0) + N*) U ((0,2,0) + N*)

et que les fonctions ¢y et fi forment une base standard de I sur Vi \ W°.
Etude au point (0,0,0).

—a.0 et b.0. L’idéal I(g0) est engendré par les séries formelles

7(070,0)901()(, Y,Z)=X?—-ZY?

et T(070’0)Q02(X7 Y, Z) = XZ(Z — Y)
= -XYZ+XZ7%

Ona ) = (2,0,0), 8 = (1,1,1), 7%, =m((2,0,0),(1,1,1)) = (2,1,1) et

5(0,0,0) (901’ 902) = (07 17 1)!(27 0’ O)' (D(1’070)902) ¥1
—(1,0,0)1(1,1,1)! (DY) 0y
= —225y% + 22%y°.
—c.0 et d.0. On en déduit Exp T(O,O,O)S\/l\WO (p1,02) = (0,3,2). Comme
le 3-uplet (0, 3,2) appartient a A2, le reste de la division d’ordre 3 de la fonc-

tion s(0,0,0) (1, P2) Par @1 et g2 est s0,0) (p1, P2). On note f; cette derniere
et on pose G' = {1, @9, f4}. On réitere le procédé avec la famille G'.

—a.l et c.1. 1l est immédiat que le reste de la division d’ordre 6 de la s-

fonction de ¢ et ¢y, & savoir f;, par la famille G' est nul. D’autre part, on a
713 = m((2,0,0),(0,3,2)) = (2,2,0) et la s-fonction s(o,,0) (1, f3) est nulle.
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On a aussi 79; = m((1,1,1),(0,3,2)) = (1, 3,2) et la s-fonction 5(0,0,0) (2, )
est donc donnée par
5(0,0,0) (9027 f31) - (07 27 1)'(17 17 1)' (D(O’Zl)ffil) ¥2
—(1,0,0)1(0,3,2)! (D**Vy) f3

(5.23)
= —24zy X zz(z — y)

= —24zyp,.

Comme l'exposant initial de s(o,0,0) (@2, f3) est (1,2,2), il appartient & A} et
I’équation 5.23 est une division d’ordre aussi grand qu’on veut de la fonction
500,00 (p2, f3) par la famille G*.

d.1. De la, on déduit que, quel que soit 'ordre de division, tous les restes
seront nuls. En appliquant le théoréme 5.3.6, on conclut que la famille G*
est une base standard de I sur I'ensemble {(0,0,0)}. Ceci implique que le
diagramme /\/'(070,0) est donné par

Nooo = ((2,0,0) +N*) U ((1,1,1) + N*) U ((0,3,2) + N?)..
Etude sur V5.

—a.0. En tout point P = (a,b,c) de V3, I'idéal Ip est engendré par les
séries formelles

Tpp (XY, Z) = X? — Z(Y +1)?
et Tppo(X,Y,Z2) = XZ(Z —Y —b).
On a donc ) = (0,0,1) et B3 = (1,0,1). On remarque que, pour tout point
P € V3\{(0,0,0)}, on a Exp Tpp; = 3] et Exp Tppy = 33 et par contre,
Exp T(0,0,0) 2 = (1,1,1) # 89. On pose donc W° = (0,0,0).
—b.0. Sur V5 \ Wy, on a 79, = m ((0,0,1),(1,0,1)) = (1,0,1) et

SVa\Wo (¢1,02) = (1,0,0)!(0,0,1)! (D(O’O’l)%) P1
—(1,0,0)!(1,0, 1)1 (DT, 0

= —23y + 22%2 — xy?22.
—c.0 et d.0. On voit que, pour tout point P € V5 \ W° on a

EXp TP8V2\W0 (901) @2) = (37 Oa O)
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Donc VY est inclus dans W°. D’autre part, le triplet (3,0, 0) appartient a A2.
On en déduit que le reste de la division d’ordre 3 de sy,\wo (@1, 2) par ¢; et
pq est la fonction sy,\wo (¢1,%2). On notera cette derniere fonction, /3. On
pose G' = {¢1, p2, f1}. On réitere le procédé avec la famille G'.

—a.1 et b.1. On voit immédiatement que le reste de la division d’ordre 4
de la s-fonction de g et o, & savoir f3, par la famille G! est nul. De plus, on a
0 _ _ 0 _ _
T3 = m((07 07 1)7 (37 07 0)) - (37 Oa ]-) et V23 = m((lv Oa 1)7 (37 07 0)) - <3a 07 1)
Donc, la s-fonction sy, wo (¢1, f3) est donc donnée par sy,\wo (@1, f3) = 0
et la s-fonction sy,\wo (g2, f3) par

svawo (2, f3) = (2,0, D)L, 0, 1)! (DO f5) oy
—(0,0,1)1(3,0,0)! (DM ) f5
= 2(z — y)22°y
= 22(2 — y)422y>.
—c.1. On effectue alors la division d’ordre 4 de la fonction sy,\wo (@2, f3)
par la famille G'. L’exposant initial étant (1,0,3), il appartient a Al. En

reprenant les notations de ’algorithme 2, on a 3;, = (0,0, 1) et d;, = (1,0, 2).
La premiere étape fournit les fonctions :

ht = D(07071)S01 d’ou hl(‘ra Y, Z) = _y27
(1,0,2)1((0,0,1)
(1,0,3)]

g, = DOV gy o (92, f3)

4
Toi g (2,1, 2) = — 04?2 (—42 + 3y)

et rt = hlSVZ\WO (902, f;) — qilosm

4
dou rl(z,y,2) = gw22y2(22y2 — 4za® + 3ya?).
On remarque que l'exposant initial de la fonction ! sur V5 \ W0 est (3, 3, 2).
Donc, 'ordre de 7! est strictement supérieur a 4 et la division d’ordre 4 est
finie.

—d.1. Pour mettre en pratique l’algorithme 3, il faut comparer ’ordre de
la division & I'ordre du diagramme N, ), pour tout point (a, b, c¢) € Va\ W?,
afin de déterminer si on peut arréter les itérations ou non. On va donc cal-
culer M) quand le point (a,b,c) est dans V5 \ W Nous allons utiliser
le lemme 5.2.1 dans le cas particulier ou la S’-série considérée est, en fait,
la S-série associée aux deux séries formelles (ce qui revient a utiliser I’algo-
rithme de [Mo02](4.6)). Cependant, si on applique tel quel cet algorithme, la
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vitesse de convergence peut étre tres faible. Il est possible de 'augmenter en
tenant compte des propriétés des séries génératrices, notamment 'inversibi-
lité. Ainsi, on a déja vu qu’en tout point P = (a,b,c) de Vo \ W9, I'idéal Ip
est engendré par les séries formelles

Tpp (XY, Z) = X* — Z(Y +b)?
et Tpps(X,Y,2)=XZ(Z —-Y —b).

Or, sur Vo \ W on ab # 0 et les séries Y +bet (Z —Y — b) sont inversibles.
On en déduit que l'idéal Ip est engendré par les séries % +b) —Z et XZ

notées respectivement H; et H,. On considere la S-série associée au couple
(Hl7 H2)7

S(Hy, Ho)(X,Y, Z) = XH((X,Y, Z) + Ha(X,Y, Z)
X (5.24)
S (Y4

L’exposant initial de % +b)2 est (3,0,0). Il n”’appartient donc pas a I'ensemble

(0,0,1)+N? = AOUAO Ceci implique que le reste de la division a la Hironaka
faible de S(Hy, Hy) par la famille (H;, Hs) est la série S(Hy, Hs) elle-méme.
Si on pose H3(X,Y,Z) = X3, cette série appartient visiblement & I'idéal Ip.
De plus, la relation (5.24) induit 1’égalité

HS(Xa}/aZ)

— XH,(X,Y, Z).

Autrement dit, I'idéal Ip est engendré par les séries Hy et Hz. On considere
maintenant la S-série S(Hy, H3),

S(Hl,Hg)(X, Y, Z) - X2H1 - ZH3 = O

En appliquant le lemme 5.2.1, on en déduit que la famille { H;, H3} forme une
base standard de Ip. Par conséquent, le diagramme des exposants initiaux
de Ip est

Np = ((0,0,1) + N*) U ((3,0,0) + N?)

et ses sommets sont (0,0, 1) et (3,0,0). Ainsi, pour tout P € V5 \ W?, 'ordre
du diagramme des exposants initiaux de Ip est 3.

On a montré précédemment que, pour toute s-fonction associée a la famille
G! sur V5 \ W0, le reste de la division d’ordre 4 de cette fonction par G' sur
Va\ WO est nul ou d’ordre strictement supérieur a 4. On en déduit que G'
est une base standard de I sur V \ W°.

© 2006 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése d'Edwige Croix, Lille 1, 2006

CHAPITRE 5. BASES STANDARDS D’IDEAUX 137

Remarque 5.5.3. Connaissant le diagramme N p, P eV \ W? on peut aussi
conclure en observant que I'exposant initial de T'pgq est constamment égal
4 (0,0,1) et celui de T'pf3, égal a (3,0,0).

Etude de V3.

—a.0. En tout point P = (a,b,c) de V3, I'idéal Ip est engendré par les
séries formelles

Tppi(X,Y,Z) = (X +a)* = (Z+b)(Y +b)?
=2aX — 2b°Y —0*Z —bY? - 20Y Z —Y?*Z
et Tppa(X,Y,Z) = (X +a)(Z +b)(Z-Y).

On a donc Y = (1,0,0) et 32 = (0,1,0). On remarque que, pour tout point

P e V3\{(0,0,0)}, on a Exp Tpp; = 3 et Exp Tppy = (9. Par contre, on
a

Exp 7(0,0,0)901 = (2,0,0) # 53-
On pose donc W° = (0,0, 0).
—b.0 2 d.0. Sur V3 \ W% on a 4% = m((1,0,0),(0,1,0)) = (1,1,0) et
sy\wo (91, 92) = 0. De 1a, on déduit que, quel que soit I'ordre de division,
tous les restes seront nuls. En appliquant le théoreme 5.3.6, on conclut que la

famille G° est une base standard de I sur I'ensemble V3 \ W°. Ceci implique
que le diagramme Ny, o est donné par

Niypuwo = ((1,0,0) + N*) U ((0,1,0) + N*) .

Finalement, les fonctions ¢; et ¢, forment une base standard de I sur V3\W°.
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Chapitre 6

Théoreme des idéaux fermeés

Dans la premiere section de ce chapitre, on montre qu’étant donnés un
ouvert U de R" contenant 0 et I un idéal engendré dans C™)(U) par une
famille finie de fonctions réel-analytiques dans U, il est possible de construire
une filtration

og=X,C...cXxyCXo=B(0,r)CU

par des ensembles analytiques fermés tels que le diagramme N, soit constant
pour a € Xy \ Xgi1 et égal a NXk\Xk+1 et de trouver des constantes ¢ et 0
telles que, pour tout k € {0,...,l—1}, le quadruplet (X, Xy11,¢,d) vérifie la
propriété CLU(1,r). On construit, de plus, pour tout k € {0,...,l — 1}, une
famille de fonctions réel-analytiques appartenant a I, formant une famille de
diviseurs C* sur Xy \ Xj+1 a la Hironaka, et dont les exposants initiaux
sont les sommets du diagramme N X\ Xy, - Ces résultats peuvent étre vus
comme une variante, dans le cadre analytique, des techniques de stratifica-
tion développées par Bierstone et Milman pour I’étude de la semicohérence
formelle [BM2].

Dans la deuxieme section, nous en_déduisons un théoreme de fermeture a
la Malgrange pour l'idéal I dans Cy;(U). Le schéma de preuve est celui de
Bierstone et Milman [BM2].

6.1 Filtration

Théoreme 6.1.1. Soit U un voisinage ouvert de l'origine. Soient 1, ..., ¢,
des fonctions réel-analytiques sur U et I [idéal qu’elles engendrent dans
Cl(U). Il existe un réel v > 0, une filtration de B(0,r) par des ensembles
analytiques fermés

gCcX, C...CcX;CXy=B(0,r)cU

138
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et des constantes € et 0 telles que, pour tout k € {0,...,1—1}, les propriétés
suivantes soient vérifiées :
~ N, est constant sur Xy, \ Xkt et €gal a ka\Xk+1, ses sommets sont
alors notés BY,... B |
— il existe des fonctions gF de I réel-analytiques sur U vérifiant, pour tout
i€{l,... .t} et tout a € Xy, \ Xyp1, Exp (Tugl) = fF,
— le quadruplet (X, Xi11,€,0) vérifie la propriété CLU(1,r) et la variété
Xk \ Xpy1 est analytique.
La filtration et les fonctions g,(:) sont indépendantes de la classe Cl considérée.
Démonstration. Soit un réel r > 0 tel qu’on ait B(0,r) C U. Si on pose
Xo=B(0,7) et Xy =V(I)N B(0,r), I'ensemble X, \ X; satisfait les conclu-
sions de 'énoncé avec to =1 et ¢ = >7 | 7.
D’apres [A](30.9 p. 237), ensemble X; peut étre décomposé, de maniere
unique, en une union minimale d’ensembles analytiques irréductibles, noté
Vs, ..., Vi,. En appliquant le lemme 2.2.8 & chaque V;, i € {2,...,[;}, quitte
a diminuer r, on obtient des sous-ensembles analytiques propres Ys, ..., Y},
et des constantes €; et 0; tels que les quadruplets (V;,Y;, €1, 1) satisfassent
la propriété CLU(1,r). On remarque que, pour tout sous-ensemble analy-
tique V/ vérifiant Y; C V/ C V;, le quadruplet (V;,V/ €1,01) vérifie encore
CLU(1,r).
D’autre part, en appliquant le théoreme 5.4.2 a chaque V;, on obtient des
sous-ensembles analytiques propres W, ..., W, tels que N, soit constant
sur V; \ W; et que ses sommets y soient donnés par une famille de fonctions
réel-analytiques appartenant a I. Pour tout ¢ € {2,...,{;}, 'ensemble

l1
V/ =Y;UuW,U (vm U vj>
j=i+1

est un sous-ensemble analytique propre de V; et les propriétés de V; \ Y; et
Vi \ W, sont satisfaites simultanément sur V; \ V.
On pose, pour tout k € {2,...,1; — 1},

X =V U.. .UV, uVu...uV)
et X, = V5 U...UV/. On a alors, pour k € {2,...,[; — 1},
X\ Xir1 = Vi \ (X1 N Vig1) = Vi \ Vi

Par conséquent, pour tout k € {2,...,l; — 1} et tout point a € Xy \ Xgi1,
on a:
— N, est constant sur X \ Xp,1 et égal a ka\xk+l,
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— il existe des fonctions g¥ de I réel-analytiques sur U telles que, pour
tout i = 1,...,t et tout a € Xy \ Xgi1, Exp (Tagf) = 3F,
— X \ Xgy1 est une variété analytique lisse de R™ et le quadruplet
(Xk, Xgy1, €1,01) vérifie la propriété CLU(1, 7).
En réitérant ce procédé avec X;, au lieu de X;, on obtient ainsi une suite
strictement décroissante d’ensembles analytiques {X;}ien et des suites de
constantes {¢;}ien et {d;}ien. Compte tenu de la noethérianité de 'anneau
des germes de fonctions réel-analytiques, en diminuant r, on peut rendre cette

suite stationnaire. On a ainsi obtenu une filtration finie de B(0,7),
@CX,C...CcXyCXo=DB(0,r),

satisfaisant les conditions de I’énoncé avec e = min ¢ et 6 = max 9;. [
1€{1,...,l} 1e{1,...,l}

6.2 Théoreme de type Malgrange

Le point crucial du théoreme des idéaux fermés est le résultat suivant,
dont l'idée s’inspire du théoreme 10.1 de [BM2].

Théoreme 6.2.1. Soient un réelr > 0, une suite admaissible M et un idéal I
de type fini dans CM)(B(0,7)). Soient (L, K, €,0) un quadruplet satisfaisant
la propriété CLU(1,1) et les conditions suivantes :

— L et K sont des ensembles sous-analytiques inclus dans B(0,r),

— pour tout point a € L\ K, on a N, = Nk,

— il existe un t-uplet (g1, ..., g:) de fonctions réel-analytiques sur B(0,r),

formant une base standard de I sur L\ K.

Soit f une fonction de C™M)(B(0,r)) plate sur K et vérifiant, pour tout a €
L\ K, Exp T.f € N,. Pour tout réel i € |0,7[, il eviste une constante o
et une fonction h de (gy,...,9.)CM)(B(0,7)) telle que f — h soit plate sur

LN B(0,r — pu).

Démonstration. On pose K' = KN B(0,r —p), L' = LN B(0,r —pu) et
7' =\ K.

Dans cette preuve, on commence par effectuer, dans B(0,r)\ K’, une division
C> sur Z' de la fonction f par la famille gy,..., gy, en estimant les normes

des quotients. On montre, ensuite, que le reste de cette division peut étre
supposé identiquement nul; en d’autres termes, on montre qu’il existe une
fonction A/, définie sur B(0,7)\ K’, telle que la fonction f — h’ soit plate sur
Z'. Pour conclure, il reste a construire une fonction h, définie sur B(0,r) et
ayant la régularité souhaitée, plate sur K’, dont le jet sur Z’ coincide avec
celui de h'.
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D’apres la remarque 1.10.2, le t-uplet (gi,...,g;) est une famille de di-
viseurs C* sur L\ K. On note (f1,..., ) les exposants initiaux associés.
Pour tout j € {1,...,t}, la fonction D% g; ne s’annule pas sur L \ K. On
déduit de la réel-analyticité des fonctions g;, qu’il existe des constantes ¢€; et
d1 telles que, pour tout j € {1,...,t} et tout € B(0,7) N L, on ait

‘Dﬁjgj(x)’ > eyd(z, K)™.

Il existe des constantes €5 et d5 telles qu’en reprenant les notations du théoreme
4.2.9 avec € = € et 0 = b, pour tout a € Z’ et tout x € V, N (L \ K), on ait

‘Dﬂjgj(a:)‘ > eyd(a, K)%.

Les fonctions ¢y, . . ., g; remplissent donc les conditions du théoreme 4.2.9. En
notant €3 et 3 les constantes fournies par ce théoreme, on pose, pour tout
a € 7', Ay = e3d(a, K)%. D’autre part, soit A € ]0,1] tel que la fonction f
appartienne a C’gM)(B (0,7)). En appliquant le lemme 2.1.1 & f, on obtient
des constantes C; et Cy telles que, pour tout ouvert U’ inclus dans B(0,7),
pour tout p € N*, on ait

M,. — M,.
HfU,u((Q ) < 4sup d(a, K)PCEA MG
01 ,00 er/

Quitte a diminuer €3, on peut supposer que, pour tout a € Z’, on a A\, < C%
De plus, pour tout a € Z’, on a

d(a, K)*?
sup d(z, K) < d(a, K) + 2;@2@)%
€V, N162

< D1d<a, K)

pour une constante ID; convenablement choisie. Il existe, alors, des constantes

M) NZ' et tout p € N*,

Dy et Dj telles que, pour tout point b de B (a, 1

on ait
M,.
1fy, 100, < DsDbd(a, K)PM,.

Il existe également des constantes €, et d4 telles qu'on ait

w’ = inf v )\b > e4d(a, K)54.
b€B<a,W)ﬂZ’

Par conséquent, on peut effectuer la division de f sur Z’ par la famille
(g1,.-.,9¢) et obtenir une estimation sur les normes des quotients et reste.
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Plus précisément, les quotients, définis B(0,r)\ K’, vérifient, pour tout a € 2’
et tout p € N*|

(M) < Cyw! " d(a, K)* M, D"

/ 5
quIB(a,wTa) H(cgd(a,K)%zwg,oo) >
< Csd(a, K)P~ M, D?.

On définit alors un jet Q' sur L' de la maniére suivante :

Q'(x) = (DHq;(x))HeNn sur Z' et Q(z) = 0 sur K.

J
Montrons, a présent, que le reste peut étre supposé identiquement nul.
Pour tout point a € 7', la série T, f vérifie

t
Taf = ZTangaq; + Tarl.
j=1
Compte tenu de la relation Exp T, f € Ny, le n-uplet
t
Exp Tarl = Exp (Taf - ZTangaQ;)
j=1

appartient donc & N,. Les conditions de support dans la division & la Hiro-
naka impliquent, dans ce cas, que la fonction 7’ est plate sur Z’. On peut
donc associer a 1’ le jet R’ identiquement nul sur L’ et supposer ' = 0.

Pour conclure, il suffit d’étendre @ a V.
Il existe des constantes €5 et d5 telles qu’on ait, pour tout a € 2/,

esd(a, K)% < min (%, Csd(a, K)%)Zl) :

Le jet @} vérifie, par conséquent, les hypotheses du lemme 2.1.3 avec € = e,
§ =05, C = C5, 8 = 20l' et D = D,. 1l existe donc une fonction ¢; de
C(MQ(%HU)(]R”), plate sur K, dont le jet sur Z’ coincide avec Q.

La fonction h = 22:1 g;q; satisfait alors les conditions requises. O]

Remarque 6.2.2. Ce lemme est vérifié méme lorsque K est ’ensemble vide.

On en déduit alors un théoreme de type Malgrange pour les intersections
de classes non quasi-analytiques.

Théoréme 6.2.3. Soit M une suite admissible vérifiant la condition (Hg).

Sotent @1, . ..,p, des fonctions réel-analytiques dans un ouvert U de R" et
I Uidéal (1, ...,90,)Cm(U). Pour tout ouvert V' relativement compact dans

U et toute fonction f de I, on a f € (¢4, ... ,gpp)@(V).
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Démonstration. Soit f une fonction de I. D’apres le lemme 1.3.3, il existe
une suite admissible M’ ayant les propriétés suivantes :

(i) la fonction f appartient & C™M) (1)),

(ii) linclusion f € (¢1,...,¢p)Chyps(V), pour un réel 6 > 1, implique que f
appartient a (i1, ..., gap)a\;(V).

11 reste donc a établir I'inclusion mentionnée au point (ii). Par partition de
I'unité, on se ramene a un probleme local. Soit

g=X,C...Cc X;CXo=B(0,r)CU,

la filtration, au voisinage de l'origine, associée a I par le théoreme 6.1.1.
Pour tout k € {0,...,1 — 1}, on note (gf,..., g} ) la base standard de I sur
Xp\ Xpqr et BF, ..., tkk’ les sommets associés.

La fonction f appartient a I donc, par le théoreme spectral de Whitney
[CC2](théoreme 28), pour tout a € U, on a T,f € ToI. On en déduit, pour
tout a € U, Exp Tof € N,.

D’autre part, la filtration et les fonctions gF, k € {0,...,{} et i € {1,... tx}
sont indépendantes de la classe considérée. Par conséquent, les hypotheses
du théoreme 6.2.1 sont vérifiées pour l'idéal (g1, .. ., ©,)CMI)(U) et le qua-

druplet (X;_1, Xj,¢,6). En appliquant ce théoreme avec 1 = 7, on obtient
I'existence d’une constante o; et d’une fonction by € (1, ..., p,)CM (V)

telles que la fonction f — Ry soit plate sur X;_; N B(0,r — 3;). On réitere,
ensuite, le procédé avec 1'idéal (g1, ..., @,)CM ) (U), le quadruplet

T

(Xi2N B(O,r = ), Xi-1 N B (O,r — 1),6,5)

21

et la fonction f — h;. Apres [ étapes, on obtient une fonction h = Zizl h;
appartenant a (1, . .., @,)CM)(U), avec 0 = Hé:l o;, telle que f — h soit
plate sur B (O, %) On a finalement montré que la fonction f appartient a
(01, 0p)CM) (B (0,%)), donc a Iidéal (g1, ...,¢,)Cy (B (0,%)). O

12
Remarque 6.2.4. Les théoremes 3.3.4 et 6.2.3 peuvent étre reformulés dans le
cadre de classes locales. Comme dans [CC3], on définit la classe C/M;(U ) de
la maniere suivante : une fonction appartient a m(U ) si sa restriction a
tout ouvert V relativement compact dans U appartient a @(V) La classe

CTW\OC(U ) est munie naturellement d’une topologie d’espace de Fréchet : celle-
ci peut étre décrite par la famille de semi-normes (p;);>o définies par

pi(f) = sup D%/ (z)

a;
zeV;, LeN" llMl !
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ou (a;)j>0 est une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0 et
(Vj)j>o0 est une suite d’ouverts bornés vérifiant V; C Vi1 et ;50 V; = U.
Le théoreme 6.2.3 montre que tout idéal engendré dans m(U ) par une

famille finie de fonctions réel-analytiques est fermé dans Chyoc(U). De la
méme maniere, la conclusion du théoreme 3.3.4 peut s’énoncer en termes de

fermeture d’un idéal dans C{ME(U ).
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Idéaux fermés dans des intersections de classes non-quasi-analytiques.

Résumé. On étudie les propriétés de fermeture d'un idéal de type fini
dans certaines sous-algebres A de C*°(U), ou U est un ouvert de R™. Si
A = C*(U), Tougeron et Merrien donnent une condition suffisante de fer-
meture et un théoreme de Malgrange assure que tout idéal engendré par
des fonctions réel-analytiques est fermé. On montre que ces résultats restent
vrais si A est une intersection convenable de classes non-quasi-analytiques
sur U ; par exemple, 'intersection des classes de Gevrey associées aux suites
(p!*)pen, @ > 0. Dans ce but, on établit, pour ces algebres, des estimations
fines sur la composition de fonctions et la division a la Hironaka de séries
formelles. On construit aussi, pour tout idéal a générateurs réel-analytiques,
une stratification telle qu’a chaque strate on puisse associer une famille finie
de fonctions réel-analytiques sur U dont les jets de Taylor donnent une base
standard en tout point de la strate.

Closed ideals in some intersections of non-quasi-analytic classes.

Abstract. We study the closedness properties of finitely generated ideals
in some subalgebras A of C*°(U), where U is an open subset of R". If
A = C*(U), Tougeron and Merrien give a sufficient condition of closed-
ness and a theorem of Malgrange ensures that any ideal generated by a finite
family of real-analytic functions is closed. We prove that these results are
still true when A is a suitable intersection of non-quasi-analytic classes; for
example, the intersection of all the Gevrey classes associated with the se-
quences (p!*),en, @ > 0. To this purpose, we establish sharp estimates for
the composition of functions in such algebras, and for Hironaka’s division
of formal power series. For any ideal with real-analytic generators, we also
construct a stratification such that, for each stratum, there exists a finite fa-
mily of real-analytic functions on U whose Taylor jets yield a standard basis
at every point of the stratum.
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