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Examinateurs : Stéphane Redon, CR-Inria INRIA Rhônes-Alpes

Laurent Grisoni, Mâıtre de Conférence Université de Lille I
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Résumé

L’animation de scènes virtuelles en synthèse d’images est une technique mâıtrisée,
largement utilisée pour les effets spéciaux cinématographiques et les jeux vidéos. Récemment,
la simulation physique a été introduite pour produire ces animations ; utiliser la simulation
permet de produire automatiquement des animations réalistes dans les environnements
virtuels interactifs. Dans ce contexte, cette thèse présente de nouvelles techniques de
simulation, en temps réel, d’objets déformables qui peuvent être découpés. On s’intéresse
aussi à la détection des collisions, aux méthodes d’interpolation de champs du type Moindres
Carrées Mobiles et aux méthodes sans maillage. Les trois contributions principales de la thèse
sont :

– un modèle d’objet déformable temps réel basé sur la théorie de l’élasticité et la méthode
des éléments finis dont la particularité est d’adapter la complexité des calculs en fonction
de la puissance disponible ; s’appuyant sur plusieurs représentations géométriques
découplées, il permet aussi la simulation d’objets dont la géométrie n’est pas manifold.

– un algorithme rapide de calcul de carte de distance. Cet algorithme est utilisé pour
traiter les collisions entre des objets déformables et découpables ; il est aussi à la base
d’une méthode de segmentation d’objets volumiques.

– un modèle d’objet déformable basé sur la méthode du Shape-Matching qui supporte les
opérations de découpe. L’intérêt du modèle repose sur la combinaison d’une méthode
sans maillage efficace et de l’algorithme de calcul de carte de distance précédemment
présenté. Ce modèle semble bien adapté pour l’animation interactive.

Abstract

Animating virtual environment is now a well known methods that is strongly used to
produce special effect in movies or games. Recently, physics simulation has been introduced
as a way to produce such animation. Using simulation allows realistic animation in virtual
environment where the users can interact. In this context, the thesis present new methods for
realtime simulation of deformable object that can be cut, we also work on collision detection,
radial based interpolation methods (Moving Least Square) and meshless simulation. This
thesis work is composed of three majors contributions : an adaptive deformable model based on
Finite Element method where the accuracy of both physics simulation and collision detections
can be adapted to match a given computation time constraint. an algorithm to compute
distance field on tetrahedral mesh, this algorithm is based on a Diskjstra’s shortest-path
method and is also related to the Fast-Marching method. We employed this algorithm to
update, in realtime, the distance field used for collision detection for deformable object. Using
the tetrahedral mesh (Finite Element Method) to compute the collision make the method well
designed to handle object cutting. finally we introduce a model of deformable object that can
be cut in real-time. The deformation system is based on the Shape-Matching method. This
implies that the object is correctly segmented in several parts. To update the segmentation
we introduce a new segmentation algorithm, based on the fast distance field computation.



Introduction

Le développement de l’animation basé sur la physique est un domaine de recherche
particulièrement actif en informatique graphique et en réalité virtuelle, en raison de la
variété des applications possibles ( comme le développement de simulateurs pédagogiques,
la synthèse du mouvement pour le cinéma ou encore les jeux vidéo). Du point de vue de la
recherche, l’usage de simulation suppose à la fois de développer des moteurs de simulation
efficaces, des modèles d’objets déformables, des techniques de gestion des collisions et des
algorithmes d’affichage performants. En plus, il faut aussi identifier et modéliser les différents
comportements d’objets réels afin de pouvoir les utiliser dans une simulation.

L’objectif central de cette thèse est de développer de nouvelles techniques pour simuler,
en temps réel, des objets déformables ainsi que des objets qui peuvent être découpés. Dans
la suite de la thèse, on parle d’objets découpables. Pour cela, il faut développer des solutions
dynamiques et robustes permettant la modification de la géométrie des objets. En plus, la
découpe d’un objet induit des modifications topologiques, ce qui se répercute sur la simulation
mécanique et de la détection de collision (fig. 1).

L’efficacité de la plupart des techniques de simulation et de détection de collision repose
sur l’hypothèse que la topologie des objets ne change pas. Le rôle central joué par la géométrie
et la topologie nous conduit à nous intéresser aux différentes représentations géométriques
ainsi qu’aux concepts de multimodèle et de multirésolution et leurs différents usages pour la
simulation.

Ce document est décomposé en cinq chapitres. Le premier est un état de l’art des
techniques de simulation d’objets déformables, de détection de collision et de modélisation
d’objets découpables. Dans le second chapitre, nous faisons une présentation plus personnelle
de deux aspects importants des simulateurs, à savoir la difficulté à produire des logiciels pour
la simulation temps-réel d’un ensemble important d’objets déformables et l’importance de la
géométrie dans la représentation visuelle ainsi que pour les calculs mécaniques et la gestion des
interactions. Ce chapitre sert également à introduire nos trois contributions plus techniques
présentées dans les trois chapitres suivants : une technique de simulation adaptative d’objets
déformables (ch. 3), un algorithme de type Fast Marching qui permet de traiter la détection
de collision entre objets déformables (ch. 4) et enfin un modèle d’objets découpables (ch. 5).
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6 Introduction

Nous avons aussi choisi de présenter en annexe des éléments de réflexion qui nous semblent
intéressants mais qui ne s’intègrent pas directement dans la thèse. Dans la première de
ces annexes, on présente nos expérimentations autour de l’approximation aux moindres
carrés mobiles et introduisons comment construire une méthode qui réalise exactement une
interpolation au lieu d’une approximation. Dans la seconde annexe, nous présentons une
architecture pour la parallélisation d’un moteur de simulation que nous avons développé dans
le cadre du projet Sofa [sof].

Fig. 1 : La découpe est une opération géométrique. Les conséquences d’une découpe se propagent au
niveau de la simulation et de la gestion des collisions.



Nomenclature

x : une grandeur scalaire.
x : un élément d’un espace vectoriel de IRn.
xn : la n-ième composante d’un vecteur.
−→v : un vecteur de l’espace euclidien.
vx,y,z : les composantes x, y, z d’un vecteur de l’espace euclidien.

u̇(x, t) : la dérivée de la fonction u(x, t) suivant le temps.
ü(x, t) : la dérivée seconde suivant le temps.

Ω : un domaine (matériel, géométrique).

fn(x) : la dérivée n’ième de la fonction f(x).
f ′(x) : la dérivée première de la fonction f(x).
f ′′(x) : la dérivée première de la fonction f(x).

δf(x)
δxn

: la dérivée partielle de la fonction f(x) suivant la variable xn.

ũ(x) : le tilde indique que la fonction est une fonction d’approximation (spline, moindres
carrés).
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1.2.2 Simulation basée sur la mécanique des milieux continus . . . . . . . . . 23
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1.3.4 La détection des intersections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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5.2 Découpe du maillage tétraédrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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1.3 Modélisation des interactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.3.1 Gestion des contraintes dans les systèmes dynamiques . . . . . . . . 34
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14 Chapitre 1. Etat de l’art pour la simulation d’objets déformables

Introduction

La simulation d’objets virtuels permet de modéliser des comportements dynamiques
complexes comme le mouvement réaliste d’un objet, ses déformations ou encore les chocs
entre différents objets. Pour cela, on doit se tourner vers le domaine de la physique qui
propose des modèles mécaniques du comportement. C’est d’ailleurs dans les domaines de la
mécanique et de l’ingénieurie que furent développés les premiers moteurs de simulation. La
finalité de ces moteurs de simulation était bien différente, visant à évaluer de la résistance
des pièces manufacturées et des constructions. Ces moteurs sont maintenant devenus une
étape essentielle du processus de fabrication des immeubles, voitures, avions, ponts . . . . La
simulation pour l’ingénieurie suppose que les modèles mécaniques utilisés soient conformes à
la réalité, prédictifs, dans la mesure où le résultat de la simulation doit être très proche du
comportement de l’objet matériel réel. La simulation nous renseigne alors, a priori, sur les
propriétés finales d’un produit.

Les moteurs de simulation pour l’informatique graphique s’inspirent largement de moteurs
de simulation pour la mécanique. Pourtant ils s’en différencient nettement, tant au niveau de
leur usage que des moyens techniques pour leur mise en œuvre. En l’état actuel, les moteurs de
simulation pour l’informatique graphique ne cherchent pas à produire des résultats pouvant
être comparés au réel. Ils sont plutôt utilisés pour calculer un comportement paraissant
plausible aux personnes visualisant l’animation1 sans qu’il y ait comparaison fine avec le
réel. Cette différence d’objectif oriente le choix de techniques qui sont jugées acceptables.
Ainsi, dans les moteurs de simulation pour l’informatique graphique, on cherche à mélanger,
au sein d’une même simulation, des objets de natures différentes : certains sont issus de la
modélisation mécanique, et sont donc très réalistes, d’autre objets pouvant provenir d’autres
modélisations simplifiées. En mélangeant les différentes modélisations, on cherche à trouver
un équilibre entre les temps de calcul nécessaires à la simulation et un réalisme suffisant.

Depuis quelques années, les moteurs de simulation tendent à se généraliser. On trouve
essentiellement deux catégories d’utilisation différentes des moteurs de simulation : la
production d’animation de synthèse et les environnements virtuels interactifs. Dans la
première catégorie, la simulation est utilisée comme un outil permettant de calculer facilement
le mouvement des objets dans une animation de synthèse. Depuis le développement de
simulateurs réalistes et facilement contrôlables par des artistes, les simulateurs sont de plus
en plus utilisés et intégrés dans des suites de modélisation 3D comme : Maya, 3DS Max
ou Blender (figure 1.3). Avant l’apparition de la simulation dans ces suites de modélisation
3D, les seules techniques d’animation disponibles étaient basées sur la description explicite
des différentes positions des objets à l’aide d’équations paramétriques. Cette approche est
satisfaisante lorsque le mouvement des objets est simple. Ainsi, le mouvement d’un objet
rigide est considéré comme simple puisque sa configuration, à un instant de l’animation, se
résume à six paramètres appelés degrés de liberté : trois des ces degrés décrivent la position
et trois autres l’orientation. Par contre, les objets complexes, déformables, sont composés

1On peut remarquer que cette notion de “physiquement plausible” est fortement liée aux habitudes des
spectateurs. Un expert du domaine, qui a l’œil du métier, verra probablement des comportements non plausibles
là où le néophite ne distinguera rien de particulier. On peut donc se demander si, avec la généralisation
de l’utilisation de la physique, les comportements qualifiés de plausibles actuellement ne se verraient pas
déclassés au rang de comportements non plausibles à mesure que les spectateurs s’habituerairent à visualiser
des simulations.
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d’un grand nombre de ces degrés de liberté ; par exemple, pour l’animation manuelle de corps
mous comme les tissus (fig. 1.2), les cheveux (fig. 1.1), les fluides (fig. 1.3), où plusieurs
milliers de degrés de liberté doivent être définis afin de traduire, de manière réaliste, les
différentes déformations. Cela est difficilement faisable manuellement et la simulation apporte
une solution à ce problème. C’est le moteur de simulation qui calcule la position et la
déformation des objets pendant l’animation, à partir d’une configuration initiale et de lois
physiques. Le travail de l’animateur s’en trouve considérablement simplifié.

Fig. 1.1 : L’utilisation de la simulation dispense les animateurs de la spécification de positions
intermédiaires pour les objets. La coiffure est directement obtenue par la simulation, l’animateur
n’ayant à spécifier que les propriétés mécaniques du cheveu (extraits de [BMC05]).

Fig. 1.2 : Extrait de [BFA02]. Les mouvements du tissu sont calculés par un moteur de simulation
alors que les mouvements du personnage sont réalisés manuellement par des animateurs.
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Fig. 1.3 : La simulation de fluide est directement intégrée dans le modeleur Blender.

Le second usage des moteurs de simulation en informatique graphique est probablement
celui qui nous est le plus familier : les environnements virtuels réalistes – jeux vidéo,
simulateurs pédagogiques . . . . Dans ce type d’environnements virtuels, l’utilisateur interagit
avec les objets qui composent la scène (fig. 1.4). La simulation se prête alors particulièrement
bien à la modélisation réaliste de tel environnement et permet d’intégrer l’utilisateur dans la
simulation. Les environnements virtuels à but pédagogique sont probablement les premiers
environnements virtuels à avoir fait usage de la simulation pour décrire le comportement
des objets. L’objectif de ces environnements est de permettre l’acquisition de nouvelles
compétences grâce à l’ordinateur plutôt que par une expérimentation réelle ; cela supposant
un certain niveau de réalisme. Parmi les environnements virtuels à but pédagogique, ce sont
probablement les simulateurs de vols qui ont été les premiers utilisés (fig. 1.5). Cependant,
d’autres domaines d’application des environnements pédagogiques sont envisageables. En effet,
on peut supposer que le développement de simulateurs pédagogiques est intéressant pour toute
activité dont l’apprentissage est risqué, complexe et/ou coûteux. On trouve actuellement un
certain nombre d’entreprises et de laboratoires de recherche qui travaille au développement
de simulateurs pédagogiques pour la formation médicale (fig. 1.6). La difficulté, liée au
développement de ces simulations, tient d’une part au réalisme2 pour une bonne formation des
médecins, et d’autre part au besoin de simplification des méthodes de calcul, afin de permettre
une simulation en un temps raisonnable. De manière générale, la simulation est de plus en
plus présente dans toutes les formes d’environnements virtuels. De plus en plus, les jeux vidéo
incorporent des moteurs de simulation pour animer certains éléments de l’environnement,
comme la modélisation de voitures dans un jeu de course ou de systèmes de particule pour la
production de fumées, de nuages et d’explosions . . . (figure 1.7). Un certain nombre de sociétés
comme Havok ou Aegia ont pour principales activités le développement et la vente de moteurs
de simulation pour les jeux vidéo.

2Le réalisme suppose une bonne connaissance des comportements biomécaniques des organes. On peut
remarquer que les comportements d’organes biologiques sont nettement plus complexes que les comportements
mécaniques d’outils manufacturés.
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Fig. 1.4 : Environnement virtuel basé sur un moteur de simulation. L’utilisateur est un acteur de la
simulation.

Fig. 1.5 : Les simulateurs de vol sont maintenant utilisés couramment dans le processus de formation
des pilotes.

Fig. 1.6 : L’utilisation de la simulation permet le développement d’environnements virtuels à but
pédagogique. Ci-dessus, des prototypes de simulateurs médicaux (extrait de [CDL+05] et [med]).
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Fig. 1.7 : Les jeux vidéo font de plus en plus l’usage de la simulation physique pour l’animation des
explosions, de la fumée, des débris (extrait de [Hav]).

Dans ce chapitre, nous décrivons les différents composants d’un environnement virtuel basé
sur la simulation. Nous commençons par décrire de manière générale l’architecture logicielle
d’environnements virtuels pour ensuite décrire plus en détail comment simuler des objets
déformables aux travers des aspects suivants : calcul des déformations, calcul des collisions
et intégration temporelle. La dernière section du chapitre présente les techniques de découpe
d’objets déformables.

1.1 Architecture d’environnements virtuels simulés

Les moteurs de simulation utilisés dans les environnements virtuels simulés s’appuient en
général sur une architecture découpée en trois unités fonctionnelles (fig. 1.8) :

– l’unité d’animation : elle a pour tâche de calculer les comportements dynamiques, liés
au temps, des objets composant la scène ; ces comportements peuvent être calculés par
simulation (dynamique ou statique) ou bien par des procédés cinématiques.

– l’unité d’affichage : pour calculer les images à partir de la représentation géométrique
(textures incluses) des objets ainsi que des conditions d’éclairage.

– l’unité de contrôle : donne à l’utilisateur la possibilité d’influer sur la simulation par le
biais de périphériques adaptés.

1.1.1 L’unité d’affichage

C’est l’unité d’affichage qui permet la visualisation de l’environnement virtuel. Elle
transforme la description géométrique de la scène en une suite d’images qui, une fois affichée,
produit l’animation. Les calculs nécessaires à cette transformation, souvent appellée “rendu”,
sont en général pris en charge par une carte spécialisée. Cette carte est dotée d’un processeur
spécifique contrôlé au travers d’une API dédiée (OpenGL ou Direct3D). De telles cartes sont
aujourd’hui largement disponibles et utilisées notamment par les jeux vidéo. La puissance de
ces cartes rend possible un rendu réaliste en temps réel de scènes simulées.

La tendance actuelle de ce type de carte est l’utilisation d’architectures de plus en plus
génériques et programmables à l’aide de petits programmes appelés shaders. Les shaders
permettent :
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Fig. 1.8 : Architecture d’un environnement virtuel « simple », celui-ci est composé de trois unités.
Le point central d’un environnement est la représentation du monde – la scène – manipulée par les
différentes unités qui y sont connectées.

– l’expérimentation de nouvelles méthodes de rendu, comme les techniques à base de
points (point based rendering), les éléments de surface (surfels), ou encore l’usage de
surfaces à subdivision directement accélérées par la carte. L’usage de telles méthodes
reste assez marginal dans le domaine de l’affichage d’objets simulés, mais on peut penser
que cela pourrait se répandre, si les méthodes de simulation continuent à s’appuyer sur
des approches sans maillage.

– le développement d’algorithmes non graphiques (calcul générique sur carte graphique).
On trouve en particulier un nombre de plus en plus important de travaux qui concernent
l’exécution des calculs physiques et permettent la simulation de fluides, de tissus, ou
encore la détection de collision, directement sur la carte 3d.

On peut noter que l’unité d’affichage n’est pas, ou plutôt n’est plus, un facteur pénalisant
l’interactivité de l’environnement virtuel. Très souvent, c’est la complexité des calculs de
l’unité d’animation qui empêche le développement d’environnements plus complexes. Dans la
suite de la thèse, nous concentrerons nos travaux sur ces calculs d’animation.

1.1.2 L’unité de contrôle

L’unité de contrôle est connectée aux périphériques d’entrée-sortie permettant à
l’utilisateur d’interagir avec la simulation. On identifie deux types de périphériques : ceux qui
permettent à l’utilisateur d’agir sur l’environnement et ceux qui, en plus, lui offrent un retour.
Lorsque ce retour est envoyé à l’usager sous forme kinesthésique, on parle de périphériques
haptiques [Wika], et lorsque le retour est plus précis et se manifeste par le sens du toucher, il
s’agit de périphériques tactiles [Wikd].
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1.1.3 L’unité d’animation

C’est l’unité d’animation qui prend en charge le calcul du comportement des objets et leur
évolution au cours du temps. On peut modéliser une animation par une fonction mathématique
f(t). Cette fonction décrit l’état courant, la configuration d’un objet en un instant t d’une
simulation. On peut identifier plusieurs catégories de comportement :

– le comportement inerte : un objet inerte est animé au travers d’une fonction constante
f(t) = const. C’est un objet qui ne bouge pas et ne se déforme pas. Identifier des objets
au comportement inerte est important, car cela favorise la mise en place d’optimisations
et de précalculs. En particulier, il n’est pas nécessaire de gérer la collision entre des paires
d’objets inertes ; ce qui diminue considérablement la quantité de calculs à effectuer.

– le comportement cinématique : les objets cinématiques sont animés au travers d’une
équation explicite dépendant du temps t. Deux techniques coexistent : la première,assez
rare , définit le mouvement à l’aide de fonction analytique. Par exemple la fonction :
x = cos(t), y = sin(t) décrit le mouvement circulaire d’une particule dans l’espace 2d.
La seconde, dite de keyframing, s’appuie sur l’utilisation de courbes d’interpolation.
Ces courbes sont obtenues à partir de configurations-clefs interpolées afin de former un
mouvement intermédiaire continu. Bien que mobiles, les objets cinématiques ne sont
pas encore des objets simulés. En effet, les clefs de position sont définies explicitement
et manuellement. Les mouvements imprévus ne sont pas possibles.

– le comportement dynamique : les objets dynamiques sont des objets simulés dont le
comportement évolue au cours du temps. Ils sont décris à partir d’équations physiques ;
ces équations décrivent le comportement de la matière en fonction des efforts subis
ainsi que d’un processus d’intégration temporelle qui permet de calculer, à partir d’une
configuration donnée en un instant t, une nouvelle configuration en un instant suivant
t + δt.

– comportement statique : les objets statiques sont des objets simulés dont le
comportement n’évolue pas au cours du temps. Si l’utilisateur agit sur les objets,
une succession d’états d’équilibre est calculée formant une animation : on parle alors
d’approche “quasi-statique”.

– objet contrôlé : les objets contrôlés forment une catégorie un peu particulière d’objets.
Ils correspondent aux objets sous le contrôle de l’utilisateur via un périphérique comme
la souris, un joystick ou un périphérique haptique. On distingue deux catégories d’objets
contrôlés suivant la manière dont ils s’insèrent dans la simulation. La première catégorie
peut être vue comme un objet cinématique dont la fonction f(t) ne serait pas connue à
l’avance. Ce sont des objets qui peuvent être visualisés et qui peuvent entrer en collision.
Cependant, comme ils ne sont pas simulés, ils ne réagissent pas de manière physique
lors de collisions avec l’environnement. L’autre catégorie correspond aux objets qui
sont vus comme des entités simulables au niveau de la simulation. Ce sont des objets
qui fournissent une configuration, mais qui peuvent aussi réagir à l’application d’une
force (ex : périphériques haptiques). Cette opération est possible par l’utilisation d’un
système de couplage entre l’objet simulé et le périphérique manipulé par l’utilisateur ;
ce couplage est appelé god-objects [MLFC04] ou par objet proxy.

Dans le cadre de cette thèse, nous ne considérons que l’unité d’animation comme
strictement équivalente à un moteur de simulation, car nous ne manipulons que des objets dont
le comportement est simulé ou contrôlé. Afin de simuler ces objets, on emploie un moteur de
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simulation décomposable en trois parties fonctionnelles différentes : le calcul du comportement
propre des objets, dans lequel on modélise et décrit les propriétés de la matière qui compose
l’objet (sec. 1.2) ; le calcul du comportement des objets en interaction, c’est la gestion des
collisions (sec. 1.3) ; et enfin le calcul effectif du mouvement des objets (sec. 1.4) qui prend
soit la forme d’une intégration temporelle, soit celle d’une minimisation énergétique.

1.2 Calcul du mouvement d’objets déformables

Les objets sont modélisés à l’aide des lois de la mécanique. Ces lois sont exprimées à l’aide
de systèmes d’équations différentielles qui permettent le calcul du mouvement des objets et
de leurs déformations. Une modélisation assez courante, retrouvée de plus en plus souvent
dans les jeux vidéo, est la mécanique des corps rigides. Dans le cadre de la simulation de
corps rigides, la configuration d’un objet est décrite à l’aide de six degrés de liberté. Ces six
paramètres sont mis à jour rapidement donnant lieu à des simulations comportant un grand
nombre d’objets. L’utilisation de la mécanique des corps rigides suffit pour modéliser une
grande partie des objets qui nous entourent. Cependant, dans certains contextes particuliers
comme la simulation médicale, on doit pouvoir modéliser des objets déformables. La difficulté
de la simulation de corps déformables réside dans le fait que les temps de calcul sont nettement
plus importants que pour les corps rigides. Ces temps de calcul sont corrélés au nombre très
important de degrés de liberté nécessaire à la description précise et réaliste de l’état d’un
objet déformable. En outre, les objets déformables les plus complexes nécessitent des lois
de comportement non-linéaires, ainsi que des comportements d’anisotropie ou d’hystérésie.
Ces lois de comportements évoluées, nécessaires à certains domaines comme la simulation
biomédicale, se traduisent mathématiquement par des systèmes d’équations non-linéaires qui
sont complexes à résoudre. C’est pourquoi, la plupart des modèles d’objets déformables temps-
réel actuels s’appuient sur des lois de comportements linéaires ou sur des simplifications ad-
hoc (masses-ressorts). Nous considérons que ces modèles d’objets déformables peuvent être
regroupés en deux grandes catégories suivant qu’ils s’appuient ou non sur la mécanique des
milieux continus.

1.2.1 Description de quelques comportements d’objets simulés

Nous allons commencer par établir une petite classification du vocabulaire utilisé
pour décrire les comportements mécaniques d’un objet. Pour cela, nous nous inspirons
des taxonomies existantes dans le milieu de la modélisation mécanique [CG02] et plus
particulièrement de la théorie de l’élasticité. Cette théorie énonce que tout objet est a
priori déformable s’il subit des forces suffisamment importantes. Comme la modélisation
systématique avec des objets déformables est bien trop coûteuse pour la simulation temps-
réel, on doit recourir à des modèles simplifiés. Néanmoins, ces autres modèles sont définis à
partir de cette notion d’objet déformable.

Objet déformable : on parle d’objet déformable lorsque les distances et les angles entre les
particules de matière qui le composent varient en fonction de la configuration. Dans le cadre
de la théorie de l’élasticité, un objet est associé à une forme de référence, dite de repos ; s’il est
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soumis à des efforts externes (des forces), l’objet se déforme. Lorsque les efforts disparaissent,
l’objet reprend sa forme de référence. La capacité générale d’un objet à se déformer est
désignée par le terme de rigidité. Suivant le modèle choisi pour la simulation, les paramètres
pour décrire la rigidité varient : module de Young et coefficient Poisson en élasticité linéaire,
raideur des ressorts sur un maillage masses-ressorts, etc.., .

Objet rigide : si par hypothèse, on suppose que la rigidité d’un objet est infinie, on peut alors
parler d’objet rigide. L’utilisation d’une modélisation sous la forme d’objet rigide est très
avantageuse et largement présente en informatique graphique. En effet, la configuration d’un
objet peut alors être décrite de manière très concise sous la forme d’une position (un vecteur)
et d’une orientation (un quaternion). En outre, cette simplicité de représentation est liée à des
équations dynamiques nettement simplifiées. Une bonne introduction à la simulation d’objet
rigide est présente dans [Ebe03].

Objet fluide : à l’opposé des objets rigides, de raideur infinie et indéformables, on trouve
les objets infiniment déformables : type fluide. Dans le domaine de la simulation, les fluides
occupent une place assez particulière. Ils ont été initialement simulés à l’aide de méthodes
lagrangiennes,3 comme les forces de Lennard-Johnes ou à l’aide de méthodes SPH [MCG03].
Les fluides peuvent aussi être simulés sous la forme d’un environnement, d’un milieu, dans
lequel évoluent les particules du fluide et les différents objets de la scène (approche eulérienne).
Le lecteur intéressé par les approches eulériennes pour simulation de fluide pour l’informatique
graphique peut consulter [Sta99][LGF04][LIG06].

Objet ductile/plastique : les objets, lorsqu’ils sont soumis à des efforts trop importants, ne
reprennent plus leur position de repos. Ils conservent alors une partie de la déformation. On
parle alors de déformation plastique et d’objet ductile [OH99].

Objet découpable, objet fragile : au sens de la théorie de l’élasticité, dans un objet déformable,
deux particules de matière infinitésimalement voisine le resteront, même si le chemin qui les lie
s’allonge du fait des déformations. Un objet déformable est considéré découpable, ou fragile,
si une (ou plusieurs) liaison élastique, entre deux particules du matériau, peut être rompue
pendant la simulation. En pratique, les objets découpables peuvent servir à modéliser un
organe subissant les découpes définies par un médecin via un scalpel ou encore, de façon plus
générale, le comportement d’un objet qui se fracture, se casse, sous l’action de sollicitations
(trop) importantes.

Lois de comportement linéaire/non-linéaire : on appelle loi de comportement la description,
sous forme mathématique, traduisant comment le matériau réagit aux sollications internes et
externes. Ainsi, un matériau qui respecte la loi de Hooke offre une “résistance” linéaire aux
sollicitations externes. En informatique graphique, on privilégie souvent la loi de Hooke,qui
aboutit à un système numérique linaire et donc plus simple et plus rapide à résoudre.
Cependant, de plus en plus d’auteurs cherchent à modéliser des objets ayant des lois de

3Les modélisations par “objets” s’appuient sur une formulation lagrangienne de la matière et des équations
du mouvement, tandis que les fluides adoptent en général une formulation dite eulérienne où le milieu est
fixe et les particules se déplacent. Dans l’ensemble de la thèse, on manipule des objets sous une formulation
lagrangienne.
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comportement “non-linéaires” ou incluant des propriétés comme l’anisotropie ou l’hystérésie
(les phases d’élongation et de retour à la position initiale n’ont pas la même loi de
comportement).

Anisotropie : certains objets ont des propriétés mécaniques qui diffèrent en fonction des axes
suivant lesquels s’applique la sollicitation. Les muscles, par exemple, présentent une anistropie
importante en raison de leur structure fibrée. Un effort perpendiculaire à la structure fibrée
entrâınera une réaction différente de celle obtenue à partir d’un effort exercé suivant l’axe des
fibres.

1.2.2 Simulation basée sur la mécanique des milieux continus

La mécanique des milieux continus forme un cadre théorique basé sur l’hypothèse suivante :
la matière, au lieu d’être un assemblage de particules discrètes comme le décrit la physique,
est vue à une échelle suffisamment grande pour apparâıtre tel un milieu continu [Guaa]. Une
fois posée cette hypothèse, les contraintes mécaniques (comme la préservation des distances ou
des volumes) peuvent s’exprimer, de manière “infinitésimale”, sous la forme d’équations aux
dérivées partielles du champ matériel. Dans le cadre de la mécanique des milieux continus,
on trouve un certain nombre de théories permettant la modélisation d’objets déformables. La
théorie des poutres [Guac] s’intéresse à la simulation d’objets filiformes4. La théorie des coques
[Guab] s’affaire à modéliser les déformations de surface, et la théorie de l’élasticité [Guad]
s’occupe, quant à elle, à modéliser des objets tridimensionnels déformables. Les équations qui
décrivent le comportement des objets sont fournies par les mécaniciens. La discrétisation des
équations physiques sur le domaine géométrique se traduit par la production de systèmes
d’équations qu’il faut résoudre numériquement. La complexité du système d’équations à
résoudre dépend : de la représentation géométrique adoptée ; des lois de comportement
choisies, et de l’utilisation d’une formulation forte ou non de ces lois (1.2.2.0). L’objectif
à atteindre, quand on veut faire de la simulation pour les environnements virtuels, est de
trouver un modèle simulant le plus grand éventail possible de comportements tout en limitant
la quantité de calculs.

La théorie de l’élasticité

Dans cette thèse, on s’intéresse à la simulation d’objets déformables volumiques. On
privilégie donc la théorie de l’élasticité et on laisse de côté les théories des poutres (voir
[LCDN06] pour des utilisations concrètes) et des coques. Dans ce cadre, un objet déformable
est défini par sa forme au repos, sa loi de comportement et les paramètres mécaniques. Lorsque
l’objet est soumis à des contraintes externes (appuyer dessus, par exemple), il se déforme.
Une fois la contrainte supprimée, l’objet retourne à sa configuration initiale. La manière dont
l’objet se déforme est décrit par une loi de comportement. La théorie de l’élasticité forme un
cadre théorique très complet et complexe pour la simulation mécanique. Nous n’en abordons
que la partie strictement nécessaire à la mise en place de méthodes de simulation dans les
environnements virtuels. Soit M l’ensemble continu de matière dans IR3 définissant un objet.
Chacun des points matériels p de M possède une position au repos xr = [xr

x, xr
y, x

r
z]

T . Lorsque

4dont l’une des dimensions est nettement plus grande que les autres
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l’objet se déforme sous l’action de forces externes, les points matériels se déplacent et occupent
une nouvelle position xd = [xd

x, xd
y, x

d
z ]

T (fig. 1.9).

Fig. 1.9 : Le champ vectoriel u(x) associe à tout point matriel de position au repos x
r, le vecteur le

liant à sa position déformée x
d.

On note u(p) la fonction qui associe la position d’un point matériel p dans la configuration au
repos, à la position d’un point dans la configuration déformée. Cette fonction u(p), nommée
champ de déplacement, associe à un point p le vecteur déplacement défini comme suit :

u(p) = xd − xr = [ux = xd
x − xr

x, uy = xd
y − xr

y, uz = xd
z − xr

z]
T (1.1)

La fonction u(p) est constante (pour tout p ∈ M) si l’objet effectue une translation
sans déformation. Lorsque l’objet se déforme, l’étude des dérivées partielles du champ de
déplacement u = u(x) nous renseigne sur les variations de position entre des particules
infinitésimales proches. Les variations du champ de déplacement sont en général représentées
sous la forme d’une matrice dont les lignes stockent les dérivées partielles, suivant x, y, z, des
différentes composantes ux, uy, uz du champ vectoriel.

∇u =






δux

δx
δux

δy
δux

δz
δuy

δx

δuy

δy

δuy

δz
δuz

δx
δuz

δy
δuz

δz




 (1.2)

Le tenseur de déformation : le tenseur de déformation mesure l’élongation subie entre
deux points M,N initialement voisins 5. Imaginons un petit cube de matière, ce cube
sera transformé en parallélépipède après déformation. Il y a, d’une part une élongation (ou
contraction) des différentes arêtes de ce cube selon les trois axes, mais aussi une variation
de l’angle liant les axes de ce cube. Ces nombres sont organisés dans un « tableau», et donc
représentent la déformation sous la forme d’une matrice (ou tenseur). Le tenseur ǫg est appelé
tenseur de Green/Lagrange et traduit l’élongation de MN entre la position au repos et la

5On utilise le terme voisin au sens infinitésimal.
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position déformée par la formule :

ǫg =
1

2
(∇u.∇uT + ∇u + ∇uT ) (1.3)

(1.4)

En pratique, dans le cadre des petits déplacements, on remplace souvent le tenseur de
Green/Lagrange par sa linéarisation, le tenseur de Cauchy, plus simple à calculer :

ǫc =
1

2
(∇u + ∇uT ) (1.5)

Ces tenseurs ǫg et ǫc décomposent la mesure de la déformation suivant les différentes
composantes du champ de déplacement.

Le tenseur de contrainte : le tenseur de contrainte est obtenu à partir du tenseur de
déformation qui mesure la quantité de déformation et de la loi de comportement qui lie
cette mesure de la déformation à une force qui tend à ramener la matière à son état de repos.
Dans le domaine de l’informatique graphique, on utilise essentiellement une loi de Hooke qui
traduit une variation linéaire de la force de rappel en fonction de la mesure de la déformation
(le tenseur de déformation ǫ) :

ω = C.ǫ (1.6)

Avec C, représentant les différentes composantes de la lois de comportement (C varie suivant le
comportement matériel à approcher : linéaire, non-linéaire, isotrope...). A partir du tenseur de
contrainte ω, on calcule l’énergie potentielle accumulée par l’objet qui se déforme. En dérivant
cette énergie potentielle, on calcule les forces élastiques qui ramenènent l’objet déformé à sa
position initiale.

Les formulations faibles et fortes

Le calcul variationnel, par analogie au calcul différentiel, étudie, non plus les variations
d’un paramètre, mais les variations d’une fonction [Weia]. Une application particulière du
calcul variationnel est de fournir une série d’équivalences entre différentes formulations
d’équation aux dérivées partielles. L’intérêt de ces formulations, du point de vue de la
simulation et de l’informatique graphique, réside dans le fait que certaines d’entre-elles sont
moins coûteuses. Dans la littérature, on parle souvent de formulations faibles et fortes des
équations physiques.

Les formes fortes : supposons qu’on veuille simuler un objet à l’aide de l’équation de Navier :

D′′(x) = ρ.a = µ.div(grad(u(x))) + (λ + µ).grad(div(u(x))) (1.7)

Cette équation décrit l’accélération subie par une particule de matière en fonction du
déplacement de ces voisines et tend à homogénéiser le champ de déplacement u, en tout
point de l’objet. Les termes µ et λ étant des coefficients décrivant le comportement matériel
(rigide ou non) de l’objet. Une fois l’accélération calculée en un ensemble d’échantillons,
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cette accélération doit être intégrée sur le volume de l’objet et reportée sur les degrés de
liberté[Duf04] :

∫

Ω
g(p).D′′(x) (1.8)

La fonction g lie les degrés de liberté aux échantillons qui ont servi à évaluer l’équation
de Navier D′′(x). D’un point de vue pragmatique, l’équation de Navier suppose que le
champ de déformation soit deux fois dérivables. Pour offrir un tel champ matériel, deux
méthodes prédominent : les techniques à base d’interpolation/approximation aux moindres
carrés comme dans [MKN+04], et les méthodes à base de différences finies comme dans
[DDCB01].

Les formes faibles : il est possible de remplacer les équations intégrales de 1.8 par des équations
équivalentes ([Guaa, page 46]) ; l’intérêt d’un tel remplacement étant : le degré de dérivation
de la fonction u(x) est abaissé, tandis que celui de g(x) est augmenté. L’abaissement du
degré de dérivation se traduit par l’utilisation d’une interpolation du champ de déplacement
à l’ordre C0. Une approximation du champ de déplacement linéaire par morceaux est donc
utilisable. Une bonne illustration de l’utilisation des formes faibles pour la simulation est la
méthode des Éléments Finis qui se contente bien souvent d’une interpolation linéaire.

Pour présenter et cataloguer les différentes méthodes de simulation d’objets déformables
nous utilisons deux critères de classification. Le premier critère indique la présence ou non
d’un maillage comme représentation géométrique ; un aspect particulièrement intéressant en
lien avec les différents travaux sur la découpe d’objet des chapitres (2) et (sec. 1.5). Le second
critère de classification est établi en fonction de l’emploi d’une formulation forte ou faible des
équations à résoudre. L’intérêt de celui-ci est de relier la simulation mécanique avec le degré
de dérivation de la représentation géométrique qui la sous-tend ; lien étudié plus en détail
dans le chapitre (2).

Maillage et formulation forte : les différences finies

La méthode des différences finies est probablement la méthode de résolution d’équations
différentielles la plus facile d’accès. Elle s’appuie sur une discrétisation particulière, en forme
de grille, des opérateurs différentiels spatiaux des équations. Le développement de Taylor à
l’ordre n d’une fonction f(x) de continuité Cn au voisinage h d’un point x est donné par :

f(x + h) = f(x) +
n∑

i=1

h′i

ii
f i(x) + ω(x) (1.9)

Si on se contente de l’ordre 1 du développement de Taylor, on obtient la formule : f(x+ h) =
f(x)+ h.f i(x)+ ω(x), ce qui permet d’obtenir l’approximation suivante de la dérivée de f au
point x :

f1(x) ≈ f1
f (x) =

f(x + h) − f(x)

h
(1.10)

Cette approximation est appelée first forward difference. L’approximation duale est appelée
first backward difference, définie par :

f1(x) ≈ f1
b (x) =

f(x) − f(x − h)

h
(1.11)
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En suivant le même principe, les dérivées d’ordre supérieur sont approchées comme suit :

f2(x) ≈ f1(x) − f1(x − h)

h
=

f(x − 2h) − 2f(x − h) + f(x)

h2
(1.12)

L’utilisation des différences finies pour résoudre les équations de la mécanique remonte au
travaux précurseurs de Terzopoulos dans [TPBF87] et [TF88] pour discrétiser les opérateurs
différentiels des équations du mouvement. Dans sa thèse, Gilles Debunne [Deb00] utilise le
développement de Taylor pour approcher les opérateurs différentiels div et grad de l’équation
de Navier. Opérateurs différentiels discrets qu’il cherche à étendre pour traiter les cas où la
discrétisation n’est pas répartie équitablement sur une grille.

En résumé, l’utilisation des différences finies est simple à comprendre, à mettre en oeuvre
en plus d’être efficace du point de vue des performances. Elle offre la possibilité d’approximer
les opérateurs différentiels, quel que soit leur ordre de différienciation ; cela permet l’utilisation
des équations mécaniques dans leur formulation forte. Par contre, son usage suppose une
discrétisation assez contraignante sous la forme d’une grille aux points équirépartis6.

Maillage et formulation faible : les Élément Finis

La méthode des Éléments Finis est une technique très générale de résolution numérique
d’équations aux dérivées partielles [Guae]. En pratique, le domaine (la géométrie) sur lequel
on tente de résoudre l’équation est pavé sous la forme d’un maillage composé d’éléments
simples (des triangles en 2d ou des tétraèdres en 3d). Le pavage est associé à un processus
d’interpolation liant les échantillons et qui permet l’intégration des équations mécaniques
sur l’ensemble du volume de l’objet. Les équations à résoudre sont alors mises sous formes
faibles, permettant l’utilisation d’une interpolation linéaire du champ de déplacement ; cette
interpolation étant calculée à partir des coordonnées barycentriques (2.2.1.0) des éléments
composant le maillage. Une fois la méthodes des Éléments Finis appliquée, il reste à résoudre
le système d’équations différentielles suivant (dans le cas dynamique) :

Mü + Du̇ + K(u).u = f (1.13)

Ou encore, la forme, dite statique, qui néglige les termes dynamiques (dépendant de la vitesse
et de l’accélération) :

K(u).u = f (1.14)

Avec u le vecteur déplacement, K(u) la matrice de rigidité et f les forces externes (comme la
pression).

On a vu dans le cadre de la théorie de l’élasticité que suivant la quantité de déplacement
subie par le matériau à simuler, on utilisera soit les tenseurs de Green/Lagrange, soit le tenseur
de Cauchy pour mesurer les déformations. Comme le tenseur de Cauchy est nettement plus
simple à calculer, il sera souvent choisi en simulation temps-réel. Le choix entre le tenseur de

6Dans sa thèse, Gilles Debunne souhaite utiliser un maillage différent de la grille régulière et propose
une extension au développement de Taylor des opérateurs différentiels. Il remarque cependant que cette
approximation donne des résultats invalides. Dans ce contexte, un lien intéressant est à faire avec les méthodes
sans maillage qui permettraient cette généralisation.
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Cauchy ou celui de Green/Lagrange est lié à la “complexité géométrique” du mouvement. De
manière analogue, suivant la complexité mécanique de l’objet à modéliser, on pourra utiliser
une loi de comportement linéaire comme la loi de Hooke ou des lois non-linéaires plus réalistes
mais aussi complexes.

Lorsque le tenseur de Cauchy est utilisé avec la loi de Hooke, le terme K(u) de l’équation
(1.13) devient indépendant de u et l’inversion de la matrice K peut être précalculée. Ainsi
dans le cadre d’une simulation statique, l’unique calcul à faire dans la boucle de simulation
est un produit matrice/vecteur u = K1.f [DCA99] (on connâıt K et f) ; la position déformée
étant calculée par xd = xr + u. Dans le cadre de la simulation dynamique, on ajoute à
la discrétisation spatiale, une discrétisation temporelle. On veut calculer les forces à un
instant donné à partir du déplacement. Suivant le schéma d’intégration temporel choisi,
l’équation (1.14) aboutit à différents systèmes d’équations. En général, on privilégie les
schémas explicites qui sont simples à résoudre et peu coûteux en comparaison aux schémas
implicites. L’utilisation d’un schéma d’intégration explicite revient à calculer les forces f à
l’instant t + ∆t, à partir des positions connues à l’instant précédent t de la simulation :

f(t + ∆t) = K.u(t) (1.15)

Dans la communauté de l’informatique graphique, les Éléments Finis explicites sont à la
base du modèle masses-tenseurs [DCA99]. Ce modèle masses-tenseurs a la particularité de
ne pas utiliser une matrice de rigidité K assemblée (globale), mais des matrices associées
aux différents éléments (on parle alors de matrices élémentaires KElem). L’usage de matrices
élémentaires, locales, est intéressant car il rend possible des modifications ponctuelles de
l’objet (découpe, fracture).

Les premières utilisations de la méthode des Éléments Finis étaient réduites au domaine
des petits déplacements (tenseur de déformation linéaire) et des petites déformations (tenseur
de contrainte linéaire). A cause du tenseur de déformation linéaire (de Cauchy), une
partie de la rotation des objets est interprétée comme une déformation et entrâıne la
production de forces non désirées (fig. 1.10). Ces forces, au lieu de ramener l’objet à son
état initial, vont au contraire l’en éloigner. Pour contourner ce problème, deux approches
sont possibles : la première, [PDA02] étend la méthode des masses-tenseurs à l’utilisation
du tenseur de Green/Lagrange, et la seconde méthode, plus récente, a pour objectif de
supprimer la composante rigide de rotation du mouvement de l’objet (on parle de méthodes
corotationnelles). L’intérêt des méthodes corotationnelles est de conserver le tenseur de
déformation linéaire alors que l’objet subit des grandes rotations. On trouve des formulations
corotationnelles dites globales, qui cherchent à associer une seule rotation par objet déformable
[Fel00][Dur04], ainsi que des approches locales, qui associent une rotation soit aux éléments
du maillage [NPF05], soit aux noeuds [MMD+02]. Dans [HS04], les auteurs recommandent
les méthodes locales par éléments, car les approches par noeuds introduisent des forces
fantômes qui violent le principe physique d’action-réaction. Les méthodes corotationnelles
sont assez proches de la proposition de [ITF06] de gestion d’Éléments Finis inversibles. Gérer
l’inversion des éléments est une avancée importante car dans la méthode Éléments Finis
initiale, l’inversion d’un élément entrâıne l’arrêt de la simulation.

Quand on utilise la méthode des Éléments Finis, une attention particulière doit être
apportée à la génération du maillage [MT][ACY+05]. Il faut que celui-ci soit suffisamment
fin pour représenter correctement les déformations des objets ; mais, s’il est trop fin, les
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Fig. 1.10 : A droite, utilisation du tenseur de Cauchy : des déformations non désirées apparaissent.
A gauche, l’utilisation d’une méthode à base de corotationnel.

éléments risquent de s’inverser en cas de grandes déformations. Il faut aussi éviter les éléments
non réguliers ou qui ont leurs quatre sommets à la surface de l’objet [Mol04]. Suivant les
algorithmes, l’obtention d’un maillage prend de plusieurs minutes à plusieurs heures de calcul.
La qualité du maillage influe directement sur la difficulté qu’il y a à découper des objets animés
par les Éléments Finis (sec. 1.5).

Les méthodes sans maillage avec formulation faible

Dans le cadre de la simulation d’objets déformables basée sur la mécanique des milieux
continus, certaines méthodes se différencient des approches présentées précédemment par le
fait qu’elles ne s’appuient pas sur un maillage pour discrétiser les équations différentielles
à résoudre. On parle donc de méthodes sans maillage (meshless ou meshfree). De telles
méthodes semblent plus adaptées à la simulation d’objets déformables dont la topologie
change fortement, et s’appuient sur une formulation continue du champ matériel obtenue par
une technique d’interpolation (elle-même sans maillage). Dans la plupart des cas, la méthode
d’interpolation dérive de l’approximation aux moindres carrés mobiles (MLS), présentée dans
2.2. Néanmoins, l’usage d’autres techniques d’interpolation, telle que l’approximation par
voisinage naturel [SMB98], est possible mais moins courante.

Une présentation très complète des méthodes sans maillage, centrée sur la mécanique de la
rupture, est disponible dans [FM03]. On y trouve l’évaluation d’un grand nombre de techniques
d’interpolation permettant, à l’aide d’un ensemble donné d’échantillons, de reconstruire une
approximation continue du champ de déplacement. Pour les lecteurs francophiles, une thèse
récente traite de ce sujet avec, pour objectif, la modélisation de fracture [Duf04]. Pour
l’informatique graphique, on consultera [MKN+04], puis [PKA+05] dans lesquels les auteurs
proposent d’utiliser la technique d’interpolation aux moindres carrés mobiles pour animer des
objets déformables, plastiques, ductiles et fragiles.

Une difficulté supplémentaire apparâıt lorsqu’on simule des objets à l’aide d’une méthode
sans maillage : c’est la représentation de la surface de l’objet. On observe qu’en pratique, les
techniques de simulation sans maillage sont associées à l’utilisation de technique d’affichage
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Fig. 1.11 : Technique d’animation à base de points : à gauche, en jaune, les particules simulées et
en bleu, les éléments de surface utilisés par le rendu sans maillage (extrait de [MKN+04]).

sans maillage comme les surfaces à base de points [Pau03], ou encore les surfaces implicites
[DC95].

Les méthodes sans maillage avec formulation forte

Les processus d’interpolations qui sont décrit dans la section précédente, sont suffisamment
dérivables pour être utilisable comme base d’une simulation avec une formulation forte des
équations physiques. L’usage de formulations fortes permet la simulation d’objets déformables
sans passer par une phase où les équations physiques sont intégrées sur le domaine matériel ;
ceci diminuant la quantité de calculs. De telles techniques sans maillage sont apparues
relativement tôt dans le domaine de l’informatique graphique : ainsi la méthode des SPH
(Smoothed Particle Hydrodynamics) est employée par Matthieu Desbrun, dans[DC96], pour
modéliser des objets mous (fig. 1.12) puis, plus récemment, pour simuler des fluides en temps
réel [MCG03].

Fig. 1.12 : Quelques résultats obtenus par les méthodes SPH. A gauche, extrait de [DC96] et, à droite
extrait de [MCG03].
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1.2.3 Méthodes de simulation basées sur une géométrie discrète (ou
particulaire)

Les méthodes basées sur la mécanique des milieux continus présentent l’avantage d’un
cadre théorique robuste et général à la simulation d’objets déformables ; ce cadre favorise
la modélisation d’objets déformables aux lois de comportement bien précises et dont les
paramètres peuvent être identifiés (par mesures mécaniques [CG02], par vidéo [BTH+03]).
Cependant, la mécanique des milieux continus n’est pas la seule modélisation possible pour
simuler des objets déformables. En effet, un certain nombre de modèles ne se basent pas sur
l’hypothèse d’un milieu matériel continu. Au lieu d’exprimer les lois de comportement de la
matière à l’aide d’équations aux dérivées partielles, des invariants géométriques sont définis
de manière à préserver certaines quantités comme les distances, les angles, les volumes, . . . .
En pratique, les objets sont considérés comme un ensemble de n particules liées par des
forces d’interaction [CLF93]. Ces particules sont animées à l’aide du formalisme physique de
Newton et du principe fondamental de la dynamique associant l’accélération d’une particule
à la somme des forces s’y appliquant :

n∑

i=0

Fi = mi.a (1.16)

On distingue trois catégories de méthode selon que les forces, s’appliquant sur une particule,
soient définies à l’aide d’un maillage, sans maillage mais basées sur une mesure de distance et
enfin, sans maillage ni mesure de distance. Dans la mécanique des milieux continus, les lois de
comportement sont indépendantes de la géométrie ; il suffit qu’un processus d’interpolation
discrétise cette géométrie pour pouvoir résoudre le problème. Ce n’est pas le cas des méthodes
géométriques, nettement plus dépendantes de la description géométrique de l’objet pour
calculer les forces assurant la cohésion entre les particules. Après discrétisation géométrique,
toute les méthodes sont analogues aux méthodes particulaires ; c’est pour cela que nous
préférons le terme “méthode géométrique” à celui de méthode particulaire, celui-ci étant
ambigu quant à la place des méthodes masses-tenseurs [Mes03].

Les méthodes géométriques avec maillage : les masses-ressorts

Dans le cadre de la technique des masses-ressorts, la cohésion entre les différentes particules
de matière est réalisée par des ressorts qui relient lesdites particules [Mil88][Jou97]. Le ressort
le plus simple tend à préserver la distance séparant deux particules. Il rapproche ainsi deux
particules qui s’éloignent et éloigne deux particules qui se rapprochent. Ce ressort est appelé
ressort d’élongation et se définit à partir de deux particules A et B. La longueur du ressort
au repos est noté l0. Son élasticité (la rigidité) est modélisée par un coefficient scalaire noté
k. Les forces liant les particules A et B sont calculées :

FA→B = k.(||AB|| − l0).
AB

||AB|| (1.17)

FB→A = − FA→B (1.18)

Le comportement du ressort d’élongation est enrichi par des termes de dissipations internes.
Les forces sont calculées sur l’axe liant les particules ; on parle alors de ressort 1d. A partir de
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ce ressort 1d, on construit des objets complexes et de dimension supérieure par assemblage de
ressorts. Cela permet de simuler des domaines 2d (surface) et 3d (volume). La figure (1.13)
montre quelques exemples d’assemblage de ressorts modélisant des contraintes surfaciques et
volumiques. En plus des ressorts d’élongation, il existe, dans la littérature, d’autres types de
ressorts : angulaire, de courbure, de torsion ; de tels ressorts sont employés pour la simulation
réaliste de tissu dans, par exemple, [NNB04].

Fig. 1.13 : Les différents types de ressort. De 1D à 3D

Fig. 1.14 : Modélisation précise de tissu à l’aide de modèle masses-ressorts (extrait de [NNB04])

Plutôt que de procéder à des assemblages de ressorts 1d, les auteurs de [THMG04]
proposent une généralisation du principe des maillages masses-ressorts en introduisant des
ressorts de surface (2d) ou de volume (3d). Ces “ressorts” traduisent alors correctement les
déviations des invariants mécaniques, car basés sur une mesure de même dimension que la
contrainte modélisée : volume en 3d, aire en 2d, et bien sûr, longueur en 1d. L’accélération
des particules est calculée à partir des forces générées à l’aide du maillage masses-ressorts. A
partir ce cette accélération les vitesses et positions sont déduites par intégration numérique. En
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pratique, la simulation d’objets réels suppose d’utiliser des ressorts de raideur élevée. Dans ce
contexte, l’intégration numérique des équations différentielles produites par une modélisation
à base de maillage masses-ressorts est difficile à résoudre numériquement (on parle alors de
problème raide [Hil02]). La résolution de ces problèmes oblige à garder un pas de temps
suffisamment petit pour éviter la divergence de la méthode numérique. Une autre solution au
problème de stabilité de l’intégration numérique, assez coûteuse du point de vue des temps
de calcul, consiste à utiliser des intégrateurs qui soient inconditionnellement stables comme
l’Euler implicite [Bar89].

Les méthodes géométriques sans maillage

La technique des masses-ressorts suppose de représenter la géométrie de l’objet à l’aide
d’un maillage. De manière analogue aux méthodes continues avec ou sans maillage, on peut
simuler des objets faiblement structurés (ex : fluides) à l’aide de méthodes géométriques
sans maillage. Les ressorts sont remplacés par d’autres formulations des forces de liaison.
Par exemple : les forces de Lennard-Jones, définies à l’aide des distances interparticules, sont
employées pour modéliser des fluides [MP89] ou des objets déformables non structurés comme
dans [DC95]. D’une manière plus générale, l’environnement Cordis-Anima[CLF93] propose
une technique générique de simulation de modèles particulaires. Les objets sont représentés
à l’aide de particules reliées par des composants d’interactions génériques (fig. 1.15) ; ces
composants d’interaction étant aussi bien des composants de type ressorts que des composants
plus complexes. Cet environnement permet ainsi la modélisation de lois de comportements
très complexes tels : l’anisotropie, l’hystérésie ou la non-linéarité.

Fig. 1.15 : Dans Cordis-Anima, tous les modèles sont basés sur la même représentation à base de
particules. Ces particules sont ensuite liées entre elles par des liens d’interaction.

Méthode géométrique réellement sans maillage

Dans [MHTG05], les auteurs présentent une méthode sans maillage tout à fait originale
et donc difficile à classer. C’est une méthode qui ne dérive pas de la mécanique des milieux
continus. Elle est sans maillage mais, contrairement aux autres approches, elle ne s’appuie
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pas sur un calcul de distance (comme les forces de Lennard-Jones, les SPH, ou les ressorts).
Pendant l’animation d’un objet, les particules sont animées comme des particules libres que
rien ne relie. A partir du nuage, résultat du mouvement libre, la position sans déformation est
obtenue par extraction de la composante rigide du mouvement par une méthode de Shape-
Matching. La méthode du Shape-Matching, décrite plus en détail dans le chapitre (5), permet
de trouver l’objet non déformé le plus proche (au sens des moindres carrés) de la position
du nuage de particules ; la différence entre la position résultant du mouvement libre et celle
obtenue par Shape-Matching permet de calculer les accélérations de particules afin de ramener
celles-ci à leur position non déformée. Cette méthode est intéressante pour la simulation
d’objet déformable de rigidité élevée. En plus, elle garantit la stabilité de la phase d’intégration
numérique. Cette méthode est employée, en raison de sa stabilité, pour le modèle d’objets
déformables et découpables présenté dans le chapitre 5.

1.3 Modélisation des interactions

Les méthodes exposées depuis le début de ce chapitre traitent uniquement du calcul
du comportement d’un seul objet. Lorsque plusieurs objets sont simulés dans le même
environnement, il faut aussi traiter les interactions qui peuvent se produire. Sans prise en
compte de ces interactions, les objets “s’ignorent” mutuellement et peuvent se traverser les
uns les autres. Pour modéliser les interactions, on emploie la notion de contrainte (comme
pour la simulation mécanique des objets (sec. 1.2.2)). Une contrainte qui sert à modéliser une
loi de comportement propre aux objets est qualifiée de “contrainte interne” ou “d’intrinsèque”.
Lorsque plusieurs objets entrent en collision, les contraintes sont qualifiées “d’externes” ou
“d’extrinsèques”. Comme pour les contraintes intrinsèques, la modélisation des interactions
suppose que la contrainte soit explicitée sur une géométrie. Pour la gestion des collisions,
cette géométrie n’est pas connue a priori et doit être établie pendant la simulation. C’est la
phase de détection des intersections (ou de détection de collision par abus de langage, car
sous-entendant une finalité physique). Cette phase de détection des intersections est coûteuse
en temps de calcul et demande, dès lors, l’usage d’algorithmes d’accélération (voir 1.3.5).

Dans la littérature, la modélisation des collisions entre objets est bien souvent présentée
dans l’ordre : détection des intersections, puis modélisation de la réponse. Dans ce mémoire,
nous avons privilégiée l’ordre inverse, car il met plus en valeur le lien entre la propriété
physique modélisée (non-intersection) explicitée sur une géométrie donnée. En fonction de
la modélisation physique choisie, les informations retournées par phase de détection des
intersections diffèrent. Suivant qu’il faut un booléen, ou les paires de triangles en intersection,
ou encore une mesure de l’intersection, les algorithmes de détection employés sont différents.

1.3.1 Gestion des contraintes dans les systèmes dynamiques

Les contraintes permettent, de manière générale, d’enrichir un modèle en lui imposant
des configurations à respecter. Ces configurations peuvent être de nature différente :
géométrique ou physique. Un exemple de contrainte géométrique classique consiste à dire
qu’un point de l’objet est fixé dans l’espace. Au final, les contraintes sont exprimées
sous forme d’équations/inéquations mathématiques. Si la contrainte s’exprime par des



1.3. Modélisation des interactions 35

équations, il s’agit de contrainte bilatérale ; lorsque l’expression s’appuie sur une inéquation,
le terme de contrainte unilatérale est retenu [Mes03]. Outre cette séparation entre contraintes
unilatérale/bilatérale, on distingue souvent celles qui font intervenir les degrés de liberté
de l’objet (contraintes holonomes) de celles faisant aussi intervenir les dérivées suivant le
temps des degrés de liberté (contraintes cinématiques). De manière plus générale, un système
dynamique contraint peut s’écrire sous la forme [Len04] :







minimiser f(q(t), q̇(t), t)

sujette à

{

gi(q (t), q̇(t), t) ≤ 0 ∀i ∈ {0..m}
hj(q (t), q̇(t) = 0 ∀j ∈ {0..j}

(1.19)

Avec q(t), les degrés de liberté du système dynamique, q̇(t) leur dérivée première par rapport
au temps et t le temps. On cherche à minimiser une fonction f , décrivant le mouvement
des objets, tout en vérifiant les j inéquations hj et les m équations gi. Dans le contexte
de la gestion des interactions entre objets déformables, on observe que les degrés de liberté
q(t) peuvent appartenir à des objets différents. Une contrainte – holonomme ou cinématique,
unilatérale ou bilatérale – qui ne concerne que les degrés de liberté d’un objet donné, est
nommée contrainte non-couplante, par opposition à une contrainte qui mélange des degrés de
liberté associés à deux objets différents.

Contraintes couplantes et non couplantes

Le terme de contraintes non couplantes désigne toute forme de contrainte qui ne met
en jeu qu’un seul objet ; par exemple, une contrainte qui réduit le mouvement global d’un
objet : coulisser le long d’un axe, se déplacer sur un plan, etc . . . . L’imposition de telles
contraintes combinées au mouvement dynamique, est étudié dans [Bar89] et [BW97]. Ces
travaux concernent essentiellement la modélisation de contraintes appliquées à des objets
rigides. De telles contraintes sont aussi expérimentées sur les objets déformables notamment
dans la thèse de Julien Lenoir [Len04]. Pour cela, son auteur s’appuie sur une formulation
Lagrangienne de la mécanique qui conduit naturellement à gérer les contraintes à l’aide des
multiplicateurs de Lagrange [GW].

Lorsque deux objets, disposant de degrés de liberté propres, sont reliés par des contraintes,
l’ensemble du système formé doit être résolu d’une manière globale. On parle alors de
contraintes couplantes. L’usage le plus courant de telles contraintes est la modélisation des
interactions entre plusieurs objets lors des collisions ou des contacts. Il est important de
différencier la contrainte dite couplante d’une contrainte dont la méthode de résolution permet
le découplage. Par exemple, dans sa thèse, Jérémie Dequidt [Deq05] propose d’intégrer les
contraintes de manière explicite dans le bilan des forces des objets. Cela permet de simuler
les objets de façon indépendante.

Techniques de résolution de contraintes

Différentes stratégies sont développées pour résoudre un problème sous contrainte. En effet,
la méthode de résolution doit être choisie suivant la complexité de la contrainte : linéaire ou
non. Exemple : une contrainte de collision qui est modélisée sous la forme d’une contrainte
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d’interpénétration (avec g mesure de l’intersection) : g(q(t), q̇(t), t) ≤ 0 n’est pas linéaire.
C’est pourquoi on cherche à simplifier la contrainte pour ramener le problème à une forme
linéaire (LCP), qu’il est possible de résoudre efficacement avec un algorithme adapté [CP].
Lorsque les contraintes ne peuvent pas être linéarisées, on a recours à des méthodes adaptées
à la résolution de contraintes complexes comme :

– la pénalité : le principe de la résolution des contraintes par pénalité consiste à assouplir
la contrainte. La fonction à minimiser devient : f(q(t), ˙q(t) + k.||AB||, t) ; des termes
supplémentaires, pénalisant la déviation, sont ajoutés à la fonction objectif f ; la valeur
de ces termes augmentant à mesure qu’on s’éloigne du respect de la contrainte. En
général, le terme supplémentaire est calculé comme un ressort entre la configuration
qui respecte la contrainte et la configuration courante. La mise en place d’un ressort
suppose qu’on dispose d’une mesure de la déviation de contrainte et du paramétrage
de la raideur k du ressort. L’usage de la pénalité pose parfois problème ; en effet, un
paramétrage trop petit ne suffit pas à séparer des objets et une raideur trop importante
tend à faire diverger le processus d’intégration numérique.

– la projection : la technique de la projection consiste à ignorer les contraintes dans
la phase de résolution du mouvement et à résoudre celles-ci dans une étape de post-
correction [Fau98]. Les méthodes par projection s’appuient sur un algorithme itératif
qui parcourt l’ensemble des contraintes et corrigent celles qui seraient violées.

– les multiplicateurs de Lagrange : la méthode des multiplicateurs de Lagrange consiste à
traiter les contraintes en ajoutant de nouvelles inconnues au système. Chaque inconnue
supplémentaire ayant pour tâche de faire respecter une contrainte [Len04].

Le choix de l’une où l’autre méthode est soumis à discussion. Les méthodes à base de pénalité
ont l’avantage de leur simplicité ; ce qui facilite l’intégration d’un grand nombre de contraintes,
de natures diverses, dans un système mécanique et ce, sans gestion particulière. Cependant, la
méthode à pénalité n’assure pas le respect des contraintes et, le fait d’utiliser un ressort dans
le système mécanique, ajoute un terme de raideur k dont le paramétrage est délicat [Jou97].
En outre, cela change la fréquence de vibration de l’objet (les déformations sont analogues à
des ondes qui se propagent dans l’objet), compliquant la résolution numérique du système.
Les méthodes basées sur la projection satisfont les contraintes au prix d’une dégradation
des propriétés physiques de l’animation. Les multiplicateurs de Lagrange sont une méthode
générale assez robuste pour traiter les contraintes d’un système mécanique. Cependant, leur
utilisation nécessite l’évaluation des dérivées des forces suivant les degrés de liberté, travail
coûteux [Len04].

1.3.2 Modélisation des interactions

On parle de lois d’interaction pour désigner la manière dont les objets se comportent
lorsqu’ils interagissent. Ces lois sont modélisées sous la forme d’un système de contrainte.
On classe les lois d’interaction en deux catégories. La première contient les méthodes qui
modélisent la non-intersection des objets, tandis que la seconde modélise les comportements de
surface (comme la friction). Dans le cadre de cette thèse, nous n’abordons que le traitement de
la contrainte de non-intersection (les lecteurs intéressés par les comportements de friction sont
invités à consulter [Dur04]). La figure (1.16) représente les différentes étapes de deux objets
entrant en collision. Durant la première étape (dite de compression), les objets se déforment.
La manière dont les objets se déforment est fonction de la loi de comportement intrinsèque des
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objets et de son paramétrage : masses-ressorts plus ou moins rigides, coefficients de Young et
de Poisson (pour les méthodes qui dérivent de la théorie de l’élasticité linéaire). Pendant cette
phase, l’énergie cinétique des objets en mouvement est transformée en énergie potentielle de
déformation interne. Cette phase se termine lorsque les objets ont cessé de se rapprocher. Une
fois la phase de compression terminée, il y a restitution d’une partie de l’énergie potentielle
accumulée par la déformation. Cette énergie est restituée sous la forme d’énergie cinétique qui
éloigne les objets. La position finale de la collision présente : soit une position d’équilibre (les
objets restent en contact – resting contact –), soit une situation de décollement. La manière
dont les objets se déforme, ainsi que la durée des différentes phases dépendent, à la fois,
de la quantité d’énergie de déformation que les objets peuvent accumuler et de la vitesse
à laquelle les objets entrent en collision. On peut distinguer différentes modélisations de la
collision : impulsions, contraintes de non-intersection, contraintes d’équilibre des forces de
surface (pressions) et contraintes de distance.

Fig. 1.16 : 1) Deux objets se rapprochent. 2) Les objets sont entrés en collision, les objets se déforment
en accumulant de l’énergie 3) L’énergie accumulée pendant la phase de compression est reconvertie en
énergie cinétique. 4) Un nouvel équilibre est trouvé entre les contraintes internes et externes.

Collision entre objets rigides : les impulsions

Plus les objets sont rigides, moins ils peuvent emmagasiner d’énergie potentielle en
se déformant. Lorsque les objets sont complètement rigides, la durée des phases de
compression/restitution devient nulle. En pratique, cela se traduit par un changement
instantané de la direction du vecteur-vitesse des objets. C’est à partir de ce constat qu’est
construite la méthode des impulsions présentée dans [Mir96]. La méthode des impulsions
dérive de modélisation des chocs entres objets rigides (comme deux boules de billard). En
contrepartie, la méthode des impulsions est assez peu adaptée pour modéliser la collision
d’objets déformables ou en contact permanent. On trouve néanmoins dans [MC95], une
technique à base de trains d’impulsion. Ces trains, succession de petites impulsions, traitent
les cas de collision entre objets déformables ou en contact prolongé.

Contrainte en position : l’intersection nulle

Quand on modélise des objets déformables, l’hypothèse de “phases de
compression/restitution instantanées” ne peut plus être posée. C’est pourquoi on cherche
à modéliser plus finement le comportement des objets et en particulier le fait qu’ils ne
doivent pas s’intersecter. Pour cela, on définit une contrainte d’intersection nulle. Ainsi, pour
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modéliser le fait que deux objets ne peuvent occuper le même espace au même instant, on
emploie une équation de contrainte g = vol(A ∩ B) qui traduit le volume de l’intersection.
Le respect strict d’une telle contrainte n’est pas envisageable dans un simulateur temps-réel
, car le volume d’intersection doit être calculé (ce qui est très coûteux). Dans ce contexte,
on remplace plutôt la mesure de l’intersection par des mesures simplifiées telles : la distance
de pénétration [Cam97] ou la distance de croissance [OHH00]. L’avantage de ces mesures est
leur moindre coût en calcul. Outre le temps de calcul propre à l’évaluation de la fonction g,
il est important de noter que l’équation de contrainte qui en résulte n’est pas linéaire et la
résolution d’un tel système par un algorithme itératif de type Newton/Descente de Gradient
est bien trop lente pour être employée dans un contexte temps-réel . C’est pourquoi certaines
simplifications sont proposées. On peut par exemple :

– utiliser la méthode de la pénalité pour résoudre le système contraint ; on ne peut alors pas
garantir que la contrainte soit respectée et un nouveau paramètre, la raideur du ressort
de rappel (qu’il est parfois délicat de paramétrer), est introduit. En outre, certains
auteurs lui accordent une signification physique [Mes03][Rem00][Jou97]. Ils associent
la raideur du ressort de pénalité à une modélisation de la déformation des objets. Le
ressort devient alors une modélisation des phases de compression/restitution et non une
méthode de résolution numérique.

– remplacer le système non-linéaire global par un ensemble des sous-systèmes
indépendants. Bien évidemment, la résolution de sous-systèmes indépendants n’est pas
équivalente à la résolution du système contraint initial, et il arrive que le système
ne puisse empêcher les intersections. En général, les sous-systèmes s’appuient sur des
mesures locales de l’interpénétration [KOLM02][RL06] (fig. 1.17) : .

Fig. 1.17 : Sur a) et b), un calcul de réponse local permet de repousser correctement les objets. Ce
n’est pas le cas sur c) et d).

Contrainte en pression : équilibre des pressions de surface

Lorsque la contrainte d’intersection vide est résolue grâce à une méthode de minimisation,
on observe qu’une fois la phase de minimisation terminée, les forces internes exercées sur les
surfaces en contact sont en équilibre. Cette propriété est employée dans [CD97] pour modéliser
les contacts entre objets fortement déformables représentés par des surfaces implicites à
squelettes. On retrouve cette idée dans la thèse de Christian Duriez qui [Dur04] modélise
les interactions entre des objets déformables à l’aide de la loi de Signorini. La loi de Signorini
traite la situation d’équilibre des surfaces comme une condition limite du système à résoudre.
Une telle gestion des contacts suppose la connaissance a priori des zones de contact, puisque
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c’est à cet endroit que se définit l’équation d’équilibre. La boucle de simulation est décomposée
en deux étapes sucessives. La première, appelée “mouvement libre”, calcule le mouvement de
l’objet soumis aux forces connues (gravité, forces externes, forces internes), tandis que pendant
la seconde, les intersections entre les objets sont détectées et localisent les surfaces en contact.
C’est sur ces surfaces en contact que l’équation d’équilibre des pressions est définie, puis résolue
numériquement par une méthode d’Éléments Finis 2d. Une telle approche garantit qu’au
niveau des surfaces en contact, il n’y ait pas d’intersection (à l’échelle de la discrétisation).
Par contre, la méthode proposée ne résout pas le problème de l’apparition de nouvelles surfaces
de contact pendant la phase de résolution. Un processus itératif doit alors être mis en place
comme dans [LCDN06].

Fig. 1.18 : Gestion du contact exact entre objets. Les zones de contact ne sont pas connue a priori et
doivent être détectées pendant la simulation, c’est le rôle de la phase de détection des intersections.

Quelques autres contraintes : équation de plan, distance nulle

D’autres formulations de contraintes permettent la modélisation des interactions entre
objets. Ces formulations sont moins courantes. Cependant, certaines d’entre-elles présentent
des propriétés intéressantes : ainsi dans [BW97], les collisions sont modélisées à l’aide de
contraintes de plan ; la figure (1.19) nous renseigne sur les différents problèmes qui apparaissent
lorsque les plans restreignent trop le mouvement de l’objet. Pour contourner ce problème, les
auteurs de [LCDN06] proposent d’employer la carte de distance de l’objet. Cette carte (utilisée
aussi pour détection de collision 1.3.4.0), associe à tout point de l’espace la distance qui le
sépare du bord l’objet. Avec le gradient de la carte de distance, les auteurs en déduisent
l’équation des plans de contraintes 1.20. A chaque itération de l’algorithme de résolution
numérique, la contrainte est réévaluée et modifiée de manière à limiter l’influence des espaces
inaccessibles.

1.3.3 Le pipeline de collision

L’évaluation des lois de comportements extrinsèques suppose l’identification des zones
de contact entre les objets ; on a alors recours à une phase de détection des intersections.
Ce processus de détection des intersections est en général découpé en une succession d’étapes
affinant de plus en plus la précision du calcul de collision. On représente le processus de gestion
des collisions sous la forme d’un pipeline composé de quatre étapes : 1) phase de détection
globale (broad phase) ; 2) phase de détection approchée (narrow phase) ; 3) phase de détection
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Fig. 1.19 : Contrainte de non pénétration exprimée à l’aide des normales à la surface de l’objet.

Fig. 1.20 : Les contraintes (planaires) sont définies non plus à partir des primitives de la surface de
l’objet mais à partir du gradient de la distance qui le sépare de la primitive la plus proche. On peut
ainsi traiter aussi bien les objets convexes que concaves.

exacte, 4) calcul de réponse. La broad phase consiste à passer d’un algorithme n-corps à un
algorithme 2-corps, la narrow phase localise quant à elle les primitives potentiellement en
collision en utilisant, par exemple, une hiérarchie de volume englobant. Enfin, dans la troisième
phase, les intersections entre primitives sont effectivement calculées [FKM03]. On observe
encore que certains auteurs considèrent la phase de réponse à la collision comme faisant
partie du pipeline de collision. Nous préférons plutôt considérer que la phase de réponse,
qui est analogue à une modélisation mécanique, est différenciée du pipeline de détection des
intersections (phases 1,2,3). Par analogie avec la modélisation des contraintes intrinsèques aux
objets (modélise le mouvement propre), le gestionnaire de collision permet de modéliser les
contraintes extrinsèques. L’ensemble des contraintes sont à résoudre comme un seul et même
système. Comme la résolution de ce système est difficile, on procède à des simplifications. Par
exemple, dans [MDH+02], on fait l’hypothèse que de nouvelles contraintes ne peuvent être
ajoutées à l’intérieur d’un pas de temps. D’autre auteurs proposent d’intégrer les forces de
manière explicite, en ne prenant en compte que la position des objets à l’instant précédant,
pour calculer les forces de collision.

1.3.4 La détection des intersections

La gestion des collisions est un domaine aux applications nombreuses ; que ce soit en
robotique, en simulation physique, ou encore en informatique graphique, tous ces domaines
ont développé des méthodes de détection de collision. Les multiples domaines d’application ont
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Fig. 1.21 : Le pipeline de collision, la partie détection des intersections est décomposée en quatre
phases. A droite, une autre manière de voir la place du pipeline de collision dans le processus de
simulation. Cette vision a l’avantage de mettre en valeur le rôle symétrique des contraintes intrinsèques
(déformations) et extrinsèques (collisions-frictions).

entrâıné l’apparition d’un très grand nombre de méthodes de détection de collision nécessitant
parfois des modélisations très différentes des objets. Faire un inventaire exhaustif des
publications dans ce domaine semble hors de portée dans le cadre de cette thèse. Des survols
traitant des collisions entre objets rigides sont disponibles dans [LG98][JTT01] et [LM03]. Un
état de l’art assez complet, dédié aux objets déformables, a été récemment publié [TKH+05].
Lorsqu’on simule des objets déformables, il faut détecter les cas d’auto-intersections, en plus
des collisions entre les objets. Cette phase d’auto-collision est extrêmement coûteuse et conduit
à l’utilisation d’algorithmes ad-hoc reposant sur les propriétés de l’objet simulé ; on peut
consulter [VCMT95][VMT06] pour les auto-collisions de tissus ou encore [Ber06] pour les
auto-collisions de cheveux. Les lecteurs francophones peuvent aussi se reporter au rapport
d’activités [FKM03] qui résume les travaux d’une Action Spécifique du CNRS dédiée à la
collision.

Lorsqu’on veut simuler des objets déformables, il faut combiner une loi de comportement
à une géométrie donnée. De même, les contraintes qui modélisent les intersections entre objets
doivent être appliquées sur une géométrie donnée. Or, cette géométrie est inconnue a priori
et change en fonction des zones en contacts. Il faut donc réévaluer quelle part de la géométrie
des objets est concernée dans le calcul d’une contrainte d’intersection. C’est l’objectif de la
détection des intersections (détection des collisions). Les algorithmes utilisés dans cette étape
dépendent essentiellement de la représentation géométrique des objets (maillage, union de
sphère, voxel). Cependant le choix d’une méthode de détection des intersections se raccroche
aussi au type des données désirées en sortie de la phase de détection. Par exemple, dans le
cadre de l’interaction non physique ou des méthodes à base de contacts surfaciques (contrainte
d’équilibre des pressions 1.3.2.0), la simple évaluation booléenne de la présence/absence
d’intersection suffit. Par contre, dans le cas de la modélisation des interactions à l’aide d’une
contrainte d’intersection vide, on cherche souvent à évaluer une mesure de l’interpénétration.
La discrétisation temporelle est aussi un point important du processus de détection des
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intersections. En effet, certains processus de détection de collision n’évaluent la présence de
l’intersection qu’aux instants discrets de la simulation, c’est la détection spatiale. L’intersection
spatiale peut manquer des collisions ; il faut alors avoir recours à une détection spatio-
temporelle des intersections ; ces-dernières prenant en compte le mouvement intermédiaire
des objets (obtenu par interpolation) entre deux instants discrets.

Les techniques de détection spatiale

L’intersection entre paires de primitives : bien souvent les objets sont représentés par des
assemblages de primitives (triangles, tétraèdres, sphères). On utilise alors des méthodes de
détection spatiale des collisions s’appuyant sur un test d’intersection entre paires de primitives.
Ainsi, lorsqu’aucune des primitives n’est en intersection avec une autre, les objets ne sont pas
en collision. Une première approche consiste à explorer tous les couples de primitives qui
composent les objets et à tester leur intersection. Un test d’intersection arête-arête (primitive
2D) est disponible dans [SE03]. Les objets sont souvent représentés par une surface triangulée
et le test d’intersection triangle-triangle fait l’objet de nombreux travaux : [MT97][GD03].
Le test d’intersection entre tétraèdres de [FG03] s’apparente au test d’intersection triangle-
triangle. La simplicité du test d’intersection sphère-sphère (quelques opérations élémentaires
[Mes03]) conduit certains auteurs à représenter les objets non plus à l’aide de maillage, mais
avec des sphères [Mes03][Hub95], tout en continuant à afficher des objets triangulés. Ainsi,
la géométrie de la collision, représentée à l’aide de sphères, est découplée de celle de l’objet
mécanique affiché (voir multireprésentation dans le chapitre (2)). Apparâıt alors la difficulté
de mettre à jour les différentes représentations pendant l’animation.

L’intersection entre objets convexes : les premiers travaux portant sur la détection de collision
furent initiés dans le domaine de la robotique. Les roboticiens cherchaient alors à déplacer des
robots mobiles dans des environnements solides [Can85][Can87]. Ils ont observé que lorsque les
objets sont convexes, la complexité de la détection de collision est considérablement diminuée.
Deux catégories d’approches sont proposées : la première catégorie contient les algorithmes
qui dérivent d’un algorithme appelé GJK ; ce dernier permet de calculer la différence de
Minkowski [Weic] entre deux objets [MW88][Cam97] ; la seconde se base sur la recherche d’un
minima à la distance qui sépare les deux objets. Le minima de la distance est obtenu à partir
du constat suivant : soit X et Y , deux primitives appartenant à deux objets convexes. Soit
x ∈ X et y ∈ Y , les points les plus proches de X et Y . Si x appartient à la région de Voronöı
de Y et y à la région de Voronöı de X, alors ||x, y|| est la distance minimale entre les deux
objets. Cette approche est introduite dans [Lin94] [LMP94], puis améliorée dans la librairie V-
Clip [Mir98]. Le améliorations portent sur un test d’intersection numériquement plus robuste
et sur un calcul d’une distance négative traduisant une mesure de l’intersection des objets.
Ces deux méthodes sont extrêmement efficaces en O(n), avec n le nombre de primitives. En
plus, elles tirent parti de la cohérence temporelle d’une animation (petits changements entre
deux instants de simulation) pour abaisser la complexité en O(1) en moyenne. Cependant,
ces deux méthodes ne fonctionnent que pour des objets convexes. Lorsque les objets ne le
sont pas, les auteurs proposent une décomposition des objets en parties convexes. Chaque
partie convexe est alors traitée indépendamment. Les approches de ce genre sont réservées
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aux objets rigides pour lesquels la décomposition peut être précalculée, car les algorithmes de
segmentation convexe [qhu] sont trop complexes pour une utilisation pendant la simulation.

Les cartes de distance : ces méthodes s’appuient sur l’utilisation de la fonction de distance
signée d(x) [EHK+00] pour identifier l’intérieur et l’extérieur des objets. Ainsi la notion
d’intersection entre un objet et un point est définie naturellement comme :







d(x) > 0 pas de collision

d(x) = 0 contact

d(x) < 0 pénétration

(1.20)

Comme l’évaluation d’une telle fonction d n’est pas triviale, on utilise souvent une grille de
voxels contenant la discrétisation de la carte de distance précalculée [FSG00]. Cette carte
associe à tout point de l’espace un scalaire indiquant la distance qui sépare le point du bord
de l’objet le plus proche. On trouve dans [HZLM02], [HZLM01], [KLM02] [KOLM02], des
méthodes de détection de collision basées sur des cartes de distance ; les cartes de distance
étant calculées avec le GPU. On trouve aussi dans [HLC+01], un algorithme de conversion
d’objets maillés en carte de distance basé sur la propagation de front (feu de forêt). Lorsque le
stockage complet d’une grille 3D consomme trop de mémoire, celle-ci peut être remplacée par
une version adaptative nommée ADF (Adaptive Distance Field [FPPJ00]). Dans [BMF03],
les objets sont représentés par un ADF ; ADF utilisé pour traiter la collision entre des objets
volumiques et des tissus. Lorsqu’une collision est détectée, le tissu est repoussé, de manière
plausible, hors de l’objet (fig. 1.22).

Fig. 1.22 : Un tissu, en collision avec un solide, est repoussé de manière plausible. (Extrait de
[BMF03]).

L’utilisation d’une discrétisation de la fonction de distance peut poser des problèmes de
précision. [HLC+01] propose de remplacer cette carte par une table qui associe à chaque voxel
la primitive la plus proche. La grille de voxel sert alors uniquement de table d’accès rapide
à la primitive la plus proche et la distance est calculée explicitement entre le point et la
primitive géométrique. Une approche similaire est utilisée par [GS05] qui discrétise l’espace
autour de l’objet et projette la discrétisation en coordonnées polaires [Weid] sur une sphère
englobante. La sphère sert donc de table d’accès rapide (Lookup Table dans [EL00]) associant
aux coordonnées polaires les primitives des objets les plus proches. L’utilisation de structures
précalculées, pour évaluer rapidement la fonction de distance, limite l’usage des cartes de
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distance aux seuls objets rigides. Néanmoins, l’utilisation de la carte s’est aussi étendue à la
gestion des objets déformables [HFL00][FL01].

Fig. 1.23 : Les modèles à base de carte de distance représentent souvent les intersections entre objet
rigide et tissu. (extrait de [FSG00])

Un dernier point important est le choix du maillage des objets. En effet, la fonction de
distance est évaluée en un certain nombre d’échantillons qui correspond, en général, aux
sommets du maillage des objets à tester. On illustre sur la figure (1.24) des cas où la collision
est manquée. Dans le chapitre (4), on présente une solution à ce problème en ne calculant
plus la pénétration sur les points des objets mais sur les segments en intersection.

Fig. 1.24 : L’utilisation des cartes de distance suppose que les objets soit finement discrétisés pour
éviter de manquer des collisions (à gauche - entouré en rouge) ; certains auteurs proposent de rallonger
la distance de détection (à droite).

Intersection volumique : les méthodes que nous venons de présenter permettent de retourner
une mesure de l’intersection. Cette mesure est bien souvent une distance, locale ou globale,
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entre les deux objets. Bien que moins courante, l’utilisation du volume comme mesure de
l’intersection est aussi possible. Dans [HTG03], on trouve une méthode de calcul du volume
d’intersection de deux objets ; cette méthode s’appuie sur l’utilisation du hardware 3D pour
obtenir une discrétisation volumique des objets et de leur intersection. La méthode est
intéressante, mais les temps de calcul trop importants semblent être un frein à son utilisation.
En plus, un calcul de réponse par contrainte d’intersection vide (pénalité, multiplicateurs de
Lagrange), suppose qu’on puisse évaluer le gradient suivant les différents degrés de liberté.
Comme il s’agit d’une formulation purement discrète, il faut procéder par différenciation
numérique, ce qui est coûteux ([Weie]).

Détection spatio-temporelle

La détection spatio-temporelle propose de prendre en considération le mouvement
intermédiaire des objets entre deux pas de temps [WW86] [Wan00]. C’est un aspect qui n’est
pas pris en compte par les méthodes purement spatiales. Ne pas en tenir compte peut conduire
à des simulations incohérentes, les objets se traversant les uns les autres sans qu’aucune
collision ne soit détectée. La quantité de collision manquée est d’autant plus sensible que
les objets sont rapides ou bien alors très fins (comme les tissus). Comme le mouvement
intermédiaire n’est pas connu, il est approché à l’aide de techniques d’interpolation (fig. 1.25).
Dans le cadre d’une simulation de tissu, [BFA02] s’appuie sur une méthode spatio-temporelle.
Les tissus sont représentés par des maillages triangulés. Le mouvement intermédiaire est
obtenu par interpolation linéaire du mouvement des triangles. Une telle approche donne de
bons résultats visuels. Elle reste néanmoins trop lente pour être exploitée en temps réel.
L’interpolation linéaire du mouvement est inadaptée pour interpoler des objets soumis à une
rotation. C’est pourquoi, dans [RKC02], le mouvement intermédiaire est considéré comme un
mouvement de vissage bien adapté pour interpoler le mouvement des objets rigides.

Fig. 1.25 : Entre deux instants discrets, deux objets peuvent entrer en collision sans que celle-ci soit
détectée.
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1.3.5 Accélération de la détection des intersections

Les algorithmes de détection des intersections sont en général très coûteux. Par exemple,
l’intersection géométrique de surfaces triangulées déformables nécessite l’exécution d’un test
d’intersection triangle-triangle pour toutes les paires de triangles. Une large part de la
recherche en détection des intersections s’est concentrée sur l’accélération de la phase de
détection des intersections. Les méthodes d’accélération ont deux objectifs : le premier
est l’établissement rapide de la non-intersection de deux objets composés de nombreuses
primitives, le second, la localisation des primitives effectivement en intersection.

Partitionnement spatial

Les méthodes de partitionnement spatial divisent l’environnement global en cellules,
de manière à localiser plus efficacement les primitives en intersection. Il existe un grand
nombre de techniques de partitionnement spatial dont les propriétés sont assez connues
pour être largement étudiées dans le domaine de la visualisation et du rendu, en particulier
dans les domaines du lancer de rayons [CDP95] et de la radiosité. Parmi les méthodes de
partitionnement spatial, on distingue celles qui effectuent un partitionnement absolu de
l’espace (comme les grilles de voxel) de celles basées sur la géométrie de l’environnement
comme les BSP [faq] ou les portails [LG95]. Les techniques de BSP/portails découpent
l’environnement en cellules de manière à réduire le nombre de test à effectuer ; deux objets ne
peuvent être en collision que s’ils appartiennent à la même cellule (fig. 1.27). Les méthodes
à base de BSP/portails sont à privilégier lorsque l’environnement est quasi statique. Par
contre, pour un environnement dynamique, on priviligie plutôt un partitionnement absolu
comme grille volumique ou un octree (partionnement spatial) ; les primitives des objets y
sont insérées. Pendant l’insertion, on teste l’intersection entre les primitives déjà présentes
dans la cellule de la grille avec les primitives en cours d’insertion. On peut observer, sur
la figure (1.26), différentes stratégies de grilles de voxel. Avec une résolution de grille trop
faible, celle-ci est ineffective . Si la résolution est trop grande, l’insertion d’un unique objet
risque de recouvrir un nombre trop important de primitives. Dans [BGAM04], une méthode
de dimensionnement automatique de la grille de voxel est présentée pour éviter les problèmes
de sur/sous-échantillonnage. Dans [THM+03], la grille de voxel est remplacée par une table de
hachage. Cela économise de la mémoire tout en étendant l’utilisation des grilles de voxel à des
environnements non bornés. [Edw] propose d’éviter les problèmes liés au dimensionnement
de la grille en utilisant une approche multirésolution (octree). Une approche mixte est encore
présentée dans [CDP95] où les objets sont triés par taille, puis insérés dans des grilles de
résolution adaptées à leur taille.

Le sweep and prune

Le sweep and prune [CLMP95] est une technique d’accélération de la détection de collision
efficace, basée sur la réduction dimensionnelle : soit ns objets dont on veut tester les
intersections paire à paire. Une approche brutale nécessite n(n+1)

2 tests d’intersection entre
paires d’objets. L’utilisation du sweep and prune ramène cette complexité à O(n.logn) dans le
pire des cas, et en O(n) lorsque le mouvement des objets est peu rapide. Le principe du sweep
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Fig. 1.26 : Grille de voxel : a) grille uniforme et distribution uniforme. b) grille uniforme et
distribution non uniforme. c) Grille uniforme de résolution plus fine. d) Octree.

Fig. 1.27 : a) un environnement statique ; b) découpage en BSP : on choisit un plan qui divise
l’espace en 2 sous-espaces ; c) la segmentation “portail” est une segmentation logique qui divise l’espace
en zones connectées par des ouvertures.

and prune est de projeter les bornes des objets sur un axe, puis de recenser les paires d’objets
dont les bornes s’intersectent à l’aide d’un algorithme de tri. Lorsque le nombre d’objets en
collision est élevé, un tri en temps linéaire, comme le radixsort, est recommandé. Lorsque
la cohérence temporelle est importante, l’usage d’un “tri bulle” permet de s’approcher de la
borne O(n) en moyenne. La méthode du sweep and prune ne peut identifier les paires en
intersection mais seulement les paires qui ne le sont pas. Pour augmenter l’efficacité de la
méthode, on répète, sur plusieurs axes, l’algorithme du sweep and prune. Les objets qui ne
s’intersectent pas sur tous les axes sont rejetés hors du test d’intersection (fig. 1.28).

Fig. 1.28 : Deux étapes du sweep and prune, on teste les intersections entre les projections des objets.
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Le principe de la réduction dimensionnelle est repris dans l’algorithme Cullide [GRLM03].
La projection des objets sur un axe 1d est remplacé par la projection sur un plan (fig.
1.29). La phase de projection sur le plan bénéficie du hardware de rendu 3d et des nouvelles
extensions comme le test d’occlusion. Deux objets, dont les projections ne s’intersectent pas,
sont forcément disjoints. La méthode est très efficace du point de vue des temps de calcul
et est retenue dans [GKJ+05] et [JKG+05]. Cependant, on remarque que, contrairement à la
méthode du sweep and prune, le fait d’utiliser le rendu graphique suppose une discrétisation
spatiale des objets pouvant induire des erreurs ; ce dernier point est traité dans [GLM04].

Fig. 1.29 : Cullide : les objets sont projetés sur un plan à l’aide du hardware 3D. Les tests d’intersection
entre leurs projections sont réalisées à l’aide de la carte 3D.

Les volumes englobants

La manière la plus courante de détecter rapidement la non-intersection de deux objets
complexes consiste à englober ces-derniers dans un volume dont le test d’intersection est
simple. Ainsi, au lieu de tester l’intersection de chacune des primitives des objets A et B, il
suffit de tester l’intersection entre leurs volumes englobants. Le choix du volume englobant fait
l’objet de nombreuses études. Généralement, on estime que la qualité d’un volume englobant
est définie par les propriétés suivantes :

– la puissance d’approximation d’une géométrie donnée ; elle se mesure avec la distance
de Hausdorff ; [Weib].Plus l’objet est bien approché par sa primitive englobante, plus le
nombre de faux positifs (indiquant une collision alors qu’il n’y en a pas) est faible ;

– la complexité du test d’intersection ;
– la complexité du calcul de construction et de mise à jour du volume englobant à partir

de la géométrie de l’objet.
On observe sur la figure (1.30) quelques volumes englobants couramment utilisés. Dans le
cadre de la détection de collision entre objets déformables, on privilégie les volumes simples
à mettre à jour (comme les bôıtes alignées sur les axes (AABB)[vdB01]), ou dont le test
d’intersection est rapide (comme les sphères [Hub93]). Cependant, ces primitives ne possèdent
pas la même efficacité lorsqu’il s’agit d’approcher une géométrie donnée ; la différence entre
la forme de l’objet et la primitive englobante est plus importante avec des sphères ou des
AABB que pour des bôıtes orientées (OOBB) [GLM96] ou des K-Dop [KHM98]. Sur la figure
(1.30), nous présentons quelques volumes englobants courants (il en existe d’autres, comme
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[KPLM97][BCG+96]). On représente sur l’axe vertical de la figure, les processus de mise à
jour suivant les possibilités du mouvement des objets (rigides, déformables, découpables).

Fig. 1.30 : Quelques volumes englobants : Sphère, AABB, OOBB, K-Dop.

Hiérarchie de volume englobant

Les hiérarchies généralisent l’utilisation des volumes englobants et localisent les primitives
des objets en intersection avec une complexité en O(n.logn). On peut évaluer les performances
d’une hiérarchie à partir des critères suivants :

– la puissance d’approximation d’une hiérarchie dépend de la primitive englobante utilisée
(voir la section précédente) ;

– l’existence d’algorithme de mise à jour racine-feuilles (top-down) ou feuilles-racine
(bottom-up) ;

– l’algorithme de construction.
Dans [Hub95] et [Hub96], Hubbard propose d’employer des hiérarchies de sphère pour tester les
intersections entre objets rigides. Dans [BO02], [BO04], différents algorithmes de construction
de hiérarchie de sphère à partir de modèles triangulés sont présentés et expérimentés.Les
hiérarchies de sphère ont la particularité d’être utilisées comme des hiérarchies de volume
englobant mais également comme primitives de modélisation à partir desquelles un calcul de
réponse est possible [ODGB01][OD01], [OD99]. Cette dualité entrâıne le développement de
méthodes interruptibles [DO00], dans lesquelles la profondeur d’exploration de la hiérarchie est
bornée par le temps de calcul alloué au processus de collision. Si les hiérarchies de sphère ont de
bonnes propriétés, leur usage se limite bien souvent à la détection d’intersections entre objets
rigides. On peut cependant noter les travaux publiés dans [JP04], présentant une technique
de mise à jour très efficace de hiérarchies de sphère pour les objets dont les déformations
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s’expriment comme une combinaison linéaire des modes de déformations obtenus par Analyse
Modale. L’usage des hiérarchies de volume englobant est quasi systématique lorsque les objets

Fig. 1.31 : SphereTree produit par l’algorithme de [BO02]

sont rigides ; les K-Dops ou les OBB étant de bonnes primitives en raison de leurs capacités
à représenter la géométrie des objets. Dans [vdB01], puis [vdB97], Van Den Bergen propose

Fig. 1.32 : Hiérarchie de K-Dop [KHM98].

l’utilisation de hiérarchies de bôıtes englobantes alignées (AABVH) sur les axes pour tester
la collision d’objets déformables. Dans le contexte des objets déformables, il semble que les
hiérarchies à base d’AABB soient à privilégier. Dans [MKE02], les auteurs étudient l’usage
des K-Dops pour la détection de collision de tissus.

Comme le remarque [Mes03], les méthodes à base de hiérarchies ne traitent pas le cas des
objets découpables. En effet, changer la topologie de l’objet suppose de changer la topologie
de la hiérarchie qui doit alors être reconstruite. Différents travaux récents traitent de ce point
particulier ; dans [SGG+06], les auteurs proposent une nouvelle méthode d’accélération de la
détection de collision basée sur les cartes 3d qui permet de traiter les objets qui se fracturent ;
dans [LAM06], les auteurs proposent un algorithme original de création de hiérarchie, qui
à la volée, permet la construction de la hiérarchie. L’intérêt de l’approche de [LAM06] est
d’être compatible avec les architectures courantes de collision. L’approche de [SGG+06] semble
par contre plus performante. On notera enfin que l’algorithme de segmentation dynamique
présenté au chapitre (5) peut aussi servir pour mettre à jour une hiérarchie de volume
englobant bien que nous ne l’ayons pas développé dans ce but.
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Autres techniques d’accélération

Il existe d’autres techniques d’accélération de la détection des intersections dont l’usage
est plus marginale.

L’accélération cinématique : l’intégration d’informations supplémentaires, comme le
mouvement des objets, accélère la phase de détection de collision par la construction de
prédicats de non intersection. Ainsi, lorsque deux objets ne sont pas en collision et qu’ils
s’éloignent l’un de l’autre, on peut se dispenser de tester leur intersection [BEG+99].

Les techniques stochastiques : des techniques stochastiques sont introduites afin de diminuer
la complexité inhérente au calcul de détection des intersections entre des objets composés
d’un grande nombre de primitives. Dans [SKSH03], des particules mobiles sont déposées à la
surface des objets. Ces particules cherchent ensuite à se déplacer à la surface du maillage de
manière à minimiser la distance qui sépare les objets. Pour fonctionner, une telle approche
suppose d’utiliser un nombre suffisant de particules pour détecter correctement toutes les
collisions entre des objets concaves. En pratique, on peut estimer qu’avec une particule
par composante convexe, on arrive à détecter les collisions. Les techniques stochastiques se
rapprochent des méta-heuristiques de minimisation globale [Wikc]. Les particules peuvent
tomber dans des minima locaux et ne plus en ressortir. [KNF04] et [RCFC03] font l’étude de
règles de déplacements de particules afin de garantir un nombre suffisant de particules pour
détecter les collisions.

1.4 La résolution des équations du mouvement

Nous avons présenté comment sont modélisées les déformations et les collisions entre
objets. Le calcul effectif du mouvement des objets est le dernier élément essentiel pour
composer un moteur de simulation. Le calcul de l’animation finale est obtenu par résolution
numérique des équations différentielles obtenues à partir des objets composant la scène et
de la modélisation des collisions. On distingue deux formulations différentes coexistantes :
dans la première, le calcul du mouvement dynamique des objets suppose un processus
d’intégration temporelle qui, à partir d’une configuration donnée, permet de calculer une
nouvelle configuration ; dans la seconde, l’aspect dynamique de l’animation est ignoré, la
simulation est perçue comme un problème de minimisation énergétique statique (résolu à
l’aide de méthodes de minimisation). La figure (1.33) représente de manière intuitive ce
qui se passe lorsqu’on simule un objet. Les lois de comportements intrinsèques décrivent
les propriétés matérielles d’un objet, tandis que les lois de comportements extrinsèques
traduisent la manière dont deux objets vont évoluer lors des situations de contact. Ces lois
sont discrétisées spatialement au travers d’une représentation géométrique. En général, la
simulation mécanique aboutit à l’expression suivante :

M ẍ + Dẋ + K(x).x = f (1.21)

où x représente la position, ẋ représente la vitesse, et ẍ l’accélération des degrés de liberté
de l’objet. La matrice M représente la matrice de masse et D la matrice d’amortissement.
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Fig. 1.33 : Résolution des équations décrivant le mouvement des objets simulés.

La matrice K représente la matrice de raideur de l’objet et f les forces. On priviligie les
matrices diagonales, bandes ou creuses, car elles simplifient les calculs. On parle de résolution
dynamique du système, lorsqu’on résout directement l’équation 1.21. Si les termes mettant
en jeu les dérivées temporelles sont supprimés (eqn. 1.22), on arrive alors à une formulation
statique du problème.

M ẍ + Dẋ
︸ ︷︷ ︸

dérivée suivant le temps

+K(x).x = f (1.22)

1.4.1 Le cas de la résolution dynamique

Dans le cadre dynamique, le mouvement des objets se calcule comme une suite de positions
à des instants t successifs. L’équation différentielle d’ordre 2 (eqn. 1.21) est reformulée sous
la forme de deux équations d’ordre 1 appelée forme de Cauchy. A partir d’une équation du
type ẍ = f(t, x, ẋ), on pose :

{

ẋ = v

v̇ = f(t, x, v)
(1.23)

V =

[

x

v

]

(1.24)

δ

δt

[

x

v

]

= f(t,

[

x

v

]

) (1.25)

δV

δt
= f(t, V ) (1.26)

Cela revient à résoudre un système d’équations différentielles ordinaires du premier ordre.
De même, le vecteur noté V , dans l’équation 1.24, est communément appelé vecteur d’état ;
la simulation consistant à calculer les vecteurs d’état (notés V (ti)) successifs. Pour cela, il y
a deux possibilités :
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– la première utilise, pour le calcul de V (ti), les dérivées aux instants précédents : on
parle dans ce cas de méthodes explicites. Suivant le schéma de discrétisation adopté, il
existe différentes méthodes explicites plus ou moins précises. La précision des méthodes
explicites est un critère important. Ces erreurs tendent à augmenter l’énergie de la
simulation à chaque pas de temps. Il en résulte un phénomène de divergence qui entraine
l’arrêt de la simulation. En pratique, on retiendra que les systèmes raides sont aussi
plus difficiles à résoudre ; l’erreur s’y accumulant plus vite. La raideur du système est
conditionnée par la rigidité des objets mécaniques (mou/rigide) et par la rigidité des
collisions. Face à ce problème de stabilité, on peut diminuer le pas de temps, ce qui évite
la divergence de la simulation si on fait de la détection de collision spatiale ; diminuer
le pas de temps réduit aussi le risque de manquer des collisions. Par contre, il implique
une augmentation des calculs.

– la seconde résout un système d’équations dont les dérivées V (ti) à l’instant courant
(c’est-à-dire ti) sont des inconnues : il s’agit des méthodes implicites. Les méthodes
implicites supposent la résolution d’un système non-linéaire : par linéarisation du
système, puis utilisation de méthodes exactes (Gauss ou décomposition LU), ou encore
par des méthodes itératives (technique du gradient conjugé) [gsl]. Quelle que soit la
méthode choisie, la résolution du système implicite est nettement plus coûteuse. En
contrepartie, l’intégration implicite du mouvement ne souffre pas des mêmes problèmes
de stabilité que ceux rencontrés avec les méthodes explicites [BW98].

Une étude complète des différentes techniques d’intégration est disponible dans [Hil02].
La résolution des interactions entre les objets suppose que les vecteurs d’état soient regroupés
et résolus de manière globale. Cette contrainte est assez forte, car elle suppose l’utilisation
d’un pas de temps commun à tous les objets et le plus petit possible pour garantir la stabilité
du système. Pour ces raisons, on découple [Hil02] les objets de comportement mécanique
différent ; cela permet de n’utiliser un petit pas de temps que pour les objets de raideur
élevée. Cependant les collisions doivent toujours être résolues de manière globale. [Deq05]
propose une architecture qui découple complètement les objets. Il contraint les collisions à
une méthode de pénalité, les forces de pénalité étant ajoutées de manière explicite au bilan
des forces de l’objet.

1.4.2 Le cas de la résolution statique

Lorsque les termes dépendant du temps sont négligés (1.21), on parlera de résolution
statique. Le système à résoudre se ramenant à :

K(x).x = f (1.27)

On cherche un état d’équilibre, une configuration unique x, minimisant l’énergie du système
en fonction des forces externes f . Le défaut principal de ce genre d’approche est celui de
passer instantanément d’une position à une autre, sans position intermédiaire, sans cohérence
temporelle. Pour émuler le comportement dynamique de l’objet, on utilise un algorithme
de résolution de système linéaire itératif. Chaque étape de résolution est alors associée
à l’avancement d’un pas de temps. En général, l’approche statique est bien adaptée à la
simulation d’objets déformables fixés ou contrôlés par l’utilisateur.
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1.4.3 Contraintes temporelles d’un environnement virtuel simulé

L’utilisation d’un moteur de simulation pour modéliser un environnement virtuel implique
un certain nombre de contraintes relatives au paramétrage du pas de temps. En effet, les seuls
critères de paramétrage du pas de temps d’une simulation non-interactive sont le temps de
calcul de la simulation et sa stabilité. Ces critères ne suffisent plus lorsque l’utilisateur agit
sur la simulation. Pour cela, il faut poser une certain nombre de contraintes :

– la synchronicité des temps : les actions de l’utilisateur doivent être synchrones avec
l’environnement simulé. Il faut que le temps tel qu’il est vu au niveau de la simulation
soit identique au temps réel écoulé pour l’utilisateur. Cette contrainte implique que
l’intégralité du mouvement pendant un pas de temps ∆t soit calculée en un temps
inférieur à ∆t.

– la latence : le critère de synchronicité n’est pas suffisant pour avoir une simulation
interactive de bonne qualité. Pour cela, il faut ajouter la contrainte de latence. Cette
latence, mesurée en ms, est la différence entre une modification de la scène et sa
perception par l’utilisateur. Lorsque l’utilisateur n’agit pas sur la scène, une borne
maximale de la latence peut être définie à partir de la persistance rétinienne, soit
1s
25 = 40ms. Cette borne devient insuffisante pour un périphérique haptique dont le
seuil de persistance est situé au delà des 300Hz7. Cela signifie qu’un utilisateur qui agit
sur la simulation s’attend à percevoir le résultat en moins de 1

300 = 3.3ms.
Lorsque les contraintes de synchronicité et de latence sont respectées, le pas de temps (et donc
le temps de calcul) est inférieur à 3.3ms, on parle de simulation temps-réel . Malheureusement,
une durée de 3.3ms n’est pas suffisante pour simuler des environnements complexes (une
dizaine d’objets), c’est pourquoi on a parfois recours au terme de temps interactif. Cela signifie
que les contraintes ne sont pas respectées, mais que cela nuit peu (notion toute relative) à
l’interaction. Nous avons observé dans nos tests qu’une désynchronisation des temps d’un
facteur deux entre le temps simulé et le temps utilisateur constitue une limite acceptable pour
l’interaction. Une étude plus fine, basée sur la perception et la psychologie, serait nécessaire
pour quantifier de manière plus précise une telle limite d’acceptabilité de la désynchronisation.

1.5 Découpe de modèles mécaniques

Un objet découpable est un objet qui subit des changements topologiques de suppression de
voisinage ; l’opération de découpe consistant à briser une relation entre deux éléments voisins.
Les incidences d’une découpe sur la simulation mécanique sont nombreuses. D’une part, la
notion de voisinage est intimement liée aux processus de modélisation mécanique (mécanique
des milieux continus, maillage) et d’autre part, l’efficacité des techniques d’animation temps-
réel et d’accélération de la détection de collision reposent sur des structures de données qui
sont précalculées avant la simulation. Dans cette thèse, le même terme de découpe regroupe
plusieurs situations réelles différentes. Ce peut être à la fois le résultat obtenu par la fracture
d’un objet ou un organe découpé par le scalpel d’un chirurgien ; la différence réside dans la
manière dont est généré le profil de découpe. En pratique, ce n’est qu’une fois ce profil calculé
qu’on applique réellement la découpe au modèle mécanique. Suivant que le modèle est simulé à

7On trouve dans la littérature un certain nombre de mesures de ce seuil de persistance haptique. Suivant
les études, le phénomène de persistance commence pour des fréquences de 300Hz jusqu’à 1000Hz.
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l’aide d’une technique avec/sans maillage, l’application réelle de la découpe est plus ou moins
complexe. La découpe d’objet virtuel a déjà fait l’objet d’un certain nombre de travaux, dont
nous nous sommes inspirés, pour faire cet état de l’art [Cot98][For03] [Nie03][MBF04].

1.5.1 Calcul du profil de découpe

Dans la suite du mémoire, nous distinguerons deux types de profil de découpe : celui
produit par un outil, et celui produit par une fracture de l’objet. Dans le cadre de la simulation
médicale, il est important de modéliser le processus de découpe des organes. En général, on
procède de façon discrète, en approchant le chemin suivi par l’outil. C’est ce chemin qui définit
le profil de la découpe [GCMS00b]. Le profil de découpe est fourni par l’utilisateur, ce qui
n’est pas le cas lorsqu’on modélise la fracture ; ce processus de fracture intervenant lorsqu’un
objet est soumis à des efforts mécaniques trop importants. La modélisation des fractures
s’appuie sur la mécanique des milieux continus ; le profil de la découpe étant obtenu par
les théories physiques adaptées [Ngu90]. Dans [Nie03], on trouve des approches intermédiaires
entre la découpe géométrique et la fracture. Elles modélisent de manière physique l’interaction
entre l’outil du chirurgien et le matériau, matériau qui se déforme et finit par se fracturer.
L’approche suivie dans la thèse concerne uniquement l’insertion d’une aiguille dans un objet
déformable. De telles modélisations ad-hoc peuvent traduire les fractures qui se forment et
permettre d’obtenir une simulation crédible.

1.5.2 Découpe dans les modèles maillés

Les méthodes de simulation les plus courantes s’appuient sur l’utilisation d’un maillage. La
découpe de tels objets est possible en modifiant directement le maillage. Cependant le maillage
doit rester de qualité pour le calcul numérique (ch. 1.2.2.0). Cette contrainte de qualité est
particulièrement sensible lorsqu’on utilise des Éléments Finis pour résoudre les équations de la
mécanique des milieux continus. Pour garantir une bonne précision à la méthode de résolution,
il faut que les éléments soient de taille identique et qu’il n’y ait pas d’éléments dégénérés.

Dans le cadre de la méthode des Éléments Finis, le maillage devrait être recalculé pour
tenir compte de la nouvelle forme de l’objet. Mais recalculer complètement le maillage n’est
pas envisageable : les temps de calculs pouvant être de l’ordre de l’heure, si on utilise certains
algorithmes [Mol04] ! C’est pourquoi des alternatives au remaillage sont proposées : 1) la
suppression d’éléments, 2) la séparation de faces, 3) la subdivision d’éléments, 4) le remaillage
local, 5) la multireprésentation.

Suppression d’éléments

La suppression d’éléments est probablement la manière la plus simple d’implémenter des
opérations de découpe et de fracture [Cot98]. Suivant la technique d’animation utilisée, on
supprimera un ressort, une facette, ou bien un tétraèdre du maillage servant de support aux
calculs mécaniques. Par cette opération, le nombre de noeuds mécaniques diminue et par là
même, les temps de calcul, ce qui présente un intérêt certain. Lors de découpe par suppression
d’éléments, il faut faire attention à garder la cohérence du maillage initial. Par exemple, la
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suppression d’éléments dans un maillage tétraédrique entrâıne l’apparition de points singuliers
qui doivent être traités de manière adéquate [FDA02].

Fig. 1.34 : Découpe par suppression d’éléments. De gauche à droite : a) Les éléments intersectés
par la découpe sont supprimés. b) L’objet découpé a perdu une partie de sa masse, le front de coupe
n’est pas visuellement satisfaisant. c) Découpe améliorée, les éléments intersectés sont subdivisés ; les
éléments restant en intersection sont supprimés.

La suppression des éléments entrâıne aussi l’apparition d’artefacts visuels (c’est
grossièrement découpé !) et mécaniques : il y a suppression de matière (fig. 1.35).

Fig. 1.35 : Découpe par suppression d’éléments. On observe que la suppression d’éléments est
satisfaisante lorsque la découpe est irrégulière, mais qu’elle ne permet pas de représenter une découpe
fine. (Extrait de [Cot98])

Séparation de faces

La technique de séparation de faces possède le même objectif que celui de la suppression
d’éléments, à savoir : permettre la découpe d’un objet déformable sans entrâıner de baisse de
performance de la simulation.La technique consiste à séparer les éléments du modèle le long
des bords de ces-derniers (fig. 1.36). Le nombre d’éléments à simuler reste constant, ce qui
est très avantageux en terme de performance. En plus, il n’y a pas de disparition de matière
dans le système mécanique, ce qui est une propriété recherchée.
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Fig. 1.36 : Découpe par séparation, de gauche à droite : a) Recherche des arêtes/faces qui approchent
le front de coupe. b) Séparation des arêtes. c) Amélioration du résultat visuel en projetant les faces
séparées sur la découpe.

La technique de séparation de faces donne de bons résultats en 2d ; ainsi, dans le cadre du
développement d’un simulateur de capsulo-rexis, nous avons expérimenté cette approche pour
découper un tissu animé à l’aide d’un maillage masses-ressorts. Pour adoucir les bords de la
découpe, on a recours à une technique de subdivision (Spline) (fig. (1.37). Si les résultats sont
très convaincants en 2d, on remarque que l’extension de la séparation de faces à la découpe
volumique est problématique, et n’a, semble-t-il, pas été traitée. La difficulté de l’extension
3d provient de l’identification de la liste de faces à séparer et de la manière dont ces faces
devraient être projetées sur le chemin de l’outil sans créer de distorsions du maillage.

Fig. 1.37 : Découpe du rhexis (tissu à la surface l’oeil). On utilise la technique de la séparation de
faces.

Découpe par subdivision d’éléments

La découpe par subdivision consiste à ne découper que les éléments du maillage qui
intersectent le front de découpe (fig. 1.38). Suivant le type d’éléments composant le maillage,
différents profils de découpe sont utilisés. Dans [MK00], les auteurs proposent une liste de
motifs de découpe d’éléments triangulaires et tétraédriques.

On peut remarquer que le nombre d’éléments augmente à chaque opération de découpe. Pour
éviter qu’il ne croisse trop vite, [BGTG04] propose de ne subdiviser effectivement un tétraèdre
que lorsqu’il n’est plus en intersection avec l’outil de découpe. Un automate évalue alors, pour
les tétraèdres en cours de découpe, quel motif de subdivision est le plus adéquat.
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Fig. 1.38 : Découpe par subdivision : suivant le profil de la découpe, des éléments mal conditionnés
– représentés en rouge – peuvent apparâıtre.

Fig. 1.39 : Découpe par subdivision : les primitives qui intersectent le front de découpe sont
subdivisées. La zone découpée est visuellement satisfaisante. On remarque l’apparition rapide de
primitives non régulières (en rouge sur le dessin).

La découpe basée sur la subdivision reproduit fidèlement (fig 1.39 )la forme de la découpe en
un temps de calcul compatible avec la simulation temps-réel . En contrepartie, les éléments
générés à l’issue de la subdivision sont de très mauvaise qualité (fig. 1.38). L’animation de
maillage comportant des éléments mal conditionnés suppose une technique basée soit sur les
masses-ressorts, soit sur les d’Éléments Finis inversibles [ITF06].

Remaillage

Hors du contexte de la simulation temps-réel, un certain nombre d’auteurs ont proposé
des techniques de remaillage local [OH99][OBH02]. Ces méthodes régularisent le maillage
aux alentours du front de découpe ; cela permet de diminuer le nombre d’éléments mal
conditionnés.

On citera enfin les travaux suivants [GO01][GCMS00a], qui sont intermédiaires entre les
méthodes par subdivision et les méthodes par remaillage : d’une part, il y a subdivision des
éléments découpés et d’autre part, remaillage par la création d’un modèle multirésolution du
maillage à simuler.



1.5. Découpe de modèles mécaniques 59

Fig. 1.40 : Découpe par remaillage : elle entrâıne une augmentation rapide du nombre d’éléments à
simuler.

Le Virtual node : la multireprésentation

On décrit la multireprésentation plus en détail dans le chapitre suivant (2.1.3). L’idée de
base est de découpler le volume de matière simulé du volume de matière affiché ; l’affichage
est alors contrôlé par le déplacement des points mécaniques. Dans l’approche de Molino
[MBF04], les objets sont immergés dans un maillage tétraédrique et simulés à l’aide de la
méthode des Éléments Finis. Pendant les découpes, le maillage affiché et le maillage simulé
se différencient. Cela permet d’avoir des découpes/fractures visuellement satisfaisantes (fig.
1.41) tout en offrant les avantages suivants :

– stabilité : aucun élément mal conditionné n’est inséré dans la simulation.
– rapidité : le nombre d’éléments n’augmente que peu.

Fig. 1.41 : Découpe par la technique du virtual node ; à gauche, sans virtual node, des éléments
mal conditionnés apparaissent. A droite, l’objet (en orange) est découplé du maillage ; les tétraèdres
découpés étant dupliqués.

Une approche assez semblable est présente dans [MTG04] où des objets complexes sont
immergés dans une grille de voxel et animés par la méthode des Éléments Finis. Les faces de
la grille de voxel peuvent se séparer et ainsi simuler des comportements de fracture, l’affichage
suivant les fractures du maillage mécanique.

De notre point de vue, la multireprésentation est actuellement la seule approche qui
permette, à la fois d’utiliser une méthode de simulation physiquement validée (FEM), et
une découpe fine des objets, le tout, dans une simulation temps-réel.
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Fig. 1.42 : Extrait de [MBF04] : résultat obtenu par la méthode du virtual node.

Découpe par contrôle de la fonction de base

La plupart des techniques de découpe modifient directement le maillage de l’objet.
Pourtant, une découpe peut être insérée à l’aide du contrôle de la base de l’interpolation.
On décrit plus en détail le principe de la découpe par contrôle de la fonction de base dans
le chapitre suivant. Pour l’instant, on retiendra que c’est une méthode largement employée
en mécanique, sous le nom d’Éléments Finis Étendus (XFEM) [SMMB00]. L’avantage de la
découpe par contrôle de la fonction de base est que le nombre d’éléments simulés (et leur
forme) ne change pas. On peut trouver une utilisation de la méthode des XFEM pour la
simulation en temps réel d’objets déformables [VVW04].

1.5.3 Découpe dans les modèles sans maillage

Les modèles animés par des méthodes sans maillage se prêtent plus naturellement à la
découpe. En effet, pour garantir la stabilité de la simulation, les méthodes qui sont basées
sur un maillage imposent que celui-ci soit de bonne qualité (sans éléments dégénérés) hors
cela suppose des temps de calcul très importants. En ne reposant pas sur maillage pour
représenter la géométrie des objets, les méthodes sans maillage peuvent intégrer la découpe
nettement plus facilement. Dans [MKN+04], un graphe est construit, traduisant la proximité
des sphères utilisées par le processus d’interpolation du champ de déplacement. Lors des
phases de changement topologique, le graphe est supprimé puis reconstruit pour fixer la
nouvelle forme de l’objet. Dans un tel objet, la découpe consiste simplement à supprimer
des arêtes du graphe. Le domaine de la mécanique s’est aussi intéressé à la découpe dans les
modèles sans maillage. Différentes méthodes de contrôle topologique modifient la fonction de
distance (et donc implicitement la topologie) utilisée par le processus d’interpolation de la
géométrie. Certaines approches proposent de remplacer la distance euclidienne par la distance
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géodésique : le plus court chemin ne sortant pas de l’objet. D’autres s’appuient sur une notion
de transparence qui décrit la visibilité entre deux noyaux d’interpolation. La fonction de poids
prend alors en compte ce facteur de visibilité et diminue d’autant l’influence d’un échantillon.

Fig. 1.43 : Différents critères de contrôle topologique : la visibilité, la diffraction et la transparence.

On trouve dans [PKA+05] l’utilisation de telles méthodes appliquées au domaine de la
simulation de fracture pour l’informatique graphique (fig. 1.44).

Fig. 1.44 : Extrait de [PKA+05] qui s’appuie sur un contrôle du mélange.

Conclusion

Cette description des différentes composantes d’un moteur de simulation montre la grande
diversité des problèmes à résoudre (collision, déformation, intégration) ainsi que le grand
nombre d’approches possible pour chacun d’eux.

Au niveau de la simulation mécanique des déformations, les méthodes qui dérivent
de la mécanique des milieux continus ont l’avantage de fournir un cadre formel à la
description précise des lois de comportements : linéaire/non linéaire, isotrope/anisotrope,
matériaux ductiles/fragiles.... En outre, on a vu au travers de nombreuses méthodes,
que des simplifications sont envisageables et permettraient la simulation en temps
réel. Face aux méthodes qui dérivent de la mécanique des milieux continus, on
trouve les méthodes à géométrie discrète. L’utilisation de ces méthodes nécessite un
investissement théorique moindre et ces-dernières peuvent facilement être implémentées
dans un simulateur. En revanche, la description de comportement précis suppose une
modélisation géométrique/mécanique ad-hoc et les phases d’intégration temporelle du
mouvement demandent des intégrateurs robustes ou de petits pas de temps (ralentissant
la simulation).
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Du point de vue de la découpe, les méthodes à géométrie discrète semblent, dans un
premier temps, plus appropriées ; il suffit de briser les relations liant les particules. Ainsi,
dans le cas d’un maillage masses-ressorts, la suppression d’une arête du maillage entrâıne
la suppression des forces de rappel qui lient les particules. En contrepartie, si on cherche à
préserver les propriétés mécaniques (comme la raideur), il faut mettre en place des mécanismes
particuliers assez complexes. Plus précise, la découpe de modèles issus de la mécanique des
milieux continus, se heurte bien souvent à l’utilisation d’un maillage qu’il faut mettre à jour
de manière adaptée. Les méthodes sans maillage sont alors sensiblement plus simples pour
modéliser des processus de découpe, mais leur temps de calcul est aussi plus élevé.

Enfin, au niveau de la détection de collision, on observe une évolution de l’activité de
recherche qui tente de relâcher de plus en plus les contraintes géométriques et topologiques
pesant sur les objets simulés. On s’intéressait initialement aux rigides-convexes puis non-
convexes ; maintenant on s’intéresse aux objets déformables et pour certaines méthodes
récentes aux objets découpables/fracturables.
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Introduction

Comme nous l’avons mis en évidence dans le premier chapitre, les avancées des dernières
années en simulation visent à proposer de nouvelles solutions algorithmiques ou numériques.
Pour construire un logiciel permettant de simuler ensemble des objets variés ainsi que leurs
interactions, il faut concevoir une architecture souple et évolutive et donc nous intéresser au
génie logiciel. Les notions classiques du génie logiciel comme la généricité, la réutilisation de
code ou l’efficacité sont des aspects qu’il est intéressant d’étudier dans le cadre des moteurs
logiciels de simulation. Même si le développement de simulateurs n’est pas notre objectif
premier, le fait de participer, avec l’équipe Alcove, à la création du moteur de simulation Sofa
[sof] a fortement inspiré et structuré le présent travail. Par opposition au chapitre précédant,
nous présentons maintenant, une vue de la simulation d’objets déformables, « teintée » de
génie logiciel. Dans un premier temps, nous recensons et décrivons les différentes manières de
structurer les objets déformables, trouvées dans la littérature : monolithique, découpage par
aspect/composant, utilisant la multireprésentation ou reposant sur le principe du multimodèle.
En proposant cette classification, nous espérons favoriser la définition d’un vocabulaire
commun, qui ne semble pas exister pour l’instant.

Un point particulier de cette classification tend à recentrer la structuration des objets
virtuels dans les simulateurs autour d’une représentation géométrique centrale. En effet, nous
considérons que la géométrie est le dénominateur commun de l’ensemble des aspects d’un
objet virtuel. Étudier les représentations géométriques retiendra notre attention. Cet intérêt
est relié aussi à la modélisation des objets découpables. La découpe est une opération de
changement topologique, ce qui implique un lien serré avec la représentation géométrique
utilisée. Nous énumérerons donc les représentations géométriques usuelles de l’informatique
graphique (employées pour la mécanique, l’affichage et la collision) que nous ramènerons
progressivement à une modélisation unique, sous la forme d’un problème d’interpolation. Notre
approche, proposant de mettre l’interpolation géométrique en avant, induit une nouvelle vision
des découpes d’objets. Ce chapitre, en donnant une place importante aux développements
logiciels et en mettant la géométrie et les interpolations au cœur de la simulation, introduit
nos contributions des chapitres suivants (3, 4 et 5).

2.1 Structure des objets virtuels dans un simulateur

La manière de programmer des objets virtuels est une composante importante
du développement d’un moteur de simulation. Dans les architectures modernes,
[sof][MDH+02][CGTS04][Fau], on fait de plus en plus référence au découplage des différents
aspects d’un objet virtuel : mécanique, collision et affichage. L’objectif de ce découplage est
de favoriser la réutilisation de code (par exemple : code de simulation, algorithme de détection
de collision, code associé à un objet particulier) d’un environnement virtuel à un autre. En
faisant cela, on rejoint les objectifs du génie logiciel : généricité, réutilisabilité et stabilité.
Parmi les différentes évolutions des architectures d’objets virtuels, on distingue les approches
monolithiques, les approches par aspects, les approches multimodèle et enfin les approches
mono et multireprésentation.
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2.1.1 Structure monolithique vs. découpage en aspect

En se penchant sur les premiers travaux en simulation, on remarque que les objets y sont
conçus sous la forme d’une seul bloc logiciel (fig. 2.1.a). A un objet virtuel correspond un
objet au sens du génie logiciel. Plus tard, pour simplifier les développements, les différents
aspects d’un objet virtuel sont séparés dans des entités logicielles différentes (fig. 2.1.b). Les
aspects les plus connus au niveau de la modélisation d’objets virtuels sont ceux de détection
de collision, de calcul de l’animation et d’affichage. Le découpage sous forme d’aspects est lié
au fait que chacun des aspects nécessite des algorithmes « métier » complexes ; il correspond
en général aux différents domaines d’expertises impliqués. Ce découpage apporte une plus
grande clarté de programmation. Du point de vue d’une méthodologie de programmation,
le découpage par aspect (son nom ne l’indique pas8) se rapproche de la programmation par
composants.

Fig. 2.1 : a) approche monolithique, b) découpage en aspect, c) multimodèles.

2.1.2 Multimodèle

Certains travaux, [Gri05][Deq05], explorent de nouvelles façons de modéliser les objets
virtuels au travers d’approches appelées multimodèle. L’idée à la base du multimodèle est
d’associer plusieurs modélisations différentes d’un même aspect. Ainsi, un objet virtuel est
doté de plusieurs modèles mécaniques : rigide, déformable, etc . . . ; ces modèles étant activés
en fonction du contexte d’utilisation. Voici quelques domaines d’application au multimodèle :

– performance : utiliser une mécanique rigide lorsqu’un objet est vu de loin et une
mécanique déformable lorsque l’objet est plus proche ;

– extension du champ d’application : on étend le domaine d’utilisation d’un modèle en
concaténant différents sous-modèles mécaniques : déformables linéaires, non-linéaires ;

– simplification des calculs : utiliser une modélisation des collisions par contact pour
certaines paires d’objets et par pénalité pour d’autres.

Le concept de multimodélisation se rapproche de la programmation d’agents. Les objets
sont dotés d’une certaine autonomie, permettant le choix du modèle à employer en fonction
du contexte. On peut se demander si le multimodèle ne supposerait pas une description
sémantique des propriétés des modèles ainsi que de l’environnement.

8Même si le mot peut prêter à confusion, il ne faut pas confondre le découpage par aspect d’une architecture
d’objet virtuel à la programmation par aspect telle que définie dans [SPDC06].
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2.1.3 Mono et multireprésentation

La mise sous forme d’aspect est essentiellement un découpage logiciel d’un code
monolithique. L’apport de l’utilisation d’un découpage par aspect est localisé au niveau
de la clarté du code produit et de sa maintenance ; il n’y a pas d’influence au niveau des
techniques de modélisation. Cette approche ne permet pas de décrire complètement certaines
architectures comme [MDH+02]. En effet, dans cette dernière, on autorise chaque aspect à
utiliser une représentation géométrique particulière ; ainsi, on utilise systématiquement des
sphères pour la gestion des collisions alors que les affichages sont des surfaces triangulées,
l’aspect “simulation mécanique” n’a par contre par de représentation prédéfinie (maillages,
particules, matrice d’inertie . . . ). Cela nous conduit donc à séparer les approches qui
privilégient une géométrie particulière (monoreprésentation), des approches qui utilisent
plusieurs représentations géométriques. Quelques exemples vont illustrer l’intérêt de découpler
les représentations géométriques.

Exemple 1 Nous sommes beaucoup plus sensibles à la complexité visuelle d’un objet qu’à son
comportement dynamique. Cette information nous permet, par exemple, de faire les calculs
dynamiques en s’appuyant sur une représentation géométrique peu raffinée, puisque c’est la
partie la plus consommatrice de temps de calcul. A contrario, il est préférable d’utiliser des
géométries précises pour l’affichage.

Exemple 2 La dimension de la représentation géométrique (1d, 2d ou 3d) n’est pas forcément
identique suivant l’aspect traité. Ainsi, le calcul de simulation des déformations suppose assez
généralement une représentation volumique, tandis que l’affichage peut se contenter d’une
géométrie de dimension deux (une surface) ; ou encore, un modèle mécanique 1d pour simuler
des objets volumiques filiformes [Len04][RGF+04].

Ces considérations entrâınent le développement, notamment dans le projet Sofa [sof], de ce que
nous appelons multireprésentation (sous-entendu : multireprésentation géométrique). La mise
à jour des différentes représentations constitue alors un point tout à fait particulier propre
aux approches multireprésentation. En général, c’est le moteur de simulation qui calcule les
déplacements/déformations des objets, et la représentation mécanique agit comme un mâıtre
en déformant les autres représentations.

Fig. 2.2 : a) monoreprésentation : une seule représentation commune de la géométrie b)
multireprésentation : les géométries de chacun des aspects peuvent différer.

Ce processus ressemble aux techniques de modélisation par fonctions de transformation,
comme les FFD [SP86] ou le skinning [Blo02]. De manière plus formelle [IF02], soit u(x), la
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Fig. 2.3 : Multireprésentation : un objet est déformé par un champ de déformation. Le champ de
déformation étant contrôlé par la représentation mécanique.

représentation géométrique qui, à une paramétrisation x donnée (pas forcément de la même
dimension que u(x)) , associe un point de l’objet ou de sa surface dans R3, et soit f(x),
la transformation qui va déplacer/déformer la géométrie de l’espace au repos vers l’espace
déformé X.

X = f(u(x)) (2.1)

En pratique, la fonction f(x) est modélisée par :
– une combinaison de transformations rigides, c’est la technique du skinning ;
– à partir de points de contrôle à l’aide d’une technique d’interpolation comme les

Déformations de Formes Libres (FFD) ou encore l’interpolation aux moindres carrés
mobiles [MKN+04].

Fig. 2.4 : A gauche, la transformation est définie par un squelette (extrait de [SK00]). A droite, la
transformation est définie comme interpolation à partir de coordonnées barycentriques calculées sur
une décomposition convexe (extrait de [DM06]).

En pratique, les points de contrôle de la fonction de déformation sont pilotés par le modèle
mécanique de l’objet. La multireprésentation est une solution très souple, car elle favorise
l’adaptation de la représentation, mais aussi la résolution de chacune des géométries en
fonction du réalisme (ou rapidité) désiré. C’est pourquoi la multireprésentation est souvent
utilisée dans les approches mutlirésolution ou les approches à niveaux de détail. Elle permet
par exemple de changer la résolution de la géométrie mécanique sans influer sur la géométrie de
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l’affichage. On compare ainsi les approches multireprésentation et multirésolution de [Deb00]
ou [DMG05] avec une approche monoreprésentation multirésolution de [GCMS00b].

La souplesse apportée par l’usage de la multireprésentation a un coût non négligeable
quant à la complexité de la programmation du moteur de simulation et des objets virtuels
[sof]. En outre, la découpe est aussi nettement plus complexe, car il faut non seulement
découper chacune des représentations, mais aussi découper les transformations qui couplent
les représentations. Ce point est discuté dans la section (2.3).

2.2 Modélisation géométrique

On a montré l’importance de la multireprésentation géométrique pour le développement
des objets virtuels. Penchons nous maintenant, plus spécifiquement, sur les représentations
géométriques. La communauté de l’informatique graphique s’intéresse depuis longtemps à la
manière de représenter la géométrie des objets. Les différentes représentations géométriques
proposées reposent sur un nombre très réduit de concepts mathématiques, à savoir la
géométrie euclidienne (espace affine euclidien) et la topologie de l’espace de paramétrisation
des objets. Cela nous permet d’élaborer une vue abstraite d’une représentation géométrique,
regroupant les différentes représentations sous une forme unifiée. Cette vue abstraite assimile
la représentation informatique d’une géométrie à un processus d’interpolation qui, à partir
d’un petit nombre d’éléments discrets, permet la construction d’objets géométriques continus.
Dans le cadre de la simulation, l’objectif des modélisations est de représenter des objets
réels. Pour nos sens, on peut considérer qu’un tel objet est « continu » (bien que ce soit
sans fondement physique) et qu’il peut donc être assimilé à un champ matériel continu M .
Or, l’ordinateur, de mémoire finie, ne peut que représenter ce milieu de manière discrète, à
partir d’un ensemble fini de paramètres. C’est à partir de ces paramètres qu’un processus
d’interpolation est utilisé pour approximer la géométrie initiale. Sur la figure 2.5, on montre
comment un objet matériel est modélisé (la surface ou le volume), puis discrétisé en un nombre
fini d’échantillons N = {u0, u1, u2, ...}. Ce sont ces échantillons qui sont interpolés de manière
à reformer un champ continu, noté ũ(x), approchant le champ matériel initial M .
Cette formulation a l’avantage de donner une éclairage original sur les différences entre les
représentations avec maillage ou sans. En plus, considérer les représentations géométriques
comme un problème d’interpolation favorise l’étude du contrôle de la continuité. En effet, nous
considérons que l’interpolation est le fait de créer du continu à partir de valeurs discrètes dont
l’inverse est l’insertion de discontinuités (de découpe).

2.2.1 Quelques représentations géométriques usuelles

Suivant leurs formulations mathématiques, les représentations géométriques sont en
général classées en deux catégories : [Rog01], les formulations explicites et les formulations
implicites. Un autre critère de classification possible est la présence ou l’absence de maillage.
Cette classification rejoint le positionnement d’un grand nombre de travaux récents, comme
les méthodes sans maillage pour la simulation [MKN+04], la reconstruction de surface sans
maillage [AGP+02][Reu03][Lev03] ou encore le rendu à base de points. Mais commençons, tout
d’abord, par rappeler les notions de formulations explicite et implicite avant de s’intéresser



2.2. Modélisation géométrique 69

Fig. 2.5 : Processus de modélisation d’un objet. Identification de ce qui est à modéliser, discrétisation,
puis interpolation.

aux représentations avec ou sans maillage. Pour simplifier, nous présenterons ces notions dans
le cas 2d.

Les formulations explicites et implicites

On utilise des fonctions mathématiques pour représenter la géométrie des objets. On
distingue deux formulations différentes : les formulations explicites et les formulations
implicites :

– les formulations explicites : elles décrivent la géométrie comme un ensemble de points
y qui peuvent être calculés à partir d’une fonction y = f(x) (par évaluation de la
fonction f(x)). Par exemple, pour représenter un segment de droite, on utilise l’équation
analytique suivante :

y = a.x + b

Le contrôle de la droite s’effectue par le biais de coefficients a et b et de l’intervalle
de définition du paramètre x. L’usage de fonctions analytiques est peu répandu en
modélisation, celui des fonctions paramétriques lui étant préféré ; ces-dernières offrant
un contrôle de la géométrie nettement plus intuitif. Par exemple, le segment de droite
peut être mis sous une forme paramétrique, comme l’ensemble des points x, y calculés
à partir des équations f : IR → IR2.

f(t) =

{

x = bx + t.(ax − bx)

y = by + t.(ay − by)

Le segment est alors défini à partir des extrémités a et b. Celui-ci peut ainsi être
manipulé plus intuitivement en déplaçant les extrémités a et b qui deviennent des points
de contrôle.

– les formulations implicites : elles décrivent la géométrie de l’objet comme l’ensemble
des couples x, y qui vérifient l’équation f(x, y) = 0 ; c’est la résolution de l’équation
qui donne les points de la courbe. Pour résoudre une telle équation, on a recours
à des méthodes de recherche de racines assez coûteuses [wol]. Dans le domaine
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de l’informatique graphique, les formulations implicites sont peu utilisées car assez
complexes à manipuler, à l’exception notable des surfaces implicites à base de squelette
comme les Blobs et autres MétaBalls.

On associe aussi aux différentes représentations (implicites ou explicites), une classe de
continuité (notée Ck) qui indique si les dérivées d’ordre de 1 à K de la fonction existent
et sont continues. C’est une donnée importante en modélisation, car elle décrit le caractère
“lisse” ou non de la géométrie obtenue. C’est aussi un point à ne pas négliger lorsque la
géométrie est employée pour discrétiser des quantités physiques. En effet, ces quantités sont
ensuite impliquées dans des calculs nécessitant l’évaluation de leurs dérivées (comme pour la
mécanique des milieux continus). On définit les classes de continuité suivantes :

– C−1 : la fonction décrivant la géométrie est discontinue ;
– C0 : la fonction est continue sur l’ensemble du domaine mais n’est pas dérivable. C’est

par exemple le cas des maillages tétraédriques des méthodes Éléments Finis utilisant
l’interpolation linaire ou encore les maillages de surface pour le rendu ;

– C1 : la fonction est dérivable une fois : certains types de splines ;

Représentations basées sur un maillage

Les représentations basées sur un maillage sont bien adaptées pour modéliser des objets
structurés (non fluides). Elles s’appuient sur un encodage explicite de la topologie : le maillage.
Ce maillage permet la construction de représentations géométriques peu coûteuses. Parmi les
techniques basées sur un maillage, on trouve les assemblages de polyèdres (ou polygones en
2d et segments en 1d), les courbes et surfaces paramétriques comme les Splines, les courbes,
surfaces et volumes à subdivision, ainsi que les représentations discrètes comme les grilles de
voxel.

Maillage de polyèdres : les maillages de polyèdres sont les modèles les plus communs
actuellement. Ils sont simples à manipuler, à implémenter et leur affichage est peu coûteux ;
ce sont les primitives de base des cartes graphiques actuelles. Le maillage peut être obtenu
par pavage du domaine à modéliser à l’aide de primitives élémentaires. On distingue les
maillages formés d’éléments simplexes (segment en 1d, triangle en 2d, tétraèdre en 3d) et
les maillages utilisant des primitives plus complexes (mais souvent convexes). L’avantage de
l’utilisation de maillages simpliciaux (composés de simplexes) est double : d’une part, on
dispose d’algorithmes efficaces de pavage (souvent basés sur la triangulation de Delaunay
[cga][gts]), et d’autre part, chaque élément simplexe, formé de vi sommets, dispose d’une
paramétrisation locale simple à calculer sous la forme des coordonnées barycentriques αi[x] :

αi[x] ≤ 0
∑

i

αi[x] = 1

∑

i

vi.αi(x) = x

Cette paramétrisation ouvre la voie à un processus d’interpolation (des positions, des couleurs,
des textures . . . ). Le choix d’autres primitives que celui des simplexes se traduit par une
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augmentation de la complexité des algorithmes de pavage ; on peut aussi noter que la
paramétrisation d’une cellule convexe est encore un sujet actif de recherche [JT93][DKT].

Les Splines : il s’agit de la famille de modèles la plus ancienne, dont les premières formes
sont venues en solution à l’interpolation polynomiale par morceaux d’un nombre fini de
points [Sch46]. Il existe plusieurs modèles de Splines [Gri99] se définissant tous comme une
combinaison linéaire de fonctions prédéfinies :

C(t) =

n∑

i=0

qibi(t)

Les constantes qi codent les positions de points dans l’espace. Ces valeurs sont pondérées par
la fonction de poids bi(t), puis mélangées (par la somme). Dans le cas 1d, la paramétrisation de
t, est effectuée à partir d’un assemblage de segments qui, mis bout à bout, forment l’abscisse
paramétrique de la fonction. A partir de la formulation 1d, les courbes splines sont étendues en
2d et 3d à l’aide du produit tensoriel. L’utilisation du produit tensoriel entrâıne implicitement
la création d’un maillage sous la forme d’une grille 2d ou 3d, ce qui est problématique pour
représenter des objets de forme quelconque. Des travaux récents étendent les Splines aux
domaines de paramétrisation basés sur des triangles [HB03]. Ces travaux sont en lien avec les
méthodes de résolution d’équations différentielles de type Éléments Finis s’appuyant sur des
fonctions de formes non linéaires.

Les courbes et surfaces à subdivision : la technique de subdivision construit la courbe ũ(x) à
partir d’un maillage initial subdivisé récursivement [ZSL+00]. Une étape de cette récursion
revient à subdiviser le maillage, comme sur la figure 2.6, et à l’interpoler des valeurs portées
par les noeuds. A la fin de cette étape, un nouveau maillage est produit et il sert à une nouvelle
étape de subdivision. La subdivision est une méthode très efficace et qui produit des maillages

Fig. 2.6 : Le maillage (à gauche) peut être subdivisé partiellement (au centre) ou compètement (à
droite).

lisses, tout en offrant un grand contrôle de la géométrie. Toute modification sur le maillage
initial se répercute sur l’ensemble des subdivisions, et le contrôle est alors particulièrement
intuitif.
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Représentations sans maillage

Les méthodes sans maillage peuvent représenter des géométries fortement déformables :
l’absence de maillage permettant une adaptation facile aux changements de topologie des
objets. C’est pourquoi les fluides et/ou les objets a-topologiques (comme de la pâte à modeler)
s’appuient sur des méthodes sans maillage.

Les méthodes implicites sans maillage : les fonctions implicites définies par squelette
[Blo95][She99] sont probablement les méthodes de représentations géométriques les plus
connues, car retenues dans la majorité des modeleurs 3D ; de telles représentations étant
très utiles pour modéliser des objets non structurés (comme des fluides ou des éléments
organiques). L’avantage des méthodes à base de squelette (type Blobs ou MétaBalls) est la
simplification du contrôle de la forme obtenue. La fonction implicite f(x) y est calculée comme
un mélange (somme ou convolution) de fonctions simples à support compact. La primitive
la plus simple est une sphère dotée d’une fonction de forme gausienne (fig. 2.7). Cependant,
la méthode s’est étendue aux primitives plus complexes (cylindres, triangles). Dans le cas
des sphères, la fonction f(x) se calcule à partir des centres xi et des rayons ri des sphères.
L’équation implicite à résoudre est alors :

f(x, y) =
∑

i

fi(x) (2.2)

fi(x, y) = wi(
||xxi||

ri

); (2.3)

La résolution des équations implicites suppose l’emploi d’un algorithme de recherche de racines
pour extraire la surface à afficher [BF95].

Fig. 2.7 : Surface implicite à squelette (ici, le squelette est composé de points).

Les méthodes explicites sans maillage : celles-ci s’appuient sur un processus d’interpolation,
comme les fonctions à bases radiales (RBF) [RTSD03] ou l’interpolation aux moindres carrés
mobiles. Il faut différencier les approches définissant un objet de même dimension que l’espace
d’interpolation (volume dans IR3), comme c’est le cas avec la méthode des moindres carrés
mobiles, de celles qui construisent un objet de dimension inférieure (surface dans IR3) [Lev03].



2.2. Modélisation géométrique 73

2.2.2 La géométrie : mélange d’interpolation et de topologie

Nous avons exploité les principales représentations géométriques de l’informatique
graphique. Introduisons dès lors, une représentation unifiée de ces différentes représentations
sous la forme d’un processus d’interpolation. L’intérêt de cette vue unifiée est de mettre en
valeur les moyens de manipuler la continuité de la géométrie, et donc la découpe. Le processus
d’interpolation s’appuiera sur l’approximation aux moindres carrés mobiles, présentée ci-
dessous.

Approximation aux moindres carrés

L’approximation aux moindres carrés permet de construire un polynôme ũ(x) = α1 +
α2.x + α3.x

2... qui approche un ensemble fini d’échantillons localisés. Dans le cas 1d,
nous notons la position de ces échantillons x0, x1, x2... et leurs valeurs U = u0, u1, u2, ....
L’approximation aux moindres carrés tire son nom de la minimisation du carré de l’erreur
entre les valeurs connues et le résultat de la fonction d’interpolation ũ(x). Plus formellement,
nous cherchons à minimiser la valeur de S définie par :

S =

n∑

i=0

||ui − ũ(xi)||2 (2.4)

Dans la suite, le polynôme d’interpolation est représenté sous forme vectorielle pour faciliter
l’extension à des fonctions non linéaires ou à plusieurs variables :

ũ(x) = b(x)T .c (2.5)

avec bT (x) = [b1(x), b2(x), ..., bi(x) = [1, x, ..., xi], fonctions de base de l’interpolation et c =
[α1, α2, ..., coefficients du polynôme. Le minimum de l’équation 2.4 est obtenu lorsque les
dérivées partielles (suivant les inconnues c de la fonction) s’annulent ; ce qui revient à résoudre
le système d’équations linéaires ∇S = 0 suivant :

δS

δα1
= 0 ⇔

∑

i

2b1(xi)[b(xi)
T .c − ui] = 0 (2.6)

δS

δα2
= 0 ⇔

∑

i

2b2(xi)[b(xi)
T .c − ui] = 0

... ... ...
δS

δαi

= 0 ⇔
∑

i

2bi(xi)[b(xi)
T .c − ui] = 0.

et sous forme vectorielle :

p =
∑

i

b(xi).ui (2.7)

A =
∑

i

b(xi).b(xi)
T .

Le système pour trouver les coefficients est alors :

c = A−1.p (2.8)
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Le choix de la base bT (x) = [b1(x), b2(x), ..., bi(x)] est important. La version la plus simple
de l’approximation aux moindres carrés, appellée régression linéaire, s’appuie sur une base
bT (x) = [1, x]. La fonction ũ(x) obtenue est alors une droite. L’utilisation de polynômes
d’ordre plus élevé est possible, pour cela il suffit d’augmenter la base de l’interpolation.
L’approximation aux moindres carrés peut aussi s’étendre aux fonctions à plusieurs variables
X = [x, y] en 2d ou X = [x, y, z] en 3d. Pour cela, on utilise une base de la forme
bt(X) = [1, x, y] pour une base linéaire ou encore bt(X) = [1, x, y, x2, y2, xy] pour une base
quadratique en dimension deux.

On observe que la taille de la matrice A dépend de la taille de base b(xi). Plus la base
est importante, plus l’inversion de la matrice A est coûteuse. En outre, un nombre trop petit
d’échantillons rend la matrice A non inversible.

Approximation aux moindres carrés mobiles

L’approximation aux moindres carrés mobiles (Moving Least Square, MLS) est expliquée
dans [Nea04]. Elle suggère de pondérer l’influence des échantillons à l’aide d’une fonction de
poids wi(x). La fonction d’interpolation (eq. 2.5) est remplacée par : ũmls(x) = bt(x).c(x). La
minimisation de l’erreur pour trouver les coefficients devient :

A(x).a(x) =
n∑

i=0

wi(x).b(xi).ui (2.9)

avec :

A(x) =

n∑

i=0

wi(x).b(xi).b(xi)
T (2.10)

On observe que la fonction n’est plus définie globalement à partir des échantillons, mais
localement pour un point x donné. Les termes de cette fonction sont réorganisés pour séparer
ceux qui dépendent du paramètre x de ceux qui dépendent des échantillons :

ũmls =

n∑

i=0

φ(x).ui (2.11)

avec :

φ(x) = ct(x)b(xi)wi(x) (2.12)

c(x) = A−1(x)b(x)

En pratique, on emploie des fonctions de poids gausiennes à support compact. Il s’agit souvent
de sphères centrées sur l’échantillon (du même type que celles utilisées dans les méthodes
implicites à base de squelette). Le rayon des sphères définit la largeur du support et doit être
paramétré avec attention car :

– des largeurs « trop petites » rendent la fonction A(x) non inversible.
– des rayons « trop grands » tendent à lisser fortement les détails de la courbe ; celle-ci

s’éloigne alors d’une courbe d’interpolation.
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On trouve, en annexes (A), quelques expérimentations portant sur l’approximation et
l’interpolation aux moindres carrés mobiles. Dans la suite de la thèse, nous nommerons φ(x)
fonction de forme, b(x) base de l’interpolation et wi(x) fonction de poids.

Spline, maillage et interpolation aux moindres carrés mobiles

On sait que l’approximation aux moindres carrés mobiles est à la base des principales
méthodes sans maillage [Lev03]. Cependant, il existe d’autres liens entre les représentations
géométriques et l’interpolation. En effet, l’utilisation de la base constante b = [1] aboutit à
l’équation 9 :

ũsheppard(x) =

n∑

i=0

wi(x)
∑n

i=0 wi(x)
.ui (2.13)

Cette équation ressemble à celle des surfaces implicites à squelette (au terme de normalisation
près). Reprenons maintenant la formulation d’une spline donnée dans [Len04, page 32] :
« Une courbe spline de l’espace IR3 est une courbe paramétrique définie à l’aide de n + 1
points ponctuels qi de l’espace IR3 (appelés points de contrôle de la courbe) pondérés par des
fonctions d’influence bi : [0, 1] → IR »

P (s) =
n∑

i=0

bi(s)qi (2.14)

A nouveau, cette formulation est très proche de celle de l’équation 2.11, des échantillons
connus qi = ui sont mélangés à l’aide de la somme par des fonctions de pondération (ou
de forme dans le cas des moindres carrés). Cette proximité n’est guère surprenante puisque
l’objectif des splines était de résoudre un problème d’interpolation. Cette analogie entre les
formulations Spline et la méthode aux moindres carrés mobiles est intéressante et nous amène
à étudier plus précisément le paramètre X utilisé dans les formules précédentes. De manière
informelle, disons que pour les méthodes sans maillage, le paramètre X est défini sur IR3,
alors que pour celles avec maillage, X est défini à partir des coordonnées barycentriques et
des relations d’adjacence du maillage ; de cette distinction nâıtront les termes de topologies
implicite et explicite. Ces termes décrivent non pas la topologie de la géométrie formée mais la
topologie de la paramétrisation (les paramètres) de la fonction d’interpolation qui, elle, produit
la géométrie. Il peut arriver que la topologie de la paramétrisation sois identique à celle de
la géométrie (comme pour les maillages triangulaires), mais ce n’est pas obligatoire comme
le montre la méthode des XFEM (découpe dans un maillage tétraèdrique par utilisation de
fonction de formes discontinues).

– topologie implicite : la topologie implicite (en relation avec les représentations
géométriques sans maillage présentées précédemment) est générée par l’usage de la
distance euclidienne pour mesurer la proximité entre deux points. En pratique, la
topologie implicite est associée à l’espace euclidien doté de la distance euclidienne. Un
exemple d’utilisation de topologie implicite est l’approximation aux moindres carrés
mobiles qui repose sur des fonctions de poids impliquant le calcul de la distance
euclidienne.

9Cette équation est parfois appelée interpolation de Sheppard.
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– topologie explicite : la topologie explicite est construite comme un assemblage d’éléments
simples (une discrétisation en élément) ou à l’aide d’un graphe. En outre, ces éléments
sont dotés d’une paramétrisation locale sous la forme de coordonnées barycentriques. On
se sert de ces coordonnées pour exprimer une « distance locale » relative à l’élément.
Des relations de voisinage qui lient les éléments les uns aux autres et permettent de
construire une paramétrisation globale sur l’ensemble du maillage. Parmi les topologies
explicites, on trouve :
– les maillages simpliciaux : châıne de segments, maillage triangulaire, maillage

tétraédrique ;
– les maillages générés par le produit tensoriel : ils comprennent les châınes de segments,

les grilles 2d, les grilles 3d. De tels maillages sont à la base des extensions 2d/3d des
Splines ;

– les pavages convexes : l’objet est formé d’un assemblage de cellules convexes ; par
exemple, le diagramme de Voronöı d’un ensemble de points produit un tel pavage ;

– les grilles de voxel.

Une vue abstraite d’une modélisation géométrique

Nous venons de mettre en parallèle les représentations géométriques avec l’approximation
au moindres carrés mobiles. Le résultat est une vue abstraite, unifiée, des différentes
représentations (splines, maillages, surfaces implicites à squelette, grilles de voxel). Cette
nouvelle vue est formée de trois couches successives (fig. 2.8) :

– la première couche est la topologie paramétrique qui décrit les relations de voisinage
entre les échantillons ;

– la deuxième, appelée fonction de forme, s’appuie sur la topologie pour interpoler une
série d’échantillons. La fonction de forme est elle-même décomposée en fonctions de
poids et de base ;

– la dernière couche, résultat de l’interpolation, est la géométrie finale de l’objet. On peut
remarquer que la géométrie finale dispose aussi d’une topologie et que celle-ci n’est pas
forcément corrélée à la topologie paramétrique.

2.3 Découpage de la géométrie

On a présenté dans (1.5) les différentes approches de découpe des objets virtuels. La
simulation des objets est indissociable de la géométrie des objets et donc de la manière dont
celle-ci est représentée. La vue abstraite des représentations géométriques peut donc nous
aider à évaluer, classer ou développer des méthodes de découpe. Pour modéliser de la matière
continue, il faut que les conditions suivantes soient respectées :

– une fonction de base de l’interpolation continue ;
– une fonction de poids non discontinue. En général, on emploie une fonction de poids à

l’allure gausienne, car elle produit un mélange lisse des primitives ;
– une topologie paramétrique connexe.

En changeant l’un ou l’autre de ces éléments, on introduit des discontinuités dans la géométrie
produite (fig. 2.9). Lorsque la discontinuité est à l’ordre C−1, il y a découpe.
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Fig. 2.8 : Représentation de la géométrie basée sur un modèle à trois couches : la topologie (le
maillage), la fonction de forme qui se décompose en fonctions de poids et de base, et enfin la géométrie
finale produite.

Fig. 2.9 : On peut insérer des discontinuités dans la géométrie des objets en modifiant les différents
niveaux de la représentation géométrique.

Découpe par contrôle de la fonction de forme

En enrichissant la fonction de forme, on introduit des discontinuités dans le champ
géométrique interpolé. On suppose que l’objet est obtenu au travers d’un processus
d’interpolation analogue à l’équation aux moindres carrés mobiles (2.11). Pour contrôler la
fonction de forme, deux approches sont possibles suivant l’enrichissement de la fonction de
base ou de la fonction de poids :

– l’enrichissement de la fonction de base : l’insertion de discontinuité par contrôle de
la base est une méthode issue du domaine de la simulation mécanique de la fracture.
Prenons l’exemple d’un objet modélisé dans IR2 dont le processus d’interpolation est
construit à partir d’une fonction de poids radiale. La base de l’approximation aux
moindres carrés mobiles bt(X) = [1, x, y] est remplacée par la base suivante [Duf04] :

bT (x) = [1, x, y,
√

r] (2.15)
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L’enrichissement de la fonction de base n’est pas propre aux fonctions à base radiale.
Par exemple, dans la méthode des Éléments Finis Étendus (XFEM), où les objets sont
modélisés par assemblage d’éléments simples (tétraèdres, hexaèdres), l’interpolation
linéaire à l’intérieur d’un élément est remplacée par une forme discontinue. L’application
d’une telle méthode est présentée dans [VVW04].

– l’enrichissement de la fonction de poids : un résultat assez proche est obtenu en
manipulant les fonctions de poids wi(x) de manière à y insérer des discontinuités. Ainsi,
dans sa thèse, Marc Duflot [Duf04] propose :

wc(x) = α
√

r.cos(
ω

2
).f4(s) (2.16)

Le contrôle de la continuité géométrique au travers de la fonction de poids ou de la
fonction de base se traduit par des résultats assez semblables. Le contrôle de la fonction de
forme autorise la représention d’une géométrie complexe avec relativement peu d’échantillons.
On peut ainsi représenter des découpes sans augmenter le nombre d’échantillons ; ce qui, dans
le contexte de la simulation, est intéressant puisque le nombre d’échantillons est corrélé au
nombre de degrés de liberté de l’objet et donc au temps de simulation.

La découpe par manipulation de la topologie paramétrique

La manipulation directe de la topologie sur laquelle est construite l’interpolation offre
un moyen efficace de découper les objets. C’est aussi cette méthode qui est privilégiée
dans le domaine de l’informatique graphique, en raison de l’usage quasi systématique
des représentations géométriques basées sur des maillages. Suivant que la topologie
de l’interpolation est représentée implicitement ou explicitement, on observe différentes
approches :

– le cas des topologies explicites (maillage) : lorsque la topologie est définie explicitement
à l’aide d’un maillage, la méthode la plus simple consiste à modifier directement ce
maillage. C’est probablement la méthode de découpe la plus courante en informatique
graphique. Lorsque le maillage sert de base à un processus d’interpolation, sa
modification permet aussi de contrôler la forme de la géométrie produite : dans
[LGMC05], des Splines dynamiques sont découpées par insertion de noeuds dans la
paramétrisation spline. On peut aussi citer les travaux de [SE04] qui proposent un
système de FFD discontinues en 2d et 3d.

– le cas des topologies implicites : si la topologie paramétrique est implicite, engendrée par
une fonction de distance, l’approche privilégiée consiste à modifier artificiellement ladite
fonction de distance. Pour cela, on déforme la mesure de distance de manière à éloigner
artificiellement des poids initialement proches. Différents critères de déformation sont
proposés, comme la diffraction et la transparence [OFTB96] ou bien encore la visibilité
[BGL94]. On trouve aussi dans la littérature des approches, hybrides, plus difficilement
classables, s’appuyant sur des surfaces implicites à squelette (topologie implicite) mais
y ajoutant un graphe de mélange [Des97][Tri01] permettant de contrôler simplement
(explicitement) la topologie produite (fig. 2.10). Nous considérons que l’usage de ce
graphe revient à utiliser une déformation de la mesure de distance sous une forme
binaire : tout ou rien.
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Fig. 2.10 : Un objet modélisé à l’aide de métaballs. Pour contrôler la topologie finale de l’objet, on
utilise un graphe de mélange qui définit explicitement quelles primitives seront fusionnées (Extrait de
[Tri01]).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une classification des structures logicielles d’objets
virtuels simulés. Cette classification combine des idées issues du génie logiciel telles la
généricité et la modularité avec les contraintes du développement d’objets pour la simulation.
La classification proposée a aussi l’avantage de rendre explicites les choix d’implémentation
pris dans les différents simulateurs [sof][MDH+02] développés dans l’équipe. On observe que la
tendance actuelle est de privilégier les approches découpées en aspect avec monoreprésentation
ou multireprésentation, les objets multimodèle étant encore assez peu développés.

La seconde contribution de ce chapitre est une réflexion sur le rôle des représentations
géométriques pour les environnements virtuels. Cette réflexion nous invite à mettre davantage
en valeur les rôles joués par la topologie et la géométrie dans la simulation d’objets virtuels. La
conclusion de cette réflexion est l’utilisation d’une nouvelle structuration des objets virtuels
décrite par le schéma (2.11). Dans cette nouvelle structuration, on emploie une représentation
centrale de la géométrie qui est convertie en représentations géométriques spécifiques (à la
collision, à la mécanique, à l’affichage). On peut noter que le modèle proposé dans le chapitre
(3) ne tient pas compte de cette réflexion : il n’y a pas de représentation topologique centrale,
ce qui conduit, comme nous le verrons, à des difficultés pratiques lors de la découpe. A
contrario, dans le chapitre (5), le modèle proposé intègre cette séparation conceptuelle des
structurations, ce qui nous permet de proposer un système de découpe flexible et efficace.

L’importance du contrôle topologique n’est apparue que tardivement au cours de la thèse
et il serait sans doute intéressant de poursuivre le raisonnement commencé dans ce chapitre
en étudiant des représentations géométriques plus complexes comme les G-cartes [Dis]. En
outre, il nous semble important d’avoir une meilleur représentation de cette topologie si on
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veut pouvoir manipuler des objets déformables qui peuvent se briser ou se découper. Les
travaux en géométrie différentielle discrète [DKT] sont un prolongement intéressant en lien
avec l’interpolation de la géométrie des objets et les calculs numériques.

Fig. 2.11 : Nouvelle proposition de structure pour les objets virtuels. Il est important que la découpe
soit gérée au niveau de la représentation géométrique centrale.
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Modèle mécanique adaptatif

Sommaire

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.1 Structure d’un objet multireprésentation . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.2 Le composant mécanique : Éléments Finis explicites . . . . . . . . 84
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3.2.2 Éléments Finis explicites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.2.3 Extension aux grandes rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.2.4 Simulation multirésolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.3 Gestion des collisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une structure d’objet virtuel illustrant bien le concept
et l’intérêt de la multireprésentation dans le cadre de la simulation. Ce travail, réalisé en
collaboration avec Jérémie Dequidt, présente le découplage d’un modèle d’objet déformable en
ses différents aspects et représentations. Ce travail a été publié dans [DMG05], dans une forme
un peu différente ; j’ai en effet retiré les travaux spécifiquement effectués par Jérémie Dequidt
de la présente thèse.Découpler les représentations utilisées pour la mécanique, l’affichage et
la collision offre une grande souplesse de conception et favorise le choix de la « meilleure »

représentation pour une tâche donnée. Ainsi, on peut animer des objets visuellement très
complexes, comportant beaucoup de détails, tout en gardant une représentation mécanique
simple, adaptée à une simulation en temps réel. Le découplage favorise aussi le développement
de modèles multirésolution permettant l’adaptation automatique du temps de calcul. Dans
l’approche que nous présentons, les objets virtuels sont animés à l’aide de la méthode des
Éléments Finis ; le maillage utilisé étant composé d’éléments hexahédriques découpés en
octree. L’affichage des objets est effectué à l’aide de surfaces triangulées, tandis que la
détection de collision et les calculs de réponse sont réalisés par des sphères. La détection
de collision s’appuie, elle aussi, sur une représentation multirésolution : l’arbre de sphères
(SphereTree). L’intérêt de la multirésolution est de permettre l’adaptation, en cours de
simulation, du niveau de détail de chacune des composantes du simulateur (voir la thèse :
[Deb00]). Le choix de la résolution est effectué par un Oracle décisionnel à partir des temps
de calcul des pas de temps précédents, de manière à respecter une contrainte de temps de
calcul.

Le chapitre s’organise de la manière suivante : dans un premier temps, nous faisons une
présentation générale du moteur de simulation et de l’approche multireprésentation (sec. 3.1) ;
nous décrivons, dans le second temps, les détails des composantes mécaniques (sec. 3.2) et
de collision (sec. 3.3). La conclusion s’étendra par une réflexion sur l’ajout de la découpe à
un tel modèle. Cette discussion est liée au chapitre 5 contenant la proposition complète d’un
modèle d’objet découpable.

3.1 Structure d’un objet multireprésentation

La structure d’objet que nous présentons s’appuie sur un découpage en aspect
des différentes composantes logicielles (mécanique, collision, affichage). Chacune de ces
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composantes étant associée à une représentation géométrique particulière. Les différentes
représentations sont reliées les unes aux autres, de manière à pouvoir transférer les quantités
(les déformations et les forces) d’une représentation à l’autre. En pratique, ce transfert est
modélisé par une transformation qui passe de l’espace non-déformé – la position de repos
de l’objet – à l’espace déformé. Dans cette approche, la transformation est pilotée par la
représentation mécanique. Cette transformation doit être inversible afin de transférer les forces
de collision, exprimées sur la représentation de collision (potentiellement déformée), vers la
représentation mécanique. La structure finale adoptée est illustrée sur la figure (3.1).

Fig. 3.1 : Organisation d’un objet dans le cadre de la multireprésentation. On distingue les trois
représentations et les transformations qui les lient.

La transformation choisie se base sur une technique d’interpolation trilinéaire qui
s’apparente aux déformations de forme libre (FFD). Les points de contrôle de la
déformation sont pilotés par la déformation mécanique. Cela permet de construire un
champ d’interpolation global, noté f(X), qui est obtenu par un assemblage par morceaux,
à la manière de l’interpolation utilisée par la méthode Éléments Finis. Les déformations
de l’affichage et de la collision sont calculées sur l’ensemble de la cellule par interpolation
linéaire des vecteurs de déplacement. La figure (3.1) présente la numération des sommets
de la cellule. A partir de ces sommets, on cherche à interpoler des valeurs sur l’ensemble
de la cellule ; soit X0 = [x, y, z], la position au repos d’un point associé à une cellule. Les
coordonnées du point sont converties en coordonnées relatives, notées s, t, w, respectivement
au repère formé par trois axes de la cellule. A partir de ce triplet, la position du point après
déformation est calculée comme suit :
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Les valeurs sont d’abord interpolées suivant le paramètre w :

i1 = w.u0 + (1 − w).u1 (3.1)

i2 = w.u2 + (1 − w.)u3 (3.2)

j1 = w.u4 + (1 − w).u5 (3.3)

j2 = w.u6 + (1 − w).u7 (3.4)

Puis, suivant le paramètre t :

k1 = t.i1 + (1 − t).i2 (3.5)

k2 = t.j1 + (1 − t).j2 (3.6)

Enfin, elles sont interpolées suivant le paramètre s :

X = s.k1 + (1 − s).k2 (3.7)

Nous avons choisi l’interpolation linéaire car simple à inverser (par opposition à une
interpolation du type MLS) et permettant de transférer les forces de pénalités, calculées sur
la représentation de collision, vers la mécanique (point présenté plus en détail dans la section
3.3). En plus d’être facilement inversible, l’interpolation trilinéaire est aussi peu coûteuse.

Fig. 3.2 : Numérotation utilisée pour l’interpolation trilinéaire.

3.2 Le composant mécanique : Éléments Finis explicites

Le composant mécanique s’appuie sur la théorie de l’élasticité linéaire : le tenseur de
déformation de Cauchy est utilisé et le matériau respecte la loi de Hooke (les contraintes du
matériau sont proportionnelles aux efforts qu’il subit). La résolution numérique des équations
de l’élasticité linéaire se base sur la méthode des Éléments Finis explicites ; les éléments
étant de formes cubiques ; le cube se prêtant bien au développement d’un processus de
multirésolution (par subdivision régulière : en octree). En outre, sur une grille, il existe des
méthodes efficaces de codage des cellules, tels les codes de Morton [Mor66], avec lesquels
on peut retrouver rapidement (temps constant) les cubes voisins dans une hiérarchie (voir
[Deq05], pour plus de détails).
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3.2.1 Génération du maillage mécanique

Avant la simulation, on convertit les objets surfaciques en un maillage volumique composé
de cellules cubiques. Pour cela, nous employons l’algorithme de calcul de la carte de distance vu
dans [HTJ+99]. En sortie de cet algorithme, nous disposons d’une carte de distance, discrète
et signée. Chaque élément de distance négative correspondant à un voxel. Pour les tests, nous
utilisons une résolution de 64*64*64 qui suffit à produire des maillages suffisamment fins pour
la simulation mécanique de l’objet (fig. 3.3).

A partir de la “voxellisation” de l’objet ainsi obtenue, on génère la hiérarchie octree finale
utilisée pour la simulation multirésolution. Cette hiérarchie est produite à partir de la bôıte
englobante de l’objet. Cette bôıte est calculée et correspond à la racine de l’octree. Elle est
ensuite subdivisée récursivement en huit sous-bôıtes, la récursion se poursuivant tant qu’il
reste des voxels inclus dans la bôıte englobante et que la taille de ces voxels est supérieure à
la taille des bôıtes.

Fig. 3.3 : Objets discrétisés sous la forme de cellules cubiques. Ces cellules servent ensuite à construire
la hiérarchie mécanique.

3.2.2 Éléments Finis explicites

On choisit d’utiliser les Éléments Finis explicites pour une question d’efficacité. Le tenseur
de déformation de Cauchy (linéaire) est employé, ainsi que la loi de comportement de
Hooke (linéaire) : ce qui simplifie considérablement les calculs. En effet, avec des tenseurs
linéaires, la matrice de rigidité qui lie les forces aux déplacements ne dépend pas de la
configuration courante de l’objet ; elle peut donc être précalculée. Les forces internes reçues par
les particules mécaniques sont notées F = [f0, f1, ..., fn]T . Ces forces, traduisant les contraintes
matérielles, s’expriment alors linéairement en fonction des déplacements des mêmes particules
U = [u0, u1, ..., un]T et de la matrice de rigidité notée K ; matrice de rigidité calculée à partir
de la formule donnée dans [MTG04] et ne dépendant que de la largeur de la cellule et des
deux coefficients décrivant le comportement de la matière (Young et Poisson). En pratique,
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les forces à l’instant t + 1 sont calculées à partir des positions à l’instant courant. Pendant le
bilan des forces, on effectue l’opération suivante sur l’ensemble des cellules :

F = K.U (3.8)

Nous avons retenu une formulation des Éléments Finis dite sans assemblage (masses-
tenseurs). Bien que l’utilisation d’une matrice de rigidité assemblée soit plus efficace (une
partie des opérations y étant factorisées), la méthode des masses-tenseurs est plus souple
[Cot98]. Cette souplesse rend possible les modifications du maillage – changement de
résolution, découpe – de manière locale.

3.2.3 Extension aux grandes rotations

L’utilisation du tenseur linéaire limite le domaine de validité de la simulation mécanique.
On parlera de “petits” déplacements et de “petites” déformations pour désigner le domaine
de validité des tenseurs linéaires. Dans le contexte de l’informatique graphique, la contrainte
de petites déformations est peu gênante10. Par contre, celle des petits déplacements limite
considérablement le mouvement de l’objet qui ne peut alors effectuer que de grandes
translations et de petites rotations (comme cela est illustré dans l’état de l’art). Pour
contourner cette contrainte, nous choisirons une méthode corotationnelle dérivée de [NPF05]
qui supprime la composante en rotation du champ de déplacement U , au moment du calcul
du bilan de force. Cette rotation est ensuite restaurée une fois les forces internes calculées.
La méthode employée est basée sur le calcul d’un repère rigide local aux cellules (fig. 3.4).
A partir de ce repère, nous retirons les composantes de rotation pour le calcul des forces de
manière à ne garder que les déformations de l’objet.

Fig. 3.4 : Méthode corotationnelle, la composante rigide du mouvement est supprimée de manière à
ne laisser que la composante en déformation.

Reprenons la formulation de la force interne calculée sur une cellule. Soit fe le vecteur de
taille 8 ∗ 3 contenant les forces générées aux huit sommets de la cellule. Celle-ci est calculée
à partir du déplacement des huit sommets ue et de la matrice de rigidité élémentaire Ke :

10Faire l’hypothèse de petites déformations est assez courante en informatique graphique. Cependant, pour
certains type de simulation (comme la simulation médicale), cela semble une simplification trop importante. En
effet, les lois de comportement des matériaux biologiques sont en général mal approchées par des lois linéaires
[Sch03][Pic01].
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fe = Ke ue. Dans le cadre d’une formulation corotationnelle par élément, le déplacement
rigide, ue = u0, ..., u7, est décomposé en une rotation Re et une translation Te. L’expression
de la force devient alors :

fe = Re Ke (R−1
e − u0) + Te (3.9)

avec :

Te = u0; (3.10)

Re = NN0 (3.11)

3.2.4 Simulation multirésolution

Le découplage des représentations facilite le développement de méthodes multirésolution.
Les changements de résolution d’une représentation sont masqués pour les autres
représentations. Cela permet de changer la résolution du maillage mécanique,
indépendamment de celle du maillage affiché. L’approche ici développée s’appuie sur
la structure d’octree de la représentation mécanique ; les différentes cellules sont simulées
indépendamment avec la méthode des masses-tenseurs. Le fait que chaque cellule puisse être
simulée indépendamment permet de subdiviser localement celle-ci en fonction du réalisme
désiré et de l’état de déformation de l’objet (fig. 3.6). Nous avons envisagé plusieurs méthodes
de subdivision :

– critère statique de subdivision par distance au bord : ce critère est évalué au démarrage
de la simulation et associe aux bords de l’objet des cellules plus petites. Les bords
de l’objet sont simulés précisément tandis que les comportements internes le sont
plus grossièrement (fig.3.5). Cette approche s’inspire du calcul des cartes de distance
adaptatives (ADF) de [FPPJ00]. On peut noter qu’un tel critère de subdivision a
l’avantage de coupler implicitement la forme de l’objet avec le maillage utilisé pour
sa simulation, cela limite les effets de couplage non désirés.

– critère dynamique de subdivision par évaluation du Laplacien : le Laplacien est défini
comme la somme des dérivées secondes d’un champ continu. Dans sa thèse [Deb00],
Gilles Debunne propose d’utiliser le Laplacien du champ de déplacement comme critère
de subdivision. En effet, le Laplacien mesure le caractère non-linéaire du champ de
déformation : un Laplacien élevé traduit un champ de déformation non-linéaire. Son
calcul, pour un noeud I du maillage octree, est :

(∆u)I =
2

∑

J∈voisin(I) ||IJ ||
∑

J∈voisin(I)

u(J) − u(I)

||IJ || (3.12)

où l’on inspecte les voisins J de I avec ||IJ || qui représentent la distance entre I et J et
u(x), la valeur du champ de déplacement en un point x. A chaque itération, on calcule
la valeur absolue du Laplacien en chaque sommet. Les contributions des huit sommets
sont cumulées pour caractériser la déformation générale de la cellule. Cette mesure est
ensuite injectée dans l’Oracle pour évaluer la pertinence de la subdivision/simplification
d’une cellule. L’Oracle s’appuie sur l’évaluation du temps de calcul nécessaire au pas de



88 Chapitre 3. Modèle mécanique adaptatif

temps précédant. En fonction d’un temps de calcul objectif, il déduit si le modèle doit
être ou non-raffiné/simplifié. Le Laplacien est utilisé pour choisir sur quelle cellule se
portera la subdivision/simplification.

Fig. 3.5 : Illustration d’un ADF, on utilise la carte de distance comme paramètre pour choisir la
taille des cellules : plus on s’éloigne de la surface, plus les cellules sont grandes.

Fig. 3.6 : Illustration du calcul du Laplacien pour une poutre à différents niveaux de déformation. Le
Laplacien calculé y est illustré sous la forme d’une échelle thermique.

En informatique graphique, on appelle “jonctions-T” les zones d’un maillage où un sommet
est confondu avec une arête ou une face (fig. 3.7). Dans le cadre du modèle développé, on
mélange des cellules de résolutions différentes, entrâınant l’apparition de telles jonctions-
T (voir les fig. 3.7 et 3.8). Ces jonctions-T posent problème et nous font sortir du cadre
de la méthode Élément Finis qui les interdit, précisément. Nous identifions deux points de
difficulté liés aux jonctions-T. La première difficulté est l’introduction de degrés de liberté
supplémentaires d’un seul côté de la jonction. La cohérence volumique de l’objet n’est alors
plus respectée et des “trous” peuvent apparâıtre. La deuxième difficulté est liée au calcul
mécanique des forces internes. En effet, en introduisant une discontinuité dans le champ
d’interpolation – qui est à la base de la méthode des Éléments Finis – les jonctions-T
entrâınent la production de forces différentes de part et d’autre de la jonction ; ces forcent ne
respectent plus le principe d’action-réaction. Pour gérer les jonctions-T, nous avons adopté
une approche pragmatique qui consiste à contraindre par projection le mouvement des degrés
de liberté supplémentaires11. Les forces calculées sur la jonction-T sont pondérées et réparties

11D’autres méthodes auraient permis un résultat équivalent sans avoir recours à une méthode de projection
qui peut amener des comportements « non-physiques ». Ces méthodes consistent à redéfinir un champ
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sur les particules mécaniques voisines de la jonction. Le mouvement des différents sommets est
toujours calculé par intégration numérique, mais celui d’une particule est suivi d’une étape de
post-correction au niveau des jonctions-T. Celles-ci sont projetées sur la face/arête adjacente,
afin de ne pas créer de trous dans le maillage volumique.

Fig. 3.7 : Exemple de jonction-T entre deux cellules simulées à différents niveaux de résolution.

Fig. 3.8 : On observe sur cette image un nombre de jonctions-T assez élevé.

3.3 Gestion des collisions

La détection de collision est souvent le calcul le plus coûteux de la simulation. Suivant
le simulateur et la méthode de détection de collision choisis, on estime que ce calcul peut
occuper jusqu’à quatre-vingts pour cent du temps total de simulation. Nous avons présenté
dans l’état de l’art 1.3), les différentes techniques d’accélération de la détection de collision. Ces
techniques supposent l’utilisation de structures de données additionnelles dont la mise à jour,

d’interpolation continu en prenant en compte la particule ajoutée. C’est l’approche suivie dans [NFP06]. Une
autre technique assez simple pour gérer de la mécanique multirésolution serait d’utiliser la mécanique sans
maillage en organisant les rayons d’influence comme présenté dans l’annexe (A), de manière à avoir un champ
d’interpolation correctement défini.
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pendant la déformation, est coûteuse. Dans le présent travail, nous optons pour une technique
à base d’arbre de sphère [Hub95] ; c’est un modèle simple à implémenter, multirésolution et qui
illustre bien le découplage des représentations. Cet arbre de sphère est construit directement
à partir de la hiérarchie de simulation mécanique. Chaque sphère est associée à une cellule
mécanique qu’elle englobe. En pratique, la profondeur de la hiérarchie de sphère est plus
grande que celle dédiée à la simulation mécanique (6-8 niveau contre 3-4). L’intérêt majeur
des arbres de sphère est de permettre le développement de techniques de détection de collision
et de réponse multirésolution. En effet, un parcours en largeur de l’arbre permet de raffiner la
précision de la détection de collision (fig. 3.9) ; la profondeur d’exploration de l’arbre, pendant
la phase de détection, est paramétrée par le temps de calcul disponible [DO00]. Une fois le
dernier niveau de la hiérarchie atteint, ou le temps alloué à la détection écoulé, une réponse
par pénalité est calculée à partir des sphères en intersection.

Fonction getIntersection(SphereTree S1, SphereTree S2)

Données : SphereTree : S1, S2

Résultat : ensemble des couples de sphères en intersection
début

Fifo<tuple sphere> : f ;
f.enfiler(S1, S2) ;
a := S1 ; b := S2 ;
pour intersection( a.sphere, b.sphere ) et temps restant ≥ 0 faire

pour chaque as ∈ a.fils faire
pour chaque bs ∈ b.fils faire

f.enfiler(as, bs) ;

a,b := f.defiler() ;

fin

Fig. 3.9 : Chaque niveau de la hiérarchie peut être choisi pour calculer une réponse à la collision. La
forme de l’objet est de mieux en mieux approchée à mesure que l’on descend dans la hiérarchie.

3.3.1 Algorithme de mise à jour de la représentation de collision

Nous nous sommes concentrés sur l’étape de mise à jour du modèle de collision d’objets
déformables, car elle est essentielle pour les performances de la simulation. Deux approches
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sont envisageables : de la racine vers les feuilles (top-down) [LAM01] ou des feuilles vers
la racine (bottom-up) [vdB97]. Un algorithme top-down ayant l’avantage de pouvoir être
interrompu si l’objet n’est pas en collision ; on parle ainsi de mise à jour à la demande [JP04].
L’algorithme présenté dans [JP04] utilise une telle approche qui, combiné à une mise à jour en
un temps constant des sphères-racine, aboutit à un pipeline de collision extrêmement efficace.
Malheureusement, cette efficacité est liée au fait que les auteurs utilisent un modèle mécanique
particulier, qui exprime les déformations de l’objet par un jeu de coordonnées réduites
obtenues par l’analyse modale. Comme nous utilisons la méthode des Éléments Finis,cette
approche pour la mise jour complète de la hiérarchie ne nous convient pas. Cependant, nous
avons développé un algorithme hybride qui s’en inspire.

Cet algorithme hybride répartit les sphères de collision en trois ensembles. Le premier
ensemble, nommé UPset, contient les sphères associées à des cellules de niveaux supérieurs
aux cellules effectivement simulées. Le deuxième, nommé ACset, est associé aux cellules
effectivement simulées. Le troisième ensemble, DOWNset, correspond aux sphères associées aux
cellules de niveaux inférieurs à celles qui sont simulées. L’algorithme de mise à jour employé
dépendra de l’ensemble auquel appartient la sphère.

La mise à jour des sphères de UPset s’appuie sur une approche de type « feuilles vers
racine » de complexité O(n.log.n), avec n, le nombre de cellules effectivement simulées. Elle
utilise l’algorithme de mise à jour de hiérarchie de volume englobant présentée par Van Den
Bergen dans [vdB97]. Les ensembles ACset et DOWNset sont mis à jour par une évaluation
directe des déformations à la manière de [JP04].

3.3.2 Calcul de réponse à la collision

Pour séparer des objets en collision, on utilise des forces de rappel calculées à l’aide d’une
méthode de pénalité. En pratique, la réponse modélise la répulsion des objets en intersection
à l’aide d’un ressort de raideur k donné. La pénalité est calculée à partir des sphères en
intersection (fig. 3.3.2) suivant la formule d’un ressort linéaire. Le point d’application des
forces ainsi calculées est le centre des sphères de collision. Le report des forces au centre des
sphères est lié au fait que seul ce point central possède un jeu de coordonnées relatives (u, v,w)
qui permet le transfert des forces vers la représentation géométrique simulée (les noeuds de la
grille de voxels). Les forces sont reportées sur les nœuds du maillage mécanique : à partir des
coordonnées relatives du centre de la sphère, on répartit la force sur les particules simulées
en employant les coordonnées relatives comme pondération.

Fig. 3.10 : A gauche, calcul de la pénalité à partir des couples de sphères en intersection. A droite,
répartition d’une force appliquée au centre d’une sphère de collision sur les noeuds mécaniques.
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On peut noter que la paramétrisation du ressort de collision est délicate. Un ressort de trop
forte raideur tend à repousser trop violemment les objets en intersection ; un ressort de trop
faible raideur ne sépare pas complètement les objets [Mes03]. Le fait d’utiliser une approche
multirésolution nous conduit à utiliser des coefficients de raideurs multiples en fonction des
différents niveaux de résolution. La valeur de ces coefficients dépend à la fois des propriétés
mécaniques de l’objet et de la résolution utilisée pour la simulation. Chaque niveau de la
hiérarchie possède donc un paramètre de raideur. Paramètre obtenu de manière empirique
par comparaison visuelle avec une simulation “test”. En plus du paramétrage difficile de la
raideur à la collision , nous avons remarqué que la définition de force de réponse à partir de
sphères peut être problématique [MAC03]. Dans les calculs de réponse à base de distance, on
sait que la réponse est mal calculée lorsque les objets sont en forte intersection, lorsque la
pénétration dépasse le milieu de l’objet. En raison du caractère local de la réponse calculée à
l’aide des sphères, le milieu de l’objet est alors équivalent au centre des sphères. Plus celles-ci
sont petites, plus la méthode risque de produire des réponses mal orientées. La figure 3.11
illustre ce qui se passe lorsqu’on veut ajouter des sphères afin d’augmenter la finesse de la
collision. Seule une petite zone proche de la surface de l’objet est utilisable pour calculer une
direction pour la réponse à la collision. A mesure qu’on augmente la finesse de la détection de
collision (utilisation de sphères plus petites), la taille de la zone où la réponse est bien orientée
diminue. On peut éviter cela en calculant la pénalité de manière globale et non plus par couple
de sphères en intersection. En pratique, cela revient à approcher la carte de distance à l’aide
de primitives à support compact. Or, c’est précisément ce que permet de faire la méthode
d’interpolation MLS. Le principal désavantage en est le coût nettement supérieur des calculs
de réponse. Ces raisons nous conduirons, dans la suite de nos travaux, à abandonner les
approches à base de sphères.

Fig. 3.11 : Un cube est approché par des sphères de collision à différents niveaux de détail. On
suppose qu’une particule entre en collision avec cet objet. On a coloré en jaune les zones de l’objet où
la réponse n’est plus corrélée à la distance de pénétration et où la réponse calculée ne va pas empêcher
les objets de s’interpénétrer.

3.3.3 Mesure de performance

Pour évaluer les performances de la méthode de détection de collision, des tests sont
réalisés dans des scènes pré-définies. Ces scènes possèdent différentes densitées d’objets et on
recense les collisions (tab. 3.12). Cinq cents itérations sont enregistrées pour ces trois scènes,
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en sélectionnant des cellules mécaniques issues de différents niveaux de la hiérarchie. Les
temps mesurés sont rapportés sur la figure 3.13. Il apparâıt que le temps total de collision
est fortement lié au temps nécessaire pour mettre à jour l’ensemble UPset, ce qui confirme
l’inefficacité d’une méthode de type « des feuilles vers la racine ». Le temps de mise à jour
de l’ensemble ACset est plus faible, ce qui s’explique par le fait qu’il ne concerne que peu de
nœuds (en comparaison à totalité de l’arbre). Le coût de l’ensemble DOWNset est, de manière
générale, plus faible que celui du UPset (le nombre d’opérations à réaliser pour la mise à jour
d’une sphère étant moindre).

Scene 1 Scene 2 Scene 3

Nombre de collisions 0 11500 1224000
Nombre de tests d’intersection 10500 1598500 4310500

Fig. 3.12 : Trois scènes de tests dont la densité de collision est différente.
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Fig. 3.13 : Evaluation des performances du modèle de collision pour les trois scènes de tests (le temps
est cumulé et l’échelle est en millisecondes).

Pour avoir un aperçu des performances de la méthode, on peut se référer aux
vidéos disponibles à l’adresse suivante – http://www.lifl.fr/~marchal/these/video – qui
montrent l’utilisateur interagir avec différents objets virtuels. Sur ces vidéos, on affiche en
jaune les sphères de la hiérarchie de collision qui sont mises à jour. Les sphères rouges

http://www.lifl.fr/~marchal/these/video
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représentent les feuilles de la hiérarchie du modèle de collision. Les vidéos illustrent bien
la séparation entre les différents aspects de l’objet virtuel simulé.

Fig. 3.14 : Simulation d’un grand nombre d’objets déformables (12fps).

3.4 Quelques réflexions sur la découpe

La combinaison de la découpe avec la multireprésentation pose problème. En effet, la
représentation utilisée pour la simulation et la transformation entre les représentations sont
uniquement basées sur des informations géométriques (la position des points/facettes de
l’objet), ignorant totalement les aspects topologiques. Or, l’opération de découpe est une
opération à la fois géométrique et topologique. Le problème principal que nous identifions
est lié à la déconnexion entre la topologie du maillage affiché et la topologie du maillage
simulé. C’est la force et la faiblesse de cette approche. C’est une force, car cela permet
d’animer des objets visuellement complexes en des temps de calcul raisonnables. C’est aussi
une force, puisque le découplage rend possible l’animation d’objets mal-formés comme des
surfaces non-orientables ou des objets non-fermés (sans intérieur/extérieur). Mais c’est une
faiblesse, car la découpe devient alors particulièrement complexe : doit-on découper toutes les
représentations ? De plus, le fait d’utiliser des cellules cubiques ne favorise pas l’insertion de
découpe, car l’approximation d’un chemin de découpe linéaire n’est pas possible (fig. 3.4). Le
profil de découpe est approché à l’aide de découpes alignées sur les axes des cellules, ce qui
est assez grossier. Enfin, pour découper un tel objet, il faut aussi faire remonter la découpe
au niveau des cellules-parents de manière à traduire correctement la découpe quel que soit le
niveau de la hiérarchie. Pour cela, il semble intéressant d’utiliser des raideurs non-uniformes
sur les cellules mécaniques simulées à la manière de [NPF06]. Cela permettrait de tenir compte
de la manière dont la matière peut remplir, de manière incomplète, le volume de la cellule.
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Fig. 3.15 : La découpe d’une grille implique de générer un très grand nombre de cellules le long du
front de coupe. Ce ne serait pas la cas si le maillage de l’objet se composait de tétraèdres.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un modèle complet d’animation d’objets
déformables illustrant le principe de la multireprésentation et les avantages de la
multirésolution. Ce modèle est utilisé pour simuler des objets visuellement complexes dans des
temps de calcul compatibles avec une utilisation en temps interactif. Le modèle proposé est
équipé d’un système d’Oracle décisionnel qui adapte, en cours de simulation, la précision des
calculs en fonction du temps disponible. On a aussi cherché à découper un tel modèle d’objet,
cependant, les obstacles à sa réalisation nous conduisent à envisager d’autres méthodes
exposées dans le chapitre (5).
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Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons nos travaux concernant un algorithme efficace de calcul
de carte de distance pour la détection de collision entre objets découpables. L’objectif de ces
travaux était de traiter les collisions entre des objets déformables découpables représentés par
des maillages tétraèdriques ; de tels maillages étant très courants en informatique et servant
de base à la simulation Éléments Finis ou aux méthodes masses-ressorts.

Le principe de l’approche est d’utiliser la carte de distance des objets en intersection
pour calculer les forces de réponse. Comme le calcul de la carte est une opération coûteuse,
celle-ci est approximée sous la forme d’une interpolation linéaire par morceaux à partir des
tétraèdres formant le maillage. Dans [FL01], les auteurs proposent d’utiliser un algorithme
de Fast-Marching pour calculer efficacement la distance au bord. Cet algorithme nécessite
une grille de calcul en plus du maillage, et ne permet pas de traiter les objets découpables.
Cette carte de distance est utilisée pour traiter les collisions et les auto-collisions entre des
objets déformables. Nous avons donc proposé un nouvel algorithme (publié dans [MAC04])
qui s’appuie directement sur le maillage pour calculer cette carte. Les points forts de cet
algorithme sont :

– la grille de calcul n’est pas nécessaire, elle est remplacée par le maillage tétraèdrique de
l’objet ;

– la rapidité ;
– la précision par rapport à la version du Fast Marching à base de différences finies qui

est exploitée dans l’article [FL01].
Pour évaluer cette méthode, nous avons développé un modèle d’objets déformables, à l’aide

d’un maillage masses-ressorts, et découpables par suppression d’éléments ; modèle qui a été
inséré dans le simulateur Spore développé par l’équipe.

Le chapitre est organisé de la manière suivante : une présentation générale de la méthode
(notamment le pipeline de collision (sec. 4.1)), le calcul rapide de la carte de distance
(présentant l’algorithme original de Fast-Marching que nous comparons à notre propre
proposition (sec. 4.2)), le détail de l’insertion concrète de cet algorithme dans le pipeline
de collision, et enfin, le calcul de réponse que nous avons adopté (sec. 4.3).

4.1 Gestion des collisions par carte de distance

Dans le cadre de ce travail, on suppose que les objets sont représentés par un maillage
tétraèdrique. Ce maillage est utilisé pour le calcul des déformations – par une méthode à base
de masses-ressorts – et pour le calcul des collisions. Aux sommets de ce maillage, on stocke
la distance entre le sommet et le bord de l’objet le plus proche. A partir de ces sommets,
la distance au bord en tout point de l’objet est calculée par interpolation linéaire. De cette
distance, une réponse à la collision tend à repousser les objets en intersection. Pendant que
l’objet se déforme, et qu’il est découpé, il est nécessaire de mettre à jour les informations de
distance portées par les sommets du maillage (fig. 4.1). C’est le rôle des algorithmes de calcul
de carte présentés dans la section (4.2).

Pour tester la validité de l’algorithme, en situation réelle, nous avons implémenté une
opération simple de découpe : la suppression de tétraèdres. On l’a vu dans l’état de l’art,
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Fig. 4.1 : Schéma de l’approche de [FL01]. Nos contributions concernent la phase de calcul de carte
de distance et la phase de réponse à la collision.

la suppression d’éléments ne permet pas la production de découpes fines. On peut noter que
cette technique de découpe, par suppression d’éléments, est reprise dans Spore pour modéliser
certaines opérations chirurgicales (fig. 4.1).

Fig. 4.2 : Opération de l’oeil où la cornée doit être creusée. Cette image illustre bien la découpe par
suppression d’éléments.

4.2 Calcul rapide de carte de distance par Fast-Marching

Pour bien poser le problème, nous allons, dans un premier temps, présenter la méthode
du Fast Marching introduite par James Sethian dans [Set96], qui résout l’équations Eikonale
de la forme :

n∑

i=1

(
δu(x)

δxi

)2 = F (x) (4.1)

Le point qui nous intéresse n’est qu’un cas particulier de cette équation : lorsque F (x) = 1.
Résoudre l’équation Eikonale est alors équivalent à calculer la distance géodésique sur un
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domaine géométrique donné. Ainsi on peut calculer la distance au bord d’un maillage comme
le font les auteurs de [FL01].

4.2.1 Calcul de distance sur une grille par Fast-Marching

La méthode s’appuie sur une technique de propagation de front, très proche de l’algorithme
du plus court chemin dans un graphe de Dikjstra. Cette méthode permet de calculer la
distance entre un ensemble de primitives (formant le bord d’un objet) et le reste du domaine.
En partant des primitives-source, l’information de distance est propagée de proche en proche
jusqu’à couvrir l’ensemble du domaine de calcul. Le domaine est discrétisé sous la forme d’une
grille de voxel, les noeuds du bord étant marqués. Chaque nœud de cette grille est associé à
un scalaire d qui stocke la valeur courante de la fonction et un statut s ∈ init , actif , inactif
indiquant si le nœud a déjà reçu une valeur valide. Pendant l’initialisation, tous les nœuds de
la grille ont leur distance positionnée à d = +inf et leur statut s = init. Les nœuds-source
sont alors marqués avec les valeurs suivantes d = 0 s = actif et insérés dans un minimier12.
Le rôle du minimier est la sélection du nœud à utiliser dans le processus de mise à jour (fig
4.3). Le calcul de la valeur mise à jour est réalisé à l’aide d’un schéma aux différences finies
qui approxime la valeur recherchée à partir des noeuds voisins connus.

actif

init

inactif 

noeud choisi pour la mise à jour

Fig. 4.3 : Une étape de la méthode de Fast Marching. La cellule de valeur d minimale est extraite
du minimier. A partir des valeurs connues, les voisins de la cellule sont mis à jour par un calcul de
différences finies.

12Un minimier est une structure de type tas (heap) dont la racine stocke l’élément de valeur minimale [Wikb].
L’insertion d’une nouvelle valeur dans le tas se fait en O(n.logn) et la récupération de la valeur minimale du
tas O(1)
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Dans le contexte de la détection de collision, l’algorithme de Fast-Marching s’utilise avec
succès dans [BMF03], pour l’interaction entre objet rigide et tissu, et dans [FL01], pour la
gestion de collision d’un objet déformable animé par la méthode des Élément Finis. Ces deux
méthodes utilisent l’algorithme du Fast-Marching pour calculer la distance entre les noeuds
d’une grille 3d et la surface d’un objet 3d. Pour cela, les méthodes discrétisent la surface de
l’objet 3d dans la grille de calcul. C’est à partir de cette discrétisation que la carte est calculée
par Fast Marching. [BMF03] emploie une carte adaptative (ADF) : la grille de calcul étant
subdivisée par un octree. Cet octree sert ensuite dans le calcul d’une réponse plausible à la
collision d’un tissu avec un objet volumique. Dans [FL01], les objets sont représentés par un
maillage tétraèdrique. Il faut donc une étape supplémentaire pendant laquelle on convertit,
par interpolation trilinéaire, la distance calculée sur la grille en une distance aux sommets du
maillage.

L’usage d’une grille pour le calcul n’est pas complètement satisfaisant :
– précision liée au calcul numérique : l’algorithme s’appuie sur un schéma aux différences

finies qui introduit une erreur à chaque étape du calcul ; l’algorithme se basant sur une
technique de propagation de front, l’erreur est elle-même propagée ;

– précision de la conversion « maillage vers grille » : la résolution de la grille de calcul doit
être suffisante pour capturer correctement la complexité de la forme de l’objet. Trop
grossière, la distance calculée est complètement erronée ; trop fine, elle consomme alors
trop de mémoire et sa mise à jour devient assez longue. Pour donner un exemple, lors
de nos tests, passer d’une grille 20x20 à une grille 100x100 divise l’erreur par 8, mais
multiplie le temps de calcul par 30 et la consommation de mémoire par 25 (voir 4.2.3) ;

– calculs inutiles : sur la figure 4.4, on remarque que les méthodes de calcul employant
une grille calculent la distance externe ; calcul inutile pour l’utilisation que nous faisons
de la distance.

Fig. 4.4 : Un objet (le disque en haut) et sa grille de calcul. On observe qu’une grande partie de la
grille de calcul n’est associée à aucun sommet du maillage. Le calcul de distance y est alors superflu.
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4.2.2 Calcul de distance sans grille

Nos premières tentatives conduisaient à dupliquer la grille pour tenir compte des différentes
composantes non connexes ; de plus, pour maintenir une précision suffisante la résolution de
la grille était adaptée en cours de simulation. Ces constatations nous conduisent à proposer
un nouvel algorithme de calcul de la carte s’affranchissant de cette grille 3d et calculant
directement cette carte à l’aide de la structuration offerte par le maillage tétraèdrique. Il
est intéressant de noter que l’algorithme du Fast-Marching est en réalité très proche de
l’algorithme de Dikjstra (calcul du plus court chemin dans un graphe) et que son auteur, James
Sethian, avait déjà étendu l’algorithme pour que celui-ci fonctionne sur des triangulations
[KS98]. La méthode proposée par Sethian résout l’équation Eikonale dans sa forme générale
et s’appuie toujours sur une méthode de différences finies pour calculer les valeurs encore
inconnues. Cet algorithme est assez complexe à mettre en œuvre car il suppose que la variété
triangulée ne contienne pas d’angle obtus. Cette méthode se distingue de celle que nous
proposons. En effet, notre objectif n’est pas de résoudre l’équation Eikonale dans le cas
général, mais uniquement dans le cas particulier qui correspond à la fonction de distance.
Cette simplification est déjà utilisée dans [Tsa02]. Cependant il est important de noter qu’en
résolvant l’équation Eikonale, on calcule la distance géodésique entre deux points du domaine,
ce qui diffère du calcul de la distance euclidienne. La différence entre les deux résultats
est illustrée sur la figure 4.5. On montre cependant que pour calculer une distance interne,
remplacer le schéma aux différences finies par un calcul explicite de la distance euclidienne
est faisable :

Soit dg(x, p) la distance géodésique obtenue à l’aide de l’algorithme de Fast-Marching et
ch(x, p) le chemin liant les points x et p. Le bord du domaine est modélisé à l’aide d’éléments
linéaires et le chemin peut être décomposé suivant qu’il passe ou non par les bords du domaine :
ch(x, p) = ch(x, x1)+ch(x1, x2)+...+ch(xn, p). La distance associée est, elle aussi, décomposée
en une somme de longueurs de segments successifs : dg(x, p) = de(x, x1) + de(x1, x2) + ... +
de(xn, p). Supposons qu’on veuille maintenant calculer la carte de distance d’un objet : cela
suppose que pour tout point p, on associe la plus petite distance au bord de l’objet : soit un
point p quelconque et ch(x, p) l’ensemble des chemins géodésiques liant un point du bord à
p. On a :

min(dg(x, p)) = min(de(x, x1) + de(x1, x2) + ... + de(xn, p))

Comme xn appartient à l’ensemble des primitives du bord, on sait que le minimum correspond
au seul dernier terme du chemin (de(xn, p)). Une autre façon de voir consiste à considérer que
la distance géodésique est équivalente à la distance euclidienne si l’espace est localement
convexe, c’est-à-dire quand le segment qui relie deux points x1 et x2 n’intersecte pas les
bords du domaine. Or, le calcul de la carte génère une segmentation convexe de l’objet. Nous
pouvons donc remplacer le calcul de l’équation Eikonale par le calcul explicite de la distance
euclidienne.

L’algorithme de calcul de la carte sans grille est le suivant (fig. 4.6) : soit Ω le domaine
sur lequel on calcule la distance interne. Ce domaine, un sous-ensemble de R2 ou R3, est
pavé à l’aide d’un maillage composé de triangles, dans le cas 2d, ou de tétraèdres, dans le
cas 3d. Pour cela, le maillage est assimilé à un graphe G(V,E). L’ensemble des sommets du
maillage est associé aux nœuds du graphe. Les arêtes de ce graphe correspondent aux arêtes
des tétraèdres du maillage. Chaque nœud n du graphe stocke la position du sommet dans
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Fig. 4.5 : Différence entre distance géodésique (à gauche) et distance euclidienne (a droite).

noeud choisi pour la mise à jour

actifinactif

init

Fig. 4.6 : Algorithme de calcul de la carte de distance sans grille.

R3, notée nx, la plus petite distance au bord connue nd et un pointeur vers la primitive du
bord à laquelle correspond cette distance nf . Tout comme l’algorithme du Fast-Marching les
nœuds du maillage sont initialisés avec nd = + inf, et la primitive la plus proche est laissée
vide (nf = null). Les noeuds du bord de l’objet sont initialisés à nd = 0, nf = n et insérés
dans un minimier. La boucle centrale de l’algorithme consiste à prendre la valeur minimale du
minimier et à s’en servir pour mettre à jour les informations stockées sur les noeuds voisins.
Le schéma de mise à jour des noeuds voisins s’appuie sur le calcul de la distance euclidienne
dist(nx, f) et sur les règles suivantes :

nf = (nd > dist(nx, f))?f : nf (4.2)

nd = (nd > dist(nx, f))?dist(nx, f) : nd (4.3)

Les primitives du bord de l’objet peuvent être des points, des arêtes ou des triangles. La
fonction de distance est définie à partir des fonctions de distance propres à ces primitives
(pour le calcul voir [SE03]) :



104 Chapitre 4. Calcul de carte de distance et détection de collision

dist(x, p) =







dpts(x, P ) si p est de type point

dseg(x, S) si p est un segment

dtri(x, T ) si p est un triangle

(4.4)

Nous avons implémenté deux versions de cet algorithme. La première calcule réellement
la distance par rapport aux sommets, aux arêtes et aux triangles de la surface. La seconde,
plus simple, ne le fait que par rapport aux nœuds de la surface. Cette version simplifiée ne
traduit pas correctement la distance au bord de l’objet. Néanmoins, nous observons, dans les
différentes expérimentations menées, que l’erreur générée est contrebalancée par des temps de
calcul inférieurs.

4.2.3 Comparaison des deux méthodes

L’évaluation de l’algorithme porte sur deux aspects : la précision de la carte de distance
obtenue, ainsi que la rapidité des calculs. Pour cela, nous avons comparé l’algorithme avec les
méthodes suivantes :

– méthode näıve : la distance est calculée en évaluant l’ensemble des distances possible et
en choisissant la minimale ; la complexité d’un tel algorithme est de O(n.m), avec n le
nombre de nœuds à évaluer et m le nombre de primitives composant le bord ;

– Fast-Marching : la distance est calculée par l’algorithme du Fast-Marching. Nous avons
testé plusieurs résolutions de grille de calcul : les résultats que nous présentons sont
calculés sur des grilles de 20x20 et 100x100 ;

– CFFM : la distance est calculée par notre algorithme en propageant la primitive – point,
segment, triangle – la plus proche ;

– CPFM : la distance est calculée par notre algorithme mais en ne propageant que la
primitive point.

La distance est calculée pour les 300 images de l’animation de tissu de résolutions différentes
qui se déchire (fig. 4.7). Pour chacune des méthodes, nous avons mesuré le temps de calcul
ainsi que l’erreur maximale et l’erreur moyenne. Les résultats sont présentés dans les tableaux
4.8 et 4.9. Ces résultats montrent que les algorithmes CFFM et CPFM sont les plus précis
mais aussi les plus rapides. Les mauvais résultats de l’algorithme de Fast Marching sont liés
d’une part à la phase de discrétisation de l’objet sous la forme d’une grille, et d’autre part à
l’utilisation d’un schéma aux différences finies qui n’offre qu’une approximation des opérateurs
différentiels. En outre, le caractère incrémental de la méthode tend à propager cette erreur liée
à l’ensemble du calcul. L’algorithme que nous proposons n’est pas sensible à cela. On observe
que notre méthode est aussi nettement plus rapide. Néanmoins, si on reporte le temps de calcul
sur le nombre de nœuds du maillage (la grille ou le maillage tétraèdrique), on remarque que
c’est la méthode du Fast-Marching (sur la grille) qui reste la plus efficace. Cependant, cette
efficacité est contrebalancée par le très grand nombre de nœuds nécessaire pour obtenir des
résultats suffisamment précis (d’après nos tests, une grille de taille 20x20 est un minimum).

Ces résultats encourageants nous amènent à réaliser des tests de performance de la
méthode CPFM en 3d sur des maillages utilisés dans le simulateur (figure 4.10). Ces tests
montrent que, même sur le plus gros maillage dont nous disposions (trois cent mille tétraèdres
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Fig. 4.7 : Logiciel de test, un disque est animé et découpé. On effectue ensuite le calcul de la carte
de distance. A gauche, le calcul à l’aide de la méthode CPFM, à droite, la même carte de distance
calculée avec l’algorithme de Fast-Marching et une grille de résolution 100x100. Sur la ligne du bas,
on représente, à l’aide d’un gradient de couleur, l’erreur de calcul. Les couleurs claires indiquent des
erreurs plus importantes.

Algorithme temps en ms erreur maximale erreur moyenne

Näıf(exact) 9.930
Fast-Marching 20x20 0.288 0.326 0.085
Fast-Marching 100x100 9.728 0.149 0.011
CFFM 0.630 0.02 8.10−5

CPFM 0.196 0.12 0.008

Fig. 4.8 : Comparaison des performances pour les 300 images de l’animation d’un disque composé
de 486 noeuds.

/ cinquante mille noeuds), la carte de distance pouvait être calculée en moins de 0.1s. Ce temps
de calcul est tout à fait satisfaisant comparé à celui nécessaire à la simulation avec la méthode
des masses-ressorts. Nous avons ensuite fait varier la résolution des maillages et avons mesuré
les temps de calcul de la méthode CPFM pour les objets Cheval et Pion, mais cette fois-ci,
en faisant varier le nombre de noeuds de 1000 à 50000.

Dans le contexte de la détection de collision d’objets déformables, on remarque encore que
les méthodes CFFM et CPFM supportent, sans modification, la découpe du maillage.

Algorithme temps en ms erreur maximale erreur moyenne

Näıf(exact) 28.0
Fast-Marching 20x20 0.600 0.34 0.098
Fast-Marching 100x100 12.0 0.081 0.016
CFFM 5.0 0.002 3.10−6

CPFM 2.3 0.06 0.001

Fig. 4.9 : Comparaison des performances pour les 300 images de l’animation d’un disque composé
de 1000 noeuds.
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Fig. 4.10 : Même des objets composés de plus de 300 000 tétraèdres (50 000 noeuds) ont leur carte
calculée en 0.1s.
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Fig. 4.11 : On fait varier le nombre de nœuds des maillages Pion et Cheval (axe horizontal) et on
mesure le temps de calcul (en s) de la méthode CPFM.

4.3 Application à la détection de collision

Le pipeline de collision employé dans ce chapitre est représenté sur la figure (4.12). Il
s’appuie sur une grille de voxel, à la manière de [THM+03], afin de réduire le nombre de tests
d’intersection tétraèdre-tétraèdre. Cette grille de voxel se différencie de la grille de calcul du
Fast-Marching car elle est globale à la scène et non plus spécifique à l’objet. Il est intéressant
de remarquer qu’on pourrait aussi utiliser l’algorithme du Fast-Marching sur cette grille
globale. Cependant, la résolution nécessaire pour avoir des résultats précis avec la méthode
du Fast-Marching suppose une grille nettement plus fine que la grille globale employée. Une
fois terminée la localisation des couples de tétraèdres potentiellement en intersection, nous
utilisons le test d’intersection exact (présenté avec son code source dans [GPR02]). Lorsqu’une
intersection est détectée, la réponse à la collision est calculée à partir de la carte (fig. 4.13).
Nous avons mis en place un système de mise à jour “à la demande” de la carte de distance ;
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celui-ci ne recalcule qu’une partie de la carte, la quantité de mise à jour est fonction de la
profondeur de pénétration des objets.

Fig. 4.12 : La boucle de simulation comprenant l’étape supplémentaire de mise à jour de la carte entre
la détection et la réponse à la collision.

Fig. 4.13 : A partir de la carte de distance, on calcule des forces de réponse par la méthode de
pénalité.

4.3.1 Calcul de la carte de distance “à la demande”

Le calcul “à la demande” de cette carte a pour objectif de limiter la quantité de nœuds
qui doit être mise à jour pour obtenir la réponse à la collision. Ainsi, lorsque les objets ne
s’intersectent pas, le calcul complet de la carte est inutile. Plus précisément, un calcul de la
carte peut être interrompu lorsque la distance est calculée pour l’ensemble des tétraèdres
en intersection. Pendant la phase de détection de collision, on compte les tétraèdres en
intersection et les noeuds qui y sont associés ; ce sont les nœuds pour lesquels il faut calculer la
distance. A chaque fois qu’un de ces noeuds passe de l’état vivant à l’état mort, le compteur
de nœuds est décrémenté. La boucle centrale de l’algorithme s’arrête lorsque le compteur
atteint zéro. Le calcul à la demande de la carte réduit considérablement le temps de calcul ;
les objets qui ne sont pas en intersection n’ont pas leur carte recalculée et, lorsqu’il y a
interpénétration, celle-ci est en général concentrée sur la surface de l’objet. En pratique, des
pénétrations importantes des objets se traduisent simplement par des calculs plus longs (fig.
4.14).
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Fig. 4.14 : Calcul à la demande de la carte de distance. En général, seule une petite bande à la
périphérie du bord doit être recalculée.

4.3.2 Calcul de réponse par pénalité

Une fois toutes les collisions détectées et la carte de distance mise à jour, des forces de
pénalité sont calculées de manière à repousser les objets qui s’interpénètrent. La méthode de la
pénalité produit des forces en réponse à une mesure de l’interpénétration. Dans ce travail, cette
mesure de l’interpénétration est évaluée à partir de la carte portée par les tétraèdres. Dans un
premier temps le calcul dit de « point dans un volume » [FL01] est employé. Ce calcul associe
à chaque nœud mécanique inclus dans un tétraèdre, une force de pénalité qui repousse le
nœud hors de l’objet. Les auto-collisions peuvent être traitées de la même façon, en testant les
intersections entre les couples de tétraèdres non-adjacents d’un même objet et en construisant
une réponse par pénalité [FL01]. Le fait de traiter les auto-collisions rajoute un grand nombre
de tests d’intersection qui ralentit la simulation. L’accélération des auto-collisions est un point
de recherche encore ouvert. Le calcul de réponse par sommet est relativement peu coûteux,
mais il suppose que les objets soient finement discrétisés (c’est-à-dire qu’il y ait beaucoup
de nœuds). Lorsqu’il n’y a pas assez de noeuds, on risque de manquer des collisions. Dans le
cadre de la simulation temps-réel, nous ne pouvons simuler des objets trop finement discrétisés.
Nous avons donc développé un autre calcul de réponse dit « segment dans un volume », qui
a l’avantage de ne manquer aucune collision.

Réponse de type « point dans un volume »

Le calcul de réponse par point est basé sur l’approximation de la distance de pénétration
d, à partir de la carte de distance. Cette distance de pénétration d est calculée comme une
combinaison linéaire des valeurs de distance portées par les nœuds du tétraèdre. Dans un
premier temps, le point où la fonction doit être évaluée est converti en coordonnées locales au
tétraèdre. On note u = u1..3, les coordonnées locales d’un point p dans le repère dont l’origine
cöıncide avec x4 et dont les axes sont portés par les arêtes adjacentes à x4 (fig. 4.15). Les
coordonnées u sont calculées de la manière suivante :
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u = G−1[p − x4] (4.5)

où G est une matrice 3x3 définie par :

G = [p − x1, p − x2, p − x3] (4.6)

Fig. 4.15 : Intersection point - tétraèdre. La distance est interpolée au point p, par interpolation des
valeurs portées par le tétraèdre.

Un point p inclus dans un tétraèdre remplit les conditions suivantes : u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, u3 ≥
0 and u1 + u2 + u3 ≤ 1. Pour un tel point, les informations de distance portées par les nœuds
du tétraèdre, et notées d0..3, peuvent être interpolées à partir des coordonnées barycentriques :

d̃ = u1.d1 + u2.d2 + u3.d3 + (1 − u1 − u2 − u3).d4 (4.7)

Cette information de distance nous renseigne sur l’intensité de la pénalité à appliquer. La seule
information d’intensité ne suffit pas à générer une force de pénalité, et il faut lui adjoindre
une direction. Cette direction est calculée comme gradient de la carte de distance ; ce qui
correspond à calculer les normales aux isovaleurs de la carte. En pratique, comme ce champ
de distance est calculé par interpolation linéaire à partir des valeurs portées par les sommets
du tétraèdre, le gradient est constant pour l’ensemble du tétraèdre. Ce gradient est obtenu
par :

∇d̃ =







∂d̃
∂x

∂d̃
∂y

∂d̃
∂z







= G−1






u1 − u4

u2 − u4

u3 − u4




 (4.8)

Une fois le gradient obtenu, la force de pénalité est générée à partir de l’équation du ressort :
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F = k.d.∇d̃ (4.9)

(4.10)

Cette force est appliquée en p et intégrée au bilan des forces de l’objet.

Réponse du type « segment dans un objet »

Le calcul de réponse par sommets génère une réponse si l’un des sommets d’un maillage est
inclus dans un tétraèdre du maillage de l’autre objet. Des collisions peuvent être manquées lors
des intersections le long des arêtes des tétraèdres. Pour contourner le problème, il faut utiliser
des objets très finement discrétisés, à la manière de [BMF03]. Cependant, l’augmentation de
la discrétisation est bien souvent incompatible avec la simulation interactive. Nous proposons
donc une méthode de calcul de pénalité par segment, plus coûteuse en temps de calcul, mais
qui autorise l’utilisation de maillages nettement plus grossiers. Dans un premier temps, les
arêtes en intersection sont détectées (fig. 4.16). Les extrémités de l’intersection sont calculées
et la force de pénalité y est évaluée. La direction de la force ne change pas sur l’ensemble
du segment, on se contente d’évaluer son intensité. Cette intensité est ensuite intégrée sur
l’ensemble du segment. Une fois la force obtenue sur le segment, elle est répartie sur les
sommets mécaniques les plus proches.

Fig. 4.16 : Intersection segment - tétraèdre. La distance est interpolée aux extrémités de l’intersection
entre le segment et le tétraèdre.

Soit un segment [a, b] exprimé sous forme paramétrique :

x = ax + λ(bx − ax) (4.11)

y = ay + λ(by − ay) (4.12)

z = az + λ(bz − az) (4.13)

Les deux extrémités de ce segment sont projetées dans le référentiel local au tétraèdre.
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A = G−1(a − t4) and B = G−1(b − t4) (4.14)

Ce qui donne l’expression du segment dans le référentiel du tétraèdre :

ux = Ax + λ(Bx − Ax), uy = Ay + λ(By − Ay), uz = Az + λ(Bz − Az) (4.15)

Il y a une intersection entre le segment et le tétraèdre, s’il existe un nombre λ dans l’intervalle
[0, 1], dont les coordonnées dans le repère du tétraèdre vérifient l’équation suivante : u1 ≥
0, u2 ≥ 0, u3 ≥ 0, u1 +u2 +u3 ≤ 1. Le tétraèdre est un convexe, l’intersection avec un segment
se réduit à un unique intervalle [λ1, λ2]. Si cet intervalle est vide, il n’y a pas d’intersection.
A partir de ces deux abscisses, il est possible de calculer la distance de pénétration aux deux
extrémités de l’intersection par interpolation linéaire des valeurs portées aux sommets du
tétraèdre. Une fois calculées, ces valeurs sont ensuite intégrées le long de l’intersection de
manière à mettre en corrélation la quantité de matière en intersection et la quantité de force
de pénalité. Cette étape d’intégration est réalisée analytiquement et revient à calculer l’aire
d’un trapèze formé par le segment et les distances approchées.

d̃ =

∫

l∩t

d =
1

2
(d̃1 + d̃2)||x1x2||

La force de pénalité
−→
f est obtenue à partir de la mesure de l’intersection d̃. Elle est

ensuite répartie en deux forces (f1,f2) appliquées aux extrémités de l’intersection (λ1,λ2). La
répartition des forces est proportionnelle à (d̃1,d̃2). L’étape finale du calcul de force consiste
à reporter, sur les extrémités du segment, les forces de pénalité obtenues aux extrémités
de l’intersection (fig. 4.17). Pour cela, on utilise la position sur l’abscisse paramétrique des
forces (f1,f2) comme coefficients de pondération. La formule suivante nous donne les forces
de pénalité appliquées aux degrés de liberté :

af = λ1 ∗
−→
f1 + λ2 ∗

−→
f2

bf = (1 − λ1) ∗
−→
f1 + (1 − λ2) ∗

−→
f2

Fig. 4.17 : Forces calculées sur le segment ab. La force est intégrée sur l’intersection, puis reportée
aux extrémités a et b, en utilisant les valeurs λ1, λ2 comme pondération.

Nous avons comparé les deux méthodes de calcul de réponse. La méthode de réponse par
segment est sensiblement plus lente que celle par point (fig. 4.19). En contrepartie, elle est
plus précise et ne rate pas de collision à cause d’un échantillonnage trop faible des objets.
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Fig. 4.18 : Illustrations de [MAC04] : gauche et milieu : représentation des forces calculées ; droite :
interaction entre un tissu et un objet déformable.

Fig. 4.19 : Sur une scène complexe, le temps de calcul de la phase de réponse est près de deux fois
plus élevé.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme efficace de calcul de la carte de
distance pour des objets représentés par un maillage tétraédrique. Cet algorithme est utilisé
pour gérer la collision entre objets déformables et a été présenté dans [MAC04]. Par rapport
à [FL01], notre algorithme est à la fois plus rapide et plus précis. En outre, comme il ne
nécessite plus de grille de calcul additionnelle, on peut gérer la collision d’objets découpables.
L’efficacité du calcul de carte de distance est illustré sur la vidéo disponible à l’adresse
http://www.lifl.fr/~marchal/these/video/chap4_fastmarching.mpg. En plus du calcul
de carte de distance, nous proposons aussi une méthode de calcul de pénalité basée sur les
segments en intersection qui supprime les artefacts liés à la méthode de réponse à base de point.
La validation de ce travail s’appuie sur le développement d’un modèle d’objets déformables
à base de masses-ressorts qui supporte la découpe par suppression d’élément. Concernant
la méthode masses-ressorts, celle-ci est simple à implémenter, mais elle est aussi inefficace

http://www.lifl.fr/~marchal/these/video/chap4_fastmarching.mpg
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pour simuler des objets volumiques déformables en temps interactif. En effet, l’intégration
numérique du mouvement, avec des intégrateurs explicites d’ordre faible, est complètement
instable (même pour des faibles raideurs) et l’usage des intégrateurs plus évolués, comme
le Runge-Kutta4 ou l’Euler implicite entrâıne un augmentation considérable du temps de
calcul. Cela nous a conduis à travailler sur d’autres méthodes de simulation comme le Shape-
Matching que nous avons utilisé dans le cadre du modèle déformable et découpable présenté
dans le chapitre suivant.

Fig. 4.20 : Illustrations de [MAC04] : le tore est découpé et entre en collision avec un cube.
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5.5 Expérimentations et résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.5.1 Intérêt de la segmentation par axe médian . . . . . . . . . . . . . . . 130

Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

115
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Introduction

Dans ce chapitre, nous illustrons l’utilisation de la multireprésentation avec un modèle
d’objets déformables supportant des opérations de découpes fines. Pour cela, nous proposons
un modèle d’objets simulables en temps réel, grâce à la technique du Shape-Matching
[MHTG05], déformables et découpables. Pour le traitement de la découpe, sera retenue
une représentation topologique centrale, sous la forme d’un maillage tétraédrique, à partir
de laquelle seront déduites les autres représentations. Un maillage tétraédrique servira de
représentation commune, car c’est une structure volumique simple à manipuler et facile à
découper. L’algorithme de découpe du maillage est basé sur l’utilisation d’une machine à
état qui minimise le nombre de tétraèdres insérés [BGTG04]. Une fois le maillage découpé, les
aspects mécaniques, la collision, et l’affichage, seront mis à jour. Les algorithmes de mise à jour
dépendent des informations nécessaires aux différents aspects. L’animation à base de Shape-
Matching s’appuie sur l’utilisation de groupes de particules simulées. Pendant la découpe, la
mise à jour de ces groupes repose sur un algorithme de segmentation ; algorithme qui s’appuie
sur un calcul de distance par la méthode du Fast-Marching (voir chapitre 4).

Le chapitre est organisé de la façon suivante : dans un premier temps, nous présentons
la structure générale de la méthode (5.1) ; ensuite l’algorithme de découpe du maillage
tétraédrique (5.2), suivie par la méthode d’animation basée sur le Shape-Matching (5.3).
La particularité de cette méthode d’animation repose sur une segmentation de l’objet en
groupes de simulation. Pour traiter la découpe, nous introduirons un nouvel algorithme de
segmentation (5.4).

5.1 Structure globale du modèle proposé

La structure de la méthode s’inspire du modèle multireprésentation (voir chapitre (3)).
Comme remarqué sur la figure (5.1), la structure multireprésentation du chapitre (3) est
maintenant enrichie d’un composant supplémentaire qui stocke une représentation commune
encodant la topologie de l’objet. Nous pensons que cette représentation commune est
nécessaire pour éviter les ambigüıtés et les incohérences topologiques entre les différentes
représentations. Dans l’approche suivie, seule cette représentation-mâıtresse est découpée ; les
représentations particulières, liées aux aspects (mécanique, affichage, collision) étant mises à
jour lors des découpes.

Représentation topologique : le maillage tétraédrique sera notre représentation centrale de
la topologie et de la géométrie de l’objet. C’est le modèle de topologie explicite le plus
simple à manipuler. On dispose d’un grand nombre d’algorithmes de découpe. En outre,
un schéma d’interpolation globale – l’interpolation linéaire par morceaux – facilite l’extension
de la méthode : par exemple, interpoler des coordonnées de texture, des couleurs ou bien des
masses mécaniques.

Animation : nous avons fait le choix de la méthode du Shape Matching pour le composant
mécanique. C’est une méthode qui est qualifiée de “sans maillage” par ses auteurs. Nous
qualifions plutôt cette méthode d’a-topologique au sens où elle ne repose sur aucune structure
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Fig. 5.1 : Structure d’objet : représentation géométrique/topologique centrale. A partir de cette
représentation, différents algorithmes (segmentation, conversion) permettent la mise à jour des
représentations mécanique, d’affichage, de collision.

topologique, implicite ou explicite, contrairement aux méthodes sans maillage du domaine de
la mécanique des milieux continus.

Gestion des collisions : pour la gestion des collisions, nous employons des hiérarchies de
bôıtes englobantes. Ces hiérarchies sont mises à jour pendant les déformations à l’aide de
l’algorithme de Van Den Bergen [vdB97]. La mise à jour de la topologie de la hiérarchie
pendant les découpes repose sur l’algorithme de segmentation hiérarchique.

Affichage : l’affichage consiste simplement à visualiser la surface du maillage tétraédrique.

Choix d’une représentation géométrique

On a vu que les méthodes qui dérivent de la mécanique des milieux continus resposent
sur une représentation volumique de l’objet. La méthode du Shape-Matching n’a pas cette
contrainte et se contente d’un nuage de points pouvant décrire aussi bien un volume qu’une
surface d’objet. Cependant, nous avons fait le choix d’une représentation volumique maillée.
En effet, lorsque l’objet est déformé, sans représentation volumique précise, il est difficile de
reconstruire la surface obtenue après découpe (fig. 5.2).

Plus formellement, si la géométrie non-déformée est notée ũ(T ), la déformation par une
fonction f(X) de cet objet s’écrit :

ũdef (T ) = f(ũ(T )) (5.1)
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Fig. 5.2 : Découpe d’un objet déformé. Représenté par sa seule surface, il devient difficile de calculer
le chemin de la découpe dans l’espace non-déformé.

Retrouver le chemin parcouru par l’outil dans l’espace non-déformé suppose que la fonction
de déformation f(X) soit définie sur l’ensemble de l’objet, inversible, et simple à calculer ;
la plus simple étant l’interpolation linéaire par morceaux, obtenue à partir d’un maillage
tétraédrique.

5.2 Découpe du maillage tétraédrique

Dans cette section, nous décrivons la façon de découper la représentation topologique
centrale ; on laisse de côté la manière dont celui-ci est animé.

Nous modélisons l’outil de découpe comme un segment orienté, dont le mouvement est
contraint par l’orientation (on coupe uniquement dans le sens de la lame). Le mouvement
de cet outil est approché linéairement par une succession de triangles. A la fin d’un pas de
temps, nous testons l’intersection entre les triangles décrivant le mouvement de l’outil et
les tétraèdres du maillage. De ces intersections, on déduit la manière dont le tétraèdre va
être subdivisé. On distingue deux cas : le premier où la découpe est active, traduit le fait
que l’outil n’a pas encore quitté le tétraèdre qu’il est sensé découper. Durant cette phase
active la représentation mécanique n’est pas modifiée. Le second cas survient lorsque l’outil
quitte le tétraèdre intersecté. A ce moment, les représentations mécaniques et de collision sont
effectivement mises à jour.

C’est une machine à état, associée aux tétraèdres, qui suit l’évolution des découpes. Elle
suit l’évolution du profil de découpe pendant le mouvement de l’outil et indique lorsque
celui-ci n’intersecte plus le tétraèdre. Cette approche est similaire à [BGTG04], bien que
sa formalisation diffère au niveau de l’encodage de la machine à état. En effet, nous
préférons décrire l’automate d’états au niveau des triangles (formant le tétraèdre) plutôt
que directement au niveau des tétraèdres.

5.2.1 Découpe progressive d’un tétraèdre : la machine à état

La machine à état d’un tétraèdre implémente l’automate donné à la figure (5.3). Chaque
face stocke son état en fonction des différentes intersections avec l’outil de découpe.

Les flèches modélisent les transitions possibles entre les états. L’état A0 correspond à un
triangle qui n’est pas entré en intersection avec l’outil. Les états A1 et A2 correspondent
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Fig. 5.3 : Les différentes configurations encodées dans la machine à état.

à des états temporaires. Les états A0 , A3 , A4 sont qualifiés d’états de sortie. Une fois
un état de sortie atteint, l’automate n’est plus mis à jour jusqu’à ce que le tétraèdre soit
effectivement subdivisé.

5.2.2 Subdivision du tétraèdre

Tant que l’outil ne quitte pas le tétraèdre, celui-ci n’est pas mécaniquement subdivisé,
seul son affichage est modifié de manière à permettre un retour à l’utilisateur. Une fois que
l’outil quitte le tétraèdre, celui-ci est effectivement subdivisé, le maillage de l’objet est alors
mis à jour tout comme les représentations de collision et de mécanique. La manière dont est
subdivisé le tétraèdre (fig. 5.5) est calculée en fonction des états des différentes faces qui le
composent (fig. 5.4).

5.3 Animation des déformations

Nous présentons maintenant la manière d’animer un objet déformable, modélisé par
un maillage tétraédrique, à l’aide de la technique du Shape-Matching. Dans un premier
temps, seuls les sommets du maillage sont utilisés pour l’animation. Ces sommets forment
le nuage de particule à partir duquel est extraite la transformation rigide de l’objet –
rotation, translation – et ses déformations. En plus d’être une méthode complètement sans
maillage, la méthode est dite inconditionnellement stable au niveau de l’intégration numérique,
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Fig. 5.4 : Les faces d’un tétraèdre, les différents assemblages en fonction des états possibles des
intersections par face.

Fig. 5.5 : Motif de subdivision exprimé sous forme canonique.

(propriété assez rare au niveau des modèles simulés). Enfin, par opposition aux méthodes
Éléments Finis, l’animation par Shape-Matching, utilisable avec un maillage, ne souffre pas
du bon ou mauvais conditionnement de celui-ci. Les tétraèdres non-réguliers produits par
la découpe ne lui posent pas de problème. En contrepartie, en associant un mouvement
rigide unique à l’objet, la méthode du Shape-Matching ne permet pas de traduire toutes les
déformations d’un objet ; pour augmenter le potentiel de représentation des déformations, la
méthode est étendue par la décomposition des particules de l’objet en plusieurs sous-ensembles
appelés clusters, interconnectés ; les clusters étant animés par la méthode du Shape-Matching.
On peut aussi remarquer que, ne dérivant pas de la mécanique des milieux continus, la méthode
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du Shape Matching est plus adaptée pour une utilisation dans un contexte de“réalité virtuelle
plausible” plutôt que celui de la simulation précise de comportement (contexte médical).

5.3.1 Description générale du Shape-Matching

La méthode permet l’animation de nuage de particule à partir de la combinaison d’un
mouvement rigide avec une déformation (fig. 5.6). La boucle d’animation est la suivante :
à partir de la position courante des particules, la composante rigide du mouvement est
extraite par l’algorithme de Shape-Matching. Chaque particule à simuler, de masse mi, est
associée à une position au repos x0

i , une position courante xi et une position rigide gi. Cette
position rigide est calculée à partir du nuage de particule par extraction de la composante
rigide du mouvement (une rotation, une translation). La mouvement rigide le plus proche

Fig. 5.6 : La méthode Shape-Matching

du mouvement est calculé à partir du nuage de particule à sa position de repos x0
i et de la

position à un instant donné xi. Le mouvement rigide consiste alors à trouver les vecteurs t, t0

et la matrice de rotation R telle que (minimisation du carré de la différence entre les positions
gi et xi) :

∑

i

mi(R(x0
i − t0) + t − xi)

2. (5.2)

Les vecteurs t et t0 sont calculés à partir du barycentre des deux nuages de point.

T = t − t0, t0 =

∑

i mix
0
i

∑

i mi

, t =

∑

i mixi
∑

i mi

. (5.3)

Soient qi = x0
i − t0 et pi = xi − t, les positions des particules par rapport aux barycentres

respectifs. Pour calculer la matrice de rotation R, les auteurs proposent dans un premier
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temps, de calculer la transformation A qui minimise la fonction
∑

i mi(Aqi−pi)
2. Cela revient

à calculer :

A = (
∑

i

mipiq
T
i )(

∑

i

miqiq
T
i )−1 = ApqAqq. (5.4)

Avec Aqq une matrice symétrique et donc ne contenant pas de rotation. La rotation optimale
R est ainsi extraite de Apq par décomposition polaire.

A partir de la matrice de rotation R et du vecteur de translation T , on calcule la position
rigide gi :

gi = R(x0
i − t0) + t. (5.5)

A partir de gi et de xi, une force de rappel peut être générée qui ramène les particules
libres vers leur position de repos. La connaissance de la destination gi permet la construction
d’un schéma d’intégration temporelle toujours stable.

Les auteurs proposent d’enrichir les déformations possibles en rajoutant des modes de
déformation. Ainsi, les auteurs proposent de calculer gi à partir non plus d’une transformation
rigide mais d’une transformation linéaire ou quadratique. Dans la suite, seuls les modes de
déformation rigide et linéaire sont employés ; le mode de déformation quadratique n’a pas
été utilisé car il nécessite une quantité non-négligeable de précalculs qu’on ne peut alors plus
effectuer pendant les découpes.

5.3.2 Animation par clusters

L’animation d’objets déformables par la méthode du Shape-Matching est très efficace du
point de vue des performances. Par contre, la déformation n’est pas réaliste lorsque les objets
ont une forme différente de celle d’une sphère (objets étoilés). Si l’objet à une forme non-
étoilée, les modes de déformation linéaire et quadratique ne sont pas suffisants pour décrire
efficacement la comportement de l’objet. Pour augmenter le potentiel de représentation des
déformations, les auteurs de [MHTG05] proposent d’utiliser plusieurs composantes rigides,
locales, donnant alors plus de flexibilité au modèle (fig. 5.7).

Fig. 5.7 : La flexibilité de l’objet augmente avec l’emploi d’un plus grand nombre de clusters (extrait
de [MHTG05]).
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La vitesse d’une particule se calcule à partir des positions par cluster gc
i :

vi =
∑

c

αcg
c
i (t) − xi(t)
∑

c αch
(5.6)

L’utilisation des clusters se traduit par une augmentation des déformations animables.
Cependant, le paramétrage des clusters et la manière dont le mélange est effectué reste
un aspect assez peu développé dans l’article initial. Un parallèle intéressant existe entre le
mélange des clusters et les techniques de blending (utilisées lorsqu’on fait du Skinning 5.8).
Comme nous avions déjà travaillé sur le sujet du Skinning dans [GM03], on établit quelques
recommandations sur les propriétés de mélange entre les clusters :

– si les clusters ne se recouvrent pas assez, la mécanique est trop souple : les clusters
tendent à évoluer de manière indépendante. Pour contourner ce problème, il faut qu’un
nombre suffisant de particules soit partagé par les clusters ;

– une cassure assez nette est visible au niveau de la zone de mélange : pour lisser la
transition entre les clusters, on utilise un facteur de pondération supplémentaire, à la
manière des Splines (fig. 5.8). Ce poids va permettre le contrôle de la manière dont les
clusters vont se mélanger.

Fig. 5.8 : Contrôle du mélange entre clusters par l’utilisation d’une fonction de poids qui évolue de
manière continue dans la zone de mélange.

5.4 Algorithmes de segmentation et découpe

La méthode du Shape-Matching repose essentiellement sur une structuration implicite
sous la forme de groupes de clusters. Pour nous, ces clusters sont aussi intimement liés à la
forme de l’objet et donc à sa découpe. Dans cette section, nous allons décrire les différents
algorithmes envisageables pour générer les clusters à partir du maillage tétraédrique.

Dans l’article [MHTG05], les auteurs proposent un algorithme de clustering basé sur la
proximité entre les particules. Le principe de l’algorithme est le suivant : l’objet est immergé
dans une grille de voxel ; les nœuds appartenant à une même cellule de la grille sont regroupés
en un cluster. Une telle segmentation donne des résultats acceptables, mais elle entrâıne un
couplage entre des particules non-forcément connectées13 (fig. 5.9).

13Le couplage entre particules pour la découpe est discuté dans 3.4.
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Fig. 5.9 : La segmentation proposée dans [MHTG05] induit un couplage basé sur la distance entre
des particules. Deux particules proches sont couplées, même si leur distance géodésique est importante.
Ce peut être génant si les particules appartiennent à deux composantes non-connexes d’un même objet.

Une segmentation basée sur la distance euclidienne ne tient pas compte de la forme de l’objet
à simuler. Pour cela, nous choissons une autre méthode qui s’appuie sur une segmentation de
l’objet en un ensemble de composantes convexes. L’avantage de cette approche est de définir
clairement la relation qui lie la forme de l’objet et la segmentation obtenue (fig. 5.10) ; aux
erreurs de calcul près, deux objets de forme identique seront segmentés de la même façon.

Fig. 5.10 : La méthode de segmentation convexe permet d’associer de manière cohérente la
segmentation et la forme de l’objet avant et après découpe. a) un objet est associé à son axe médian ;
b) l’objet est découpé et l’axe médian est recalculé ; c) une nouvelle segmentation convexe est déduite
à partir de l’axe médian ; d) lorsque l’algorithme produit trop de segments, ceux-ci sont fusionnés par
un algorithme hiérarchique.

5.4.1 Segmentation convexe par Fast-Marching

L’algorithme choisi s’appuie sur l’extraction de l’axe médian de l’objet. En général, le
calcul d’axe médian, tout comme le calcul du squelette d’un objet, nécessite des algorithmes
assez complexes et surtout coûteux. Cependant, le fait que les objets soient représentés par
un maillage tétraédrique permet de développer un algorithme de segmentation qui est une
adaptation de la technique de calcul de carte distance (introduite dans le chapitre (4)).
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L’algorithme de segmentation convexe se compose de deux étapes. Dans la première, on calcule
les nœuds du maillage tétraédrique qui appartiennent à l’axe médian. Dans la seconde, on
associe à ces nœuds les particules de l’objet, en établissant le diagramme de Voronöı des
nœuds de l’axe médian. Plus précisément :

– l’axe médian : l’axe médian d’un objet est défini comme le centre des sphères de rayon
maximal. L’axe médian, version discrète du squelette de l’objet, est considéré comme
un bon descripteur de la forme de l’objet.

– le diagramme de Voronöı : le diagramme de Voronöı d’un ensemble de primitives réalise
une partition de l’espace en zone. Chaque zone associant à une primitive le domaine
dans lequel elle est plus proche que toute autre primitive.

La formulation du diagramme de Voronöı et celle de l’axe médian s’appuient sur l’algorithme
de calcul de distance ; nous pouvons donc réutiliser l’algorithme de Fast-Marching pour les
calculer.

Extraction d’axe médian :

Le maillage tétraédrique de l’objet est assimilé à un graphe G(V,E). Les nœuds du
graphe sont associés aux sommets du maillage, tandis que les arêtes du graphe sont associées
aux arêtes des tétraèdres composant le maillage. L’algorithme de calcul de distance propage
itérativement l’information du bord le plus proche à ses voisins. Lorsque tous les voisins d’un
nœud portent une distance inférieure à la valeur du nœud courant, un maximum local est
atteint. Chaque maximum correspond à un centre de cluster.

Fonction calculAxeMedian(G(V,E))

Données : Graph : G(V,E)
Résultat : Liste : L ; points formant l’axe médian
début

pour v dans V faire
si v.estBord alors

tas.inserer(V) ;

pour tas.nonvide faire
bool estColine := false ;
v := tas.prendreMin() ;
pour n v E.voisins(v) faire

estColine = estColine | non(metterAJourDistance( n )) ;

si estColine alors
L.ajouter( v ) ;

fin
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Calcul du diagramme de Voronöı :

Une fois l’axe médian extrait, une segmentation convexe de l’ensemble des particules est
obtenue en calculant le diagramme de Voronöı des centres des clusters. La même technique de
propagation est utilisée, mais son sens est inversé ; on part de l’axe médian et on propage sur
le maillage le point de l’axe médian le plus proche ; les différentes zones de Voronöı formant
ainsi les clusters nécessaires au calcul des déformations. Les particules à la frontière entre
deux clusters sont marquées ; à partir de ces particules, un nouvel algorithme de propagation
est employé qui permet de définir les zones de mélange entre les clusters. La largeur de la
zone de mélange est obtenue en paramétrant le nombre d’étapes de la phase de propagation :
plus il y a d’étapes, plus la zone de mélange sera large.

5.4.2 Hiérarchie de segmentation

Cet algorithme de segmentation convexe génère un nombre trop élevé de clusters. C’est
pourquoi nous utilisons un algorithme de fusion hiérarchique réduisant le nombre de clusters.
Cet algorithme de fusion prend en paramètre un graphe topologique G2(V2, E2) ; les nœuds
du graphe V2 correspondent aux différents centres des clusters. Ces nœuds sont reliés par
une arête s’ils sont des voisins, au sens du diagramme de Voronöı (ils partagent une frontière
commune). Ce graphe G2(V2, E2), obtenu à partir de l’algorithme de segmentation convexe,
est simplifié par fusion de ses arêtes ; fusions traduisant le regroupement de deux nœuds du
graphe et donc de deux clusters voisins. En répétant le processus, on construit une hiérarchie
de clusters (fig. 5.11).

Fonction construireUnNiveau( G2)

Données : Graphe : G2(V2, E2) ;
Résultat : Une forêt d’arbres
début

E2.trier( nombre de particules ) ;
V3 = fusionnerAretes( E2 ) ;
E3 = construireAretes( E2, G2 ) ;

fin

Pour éviter la formation de hiérarchies mal formées, on utilise une heuristique d’équilibrage
basée sur le nombre de particules contenues dans les clusters. Cette heuristique trie les arêtes
en fonction du nombre de particules ; l’ordre de fusion privilégie alors la formation des petits
clusters afin d’obtenir un effet d’homogénéisation. D’autres heuristiques plus adaptées, comme
l’accroissement du volume englobant, sont envisageables mais leur calcul (nettement plus
complexe) ne semblait pas pertinent dans un contexte de découpe temps-réel (fig. 5.12).
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Fig. 5.11 : Algorithmes de fusion hiérarchique et la segmentation de l’objet obtenue. Sur la ligne du
haut, (de gauche à droite) on représente (par les zones colorées) les étapes de fusions successives. Sur
la ligne du bas, on représente l’objet segmenté et les clusters correspondant aux étapes de fusion.

5.4.3 Segmentation incrémentale : application à la découpe

L’algorithme de segmentation proposé ci-dessus se base sur un calcul rapide de la carte de
distance. Les propriétés de localité de cette carte permettent de réduire la quantité de calcul
quand elle doit être partiellement mise à jour.

Fig. 5.12 : Quelques exemples de hiérarchies de cluster produites par notre algorithme de
segmentation.
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Propriétés de localité de la carte de distance

Contrairement à la carte de distance définie dans le chapitre précédant (recalculée à chaque
déformation), la méthode de segmentation ici employée se contente d’une carte associée à
l’état de repos de l’objet. Celle-ci peut être mise à jour facilement, car l’opération de découpe
possède la propriété d’entrâıner uniquement une diminution des distances : en quelque sorte,
la découpe rapproche les bords de l’objet. En partant des bords nouvellement créés et en
propageant l’information de distance à l’aide de l’algorithme du Fast-Marching, on peut mettre
à jour la carte de manière locale : la propagation est stoppée lorsque les fronts ne permettent
plus de faire décrôıtre la distance au bord.

Fig. 5.13 : Mise à jour de la carte de distance. A gauche, la carte de distance associée à un segment
1d. A droite, le segment est découpé et, en orange, les nouvelles cartes de distance.

La figure (5.13) présente sur un exemple 1d, la mise à jour de la carte de distance. Sur cette
figure, on voit que la moitié de la carte doit être mise à jour. Cette propriété nous permet
d’établir, qu’au pire des cas, la mise à jour de la carte est d’une complexité en O(n.logn)

2 , puisque
son calcul complet (par Fast-Marching) est d’une complexité en O(n.logn). Cependant, cette
borne est rarement atteinte en pratique.

Extraction d’axe médian revisité

L’algorithme d’extraction est modifié de manière à bénéficier de la propriété de localité de
calcul de la carte de distance. Les nœuds du maillage situés sur l’axe médian sont remplacés
pendant la propagation du nouveau front de distance. Pendant cette étape, de nouveaux
nœuds sont marqués comme faisant partie de l’axe médian et stockés dans une liste adéquate.

Calcul du diagramme de Voronöı revisité

Le calcul incrémental du diagramme de Voronöı est un peu plus complexe que celui de
l’axe médian ; mais, comme la mise à jour de l’axe médian, il s’appuie sur une propriété de
localité du diagramme (représentée sur la figure 5.14). Les modifications apportées à une
cellule, pendant une opération de découpe, ne changent que localement le diagramme (elles
ne s’appliquent qu’aux voisins immédiats). Pendant la phase d’extraction de l’axe médian, les
nouveaux centres de la segmentation sont recensés, ainsi que l’ensemble de sommets voisins.
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A partir de cette nouvelle liste, nous effectuons la mise à jour du diagramme de Voronöı. Un
fois l’algorithme terminé, on dispose de deux listes de groupes de particules. Certaines sont
associées à des groupes de particules qui n’ont pas changé, d’autres sont associés aux groupes
créés ou modifiés. Ces deux listes sont utilisées pour mettre à jour la hiérarchie des clusters.

Fig. 5.14 : Lorsqu’un nœud de l’axe médian est modifié, seuls ses voisins de Voronöı doivent être
recalculés.

Calcul revistié de la hiérarchie

La mise à jour incrémentale de la hiérarchie soulève un certain nombre d’interrogations.
En effet, de part son algorithme de construction, elle tend à globaliser l’influence des
modifications. Un changement local de la segmentation tend à se propager de niveau en niveau,
et nécessite la mise à jour des données associées à chaque niveau ; cela tend à limiter l’intérêt
d’un calcul incrémental pour la construction de la hiérarchie. Dans la suite du chapitre, nous
allons donc recalculer complètement les hiérarchies de segment.

5.5 Expérimentations et résultats

Pour évaluer l’ensemble de l’approche, nous en avons réalisé l’implémentation. Le
traitement de la découpe effectué au niveau du maillage tétraédrique de l’objet est suivi
d’une phase de segmentation qui convertit la géométrie de l’objet en groupes de simulations
utilisables par la méthode du Fast-Marching.
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5.5.1 Intérêt de la segmentation par axe médian

On voit sur la figure (5.15) le rôle de la segmentation dans le processus de découpe des
objets, un objet découpé (a gauche) et le résultat obtenu en utilisant différents niveau de
segmentation. Le premier niveau revient à allouer un groupe de simulation par composante
non-connexe de l’objet découpé. Cela ne permet pas de traduire correctement la découpe
partielle de l’objet. Les niveaux inférieurs font apparâıtre celle-ci. Suivant le réalisme désiré
et la rigidité des objets, nous sommes amenés à utiliser différents niveaux de la hiérarchie
de segmentation. Nous pouvons aussi observer que la simulation au niveau de la racine des
hiérarchies est suffisante lorsque les objets sont rigides. Dans nos expérimentations, nous nous
sommes en général limités aux quatre niveaux suivant la racine ; l’augmentation du nombre de
cluster se traduisant par une augmentation du temps de calcul. Enfin, la selection automatique
du niveau de la hiérarchie à utiliser reste un problème ouvert.

Fig. 5.15 : Comparaison entre différents niveaux de segmentation.

Découpe d’objets déformables

Nous avons implémenté l’ensemble des algorithmes décrits dans ce chapitre, et réalisé
une série de mesures de performance pour évaluer la pertinence de l’approche. Pour cela,
nous avons appliqué un mouvement de découpe prédéfini à un ensemble d’objets déformables
de forme et de résolution différentes (fig. 5.16). Nous avons mesuré les temps de calcul
correspondant aux différentes parties de la méthode présentée (fig. 5.17).

Temps de simulation (Sim) : mesure le temps du calcul d’un pas d’intégration temporelle en
employant la méthode du Shape-Matching. Dans nos expériences, les différents objets sont
animés à un pas de temps de 10 ms. On observe que les objets de moins de 30000 tétraèdres
sont simulables en temps réel.

Temps de découpe (Cut) : le temps de découpe correspond au temps mis pour détecter les
intersections entre le maillage tétraédrique et l’outil. Les benchmarks montrent qu’à cet
endroit se consomme plus de la moitié du temps de calcul d’une opération de découpe.
La majorité du temps est consommée par l’opération de calcul des intersections. Comme
certains calculs sont redondants, nous envisageons d’en faire une implémentation plus efficace ;
l’accélération d’un facteur 3 ou 4 ne semble pas hors de portée.
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Fig. 5.16 : Différents objets utilisés dans nos benchmarks

Temps de mise à jour des matrices de déformation (Def) : la méthode du Shape-Matching
permet de précalculer un certain nombre de matrices employé pour l’extraction de la
composante rigide ou linéaire du mouvement. Ces précalculs sont liés à la segmentation
et ils doivent donc être mis à jour pendant la découpe. La mise à jour de ces matrices
est coûteuse ; c’est pourquoi une version incrémentale du calcul des matrices pourrait être
bénéfique ; néanmoins, cela suppose la mise en place d’un algorithme de construction des
hiérarchiques qui soit lui même incrémental.

Temps de segmentation (Seg/updt) : nous avons mesuré le temps nécessaire pour refaire
la segmentation de l’objet à l’aide de l’algorithme de segmentation (Seg) et de sa version
incrémentale (updt) : l’algorithme incrémental diminue considérablement le temps de calcul.

Object(#Tets) Sim Cut Seg/updt Def #CutTets

cube(336) 0.1 2.3 0.5 0.3 77/279
piece1(333) 0.1 1.5 0.6 0.7 39/143
barre1(1160) 0.2 6 1 1.3 147/647
barre2(7000) 0.9 30 7/2 7 747/2638
torus(7000) 1.0 15 4/1 3 341/1185
horse(30000) 12 90 42/7 40 1239/4374
piece2(40000) 20 180 60/10 70 1360/4917

Fig. 5.17 : Temps de calcul en millisecondes pour les différentes parties de la boucle de simulation.
(Sim) correspond à la méthode du Shape-Matching ; (Cut) à la découpe du maillage tétraédrique ;
(Seg/Updt) au temps mis par les algorithmes de segmentation (incrémental/non-incrémental) ; (Def)
correspond à la mise à jour des matrices précalculées, utilisées par le Shape-Matching.
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Fig. 5.18 : Illustration des différents benchmarks de découpe

Gestion des intersections

Pour accélérer la détection des intersections, nous aurions pu employer une approche par
grille de voxel (comme dans le chapitre précédant). Nous avons cependant préféré expérimenter
une autre approche à base de hiérarchie de bôıte englobante (AABB). Chaque groupe de
simulation est associé à une bôıte englobante, la hiérarchisation des groupes de segmentation
fournissant une hiérarchie de bôıte englobante. L’intérêt de cette approche est que cette
hiérarchie est alors mise à jour de manière implicite (automatique), pendant les phases de
découpe des objets. Un second point intéressant est qu’il est possible de simplifier le problème
des auto-collisions (très coûteux en temps de calcul). Pour cela, on fait l’hypothèse qu’il n’est
pas nécessaire de tester les auto-collisions entre toutes les paires de tétraèdres composant
l’objet mais uniquement entre les tétraèdres qui appartiennent à des groupes différents de
simulations.

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, un modèle d’objets découpables est proposé. Ce modèle est simulé
de manière stable en temps réel et s’inspire du principe de multireprésentation. Par
rapport aux approches précédentes, nous avons ajouté un aspect « topologique » fort
qui structure le principe de découpe et la mise à jour des autres aspects tels :
l’affichage, la collision et l’animation. Ce travail constitue aussi une première tentative
d’utilisation de la méthode du Shape-Matching pour traiter des objets découpables.
Les particularités de cette méthode d’animation ouvrent la voie au développement
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d’une technique de segmentation rapide. Celle-ci repose sur le calcul de la carte par
l’algorithme du Fast-Marching dont l’efficacité permet la re-segmentation de l’objet
pendant les découpes. Une vidéo illustrant les résultats de cette méthode est disponible à
http://www.lifl.fr/~marchal/these/video/chap5_decoupe_sca06.avi.

Parmi les points non-encore éclaircis, on peut noter :
– les expérimentations nous ont montré qu’il était difficile de contrôler la manière dont

les groupes de cluster se mélangent. Peut-on avoir un meilleur contrôle ?
– est-il possible de mettre en place un système de sélection automatique du niveau de

hiérarchie basé sur le comportement mécanique de l’objet ?
– il faut réaliser une étude plus détaillée de la continuité de l’animation. En effet, pour

l’instant, les découpes et le changement de niveau de la hiérarchie simulée se traduisent
par des discontinuités problématiques dans le comportement mécanique de l’objet.

– pour l’instant, seule la mise à jour de la carte de distance est incrémentale. Peut-on
implémenter un calcul qui soit complètement incrémental, notamment au niveau du
calcul des hiérarchies de cluster et de la mise à jour des matrices mécaniques ?

– nous avons remarqué récemment que le comportement de l’algorithme pour la
segmentation d’objets peu discrétisés n’est pas prévisible. Par exemple, l’extraction
de l’axe médian d’un tétraèdre unique n’est pas possible, l’algorithme sélectionnant
un noeud du bord comme élément de l’axe. Cependant, dans le cadre de nos
expérimentations sur les petits maillages, nous avons remarqué que la phase de création
de la hiérarchie compense le problème. Nous envisageons de corriger le défaut en utilisant
le centre des tétraèdres comme un noeud du maillage supplémentaire.

http://www.lifl.fr/~marchal/these/video/chap5_decoupe_sca06.avi
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Conclusions et perspectives

Pour de nombreux auteurs dont nous avons consulté les travaux afin de rédiger cette thèse,
la démarche semble suivre un seul fil conducteur : à partir d’une question initialement posée,
une démarche inductive est suivie.

C’est avec une approche nettement plus divergente que nous avons abordé notre travail.
Pour cela, nous avons cherché à établir des ponts entre les différentes thématiques (mécanique,
modélisation géométrique...), les idées, les concepts. Grâce à cette approche, nous avons tenté,
avec des échecs, mais aussi des réussites, d’avoir une vision un peu plus générale des liens
entre quelques-uns des différents domaines d’intérêt de l’informatique graphique : simulation
et animation, modélisation géométrique, interpolation, géométrie algorithmique.

Ainsi, dans le second chapitre, nous avons défendu une vision particulière d’objets
simulés pour les environnements virtuels. Cette vision s’inspire des approches qualifiées
de multireprésentation à laquelle s’est ajoutée une représentation géométrique-mâıtresse,
fortement liée à la structuration topologique des objets.

Les trois derniers chapitres de la présente thèse concernent des résultats plus concrets,
publiés, ou en cours de publication ; résultats correspondant aux différentes expérimentations
et développements menés.

Les résultats du chapitre (3) concernent le développement d’un modèle particulier d’objet
multireprésentation adaptatif. Le modèle présenté permet de simuler facilement des objets
(visuellement) très complexes ; cette comlpexité évolue pendant la simulation en fonction de
critères comme le temps de calcul. Le contenu de ce chapitre a été publié dans [DMG05] sous
une forme un peu différente, car présentant aussi certains travaux propres à Jérémie Dequidt
(Oracle/code de Morton).

Les résutats du chapitre (4) portent sur l’utilisation d’un algorithme de Fast-Marching qui
ne nécessite pas de grille de voxel. On utilise cet algorithme pour calculer la carte de distance
d’objet volumique tétraédrique. La méthode est suffisamment efficace pour être utilisable
en temps réel dans le cadre d’un pipeline de collision supportant les objets découpables. Au
niveau de la gestion des collisions, on propose aussi une technique de calcul de réponse, dite de
“segment dans un volume”, plus précise que la réponse “point dans un volume”qui préexistait.
Le contenu de ce chapitre a été publié dans [MAC04].
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La troisième contribution, présentée dans le chapitre (5), est un modèle d’objet découpable.
Ce modèle s’appuie sur une méthode d’animation sans maillage qui garantit sa stabilité
pendant la phase d’intégration numérique. Pendant la découpe, les données associées à la
mécanique doivent être recalculées ; on utilise pour cela un algorithme de segmentation
suffisamment rapide pour être exécuté en temps réel. Cette contribution a été présentée sous
la forme d’un poster dans [MG06].

La découpe d’objets déformables est loin d’être un sujet clos ; voici quelques-uns des
différents travaux que nous aimerions entreprendre.

Les éléments décrits dans le chapitre (2), gagneraient à être mieux formalisés. Approfondir
les idées qui y sont présentées permettrait peut-être d’ouvrir la voie vers de futurs résultats.
Une formalisation rendrait aussi plus facile la mise en perspective du contenu de ce chapitre
avec des travaux déjà existants ; nous pensons notamment aux G-Cartes [Dis] et à la géométrie
différentielle discrète [DKT] qui pourraient trouver des applications à la simulation temps-réel
d’objets déformables et découpables. Il nous semble aussi intéressant de continuer l’étude de
l’interpolation MLS présentée dans les annexes : essayer de la généraliser sous la forme d’une
technique permettant de calculer les valeurs (et les dérivées) d’une fonction interpolée sur un
domaine géométrique, tout en laissant la possibilité de fixer certaines de ces valeurs et dérivées.
Cet objectif rejoint d’ailleurs le problème HOPI (High Order Interpolation) introduit, pour
le cas 2d, dans un récent article [XH06].

Au niveau de la découpe d’objets déformables, on peut noter que pour de faibles résolutions
de maillage, l’algorithme de segmentation ne permet pas le calcul correct de l’axe médian (cas
d’un tétraèdre unique par exemple). Nous envisageons une autre approche, utilisant les centres
des tétraèdres comme nœuds supplémentaires dans le graphe. En outre, pour que le modèle
de découpe soit pleinement utilisable, il faut qu’on ait un meilleur contrôle du mélange entre
les différents clusters. En plus, le modèle de découpe présenté s’appuie sur la méthode du
Shape-Matching dont les paramètres ne sont pas identifiables. En vue d’une utilisation dans
un contexte médical, il nous semble important que le modèle mécanique soit prédictif et
que l’identification des paramètres soit réalisable. Une méthode sans maillage basée sur la
mécanique des milieux continus nous semble donc une voie intéressante (voir aussi l’article
[SOG06] récement présenté). Toujours dans un cadre médical, on peut noter que la découpe
géométrique ne traduit pas les interactions complexes de contact qui apparaissent entre l’outil
et l’objet découpé. Cela peut poser problème si l’objectif est la formation de médecins. La
gestion des contacts reste d’ailleurs encore un problème ouvert, notamment la gestion des
collisions et auto-collisions d’objets découpables qui est une des étapes les plus coûteuse
de la simulation. Un point particulier que nous sommes en train d’étudier est la remise à
jour de la topologie d’une hiérarchie de volumes englobants pendant la découpe, l’approche
envisagée s’appuie sur l’utilisation d’une structure de données dite « dynamique » mise à jour
incrémentalement pendant la simulation.



Annexe A

Interpolation aux moindres carrés
mobiles

Dans cette annexes, nous décrivons nos expériences portant sur la méthode de
l’approximation aux moindres carrés mobiles (MLS) et nous faisons une proposition de
construction d’une fonction réalisant une interpolation. Nous présentons ce travail dans le
cadre d’une annexe car, bien qu’il nous semble intéressant (notamment en lien avec [XH06]),
il n’est pas encore suffisamment mature pour être intégré comme une contribution à part
entière.

La méthode MLS permet de résoudre le problème de l’approximation d’une fonction
inconnue à partir d’un ensemble d’échantillons, problème déjà évoqué dans cette thèse
(chapitres 2, 3, 5). Plus formellement, le problème de l’approximation consiste à construire
une fonction ũ(x), à partir d’un ensemble de valeurs connues U = {u0 = u(x0), . . . , un(xn)}
de la fonction inconnue u(x), aux points d’échantillonage N = {x0, . . . , xn}.

ũ(x) ≈ u(x) (A.1)

La technique de l’approximation aux moindres carrés mobiles permet la construction d’une
telle fonction mais celle-ci ne passe pas exactement par les points de l’échantillon : elle ne
réalise pas une interpolation. L’absence d’interpolation peut poser problème, par exemple pour
imposer des conditions aux limites dans le cadre de la mécanique sans maillage. Nous avons
donc cherché, à partir de la méthode MLS, à construire une telle fonction d’interpolation.

L’annexe est découpée comme suit : on présente l’approximation aux moindres carrés
au travers d’illustrations de l’influence des différents paramètres. Ensuite, on s’intéresse à la
manière de construire une fonction interpolative. Les expérimentations menées ont été réalisées
en 1d, la fonction (̃u)(x) étant comparée à une fonction cos(x) échantillonnée (espacement de
0.5 unités entre deux échantillons), qui permet de visualiser le fonctionnement des différentes
méthodes.
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Approximation par la méthode des moindres carrés mobiles

La méthode des moindres carrés mobiles (Moving Least Square, MLS) dérive de la méthode
des moindres carrés approchant une fonction inconnue par un polynôme. La méthode MLS
s’en différencie en pondérant l’influence des échantillons dans le calcul de l’approximation. En
informatique graphique, l’influence de l’échantillon est en général fonction de la distance entre
l’échantillon et le point d’évaluation. Plus on est proche d’un échantillon, plus son influence
augmente ; cette fonction est appelée fonction de poids wi.

On reprend l’expression de la fonction d’interpolation donnée dans le chapitre (2).

ũmls(x) =
n∑

i=0

φ(x).ui

φ(x) = cT (x).b(xi).wi(x)

c(x) = A−1(x).b(x)

A(x) = wi(x).b(xi).b(xi)
T

Quand on veut faire de l’interpolation aux moindre carrés mobiles, plusieurs paramètres sont
à définir. Le premier étant la base b(x) du polynôme d’approximation, le second, le choix de
la fonction de poids wi(x).

Le choix de la base est déterminant, car il conditionne directement la précision de
l’approximation et les temps de calcul. Plus la base est complexe (constante, linéaire,
quadratique) plus la taille de la matrice A augmente et son inversion devient coûteuse. On
peut noter que la base constante b(x) = [1] (appelée interpolation de Sheppard) est la plus
avantageuse en calcul :

ũSheppard(x) = c(x) =
∑

i

wi(x).ui
∑

i wi(x)
(A.2)

Cependant, elle ne permet pas l’interpolation d’une fonction linéaire, ce qui est illustré sur la
figure (A.1), à chaque échantillon la fonction faisant un “plateau”. Sur cette figure, on illustre
aussi l’influence sur ũSheppard(x) du paramétrage de la fonction de poids (voir suite).

Le second paramètre sur lequel nous pouvons jouer est la fonction de poids wi. Cette
fonction, qui vient pondérer l’influence des échantillons, est basée sur une primitive sphérique
(comme les MetaBalls). On note ri le rayon de la sphère d’influence autour de l’échantillon i.
Pour obtenir de bons résultats :

– la fonction w(x) doit être continue et tendre vers 0.
– si la fonction est compacte, si elle vaut 0 au-delà d’un certain rayon ri, alors

l’approximation est locale (et A peut être une matrice creuse).
Sur la figure (A.2), on utilise la base linéaire b = [1, x] et une telle fonction de poids. En
faisant varier le rayon du support ri on remarque que :

– un rayon ri < 0.5 n’est pas utilisable, car la matrice A n’est alors pas inversible (au
contraire de l’interpolation de Sheppard) ;

– un rayon ri = 0.5 revient à réaliser une interpolation linéaire entre les échantillons ;
– les rayons ri > 0.5 lissent la fonction qui ne réalise alors plus une interpolation.
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Fig. A.1 : La fonction cos(x) est tracée en bleu et comparée à l’approximation obtenue par la méthode
Sheppard (MLS d’ordre 1). Nous faisons varier le rayon d’influence de la fonction de poids (0.25, 0.5).
Nous observons que la méthode de Sheppard réalise une interpolation pour des rayons compris dans
l’intervalle [0.25, 0.5]. Lorsque le rayon dépasse 0.5, la méthode réalise alors une approximation.

On pourrait être tenté de privilégier des fonctions de base plus complexes (quadratique :
b(x) = [1, x, x2, ...]). Cependant, la taille de la base influe sur les temps de calcul, puisqu’elle
fait crôıtre les dimensions de la matrice A. De même, la taille de la matrice A change suivant
qu’on interpole les données en 1d, 2d ou 3d (par exemple en 2d on, les fonctions de base
sont : linéaire : b(x, y) = [1, x, y], quadratique : b(x, y) = [1, x, y, x2, y2, xy]). En outre,
l’augmentation des dimensions de A, suppose qu’un plus grand nombre d’échantillons non nul
soit évalué en x pour que cette matrice soit inversible. Cela implique que pour un ensemble
d’échantillons donné, il faut que suffisamment de sphères d’influence s’intersectent. Or, plus
les sphères sont grandes, plus le signal est lissé et s’éloigne d’une fonction d’interpolation.

De l’approximation à l’interpolation

Dans la mesure où l’interplation semble être une propriété intéressante (pour placer des
conditions aux limites par exemple). Nous avons donc cherché à obtenir une fonction ũ(x) qui
soit interpolante au sens où elle passerait par les échantillons :

∀iui = ũ(xi) (A.3)

Une première approche utilise des fonctions de poids particulières qui vont forcer
l’interpolation à passer par les échantillons. Cette approche ne nous satisfaisait pas ; il nous
fallait expérimenter d’autres manières de “forcer” l’interpolation.

Interpolation par fonctions de poids singulières

On peut observer que la fonction est interpolante lorsqu’au niveau d’un échantillon,
l’influence dudit échantillon devient prépondérante par rapport aux autres (par exemple :
wi(xi) = 1 et wj(xi) = 0 avec j 6= i). Une première proposition pour rendre la méthode MLS
interpolante consiste donc à utiliser une fonction de poids qui tend vers +inf , quand on
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Fig. A.2 : La même fonction cos(x) tracée en bleu est comparée à ses approximations utilisant la
fonction de base linaire b(x) = [1, x]. Nous faisons varier le rayon des zones de mélange de (0.5, 1.0)
et (2.0 3.0) ; on note que ri < 0.5 n’est pas défini, car la matrice A n’est alors plus inversible. Avec
ri = 0.5, on a une interpolation linéaire, ri > 0.5, approximation de plus en plus “lisse”.

s’approche d’un échantillon. C’est la méthode employée dans [SOS04]. L’approximation est
alors contrainte de passer par les échantillons. Cependant, on voit sur la figure (A.3), que le fait
d’utiliser des fonctions de poids qui tendent vers +inf (singulières), entrâıne l’apparition de
singularités dans la fonction d’interpolation. Ces singularités rendent plus délicate l’utilisation
de ũ(x), si on a besoin d’évaluer ses dérivées (pour faire de la simulation mécanique, du rendu
évolué,...).

Interpolation hybride

La méthode d’interpolation que nous introduisons maintenant est basée sur le constat
suivant : l’interpolation de Sheppard est peu coûteuse en temps de calcul et très pratique,
si on désire faire de l’interpolation. En effet, comme la base est de taille un, il suffit qu’une
seule des pondérations soit non nulle pour que la matrice A soit inversible. Avec un seul
échantillon, il est ainsi plus facile d’exprimer une contrainte d’interpolation en contrôlant le
rayon des sphères d’interpolation.

La proposition consiste à utiliser l’interpolation de Sheppard non plus pour mélanger des
constantes ui, mais pour mélanger des fonctions u

Taylor
i (x) passant par les échantillons :
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Fig. A.3 : On utilise des fonctions de poids singulières. La fonction ũ(x) est systématiquement
interpolante quels que soient les rayons utilisés (image de gauche ri = 1.0 et de droite ri = 3.0).

ũHybrid(x) =

∑

i wi(x).ũTaylor
i (x)

∑

j wj(x)

Pour garantir que les fonctions mélangées passent bien par les échantillons, on utilise le
développement de Taylor qui nous indique comment approcher une fonction au voisinage d’un
point xi :

ũ
Taylor
i (x) = ui + ∇ũi(xi) ∗ ||x − xi||

Les valeurs ui sont connues ; ce sont nos échantillons. Par contre, les dérivées (∇ũi(xi)) de la
fonction sont inconnues. Nous les approchons donc à l’aide d’une interpolation MLS avec une
base plus complète. Ainsi, avec un développement de Taylor à l’ordre 1, on utilise la fonction :

∇ũi(xi) =
δũLinear

i (xi)

δx

Cette fonction ũLinear
i (xi) étant calculée comme une approximation MLS avec la base linéaire

b(x) = [1, x]. Pour être calculée, il faut utiliser un second jeu de rayons rl
i de manière à garantir

qu’au moins deux sphères s’intersectent aux positions où est évaluée cette approximation.

Pour que la fonction que nous présentons ũHybrid(x) réalise une interpolation, il faut que
le rayon rs

i ne recouvre pas les échantillons voisins. Plus formellement, on a :

∀xj, xi||xixj|| >= rs
i

La figure A.4 montre le résultat de l’interpolation obtenue avec la méthode hybride. Les
différentes figures représentent les résultats obtenus en faisant varier le paramètre rs

i entre la
valeur minimale pour assurer la couverture du domaine (0.25), et la valeur maximale pour
que la contrainte d’interpolation soit respectée (0.5). On constate que quelle que soit la valeur
de rs

i , la méthode hybride donne un résultat nettement amélioré par rapport à la méthode de
Sheppard simple (fig. A.1). Sur la figure (A.5), on illustre l’influence du choix du paramètre
rl
i qui définit le rayon d’influence utilisé pour le calcul du gradient de la fonction.
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Fig. A.4 : La fonction cos(x) (en bleu) est comparée avec l’interpolation obtenue par notre méthode
hybride. On donne au rayon rs

i
les valeurs suivantes : 0.25 (intersection des supports), 0.4 et 0.5.

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"
"toto.plot"

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"
"toto.plot"

cos(x)

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"
"toto.plot"

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"
"toto.plot"

cos(x)

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"
"toto.plot"

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

"approx.plot"
"toto.plot"

cos(x)

Fig. A.5 : La fonction cos(x) (en bleu) est comparée avec l’interpolation obtenue par notre méthode

hybride. On donne au rayon rl

i
les valeurs suivantes : 1.0, 3.0, 4.0.
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Généralisation 2d, 3d

Il est décisif, pour que la méthode hybride réalise une interpolation, que la contrainte
∀xj, xi||xixj|| >= rs

i soit vérifiée ; c’est le cas pour les agencements suivants :
– en 1d, la contrainte peut toujours être respectée à la manière des paramétrisations

splines.
– en 2d, la contrainte est respectée si on place les échantillons sur les sommets d’un

triangle équilatéral ou au sommet d’une cellule carrée. Un maillage composé d’éléments
identiques permet de respecter la contrainte.

– en 3d, la contrainte est respectée si on place les échantillons sur les sommets d’un
triangle, ou aux sommets d’un cube. Un maillage composé d’éléments identiques permet
de respecter la contrainte.

En 2d et 3d, la contrainte d’utiliser un maillage régulier peut être assouplie ; on peut aussi
employer des maillages obtenus par subdivision régulière, si on contraint deux cellules voisines
à avoir, au plus, un niveau de différence(fig. A.6).

Fig. A.6 : Placement des sphères d’interpolation sur une grille contrainte. Le domaine d’interpolation
est complètement couvert et une seule sphère influe sur les valeurs des sommets.

Conclusions et perspectives

Nous avons présenté quelques expérimentations 1d autour de la méthode MLS. Ces
expérimentations ont débouché sur une technique d’interpolation que nous qualifions d’hybride
car mélangeant la méthode MLS et un développement de Taylor. Cette méthode est
avantageuse car :

– la qualité de l’interpolation est bien meilleure qu’une interpolation de Sheppard ;
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– la vitesse de calcul est comprise entre celle d’une interpolation de Sheppard et celle
d’une approximation MLS, l’inversion des matrices du MLS se faisant uniquement aux
échantillons.

Pour poursuivre ce travail, voici quelques questions qui restent ouvertes :
– existe-t-il un intérêt à utiliser un développement de Taylor d’ordre plus élevé pour la

fonction ũTaylor(x) ? Quels sont les avantages/inconvénients ?
– quels sont les placements envisageables des sphères (fonctions de poids) en 2d et 3d qui

permettent de conserver la propriété d’une interpolation ?
– le schéma de placement des sphères d’interpolation sur une grille subdivisée permet-il

de résoudre le problème des fonctions-T référencées dans le chapitre (3) ?
De manière plus générale, on peut se demander si la méthode hybride ne pourrait pas

servir à résoudre le problème HOPI [XH06].
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A.1 Performance et parallélisme

Durant ce travail de thèse, notre équipe, en collaboration avec le CIMIT et les
projets Asclepios et Evasion, a commencé le développement d’une nouvelle plate-forme
de simulation. A terme, cette plate-forme devra servir de base logicielle commune aux
différents développements dans le domaine de la simulation médicale. Les concepts de
multireprésentation, de multimodélisation, et de découplage des différents éléments d’un
simulateur sont largement employés ; ces concepts favorisant l’ouverture et la réutilisation
des composants de la plate-forme. Bien que ce n’était pas directement le sujet de la thèse, le
lien entre la parallélisation et le découplage des objets nous intéressait et nous nous sommes
impliqués dans le développement de Sofa en proposant une technique simple de parallélisation.

C’est un point important, car il semble que la production de processeurs s’oriente de plus en
plus vers l’utilisation de processeurs multicore. On trouve par exemple des processeurs dotés de
quatre cœurs d’exécutions AMD,x86. Le Cell d’IBM qui équipe la console de jeu PS3, contient
sept cœurs, pouvant chacun exécuter un thread indépendant. L’importance de cette tendance
est que la mise en parallèle de plusieurs processeurs nécessite de modifier considérablement
les codes de calcul pour tirer parti de la puissance de calcul disponible. Le travail effectué,
en collaboration avec Pierre-Jean Bensoussan, est implémenté dans l’environnement SOFA,
dédié à la simulation médicale [sof]. L’approche proposée se veut générique et non intrusive.
En particulier, les codes de simulation et de détection de collision, particulièrement complexes,
n’ont pas besoin d’être modifiés pour tirer profit des unités de calcul supplémentaires.

On peut distinguer plusieurs approches pour tirer parti des architectures multicores :
– la parallélisation des codes de calcul : c’est probablement la technique la plus

utilisée dans le domaine de la simulation. Elle consiste à identifier dans un code
de calcul existant, les zones qui peuvent être parallélisées. On trouve ainsi quelques
implémentations d’algèbre linéaire qui tirent profit de plusieurs unités de calcul. La
parallélisation du code de calcul est à privilégier lorsqu’on manipule des objets trop
gros (plusieurs dizaine de milliers de degrés de liberté) pour être simulés sur un seul
ordinateur ; on utilise alors des clusters regroupant plusieurs centaines d’ordinateurs mis
en parallèle. On trouve quelques usages de cette approche pour la simulation interactive
[ZFV04]. Mais pour être efficace, et c’est là le défaut de cette approche, elle suppose la
modification des codes des objets ; pour profiter de la puissance de calcul supplémentaire,
chaque objet de la simulation doit être parallélisé de manière ad-hoc.

– la mise en pipeline : les différents cores exécutent chacun une tâche bien précise du
simulateur. Un core exécute le moteur de simulation, un autre se charge du rendu. Une
telle approche est observée dans Spore [MDH+02].

Le code que nous avons développé, en collaboration avec Pierre-Jean Benssoussan, est
sensiblement différent de ces deux approches et s’appuie sur le découpage en tâches de
l’application à simuler.

Parallélisation par tâches

Le code de l’environnement virtuel et du moteur de simulation est découpé en petites
tâches. Certaines de ces tâches peuvent s’exécuter en parallèle, d’autres pas. On utilise un
encodage explicite des dépendances entre les différentes tâches à l’aide d’un automate. Chaque
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tâche de la simulation est associée à un état de l’automate ; et les différentes relations de
l’automate sont modélisées par les arêtes liant les états. Pour chaque arête, on associe une
condition de passage, qui permet la synchronisation ou non des étapes. On peut observer sur
la figure (A.7), un exemple simple d’un tel automate.

Fig. A.7 : Exemple d’automate : les noeuds sont associés à des actions de la simulation ; les arêtes
codent les éléments de contrôle et les relations de dépendance entre les opérations.

Prenons, par exemple, une boucle de simulation triviale :

for i in objets:

i.nextstep();

collision();

affichage();

Dans cette boucle de simulation, on remarque que les fonctions nextstep des n objets sont
indépendantes et peuvent être exécutées par des threads différents. Au contraire, la collision et
l’affichage font office de barrière qui synchronisent les différents processus. Une telle boucle de
simulation peut donc être représentée par l’automate A.8. Pendant la simulation, cet automate
nous renseigne sur :

– la tâche courante ;
– les tâches à venir ;
– l’ensemble des tâches indépendantes (exécutées en parallèle).

Automate et machine virtuelle

Dans l’implémentation réalisée, on emploie une machine virtuelle qui a pour tâche
l’exécution de l’automate encodant la boucle de simulation. Cette machine virtuelle s’appuie
sur le principe du client-serveur. Chaque thread de l’application (chaque processeur) est
considéré comme un client demandant des tâches au serveur. Le serveur garantissant que les
tâches distribuées correspondent bien à l’ordonnancement décrit par l’automate. Au niveau de
l’implémentation, la machine virtuelle est composée de deux listes qui stockent l’ensemble des
tâches prêtes à être exécutées. La première liste stocke les tâches séquentielles, la seconde, les
tâches identifiées comme étant parallèles (fig. A.9). Les points forts de ce modèle client-serveur
sont :



A.1. Performance et parallélisme 147

Fig. A.8 : Mise sous forme d’automate d’une boucle de simulation triviale.
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Fig. A.9 : Machine virtuelle fonctionnant sous le mode du client-serveur.

– l’ équilibrage : la programmation parallèle implique de maximiser l’utilisation des
processeurs, on parle d’équilibrage ; un bon équilibrage traduisant le fait que les threads
se sont partagés les instructions de l’application. Un modèle client-serveur a l’avantage
d’équilibrer naturellement les tâches. En plus, cet équilibrage est dynamique ce qui
présente un intérêt certain lorsque les tâches sont bâties sur des algorithmes itératifs
(dont on ne peut prédire la terminaison).

– le nombre réduit de mutex et de sémaphore qui limite le risque d’erreur et de blocage
(dead-lock) ; un seul mutex est nécessaire au niveau du point d’entrée entre les clients
et le serveur.

Résultats et perspectives

Un certain nombre d’expérimentations a été mené autour de cette architecture. On a noté
une amélioration sensible des performances dès que la simulation comporte suffisamment
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d’objets à simuler (de tâches indépendantes). En pratique, on arrive à une accélération de
la simulation de l’ordre de 1.5x à 1.8x, quand on utilise une machine avec deux unités de
calcul (dual-core,smp). Une parallélisation plus fine est possible en étudiant comment diminuer
les phases de synchronisation (collision). Cependant, le fait de devoir décrire, à l’aide d’un
automate, la boucle de simulation n’est pas forcément évident ; il faudrait pouvoir déduire
directement l’automate à partir du code de simulation existante ; pour cela, un système tel que
[GRR03] semble utilisable. Une description plus précise de l’implémentation de ce système est
disponible à l’adresse web : http://www.lifl.fr/~marchal/these/sofa_threading.doc.

http://www.lifl.fr/~marchal/these/sofa_threading.doc
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de doctorat, Université des Sciences et Technologies de Lille, 2005.

[Des97] M. Desbrun. « Modélisation et Animation de Matériaux Hautement
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