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« Marche avec des sandales jusqu’a ce
que la sagesse te procure des souliers. »

Al Husayn Ibn Sina (Avicenne)

Q A ma chére mére Chérifa O
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Introduction générale

Les milieux granulaires présentent des propriétés étranges et fascinantes que les cher-
cheurs n’ont cessé d’explorer. Se trouvent regroupés sous cette dénomination une quantité
considérable de matériaux qui pourraient sembler, au premier abord, trés différents les uns
des autres. Alors que la plupart des substances habituellement étudiées se classent com-
modément en états solide, liquide ou gazeux, les systémes granulaires semblent échapper
a toute classification, et sont méme souvent considérés comme un état de la matiére a
part entiere [52]. Ainsi, un milieu granulaire désignera un matériau composé de grains
indépendants, de tailles et de formes diverses, pouvant avoir des propriétés de surface trés
difféerentes. Ces matériaux sont omniprésents dans notre vie quotidienne et présentent de
tres nombreuses applications, par exemple, dans les industries du batiment (sable, gra-
viers, béton,..), de I’agro-alimentaire (céréales, café, farine,..) ainsi que dans les sec-
teurs pharmaceutiques (comprimés) ou cosmétiques (poudres) [92][32][51]. Pourtant,
nous ne disposons pas actuellement d’une théorie unifiée qui puisse rendre compte de
toute la phénoménologie observée dans les milieux granulaires. Cette difficulté est liée a
la maniére dont ces systémes réagissent aux sollicitations externes. Sous certaines condi-
tions, les comportements observés peuvent s’apparenter a ceux d’un gaz, d’un solide vis-
queux ou d’un liquide [52].

Différentes approches sont donc a priori possibles pour décrire et tenter de modéliser
les milieux granulaires. On peut favoriser une approche de type mécanique des milieux
continus (état solide), mécanique des fluides (état liquide) ou encore théorie cinétique
(état gazeux). Chacune de ces approches se révéle pertinente et bien adaptée a une si-
tuation donnée mais pas nécessairement a une autre, ce qui nous empéche de décrire de
facon univoque le comportement d’un milieu granulaire [45][32][46]. En plus, cette am-
biguité de I’état granulaire confere a ces matériaux des propriétés particulieres qui sont
a I’origine de bon nombre de difficultés dans certains processus industriels (stockage,
compaction, séparation, mixage, transport...). En effet, I’'un des problémes majeurs dans
I’écoulement des matériaux granulaires ou de leur stockage dans des silos est la forma-
tion de vodtes ou de chaines de forces dues aux contacts entre les grains [73]. Ces forces
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bloquent I’écoulement et créent des pressions qui peuvent étre importantes sur les pa-
rois. Le transport des matériaux granulaires est lui aussi sujet a des effets de blocage
d’écoulement [118], d’intermittence [94] ou de ségrégation® [61]. Ainsi, pour décrire et
modeéliser le comportement des matériaux granulaires dans les silos de stockage, il est
nécessaire de comprendre la facon dont se répartissent les contraintes a I’intérieur de
I’empilement granulaire ainsi qu’au niveau des parois du silo. Ceci permet de choisir le
plus efficacement possible la forme et le matériau de construction des silos.

Dans la littérature, on trouve essentiellement deux méthodes qui permettent de calculer
les contraintes dans un matériau granulaire ensilé. La premiere et historiquement la plus
ancienne est une approche de type milieux continus, qui consiste a identifier le matériau
granulaire a un milieu continu. La plus connue de ces approches est la théorie de Janssen
[53], basée sur le principe fondamental de la statique. Les autres approches possibles pour
le calcul des contraintes, sont les approches numériques.

Les premiéres observations du comportement des systemes granulaires ont été faites par
Roberts en 1884 [101]. En effet, Roberts a remarqué que la pression mesurée a la base
d’un silo rempli de grains n’augmente pas linéairement avec la hauteur de grains, mais
tend a saturer pour des hauteurs de grains suffisamment importantes. Ce comportement
est opposé a celui d’une colonne d’eau pour laquelle la pression est hydrostatique. Pour
cette raison, un sablier s’écoule a débit constant alors que le débit dans une clepsydre?
ralentit a mesure gu’elle se vide. En 1885, Janssen [53] propose alors un modéle de type
mécanique des milieux continus pour tenter d’expliquer ce phénomeéne.

L’idée du modele de Janssen [53] est que le milieu granulaire dans le silo a tendance a
rediriger les contraintes verticales vers les parois. Ainsi, lorsque I’on remplit un silo avec
des grains, la masse effectivement pesée sur le fond de celui-ci ne représente qu’une partie
de la masse totale versée. L’autre partie est supporté ou écrantée par les parois latérales
du silo [32]. Bien qu’extrémement simple, le modéle de Janssen comme celui de Koenen
[64] permet de décrire la facon dont se répartissent les contraintes a I’intérieur du silo.
Cependant, le modele de Janssen posséde certaines limitations et ne permet pas de rendre
compte de tous les comportements observés dans les empilements granulaires. En réalité,
s’il permet de décrire le phénomene d’écrantage du poids mesuré a la base d’un silo, il
se révéle incapable de décrire le cas du silo avec surpoids, c’est a dire, lorsque la surface
supérieure de la colonne de grains n’est plus libre mais soumise a une contrainte verticale
[93]. En outre, les mesures expérimentales des contraintes ont montré un écart significatif

10n parle aussi de I’effet “noix du Brésil” [32].
2Horloge a eau.
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entre la théorie et I’expérience [10].

D’autre part, la théorie de Janssen comme la plupart des autres théories existantes en
mécanique des sols, nécessite de savoir, a priori, si le matériau est dans un état actif ou
passifs. Cependant, cette distinction actif/passif est seulement basée sur des hypothéses
heuristiques et n’a aucun fondement mathématique. De plus, avec cette distinction a priori
indispensable pour calculer les contraintes, le matériau granulaire est nécessairement dans
le méme état (actif ou passif) dans tout le silo. Des états mixtes de contraintes, ou le
matériau granulaire serait par exemple dans un état passif prés du sommet du silo et dans
un état actif pres du fond, ou le contraire, ne sont pas prédictibles avec la théorie de Jans-
sen. Pour toutes ces raisons, la théorie de Janssen sous-estime les contraintes aux parois
dans I’état actif comme dans I’état passif [75].

D’autres modeéles ont été alors proposés afin d’améliorer la théorie de Janssen. Une
premiere estimation plus précise des forces exercées par le milieu granulaire aux parois
a été proposé par Walker [121] en tenant compte de la variation de la contrainte verticale
en fonction du diamétre du silo [85]. Cette théorie a été corrigée plus tard par Walters
[122][123] et étendu au calcul des contraintes au cours de la phase de vidange du silo.
Enfin, Caquot [18] et par la suite Jenike [55][56][57] ont établi une théorie plus générale
qui consiste a considérer deux états distincts de contrainte sur la paroi, I’un au remplis-
sage et I’autre a la vidange. Néanmoins, malgré, sa simplicité et ses limitations, c’est la
théorie de Janssen qui est considérée a ce jour, par les ingénieurs de construction, comme
la référence pour la conception des silos [110][117].

La seconde approche permettant de calculer les contraintes dans un matériau granulaire

ensilé est basée sur les méthodes numériques. Classiquement, pour simuler numériquement
le comportement d’un systéme déformable soumis a certaines sollicitations, on utilise la

Méthode des EIéments Finis, qui s’appuie sur la Mécanique des Milieux Continus (figure

(1)). Elle permet de prévoir de facon relativement satisfaisante les phénomeénes se produi-

sant a I’intérieur d’un systéme déformable, supposé continu, soumis a certaines sollici-

tations. Méme si les systémes considérés ne sont pas continus a I’échelle microscopique

(échelle des atomes et des molécules), I’hypothése de continuité a I’échelle macrosco-

pique du VER (Molume Elémentaire Représentatif) permet de simplifier considérablement

le probléme.

3Geénéralement on adopte la convention suivante : le matériau granulaire est considéré dans un état passif
pendant la phase de vidange du silo, et dans un état actif pendant la phase de remplissage [67][116][131].

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Jamila Rahmoun, Lille 1, 2006
Introduction générale

de —~—— déplacement

élément déformable

FiG. 1 — Modélisation par la Méthode des Eléments Finis

Ainsi, dans une grande majorité des cas, la méthode des Eléments Finis s’avére satisfai-
sante. Cependant I’hypothése de continuité n’est plus acceptable a I’échelle macrosco-
pique pour des systemes particulaires. En effet, ces systemes sont formés de particules
discernables a I’oeil nu et parfois méme de dimensions importantes (sables, graviers, en-
rochements). La granulométrie, la forme et I’arrangement des grains, I’indice des vides ou
encore la présence de fluide intersticiel sont autant de parameétres susceptibles d’influencer
le comportement mécanique des milieux granulaires. Ce comportement met en jeu cer-
taines propriétés macroscopiques caractéristiques (a I’échelle de I’échantillon), comme la
dilatance* [9][112], la localisation de la déformation®, ou encore la ségrégation et I’effet
de volte® [1][32][46] dans des applications dynamiques. Ces propriétés particuliéres sont
difficilement explicables par la Mécanique des Milieux Continus. Des essais de labora-
toire sur des matériaux analogiques de type Schneebeli” ont mis en évidence I’existence de
contacts privilégiés entre certaines particules par I’intermédiaire desquelles sont transmis
les efforts [30][31][90][91][119]. C’est pourquoi, pour prendre en compte la transmission
hétérogéne des efforts de contact, les modéles rhéologiques utilisés dans les méthodes
par Eléments Finis ne suffisent pas. Il faut alors développer d’autres modeles et d’autres
méthodes numériques qui puissent tenir compte des phénomeénes qui ont lieu au niveau
microscopique, a I’échelle des particules.

Du point de vue numérique, s’est développée la Méthode des Eléments Discrets qui
consideére le milieu granulaire comme discontinu (figure (2)). Son fondement théorique re-
pose sur la dynamique des systemes multicorps, qui permet la formulation et la résolution
des équations du mouvement des particules supposées rigides. L’avantage de ces méthodes

4Un milieu granulaire, pour se déformer, subit une variation de volume.

SUn milieu granulaire se cisaille le long de surfaces de rupture.

0n rappelle que le mouvement d’un milieu granulaire confiné ou ensilé peut se bloquer.

’Schneebeli [109] a montré la possibilité de réaliser un milieu granulaire, homogéne, bidimensionnel

et obéissant a la loi de Coulomb, par empilement de cylindres horizontaux, de différents diametres et de
méme longueur.
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est de prendre en compte les paramétres micromécaniques a I’échelle des grains.

Q%% ﬁ point de contact
& b& réaction de contact )(“

N O

FIG. 2 — Modélisation par une Méthode des EIéments Discrets

D’autre part, les méthodes d’homogénéisation permettent de construire des modéles ma-
croscopiques (continus) représentatifs du comportement global des milieux granulaires,
mais prenant en compte les parameétres microscopiques a I’échelle des grains. On parle
aussi d’approche micromécanique ou d’approche par changement d’échelle. Ces méthodes
d’homogénéisation moyennent les informations microscopiques telles que la cinématique
des grains et les efforts intergranulaires [12][13][14]. Il est donc nécessaire de développer
des outils qui donnent acceés a ces informations et de réduire le nombre de paramétres afin
de mieux les contréler. Dans les modeles les plus courants (modéle de Schneebeli [109]),
les grains ont une forme circulaire ou sphérique et leurs contacts sont régis par les lois
de Coulomb. Les conditions aux limites, ainsi que la maniere de préparer I’échantillon du
matériau modele (anisotropie, compacité) [66] sont autant de parameétres qu’il convient
de maitriser pour permettre une approche micromécanique qui s’effectue généralement
en deux étapes. La premiere consiste a récolter les informations microscopiques par des
essais de laboratoire ou des méthodes numériques, et la seconde a mettre en oeuvre un
schéma d’homogeénéisation pour passer du comportement microscopique au comporte-
ment macroscopique.

Dans les deux premiers chapitres de cette thése, nous proposons de développer une ap-
proche analytique de type milieu continu pour le calcul des contraintes dans un milieu
granulaire ensilé qui améliore la théorie de Janssen et les approches existantes du méme
type. Cette approche est basée sur les équations d’équilibre bidimensionnelles des milieux
continus couplées a un critere de Mohr-Coulomb et a une condition de glissement aux pa-
rois. Nous développons une résolution analytique basée sur un modele linéaire pour la
contrainte de cisaillement qui permet de calculer les contraintes dans tout le silo, pour
des angles de frottement internes et aux parois égaux ou différents. Le cas des angles de
frottements différents est traité séparément dans le deuxieme chapitre. Il est important de
noter que contrairement aux approches classiques, celle développée ici prend en compte la
cohésion du matériau, la dépendance des contraintes suivant I’axe du silo. Elle permet de

9
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calculer précisément I’état des contraintes dans tout le silo, quelques soient les parameétres
physiques intervenant. De plus, a la différence des approches du méme type, I’état interne
du milieu granulaire (actif ou passif) n’est plus postulé a priori, mais est déduit apres
résolution du probleme, en fonction des données (angle du frottement, cohésion...).

D’autre part, il nous a paru essentiel, pour bien appréhender qualitativement le com-
portement spécifique des matériaux granulaires, d’utiliser et de manipuler un logiciel
d’Eléments Discrets (MULTICOR en I’occurrence). Ce sera I’objet de notre troisiéme
chapitre. En premier lieu, nous ferons une présentation de la Méthode des Eléments Dis-
crets (DEM) et mettrons en évidence les avantages de la modélisation utilisée : NSDC
(Non Smooth Dynamic Contact) [54], détection des contacts pour la discrétisation en
temps et solveur bipotentiel pour la résolution des contacts [43]. En second lieu, nous
montrerons, a travers des simulations numériques, I’influence des paramétres physiques
(frottement, cohésion...) mais aussi des parametres numériques (sélection des contacts,
coefficient de restitution...) sur les résultats obtenus. Nous comparerons ensuite I’ap-
proche continue développée dans les deux premiers chapitres avec des résultats issus de
simulations numériques discrétes. Enfin, nous mettrons en évidence, par des simulations
numeériques discrétes, I’anisotropie de structure du réseau des contacts dans les milieux
granulaires.

Dans le dernier chapitre de cette thése, nous proposons de mettre en oeuvre une ap-
proche micromécanique (par changement d’échelle) pour les milieux granulaires prenant
en compte I’anisotropie par I’intermédiaire d’un tenseur de texture d’ordre quatre. L’ob-
jectif est de rendre compte des effets de I’anisotropie sur les propriétés élastiques macro-
scopiques. Dans un premier temps, la description de la texture du milieu granulaire, a par-
tir d’un tenseur de texture d’ordre deux et d’ordre quatre, est incorporée dans un schéma
d’homogénéisation basé sur les hypothéses de localisation simples de Voigt et de Reuss.
Dans un second temps, Nous établissons une hypothése de localisation cinématique qui
généralise celle obtenue dans [14] au cas d’une distribution de contact anisotrope. Nous
en déduisons ensuite un tenseur des raideurs élastique homogénéisé dont I’expression,
obtenue a partir du tenseur de texture d’ordre quatre, permet de décrire une anisotropie
élastique générale. Enfin, nous comparons dans le cas particulier isotrope, les propriétés
élastiques macroscopiques déduites de I’hypothése cinématique proposée, d’une part avec
celles fournies par une hypothese de localisation simple de Voigt ou de Reuss, et d’autre
part a des résultats obtenus a partir de simulations numériques discretes.
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Chapitre 1

Approche analytique de type continue
pour les matériaux granulaires ensilés

1.1 Introduction

Un des problémes importants dans la conception des silos est la prédiction des contraintes
s’exercant sur les parois induites par le matériau granulaire stocké. Cette distribution de
contraintes dépend des parametres du matériau granulaire et de I’écoulement lors du pro-
cessus de remplissage et de vidange. La modélisation du milieu granulaire ensilé comme
un milieu continu permet d’obtenir des modéles relativement simples donnant accés aux
contraintes aux parois.

Nous proposons, dans ce chapitre de développer une approche essentiellement analytique,
de type milieux continus, pour le calcul des contraintes dans un matériau granulaire en-
silé. Cette approche a pour objectif d’améliorer la théorie de Janssen et les autres théories
existantes du méme type [77]. Elle tient compte de la cohésion du matériau, et permet
de calculer préciséement les contraintes en tout point du silo, et ceci quels que soient les
parameétres physiques intervenant (angles de frottement, cohésion, taille du silo...). Elle
permet également de s’affranchir des hypotheses contradictoires de la théorie de Janssen.

Dans ce chapitre, on commence par rappeler les hypotheses de la théorie de Janssen
ainsi que ses limitations. On présente ensuite I’approche analytique proposée, basée sur
les équations d’équilibre bidimensionnelles des milieux continus couplées a un critere
de Mohr-Coulomb et une condition de glissement aux parois. On développe enfin une
résolution analytique basée sur un modeéle linéaire en cisaillement qui permet de calculer
précisément les contraintes dans tout le silo, pour des angles de frottement interne et aux
parois égaux ou différents.

11
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Modélisation par une approche continue

Dans le cas d’une cohésion nulle, les résultats obtenus a partir de cette approche sont com-
parés a ceux existant dans la littérature, ce qui permet de valider I’approche proposée. Les
résultats sont ensuite comparés a la théorie de Janssen. Enfin, une étude générale de I’in-
fluence des parametres physiques (cohésion, angles de frottement...) sur les contraintes
est effectuée.

1.2 Lathéorie de Janssen et ses limitations

La simplicité du modele de Janssen [53] vient du fait que le milieu granulaire est assi-
milé a un milieu continu dans un état quasi-statique, c’est a dire que les mouvements a
I’intérieur du silo sont suffisamment petits pour que le déplacement global du matériau
puisse étre considéré comme nul. Les directions principales sont dans un plan vertical
perpendiculaire aux deux parois du silo (voir figure (1.1)). La théorie de Janssen suppose
aussi I’existence d’un rapport constant \ (appelé coefficient de Rankine) entre la com-
posante horizontale du tenseur des contraintes et sa composante verticale. Ceci implique

o . , N - p
que A = — est constant dans tout le silo. D autre part, la matiére ensilée est supposée
UZZ

étre dans un état de rupture décrit par le critére de Mohr-Coulomb? (voir figure (1.1)). Les
coefficients de frottement interne et aux paroix sont supposés égaux et sont notés . tels
que :

Tz = 404, QVEC 1 = tan ¢,

ou ¢ est I’angle de frottement interne et ou o, et o, désignent les contraintes princi-
pales. Enfin, la théorie de Janssen est limitée aux matériaux non cohésifs, isotropes et
homogeénes.

Ainsi, Janssen s’est intéressé a la détermination du tenseur des contraintes supposé ne
dépendre que de z. L’origine de I’axe % correspond a la surface libre du matériau granu-
laire dans le silo. Alors, sur une tranche de matiere ensilée d’épaisseur dz, s’exercent les
actions suivantes dans la direction z :

action sur la surface supérieure : S.o..,

action sur la surface inférieure : -S.(c..+do..),

action sur la surface périphérique : —7,..P.dz,

action du poids propre : v.S.dz.

ou v = pg représente le poids volumique du milieu, S la surface du trongon, P son
périmetre et 7., la contrainte de cisaillement. Ainsi, I’application du principe fondamental

1’hypothése de Mohr-Coulomb définit la position du plan ol a lieu I’écoulement, c’est a dire le plan de
rupture, a I’aide de I’angle de frottement interne. Dans ce cas I’état de contrainte plan est entiérement décrit
par les contraintes principales ox x et 0z 7.

12
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1.2. La théorie de Janssen et ses limitations

0-ZZ
0
g N A P A A A A
c ! o S
@ \ g e
£E> poidsivolumiquel S |3
- | g2
%2} = z
.6 ‘ .5 :
I N O A M
. o ——. — axe ox
X 20, X0
axe 0z

FIG. 1.1 — Représentation d’une coupe du matériau ensilé

de la statique suivant I’axe z, implique que :
So,, — S(0,, +do,,) — 1. Pdz + vSdz =0
ce qui conduit a I’équation différentielle suivante :

do 1
zZzZ T — 1.1
-+ R, = (1.1)

ou R;, = B désigne le rayon hydraulique du silo et qui est égal a la surface du trongon
divisée par son périmétre. Cette équation est équivalente a :

doz. | pA

_ 1.2
- +Rhazz vy (1.2)

D’autre part, Janssen considére que la surface supérieure du matériau ensilé est sans
contrainte (o, = 0 en z = 0). Nous obtenons finalement I’expression des contraintes :

Oy = L&L(l —eXp(— N—)\z))

PA Ry,
Oz = /\Uzz
Tzz = ,u)\o-zz

ou ) représente le coefficient de Rankine 2. Celui-ci est différent selon I’état actif ou passif
du milieu.
- Sio,, > 0., (état passif selon la terminologie de Janssen), A vaut :

_ l+sing

A_l—singb

2Afin de déterminer ), les contraintes o, et o.. sont supposées principales.

13
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- Sio,, < 0., (état actif selon la terminologie de Janssen), on a :

~1—sing
~ 14sing

Cependant, la théorie de Janssen repose sur certaines hypothéses contradictoires et contient
quelques limitations. En effet, la théorie de Janssen suppose que o, €t o.. sont les
contraintes principales reliées par un coefficient constant (dit de Rankine) dans tout le
silo. Or, elle introduit en méme temps une contrainte de cisaillement 7., non nulle.

D’autre part, la théorie de Janssen ne prend pas en compte la cohésion du matériau qui est
sa résistance aux contraintes tangentielles lorsque la contrainte normale qui le sollicite est
nulle.

Enfin, Janssen n’a établi aucune distinction entre I’angle de frottement interne ¢ et I’angle
de frottement aux parois ¢,, et n’a tenu compte ni de I’équation d’équilibre suivant Z, ni
de la dépendance des contraintes en .

Ces limitations de la théorie de Janssen expliquent les écarts significatifs existant entre les
contraintes mesurées expérimentalement dans les milieux granulaires, et celles prédites
par la théorie de Janssen.

1.3 L’approche analytique proposée

Nous proposons de développer une nouvelle approche essentiellement analytique, permet-
tant de calculer avec précision les contraintes a I’intérieur du matériau granulaire ensilé et
celles s’exercant sur les parois du silo. Cette approche est basée sur les équations bidimen-
sionnelles de la mécanique des milieux continus couplées a un critére de Mohr-Coulomb
et a une condition de glissement aux parois. Elle constitue une généralisation de la théorie
de Janssen.

1.3.1 Position du probléme

Notre approche repose sur les hypotheses suivantes :

e Les coefficients de frottement interne (1 = tan ¢ avec ¢ €|0; g[) et aux parois (p, =

tan ¢, avec ¢, €|0; g[), sont quelconques (égaux ou différents).

e On considere que le critere de Mohr Coulomb est atteint uniqguement au niveau des

14
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parois latérales du silo (figure (1.2)), c’est a dire que I’on a :
s = (p" + H)sing (1.3)

ou s° et p° désignent respectivement les valeurs du rayon s et du centre p du cercle de
Mohr au niveau des parois. On rappelle que les relations du cercle de Mohr s’écrivent :

— 1

— |0'I 0'H| — _\/(Ux _02)2+4T§z
2 2

_orton 0yt o0,
2 2

ou o; et oy désignent les contraintes dans les directions principales €7 et ef; respective-
ment. On considére par défaut que o; > oyy.

FiG. 1.2 — Cercle de Mohr

Soit o = (7, €7) I’angle entre I’axe 7 et la direction principale de contraintes ;. Alors,
les contraintes s’écrivent sous la forme suivante suivant les relations classiques du cercle

de Mohr :
0y =P+ Scos2a

0, =p— §coS 2 (1.4)
Tes = SSIN 20

Deux cas sont possibles :

-Sia< % alors on adopte la notation classique o; = ox et o1 = oz, ou la direction

principale X estla plus proche de Z. Dans ce casonaox > oz et o, > o, suivant la
relation (1.4), oll oy et o sont les contraintes principales dans les directions X et Z
respectivement. Ceci correspond a I’état passif de la théorie de Janssen.

15
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- Sia> %, alors on adopte la notation o; = oz et oy = ox. Danscecasonaoy < oz
et o, < o, suivant la relation (1.4). Ceci correspond a I’état actif de la théorie de
Janssen.

On a défini deux états de contraintes possibles, appelés en mécanique des sols état actif et

état passif. Classiquement, on affecte a I’état actif la phase de remplissage du silo. Dans

ce cas la contrainte verticale dans la matiere ensilée est plus importante que la composante

horizontale puisque seul le poids propre intervient (c’est a dire que I'ona oy < 0z). A

I’inverse, lors de la vidange, on suppose habituellement que la contrainte verticale dimi-

nue (on congoit qu’elle est relativement faible dans la zone en mouvement par rapport a

la contrainte horizontale). C’est ce qu’on appelle I’état passif ouona ox > 0.

e Au niveau de la paroi, le milieu granulaire est dans un état de glissement.
Cette condition implique la relation suivante en x = +xq :

ng = upag (1.5)

ou u, = tan ¢,. Cette relation constitue une hypothése moins forte que celle de Janssen,
celui-ci considérant un état de glissement dans tout le silo.

e Enfin, on limite notre analyse & un modeéle linéaire en cisaillement suivant la terminolo-
gie de [98] :

Teo(2,2) = i7'9?,2(,7;) (1.6)

Zo

ou 72, désigne la valeur de 7. aux parois. Cette hypothése supplémentaire est nécessaire
pour réduire le systeme d’équations aux dérivées partielles a un systéeme d’équations
différentielles. Elle constitue une des hypotheses les plus simples compatible avec la
symétrie du probléme.

1.3.2 Equations d’équilibre interne

Le probléme a résoudre est essentiellement basé sur la vérification de I’équilibre interne
du matériau, apparenté ici a un milieu continu. Il s’écrit :

. .
divo = pg

ou & désigne le tenseur des contraintes du milieu continu équivalent, p sa masse volu-

mique, pg la force volumique associée au poids.
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On considere de fagon classique un modeéle analogique de Schneebeli [109]. Compte tenu
alors de la symétrie du probléme, les équations d’équilibre se réduisent a :

do,  OTp.
Ox * 0z =0 (3.7)
0Ty, OO0,

p— 1-
5w "5, P9 (1.8)

ou les contrainte o,(x, z), 0. (z, ) et 7., (z, z) ne dépendent que de x et de z. En utilisant
la relation (1.6), I’équation (1.7) s’écrit :

do, x0Tty
or  xp 0z
On en déduit, apres intégration, I’expression de la contrainte horizontale :
1 2?2 Or0
0 Tz
. = z2)+ =(1— =)z 1.9
72 = 03(2) + 51 = 5)m g (L9)

D’autre part, en utilisant a nouveau (1.6), I’équation (1.8) devient :

1, do.

Cette équation correspond a I’équation d’équilibre de Janssen (1.1) suivant z.

Dépendance de o, en z seulement

A priori, la contrainte o, dépend de x et de z. Démontrons qu’elle dépend uniquement de
z. En effet, I’intégration par rapport a z de I’équation (1.10) donne :

0.(x,2) = 02(2) + 6.(x)

ou 0?(z) désigne la valeur de o a la paroi et ou la constante d’intégration a été choisie de
telle sorte que 6..(x¢) = 0. En utilisant alors la condition au limite 0, (z,2 =0) =0 V «
(condition de surface libre de charge), il vient :

a2(0)+6.(z) =0V x

Or, en x = x, On a sSupposé que 4, (zo) = 0. Ceci implique que ¢(0) = 0 et donc que
d.(z) = 0 quel que soit =. Ainsi la contrainte o, ne dépend que de la variable z. On a:

0.(2) = 0%(2) (1.11)
Ainsi, 0(z) représente la contrainte o, a la paroi et vérifie I’équation différentielle sui-
vante :
do? I,
—2(2) = pg — — 1.12
7. (2) =y o Te2(2) (1.12)
17
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On est donc ramené a un probléme a trois inconnues ¢V, o2 et 7¥_, valeurs des contraintes

au niveau de la paroi (en x = x), pour trois équations (1.5), (1.9) et (1.11).
Critere de Mohr-Coulomb vérifié uniqguement a I’intérieur du silo

Dans ce qui suit, on va voir qu’avec nos hypothéses, I’état limite de Mohr-Coulomb ne
peut étre atteint dans tout le silo. On rappelle que le critére de Mohr Coulomb s’écrit :

s=(p+ H)sin¢

Comme

et
1
(p+ H)?sin? ¢ = Z[% + 0, + 2H]?sin’ ¢

nous obtenons

(00 —0.)? +472, = [0, + 0, + 2H])?sin* ¢. (1.13)

A B

2

On effectue le changement de variable suivant : X = 1 — x—2 En utilisant I’expression
Xz

(1.9) de 0, et (1.11) de o, le terme A de I’équation (1.13) s’é%rit :

0_ 0 1 070,19 _ 02
(o, UZ)—|—2X950 8z] +4(1 — X)(7,,) (1.14)

De méme, le terme B de I’équation (1.13) s’écrit :

0

1
(60 + 0?) + éXl'[) a(;zz + 2H]?sin® ¢ (1.15)

Le critére de Mohr Coulomb (1.13) est équivalent a :

A(2)+ B(2)X + C(2)X? =0, VX € [0,1] (1.16)

ou les coefficients sont donnée par :

p

A(2) = (07 = 02)* + 4(73.)* — sin® 6[(07 + 02)* + 4H (07 + 07) + 4H?]
L .2 073 o .2 .2 0Ty, 02
B(z) = xog%[l — sin” ¢] — xogaz[l + sin® ¢] — 2H sin gb:vgg — 4(7,,)
1 87—32 2 102
\ C(z) = ;lwo ER J7(1 —sin”¢)
18
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1.3. L’approche analytique proposée

La condition (1.16) devant &tre vérifier pour tout X € [0, 1], on obtient A(z) = B(z) =
C(z) = 0. Tout d’abord, A(z) = 0 permet de retrouver la relation de glissement sur les
parois du silo, soit :

s%=(p” + H)sin ¢

: or? , ,
D’autre part, si C(z) = 0, on aura % = ( et par conséquent la contrainte 7°_(z) sera
z

constante. Enfin, B(z) = 0 implique que 72 (z) = 0, ce qui conduit a 7, = 0 dans tout
le silo. L’intégration de I’équation d’équilibre (1.10) conduit alors a :

0

0, (%) = pgz + constante

On retrouve (au signe pres sur z dont I’orientation a été prise vers le bas) I’équation de
statique des fluides dans tout le silo. Physiquement, ce résultat signifie qu’un matériau
en état de glissement en tout point a un comportement qui s’identifie a celui d’un fluide.
Evidemment ici, ce cas de figure n’est pas envisagé. On ne peut donc imposer au critére
de Mohr-Coulomb d’€tre vérifié dans tout le silo. On a supposeé ici qu’il n’était veérifié
gu’au niveau des parois du silo.

1.3.3 Calcul des contraintes aux parois

On considere ici de facon générale des coefficients de frottement interne et aux parois
différents (u # ).

On rappelle la condition de glissement : ¥ = 11,02 et les relations du cercle de Mohr aux
parois :

)
00 = p® + s%cos 2a’

o9 = p® — s cos 2a° (1.17)

. =

70 = s%sin 2a°

Tz

avec o’ = a°(z2).

En utilisant les relations (1.17), la condition (1.5) de glissement a la paroi s’écrit :
s%sin 2a° = 11, (p° + s cos 2a°)
Alors, le critére de Mohr-Coulomb s° = (p® + H) sin ¢ conduit a :
(sin ¢ sin 2a” — p, (1 + sin ¢ cos 2a°))p° = H sin ¢(p, cos 2a° — sin22°)  (1.18)
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Ainsi, dans le cas ol H est non nul®, on obtient I’expressions de p° :

o Hsing(u,cos2a” —sin2a) (1.19)
 sin¢sin2a0 — y,,(1 + sin ¢ cos 2a0) '
et celle de s° :
Hei
& = Hyt sin g (1.20)

~ sin ¢sin 2a° — 11, (1 + sin ¢ cos 2a0)
En remplacant p° et s° par leurs expressions dans les relations (1.17), les expressions des
contraintes a la paroi deviennent :

( : : 0
50— H sin ¢ sin 2«

sin ¢ sin 200 — p,,(1 4 sin ¢ cos 2aV)

_ Hsing(2p, cos 2a° — sin 2a°)
? singsin2a® — g, (1 + sin ¢ cos 2a0) (1.21)

0 ppH sin ¢ sin 20
TCCZ -

~ sin ¢sin 2a° — 11,(1 + sin ¢ cos 2a0)

\
L’équation d’équilibre (1.12) devient alors, en tenant compte des résultats précédents,

I’équation différentielle suivante :

da’ D 13 sin 2a°
241, sin 2a° 2a° — si = D 1.22
(2pp sin 20" + cos 2a” — sin @) 7 2Rh( oS - 5 ) (1.22)
ou D = sin ¢ sin 2a° — p,,(1 + sin ¢ cos 2a°) et oul :
2’7Rh
— 1.23
¢=12 (123

Ainsi, nous voyons apparaitre le nombre adimensionnel ¢ caractérisant I’effet de la gravité
(v = pg) et de la cohésion. Ce nombre sans dimension dépend de la densité volumique
des grains, de la cohésion du matériau, de I’angle de frottement interne du matériau ainsi
que du rayon hydraulique du silo R*.

. . o ... .
D’autre part, le rapport des contraintes aux parois A, = — s’écrit de fagon générale, en
O-Z
utilisant les expressions (1.21) des contraintes aux parois :

sin 2

A, =
P (2p, cos 200 — sin 2a0)

3Le cas particulier d’une cohésion nulle (H = 0) est traité un peu plus loin
“4Le rayon hydraulique Ry, est le rapport de I’aire de la section droite d’une cellule a son périmétre :

T . .
o Ry = 3 pour une cellule circulaire de rayon r.

b .
o Ry = % pour une cellule rectangulaire de longueur 2a et de largeur 2b.
a
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Il faut noter qu’en général, pour les matériaux cohésifs, A, n’est pas constant et dépend
de z. Cependant, pour les matériaux non cohésifs, il se réduit a une forme plus simple. En
effet, dans le cas particulier ou H = 0, la relation (1.18) de Mohr-Coulomb nous donne :

_ singsin 20"
1+ sin ¢ cos 2a0

Hp

ou p° = 0 qui est absurde.
En remplacant cette expression de s, dans celle du parametre )\, on obtient :

_ 1+sin¢cos2a’

1 —sin¢cos2al

A (1.24)

P

C’est le résultat classique obtenu dans la littérature pour les matériaux non cohésifs (voir
[98] par exemple).

1.3.4 Intégration de I’équation différentielle

On va développer, dans ce qui suit, une résolution générale de I’équation différentielle
(1.22), valable quels que soient les paramétres physiques intervenant (angles de frottement
internes et aux parois, cohésion...). L’équation différentielle non linéaire d’inconnue o°(z2)
que nous avons a résoudre est la suivante :

241, 8in 20 + cos 2a° — sin ¢ 0 dz (1.25)
& sin 2a0) 2Ry, '

D(D

21y COS @ 2

Effectuons le changement de variable suivant : « = tan . On a alors les relations sui-
vantes :

1 — u?

20" =
COS 2} 1+u2
2u

20" =
SN 2 1+u2

On obtient ainsi :

2 1 —u?
24, sin 2a° + cos 20’ — sing = 2tan¢p1 +uu2 + 7 +Z2 —sing
_ dutan ¢, — u?(14sin @) + (1 —sin @)
B 1+ u?
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Modélisation par une approche continue

Si on définit :
24y + /4pz + cos? ¢

Uy =
! 1+sin¢

241y — /42 + cos? ¢

1+sing

(1.26)

Uy =

on aura alors :

(= ) (1 — u)(1 + sin 9)
14 u?

241, 8in 20° + cos 20’ — sin ¢ = —

De méme, on peut développer le terme D sous la forme suivante :

D =sin¢gsin2a® — p,(1 + sin ¢ cos 2a°)
~ 2using — pp(1 +sin¢) — pu?(1 — sin ¢)
B 14 u?
tan ¢ (1+sin¢) 2
—+u
[ COS ¢ (1 —sing)

_ —pp(1 —sing) tan (1 +sing)., (1 +sing)?. tan®¢ )
B 1+ u? K [ COS  cos2¢ [tan2 by I

_ —Hp(1 —sing) —2u (1.27)

T (14 sin @) +

Le coefficient D figurant au dénominateur de I’équation différentielle, nous sommes

amenés a étudier son signe afin de déterminer les éventuelles singularités. Deux cas sont

possibles avec ¢ et ¢, €]0, g[ ;

— si tan® ¢ > tan® ¢, = D est du type [(u — a)? — b?]. L’équation D = 0 admet deux
racines réelles.

— si tan? ¢ < tan® ¢, = D est du type [(u — a)? + b?] et reste toujours positif.

Dans le casou ¢ > ¢,, 0na:

_ —pp(1 —sing) tan ¢(1 + sin ¢) (14 sin¢)
b= 1+ u? O fp COS @ B cos ¢ ]
tan ¢(1 + sin ¢) (1+sin¢)
K [ COS @ )+ 58 cos ¢ )

tan ¢ 2
oul’onaposé5:\/(ta ¢) —1
n@p
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Si on considére :

tan ¢(1 + sin ¢) 1+ sin¢
us =
fp COS @ cos ¢
tan ¢(1 4+ sin ¢) 1+ sin ¢ (1.28)
Uy = -
[p COS @ cos @
alors il vient : L
— ,upg +_u82m 9) (u—usz)(u — uy)
L’équation différentielle (1.25) peut s’écrire sous la forme :
(u —up)(u — uy) _dz
k w €0l —smo) du = o (1.29)
(= ) (= ) (= > o ) (= )
~ 1+sing
D’autre part, le terme £ = % — %ﬁ@(u — uz)(u — uy) peut se mettre sous la
forme :
wu ) tang 1+sing (1 + sing)? oS ¢
E= 2 (u B 2tan gbpu cos ¢ cos? ¢ ) 4(1 + sin ¢) (1.30)
Maintenant, si on pose ug = ﬂ, on obtient :
1 —sin
T tan ¢ 5 2uug
E = 4u0[u 2uy n¢pu : ]
& T tan ¢ tan ¢
— e vl 4 P — (e g
¢ tan ¢ ) tan? ¢ 2 tan ¢
= _4_u0 _[U - uo(tan¢p + E)] - [t 2 ¢p ftan by 52]}
_ _i [ _Uo tan ¢ 2 ¢
— - [l e - Wi 4260 4
. § [ tan ¢ tangb Up
= | S, * \/’525“25 L[
1+ - \/5252 2 ]]
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Modélisation par une approche continue

Le calcul précédent nous a permis de mettre en évidence deux autres singularités (que
I’on va appeler us et ug) contenues dans le terme D et plus précisément dans E. En effet,
ona:

§
E = —4—u0(u — us)(u — ug)

ou I’on a posé :

( S [ tangb 2tangz5
5 = U _ ta </5p 52_
[ L 2t ]
Ug = Uy | = an ¢ \/ an ¢ 52 (131)
. cos ¢
"7 1—sing
{

Ainsi, I’équation différentielle (1.29) devient avec le changement de variable v = tan a? :

~ (u—up)(u — ug) — &
k(u ) (o — ) (1 — ) (1 — ) du=d (1.32)

2u0H tan ¢

avec k = et ou les expressions des singularités us, w4, us, ug Sont données

oar (1.26), (1.28) et (1.31).

La décomposition de I’équation différentielle (1.32) en éléments simples nous donne :

(uz — uy)(uz — us) (ug — uy)(ug — ug)

k[(u — ug)(us — ua)(us — us)(us — ue) ’ (w — wa)(ua — uz)(ua — us)(us — up)
(us — up)(us — uz) (ug — u1)(ug — us) u— d=
+ (u — us)(us — uz)(us — ug)(us — ugp) + (u — ug)(ug — uz)(ug — uy)(ug — u5)]d =d
(1.33)
L’intégration de (1.33) conduit alors a une solution de la forme :
qu)=z+A (1.34)
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ou g(u) est défini par :

(g — uy)(ug — us)
(ug — uz)(ug — us)(ug — ug)

(ug — uy)(uz — us)

(ug — ug)(us — us)(us — ue) In [u — uy

q(u) :l;:[ In |u — uz| +
(us — w1)(ue — u2)
(ug — us)(ue — s4)(us — us)
(1.35)
Maintenant on va tenir compte des conditions limites du probléme. En effet, on a sup-
posé qu’en z = 0, la surface est libre de contraintes. Cette condition s’exprime donc par :
o.m =000 7 = —e; compte tenu de I’orientation choisie.

(us — uy)(us — us)
(us — u3)(us — ug)(us — up)

+ In|u — us| + In |u — ug]

Ainsi, deux conditions doivent étre satisfaites simultanément :
1. 0.(2=0)=0
2. Tyop(v,2=0)=0V2x

On rappelle que I’on a respectivement :

( pH sin ¢ sin 20
P2 sin¢sin 2a0 — (1 + sin ¢ cos 2a0)

H sin ¢(2p,, cos 2a” — sin 2a°) (1.36)

=7 sin ¢ sin 200 — pu,(1 + sin ¢ cos 2a0)

\
La premiére condition aux limites permet de déterminer la valeur de la constante A qui
intervient dans I’équation (1.34). En effet, comme o,(2) = ¢2(2), il vient :

21, cOS 20° = sin 2a°, soit tan2a° = 2tan op

On obtient ainsi la valeur particuliere de o en z = 0 que I’on va noter ! définie par :

1
a) = 3 arctan(2 tan ¢,)

On en déduit la valeur de w;, a savoir :
w = tan(% arctan(2 tan ¢,)) (1.37)
Ainsi, d’aprés (1.34), pour z = 0 on aura :
q(w) = A
25
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D’autre part, comme on a restreint notre analyse a un modele linéaire en cisaillement ou
la contrainte de cisaillement aux parois varie linéairement en fonction du diametre de silo
suivant (1.6), la deuxiéme condition limite implique que 7°_(z = 0) = 0. Compte tenu de
(1.36), on obtient :
a(0) = 0[3]

Ainsi, chacune des conditions aux limites fournit une valeur différente de o incompa-
tibles sauf dans le cas particulier ou ¢, = 0. Ceci s’explique de la fagon suivante : au
niveau des parois, on a des phénomenes de couches limites ou toutes les conditions aux
limites ne peuvent pas étre vérifiées. 1l convient donc d’en relaxer certaines de facon a
ce que le probléme soit bien posé, compte tenu du modele linéaire en cisaillement choisi.
Pour cela il convient de supposer que les conditions aux limites sont vérifiées seulement
en moyenne sur le diamétre du silo, a savoir :

xo xo
/ o,dr =0 et / Tpzdx = 0
—x0 —Zo

Ainsi, la seconde condition aux limites est automatiquement vérifiée.

Etant donnée cette incompatibilité, le fait d’avoir vérifié la condition ¢%(z = 0) = 0
implique que 7°_(z = 0) # 0; celle-ci entrainant de facto que ¢%(z = 0) # 0 de par la re-
lation de glissement. En fait, on remarque que pour des cohésions faibles voire modérées
aux parois (jusqu’a quelques centaines de Pa), on trouve numériquement en résolvant les
équations différentielles que 02 ~ 0 et 72, ~ 0. A partir de cohésions plus importantes

(H ~ 1000N/m?), ce phénomene de couche limite apparait de fagon plus importante.

Ainsi de facon plus générale, I’équation différentielle non linéaire (1.25) se rameéne au
probléme de point fixe suivant :
Pour une profondeur z donnée, trouver la valeur de « vérifiant :

r(u) —z=0

ou r(u) = q(u) — q(u;) est donnée d’apres (1.35) par :

U — Uy

(ug — uy)(uz — us) I |u — ug (ug — uy)(ug — us) In
(uz — uyg)(us —us)(ug —ug)  w—up  (ug—uz)(ug —us)(ug —ug) u—1y

I

r(u) = k] |

U — Ug

+

(us — uy)(us — ug) In |u — us (ug — uy)(ug — usg) n
(us — uz)(us — uq)(us — ug) u—u (ug — uz)(ug — ug)(ug — us) u— 1y

Les coefficients wuy, us, us, w4, us, ug €t u; Sont donnés par (1.26), (1.28), (1.31) et (1.37).

Notons que la résolution du probléme a été effectuée ici dans le cas ¢ > ¢,,. lecas ¢ < ¢,
sera traité en détail dans le chapitre suivant.
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1.4 Résolution du probleme pour ¢ = ¢,

Nous proposons maintenant de nous placer dans le cas particulier ou les angles de frotte-
ment ¢ et ¢,, sont égaux, ce qui permet de simplifier I’expression analytique de la fonction
r(u). La résolution analytique puis numérique permettant de calculer les contraintes dans
tout le silo est alors effectuée, d’abord pour une cohésion nulle, ce qui permet de va-
lider I’approche développée en comparant les résultats obtenus a ceux existant dans la
littérature. Toujours dans le cas particulier ¢ = ¢,, les résultats obtenus sont ensuite com-
parés a ceux obtenus par la théorie de Janssen. Une étude des matériaux cohésifs est par
la suite développée.

1.4.1 Reésolution analytique dans le cas ¢ = ¢,

Dans ce cas particulier ot ¢ = ¢,, on aura p = p, et 5 = 0. Compte tenu de (1.28) et
(1.31), on a ug = uy = ug. De méme, on aura :

_ 2tan¢ + V4 tan? ¢ + cos? ¢ _ 2sing + V4 —4cos? ¢+ cost

Uy

1+sing cos ¢(1 + sin @)
B 2sin¢ + 2 — cos? ¢ _1+sing
~ cosé(l+sing)  cos¢

Ainsi, on obtient u; = wuy.
L’expression (1.35) de ¢(u) devient alors :
~ Uy — U Uy — U2
u) =k
v ((Uo — us)(uo — ug) (us — uo)(us — ue)

ou les coefficients intervenant s’expriment de fagon simplifiée par :

U — U

(o — 110) (o — 23] In |u—ug))

In ju—us|+

In |u—ug|+

([ 1+4sing
o= cos ¢
i _ngH
Y
1
R (1.38)

1 /2 1
U5:U0|ig+1— E+‘§2‘|
1 /2 1
U6ZUO[E+1+ g+—€2:|

Pour des raisons de commaodité de calcul, on notera par la suite :

A= Ug — U2 B— Uy — U2 _ Ug — U
(uo — us)(uo — Uﬁ)’ (us — uo)(us — U6)7 (ug — uo)(ug — us)
27
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Modélisation par une approche continue

et I’expression de ¢(u) s’écrit alors simplement :
g(u) = k(A |u — u| + BIn|u — us| + Cln [u — ug|)

Le nouveau probléme de point fixe a résoudre est le suivant :
Pour z donné, trouver la valeur de w tel que :

r(u) = q(u) — q(w) = 2 (1.39)

ou ¢(u) est donnée ci-dessus.

La résolution de (1.39) nécessite d’étudier les variations de r(u) afin de déterminer ses
limites aux singularités wug, us et ug données par (1.38). Nous devons tout d’abord classer
les singularités, c’est a dire déterminer leur signe, ainsi que leur position I’une par rapport
a I’autre. Cela nous permettra de trouver le signe des termes A, B et C' intervenant dans
la solution et enfin de connaitre les limites de la fonction ¢(u) aux points singuliers.

Comme uyg et & sont positifs avec uy > 1, les expressions de (1.38) montrent que ug > 0
et us < ug. D’autre part, on remarque que usug = u3 ce qui implique que la singularité
us est elle aussi positive. Ainsi, on aura :

Us < Uy < Ug

On va maintenant déterminer les limites de la fonction () aux points singuliers. L’ex-
. 1 .
pression de u, = —— < 0 conduita: A <0, B> 0etC > 0.
U

0
Sachant que & < 0, nous déterminons aisément les limites de la fonction r(u) aux points
singuliers us, ug et ug :

lim r(u) =400 , lim r(u)=-oc0 , lim r(u) = +oo.

u—us u—uQ Uu—ue
La figure (1.3) représente les variations de la fonction r(u) pour les valeurs numériques
particuliéres suivantes : ¢ = 17°, H = 1N/m?, p = 980kg/m?, R, = 0.125m. Cepen-
dant I’allure générale de la courbe est rigoureusement la méme (au sens des variations),
quelques soient les valeurs numériques choisies.

Ainsi, dans le cas ¢ = ¢, quelles que soient les valeurs des parametres physiques, la
fonction r(u) est monotone :

croissante sur | — oo; us|
décroissante sur Jus; u|
croissante sur Jug; ug|
décroissante sur Jug; +oo|
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—6

\

-104

FiG. 1.3 — Variations de la fonction r(u) avec les points singuliers us < ug < ug

1.4.2 Résolution numérique dans le cas ¢ = ¢,

Compte tenu des variations et des discontinuités de la fonction () donnée par (1.39), la
résolution de I’équation r(u) = z, pour z donné, admet plusieurs solutions, suivant I’in-
tervalle de résolution choisi. Compte tenu de la définition de (), la résolution de (1.39)
est effectuée numériquement. La difficulté essentielle réside dans le choix de I’intervalle
de convergence (ou de résolution). Ce choix est plus ou moins complexe suivant les cas
envisagés. La fonction r(u) étant parfaitement monotone et réguliere sur I’intervalle de
résolution, une simple méthode de dichotomie suffit pour trouver la racine de I’équation
r(u) = z. C’est cette méthode qui est utilisée.

Revenons maintenant sur le choix de I’intervalle de résolution afin d’étre assuré de la
convergence de la méthode utilisée. Cet intervalle de résolution doit satisfaire les condi-
tions suivantes :

1. La fonction r(u) = q(u) — q(u;) doit étre positive quel que soit « appartenant a
I’intervalle de résolution.

2. Quelle que soit la valeur de z € [0, oo, I’équation r(u) = z doit avoir une solution
dans I’intervalle de résolution. Ceci implique nécessairement que :

e u; qui correspond a la solution pour z = 0 appartient nécessairement a I’inter-
valle de résolution et en constitue une borne.

29
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e |’autre borne de I’intervalle de résolution correspond a une singularité w«; de la
fonction r(u) tel que lim,,_.,, 7(u) = +o0. Ceci assure d’avoir une solution pour

Z — OQ.

3. La fonction r(u) ne doit pas avoir de discontinuités dans I’intervalle de résolution.

Remarqgue 1 : Le choix de I’intervalle de convergence (ou de résolution) I. permet de
déterminer I’intervalle de variation I, de I’angle o, angle d’orientation entre ’axe =’
et la direction principale de contraintes e¢;. Nous spécifierons pour chaque cas étudié cet
intervalle 7,,. O

Compte tenu de I’existence de plusieurs singularités de la fonction r(u), le point délicat
est de déterminer I’intervalle de résolution de I’équation (1.39) a = fixé. On vient de voir
que I’'une des bornes de cet intervalle est nécessairement w, (correspondant a z = 0), et
I’autre borne correspond & une singularité ou la fonction tend vers +oc avec ¢ €]0, g[.

1 .. .
Danslecas ¢ = ¢, 0nau, = tan(§ arctan(2 tan ¢)), ce qui implique que :
0<u <1<ug

D’autre part, nous avons vu que la fonction r(u) tendait vers —oo lorsque « tendait vers
ug. Ainsi, la singularité u, ne peut constituer la seconde borne de I’intervalle de conver-
gence. En revanche, nous avons 0 < us < ug avec :

lim ¢(u) = 400

uU—us

Etant donné que ug est a rejeter d’apres la condition 3, us est la seconde borne de I’inter-
valle de résolution. Il reste a déterminer la position de cette singularité par rapport a w;,.

Ona:
U5:%[1+5_\/m}

Le développement limité de u5 au voisinage de 0 s’écrit :

us = ug(€ + 0(€7))
ce qui implique que lim_,o us = 0. D’autre part, on voit facilement que :

lim us = ug
£—400

A u; fixé, la singularité us peut donc se trouver de part et d’autre de ce point, suivant la

Q’YR;L

valeur de £ = T Les paramétres physiques p, Ry, et u = tan ¢ étant fixés les calculs
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précédents montrent que pour un milieu non cohésif, voire trés peu cohésif ((¢ — +o0),
il faudra choisir [u;, us] comme intervalle de résolution. Au contraire, pour un milieu
trés cohésif (H grand voire H — +00), il faudra choisir [us, u;] comme intervalle de
résolution. L’intervalle de variation de I’angle o sera I, = [arctan u;, arctan us), res-
pectivement I, = [arctan us, arctan ], selon que la cohésion H soit petite ou grande.

1.5 Validation de I’approche pour des matériaux non cohésifs

On propose de valider I’approche analytique développée ici pour de tres faibles cohésions
(quasiment nulles), en comparant les résultats obtenus avec ceux existant dans la littérature
pour les matériaux non cohésifs.

\

état passif

F1G. 1.4 — Cercles de Mohr représentant I’état limite des contraintes

0

- s . f . g

Dans le cas des matériaux non cohésifs, le rapport des contraintes aux parois A, = —
UZ

peut étre calculé analytiquement a partir de la figure (1.4). En effet, I’expression générale
de I’angle o est donnée maniére classique par [99] :

200 = — (e — 1)% +e+ o, (1.40)

ou ¢ est I’angle entre le vecteur contrainte a la paroi et le rayon du cercle de Mohr, et ou
e = 1 pour I’état passif et ¢ = —1 pour I’état actif. Dans les triangles rectangles (voir la
figure (1.4)), ona alors :

1G :posinqﬁp = s"sine
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Si on utilise le critére de Mohr-Coulomb s° = (p° + H) sin ¢, on aura :

pYsin ¢,
0+ H)sin o (1.41)

La relation (1.41) se réduit a la formule simple suivante pour des matériaux non cohésifs

siny =

(H=0):
., sing,
siny = sin ¢
qui est équivalente a :
1 = arcsin( slilfzf)

Dans le cas ol ¢ = ¢, on obtient ¢) = g et I’équation (1.40) conduit alors a :

0o T ¢
=242 1.42

pour e = £1, c’est a dire, a la fois pour les états passif et actif.

D’autre part, en utilisant I’expression (1.24) du parametre A, obtenue pour une cohésion
nulle, on obtient :

1 —sin?¢ 1
P 1 +sin? ¢ B 1+ 2tan? ¢
On retrouve un résultat classique du rapport des contraintes aux parois pour les matériaux
non cohésifs. De plus la valeur de o donnée par (1.42) semble indiquer que le matériau
granulaire est dans un état actif en tout point du silo, ceci quel que soit I’angle de frotte-
ment interne, pour les matériaux non cohésifs évidemment.

(1.43)

Afin de valider I’approche développée ici qui est valable dans le cas général des matériaux
cohésifs, on va considérer le cas particulier d’une cohésion quasi-nulle H# = 105N /m?.
La solution a°(z) calculée numériquement par résolution de I’équation différentielle (1.22)
est introduite dans (1.21) afin de calculer les contraintes o2, o2 et enfin \,,.

La figure (1.5) représente les variations de X, en fonction de la profondeur z du silo
pour différentes valeurs de I’angle de frottement interne ¢ = 17°, ¢ = 30°, ¢ = 45° et
¢ = 80°. On remarque que A, est constant quelque soit I’angle de frottement et quel que
soit la profondeur z. En plus, pour ¢ = 17° et H = 10~9N/m?, on retrouve )\, = 0.843.
Cette valeur de ), coincide exactement avec celle donnée par (1.43) pour le méme angle
¢ = 17°. Pour ¢ = 30°, la résolution numérique conduit a A\, = 0.666 qui coincide aussi
avec (1.43). Il en est de méme pour les autres angles de frottement interne, ce qui permet
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etat actif etat actif

Rapport des contraintes aux parois
Rapport des contraintes aux parois

‘rapport_contraintes_parois, —— ‘rapport_contraintes_parois, ——

L L L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
z z

A)H =10"N/m?et ¢ = 17° b) H=10"°N/m? et ¢ = 30°

etat actif etat actif
0.35 T T T T T T T T T 0.016

0.014 -

0.012 -

0.008 -

0.006 -

Rapport des contraintes aux parois
Rapport des contraintes aux parois

0.004 -

0.002 -

) 'rappo‘rLcomra\n‘leSJarols" — ) 'rappor‘tfcomra\m‘esfparols“ —

L L L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 08 1 12 14 1.6 18 2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 2
z z

C)H = 105N /m?2 et ¢ = 45° d) H = 107°N/m? et ¢ = 80°

F1G. 1.5 — Variations du rapport des contraintes aux parois en fonction de z pour des
matériaux non cohésifs.

de valider I’approche analytique développée puis la résolution numérique effectuée.

Un résultat important qu’il convient de souligner est qu’un matériau granulaire non cohésif
ou quasiment non cohésif semble toujours étre dans un état actif (résultat prévu par I’ex-
pression analytique (1.42) de o).

1.5.1 Influence de I’angle ¢ sur les contraintes

Pour la méme cohésion (H = 107N /m?) fixée et pour les angles de frottement interne
¢ =17°, ¢ = 30° et ¢ = 45°, on va étudier les variations des contraintes a la paroi #° en
fonction de z et des contraintes internes en fonction de x a une profondeur z = 1m fixée
(voir la figure (1.6)).

L’observation des figures (1.6a), (1.6¢) et (1.6e) indique que I’écart entre les contraintes
horizontale o, et verticale o, augmente considérablement lorsque I’angle de frottement
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Modélisation par une approche continue
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Fi1G. 1.6 — Variations des contraintes suivant z a = = 1m (figs. a, ¢ et e) et des contraintes

suivant z (figs. b, d et f) pour des matériaux non cohésifs.
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interne ¢ augmente. Par contre, on remarque que la contrainte 7,.. est peu influencée par
une variation de I’angle de frottement interne.

On remarque aussi qu’une augmentation de I’angle de frottement interne ¢ entraine une
diminution de la valeur des contraintes suivant z et z. Ceci s’explique par le fait que plus
¢ augmente, plus les contraintes de frottement interne augmentent. Ainsi, une partie plus
importante du poids propre du matériau est reprise par le frottement interne, ce qui im-
plique que o, diminue et par conséquent o, diminue également. Par contre, la contrainte
de cisaillement 7. est moins sensible a une variation de I’angle de frottement. Elle aug-
mente quand I’angle de frottement interne augmente, mais de fagon relativement lente.

D’autre part, sur les figures (1.6b), (1.6d) et (1.6f) ou sont représentées les variations des
contraintes aux parois en fonction de z, on constate que les contraintes tendent vers une
valeur limite (asymptotique) constante dépendant de la valeur des parameétres physiques.
De plus, il s’avére que plus I’angle de frottement interne ¢ augmente, plus cette valeur
limite est atteinte rapidement.

De fagon générale, les variations des contraintes en fonction de ¢ obtenues par I’approche
analytique développée sont semblables a celles données par la théorie de Janssen pour des
matériaux non cohésifs.

1.5.2 Comparaison avec la théorie de Janssen

La théorie de Janssen suppose que c’est la valeur du coefficient de Rankine A (coefficient
constant en tout point du silo) qui permet de déterminer I’état des contraintes susceptible
de régner dans le silo (état passif ou actif). De plus, pour une profondeur suffisamment
importante, les contraintes tendent vers des valeurs asymptotiques.

Nous proposons maintenant de comparer notre approche a la théorie de Janssen dans
le cas d’une cohésion nulle ou quasiment nulle®. Pour cela, on calcule avec I’approche
développée ici, les contraintes aux parois o et o¢ en fonction de = (variant entre 0 et
5my), pour une cohésion fixée H = 107N /m?.

Les résultats obtenus sont représentés sur les figures (1.7) et (1.8) ainsi que ceux obtenus
par la théorie de Janssen dans les cas actifs et passifs. Il est important de rappeler qu’avec
notre approche, pour des matériaux non cohésifs, le matériau granulaire est toujours dans
un état actif (o > Z et 0¥ > 09). De plus, les variations de la contrainte verticale ¢ en

50n rappelle que la théorie de Janssen est limitée aux matériaux non cohésifs.

35

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Jamila Rahmoun, Lille 1, 2006

Modélisation par une approche continue

8000

7000 -

6000

5000

4000

3000

2000

1000

>

X
XX
Y
X

> <><—><»><7>(<>(—><—><79€96 HHHHNNK X’%%%VX’X’X*—

‘nouvelle_approche’ —+—
‘janssen_actif’ ---x---
'Jansssenfpass#’ Sk

4 5

FIG. 1.7 — Variation de la contrainte verticale suivant z pour H = 10°5N/m? et ¢ = 17°

fonction de = (figure (1.7)) montrent que les résultats obtenus avec notre approche, et qui

correspondent a la configuration active (pas de configuration passive en faible cohésion),

sont encadrés par les configurations passive et active de la théorie de Janssen qui consti-
tuent en quelque sorte des ”borne supérieure et inférieure”. Ceci est vrai quelle que soit
la valeur de I’angle de frottement interne et quelle que soit la profondeur.
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Fic. 1.8 — Variations
10°6N/m? et ¢ = 17°

de la contrainte horizontale aux parois suivant z pour H
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En ce qui concerne les variations de la contrainte horizontale ¢ représenté en fonction
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de z sur la figure (1.8), les résultats obtenus avec notre approche (qui correspondent a
I’état actif) sont également encadrés par les états actif et passif de la théorie de Janssen.
De plus, tous les résultats convergent vers une méme valeur asymptotique qui dépend de
I’angle de frottement interne.

D’autre part, dans la configuration active (correspondant aux matériaux non cohésifs avec
notre approche), la valeur limite de la contrainte 0¥ est atteinte plus rapidement qu’avec la
théorie de Janssen. De plus, avec notre approche, la contrainte ¢ obtenue est plus grande
d’environ 15% de celle obtenue par la théorie de Janssen. Ainsi, I’approche développé ici
améliore la théorie de Janssen qui est connue pour sous-estimer les contraintes horizon-
tales aux parois dans I’état actif (associé généralement a la phase de vidange du silo).

1.6 Etude des matériaux cohésifs

Maintenant que notre approche a été validée dans le cas des matériaux non cohésifs, on
va étudier I’influence de la cohésion sur les contraintes.

1.6.1 Influence de la cohésion sur les contraintes

Tout d’abord, on rappelle que pour une cohésion nulle ou quasi-nulle (H = 10~5N/m?),
le matériau semble toujours &étre dans un état actif en tout point du silo et quel que soit
I’angle de frottement interne. On va voir que pour des cohésions suffisamment impor-
tantes, I’état passif peut &tre atteint.

Sur la figures (1.9) est représentée les variations des contraintes suivant = a z = 1m fixé
pour différentes angles de frottement interne et pour différentes valeurs de la cohésion. On
remarque qu’une augmentation de la cohésion entraine une diminution de la contrainte
verticale o, et une augmentation de I’écart entre la contrainte verticale et horizontale.
Par contre, la contrainte de cisaillement est peu influencé par une augmentation de la
cohésion. Alors que pour des cohésions faibles ou modérées, le matériau est dans une
configuration active en tout point du silo, pour des cohésions importantes, le matériau est
dans une configuration passive quelle que soit la profondeur.

Pour des cohésions intermédiaires il existe une zone de transition ot on passe de la confi-
guration active a la configuration passive. Cette transition n’est pas brutale et il existe des
états de contraintes mixtes ou le matériau ne posséde pas la méme configuration dans tout
le silo. En effet, sur la figure (1.10) ou sont représentées les variations des contraintes
en fonction de la profondeur du silo, on remarque que pour z petit, ona o, > o, et le
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F1G. 1.9 — Variations des contraintes suivant = a = = 1m pour des matériaux cohésifs.
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matériau est dans un état passif. Par contre, lorsque z augmente et que I’on se rapproche
du fond du silo, o, devient inférieure a o, et le matériau passe dans un état passif.

Si on augmente encore la cohésion, alors la transition s’est effectuée dans tout le silo et
le matériau est dans un état passif en tout point. Ainsi, I’approche développée ici per-
met d’obtenir un nouvel état mixte de contraintes ou le matériau change de configuration
en fonction de la profondeur du silo. Cet état mixte de contraintes est atteint lorsque la
cohésion du matériau augmente jusqu’a une valeur seuil H, qui dépend de I’angle de frot-
tement interne ¢. Au dela de cette valeur, le matériau reste dans un état passif dans tout le
silo. Il est important de noter que ce résultat n’est pas prévisible par la théorie de Janssen
ou le matériau conserve la méme configuration dans tout le silo.
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F1G. 1.10 — Variations des contraintes suivant z - Apparition des états mixtes pour les
matériaux cohésifs.

1.6.2 Influence de la cohésion sur le rapport des contraintes aux pa-
rois \,
L’influence de la cohésion sur les contraintes est complexe car elle influe sur les com-

posantes des trois contraintes o, o, et 7,,, mais de maniére différente. Cependant une
variable représentative des états de contraintes, en particulier prés des parois du silo, est
0

le rapport des contraintes aux parois A\, = U—g. La figure (1.11) représente les variations de
o

- - z - Ve 3
A, en fonction de la profondeur = du silo pour différentes valeurs de I’angle de frottement
interne et de la cohésion. On remarque que la valeur de )\, varie en fonction de z : elle
augmente lorsque la cohésion augmente.

En I’absence de cohésion, on a vu que le paramétre A, est constant, et que sa valeur ne
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Fi1G. 1.11 — Variations du rapport des contraintes aux parois suivant z pour des matériaux
cohésifs.

dépend que de I’angle de frottement interne. Une expression analytique exacte de A, dans
le cas ¢ = ¢,, est donnée par (1.43).

Maintenant, si on prend en considération la cohésion du matériau granulaire, les expres-
sions des contraintes obtenues par notre approche (voir (1.21)) nous donnent :

sin 2

P~ §in2a® — 2 tan ¢ cos 20

Ainsi, A, n’est plus contant a priori. Il dépend, en plus de I’angle de frottement interne,
de la cohesion et de I’angle o, qui dépend lui méme de z et qui est une inconnue du
probléme. Ainsi, une expression analytique compléte de A, en fonction des données du
probleme (cohésion, angle de frottement,..) semble difficile a obtenir. Ainsi, le recours a
une résolution numérique est nécessaire.

En conclusion, il est important de noter que pour les matériaux cohésifs, le rapport des
contraintes aux parois A, n’est plus constant et varie en fonction de la profondeur .
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Néanmoins, il tend vers une valeur asymptotique différente dans le cas passif et dans le
cas actif, dépendant sensiblement de la cohésion. Cette valeur limite de A, correspond au
rapport des valeurs limites atteintes par les contraintes aux parois lorsque = augmente.

1.7 Conclusion

L’approche de type milieux continus proposée ici améliore les approches existences et en
particulier la théorie de Janssen. Cette approche permet de calculer les contraintes en tout
point du matériau granulaire ensilé, quels que soient les parameétres physiques intervenant
(angle de frottement interne, cohesion...). Elle est basée sur une formulation générale
des équations d’équilibre bidimensionnelles des milieux continus, couplée a un critére de
Mohr-Coulomb et & une condition de glissement aux parois. Cette approche tient compte
de la cohésion du matériau et de la dépendance des contraintes suivant le diamétre du silo,
et s’affranchit des limitations de la théorie de Janssen.

Des comparaisons avec les solutions analytiques existantes dans la littérature pour les
matériaux non cohésifs ont permis de valider I’approche développée ici. Des résultats
intéressants ont été ensuite obtenus pour les matériaux non cohésifs et cohésifs. En parti-
culier, en absence de cohésion, on montre que le matériau granulaire semble toujours étre
dans une configuration active. De plus, les contraintes aux parois sont encadrées par les
états passif et actif de la théorie de Janssen. Pour les matériaux cohésifs, le rapport des
contraintes aux parois A, n’est plus constant et dépend de la profondeur du silo. On voit
aussi apparaitre des états mixtes de contraintes (passif puis actif) a I’intérieur du silo, qui
ne sont pas prévisibles par la théorie de Janssen.

Dans ce premier chapitre, nous avons limité notre étude au cas d’angles de frottement

interne et aux parois égaux. Le cas général ou les angles de frottement sont différents est
traité dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Extension de I’approche continue pour
des angles de frottement difféerents

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons développé une nouvelle approche analytique qui
permet de calculer les contraintes dans un matériau granulaire ensilé. Et ceci quels que
soient les parametres physiques intervenant, a savoir les angles de frottement interne et
aux parois, la cohésion du matériau, les dimensions du silo... Cette approche a été d’abord
validée dans le cas d’une cohésion nulle et pour des angles de frottement interne et aux
parois égaux, de facon a retrouver certains résultats classiques existant dans la littérature.
Les résultats obtenus ont &té comparés a la théorie de Janssen et ensuite étendus au cas
d’une cohésion non nulle, toujours pour des angles de frottement égaux (¢ = ¢,).

Dans ce chapitre, nous proposons de mettre en oeuvre I’approche précédente dans le
cas d’angles de frottement internes et aux parois différents. Les calculs sont alors plus
compliqués et conduisent a différencier les cas ¢ > ¢, et ¢ < ¢, ou les résultats sont
différents.

2.2 Etudeducas ¢ > ¢,

Suivant que I’angle de frottement interne est supérieur ou inférieur a I’angle de frotte-
ment aux parois, les solutions analytiques puis numériques obtenus par notre approche
different. En premier lieu, on commence par étudier le cas ¢ > ¢,
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2.2.1 Reésolution analytique

Dans ce chapitre, on reprend la résolution de I’équation différentielle (1.25) équivalente a
la recherche d’une racine de I’équation
r(u) —z=0 (2.1)

<

ou r(u) = q(u) — q(u;) est donnée par :

s (uz — uy)(usz — ug) L s (ug — up)(ugy — ug) g U
T = ) — ) — ) = (= ) (o — ) s — ) w—
(U5 — U1>(U5 — ’UQ) n U — Us (U6 — U1>(U6 — UQ> 0 U — Ug
* (us — uz)(us — ug)(us — ugp) 1 u— | (ug — u3)(ug — uq)(ug — us) 1 u— !
avec 3 = (ttjr?j )2 —1.

On rappelle ici que les coefficients u; intervenant dans le cas ¢ > ¢,, de r(u) sont donnés
par (1.26), (1.28), (1.31) et (1.37).

Comme au chapitre précédent, on va étudier les variations de la fonction r(u) afin de
déterminer son comportement aux points singuliers us, w4, us €t ug. La premiére étape
consiste a classer les points singuliers dans le but de déterminer les signes respectifs des
coefficients A, B, C et D définis par :

(U3 - Ul)(u3 - UQ) . (U4 - Ul)(u4 - U2)
(us — ug)(uz — us)(uz — ug) b= (ug — uz)(ug — us)(ug — ug)

A—

(U5 - Ul)(us - uz) B (UG - Ul)(uﬁ - Uz)
(a5 — us)(us — ua)(us — ) (o — us)(uis — ua)(utg — us)

La fonction r(u) s’écrit alors de fagon simplifiée :

C:

U — Us

34 Bln |11
U

4|+C’ln|u_u
w

Sy DL Y8
U

r(u) = l;:[A In | 1]

Le classement des singularités us, u4, us et ug sur I’axe des réels est nécessaire pour
determiner le signe des coefficients A, B, C' et D. Les expressions (1.28) et (1.31) des
singularités montrent qu’on a uzuy = usug = u2. Or, puisque les singularités u; et ug
sont positives, on en déduit que les singularités w, et us sont elles aussi positives : on a
ug > 0etus > 0. De plus, comme on a de fagon évidente uy < us et us < ug, alors

U — u— U — U — U

Uy < Ug < uz et us < ug < ug.

D’autre part, comme £ > 0, 0n a ug > us et uy > us. Ainsi, le classement des singularités
a ce stade est le suivant :
0 <us <ug <ug <ug < ug
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Pour déterminer les limites de la fonction r(u) aux points singuliers, il est nécessaire
de connaitre la position de u; et u, par rapport aux autres singularités, et par la suite
déterminer le signe des coefficients A, B, C et D. Tout d’abord, I’expression analytique
(1.26) de u- indigue que cette singularité est negative. Or, comme toutes les autres singu-
larités sont positives, on aura uy < us.

D’autre part, posons :

(1 + sin ¢)? \/4u2 + cos? ¢ — 2y,

(1 —sing)? 1+sing

uy = (—ug)up =

Puisque ¢, < ¢, on aura :

’ (]. + Sin ¢)
"2 S 1" sing)?
cos ¢(1 — sin ¢y)?
Ug :
cos ¢p(1 — sin ¢)?
tan ¢
tan ¢,

(\/4 tan? ¢, + cos? ¢, — 2tan ¢,)

< Ug

Ainsi, d’aprés (1.28), on en déduit que u, < us . En plus, comme uyu; = usuy = ul
(suivant les relations (1.26), (1.28) et (1.31), on aura u; > uy.

Finalement, on peut monter facilement que u; < w,. En effet, comme tan ¢, < tan ¢,
I’expression (1.26) de u; conduit a :

2tan ¢ 4 /4 tan® ¢ + cos? ¢ _ 1+sing
1+sing  coso

u <

ce qui implique que u; < ug compte tenu de I’expression (1.31) de w.

Ainsi, on obtient finalement :
Ug < Us < Ug < U < Uy < U3 < Ug

et donc :
A<0, B<0, C>0, D>0

Sachant que k& < 0, on obtient les limites suivantes aux singularités :

lim r(u) =400 , lim r(u) = —o0
uU—us U—uq
lim r(u) = —oc0 , lim r(u) = +o0

uU—us3

© 2009 Tous droits réservés.
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L’existence de singularités de la fonction r(u) nécessite de determiner précisément I’in-
tervalle de résolution de I’equation (2.1) a une profondeur = fixée. On rappelle que I’'une
des bornes de cet interval est nécessairement w; (correspondant a z = 0), et I’autre borne
correspond a une singularité ou la limite de r(u) est +o0o. Une fois u(z) et a®(z) =
arctan(u(z)) numériquement calculés a une profondeur = donnée, on calcule a nouveau
les contraintes dans le matériau granulaire ensilé en utilisant les expressions (1.21).

La figure (2.1) représente les variations de la fonction r(u) pour les valeurs particuliéres
suivantes (¢, ¢,) = (17°,10°), H = 200N/m?, p = 980kg/m? et R;, = 0.125m. Il est
important de noter que I’allure générale de la courbe reste la méme (méme variations),
quels que soient les parametres physiques.

FIG. 2.1 — Variations de la fonction r(u) avec les singularités us < uy < uz < ug

Ainsi de fagon générale, dans le cas ¢ > ¢,, les variations de la fonction r(u) sont res-

pectivement :
croissante sur | — oo, us|

décroissante sur Jus, uy]

croissante puis décroissante sur Juy, us[
croissante sur Jus, ug|

décroissante sur |ug, +00]

2.2.2 Résolution numérique

Nous proposons maintenant de mettre en oeuvre la résolution numérique du probléme
dans le cas ol ¢ > ¢,. Dans le cas ¢ = ¢, quelle que soit la position de u;, et donc par
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conséquent quelle que soit la valeur de ¢ = ¢,, il existait au voisinage immeédiat de
une singularité telle que la limite de la fonction r(«) en ce méme point tende vers +oc.

Dans le cas ¢ > ¢,, étant donné que la fonction r(u) tend vers —oo aux points de sin-
gularités us et uy, la conditions a satisfaire pour I’intervalle de résolution, a savoir que
la profondeur puisse varier de 0 & oo, n’est plus vérifiée si la valeur de u; est encadrée
par celles des deux singularités us et uy. En effet, si u; est effectivement compris entre
ces deux singularités, nous ne pouvons pas calculer les contraintes a I’aide de la théorie
développée ici. Physiquement, cela proviendrait du fait que compte tenu des hypothéses
effectuées (limite du critére de Mohr-Coulomb, glissement au niveau des parois,...), toutes
les valeurs possibles de ¢ > ¢, ne sont pas autorisées. Méme si une étude théorique ap-
profondie de ce cas de figure reste a faire, dans la pratique, pour tous les cas traités dont
les solutions figurent ci-apres, ce cas n’a jamais été rencontre.

Etant donnée que le terme w; est positif et inférieur & 1, les différents cas de figure pos-

sibles sont les suivants :
soit u; €0, us|

soit u; € |us, uy|

Soit u; € |uy, us|
Les seuls intervalles de convergence 1. possibles sont ceux faisant intervenir la singularité
us, puisque c’est la seule parmi celles figurant dans les intervalles énumérés ci-dessus
pour laquelle nous ayons :

lim ¢(u) = 400

uU—us

Alors :
Si u; < us, on prendra I, = [uy, us|.

Siu; € |us,uy[ Onprendra I. =|us, ],
Si u; € |uy,us[ = onn’apas de solution.
2.2.3 Etude des paramétres physiques
On propose d’étudier I’influence de la cohésion et des angles de frottement sur les valeurs
des contraintes du milieu granulaire ensilé dans le cas ¢ > ¢,.
Influence des angles de frottement

Afin de simplifier I’étude qui peut étre fastidieuse compte tenu des nombreux cas de fi-
gure possibles, définissons le rapport y = i Pour une cohésion fixée et un coefficient

p
de frottement aux parois fixé (on prend ici ¢, = 35°), on se propose d’étudier I’influence
de ce rapport sur les contraintes, d’abord pour les matériaux non cohésifs (correspondant
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a H = 107°N/m?). Pour cela, on considére les variations des contraintes pour différentes
valeurs de ¢ et donc de x (¢, étant fixe), représentées sur la figure (2.2). On remarque
qu’une augmentation de I’angle de frottement interne ¢ entraine une diminution de la
contrainte verticale o,. En effet, comme on I’a vu au chapitre précédent pour ¢ = ¢, plus
¢ augmente, plus les contraintes de frottement augmentent, car une partie plus importante
du poids propre du matériau sera reprise par le frottement interne. Par contre, la contrainte
horizontale o, et la contrainte de cisaillement 7. sont peu influencées par la variation de
I’angle de frottement interne.

D’autre part, il est important de noter que la variation de I’angle de frottement interne
implique une variation de la configuration du matériau granulaire a ¢, fixé. En effet,
on peut remarquer que lorsque  croit, I’angle o décroit et I’état du matériau passe de
I’état actif a I’état passif'. De plus, il existe une valeur maximum y,,.. du rapport y ou
le matériau est dans un état actif pour tout x < x...z, €t dans un état passif pour tout
X > Xmae Cette valeur maximum y,,.. dépend évidemment de I’angle de frottement
interne et de la cohésion du matériau.

Influence de la cohésion sur les contraintes

On va maintenant étudier I’influence de la cohésion sur les contraintes. Sur la figure (2.3)
sont représentées les variations des contraintes suivant = pour différentes valeurs de y et
de la cohésion. On remarque d’abord qu’a x fixé, la valeur de la cohésion influence la
configuration du matériau. Si le matériau est dans un état actif pour de faibles cohésions,
il passe dans un état passif lorsque la cohésion augmente. Cependant, si le matériau est
déja dans un état passif pour de faibles cohésions, il reste dans cet état pour de fortes
cohésions. Ce résultat, identique a celui obtenu dans le cas ¢ = ¢, au chapitre précédent,
est également visible sur les figures (2.3b) et (2.3d). La figure (2.4) met en évidence cette
transition pour une valeur différente de x ou on observe clairement I’apparition d’un état
mixte de contrainte a I’intérieur du silo. Le matériau granulaire est dans un état passif prés
du sommet et passe dans un état actif lorsque la profondeur augmente. Ce phénoméne
nouveau déja obtenu au chapitre précédent pour des angles de frottement interne et aux
parois égaux, est encore mise en évidence pour des angles de frottement différents. Enfin,
comme précédemment, on remarque que la contrainte de cisaillement est trés peu sensible
a une variation de la cohésion.

1Ce résultat peut étre déduit a partir des derniéres observations : lorsque ¢ croit, o, décroit tandis que
o, reste quasi-constant. Ainsi, si initialement ona o, > o, qui correspond a I’état actif, lorsque ¢ croft, on
obtient ensuite o, > o, qui correspond a I’état passif.
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FiG. 2.3 — Variations des contraintes suivant x a z = 1m pour ¢, = 35° fixée.

D’autre part, puisque la cohésion a une grande influence sur les valeurs des contraintes,

on peut s’attendre a ce qu’elle influence la valeur du paramétre A, rapport des contraintes

aux parois. En effet, on a vu que pour les matériaux non cohésifs (correspondanta H = 0),
0

en utilisant (1.21), le rapport des contraintes aux parois A\, = U—g s’écrit :
o

z

_ 1+sin¢cos2a’

= 2.2
Ay 1 — sin ¢ cos 2a? (22)
On rappelle que dans le cas ¢ > ¢,, I’angle « est donnée par la formule (1.40) :
0 s
20 :—(5—1)§+5w+¢p (2.3)
ou e = 1 pour I’état passif et ¢ = —1 pour I’état actif. L’angle v est quant & lui défini par :
. ,sing,
= 2.4
1 = arcsin( S0 ) (2.9)

pour les matériaux non cohésifs. Ainsi, en I’absence de cohésion les expressions (2.2),
(2.3) et (2.4) assurent que le rapport des contraintes aux parois est constant pour ¢ et

50

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Jamila Rahmoun, Lille 1, 2006
2.2. Etude ducas ¢ > ¢,

¢, fixés. Pour valider a nouveau I’approche théorique développée ici et la résolution
numérique correspondante dans le cas ¢ > ¢,, on propose de retrouver les résultats
théoriques données par (2.2)-(2.4) pour H = 107°N/m? et différentes valeurs de ¢ et

Op-
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FiG. 2.4 — Variations des contraintes suivant z pour ¢, = 35° fixée.

Les figures (2.5a) et (2.5b) représentent les variations de A, pour une cohésion H =
107N /m? fixée et pour deux valeurs de y = 1.14 et y = 1.25. Dans ce cas, le matériau
est dans un état actif. De plus, on obtient bien comme résultat que le rapport des contraintes
aux parois est constant, sa valeur numérique obtenue pour (¢, ¢,) = (40°,35°) est A\, =
0.833. Cette valeur correspond exactement a celle donnée par les relations (2.2) a (2.4)
pour (¢, ¢,) = (40°,35°) et ¢ = —1 correspondant a I’état actif. Le méme résultat est ob-
tenu aux figures (2.5c¢) et (2.5d) ou le matériau est dans un état passif. La valeur numérique
de \, obtenue pour (¢, ¢,) = (48°,35°) est A\, = 1.12. Elle correspond exactement a celle
obtenue a partir des expressions théoriques (2.2), (2.3) et (2.4) pour (¢, ¢,) = (48°,35°)
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et ¢ = 1 correspondant a I’état passif. Ce résultat valide a nouveau I’approche développée

ici dans le cas ¢ > ¢,,.
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FiG. 2.5 — Variations du rapport des contraintes aux parois suivant z pour ¢,, = 35° fixée.

Par contre, pour les matériaux cohésifs, le rapport des contraintes aux parois n’est plus
constant et varie en fonction de la profondeur z. Sur la figure (2.6) sont représentée les
variations de )\, suivant z pour H = 100N/m? et H = 450N/m?. On observe que le
rapport des contraintes aux parois, pour (¢, ¢,,) fixés, décroit quand la cohésion augmente.
De plus, A, tend vers une valeur limite constante lorsque ~ augmente, atteinte d’autant
plus vite que la cohésion est grande. Cette valeur limite correspond aux rapports des
valeurs limites atteintes par les contraintes aux parois lorsque z augmente (voir figure

(2.4) par exemple).
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FIG. 2.6 — Variations du rapport des contraintes aux parois suivant z pour ¢, = 35° fixée..

2.3 Etudeducas ¢ < ¢,

Dans le cas ou I’angle de frottement interne est strictement inférieur a I’angle de frotte-
ment aux parois, la solution du probléme est plus complexe. Cette complexité vient de la
condition de glissement aux parois qui doit &tre vérifiée.

2.3.1 Reésolution analytique

On considére maintenant le dernier cas de figure possible ou I’angle de frottement interne
est inférieur a I’angle de frottement aux parois. Dans ce cas, en reprenant le calcul du
chapitre précédent, I’expression (1.27) de D s’écrit :

_ —#p(1 —sin )
1+ u?

_ tang(l +sing) (1+ sin ¢)? tan? ¢

b fp COS @ y cos? ¢ [1- tan? gzﬁp“

[(u

que I’on peut noter :
b —hw(l=sing)
1+ u?

[(w—a)* + 7]
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avec :
tan ¢
a = Uo
Hp
t 2
o PO
tan® ¢,

Par analogie avec le cas précédent ¢ > ¢,, I’équation différentielle (1.25) aprés change-
ment de variable u = tan o s’écrit :

(u = ur)(u = us)

k . du = dz (2.5)
1—
-2+ 215 — L2 — a4 )
avec : 3
i —2uyH tan ¢
YHp

De la méme fagcon que précédemment, on étudie les singularités éventuelles que pourrait

donner le terme :
u  YRu(1 —sing)

E=—-— —a)® + b
2 YHsng (=@ b
Ce terme était équivalent a (voir le cas ¢ > ¢,,) :
§ 5 tan ¢ o 2upu
E=——-[u"—-2 — 2.6
pour lequel on auraici :
tan ¢ ]
tan ¢,
Ainsi, le signe de I’expression (2.6) de £ dépend du signe de son discriminant A donné
par :
tan? 2t 1
A — a2 an” ¢ an ¢ )

tanlg, @ Etang, €
Deux cas sont possibles :

- si A > 0, I’équation E = ( posséde des solutions réelles?.

- si A < 0, I’équation E' = 0 ne posséde pas de solution réelles.

Etudeducas A >0
tan ¢ 2vRy,

< leté =
tan ¢, ¢ wH
que si la cohésion du matériau est supérieure ou égale a une cohésion limite H les

autres parametres étant fixées. Cette cohésion limite qui dépend des données physiques
du probléme, peut étre calculée analytiquement en fonction de ¢, ¢,, v, R, (voir annexe
A).

Puisque > 0, la condition A > 0 ne peut étre satisfaite

2Le cas A = 0, ol on obtient une solution double, est peu probable & obtenir physiquement.
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Placons nous dans le cas ou A > 0 et H > Ha. L’équation différentielle (2.5) devient

alors :
- (u—uy)(u — ug) B
[(u—a)? + b2 (u — ur)(u — us)du = dz (2.7)
avec : ) ]
_up tang [, tan’¢ tan ¢
U7 = 5 1+£tan¢p \/& [tan2¢p 1]+2€tan¢p+1
[ tang tan? ¢ tand | (28)
. @ an 9 an _ an
us = 1+5tan¢p + \/5 [tan2¢p 1] +2gtan¢p +1
La décomposition en éléements simples de I’équation (2.7) conduit a :
~ cu+d e f B
k[(u—a)2+b2] + (=) + (u_u8>du—dz (2.9)
avec :
( o — (U7—U1)(U7—U2)
[(u7 — a)? + b2|(ur — ug)
f= (us — u)(us — us)
[(ug — a)? + b?|(usg — ury)
c=—e—f
a="1 Oy Ty g
Urug Uy us

\
Ainsi, I’intégration de I’équation différentielle (2.5) revient a trouver les valeurs de «
vérifiant :

r(u) =z

a z fixé, ou r(u) = q(u) — q(u;) et ou la fonction ¢(u) est donnée par :

ca+d

—a
)+eln|u—uz| + flnfu— us

(2.10)

_ 1 , .

On rappelle que la valeur limite de u; = tan(5 arctan(2 tan ¢,)) est donnée par la condi-
tion limite 02 = 0 en 2 = 0.

-1
q(u) =k écln{(u —a)?+ 0} + arctcm(u

Maintenant, on doit classer les singularités afin de déterminer les limites de la fonction
r(u) en ces points singuliers. Les expressions des deux singularités u; et ug données par
(2.8) nous montrent clairement que u; < ug. Or, pour déterminer les limites de la fonction
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r(u) aux points singuliers, il faut connaitre les positions respectives sur I’axe des réels des
coefficients uy, us, ur €t ug intervenant dans I’expression de la fonction ¢(u), ainsi que le
signe des coefficients e et f.

On rappelle les expressions (1.26) de u; et us :

( o 241y + /42 + cos® @
! 1+sing
y 2 — /Ay +cos? o
2 1+sing
\

Tout d’abord, on remarque que u, est le seul terme négatif parmi des singularités positives.
Ainsi on a de fagon évidente :

Uy < U7 < U

D’autre part, on a uyug = u3. Comme u; < ug et ug > 0, on obtient u; < uy < ug. De
plus, pour ¢, > ¢ on peut monter facilement comme précédemment que I’on a uy > uy,
ce qui implique que u; < wuy. Ce résultat reste vrai pour toute cohésion H > Ha. Ainsi,
ona:

e>0 VH > Hp

Finalement, si on étudie la fonction w(¢, ¢,) = u; — ug pour H > Ha, On remarque que
le signe de cette fonction change en fonction de la cohésion. Elle devient strictement ne-
gative pour des cohésions fortes (H > H,,) ou H,, est difficile a calculer analytiqguement.
Ainsi, il est difficile de classer . par rapport a ug pour toute cohésion H > H. Cepen-
dant, cette classification n’est pas indispensable pour la suite et n’est donc pas effectuée
ici. En effet, comme k& < 0, on a toujours de facon évidente :

lim r(u) =400 VH > Ha

u—uy

En conclusion, pour tout z > 0, I’équation r(u) = = admet toujours une solution dans
I’intervalle [u;, u7] i u; < u; ou dans I’intervalle [ur, u] Si ur < uy.

Par exemple, la figure (2.7) présente les variations de la fonction r(u) pour les valeurs
particuliéres suivantes : ¢ = 107, ¢, = 17", p = 980kg/m?, R, = 0.125m et H =
8000N/m?. On a choisi ici volontairement une cohésion plus grande que la cohésion
limite H,, pour pouvoir visualiser les deux singularités u; et us.

L’étude des variations de la fonction r(u), dont un exemple est présenté (2.7), montre que
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~10 8 6 a2 ] \ 2| 4 6 8 10
~ A
\/ \ u
] \\
2 —

FIG. 2.7 — Variations de la fonction r(u) dans le cas ou A > 0 avec les singularités
ur < usg

dans le casou H > H, > Ha, cette fonction est respectivement :

croissante sur | — oo, uz|,
décroissante puis croissante sur Juz, ug|,
décroissante sur Jug, 400/,

Les autres cas possibles ne sont pas représentés graphiquement ici car ils ne présentent
pas d’intérét, étant donné que I’on est assuré d’avoir toujours une solution de I’équation
r(u) =z, Vz>0desque H > Ha.

Résolution numérique dans le cas A > 0

On a vu auparavant que la condition A > 0 n’est satisfaite que pour des cohésions élevées
supérieures a une cohésion limite H. Dans ce cas, on a seulement deux singularités u,

et ug. On va maintenant déterminer les intervalles de résolution possibles pour ces deux
singularités.

Danslecasou H > Ha,0Ona: u; < ug < ug. Alors, les positions possibles du terme
sont les suivantes :

soitu; €0, ur|

soit u; € |ur, ug|

Or, ona vu que e est strictement positif quelle que soit la cohésion H avec H > Ha (c’est
la condition nécessaire pour qu’il y ait une solution dans le cas ¢ < ¢,). Alors, il convient
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de choisir u; comme la deuxiéme borne de I’intervalle pour avoir toujours une solution
au probléme. Ainsi :

Si u; < uy, On prendra . = [uy, uy|.
siwu € |ur,ug[ = I. =|ur, ]

Etudeducas A <0
Dans le cas ou A < 0, I’équation différentielle (2.5) se réduit a :

~ (u—up)(u — ug)
[(u —a)? + b?|[(u — u1p)? + v

du = dz (2.11)

avec
( tang 1

Ujg = Uo(m + g)
tan? ¢ 2tang 1
tan? ¢, Etang, &2
—2u} H tan ¢

v tan ¢,

U1 = —u%( ) >0

7—%:

\

Le dénominateur de I’équation (2.11) ne posséde pas de racines réelles. En effet, comme
A < 0et A= —4uyq, onaurauy; > 0. Alors, la décomposition en éléments simples de
I’équation (2.11) conduit a :

~ tu+ v mu—+n

k + du = dz 2.12
= a2+ 5 " T — o) + ] (212)
avec .
( Y uus[G — 2(uy — 2a)(ug — a)] — [G + 2ug(uyg — a)](a® + b?)
(u2y + un1)[G — 2(uy — 2a)(uip — a)] — [G — 2(u; — 2uyp)(u19 — a)|(a? + b?)
UiUg — U(U%O + UH)
B a? + b?
— l—v—n _ _y
Q(Uw — CL)
\
etolionaposé G = —[2(a — uyo)uy + udg + uyy — a® — v?|.

L’intégration de (2.12) conduit a :

r(u) =z
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ou r(u) = q(u) — q(u;) et ot g(u) est définie par :

~ 1 t . 1
qlu) =k| — imln{(u —a)? + b} + atv arctan(u a) + §mln{(u —wn0)? + )
mu10+b t (u—ulo)
———— arctan
\ U11 AT
T 2
N
-10 -8 -5 - a \ 2 PR 8 10

—2

-3

FiG. 2.8 — Variations de la fonction r(u) dans le cas ou A < 0.

Les variations de la fonction r(u) représentées sur la figure (2.8) pour les valeurs sui-
vantes : (¢, ¢,) = (10°,17°), H = 1N/m?, p = 980kg/m? et R;, = 0.125m, montrent
que I’équation r(u) = z n’admet pas de solution pour toutes les profondeurs z. En par-
r(u) = z n’admet pas de solution pour z > 1.5m (voir la figure (2.8)). Ce résultat peut
étre expliqué de la maniére suivante : pour de faibles cohésions, ¢ < ¢, est incompatible
avec la condition de glissement aux parois. Par contre, lorsqu’on augmente la cohésion
jusqu’a une valeur H > H (pour laquelle A > 0), I’équation r(u) = =z admet des solu-
tion pour toute valeur de la profondeur z. Cela signifie que physiquement, dans le cas de
fortes cohésions, le matériau a tendance a s’écouler en blocs et la condition de glissement
aux parois du silo est alors satisfaite.

2.3.2 Influence des parameétres physiques dans le cas A > 0

On va maintenant étudier I’influence de la cohésion et des angles de frottement dans le
cas ol® A > 0.

3Etant donné que pour A < 0, le probléme n’a pas de solution

59

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Jamila Rahmoun, Lille 1, 2006
Extension de I’approche continue

Influence de la cohésion sur les contraintes

On rappelle que dans le cas ¢ < ¢,, le probléme n’admet de solution que pour de fortes
cohésions H > Ha. On va étudier I’influence de telles cohésions sur les contraintes. La
figure (2.9) représente les variations des contraintes en fonction de = a z = 1m pour
différentes valeurs de la cohésion H > Ha, (¢, ¢,) étant fixés. On remarque que lorsque
la cohésion augmente, la contrainte horizontale o, augmente et la contrainte verticale o,
diminue. Par contre la contrainte de cisaillement est peu influencée. Ces résultats sont
comparables a ceux obtenus précédemment.

etat passif etat passif
6000 r r r 7000 -
— e R — S—
5000 | i 6000 [
4000 5000 -
4000 -
. 3000 - =
3 )
< [
P g 3000 ¢
£ 2000 - £
g oxx £ 2000
S ¥ 5] ¥
© 1000 | n X © XX
X 1000 - x X
wxX 5o *
o e o ¥
ek e ®
* ¥ ¥
I i kX
1000 *-% 1000 - *X 4
X ‘contrainte_horizontale_sx(x)' —+— - X ‘contrainte_horizontale_sx(x)’ —+—
e ‘contrainte_verticale_sz(x)' ---x--- X ‘contrainte_verticale_sz(x)' ---x---
¥ ‘cisaillement_sxz(x)’ ---*--- xx X ‘cisaillement_sxz(x)' ---%---
2000 . . . . . . h f . 2000 . . . . . . h | .
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
X X
H = 4000N/m? = (10°,17° b) H = 6000N/m? et (¢, ,) = (10°,17°
a)H = /m” et (¢, ¢,) = (10°,17°) = m* et (¢, ¢,) = (10°,1
etat passif etat passif
4000 T T T T T T T T T 5000 T
I ]
4000
3000
3000
2000
- & 2000 F ol
& ¥ & e
g e g X
£ 1000 | x* £ 1000 | e *
= * < *
<] o * < PR
o X [} x X
XK 0 -
0 * X
* *
x -1000 e
5K X ¥ w ¥
-1000 X 1 e X
** -2000 % 4
o * ‘contrainte_horizontale_sx(x)’ —+— ‘contrainte_horizontale_sx(x)’ —+—
< ‘contrainte_verticale_sz(x)' ------ ‘contrainte_verticale_sz(x)' ---*---
“cisalllement_sxz(x)' ---%--- “cisalllement_sxz(x) ---%---
2000 . . . . . . : f . 3000 . . . . . . h | .
025 -02 015 01  -005 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 025 -02 -015 01  -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
X X

C)H = 4000N/m2 et (¢, ¢,) = (10°,23°)  d) H = 6000N/m? et (¢, ¢,) = (10°,23°)

FI1G. 2.9 — Variations des contraintes suivant = a z = 1m pour des matériaux cohésifs.

Il est important de noter que dans le cas ¢ < ¢, et pour de fortes cohésions, le matériau
granulaire se trouve toujours dans un état passif dans tout le silo. Ce résultat est identique
a celui retrouvé dans le cas ou ¢ > ¢,, pour de fortes cohésions.

¢

Finalement, on remarque que lorsque x = — diminue, la contrainte horizontale et ver-
p
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ticale augmentent de fagon importante, tandis que la contrainte de cisaillement diminue,
mais de facon trés faible.
Rapport des contraintes aux parois

. . o ,
Le rapport des contraintes aux parois A, = —= est donné par :
O-Z

1 +sin¢cos 2a

p——
P 1 —sin ¢ cos 2a0

ou I’angle o depend de la profondeur z du silo. La figure (2.10) présente les variations
du parametre A, en fonction de = pour une forte cohésion 4 > Hx et pour différentes va-
leurs des angles de frottement. La décroissance de ), suivant z est importante a cause des
fortes cohésions considérées. De plus, on remarque que A, augmente lorsque x augmente.
Ce dernier résultat peut étre directement déduit des variations de contraintes en fonction
de la cohésion représentées sur la figure (2.9).

Enfin, on peut noter sur la figure (2.10) que A, tend également vers une valeur limite,
atteinte moins rapidement que dans le cas ¢ > ¢, (voir la figure (2.4) par exemple). De
plus, il est évident a la vue de la figure (2.10) que plus x augmente, plus la valeur limite de
A, est atteinte rapidement. Ce résultat est en adéquation avec les variations des contraintes
aux parois o2 et o en fonction de z représentées sur la figure (2.9).

etat passif etat passif
16 T T T 25

14 §
2L

15

Rapport des contraintes aux parois
< o

®
Rapport des contraintes aux parois

05

) ) ‘rapport_contraintes_parois’ —+— ) ) ‘rapport_contraintes_parois’ —+—
0
0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2

z z

a)H = 4000N/m2 et (¢, ¢,) = (10°,17°)  b) H = 4000N/m? et (¢, ¢,) = (10°,23°)

F1G. 2.10 — Variations du rapport des contraintes aux parois en fonction de z pour des
matériaux cohésifs.
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2.4 Conclusion

Nous avons développé, dans ces deux premiers chapitres, une approche analytique, basée
sur les équations de la mécanique des milieux continus, qui s’affranchit des limitations
de la théorie de Janssen et permet le calcul des contraintes dans un matériau granulaire
ensilé quels que soient les paramétres physiques intervenant. Dans le premier chapitre
nous avons étudié le cas des angles de frottement interne et aux parois égaux ce qui nous
a permis de comparer notre approche avec la théorie de Janssen. Dans ce deuxieme cha-
pitre nous avons traité séparément les deux cas ¢ > ¢, et ¢ < ¢, ou les résultats obtenus
sont différents.

Dans le cas ¢ > ¢,, nous remarquons aussi I’existence d’états mixtes de contraintes
ou le matériau change de configuration en fonction de la profondeur du silo. Avec la
présente approche, I’état du matériau est déterminé a partir des paramétres physiques
intervenant (angle de frottement aux parois, angle de frottement interne, cohésion, di-
mension du silo...), comme une solution du probleme. D’autre part, I’influence des autres
parameétres sur les contraintes et le rapport des contraintes aux parois a été étudié en détail.
Finalement, dans le cas ¢ < ¢,, on constate que le probléme ne peut étre résolu que pour
des cohésions suffisamment grandes, afin de satisfaire la condition de glissement imposée
aux parois du silo.
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Chapitre 3

Simulations numeriques discretes des
milieux granulaires

3.1 Introduction

Du point de vue expérimental, tous les essais de la mécanique des sols utilisant le modéle
de Schneebeli [109] sont réalisables, comme I’essai cedométrique [119], I’essai triaxial
[36], I’essai bidirectionnel [6] et I’essai de cisaillement direct [1]. L’avantage de ces
essais de laboratoire est de fournir des valeurs en grandes quantités dans des cas bien
déterminés de conditions limites et de chargements. De plus, par des techniques de vi-
sualisation appropriées, les essais sur le matériau modele autorisent I’analyse de la mi-
crostructure. On peut distinguer la photo-élasticité qui met en évidence I’hétérogénéité
des efforts de contact et la technique du traitement d’images qui rend compte de la
cinématique des grains et de certains parameétres structuraux [44][62]. Cependant, par
manque de répétabilité* [36], les essais de laboratoire ne permettent pas d’identifier et de
classifier avec précision les variables locales.

La méthode des éléments finis (FEM) est basée sur une approche traditionnelle, celle de
la mécanique des milieux continus, a I’instar de la mécanique des fluides et de la théorie
de I’élasticité ou il est impossible et inutile de raisonner sur les grains individuellement.
Cette méthode considére que le milieu est continu et elle nécessite de définir les lois
constitutives du matériau granulaire. Elle ne s’intéresse pas au comportement particulier
de chaque grain, mais au comportement du milieu dans son ensemble.

Cependant, la méthode des éléments finis ne s’applique pas a tous les cas d’étude : diffi-
cile, en effet, d’observer des phénoménes comme la ségrégation, ou les grains de petites

IPour un méme échantillon (mémes conditions initiales, mémes conditions limites), les résultats sont
rarement identiques.
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tailles se séparent de ceux de grandes tailles, puisque les grains ne sont pas représentés
en tant que tels. En plus, elle ne tient pas compte précisément du comportement local
du matériau (coefficient de frottement, nombre et orientation des contacts, les forces de
contact...).

De ces différentes constatations, pour simuler numériquement le comportement complexe
des systéemes granulaires (ou de matériaux granulaires), s’est développée la Méthode des
Eléments Discrets (DEM) qui considére le milieu comme discontinu. Son fondement
théorique repose sur la formulation et la résolution des équations du mouvement des
corps supposés rigides (grains) qui constituent le milieu granulaire. L’utilisation d’outils,
comme les théories d’homogénéisation, qui moyennent les informations microscopiques
telles que la cinématique des grains et les efforts intergranulaires [12][13][14], permettent
de faire le lien entre les phénomenes discrets se produisant dans le milieu et le comporte-
ment global du systéme.

Dans ce chapitre, nous présenterons le code de simulations numériques discrétes MUL-
TICOR [39][43]. L originalité de celui-ci consiste a utiliser comme solveur de contact
le bipotentiel initié par G. de Saxcé [106] [107]. De plus, il utilise le concept NSCD
développé par M. Jean [54] et J.-J Moreau [82], ce qui permet de modéliser correctement
les effets dynamiques mais aussi de travailler avec un pas de discrétisation trés grand
(At ~ 1073) en comparaison avec les codes explicites de type dynamique moléculaire
(At~ 1077).

Dans un second temps, nous présenterons la méthode d’homogénéisation utilisée pour
calculer les contraintes au sein du massif granulaire a partir de simulations numériques
discrétes. Dans le cas d’un silo rempli de grains par égrainage (obtenu par simulations
discretes), nous allons comparer les contraintes moyennes données par MULTICOR a
celles prédites par la théorie de Janssen d’une part, et par I’approche analytique développée
dans les deux premiers chapitres d’autre part.

Enfin, nous mettrons en évidence I’anisotropie du réseau de contact des milieux granu-
laires.

3.2 Meéthode des Eléments Discrets

Les méthodes des EIéments Discrets ont pour origine la dynamique moléculaire : a par-
tir des particules élémentaires constituant le milieu granulaire et de la connaissance de
leurs interactions réciproques, la méthode de modélisation doit étre capable de prévoir
le comportement de ce systeme granulaire. Il s’agit donc, de calculer le mouvement des
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particules composant le systéme, c’est-a-dire de calculer la variation de la quantité de
mouvement et du moment angulaire des particules a partir de la loi fondamentale de la
dynamique. L’objectif est donc d’obtenir des équations qui représentent le comportement
du systéme discret ¥ constitué de p solides rigides? €2, restreints par des liaisons (voir
figure (3.1)).

Fi1G. 3.1 — Systeme discret X de p solides rigides ), restreints par des liaisons.

Il est tout d’abord nécessaire de se donner un jeu de variables qui permet de décrire la
configuration ou I’état du systéme : ce sont les coordonnées généralisées q. Nous ferons le
choix ici des coordonnées absolues® (n = 3 x p oun = 6 x p suivant la nature du probléme
2D ou 3D). On considére ici, le probléme de dynamique direct* qui consiste a déterminer
les accélérations généralisées ¢ lorsque le systéme est soumis aux forces articulaires Q
dans une configuration connue, en fonction des valeurs des coordonnées généralisées q
et de leurs dérivées premieres g. Les accélérations généralisées et les forces articulaires
dépendent linéairement les unes des autres. Cette dépendance est exprimée par la relation
suivante qui correspond aux équations du mouvement du systeme :

M(q)d + h(q,q) = Q(q, 4, 1) 3.1)

ol M(q)(e R™™) représente la matrice de masse généralisée du systeme et h(q, q) les

2Les solides rigides ne peuvent subir que des mouvements rigides (translations et rotations).
3Six coordonnées, trois pour les translations et trois pour les rotations.
4La dynamique directe concerne la simulation des systémes multicorps dont on veut comprendre

I’évolution.
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termes gyroscopiques et centrifuges. Dans la plupart des cas, les équations du mouvement
sont accompagnées d’un ensemble d’équations supplémentaires qui expriment les rela-
tions supplémentaires entre les coordonnées généralisées (notamment dues aux liaisons).
Ce sont des équations de contraintes. Le nombre et la nature de ces équations dépendent
essentiellement du choix des coordonnées, de la structure du systéme et des conditions
auxquelles le systeme est soumis [96]. Ces équations de contraintes sont algébriques et
généralement non-linéaires. On les écrit souvent sous la forme implicite suivante :

h(q(t),t) = 0. (3.2)

La méthode la plus générale des EIéments Discrets permet de modéliser des particules
réellement déformables et de formes complexes (depuis I’ellipsoide jusqu’au polygone)
[105]. Nous nous limitons ici au cas ”simple” de particules sphériques non-déformables
et non-pénétrables. En choisissant comme parametres de configuration les coordonnées
du centre de gravité des grains et les rotations d’Euler, la matrice de masse de chaque
particule est constante, la matrice h est nulle et la matrice M du systéme ne dépend pas
de q et est diagonale par bloc. L’équation (3.1) s’écrit donc :

J.k=p

M(@)i=QE —I/R)+ Y QY = ) = Ferla,,0) + R, (33)

g k=1
ou F.,; représentent les efforts extérieurs explicitement connus et R les efforts intérieurs
associés aux réactions de contact a priori inconnues. L’avantage de cette méthode tient a la
fois au nombre important de particules modélisables, mais aussi a I’extension du modéle
a trois dimensions qui est assez facile a mettre en oeuvre. Le cycle de calcul est un al-
gorithme de type pas a pas” qui requiert la répétition d’un schéma de résolution (figure

(3.2)).

Détection des interactions Calcul des interactions Mouvement des particules

temps

F1G. 3.2 — Processus de résolution dans un algorithme de type "Eléments Discrets”.
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L’équation (3.3) est discrétisée en temps via un schéma d’intégration temporelle. Au début
de chaque cycle de calcul, les interactions entre particules sont déterminées a partir de la
position des particules (étape 1). En effet, ces interactions se forment et disparaissent au
cours de la simulation en fonction des positions relatives des particules, et de la portée
des interactions. Une fois les interactions repérées, on applique une loi d’interaction entre
les particules (étape 2). Pour un milieu particulaire, on applique a chaque contact entre
deux particules une loi de type force-déplacement qui permet de calculer les intensités
des forces de contact résultantes a partir du mouvement relatif des deux particules et du
modele constitutif utilisé. Lorsque toutes les forces de contact ont été évaluées, que la
force et le moment résultant sur chaque particule ont été calculés, on résout I’équation du
mouvement pour déterminer et mettre a jour la nouvelle position et la nouvelle vitesse des
particules (étape 3).

Dans ce qui suit, nous allons présenter brievement les équations discrétisées constituant
les solutions du code MULTICOR, ainsi que I’algorithme résultant.

3.2.1 Deétection des interactions de paires

Dans un systéeme composé de p particules, c’est la portée maximale des interactions qui
constitue le parametre critique pour le temps de modélisation. Plus la portée des interac-
tions est importante, et plus il faudra tester d’interactions possibles entre les grains (pris
deux a deux). Dans un systeme particulaire non cohésif, la portée des interactions est
réduite. Si R, est le rayon des plus grandes particules du systeme, la portée maximale
des interactions sera 2R,,..... Intuitivement, la recherche des particules en contact avec un
élément donné implique la notion de voisinage.

Classiquement, pour chaque candidat €2; et pour tous les antagonistes 2; avec j > 1,
on doit effectuer M vérifications, ce qui est trés rapidement codteux des que p est
élevé. Le temps de calcul avec une telle méthode croit comme O(p?) (figure (3.3)). 1l faut
donc se limiter a tester un nombre de particules que I’on considérera comme voisins. La
maniére de procéder la plus répandue est de quadriller I’espace (figure (3.3)). Apres avoir
déterminé dans quelle case se situe le grain considéré, il suffit de tester les éléments se si-
tuant dans les cases alentours [29]. En prenant des cases de longueur optimale [ = 2. R4,

il suffit de tester la case centrale et les 8 autres adjacentes.

Une autre méthode possible est celle du halo (figure (3.3)). Elle consiste a maintenir pour
chaque particule la liste de ses plus proches voisins. Chaque particule est ainsi entourée
d’une bulle dont elle est le centre, et seuls les grains contenus dans ce halo sont pris en
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F1G. 3.3 — Techniques de recherche des paires de p particules en interaction.

compte dans le test [49]. D’autres techniques comme celle du tri (les billes sont classées
de droite a gauche et de bas en haut dans deux tableaux [84]), du maillage adaptatif [128],
ou de la triangulation [37] sont également utilisées.

MULTICOR utilise la méthode de partitionnement couplé a une table de connectivité
[103]. Cela permet d’avoir un algorithme performant de détection des contacts. Elle
consiste & subdiviser I’espace du systéme > au moyen d’une grille bidimensionnelle
ou tridimensionnelle (figure (3.4)).

La dimension des cellules doit étre plus grande que la portée maximale des interactions.
La notion de voisinage est ici réduite aux mailles proches les unes des autres, ¢’est-a-dire,
les mailles partageant un sommet, une aréte ou bien encore une face en 3D. Partant de
cette condition, et en fonction de sa position, une maille peut avoir entre 1 et 14 voisines
pour un systéme tridimensionnel, et entre 1 et 5 pour un systéeme bidimensionnel. Ce cal-
cul inclut la maille elle-méme. On désigne par table de connectivité I’ensemble formé
par une maille et ses voisines. Les particules sont assignées a ces tables de connectivités
sur la base de leur positions respectives. On désigne alors par patch pour I’ensemble des
particules appartenant a une méme table de connectivité.

Pour chaque patch, les couples de particules sont considérés comme des interactions pos-
sibles et sont donc testés. Ce test est basé sur I’analyse des interstices w,, entre deux
particules voisines :

un = ||X; = X = (ai +a;) < 3 (3.4)

ou X;, X, a;, a; sont respectivement les coordonnées des centres de gravité et les rayons
moyens des corps €; et €2;, 3 étant un petit parameétre. Si les particules sont suffisamment
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proches pour interagir, la paire considérée est répertoriée comme une interaction poten-
tielle.

_ maxh

Lh

eleilse alfifene® T
SiSEE erkage
NeZs BSEeLRYY
D mDC minh

minv Lv MaXV

Fi1G. 3.4 — Partitionnement de I’espace en sous-domaines.

Cette technique permet de réduire considérablement le volume de calcul. Cette fois-ci, le
nombre d’opération ne croit plus comme O(p?) mais seulement comme O(p), ce qui est
un gain considérable.

3.2.2 Solveur bipotentiel de contact

A chaque paire de particules ©; et 2, candidates au contact, est associé un référentiel
local dont les axes sont orientés suivant les deux vecteurs unitaires n et ¢, respectivement
normal et tangent au plan de contact. La normale n. est dirigée de €2; vers ;. Les variables
mises en dualité sont , la vitesse relative locale de €2; par rapport a €2;, et la réaction de
contact r de €2; sur ;. Elles se déecomposent dans la base locale par :

U=u+uUyn, r=r,+r,0, (3.5)
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ou u, est la vitesse de séparation normale, 1, la vitesse de glissement, r,, la pression de
contact et r, la force d’adhérence.

Dans les domaines ou la collection de corps entre lesquels des liaisons unilatérales, usuel-
lement affectées de frottement p, sont susceptibles de s’établir ou de se rompre, les
équations de contraintes (3.1) peuvent s’écrire sous la forme implicite suivante :

h(q(t),t) < 0. (3.6)

L’introduction du frottement de Coulomb, avec K, le cone de frottement isotrope de
Coulomb défini par :

K, = {(Tmft> tels que f(Tn,Et) = HftH — pry, < 0} (3.7)

conduit a un probléme de complémentarité non linéaire [26] qui ne peut étre résolu par
une méthode de programmation linéaire.

Dans la majorité des techniques numériques présentées dans la littérature, ces difficultés
sont abordées au moyen d’approximations régularisantes [27][28]. Les conditions de non
interpénétrabilité des corps sont remplacées par des lois de répulsion suffisamment raides
qui entrent en jeu lorsque deux corps s’approchent. De méme, la loi de frottement sec de
Coulomb est usuellement régularisée.

L’approche classique consistant a régulariser la loi de contact utilise les théories de Hertz
et de Midlin. La théorie de Hertz étudie le contact élastique entre deux grains sphériques
analogues, comprimés sous I’action d’une force de contact normale r,. Elle prédit un
contact plan circulaire de rayon « et le rapprochement d,, de leur centre donné par :

2Kr,

a’ = Kr,R, d3? = ;
n \/ﬁ

(3.8)
avec K = M etou R, F et v sont respectivement le rayon de la sphere, le module
d’Young et le coefficient de Poisson. La théorie de Midlin quant a elle, tient compte, en
plus, des déformations irréversibles dues aux glissements relatifs des points de contact
engendrés par la composante tangentielle de la force de contact ;. Au point de contact,
la force de contact est supposée obéir aux lois de frottement solide qui utilisent comme
critére de plasticité r, < r, tan u, ou u est le coefficient de frottement. La force normale
r, est fixée, alors que la force tangentielle r; est supposée agir dans le plan de contact
avec une intensité croissant progressivement de zéro a une certaine valeur. Il se produit
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un anneau de glissement sur les bords du cercle de contact, qui engendre un déplacement
relatif tangentiel irréversible d; donné par :

B =a (1 — (/%)) . (3.9)

Du point de vue modélisation, la composante normale du contact est représentée classi-
quement par le modele rhéologique de Kelvin-\oigt, qui associe en paralléle un ressort de
rigidité k, traduisant I’élasticité de contact, et un amortisseur de coefficient ¢,, traduisant
I’absorption d’énergie (figure (3.5a)). Le méme modeéle rhéologique est employé pour la
composante tangentielle du contact ou le comportement plastique di au frottement de
Coulomb est ajouté sous la forme d’un patin de coefficient . (figure (3.5b)).

A Hertz B Midlin

FiG. 3.5 — Modélisation du contact déformable : théorie de Hertz et de Midlin.

On est ainsi ramené a des équations différentielles traitées par les techniques numériques
classiques. L’emploi de schémas d’intégration en temps explicites posséde I’avantage
d’estimer de maniéere simple les termes non linéaires présents dans les équations. Mais,
dans chaque cas d’espéce, un compromis doit étre trouvé entre I’exigence de précision
et la raideur des équations approximantes. Cette raideur des équations impose souvent
des pas de discrétisation trés petits et souvent des inerties ou des viscosités artificielles
sont introduites pour assurer la stabilité numérique. L’application d’une telle stratégie de
calcul a des situations dynamiques demande beaucoup de précautions et de savoir-faire.
Son application est moins problématique dans la recherche d’états d’équilibre. Les tech-
niques numériques basées sur la régularisation des liaisons d’impénétrabilité sont souvent
désignées par le sigle MD (pour Molecular Dynamics, en référence a leur usage dans les
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simulations numériques de dynamique moléculaire [124][126]). Les logiciels PFC2 [50]
et SDEC [120] sont basés sur cette formulation.

Une facon plus rigoureuse de modeéliser une telle loi de contact multivoque est I’ utilisation
de la théorie moderne des fonctions convexes et du calcul sous-différentiel. A partir de ce
formalisme mathématique, J.-J. Moreau [80] propose d’introduire le concept de pseudo-
potentiel, qui est convexe et semi-défini positif [78][79]. La condition de Signorini et la
loi de Coulomb s’expriment alors sous forme de loi de sous-normalité :

—U, € a‘I/Krn (ft) — ;€ a@m(_ﬂ.t)- (3.10)

Dans ce cas, la résolution numérique de ces problémes de minimisation [33], par des tech-

niques du lagrangien augmenté [38][48], utilise deux schémas de prédiction-correction

[2][63]. G. de Saxcé [106][107] a proposé d’abandonner I’idée d’une séparation en deux

pseudo-potentiels duaux et postulé I’existence d’une fonction unique des variables duales

appelée bipotentiel. A partir de ce formalisme, G. de Saxcé et Z.-Q. Feng [108] ont pro-

posé une modélisation du contact unilatéral avec frottement sec pour des corps déformables
ou non, qui aboutit a un bipotentiel de contact :

be(=it,7) = Ve (—n) + Vi, () + pn| — 2] (3.11)

ou ¢, désigne la fonction indicatrice de R~ =] — 00, 0]> et U, est une fonction indica-
trice qui prend la valeur zéro sir, € K, et +oo sinon.

Elle doit &tre biconvexe et satisfaire une inégalité généralisant celle de Fenchel :

V—i,r € R® Up-(—in) + Uk, (r) + pral| = 4| =2 —(dyr, + dnrn) (3.12)

D’autre part, il faut que les couples extrémaux du bipotentiel vérifient la loi de contact
avec frottement sec, c’est-a-dire que le bipotentiel vérifie I’égalité :

prnll = | = — (2,1, + wnry). (3.13)

Contrairement a I’approche usuelle, la méthode du bipotentiel conduit a un seul principe
variationnel et une seule inégalité. A partir de I’algorithme d’Usawa, on aboutit a un
algorithme de résolution de la loi constitutive basé sur le schéma prédicteur-correcteur
suivant :

prédicteur - 7! =" — p'[ug + (i, + pl| — @l|)-nl,

, | 3.14
correcteur : 't =proj(r', K,) (314

SCette fonction prend la valeur zéro si —1,, € R~ et 4+o00 autrement.
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ou la projection sur le cone de Coulomb conduit, suivant la valeur de 7, a I’un des trois
statuts : non contact, contact avec adhérence ou contact avec glissement.

Travailler avec des méthodes itératives nous oblige a faire un choix de critere de conver-
gence, tache qui n’est pas facile. La plupart du temps, ce test s’appuie sur les propriétés
de convergence de I’algorithme permettant de borner la distance des itérés a la solution
généralement inconnue. Hélas dans le cas des systémes particulaires, existence et unicité
sont des propriétés se faisant désirer. Il nous faut alors faire un choix de critére, qui se
doit d’étre suffisamment précis pour que la solution en sortie ait un sens, mais qui ne doit
pas €tre trop strict afin de garder des temps de calcul raisonnables. MULTICOR utilise un
critére d’erreur basé sur le bipotentiel de contact qui s’apparente a une erreur en relation
de comportement :

B Z bc(—ﬁ, ri+1) + ﬁ,ri'H

S bo(— 1, 1)

(3.15)

€

3.2.3 Intégration du mouvement : dynamique non-réguliere

Aucune flexibilité au contact n’étant prise en compte, I’apparition d’un nouveau contact,
c’est-a-dire une collision, nous oblige a reconsidérer les équations. 1l est préférable alors
de réécrire I’équation (3.3) en terme de mesures, et ainsi prendre les dérivées au sens des
distributions :

Md{(t) = Fewt(q, q, t)dt + Rdv (3.16)

ou dt est la mesure de Lebesgue, dg une mesure différentielle (mesure accélération) et
dv une mesure non négative pour laquelle g posséde une densité de mesure. R représente
donc la densité d’impulsion de contact et F,; les forces extérieures explicitement connues.
En effet, on ne peut utiliser efficacement les techniques classiques de discrétisations
en temps, puisqu’a tout moment la collision de deux particules peut provoquer dans le
systeme des oscillations dont la fréequence temporelle peut étre supérieure a celle de la
discrétisation.

Pour résoudre ce probléme, une premiére technique consiste a utiliser une méthode gérée
par les événements, comme les méthodes collisionnelles : I’idée est de déterminer dans
un systéme particulaire la date de la prochaine collision, de déplacer toutes les particules
jusqu’a cette date et de calculer les vitesses des particules partenaires apres le choc. L’une
des difficultés dans ce type de modélisation est d’étre trés précis dans le calcul des temps
de collisions et dans la gestion des événements. Ainsi, cette méthode semble étre trés ef-
ficace pour des simulations de milieux discrets laches mais inapplicable dés qu’il s’agit
de simuler des milieux denses. L’approche décrite ci-dessus est communément désignée
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par le sigle ED (pour Event Driven).

Une deuxiéme technique permettant de gérer les contacts multiples, est d’utiliser le for-
malisme de la dynamique non-réguliere [81]. La méthode est désignée par le sigle NSCD
(pour Non Smooth Contact Dynamics)[54][82]. Le schéma d’intégration utilisé est une -
méthode. Si nous nous plagons sur I’intervalle |¢t™, t"*1], I’équation (3.16) est équivalente

a:
-
MG+ 1) —a) = [ Faladiis+ [ Ra
ot T . (3.17)

aln+ 1) =a() + [ a(s)ds
i

La seconde équation de ce systéme suppose que sur le petit intervalle de temps |¢™, "],
la vitesse est une fonction continue. En vue de traiter les chocs multiples et les sauts de
vitesse, la discrétisation des intégrales se fait en utilisant le paramétrage et sa dérivée
premiére®. L’ impulsion moyenne de contact s’écrit alors :

R(n+1) ~ / R, (3.18)

he Jym ey

La #-méthode s’apparente a une pondération en fonction des quantités obtenues en début
et fin de pas. En appliquant ce principe aux deux intégrales du systeme (3.17), nous obte-
nons :

tn+1

/ F..i(q,q,t)dt = hOF o (n + 1) + h(1 — 6)F e (n)
tn
q(n+1)=q(n) +héq(n+1) + h(1 — 0)q(i)

Pour assurer la stabilité du schéma d’intégration, les valeurs de # doivent étre comprises

(3.19)

1 . . o 1
entre 5 et 1. Le cas # = 1 équivaut au schéma d’Euler implicite et le cas ) = 5 correspond
a la méthode du demi-pas employée par Moreau [82]. Effectuons une substitution avec
(3.18) et (3.19) dans (3.17), nous obtenons :

d(n +1) = q(n)iwre + (M™AR(n + 1), (3.20)
ol (1) sipre = G(n) + (MY R(OF oy (n + 1) + (1 — 6)F..(n)) est la vitesse en I’absence
de contact et

q(n+1)=q(n) +héq(n+ 1)+ h(1 —0)q(n) (3.22)

6_es dérivations d’ordre supérieur ne sont pas importantes.
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Classiqguement, a chaque pas de temps, I’ensemble des forces de contact du systéme est
déterminé itérativement par la méthode dite des équilibres successifs qui est basée sur un
algorithme de type Gauss-Seidel pour la version 2D. Chaque force de contact est calculée
en adoptant des valeurs provisoires des forces sur les autres contacts. La convergence est
obtenue quand chaque force interparticulaire vérifie la loi de contact unilatéral avec frot-
tement sec. Fortin dans [40] a utilisé le concept du bipotentiel en 2D dans une approche
NSCD. C’est cette approche que nous utilisons dans cette thése. En 3D, I’algorithme de
Newton Généralisé est souvent utilisé [3][99]. D’autres algorithmes de type gradient (2D
et 3D) ont été implantés par Renouf [99] dans le logiciel LMGC90. Sanni dans MULTI-
COR a étendu le concept du bipotentiel au 3D [103].

Pour la modélisation des chocs, MULTICOR utilise la notion de vitesse formelle [82],
pour des particules circulaires ou sphériques,

¢+ D -+ Ly—
W ety i + ey

= 3.22
1+ (7% = 1+ €t ( )

ou e, et e; sont les coefficients de restitution normale et tangentielle, et ou ;" et u,
représentent respectivement les vitesses apres et avant le choc. Cette vitesse formelle cor-
respond a la vitesse réelle lors d’une évolution réguliére. Il reste a faire le lien entre les
variables généralisées (¢, R) et les variables duales (11, r),

u=P’¢q¢ e R=Pr (3.23)

ou P est une matrice de passage [40]. Nous obtenons alors I’algorithme utilisé dans MUL-
TICOR, en mettant en évidence le solveur non linéaire, figure (3.6) :

3.3 Pilotage des paramétres numériques

Nous avons vu précédemment que le code de calcul MULTICOR utilise trés peu de pa-
rametres : le pas de temps At, les coefficients de restitution normal e,, et tangentiel ¢;,
le coefficient de frottement y et dans une moindre mesure le parametre de détection des
interactions 3. Nous allons a travers une série de petites expériences numériques montrer
I’influence de ces différents parameétres sur les résultats numériques.

MULTICOR étant basé sur un schéma implicite, cela nous permet d’utiliser un pas de
temps relativement grand (At ~ 1073). Il n’est pas raisonnable d’augmenter cette valeur
sous peine d’engendrer des erreurs prépondérantes au bon déroulement des calculs.
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[ n=n+1 (pasdetemps)
Evaluationde q,
Détection des contacts
Evaluationde gq,,,,.

[ i=i+1 (itérations solveur bipotentiel)
a=a+1 (boucle des contacts)
Evaluationde "}
prédicteur : 7'+ = 1’ — plug + (i, + pl| — @f]).n]
correcteur : st = proj(r't, K,,).

| Indicateur d’erreur

| Evaluationde q,,11

FIG. 3.6 — Algorithme prédicteur-correcteur utilisé par MULTICOR

3.3.1 Influence des coefficients de restitution

Le coefficient de restitution normal e,, permet de modéliser la dissipation normale. Il in-
tervient dans la formulation (3.22) de la vitesse formelle, et varie entre 0 et 1. L’expérience
numérique consiste a lacher une particule sans vitesse initiale sur un plan horizontal (fi-
gure (3.7)).

hauteur initidle ________ ‘
l g

FIG. 3.7 — Modélisation de la dissipation normale

Dans le cas optimal, c’est-a-dire pour e,, = 1, la dissipation est nulle et la particule re-
trouve I’altitude initiale sans variation dans le temps.

Dans le cas ou le coefficient de restitution normal e,, est inférieur a 1, on constate sur
la figure (3.8) que I’altitude décroit avec le temps. C’est une donnée importante qui
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FiG. 3.8 — Evolution de I’altitude en fonction du coefficient de restitution : dissipation
normale

doit &étre prise en compte dans le cadre d’une modélisation des matériaux granulaires.
Expérimentalement, il a été constaté que sur des matériaux de Schneebeli, le coefficient
de restitution est plus proche de zéro que de 1.

Le coefficient de restitution tangentielle e; permet, quand a lui, de modéliser I’effet tan-
gentiel sur la vitesse de glissement (voir équation (3.22)). Pour mesurer son effet nous
considérons une particule lancée a une vitesse de 1ms~! sur une paroi verticale (figure

(3.9)).

FiIG. 3.9 — Modélisation de la dissipation tangentielle

Le frottement y entre la particule et les parois est égale a 0.8. Celui-ci va provoquer le
roulement de la particule. L’ impact avec la paroi verticale va faire évoluer I’altitude de la
particule positivement. La figure (3.10) met en évidence I’importance de e;. On constate
que I’altitude aprés impact est fonction du coefficient de restitution tangentielle.

7
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F1G. 3.10 — Influence du coefficient de restitution tangentiel sur I’impact : dissipation

tangentielle

3.3.2

Influence du frottement

Afin de mettre en évidence I’influence du frottement, nous avons choisis d’effectuer
I’expérience numérique suivante : on considére un systéme de particules hétérogénes dans

un récipient.

L’échantillon a été préparé en déposant les particules. Elles sont soumises a la gravitation.
Nous imposons a la paroi du fond une vitesse de 5.10=>ms~! vers le haut (voir figure

(3.11)).

F1G. 3.11 — Modélisation du phénomene de stick-slip

Nous avons effectué une série de tests en modifiant le contact frottant particule-particule
et particule-paroi. On constate pour des contacts non frottant que la force reste constante

© 2009 Tous droits réservés.
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tout au long de la simulation (figure (3.12)).
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F1G. 3.12 — Evolution de la force en fonction du temps : contact non frottant

Par contre pour des contacts particules-parois frottant (x = 0.8), mais sans frottement
entre particules, on constate que I’évolution de la force est trés chaotique au début de la
simulation et devient relativement réguliére par la suite (figure (3.13)). Si maintenant on
a des contacts particule-particule et particule-parois frottant (« = 0.8), on constate qu’il
y a une montée en charge de I’intensité de la force suivi d’une décharge.

16

45

14 4 40 -
35
12 4

30
10

Intensite de la force (N)
®
Intensite de la force (N)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 0 05 1 15 2 25 3 35
Temps (S) Temps (S)

FiG. 3.13 — Evolution de la force en fonction du temps : (a gauche) contact particule-
paroi frottant (« = 0.8), (a droite) contact particule-particule et particule-paroi frottant
(1 =0.8)
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3.3.3 Influence de la cohésion

La cohésion dans les milieux granulaires a des origines aussi bien physiques que chi-
miques. Elle peut résulter de la combinaison de facteurs provenant de ces deux origines
ou de facteurs de méme origine. Ces facteurs créent pour la plupart des phénomenes lo-
caux ayant pour conséquences de lier les grains entre eux, provoquant ainsi une tenue
mécanique du milieu granulaire dans son ensemble sans aucune pression extérieure. Ces
forces, appelées forces de cohésion, sont souvent négligeables pour de grosses particules,
mais peuvent jouer un role majeur dans le cas de particules de faibles tailles.

Fi1G. 3.14 — Simulation bidimensionnelle d’un écoulement granulaire : sans cohésion

Ainsi, on trouvera des forces cohésives de type Van der Waals dépendant des matériaux
en contact, de la constante de Hamaker et de la distance entre les particules. Les particules
peuvent étre aussi liées par des joints solides de natures trés diverses : présence de liants
(colle, résine, ...), ponts de neige, ponts de glace résultant du gel, phénoméne de cimen-
tation [113]. Dans MULTICOR, la cohésion est modélisée en modifiant la condition de
Signorini suivante :

(rn+1e) >0, Uy, > 0, (rn +7)u, =0

ou r. est la valeur de la résistance en traction maximale et u,, I’interstice entre les parti-
cules. On introduit alors dans le schéma prédicteur-correcteur le changement de variable

Tn = Tn + Te.
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Cohésion modérée

Cohésion élevée

F1G. 3.15 — Influence de la cohésion sur la décharge d’un matériau granulaire
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Pour se rendre compte de I’importance de la cohésion, on se propose ici de vidanger un
matériau granulaire dans un sablier (figures (3.14) et (3.15)). Le systéme est composé
de trois tailles de particules. Afin de mettre en évidence la cohésion dite "fragile”, nous
avons limité la valeur du frottement. On constate a la figure (3.14) que I’écoulement du
systeme est fluide lorsque la cohésion est nulle.

On propose a la figure (3.15) deux types d’écoulements cohésifs : le premier s’effectue
pour une valeur de r. modérée. Les particules s’écoulent par amas. Le second utilise une
valeur de r.. grande. Dans ce cas I’écoulement s’arréte. Les forces de gravité et de contacts
ne sont plus assez importantes pour fragiliser le systeme qui ne peut plus s’écouler cor-
rectement.

3.4 Contraintes moyennes pour un milieu granulaire

En mécanique des milieux continus, il existe principalement deux fagons d’introduire le
tenseur des contraintes. Soit en modélisant les efforts exercés par une partie du milieu sur
son complémentaire par une densité surfacique de forces localisées sur la surface séparant
les deux parties, soit en utilisant le principe des puissances virtuelles.

Pour introduire le tenseur des contraintes dans un milieu granulaire considéré comme
un milieu continu, les deux alternatives sont également possibles. En négligeant le poids
propre de chaque grain et les effets dynamiques devant les forces de contact connues .,
qui lui sont appliquées, Weber [127] a calculé le tenseur des contraintes en un point par
une moyenne des forces de contact sur un volume V entourant ce point :

I
o= Wza:dma (3.24)

ou la sommation porte sur les contacts «, d étant la distance entre les centres de gravité des
deux corps €2; et €2; en contact et ou @ désigne le produit tensoriel. Une autre approche
[11][13][14][25] consiste a postuler I”identité de la puissance virtuelle d’un milieu continu
avec celle développée par tous les efforts de contact pour des vitesses virtuelles des grains
déduites du champ des vitesses virtuelles du milieu continu. On aboutit a une expression
semblable a (3.24). Dans les deux cas, le poids et les efforts dynamiques ont été négligés.
Cependant, les expressions ainsi obtenues du tenseur des contraintes moyen ne sont pas
symétriques exactement, méme si leur partie antisymétrique est petite, voire négligeable
lorsque la sommation porte sur un grand nombre de grains.
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J.-J. Moreau [83], quant & lui, propose de ne pas négliger les efforts volumiques et abou-
tit, dans le cas particulier de grains circulaires, a un tenseur des contraintes symétriques.
Ainsi, bien que pour un milieu continu le tenseur des contraintes soit depuis longtemps,
bien défini pour un milieu discret le passage au continu, en définissant le tenseur des
contraintes a partir des forces discretes, n’est pas tres clair.

Afin de rendre compte de ce comportement complexe, il a été proposé dans [41][42], a
partir d’une identité d’algebre linéaire, une expression originale du tenseur des contraintes
moyen pour un ensemble de polyédres qui tient compte a la fois des efforts de contact et
des efforts volumiques (de gravité et d’inertie). Cette expression générale du tenseur des
contraintes moyen est automatiquement symétrique et invariant par translation.

FI1G. 3.16 — Détermination des contraintes dans un matériau granulaire

En modélisant les grains comme des solides rigides en contact ponctuel [40], pour chaque
grain p occupant le volume V,,, cette expression du tenseur des contraintes moyen devient :

) / FRp(G—2)dV 4+ Feo @ T (3.25)
‘/;) Vp o

ol ¢ désigne la gravité, Z le vecteur position, * son accélération, 7, la réaction de contact

au point de vecteur position 7.,. D’aprés I’additivité des moments internes au sens de J.-J.

Moreau [83], le tenseur des contraintes moyen o sur le VER s’obtient ensuite de la fagon

suivante :

1 1
o = V Z ‘/po-p = m ZUPUP' (326)

peV peEV
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ou e est I’indice des vides.

Ainsi, afin de calculer numériquement avec MULTICOR le tenseur des contraintes moyen,
on procede comme suit. Le tenseur o, est d’abord moyenné sur chaque particule a partir
des forces de contact r,, et r; déterminées numériquement. Ensuite, on calcule un tenseur
des contraintes moyen sur un ensemble de particules contenues dans le VER de volume
V en utilisant la relation (3.26) (figure (3.16)).

3.5 Calcul de la contrainte moyenne par une approche
Eléments Discrets

FiG. 3.17 — Silo rempli de particules soumises a la gravite (a gauche). Calcul des
contraintes moyennes apres la stabilisation de I’échantillon (a droite).
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Afin de valider I’approche continue développée au deux premiers chapitres, nous pro-
posons ici de simuler un systéme granulaire dans un silo 2D apres remplissage (figure
(3.17)). L’objectif est de voir dans quelle mesure les contraintes moyennes calculées par
Eléments Discrets (avec MULTICOR) se rapprochent des contraintes calculées par I’ap-
proche continue.

3.5.1 Méthodes de préparation

L’échantillon est préparé en utilisant des particules de rayon compris entre 0.8 et 1cm.
La masse volumique est égale a 1190kg/m3. Expérimentalement, il a été constaté [93]
que la préparation de I’échantillon était important. Le code de calcul MULTICOR permet
d’utiliser différents modes de préparation de I’échantillon : soit par "versement en pluie”,
soit par "dépbt” ou encore en "réseau” (figure (3.18)).

0090 900 e@®e 000
°e 0000 0009000
0% 00 @ | Cooc0ceaal e 00960

FiG. 3.18 — Méthode de préparation de I’échantillon : par "versement en pluie”, par
”dépdt” ou en “réseau”.

Le code MULTICOR étant dynamique, la méthode par dép6t ou par réseau permet de
limiter les interférences provoqués par les chocs entre les particules. L’ inconvénient est
que I’on obtient un échantillon relativement dense, ce qui va limiter le phénomene de dila-
tance. Dans notre cas, I’expérience numeérique consiste a calculer les contraintes moyennes
au sein d’un silo aprés remplissage mais avant la vidange. Le phénomeéne de dilatance
dans ce cas étant tres limité voire nul, nous optons alors pour la méthode par dépot de
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I’échantillon. Afin de valider cette méthodologie, nous avons représenté sur la figure
(3.19) I’évolution de la masse pesée sur le fond du silo en fonction de la masse versée.
La masse pesée et la masse versée ont été ramenées a des valeurs relatives en les divisant
par une masse de référence constante, généralement appelé masse de saturation’ et notée
M.

0.8

0.6

M pesee / M sat

0.4

0.2 &

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
M versee /M sat

F1G. 3.19 — Evolution de la masse pesée en fonction de la masse versée.

On constate que la masse pesée n’augmente pas indéfiniment mais finit par atteindre
une valeur asymptotique limite. On retrouve ainsi les résultats classiques existant dans
la littérature [53], ce qui permet de valider les simulations réalisées avec MULTICOR.
Rappelons gque ce phénomeéne a été modélisé par Janssen en 1895. Il met en évidence le
role important joué par les forces de friction entre le milieu granulaire et les parois du
récipient qui écrantent une partie du poids des grains. Si la masse au fond du récipient
atteint une valeur limite, cela signifie qu’une partie importante du poids est encaissée
directement par les parois latérales.

3.5.2 Comparaison avec I’approche continue

Reprenons maintenant la simulation numérique de la figure (3.18) ou le silo a été rempli
de particules par dépét. A la fin du remplissage, on calcule les contraintes moyennes au

"Onaprisici Mg = p)mg ol a représente la largeur du silo, A = ﬁ et K le coefficient de Rankine
12
dans le cas actif [93].
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niveau des parois du silo suivant la procédure décrite dans la section (3.4). On compare
ensuite les résultats obtenus a ceux donnés par I’approche continue développé dans le
premier chapitre et la théorie de Janssen. Afin de mettre en évidence I’influence de la
taille du systéme nous proposons d’effectuer le calcul sur deux échantillons : 1000 et
4000 particules. Nous avons a chaque fois utilisé comme taille de VER un ensemble
d’une dizaine de particules. L’ensemble des résultats est représenté a la figure (3.20).

10
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FIG. 3.20 — Calcul de la contrainte moyenne pour des échantillons de 1000 particules
(figs. a et b) et 4000 particules (figs. c et d)

On constate que les résultats dépendent fortement des parameétres physiques intervenant,
notamment des coefficients de frottement grain-grain et grain-paroi (z,, et 14, respec-
tivement) qui sont des paramétres ajustables dans le code MULTICOR. Les résultats
dépendent également du nombre de particules de la simulation. En effet, les systemes de
tailles finies et les systemes infiniment grands peuvent se comporter trés differemment. Si
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I’on considére des frontieres physiques (parois) dans un systeme de grande taille, seule
une faible proportion des particules interagit avec ces parois. Ces particules ressentent
les déviations induites par les parois du silo par rapport aux conditions qui dominent au
centre du systéme. Les autres particules (la majorité) évoluent dans un environnement
qui n’est pas affecté par I’existence des parois. Si maintenant on considére un systéme de
taille réduite, la majorité des particules évoluent dans un environnement modifié par les
parois.

Il semblerait ici que les simulations numériques discrétes effectuées avec MULTICOR
sur des échantillons de 1000 et 4000 particules concordent assez bien avec les résultats
obtenus a partir de I’approche analytique de type milieux continus développée au premier
chapitre. Les résultats obtenus par la simulation discréte sont intermédiaires entre les
états passif et actif de la théorie de Janssen. On constate également que, plus la taille de
I’échantillon augmente, moins les résultats des simulations numériques oscillent, et plus
ils se rapprochent des résultats obtenus par I’approche continue.

3.6 Mise en évidence de I’anisotropie des milieux granu-
laires

Afin de mettre en évidence I’anisotropie du réseau des contacts des matériaux granulaires,
nous proposons de simuler le compactage d’un matériau granulaire sous I’effet de gravité.

La distribution des orientations de contact est représentée a la figure (3.21). On subdivise
I’intervalle [0, 7] en 20 petits intervalles, soit

Ii — [ll, 1
20 20

Pour chaque contact, on détermine I’angle d’orientation de contact 6 que fait le vec-
teur normal »n a ce point de contact avec I’horizontale, et on calcule N (i) le nombre
de contacts. On obtient alors la distribution des orientations de contacts.

(i+1)—] i=0,19.

ou k est le nombre total de contacts.

On remarque sur la figure (3.21), des directions privilégiées de contact. Ce qui met en
évidence le comportement anisotrope du réseau de contact des milieux granulaires. Ce
résultat sera a la base de I’approche micromécanique développée dans le dernier chapitre.
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FI1G. 3.21 — Mise en évidence de I’anisotropie des orientations de contact

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode de simulation numérique discréte uti-
lisée. 1l s’agit d’une méthode de type Non Smooth Contact Dynamic a partir de laquelle
a été développé le code MULTICOR. Dans un premier temps, nous avons réalisé des si-
mulations numériques discrétes du remplissage d’un silo. Ces simulations ont clairement
mis en évidence la saturation de la masse versée qui tend vers une valeur limite et n’aug-
mente pas indéfiniment. Ces résultats sont en parfaite concordance avec les expériences
classiques existantes et soulignent la pertinence de MULTICOR a représenter le compor-
tement réel d’un assemblage granulaire.

Dans un second temps, toujours a partir de simulations numériques discrétes similaires,
nous avons calculé les contraintes moyennes s’exercant sur les parois du silo aprés rem-
plissage. On constate que les résultats obtenus sont intermédiaires entre ceux prédits par
la théorie de Janssen dans les cas actif et passif. Ils sont, au contraire, trés proches des
résultats obtenus a partir de la nouvelle approche de type milieu continu développée dans
les deux premiers chapitres. Ces résultats mettent encore une fois en évidence les limites
de lathéorie de Janssen et soulignent la pertinence de I’approche analytique de type milieu
continu proposeée.
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Chapitre 4

Modélisation de I’anisotropie par une
approche micromeécanique 3D

4.1 Introduction

Il existe deux approches distinctes pour déterminer le comportement mécanique d’un
matériau granulaire. Tout d’abord, I’approche phénoménologique basée sur les théories
d’élasticité et de plasticité ou le matériau granulaire est considéré comme un milieu
continu, sans prendre en considération explicitement la microstructure du matériau. On
applique alors a ce milieu continu les lois de la mécanique correspondantes a celles qui
s’appliquent aux solides homogenes. Dans cette analyse, la détermination des modeéles
constitutifs peut s’avérer délicate et fait intervenir beaucoup de parametres qui n’ont pas
forcément de significations physiques claires.

L’approche structurale ou micromécanique en revanche, s’intéresse au comportement des
grains en interaction [16][97][87][19]. L’idée de base de ces approches discrétes est de
modeéliser le comportement global du matériau a partir d’une description simplifiée de la
microstructure [25][76] (Tableau (4.1)). La transition entre I’échelle des grains et I’échelle
macroscopique peut se faire plus complétement et quantitativement que celui de la struc-
ture atomique ou moléculaire au niveau macroscopique. On présente ici la démarche d’ho-
mogénéisation qui consiste a réaliser un tel passage [86][129][130].
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variables macroscopiques Y <= loi de comportement globale — FE

0 0

variables microscopiques F°¢ <«— relation locale =

IS

Schéma. 4.1- Procédure d’homogénéisation dans les milieux granulaires

Dans ce chapitre, on s’intéressera essentiellement a une analyse qui s’appuie sur les ten-
seurs de texture de divers ordres caractérisant la distribution des contacts entre les grains.
Pour simplifier le probleme, on suppose que la loi de contact est élastique linéaire. On
construit ensuite la loi de comportement macroscopique en utilisant, en premier lieu, un
changement de variable statique et I’hypothése de Voigt pour déterminer le tenseur des rai-
deurs homogénéisé. En second lieu, on utilisera un changement de variable cinématique
et I’hypothése de Reuss pour déterminer le tenseur de souplesse homogénéisé. Enfin on
établit une hypothése cinématique plus générale qui sera intégrée ensuite dans un schéma
d’homogénéisation. Le cas particulier du milieu isotrope est considéré et nos résultats
sont comparés macroscopiquement avec ceux des approches existant dans la littérature.

4.2 Description de la texture des milieux granulaires

Le comportement moyen d’un assemblage de grains est le résultat de I’interaction des
particules entre elles par I’intermédiaire des contacts. Les variables microscopiques sont
alors les forces de contact entre grains et le déplacement des grains. Quelle que soit la
nature mécanique de ces contacts, le réseau géométrique qu’elles déterminent implique
une structure particuliére qui constitue une composante fondamentale de la description
des milieux granulaires. Cette structure correspond a ce qu’on appelle la texture du mi-
lieu granulaire [60][111][65]. Elle peut étre influencée par différents facteurs.

Le premier facteur est la forme des grains. En effet, si les grains ne sont pas sphériques
mais de forme allongée, on peut avoir une orientation préférentielle des grains dans I’as-
semblage qui va engendrer des directions de contact privilégiées. Le mode de préparation
de I’assemblage (dépdt des grains par un point source ou par pluviation, ...) et I’histoire
des déformations (par exemple un cisaillement simple) donnent lieu ou non a des direc-
tions de contacts privilégiées [69][70][88][89].
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Par conséquent, si des directions de contact sont privilégiées, I’assemblage est anisotrope
du point de vue de la texture de son réseau de contact. Il est alors tentant de chercher a
relier la texture et I’anisotropie des propriétés mécaniques macroscopiques. Ainsi, I’intro-
duction de variables géométriques telles que la distribution de I’orientation des contacts
permet d’expliciter les propriétés de la texture de I’assemblage et donc de décrire de fagon
réaliste le comportement du matériau [15][17][14][22]. Cette distribution peut étre décrite
a partir de grandeurs tensorielles telles que les tenseurs de la texture (appelé aussi tenseurs
de fabrique) dont on retrouve plusieurs définitions dans la littérature [5][74][19].

En regle générale, c’est la probabilité de la normale au contact P(n) qui est la plus uti-
lisée [104]. On introduit classiquement le tenseur de texture d’ordre deux, dans le cas

tridimensionnel, sous la forme suivante [72][95] :
1
D [ Pumends (@.1)
- 4 $2

ou N est le nombre total de contacts, P(n) la distribution de I’orientation de la normale
au contact n qui satisfait la condition :

1

47 52

P(n)ds =1 (4.2)

pour un milieu anisotrope et la condition P(n) = 1 pour un milieu isotrope.

L’introduction du tenseur de texture d’ordre deux D (équation (4.1)), combinée a la rela-
tion (4.2) donne I’expression suivante de la distribution de contact (voir la section B.4.1
de I’annexe B) :

15 1

Pn) = - [Q :(n®n)— g} (4.3)
A I’ordre quatre, le tenseur de texture dans le cas tridimensionnel s’écrit [72][95] :

1
T in s
On démontre, en combinant les relations (4.2) et (4.4) que I’on a (voir la section B.5.1 de
I’annexe B) :

D P(n)(n®n®n®n)ds (4.4)

P(n)

_15[21 1
Y

?D::(ﬂ®ﬂ®ﬂ®n)—722(ﬂ®ﬂ)+§ (4.5)

avec tr(D) = D ou encore Dju = D
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Cependant, il est généralement admis que la description de la distribution des contacts, a
partir d’un tenseur de texture D d’ordre deux, n’est pas suffisante pour un milieu soumis
a un chargement plus ou moins complexe. Dans ce cas, il devient nécessaire de considérer
un tenseur de texture susceptible de fournir une description plus précise de I’anisotropie.
En effet, plusieurs études (par exemple [16]) ont montré que I’utilisation d’un tenseur de
texture d’ordre quatre [22][59] permet d’approcher assez précisément, aussi bien qualita-
tivement que quantitativement, I’histogramme des contacts issu de diverses expériences.
En revanche, le tenseur de texture d’ordre deux ne rend que partiellement compte des ef-
fets d’anisotropie observés. Son utilisation se trouve donc limitée au plus a une symétrie
matérielle de type orthotrope.

+++++ + distribution_isotrope
tenseur_texture_ordre_2

_— resultats_experimentaux

ffffffffffffffffffffff tenseur_texture_ordre_4

Fi1G. 4.1 — Histogramme de la distribution de la probabilité de contact

Afin de mettre en évidence ce résultat, on va comparer les probabilités des distributions
des contacts, obtenues a I’aide d’un tenseur de texture d’ordre deux et d’ordre quatre res-
pectivement, avec les résultats issus de I’expérience. Cette comparaison est faite avec les
résultats expérimentaux décris dans le premier chapitre de [16] : dépdt de 722 disques
de rayon 13, 18 et 28 mm sous I’effet de la gravité. La probabilité de distribution de la
normale au contact P(n) est représentée sur la figure (4.1). Il apparait clairement une
position prédominante de I’anisotropie induite par I’empilement vertical des grains. Ces
résultats peuvent aussi étre obtenus avec le logiciel MULTICOR présenté dans le chapitre
précédent.
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On représente aussi sur la méme figure (4.1) les expressions (4.3) et (4.5) des distributions
des contacts P(n), calculées a partir des définitions (4.1) et (4.4) des tenseurs de textures
d’ordre deux et d’ordre quatre respectivement. On remarque que les deux probabilités
sont tres différentes. La probabilité obtenue a partir d’un tenseur d’ordre quatre se rap-
proche des résultats expérimentaux de [16], alors que celle obtenue a partir d’un tenseur
de texture d’ordre deux se limite a la description du cas isotrope.

Ainsi, une description tensorielle précise de la texture est nécessaire pour déterminer le
comportement homogénéisé du matériau granulaire. En général, il s’agit de fournir un
encadrement, ou au moins une estimation du comportement macroscopique recherché,
étant donné que la loi de comportement d’un milieu granulaire fait appel a une descrip-
tion statistique incompléte de la microstructure. On se contentera ici de déterminer des
encadrements tels que les bornes de Voigt et Reuss, ou des estimations s’appuyant par
exemple sur une régle de localisation cinématique plus générale.

4.3 Hypothése de Voigt

L’hypothése cinématique de Voigt fournit une relation simple entre les déplacements re-
latifs entre les grains et les déformations macroscopiques supposées uniformes sur le
bord du VER Cette hypothese revient a supposer que les déformations sont uniformes
a I’intérieur du VER [125][19][4]. A partir de cette hypothése cinématique simple, en uti-
lisant un schéma d’homogénéisation, on peut construire une loi de comportement macro-
scopique globale. On rappelle que I’hypothése cinématique de Voigt s’écrit classiqguement

[35]:
ug = B L] (4.6)

ou E;; désigne les composantes du tenseur des déformations macroscopigque supposé
constant et L le vecteur branche joignant les centres de grains en contact au point c.

On se propose maintenant de construire, par homogeénéisation, la loi de comportement
élastique macroscopique du milieu granulaire rendant compte de I’anisotropie. Une loi de
contact linéaire élastique est considérée. Si on néglige le poids propre de chaque grain et
les effets dynamiques devant les force de contact F'“ entre grains, on obtient de maniére
classique la définition suivante du tenseur des contraintes moyen [25][71][102][127] :

N
1
Y= — Fe® L° 4.7
z V;_ ®L (4.7)
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ou V désigne le volume du VER considéré, et ou la sommation porte sur les N contacts
intérieurs au VER. De maniére évidente, la relation (4.7) permet de relier le tenseur des
contraintes macroscopiques et la répartition des forces de contact locales. Cependant, X
ainsi défini n’étant pas symétrique exactement, on préfére utiliser une autre définition qui
se déduit directement du principe des puissances virtuelles [16]. En effet, le principe des
puissances virtuelles appliqué a un assemblage granulaire s’écrit :

N
Y:AE = % Z(E.Ag) (4.8)

ou Auc désignent les déplacements virtuels des grains engendrant une déformation vir-
tuelle £ a I’échelle du VER, et ou la sommation porte sur les contacts actifs c = 1, - - - N.
Compte tenu de I’hypothése de Voigt (4.6), on obtient :

N
S:AE= ZFC@LC . AE (4.9)
1 N
Or, AL étant symétrique, seule la partie symétrique de > (F°® L) intervient. On
c=1

obtient ainsi la définition suivante du tenseur des contraintes moyen :

N
1 c c]sym
S=5[D FreL]” (4.10)

c=1

. 1
ou (g)sym = 2(

[

+a").

On rappelle que dans le cas d’un grand nombre de grains, la partie antisymétrique de
I’expression (4.7) est négligeable [24], et les deux définitions (4.7) et (4.10) donnent des
résultats assez proches. 1l nous a donc semblé préférable de partir de la relation (4.10) de
fagon a rester dans le cadre des milieux de Cauchy ou ¥ est symétrique exactement.

FI1G. 4.2 — Schéma représentatif du contact entre deux grains
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Dans ce qui suit, afin de simplifier le probléme et les calculs, on suppose que I’assemblage
granulaire est constitué de grains circulaires de méme taille. On a donc : L° = ||L¢||n° =
2rn® ou r désigne le rayon des grains (voir figure (4.2)). Ainsi, I’hypothése cinématique
de Voigt s’écrit :

Maintenant, décomposons le déplacement ¢ dans la base locale au contact (¢, ) suivant :
u® = u,n + uy

Onaalors:

n®=2rE.n® —u;n® = 27“£C ' E (4.12)

On rappelle que T désigne le tenseur identité symétrique d’ordre quatre, dont les compo-

santes sont :
1
Liji = 5(5%53'1 + 06k
Considérons a présent une loi de contact linéaire élastique entre les grains qui, au point

de contact ¢, qui s’écrit :

F¢ = K,uén® + K (4.13)

ou encore la loi inverse qui se met sous la forme :

u¢ = H,Fn® + H,F¢ (4.14)

F* et uc désignent respectivement les forces de contact et les déplacements relatifs au
contact, n° étant la normale unitaire au contact. F¢ et u{ d’une part, £ et u¢, d’autre part
sont les composantes tangentielles (respectivement normales) du déplacement et des ef-
forts au contact. Enfin K; et H; (respectivement K, et H,) désignent les rigidités et les
flexibilités tangentielles (respectivement normales) au contact.

Essayons maintenant d’obtenir une expression du tenseur des raideurs élastiques ho-
mogénéisé C"*™ en utilisant la définition du tenseur des contraintes macroscopique (4.10),
la loi de contact (4.13) et I’hypothése de Voigt (4.6). En décomposant la force de contact
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dans la base locale au contact (z,n), le tenseur des contraintes macroscopique (4.10)

s’écrit :
1 & 2 [ sym
_ c c\]sym __ c, c c c
p= (Y e )™ =7 {zw +E)en (@.15)
ou la sommation porte sur les contacts actifsc =1, - - -, N.

D’autre part, on peut montrer que :
(Eg ® ﬂc>sym — TCT-E?
En effet :

(T .F5)y; = [(nc-ﬂ —n°®n°® nc)T-Ei} = [(H-ﬂc —n°®n°@ne).Fy

i i

ij

- {(]I.@C).Ef} = Ljuni(F);,

1 1
= 00+ Badp (O = 3 [mS (R + (]

ou on a utilisé le fait que n°. F'y = 0. En remplagant dans (4.15), on obtient :

N

QT c,.C c (& C
=5 > {an ®n'+T T.Etl (4.16)

En utilisant pour finir la loi de contact (4.16), il vient :

F¢=Kut =2rK,(n°®@n) : £

c=1

(4.17)
F’tc = Ktuf = 2TKt£c . g
Il s’en suit que les équations (4.16) et (4.17) conduisent a :
42 Y
T= A [Kn(nc ®Rn‘®@n‘@n°) + Kt(g‘JT.zc) B (4.18)
c=1 o T
On cherche maintenant a identifier la loi de comportement macroscopique élastique sous
la forme :

T=C"":E (4.19)

ou C™ désigne le tenseur des raideurs élastique homogénéisé. Par identification avec
(4.18), on obtient I’expression suivante de C" o™ :

42 Y
Chom = % {Kn(ﬂc ®n° ®n° @n) + K,(I7.T°) (4.20)
c=1 o o
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Pour modéliser I’assemblage granulaire, la sommation discréte porte sur le nombre de
contacts. Cependant, dans le cas d’une quantité importante de contacts, il est préférable
de raisonner en terme de probabilité P(n) de présence d’un contact dans la direction de
la normale n. Dans ce cas, I’expression (4.20) de C"™ devient :

(C’“’m—4NT2 K i/ P(n)(n@n@n@n)dsjtf(i/ P(n)(L".T)ds
v A . T T T T T T “r |7 = =

S

4.3.1 Tenseur de texture d’ordre deux

Tenant compte du fait que la probabilité de distribution des contacts P(n) peut &tre définie
a partir d’un tenseur de texture d’ordre deux ou d’ordre quatre, on se propose d’expliciter
I’expression générale (4.21) de C"*™ en utilisant ici le tenseur de texture D d’ordre deux.
Pour cela, on remplace les intégrales

1 1
— | P — | P\ (TT.T
= /. (n)(n®n®n®mn)ds et . /52 (n)(T".T)ds

par leurs expressions respectives (B.6) et (B.7) calculées en annexe B a l’aide d’un tenseur
de texture d’ordre 2. L’équation (4.21) devient :

hom AN?2 (1 1 o .
Chom = == S Ka | = (0 ® 3+ 2080) + (D ®  + § ® D) + 2(DRJ + J8D)

1 1 _ 3, _
—;Kt[—g(g®g+2g@é)+(£®é+é®g>—§< ®4 +98D)

(4.22)

qui satisfait aux symétries usuelles du tenseur d’élasticité. En adoptant pour C"*™ la nota-
tion classique de Voigt qui permet de représenter C"™ par une matrice 6 x 6 symétrique
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(voir le formalisme de I’annexe '), on obtient :

3 3 1
Cll = [6D11 - E}Kn + [Dll + E]Kt 012 = [Du + DQQ — g](Kn — Kt>
1
Cuis = [Dun + D — ¢ ](Kn — K) Cu = Dos(K,, — Ky)
1 1
Ci5 = Di3(3K, + §Kt) Cie = D12(3K,, + §Kt)
3 3 1
Cpa = [6Dg — 5}Kn + [Das + E]Kt Co3 = [Dag + D33 — g](Kn — K3)
1
024 = D23(3Kn + §Kt) C’25 = D31(Kn - Kt)
1 3 3
Ca6 = D12(3K,, + QKt) Cs3 = [6D33 — g]Kn + [Ds3 + S]Kt
1 1
C3y = Do3(3K,, + §Kt) Cs5 = D31 (3K, + §Kt)
1 3 3 1
Cus = [Doy + D3z — 5]Kn + [ZD33 + ZDzz + g]Kt Css = Dia(K,, — Ky)
3 3
Cys = Dio( K, + ZKt) Cy = Di3(K,, + ZKt)
1 3 3 1 3
Cs5 = [D11 + D33 — S]Kn + [ZDH + ZDSB + g][(t Css = Dyo(K, + ZKt)
1 3 3 1
Ces = [D11 + Doy — g]Kn + [1D22 + ZDH + g]Kt

La matrice représentative de C"*™ étant symétrique on a alots 21 coefficients indépendants
déterminés par les composantes de D et les coefficients de rigidités K, et K; au contact.

4.3.2 Cas du tenseur de texture d’ordre quatre

Maintenant, explicitons I’expression générale (4.21) de C"*™ en utilisant une description
de la probabilité de contact P(n) faisant intervenir un tenseur de texture d’ordre quatre.
Les calculs requiérent la détermination des intégrales suivantes :

1

1
— | P — | Pn)(T".T
= /. (n)(n®n®n®mn)ds et e /52 (@)(E E)ds
En remplacant ces intégrales par leur expressions (B.18) et (B.19) détaillées dans I’annexe
B, il vient :
2 2
Chom — 4@7" KD+ MTTIQ B(Q:g +0@D) — }D)} (4.23)

Il est clair que, de par la présence du tenseur de texture D d’ordre 4, I’expression (4.23)
de Cho™ est plus pertinente que (4.22) pour décrire une anisotropie générale. On rappelle
que (4.22) reste limitée a une symétrie matérielle de type orthotrope.
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4.3.3 Distribution isotrope

On considére maintenant un milieu granulaire élastique isotrope défini par les coefficients
de Lamé X et 1, ou par le module d’Young E et le coefficient de Poisson v. En utilisant
une distribution isotrope pour I’orientation de la normale au contact, ona P(n) = 1 et:

1 1
D:— e
L 47T/52Q®st 3é
D L d 1 I ® 0+ 20®9 @29
= SQQ@)Q@Q@Q 5§ = 15(:®:+22@:)

Pour Ch™ les résultats obtenus a partir d’un tenseur de texture d’ordre 2 ou 4 coincident
et conduisent & un tenseur d’élasticité isotrope :
_ 4Nr?

cron = S Ka(b b+ 200) - Ku(go g+ 395 |

Sachant que la compressibilité k"™ et le module de cisaillement ;"™ sont tels que :

Chom — khom(é@J é) 4 2Mh0m<5®é)

on en déduit que :

2 Nr2k,

B 4 Nr2k,
15V

(2+3a) et kMM = R (4.25)

hom

1

- . K, R . N -
ou I’on a posé o = 7 On retrouve les mémes résultats que dans [21], ou le calcul a été
Ve - n - Ve - . ’
effectué dans le cas isotrope seulement [125][20][58]. Ceci permet de vérifier la cohérence
de notre approche développée dans un cadre plus général.

4.4 Hypothese de Reuss

En s’appuyant sur I’hypothese de Voigt, on a facilement obtenu une loi de comporte-
ment homogénéisée globale. Or, cette hypothese restreint le mouvement des particules et
constitue seulement une borne de la solution du probléme [22][23][68].

On se propose donc maintenant de mettre en oeuvre un autre schéma d’homogénéisation
basé cette fois sur I’hypothése de localisation statique de Reuss. Celle-ci permet d’expri-
mer les forces de contact intergranulaires directement a partir de la contrainte macrosco-
pique de I’assemblage granulaire suivant [14][34] :

Fe =

JiNe

Ane (4.26)
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ou A est un tenseur symétrique d’ordre deux dit de localisation, qui dépend de la structure
du matériau.

En reportant (4.26) dans (4.10) et passant a une description en terme de probabilité de
contact pour un grand nombre de grains, on obtient :

N7 o
x = P(n)F° @ n°
= v U (@) ®Ed8}

2rN sym 2N sym
= [g A P(@)(@@m)ds} - [;.é.g]
ou I’on a utilisé la relation :
1
— [ P(n)(n®n)ds =D
47 —

valable pour un tenseur de texture du deuxiéme ou quatrieme ordre. Il s’en suit que
I’opérateur de localisation A est relié au tenseur de texture du deuxieme ordre par la

relation :
Vv %
AD=—¢ A=—D"
== 2Nr= =  2Nr=
Considérons, maintenant a nouveau le principe des puissances virtuelles (4.8). En utilisant
(4.26),0na:

IItij

Z Z (An ®u) (4.27)

Comme précédemment, dans le cas d’un grand nombre de contacts, il est préférable d’uti-
liser la probabilité de contact P(n). Ainsi, (4.27) devient :

I

P(n)An® ®@u‘ds: X (4.28)

- 47V

Comme X est symétrique?, on obtient par identification :

Iy

N sym
= v { / P)An®u ds} (4.29)

Si on considere I’inverse de la loi de contact (4.14) qui s’écrit :

u* = HF° = HSFn® + HEE (4.30)

1Seule la partie symétrique du premier terme du membre & droite intervient.
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en utilisant I’hypothése statique (4.26), on obtient :

(4.31)

On cherche maintenant a identifier un tenseur des souplesses élastiques homogénéisé
représentatif du comportement global du milieu granulaire, a partir de la définition (4.29)
du tenseur des déformations moyen, de la loi de contact (4.30) et de I’hypothése de Reuss
(4.26).

En utilisant (4.30) et la relation (4.31), I’expression (4.29) peut s’écrire en composantes :

1 N

i3 S P(n) [(Hn — Hy)ngnining + Hingdn ]ds

N (4.32)
+ AjTW /P(@) {(Hn — Hy)ngnyning + Hingdyn }ds}Zkl

Par identification avec la loi de comportement £ = Shom . %, on obtient :

N 1
SZ%T = WA,W{(H“ — H;) [Air% /P( n)ngnn;n,ds + A]k—/ n)ngnn; nrd8:|

S

1
+ H, AZ-T—/P(@)(nqéljm)ds+AjT—/P(Q)(nq5lmr)ds
2m J, 2m J (ki)
(4.33)
ou la notation () indique la symétrisation suivant les indices (£, ) a cause de la symétrie

de Ykl

4.4.1 Expression a I’aide du tenseur de texture d’ordre deux

1
On calcule d’abord les mtegrales — / n)n ®n @ n ® nds et py / P(n)n ® d ® nds
7 2

intervenant dans (4.33) en utlllsant une description de la probabilité de contact P(n) basée
sur un tenseur de texture d’ordre deux (cf. (B.6) et (B.8) de I’annexe B). En suivant une

103

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Jamila Rahmoun, Lille 1, 2006
Modélisation par une approche micromécanique

démarche similaire au cas de I’hypothése de Voigt, on démontre que :

N(H,—H[ 1 o v
hom n t
= I D AR A+ ABA+ S(AA)ES + ~0B(AA)] + ——[A
> v{ 7 { sA®A+ABA+ 3 (::)@é+2é@(::)]+2m[:®g
3 azs 1 s 4 L _ Vo
0@ A+ S(AB+ IBA) + (AATD + DIA)] | +Hy - (ATS + 354)
(4.34)

4.4.2 Tenseur de texture d’ordre quatre

L’utilisation de I’expression (4.33) de la probabilité de contact P(n) a partir d’un tenseur
de texture d’ordre quatre, conduit, apres évaluation de

1
4
(cf. (B.18) et (B.20) de I’annexe B) au résultat suivant :

Pln)n®n®n®nds et —/ n)n ® 8 ® nds

Shom _ % [(Hn ~H)A®A) D+ o N ams+ 5®A)} (4.35)

Notons que les résultats obtenus a partir de I’hypothése de Reuss ne peuvent pas sa-
tisfaire la condition d’équilibre pour toutes les particules dans un volume élémentaire
représentatif. On dispose ainsi d’un encadrement des propriétés élastiques homogénéisées
fourni par les hypothéses cinématique de Voigt et statique de Reuss.

4.4.3 Distribution isotrope

En se plagant a nouveau dans le cas particulier d’un milieu granulaire élastique isotrope,
on obtient :

§om = SR 8+ 20E0) + T (3088~ 8

Les modules de cisaillement et de compressibilité homogénéisés sont donnés par :

10 N2k a 4 Nr2k
hom n hom n
H 3 V 342 € 9 V ( )
oll I’on rappelle que o = —~ = ="
PPETIe que o = K, H,’

On retrouve a nouveau les résultats de [21] ou le calcul a été effectué dans le cas isotrope
seulement.

104

© 2009 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Jamila Rahmoun, Lille 1, 2006
4.5. Hypothése cinématique générale

4.5 Hypothese cinématique générale

Depuis les travaux de [100], la théorie de représentation des tenseurs polynémiaux a été
largement développée (cf. par exemple [7][8][114][115]). L’utilisation de cette théorie
nous donne la structure mathématique générale des fonctions scalaires, vectorielles ou
tensorielles dépendant des tenseurs (dont I’ordre peut &tre quelconque).

Nous proposons, a partir des théorémes de représentation [115], une hypothése cinématique
générale reliant les déplacements relatifs au contact »° a la déformation uniforme £ im-
posée aux frontieéres du VER. Introduisons le vecteur U* défini par :

1
U = P’ (4:37)

45.1 Tenseur de texture d’ordre deux

En utilisant le théoréme de représentation [115], on obtient :

~

U= {AOO + Agtr(D) + Astr(E) + Astr(E.D) + AE : (n®@n) + Ay(E.D) : (n®n)

~

+Astr(E)D: (n®n) + AE : (n®n)D : (n® n) + Artr(E)tr(D) + Astr(D)(n.E.n)

~

+AgD : (n® Q)}ﬂ +En lélg (n®n)+ Egtr(D) + B3:| +D.n

CA'1E2 (Q@E)

l—|

(4.38)
Puisque tr(D) = 1,0na:
Ue = [Ao + Aitr(E) + Astr(E.D) + A3E : (n®@n) + Ay(E.D) : (n®n)
+Astr(E)D: (n@n) + AE: (n®@n)D: (n®n) + A;D : (MM]@
(4.39)

+En [Blg c(n®n)+ 32} +D.n {C E:(n®n)+ CotrE + 03]

avec Ag = Ay + Ay, Ay = A, + A, A3 = As + Ag et By, = B, + Bs. Pour les autres
termes,ona A; = A;, B; = B;, C; = C; et D; = D;.
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En considérant un matériau élastique linéaire sans contraintes ni déformations initiales
(dans I’état d’équilibre naturel), en I’absence de sollicitations extérieures (chargement,
déformations), sans mouvement de solide rigide possible, on a une relation linéaire entre
le déplacement u° et £. Ainsi, la forme générale (4.39) de U se simplifie et on aura
Ay=A;=C5=0.

Maintenant, afin d’établir I’hypothese cinématique générale recherchée, repartons de la
définition (4.29) des déformations moyennes sur le V.E.R :

]. sym N ]. c c sym
Eij = V[Z(Uf )] = V[E /2 P(n)(uf Ajing)ds]™ (4.40)

avec A = %Q‘l. Compte tenu de (4.37), I’expression (4.40) devient :

2rN ¢ 1 sym
By = [— / Uf Ajinids]™ (4.41)
4 52

%

En reportant alors I’expression (4.39) de U° dans (4.41), on obtient :

1 1 1
E;; = T{Akj {AOE /2 ninids + Altr(g)ﬂ /2 ninids + Agtr(g.g)ﬂ /2 n;n,ds

1 1
—i—AngqE /2 npNgninkds + A4(£'2)pqﬂ /2 npNgMingds

1 1
—|—A5tr(£)Dmﬂ/ npnqnmkds—l—AﬁquE/ NN Ny dS Do,

52 52

1 1 1
—|—A7quﬂ /2 npngningds + By Ey,— / N NN ds Dy + BgEipE / npnids

47 52 $2

1 1
+CleE/ nnnqnpnkdsqu+C’2tr(£)DipE/

1
npngds + CgDip—/ npnyds
$2 52 AT 52
sym
npnkds}

+D(ED-DE), [

52

(4.42)

Sachant que A.D = Wé’ et aprés avoir explicité les intégrales contenues dans (4.42)
Ee e
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(cf. annexe B), on obtient :

2N 1
1 V V
+5A4 tT’(gQ}Al] + ONT EU + Ek:lDlekj +—= A5 tT’ —|— N—Tt’f'<£)(sw)

\%
+— A@ |:t7"(E)A + —1tr

Vv
35 Nr (g)éw + Qtr(ég)A” + 4Elk:Ak]Dzl + 2N Ezg + 2EzkAk]:|

1 Vv 1 V 1

+5A7 |:Az'j + N—raij)} +gBl |:N—7“EU + EikAkj:| +By B Ay + 501 |:2EleliAkj

Vv \%4 Vv |4 sy
—|—mt7’<E)5U +CQ ONT (g)&] + Cg ONT 62] + D1 |:2N E ElkAk]Dzl:| }
(4.43)
qui donne apres symeétrisation :
2Nr 1
Eij = 3V {A()AU + AltT‘( )AU + AQtT(QQ)AZ] + EA?) |:t7”(£)AU + EzkAkj + EjkAk;i:|

1 1 1

+5A4 |:tT(£Q)A + ONT Ezy + 2E’]€1D51Ak] + QEkZDlngkz:| +—= A5 |:t7”( )A

V 1 V
+—tT(£)5Z]):| —l——AG {Mtr(g)éw -+ tT(gQ)AZ] + QEZkAijil + 2ElkAkiDjl

Nr 35
v 1 4 1 [V 1
‘f‘WEij + Eik:Akj + EykAkz} +5A7 |:A” —+ méw)] +5B1 |:WEU + §EzkAk]
+§EjkAki +§B2 EinArj + EjnAri +501 By Dy Ay + EDyjAgi + —QNrtr(g)&j
4 1% 1
+C2 QNrtr(g)éij +Cs QNT_(;U - §D1 En Ay Dy + EyAri Dy

(4.44)

Cette derniére relation devant étre satisfaite pour n’importe quelle valeur de D et de E,
on obtient le systeme suivant de 8 équations a 14 inconnues Aq a A7, By, By, C1, C5,C3
et Dy .
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( 1 1 1
o+5 7 5 7+2 3

1 1 1
A —A —A —Ag =
1+5 3+5 5+35 ¢ =0

1 2
As+-A,+ —A;=0
2+5 4+35 6

1 1 1 1
“As+ —Ag+ —DB, + -By =
sAst gz de Bt 5B =0

1 1 1 1
At —Ag+ —C 4+ —Cy =0
s Tgpde Tt T oe

1 9 1 1
Ayt = A+ =Cy— =Dy =0
T gttt g

1

4 9 1
— A4+ — A+ =B, +-Dy; =1
5 T 105 T 1+ g

15 3

Pour résoudre ce systéme, fixons 6 des 14 inconnues par exemple Ag = A\, A5 = Ao,

Dy = X3, C3 = Ny, Ay = 3, By = n et exprimons les autres inconnues en fonction des
A;, de g et de n. On obtient :

AOZB ) 32:77

3 9 1 9 1 1
A =20 o SN - e - =
1= 113 35A1 5A2 2A3 2A4
A= —(Zn + 2+ 0+ 20)
2 — 351 52 3 4

15 5 5 5
Ag——z—§n+A2+§A3+§A4

Ay =4Xy + 5A3 + 10)\4

As=Xo 5 As=MN ; A;r=-50

15 2
Blzg—?/\l—z)\z—5)\3—5>\4

2
Cl = —?/\1 - 2)\2 - 5)\4

Co=X 3 C3=28 ; D=\

Les parameétres A\, Ao, A3, Ay, 5 €t n sont des paramétres constants qui peuvent étre
considérés comme caractéristiques de I’état interne du milieu granulaire. Alors en in-
troduisant les valeurs des A;, B;, C; et D; dans I’expression (4.39) de U<, on obtient
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I’hypothése cinématique générale suivante :

5
I
33
I
[
|
IS
_l’_
%\LOJ
a
IS
|l
I3
|
=
E
I3
_l’_
|
=
I
=
I
S
_l’_
)
[
|
Ot
[
=
(%9
IS
[
_I_
[\
(]
IS

—2E: (n®@n)D.n +4(E.D) : (n@n)n + tr(E)D : (ﬂ®@)@] + A3 {—%”(ﬂ)ﬂ —tr(E£.D)n

&
&
=X
®
IS
IS
I3
_l’_
<
16
IS
E

(4.45)
D N 1
II faut noter que dans le cas particulier isotrope ou P(n) = 1 et D = gg, ona:

ut =2rt°

1 1 1 1 1 1
= 2’/’{ |:<A0 + §A7 + 503) + (Al + §A2 + §A5 + §C2)t7”(£) + (Ag + §A4

1 1 1
+§A6 + gCl)g (n® ﬂ)]ﬂ + |:§Bl + Bz}g.ﬂ}

5 2 3 1 1 1 o 5 15
= 27"{ [(5 - gﬁ + gﬂ) + (Z + o= ﬁ)\l - g)\2 - 6)\3 - 6>\4)t7"(£) + (_Z
N————

5 2 5
——n— =AM — =X — —XA3— —\N)E: } [ —— =M+ =A
5"~ 51 M 32T e M T HE:(n®n)|n+ 77+2 1 1+3 2

(4.46)
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Ainsi, on obtient :

5 2 2 5 5 3 n 1 1 5
c =92 S A =2 — =N )En— (S 4+ L R WA
u T{(n+ 5~ oM T3t 3N 3A4) n—(7+ TR

(4.47)
Ainsi, I’expression de u© n’est pas affectée par .
D’autre part, il est intéressant de remarquer que dans ce cas isotrope, pour la valeur par-
) 5)

. 2 2 3 NP
ticuliere n — ﬁ)‘l — §>\2 — §A3 — 5/\4 =5 on retrouve I’hypothese cinématique de
\oigt :

U*=2rEn

4.5.2 Schéma d’homogénéisation

L’hypothese cinématique proposée ici est de facon évidente plus générale que celle de
Voigt. Elle dépend de cing parametres ajustables A1, Az, A3, Ay, 3 ainsi que de D. On se
limite ici au cas particulier d’un seul paramétre ajustable? n en considérant \; = 0, i = 1
a4 et 3 = 0.Ce choix permet de réduire le nombre des parameétres libres a un seul sans
perdre toute la généralité de I’approche proposée ici et conduit a I’hypothése cinématique
suivante :

c_ %{ngﬂ - (g + %) {5@@@ —tr(
On se propose maintenant d’expliciter le schéma d’homogénéisation basé sur cette hy-
pothese cinématique (4.48). De la méme fagon que pour I’hypothése de Voigt, on s’appuie
sur I’expression du tenseur des contraintes moyen (4.10), sur la loi de contact (4.13) et sur
I’hypothése cinématique (4.48) pour déterminer les propriétés macroscopiques du milieu

granulaire.

IS

E)] n+ ?Q (n® n)g.n} (4.48)

Pour cela, décomposons tout d’abord le déplacement dans la base locale associée au
contact. Ona:
2r

ué =u‘n = P {—(37774—%) : (ﬂ®2)+(g+%)tr(E)+l—252: (n®@n)LE : (Q@Q)}

Il

ui = (u° —upn) = P2(2>H77+1—252: (n®n)}I:E}

2|’étude générale de I’hypothése cinématique (4.45) est encore a faire afin de préciser la signification
physique des parameétres );. Cependant, cela ne constitue pas I’objet du travail présenté ici.
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n—n®n®net

o
[entd
IIH
IIII'\«
11!
Il

Iy

:(n®@n®n)car E=E".

D’autre part, avec la loi de contact linéaire élastique il vient :

Dj

E = Kot = ] Ko |- DE (o (e DB+ 5 D (asm) s

et

£ = ot = e { [0+ 50 o |z 2]}

Reportant maintenant les expressions précédentes dans (4.10), on obtient en terme de
probabilité de contact :

Z= VT4 { { )Ei(ﬂ®ﬂ)—|— D:n®n®n®n): E
= - D E

U @](_@_) o+

avec (Fy @ n)™™ =T" Fy.

Alors :

472N 3n 15,1 n 3.1
Y= K,|— (=4 —)— d —+—-)— od
) v { n|: (2 + 4)4ﬂ/n®n®n®@ S+(2+4)4W/82@®ﬂ®:s
15 1 1 T
+—D:— | n®n®n®n®nnds|+K;|n— T T'ds
2= Arm Je dm =
15 1 T

(4.49)
Par identification avec X = Chem . L, on obtient I’expression suivante du tenseur des
raideurs élastiqgue homogénéisé (cf. (B.9), (B.10), (B.11), (B.12) et (B.13) de I’annexe
B):

4r’N n o.(1 n 1 1 _
hom __ _ (X R - —
crn = R -G+ D500+ 2B |1+ Pie s | s 2uE

1 _ _ 4r’N 1 2,
+?(Q®g+g®g+22@g+2g@g)”+ TV Kt{—g[g(g@@gwg(g@g)}

1 _ 1 3 . 3 — M —
| f@es-5E0 + Hpo s+ 500 - 205 - 1ED)| + 1w}
(4.50)
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3 , R : R
Notons que pour = 5 on retrouve les résultats obtenus a partir de I’hypothése de
Voigt. Ainsi, méme avec un seul paramétre ajustable », I’hypothése cinématique (4.48)
est plus générale.

4.5.3 Tenseur de texture d’ordre quatre

On rappelle que pour le cas tridimensionnel, on a :

P(n)

n)=- 2D-.(ﬁ®@®@®n)—72:(ﬁ®@)+—

2y !
N 2

Par analogie avec I’équation (4.48) obtenue dans le cas d’un tenseur de texture d’ordre
deux, I’hypothése cinématique prend la forme :

n 3

U'=nEn—(5+-) {5@@@ — tT’(E):|ﬂ+ aD : (n®n®n®n)En (4.51)

Afin d’identifier la constante a, on va se placer dans le cas isotrope. En effet, on aura :
1 _
D= =(§®3+2089)

L’équation (4.39) devient :

0 =g~ 3+ D |swLa r(B)|n+

2 4

Maintenant, si on compare avec I’équation (4.48), les résultats obtenus dans le cas isotrope
doivent coincider pour un tenseur d’ordre deux ou quatre. On en déduit :

25
2

a =

L’hypothese cinématique s’écrit alors, a I’aide du tenseur de texture d’ordre quatre :

2 3 25
w — =" {né.n - (g +7) {5@@.@ - tr(ﬁ)}n+ D (men®nen)En

Les composants normales et tangentielles du déplacement deviennent :

Uy, = PQ(;){—(%?Jr%)Q(n®@)+(g+z)tr(£)+2—;D:: (n@n@n@n@n@n):g}
et
u§7=%{{n+22—5m> (n®ﬂ®n®n)}£ g}
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Les efforts normaux et tangentiaux de contacts se déduisent de la loi de contact locale :

Erp = [ P e+ (L D

25
—1—51]):: (ﬂ@ﬂ@ﬂ@ﬂ@ﬂ(gﬂ):g}}

et

1 1 25
Fé— = —— =D KT:E
s P(@)H?” 5 (@@@@ﬂ@ﬂ)} oL :}

De la méme maniére, on obtient :

4r°N 3n 15,1 n 3,1
2= Ky|—(5 +—)— d -+ —)— d 0
= v { { (5 + 4>4w/52ﬂ®n®ﬂ®ﬂ5+(2+4)4w/82ﬂ®@8®=
25 1/ }
+—D:— [n®nO®ndn®n®nn nds
2 2m J,
1 25 .
+Kt2— 77"‘?]])51 men®nen)|T" .Tds| »: E
7T S pu— p— _—
(4.53)
D’ou:

4r° N 3n 15 1 n 3.1
hom
- K, | — (2 4+ 2)— ds+ (= + =) — ds ® 6
¢ % { "l (2 4)47T/52n®n®n®n8 (2 4)47r/52n®ns®

25 1
+7D::2— nNININNONRNRn R nds
7T S

1 25 sy
+Kt4—/ {nJr?]D:: (@@@@@@@)}Z?Tds}}
T Js2 ==

En se référant a I’annexe B, on remplace les expressions analytiques des intégrales (cf.
(B.9), (B.10), (B.21) et (B.22)) ce qui conduit a :

472 N n 1 _ n 1
hom __ (2 - M -
Ctom = % Kn{ (1O+4)(g®g+2g@g)+(6+4)g®g

+%6(g®g+2@g+8®+4g®g+4g®2+82@+8@2)}

4r2 N
1%

(4.54)

N 20) + Lsms— > 5
+K, { 15(g®g+2g@g)+3g@g 126(g®g+2g@g+8m>

_ _ 5 _ _
4D ® 9 + 48 ® D+ 8D® + 80Q D)+ (384 + 2084 + 2@2)}
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4.5.4 Distribution isotrope

Dans le cas isotrope, on peut comparer les résultats obtenus par I’hypothése cinématique
avec, d’une part ceux obtenus précédemment a partir de I’hypothése de Voigt et de Reuss,
et d’autre part avec les résultats existants dans la littérature. Dans le cas isotrope, I’équation
(4.50) devient® :

crom = UL | (o fygog— (g 1 (L + Dsw g+ (L + 05 |

Vv 15 —
On en déduit :
FE 1 Nr2k
hom — - n{ 2
o i) 15V ( (54 6n) +3a(d+ n))
FE 4 Nr2k,, (4.55)

khom _

31—2w) 9 V

On peut faire un certain nombre de remarques :

e pour n = —3 - les résultats coincident avec ceux obtenus a partir de I’hypothese de
\oigt.

5(1~|—2a

P = mo\37 2

pothése de Reuss.

) : les résultats coincident avec ceux obtenus a partir de I’hy-

4.6 Analyse des résultats

Les résultats obtenus a partir des trois hypothéeses de localisation (Voigt, Reuss et cinématique)
sont représentés dans le tableau ci-dessous dans le cas isotrope :

hypothése de Voigt | hypothése de Reuss hypothése cinématique
J from 4NT2Kn 4N7"2Kn 4NT2Kn
9 V 9 V 9 V
2 Nr2K 10 N7 K o' 1 Nr?K,
hom n n n
— 2+3 — — —(b+6 3a(d+ 2
Ty ) s, [ v ( (54 6n) +3a(5+ ”))

30n rappelle que dans le cas isotrope, I’utilisation d’un tenseur de texture d’ordre 2 ou 4 conduit au
méme résultat.
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On constate, a partir de ces résultats, que la compressibilité macroscopique &"°™ est
indépendante de I’hypothése de localisation utilisée. Elle est constante et dépend uni-
quement de facon linéaire de la rigidité normale au contact K,,.

0 02 04 06 08 1
alpha
Legend

fffffffffffffffffffffff Voigt
fffffffffffffffffff Reuss
R S— kinematic_1

kinematic_2
_— kinematic_3
o 0 0 o 0o © chang_simulation

F1G. 4.3 — Variation de 2N3T‘§kn phom en fonction de o en utilisant I’hypothése de Voigt,
Reuss, cinématique 1 (p = —1,4), cinématique 2 (n = —1,35) et cinématique 3 (n =
—1,2)

On observe aussi (cf. figure (4.3)) que la variation de 1™ obtenue a partir de I’hypothése
cinématique est linéaire par rapport a «.. D’autre part, lorsque « devient négatif aux alen-
tours de —1, la courbe de ;"™ a tendance a sortir de la limite donnée par I’hypothése
de Reuss qui, rappelons le, n’est pas une borne inférieure. Ce résultat est en accord avec
les résultats numériques de [21], qui correspondent aux points rajoutés sur la figure (4.3).
Cette résultats numériques sont obtenus a partir de la simulation de compactage aléatoire
de 800 particules sphériques de rayon compris entre 4.9 et 5.1mm. D’autre part, la figure
(4.3) nous montre clairement que pour n = —1, 2, les variations de p"™ (linéaire en )
passent pratiqguement par les points issus de la simulation. Il en est de méme en ce qui
concerne les variations de £"*™ en fonction de o (voir figure (4.4)).

Ainsi, I’hypothese cinématique générale proposée permet d’approcher assez précisément
les résultats des simulations numériques qui sont intermédiaires entre les résultats donnés
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par les hypothéses de Voigt et Reuss.

0 02 04 06 08 1
alpha
Legend
+ + + + + + Reuss
——————————————————————— Voigt
—— kinematic_2
o 0 0 o 0o © chang_simulation
_—— kinematic_1
kinematic_3

FIG. 4.4 — Variation de 21\%@ E"™ en fonction de « en utilisant I’hypothése de Voigt,
Reuss, cinématique 1 (p = —1,4), cinématique 2 (n = —1,35) et cinématique 3 (n =

-1,2)

4.7 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons développé une approche par changement d’échelle
qui prend en compte I’anisotropie du matériau granulaire. Cette approche, basée sur I’uti-
lisation de tenseurs de texture d’ordre deux et d’ordre quatre, permet de représenter I’ani-
sotropie de tels matériaux.

Les résultats obtenus a partir des hypothéses de localisation simple, cinématique de Voigt
et statique de Reuss, coincident dans le cas isotrope et pour chaque schéma, avec ceux
obtenus dans [21]. Ceci permet de valider I’approche développée. Ce travail a été ensuite
étendu dans le cas d’une hypothese de localisation cinématique plus générale, dépendant
d’un paramétre libre . Pour 7 voisin de —1.2, les résultats obtenus concordent avec les
simulations numériques discrétes réalisées par [21].
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Nous nous sommes intéressés dans cette these a la modélisation des milieux granulaires
a différentes échelles en utilisant des approches discrétes et continues.

Dans les deux premiers chapitres nous avons développé une approche analytique de type
milieu continu qui améliore la théorie de Janssen et les autres approches du méme type.
Elle permet de calculer les contraintes en tout point du milieu granulaire ensilé quels que
soient les parameétres physiques intervenant, et de représenter aussi bien qualitativement
que quantitativement I’effet d’écrantage caractéristique des milieux granulaires ensilés.

Dans le troisieme chapitre de cette thése, nous avons présenté la méthode de simula-
tion numérique discréte de type NSCD sur laquelle est basé le code MULTICOR. Nous
avons ensuite réalisé des simulations numériques discretes du remplissage d’un silo par un
milieu granulaire polydisperse. Nous avons calculé les contraintes moyennes s’exercant
au niveau des parois du silo. Nous avons pu constater que les simulations numériques
discrétes reproduisent assez précisément le phénomeéne d’écrantage dans les milieux gra-
nulaires ensilés. On rappelle que ce phénomene d’écrantage, qui provient du contact et
du frottement entre les grains, a été pris en compte trés précisément dans MULTICOR.
Un résultat particulierement intéressent est que les résultats des simulations numériques
discretes concordent assez bien avec ceux de I’approche de type milieu continu développée
dans le premier chapitre, ou les résultats sont intermédiaires entre ceux prédits par la
théorie de Janssen dans les cas actif et passif.

Il conviendrait maintenant de multiplier les comparaisons entre les résultats donnés par
I’approche continue développée et ceux obtenus par MULTICOR dans la méme configu-
ration, dans le cas non cohésif, puis dans le cas cohésif. Ceci permettra de bien cerner
les limites de I’approche continue ou les informations microscopiques sur les contacts,
le frottement et la cohésion entre les grains sont intégrées dans une loi de comportement
globale de type Mohr-Coulomb.

Une autre conséquence de I’existence de contacts privilégiés entre les grains est I’aniso-
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tropie caractéristique des matériaux granulaires. Dans le dernier chapitre de cette thése,
nous avons développé une approche micro-mécanique par changement d’échelle qui per-
met de modeéliser cette anisotropie par I’intermédiaire d’un tenseur de texture d’ordre
quatre.

Nous avons, entre autres proposé une hypothese cinématique générale qui a été incor-
porée dans un schéma d’homogénéisation des milieux granulaires. Nous avons obtenu
ainsi une expression du tenseur de raideurs élastiques homogénéisé basée sur un tenseur
de texture d’ordre quatre particulierement intéressante pour les matériaux granulaires
anisotropes. Cette expression a été comparée, dans le cas isotrope, a des simulations
numeériques discrétes existant dans la littérature. Les tendances qualitatives et quantita-
tives des résultats concordent.

Il conviendrait maintenant d’effectuer des comparaisons plus nombreuses, dans le cas ani-
sotrope notamment, avec des simulations numériques discrétes utilisant une loi de contact
linéaire élastique. Pour cela, il conviendrait, soit d’adapter MULTICOR, soit d’utiliser
un code de simulation par éléments discrets ou est implémentée une telle loi de contact
(linéaire élastique) entre les grains.
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Annexe A

Détermination de la cohésion limite Ha

On va déterminer la cohésion limite H pour laquelle le probléme a une solution dans le
cas ¢ < ¢, et A > 0. Cette derniére condition satisfait :

tan? ¢ B 4tan ¢ 4 S
tan? ¢, Etang, &2
Pour des angles de frottement fixés, la condition se porte sur £ (avec £ > 0) en fonction
de ¢ et ¢,. Alors la relation (A.1) sera de la forme :

A>0s

0 (A1)

b
a+g+520@w§+%+020 (A.2)

tan? ¢
tan? ¢,

ola= —1<0.

Il faut déterminer le signe de la fonction f(&) = a&? + b€ + c. En effet, le discriminant
de la fonction f(&) = 0 est A = 16 qui est strictement positif. Alors la fonction f admet
deux solutions réelles &; et &, tels que :

£ = —2tan ¢,
e tan ¢ + tan ¢,
(A.3)
—2tan ¢,
o= ————
tan ¢ — tan ¢,
Comme a est négatif, la fonction f est positive pour tout e[y, &s] et négative ailleurs.

Q”th

Alors pour que f soit positif, il faut que & < &. Comme & = T on aura d’apres

(A.3):

2vRy, - —2tan ¢,
wH tan ¢ — tan ¢,

qui est équivalent a :

t
H > 7Rh(1 — an ¢
L tan ¢,

)
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Ainsi, la cohésion limite au dela de laquelle la condition A > 0 est vérifiée est :

YRy, tang
Hp = p (1 tangbp) (A4)
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Annexe B

Calcul tensoriel

B.1 Notations tensorielles

A scalaire
A vecteur

tenseur d’ordre deux

[BS

A tenseur d’ordre quatre

¢ tenseur unité d’ordre deux

(g@g)zjkl = a;bjx (g®§)ijm = a;;bj

© 2009 Tous droits réservés.
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contraction simple
double contraction
quatre fois contraction
® produit tensoriel

I tenseur unité d’ordre quatre

_ 1 _
(a®b) = 7 (a®b + a®b)

1
Liji = 5(5¢k5ﬂ +0adjr) =0® 90
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B.2 Parametres du matériau

C tenseur des raideurs élastiques du matériau

S tenseur des souplesses élastiques du matériau

K matrice de rigidité des contacts

K composante tangentielle de la rigidité des contacts
K, composante normale de la rigidité des contacts
He° matrice de flexibilié des contacts

H, composante tangentielle de la flexibilié des contacts
H, composante normale de la flexibilié des contacts
E module d’Young

v coefficient de Poisson

A coefficients de Lamé

Q rapport des rigidités K, et K,

B.3 Calcul des opérateurs

On va utiliser dans ce qui suit les résultats de He [47] et Curnier [72] :

1
—/ds:l
47 52

1

1 ). nin;ds = %(5,-]-

1 1

yp /52 ninjngnds = gJijkl (B.1)
i ; NN N My dS = %Jijklmn

1 1

in . MMM TY N Ty My Mg S = §Jijklmnpq

avec
1
Jijil = 5(5ij6kl + 6ik0j1 + 0i0k)

1
Jijklmn = g(dz]Jk’lmn + 5ik‘]jlmn + 5il<]jkmn + 5iml]jkln + 6in<]jklm)
1
Jijklmnpq = ?(513 Jklmnpq + 5zk lemnpq + 51'1 ijmnpq + 5imijlnpq
+6m ijlmpq + 5ip<]jklmnq + 6iq<]jklmnp>
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B.4 Approximation a I’aide d’un tenseur d’ordre deux

B.4.1 Expression de la probabilité de contact

Suivant les travaux Lubarda et Krajcinovic [72], on approxime la distribution de probabi-
lité de contact P(n) dans la direction de la normale n par un tenseur d’ordre deux d tel
que P(n) = d : (n ® n). On montre qu’il est possible d’exprimer P(n) en fonction de la
variable macroscopique D. En effet, en 3D, ona:

1
Qz4—/P(@)(@®@)ds et trD=1 (B.2)
- T Js2 —
On peut montrer que :
15 1 15 1
4—7{2—5(”2)4—5[2—54 (B.3)
En effet :
D—i/P()(@@)d—di ®n®n®nd
= 4r 52 RROR)as =4 41 82@ RYRL RIS
1 _ 1
~ 4 (80 8+ 20E0) = |3+ 2

1 . . . . .
On a donc tr(D) = gtr(g) =1, soit : tr(d) = 3. A partir de ces résultats, I’équation

ci-dessus devientc:l = % {Q — %g} )
Alors :
P =5 |Ds e - (B4

B.4.2 Calcul des intégrales

On va utiliser I’expression (B.4) de P(n) et les résultats (B.1) de He [47] et Curnier [72]
pour calculer I’intégrale suivante :

1
yy SQP(E)(ﬂ@)E)dS
1 15 1
—— | =D _ -
el {: (n®n) 5}(@@@)(13
115 3 (B3)
= —|—=D: ~ 2
47T[2: /S2E®E®E®Ed8 2/82@@@)%}
-D
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De méme, on utilise les expressions (B.4) et (B.1) pour calculer I’intégrale suivante :

(B.6)
Sachant que I’ = n.

M1~

—n@neonetl’ =In—-n®n®n,ona:

1 T
+ [ P pas

15 1
—D

27 dr ).

31 — _
S [ Eaen + e wE &)

1

4 52

@on)® |$B0on) + (0o uD)sds

P(n)® (n®n®n®n)ds

111 2 3
= - {—é®é+ =(089) — (D4 + 0@D) + 5 (D80 + ®:)}

De méme, on calcule I’intégrale :

(B.8)

Maintenant on va calculer les quantités suivantes en utilisant les résultats (B.1). On ob-
tient :

1 1 _
o 82@®E®ﬂ®ﬂd5:ﬁ(é®é+2é@é) (B.9)
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et
1 1
— [ n®nds®J=_-0®9 (B.10)
47T $2 - 3— -
De méme, en utilisant (B.1), on obtient :
D'i/n®n®n®n®n®nds—i(§®5+2®)+i(D®5—|—(5®D—|—2D_5
:.47T 52_ 12 U = = — - 105 \= = == 105 = = = = ===
+200D)
(B.11)
et
L rrras=L [ nenzi+i@nen)|-nenonentd
4 SQE'ES_M 2|2 REYN)D0T D NYN) —NOINYNON as
1 1 (B.12)
= -0R0 — —(0 ®J + 20Q9

1
D:— (n®@n) @ TT.Tds
- T 52 = =
1 1 _ _
= 2{5{(ﬂ@’ﬂ@ﬁ@ﬂ)@éJrﬂ@ﬁ@é@(ﬂ@m —n®n®n®n®@®@}ds
1 o 1 _ _
= 17 (8®3 + D& +08D) — {ﬁ(é®é+2é@é)+1—(Q®Q+Q®Q+QQ_Q
+208D)

(B.13)
ou on a utilisé la définition suivante :

_ 1
(A@§>zgklmn - §<AzgknBlm + Aijkntln>

B.5 Approximation a I’aide d’un tenseur d’ordre quatre

B.5.1 Expression de la probabilité de contact

On s’intéresse maintenant a la représentation de P(n) a I’aide d’un tenseur d’ordre quatre
Qtelquel: P(n) = Q:: (n®n®n®n). De laméme facon qu’au paragraphe précédent,
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on cherche, dans un premier temps, & exprimer P(n) en fonction de la variable macrosco-
pique D. En 3D, ona:

1
4w ),

D Pn)n®n®n®n)ds et tr(D)=D (B.14)

En effet, on a d’aprés Lubrada et Krajcinovic [72] :

15121 1
Qz—B{—D—@@M—é@é} (B.15)
42 =T=1257=
Onadonc:
1521
P(n)zz[7]@ (nen®n®n)—T70D (@@Q)Jr—] (B.16)

B.5.2 Calcul des intégrales

On va utiliser I’expression (B.14) de P(n) obtenue a I’aide d’un tenseur de texture d’ordre
4 et les expressions (B.1). On obtient :

1

— [ P(n)(n®n)ds
47 $2
_Blogp. nenenenenn)d
=3 --4WSQHQQQEQS
(B.17)
1 1
_142‘E/sz<n®n®ﬂ®ﬂ)ds+ﬂ/g(ﬂ®ﬂ)ds}
=D
De la méme fagon, ona:
L [ P)nenenon)d
— njin n n njas
A Jo T T T T
15 1
=—12ID:— | NM®n®NLNLONRNRNQn)ds
8 47 52
1
—14224—/(n®n®n®n®n®n)ds (B.18)
- ™ Js2

1
+—/ (n®n®n®@)d8}
A $2

=D
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et:
i/ P(n)(T".T)d
47T 52 n = = 8
15[21 1 .
:_[—D::— (n®n®n®n)®[(ﬁ@@)@@ré@(ﬂ@ﬂ)}ds
8 2 47T 52 - -
1 .
~7D : E/ (n®n)® {(@®@)@é+é@(n®ﬂ)]d8
, ’ (B.19)
o {n@n@@@@(@@a)]@
L [ Pwmonenen)d
ir /. n)nwneonwn)as
1,
= §(Q@é+ d®D) —D
Ainsi que :

47
1 15
= 4—/ §{21D:: n®n®n®@n)—14D: (n®n)+1|n®JI® nds
T Js2 - -
= D®)
(B.20)
Maintenant, en utilisant les résultats (B.1), on a :
25 1
—D:— [ nOLANONON®n®n® nds
2 47 52
(B.21)

5 _ _ _
:1—26(é®é+2é@é+8D+42®é+4é®2+8£@é+8é@2)
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et enfin :
25 1 .
5 82(ﬂ®ﬂ®n®n)£ -gds
25 1 1 _ _
=D - 3 MPLANLONANLON)RDI+NONONON® IR(nQ n)
52 - -

5 _
(0®04+20®0 +8D+4D ® 6 +46 ® D

5 _ _
== 2D 268D) — —
(080 +2DB6 + 208D) — o

+8DE) + 855D)
(B.22)
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Annexe C

Formalisme

La relation linéaire entre les contraintes X et les déformations E s’écrit :
2ij = Cijubig ou Eyj = SijraXip

Du fait de la symétrie des tenseurs X, E, notons que C';; doit satisfaire les relations de
symeétrie : -

Cjz‘kl = Cjikl = Cz‘jlk, Cijkl = Cklij
Ainsi, il est fréquent d’identifier les coefficients C);x,; a I’ensemble des composantes C/
d’une matrice 6 x 6 symétrique. La régle habituelle d’échange d’indices est la suivante :

(1) = ((4,5) = (4,4))
(1,2,3,4,5,6) = ((1,1),(2,2),(3,3), (2,3), (3,1)(1,2))

Cette régle permet d’écrire :

Xn Cnu Crp Ci3 Cuy Ci5 Cig Ey
Y2 Cia Cy Oy Co Cys U FEa
Ygz | _ | Ciz Gz Oz Csa G5 Cie FE33 C.1)
Y23 Cu Co (O3 Cuy Cys Cg 2F53
Y31 Ci5 Cys O35 Cys Css Cse 2E3
Y12 Cis Cy C3s Cis Cse Cos 2F
De la méme fagon, ona:

Ey St Sz S13 S S5 Sie o
Ea S12 Sao Saz Saq Sz Sae o
Esz | | Si3 Soz Ssz Sz S35 Sse

= Y33 (C.2)
Fas S1a Saa Ssa S Sis Sie 2%,
E3 S15 Sas S35 Sas Sss Sse 2%,
Eqo Si6 S S36 Sie Sz Seo

221
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MODELISATION DU COMPORTEMENT DES MATERIAUX GRANULAIRES PAR DES APPROCHES
DISCRETES ET CONTINUES

Les propriétés physiques des milieux granulaires trouvent leur origine a I’échelle locale des contacts entre les
grains. Cette étude est consacrée a I’analyse de I’influence de ces contacts sur le comportement global du matériau
a différentes échelles. Nous développons dans la premiére partie de ce mémoire, une approche continue qui s’af-
franchit des limitations de la théorie de Janssen et permet de calculer les contraintes dans un matériau granulaire
ensilé. Cette approche permet également de représenter aussi bien qualitativement que quantitativement I’effet
d’écrantage dans les silos. Dans une seconde partie, une modélisation du phénomeéne d’écrantage est effectuée
a partir des simulations numériques discrétes réalisées avec le code MULTICOR. Nous calculons les contraintes
moyennes s’exercant au niveau des parois lors du remplissage d’un silo par un milieu granulaire polydisperse. Une
bonne concordance est observée entre les résultats des simulations numériques discrétes et ceux de I’approche
continue développée dans la premiére partie. Une autre conséquence de I’existence de contacts privilégiés entre les
grains est I’anisotropie caractéristique des matériaux granulaires. Dans la derniére partie, nous développons une
approche micromécanique qui permet de modéliser cette anisotropie par I’intermédiaire d’un tenseur de texture
d’ordre quatre. Nous proposons une hypothése cinématique générale qui est incorporée dans un schéma d’ho-
mogénéisation des milieux granulaires anisotropes et comparée, dans le cas isotrope, a des simulations numériques
discrétes existant dans la littérature. Les tendances qualitatives et quantitatives des résultats sont tout a fait satis-

faisantes.

MOTS-CLES : Milieux granulaires, Théorie de Janssen, Critére de Mohr Coulomb, Mécanique des milieux conti-

nus, Dynamique des Contacts, Méthode des Eléments Discrets, Anisotropie, Tenseur de texture, Homogeénéisation.

MODELLING OF THE BEHAVIOR OF GRANULAR MATERIALS BY CONTINUOUS AND DIS-
CRETE APPROACHES

The physical properties of granular media find their origin at the local scale of grains contacts. The present study
is devoted to the analysis of the influence of these contacts on the global behavior of these class of materials at
different scales. We develop, in the first part of the thesis, a continuous media approach which improves the Janssen
theory and enables to calculate the stresses in an ensiled granular medium. This approach also allows to represent
qualitatively as well as quantitatively the stresses saturation effect in granular silos. In the second part, a modelling
of the saturation phenomenon is performed by means of the discrete numerical simulations achieved with the
MULTICOR software. We calculate the average stresses which applied at the walls during the unloading of a silo
by a granular medium polydisperse. We notice that the result provided by the discrete numerical simulation agree
accurately with those of the continuum approach developed in the first part. Another consequence of the existence
of privileged contacts between grains is the anisotropy of the granular materials. In the last part, we develop a
micro-mechanical approach which permits to model this anisotropy by a fourth order fabric tensor. We propose a
general kinematic hypothesis inserted in a homogenization scheme of anisotropic granular media and compared its
predictions in isotropic case, to the discrete numerical simulations of the literature. The qualitative trends and the

guantitative results are quite satisfactory.

KEYWORDS : Granular media, Janssen theory, Mohr-Coulomb criterion, Continuum mechanic, Contact Dyna-

mics, Discrets Elements Method, Anisotropy, Fabric tensor, Homogenization.
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