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5.3.2 Observateurs à modes glissants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5.3.3 Retour de sortie sur la partie non-mesurable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
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avoir accepté d’examiner mon travail. Je tiens aussi à le remercier, pour tous les conseils et avis qu’il m’a donnés

lors de nos nombreuses discussions.
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Bien sûr je souhaite aussi remercier les doctorants qui sont devenus plus que des collègues de travail. Un
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Je souhaite aussi dire un grand merci à tous mes amis Lillois, Parisiens, Seine-et-Marnais et tous les autres

pour leur soutien.

Je terminerai cet avant-propos en remerciant chaleureusement ma famille, Stéphane et Agnès pour leur

implication dans mes choix tant au niveau professionnel que personnel, et bien sûr ma mère qui m’a énormément
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Notations

Notations relatives aux ensembles :

– R : ensemble des nombres réels

– C : ensemble des nombres complexes

– R+ : ensemble des nombres réels ou nuls

– Rn : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

– [a, b] : intervalle fermé de R d’extrémités a et b

– ]a, b[ : intervalle ouvert de R d’extrémités a et b

– [a, b[ : intervalle semi-fermé de R d’extrémités a et b

– Nr = {1, ..., r} : ensemble des r premiers nombres entiers positifs

– C = C([−τ, 0];Rn) ensemble des fonctions continues de [−τ, 0] dans Rn

– xt ∈ C est définie par xt(θ) = x(t− θ), ∀θ ∈ [−τ, 0]

– C1 = C1([−τ, 0];Rn) ou C1(Rn) : ensemble des fonctions continûment différentiables de [−τ, 0] dans Rn

– D : sous-ensemble de Rn

– C(D) : sous-ensemble de C défini par C(D) = {φ ∈ C : φ(θ) ∈ D, ∀θ ∈ [−τ, 0]}

– |.| : valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe

– ‖.‖ : une norme sur Rn

– ‖.‖C : norme sur C définie par ∀φ ∈ C : ‖φ‖C = supθ∈[−τ,0]{‖φ(θ‖)}

– t ∈ R+ : variable temporelle
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4 Notations

– x = [x1, ..., xn] ∈ Rn : vecteur d’état instantané

– ẋ(t) = dx
dt : dérivée temporelle de l’état x

– x(i) : ième dérivée de x par rapport au temps

Notations relatives aux vecteurs :

– xT : transposé du vecteur x

– ‖x‖ : norme Euclidienne de x

Notations relatives aux matrices

– [aij ] : matrice dont le coefficient de la ième ligne et j ème colonne est aij

– AT : transposé de la matrice A

– ‖x‖ : norme Euclidienne de x

– A < B (resp. A > B) : signifie que A−B est une matrice définie négative ( resp. définie positive)

– ‖A‖ : norme Euclidienne de la matrice A

– In : matrice identité de Rn×n

– ‖A‖e où A est une matrice carrée est le plus grand module des valeurs propres de la matrice A.

– λmin(A), où A est une matrice symétrique, est la plus petite valeur propre de A.

– λmin(A), où A est une matrice carrée est la plus petite de valeur absolue de la partie réelle des valeurs

propres de A.
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Ce travail de doctorat a été préparé au sein de l’équipe SyNeR 1 (Systèmes Non linéaires et à Retards) du

Laboratoire d’Automatique, Génie Informatique et Signal (LAGIS, UMR CNRS 8146). Mon travail de recherche

s’inscrit dans le cadre du projet ROBOCOOP2, soutenu par le Conseil Régional Nord-Pas de Calais et l’Union

Européenne. Ce projet concerne le développement de robots autonomes et collaboratifs. Un robot autonome est

un système automoteur, disposant à la fois de moyens de traitement de l’information permettant une capacité

décisionnelle suffisante et de moyens matériels adaptés, de façon à pouvoir exécuter, sous contrôle humain réduit,

un certain nombre de tâches précises, dans un environnement variable non complètement connu à l’avance. Ces

robots autonomes devront réaliser une action commune. Cette collaboration suppose un partage de tâches et

d’informations, ce qui implique la présence d’un réseau de communication. Les objectifs principaux du projet

ROBOCOOP sont de proposer et de mettre en œuvre des outils pour la modélisation, l’analyse et la synthèse

de lois de commande spécifiques à la coopération de robots distants.

Dans ce mémoire, l’accent va être porté sur l’analyse des problèmes apparaissant dans les communications

entre les différents agents coopérants et le développement de solutions dédiées. La principale difficulté rencontrée

pour ce type de problèmes est l’existence de retards induits par la transmission des informations. En outre —

difficulté supplémentaire,— pour différentes raisons comme la variation de la distance séparant les robots mo-

biles, les valeurs de ces retards sont fonction du temps. Mon travail de recherche est consacré au développement

d’outils d’analyse et de synthèse de lois de commande qui s’appliquent aux systèmes à retards variables de lois

connues ou non.

Considérons l’exemple d’une flotte de N robots coopérants. Pour représenter son évolution, on peut suivre

l’hypothèse classique dans la modélisation mathématique qui suppose que le comportement futur peut être

caractérisé uniquement à l’instant présent (noté t) par un vecteur x(t) appartenant à un espace vectoriel de

dimension finie Rn. On appelle alors x(t) le vecteur d’état de l’ensemble des robots se déplaçant dans un

espace donné. Ce vecteur x(t) rend compte de l’état de chacun des N robots pris individuellement, c’est-à-dire

x(t) = [x1(t), ..., xi(t), .., xN (t)]. La composante xi(t) du ième robot contient notamment sa position et sa vitesse.

L’évolution de l’état de chacune des entités est alors décrite par le système d’équations :

∀i = 1, .., N, ẋi(t) = f(x1(t), ..., xi(t), .., xN (t)). (I)

Pour de nombreux systèmes, l’hypothèse d’un modèle à état de dimension finie (I) n’est plus valable. Dans

l’exemple précédent, les retards induits par le réseau de communication impliquent que cette représentation est

1Le site de l’équipe SyNeR est disponible sur http ://syner.free.fr/
2Le site du projet ROBOCOOP est disponible sur http ://syner.ec-lille.fr/robocoop/
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peu réaliste. En effet, les informations provenant des autres robots ne parviennent qu’un certain laps de temps

après leur émission. Cette situation conduit alors à modifier le système (I) en un système plus complexe :

∀i = 1, .., N, ẋi(t) = f(x1(t− τ1), ..., xi−1(t− τi−1), xi(t), xi+1(t− τi+1), .., xN (t− τN )). (II)

Les retards de transmission τi dépendent souvent du temps t et sont fréquemment la cause d’une dégradation

de performances.

Plus généralement, les systèmes à retards (ou “héréditaires”) sont des systèmes dont la dynamique ne

dépend plus uniquement de la valeur du vecteur x exprimée à l’instant présent t, mais aussi des valeurs passées

de x(t) prises sur un certain horizon temporel. Les équations différentielles “décrivant” l’évolution du système

dépendent de xi(t − τi), avec τi ≥ 0. Dans ce cas, l’état à l’instant t est “décrit” par une fonction, notée xt,

définie sur l’intervalle [−τ, 0]. Cette fonction xt représente ainsi un état distribué et non plus localisé dans le

temps. On retrouve de tels exemples de systèmes dans une multitude de domaines (chimie, biologie, transport,

communication, mécanique, mécanique des fluides,...). Remarquons que les systèmes “à états de dimension finie”

ne sont finalement en pratique que des modèles simplifiés de systèmes à état fonctionnel.

L’analyse de la stabilité des systèmes à retards peut être menée à l’aide de techniques issues de la seconde

méthode de Lyapunov. Dans la littérature, on trouve de nombreux résultats concernant des retards constants

ou variables, simples ou multiples. La pertinence des conditions obtenues dépend du type de systèmes considéré,

du domaine d’application, mais aussi de leur conservatisme. Bien que focalisé sur l’aspect retard, l’objectif de

ce mémoire est multiple. Il s’agit principalement de :

– déterminer des lois de commande stabilisante garantissant certaines caractéristiques (bornes de retards

admissibles, performances en stabilité/stabilisation, robustesse) ;

– déduire également des techniques de reconstruction d’état (avec le même type de caractéristiques) ;

– trouver des situations concrètes dans lesquelles ces méthodes montrent leur intérêt ;

– contribuer à la réduction du conservatisme des théorèmes et à les utiliser pour résoudre des problèmes

expérimentaux.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à la présentation de bases théoriques sur les systèmes à

retards. On y présentera les principaux outils pour l’étude de la stabilité ou de la stabilisation asymptotique

basés sur les extensions aux systèmes à retards de la théorie des fonctions de Lyapunov.

Le deuxième chapitre traite du problème théorique de la stabilité et de la stabilisation exponentielles des

systèmes linéaires à retards. Nous présenterons diverses méthodes qui assurent non seulement la convergence

mais aussi une certaine rapidité de convergence.

Le troisième chapitre porte sur l’extension des résultats proposés au chapitre précédent à deux classes de

systèmes non linéaires à retards. En particulier, on considérera les deux problèmes pratiques de l’incertitude

provenant de l’identification de paramètres et la saturation de commande.

Dans le quatrième chapitre, on procède à l’étude des systèmes continus à commande échantillonnée. Une

approche par retard variable est proposée qui permet d’utiliser les approches classiques des systèmes à re-

tards au cas des systèmes échantillonnés. L’objectif pratique de ce chapitre est d’étudier qualitativement et

quantitativement l’effet de la période d’échantillonnage sur le comportement asymptotique des solutions.
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Le cinquième chapitre concerne l’observation des systèmes à retards. Nous présentons des résultats concer-

nant le cas, fréquent dans la littérature, de retards connus mais aussi le cas, plus délicat, des retards inconnus.

Le dernier chapitre présente quelques problèmes expérimentaux pour lesquels les résultats théoriques présentés

tout au long de ce mémoire trouvent finalement leur justification. En effet les retards ou les échantillonnages

apparaissent fréquemment sur des plates-formes expérimentales. Nous nous pencherons particulièrement sur le

problème de la commande d’un robot à distance et à travers un réseau internet , celui de la commande d’un

pendule 2D dont les informations de sortie proviennent d’un capteur visuel induisant un retard et un phénomène

d’échantillonnage et à la synthèse d’une loi de commande qui stabilise un pendule inversée malgré la présence

d’un retard variable en entrée.
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Chapitre 1

Stabilité des systèmes à retards

1.1 Introduction

Les phénomènes de retard apparaissent naturellement dans la modélisation de nombreux processus physiques.

La biologie, l’écologie, les sciences de l’ingénieur ou les télécommunications sont des domaines où interviennent

des équations différentielles dont l’évolution dépend non seulement de la valeur de leurs variables à l’instant

présent t, mais aussi d’une partie de leur “histoire”, c’est-à-dire des valeurs à un instant t′ < t. Ces équations

différentielles sont ainsi dites “héréditaires” ou “à arguments (ici temporels) différés” ou plus simplement ”à

retard”.

En sciences de l’ingénieur, on constate que la plupart des commandes actuellement implantées le sont sur des

calculateurs numériques. Par conséquent, même si un processus à réguler ne contient pas de retard intrinsèque,

bien souvent des retards apparaissent dans la boucle de commande par l’intermédiaire des temps de réaction des

capteurs ou des actionneurs (1), des temps de transmissions des informations (2) ou des temps de calculs (3). La

Figure 1.1 permet de localiser les lieux où apparaissent ces retards. Ces retards peuvent quelquefois être négligés,

mais lorsque leur taille devient significative au regard des performances temporelles du système (dynamiques

en boucles ouverte et fermée) il n’est plus possible de les ignorer. On retrouve ici la problématique classique

de la “dynamique des actionneurs”, mais avec une complexité supplémentaire provenant, nous le verrons, de la

nature des équations des systèmes héréditaires.

 

( 3 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 1 ) 

 

Actionneur 
 

 

Processus 
 

 

Capteur 
 

 

Commande 
 

Retard 

( 1 ) 

Fig. 1.1 – Illustration de la provenance des retards dans une boucle de contrôle.
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Par ailleurs, les commandes implantées ne peuvent être vues comme des fonctions continues du temps du fait

que le calculateur travaille avec une fréquence limitée. Le temps d’échantillonnage correspond ainsi au temps

nécessaire aux calculateurs et aux convertisseurs analogique-numérique pour passer d’une valeur à la suivante.

L’impact des périodes d’échantillonnage sur les performances d’un processus doit également être évalué. De plus

la périodicité de l’échantillonnage n’est qu’une première approximation, qui ne peut pas être fondée dans le cas

d’un processus à dynamiques rapides commandé par un système temps réel. Dans ce cas, l’ordonnancement des

tâches peut aussi créer des variations de cadence non négligeables. Ici encore, une garantie des performances est

souhaitable. Nous aborderons ce point au Chapitre 4.

Exemple d’un processus commandé par retour visuel

Considérons un premier exemple de système où le retard apparâıt dans la boucle de commande. Le dévelop-

pement des technologies dans le domaine de l’imagerie a motivé l’utilisation de caméras comme capteurs ([83],

Chapitre 1). La Figure 1.2 est un exemple de plateforme expérimentale disponible au LAGIS [19], [20].

 

Caméra PC 

Moteurs électriques 

Fig. 1.2 – Système à retour visuel

Il s’agit d’un pendule inversé dont le point bas se déplace sur le plan horizontal. Sur le point haut de la barre

du pendule sont disposés des émetteurs reconnus par la caméra. Dans une première phase, les informations

échantillonnées issues du capteur caméra doivent être interprétées et modifiées en vue de délivrer des données

utilisables par le contrôleur. Cette opération nécessite des temps de calcul non négligeables qui introduisent des

retards dans la boucle de commande. La Figure 1.3a présente une modélisation de cette partie. La Figure 1.3b

montre la différence entre la sortie réelle mais indisponible y et la sortie retardée et échantillonnée z.

Il est évident que l’utilisation de la sortie z peut poser des problèmes dans le calcul de la commande. On

en déduit la nécessité de l’analyse de ces systèmes et de trouver des solutions garantissant un meilleur contrôle.

Nous reviendrons sur cet exemple dans le Chapitre 6 où une solution a été développé en collaboration avec A.

Chamroo [20].

Exemple d’un système commandé à travers un réseau de communication

Dans un autre registre, le contrôle à distance est un moyen de réaliser sans danger des tâches en envi-

ronnement hostile (déminage, dépollution par exemple), d’admettre des utilisateurs délocalisés (enseignement,

chirurgie...) ou encore de faire collaborer plusieurs applications d’un système informatique distribué. Bien-sur, le
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Sortie disponible 

(te) 

y 

(non disponible) 

uBxAx ..' +=  

xCy .=  

u 

Capteur 

z
etN .  Retard 

Moteur 

(a) 

(b) 

Fig. 1.3 – Sortie du pendule 2D [19]

transfert informatique des données (capteurs ou commande) par le réseau nécessite l’échantillonnage des sorties

capteur et des commandes générées. Il faut ajouter à cela l’apparition de retards intervenant dans une ligne

de communication [14], [107], [134] et [135]. Dans des communications à travers un réseau internet, ces retards

sont généralement variables et constituent un facteur non négligeable de dégradation des performances.

Le nombre croissant d’articles concernant la commande de systèmes en réseau (“Networked Control System-

s”) montre l’intérêt porté à ce domaine1. Cette problématique pose des problèmes dans l’analyse de la stabilité

d’un système tel que le système Mâıtre-Esclave présenté Figure 1.4. C’est pourquoi le problème de la commande

à distance constitue un enjeu actuel de l’automatique des systèmes à retards. Il sera également l’objet d’une

étude au Chapitre 6.

 

 

EEssccllaavvee  
 

RRéésseeaauu  iinntteerrnneett  

Echantillonnage 

  
  

MMaaiittrree  
Echantillonnage 

Fig. 1.4 – Système commandé à distance

Ce mémoire concerne la stabilité, la commande et l’observation des systèmes à retards ainsi que quelques

unes des applications qui en découlent. La suite de ce premier chapitre s’articule en deux parties visant à situer

nos travaux fondamentaux dans un cadre relativement général.

La partie 1.2 est consacrée à la modélisation. Nous y présenterons les différentes classes de systèmes et de

retards que l’on rencontre dans la littérature.

1On pourra consulter à ce sujet les chapitres d’introduction de [153]
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La partie 1.3 concerne les approches de type Lyapunov et rappelle quelques résultats concernant la stabilité

des systèmes à retards. Ces méthodes récentes permettent de réduire le conservatisme inhérent à cette approche

(conditions suffisantes et non nécessaires) et de prendre aussi en compte le fait que le retard est une fonction

variant dans le temps.

1.2 Modélisation des systèmes à retards

Dans cette partie, nous allons présenter les différents types de systèmes à retards rencontrés dans la

littérature. Nous n’exposerons pas le problème de Cauchy associé aux différents classes de systèmes, initialement

étudié par Mishkis [108]. Le lecteur se référera aux ouvrages [10], [85] ou [126] sur les conditions d’existence et

d’unicité des solutions.

1.2.1 Les systèmes de type retardé

Comme nous l’avons dit, les systèmes retardés sont des systèmes dynamiques régis par des équations

différentielles fonctionnelles portant à la fois sur des valeurs présentes et passées du temps. Si nous suppo-

sons que la dérivée du vecteur d’état peut être explicitée à chaque instant t, de tels systèmes sont régis par des

équations différentielles de la forme :




ẋ(t) = f(t, xt, ut),

xt0 = φ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0],

ut0 = ζ(θ) pour θ ∈ [t0 − τ, t0],

(1.2.1)

où τ > 0 et les fonctions xt et ut sont définies par (notation de Shimanov, [137]) :

xt :

{
[−τ, 0] → Rn,

θ 7→ xt(θ) = x(t + θ),
(1.2.2)

ut :

{
[−τ, 0] → Rn,

θ 7→ ut(θ) = u(t + θ).
(1.2.3)

Nous noterons par la suite C = C0([−τ, 0],Rn) l’ensemble des fonctions continues de [−τ, 0] dans Rn.

La fonction xt ∈ C représente l’état du système à l’instant t, ut est l’entrée (commande et perturbations2) du

système. Les conditions initiales φ et ζ à l’instant t0 sont des fonctions de [t0 − τ, t0] vers Rn et supposées

continues par morceaux.

Les systèmes héréditaires appartiennent donc à la classe des systèmes de dimension infinie ou systèmes

fonctionnels.

1.2.2 Systèmes de type neutre

Les systèmes neutres sont aussi des systèmes héréditaires. La différence avec le cas des systèmes retardés

vient des arguments du champ de vecteur f , qui, cette fois-ci, font aussi intervenir la dérivée de l’état xt et, par

conséquent, des dérivées retardées de x(t). On les représente alors par des équations différentielles de la forme :

2Les perturbations peuvent aussi être modélisées par la présence du premier argument de la fonction f , sous forme d’un système

non stationnaire.
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



ẋ(t) = f(t, xt, ẋt, ut),

xt0 = φ(θ) pour θ ∈ [−τ, 0],

ut0 = ζ(θ) pour θ ∈ [−τ, 0].

(1.2.4)

La présence de l’argument ẋt rend l’analyse de ces systèmes plus complexe. Une autre formulation possible

est celle définie par Hale et Lunel [73] :
{

Fxt

dt = f(t, xt, ut), (1.2.5)

où F : C → Rn est un opérateur régulier. On peut citer le cas particulier linéaire qui s’écrit :

Fxt = x(t)−Dx(t− g), (1.2.6)

où D est une matrice constante et g > 0 un retard.

La stabilité d’un tel système nécessite que l’opérateur F vérifie des conditions restrictives du fait de l’équation

aux différences par rapport à ẋ(t), soit Fxt = 0 [85][108]). Pour reprendre l’exemple de l’opérateur linéaire

(1.2.6), il est nécessaire que les valeurs propres de la matrice D soient incluses à l’intérieur du cercle unité

(critère de Schur-Cohn, critère de Jury [111],[125]) pour obtenir des propriétés de convergence de (1.2.5).

1.2.3 Modèles linéaires invariants à retards discrets

Les retards discrets correspondent au cas où le support de xt et ut a une mesure nulle et peut se réduire

à un nombre fini de point. Dans le cas des systèmes linéaires invariants (en anglais “Linear Time-Invariant”,

LTI), les équations différentielles à retards discrets sont de la forme :
{

ẋ(t) =
∑q

i=1 Dlẋ(t− ωl) +
∑r

j=0(Ajx(t− τj) + Bju(t− τj)),

y(t) =
∑r

j=0 Cjx(t− τj),
(1.2.7)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp représentent respectivement le “vecteur d’état instantané” [87], le vecteur de

commande et le vecteur de sortie du système, τ0 = 0 et les matrices d’état Ai ∈ Rn×n, de commande Bi ∈ Rn×m,

des termes neutres Di ∈ Rn×n et de sortie Ci ∈ Rp×n sont des matrices constantes. Les retards τj > 0 et ωi > 0,

bien que pouvant éventuellement varier3 dans le temps, sont des retards discrets (ou “ponctuels”) en ce sens

que le système différentiel (1.2.7) ne nécessite, pour le calcul de ẋ(t) à l’instant t, qu’une information discrète

sur l’état fonctionnel xt et de sa dérivée, dans le cas neutre.

Remarque 1.2.1 Le retard peut intervenir d’une autre manière dans les équations d’états. On mentionne les

retards distribués qui font intervenir dans le système d’équation (1.2.7) des termes de la forme
∫ t

t−σ
G(θ)x(θ)dθ.

Dans ce mémoire, l’analyse de ces retards ne sera pas abordée. On pourra par exemple se référer à [111]

pour quelques critères concernant les systèmes à retards distribués et à [153] pour leur application en tant que

prédicteurs.

Dans le cas “simplement” retardé, le système (1.2.7) s’écrit :
{

ẋ(t) =
∑r

i=0(Aix(t− τi) + Biu(t− τi)),

y(t) =
∑r

i=0 Cix(t− τi).
(1.2.8)

3Si le retard varie, le système n’est plus à proprement parler “invariant” (LTI) mais nous avons préféré cet abus de langage à

une appellation plus lourde comme “systèmes linéaires à gains constants et à retards variables”
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1.2.4 Modèles non linéaires, non stationnaires

Afin de se rapprocher du comportement des processus réels, il nous parait intéressant de proposer des modèles

dont les paramètres peuvent varier au cours du temps et avec l’état. Les modèles non linéaires autorisent un

plus grand domaine d’analyse puisque leur validité ne se réduit pas à un voisinage du point d’équilibre ou de la

trajectoire de référence. Ils permettent, après transformations, de considérer des fonctionnements plus globaux.

La différence avec les systèmes linéaires est que les matrices Ai, Bi et Ci deviennent des fonctions du

temps et/ou de l’état et généralement continues (ou continues par morceaux) en leurs arguments. Les équations

définissant ces modèles, dans le cas d’un retard simple (c’est-à-dire r = 1) sur l’état et sur l’entrée, se présentent

de la manière suivante [69] :
{

ẋ(t) = A(t, xt)x(t) + B(t, xt)u(t)) + Aτ (t, xt)x(t− τ) + Bτ (t, xt)u(t− τ)),

y(t) = C(t, xt)x(t),
(1.2.9)

Afin de faciliter l’étude de ces systèmes, nous utiliserons deux modélisations sensiblement différentes. La

première est la modélisation polytopique. Elle consiste à exprimer les fonctions matricielles comme une somme

pondérée de matrices constantes. La seconde est la modélisation par systèmes à paramètres incertains.

Les modèles polytopiques

La modélisation polytopique [140] transforme un système de la forme (1.2.9) en un système multimodèle,

c’est-à-dire une somme de modèles linéaires pondérés de façon non constante [140]. Ceci s’exprime de la manière

suivante [69] :

{
ẋ(t) =

∑r
i=0 λi(t, xt) {Aix(t) + Biu(t)) + Aτ,ix(t− τ) + Bτ,iu(t− τ))} ,

y(t) =
∑r

i=0 λ(t, xt) {Cix(t)} ,
(1.2.10)

où les fonctions scalaires λi(t, xt), pour i = 1, .., r, sont des fonctions de pondération vérifiant les conditions de

convexité :
∑r

i=0 λi(t, xt) = 1 et ∀i = 1, .., r, λi(t, xt) ≥ 0. (1.2.11)

Si les fonctions matricielles A(t, xt), Aτ (t, xt), B(t, xt), Bτ (t, xt) sont continues, les fonctions λi(t, xt) le

sont elles aussi. Par la suite, l’objectif sera de faire ressortir des propriétés communes à tous les sous-modèles

linéaires4 pour en déduire celles du système (1.2.10). Cette modélisation va notamment permettre d’élaborer

des conditions de stabilité exponentielle pour les systèmes à retards variables.

Les modèles à paramètres incertains bornés en norme

La modélisation par paramètres incertains considère que chaque fonction matricielle définissant le système

(1.2.9) est la somme d’une matrice constante représentant le comportement nominal et d’une matrice dépendant

de t et de xt représentant les perturbations par rapport au système nominal. Il s’exprime alors de la manière

suivante :





ẋ(t) = (A + ∆A(t, xt))x(t) + (Aτ + ∆Aτ (t, xt))x(t− τ)

+(B + ∆B(t, xt))u(t)) + (Bτ + ∆Bτ (t, xt))u(t− τ)),

y(t) = (C + ∆C(t, xt))x(t),

(1.2.12)

4Le sous-modèle Si correspond au cas λi = 1
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où les matrices A, Aτ , B, Bτ et C sont des matrices constantes de dimension appropriée. Les matrices

représentant les perturbations sont généralement présentées sous la forme [69] :

∆A(t, xt) = G∆(t, xt)D, ∆Aτ (t, xt) = Gτ∆(t, xt)Dτ ,

∆B(t, xt) = H∆(t, xt)E, ∆Bτ (t, xt) = Hτ∆(t, xt)Eτ ,

∆B(t, xt) = J∆(t, xt)F,

(1.2.13)

où ∆(t, xt) est une matrice qui vérifie :

∀t, ∆T (t, xt)∆(t, xt) ≤ In. (1.2.14)

Les amplitudes de variation des coefficients de perturbations sont ainsi reportées dans les matrices (G,D),

(Gτ , Dτ ), (H,E), (Hτ , Eτ ), (J, F ). Cette représentation est généralement utilisée dans le problème de la synthèse

de lois de commande [35]. Elle permet en effet de caractériser la robustesse par rapport à des incertitudes

paramétriques. De plus, cette modélisation sera elle-aussi utile pour établir d’autres conditions de stabilité

exponentielle pour les systèmes à retards variables.

1.2.5 Modèles de retards

Dans cette partie, nous présenterons succinctement les différents modèles de retards discrets que l’on ren-

contre dans la littérature.

a) Retards constants : Les premières études sur la stabilité des systèmes à retards concernaient principale-

ment des retards constants. On compte de nombreux critères fréquentiel [24], LMI [69], [111] développés

pour des retards constants connus ou inconnus (à borne connue ou non). Depuis le milieu des 90, différentes

conditions, présentées sous forme LMI, de stabilité robuste de systèmes linéaires à retards constants mais

incertains ont été développées [86],[92] et [111]. Dans la plupart des cas réellement rencontrés, seule une

partie récente du passé exerce une influence sur le comportement du système. On parle alors d’équations

à retards majorés ou bornés s’il existe un nombre réel τ > 0 tel que dans les équations (1.2.1) et (1.2.4)

les fonctionnelles xt et ẋt sont définies sur l’intervalle [−τ, 0].

b) Retards variables majorés : Comme la constance du retard est une hypothèse rarement vérifiée dans la

réalité (communications internet [99] et modèles de vannes [4] pour ne citer que deux exemples), le cas

des retards variables (connus ou inconnus) a fait lui aussi l’objet de nombreuses recherches. On définit les

retards majorés pour lesquels il existe un réel connu τ2 > 0 tel que [79] :

0 ≤ τ(t) ≤ τ2. (1.2.15)

Certains auteurs rajoutent des conditions de régularité sur ces fonctions de retards, comme nous le verrons

dans cette description.

c) Retards variables bornés : Une grande partie des résultats existant supposent que les retards varient

dans un intervalle [0, τ2]. Or les retards apparaissant dans des processus réels sont le plus souvent dus à

des phénomènes de transfert d’information ou de matière. Le fait d’autoriser le retard à prendre la valeur

0 revient à supposer qu’à un moment ce transfert se fait de manière instantanée. Dans ce contexte et à

condition bien sûr que cela conduise à des critères moins restrictifs, il parait intéressant de se donner une

borne inférieure du retard pour ensuite se donner les moyens de mesurer son impact sur la stabilité du
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système. On définit alors les retards bornés, les retards τ(t) pour lesquels il existe deux réels τ1 et τ2 tels

que :

0 < τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2. (1.2.16)

Ce n’est que récemment que des chercheurs ont obtenus des solutions à ce problème [49], [54], [80]. La

méthode proposée dans ces articles est identique. Elle consiste à transformer le retard τ(t) en une somme de

deux retards. Le premier peut être assimilé à un retard nominal et le second comme étant une perturbation

bornée par rapport au retard nominal.

d) Retards variables avec contrainte sur la dérivée : De nombreux résultats nécessitent une condition

sur la dérivée de la fonction retard. On suppose alors qu’il existe un réel d tel que :

τ̇(t) ≤ d < 1. (1.2.17)

Si l’on regarde la fonction f(t) = t − τ(t), la condition précédente implique que f est une fonction

strictement croissante. Cela signifie que les informations retardées arrivent dans un ordre chronologique.

e) Retards variables continus par morceaux : Ces retards apparaissent notamment lors de l’échantillo-

nnage d’un signal. Ce cas particulier autorise notamment la dérivée du retard à prendre la valeur 1 :

(critique au vu de la contrainte précédente).

τ̇(t) ≤ 1. (1.2.18)

Ce cas sera traité dans le Chapitre 4.

Généralement, les contraintes faites sur les retards sont des combinaison des différents modèles présentés.

On trouve dans la littérature des résultats qui allient

Dans ce mémoire, on évitera le plus souvent possible la contrainte d). Généralement notre travail s’adressera

aux cas alliant b), c) et e)

1.3 Stabilité des systèmes à retards par la seconde méthode de Lya-

punov

Dans cette partie, nous allons rappeler quelques résultats concernant la stabilité asymptotique des systèmes

à retards en se focalisant sur l’approche temporelle liée à la seconde méthode de Lyapunov.

1.3.1 Seconde méthode de Lyapunov

Considérons le système suivant :

ẋ(t) = f(t, x(t), xt),

xt0(θ) = φ(θ), pour θ ∈ [−τ, 0],
(1.3.1)

dont nous supposerons qu’il admet une solution unique et un état d’équilibre xt = 0 (si le système admet un

autre point d’équilibre, nous pouvons nous ramener par un changement de variables).

La seconde méthode de Lyapunov repose sur l’existence d’une fonction V définie positive telle que le long

des trajectoires de (1.3.1), on ait dV
dt < 0, si x 6= 0. Cette méthode directe n’est valable que pour une classe
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restreinte de systèmes héréditaires car dV
dt dépend des valeurs passées xt. Elle est donc très difficile à appliquer

dans le cas général des systèmes à retards. Deux extensions à la seconde méthode de Lyapunov ont alors été

développées dans le cadre des équations différentielles à retards. Dans le cas des équations ordinaires (c’est-à-dire

sans retard), la fonction V = V (t, x(t)) ne dépend que d’arguments présents. Dans le cas retardé, deux types

d’approches sont possibles : V = V (t, x(t)) ou V = V (t, xt). Le premier cas conduit à une difficulté d’analyse

liée au fait que la dérivée dépend des instants passées. Le second cas reporte cette difficulté dans la conception

de la fonction V . Ces deux approches, respectivement développées par Razumikhin et Krasovskii, vont être

brièvement rappelées dans les deux paragraphes suivants.

1.3.2 Approche par fonctions de Razumikhin

Dans cette approche, nous nous placerons dans Rn en considérant une fonction de Lyapunov V (t, x(t))

classiques pour les équations différentielles ordinaires. Toutefois le théorème suivant montre qu’il est inutile de

vérifier que V̇ (t, x(t)) ≤ 0 le long de toutes les trajectoires du système. Effectivement, ce test peut se restreindre

aux solutions qui ont tendance à quitter un voisinage de V (t, x(t)) ≤ c du point d’équilibre.

Théorème 1.3.1 [85] Soient u, v et w : R+ → R+ des fonctions croissantes, telles que u(θ) et v(θ) soient

strictement positives pour tout θ > 0. Supposons que le champ de vecteur f de (1.3.1) est borné pour des valeurs

bornées de ses arguments.

S’il existe une fonction continue V : R× Rn → R+ telle que :

a) u(‖φ(0)‖) ≤ V (t, φ) ≤ v(‖φ‖),
b) V̇ (t, φ) ≤ −w(‖φ(0)‖) pour toutes les trajectoires de (1.3.1) vérifiant :

V (t + θ, φ(t + θ)) ≤ V (t, φ(t)), ∀θ ∈ [−τ, 0], (1.3.2)

alors la solution nulle de (1.3.1) est uniformément stable.

De plus si w(θ) > 0 pour tout θ > 0 et s’il existe une fonction p : R+ → R+ strictement croissante avec

p(θ) > θ pour tout θ > 0 telle que :

i) u(‖φ(0)‖) ≤ V (t, φ) ≤ v(‖φ‖),
ii) V̇ (t, φ) ≤ −w(‖φ(0)‖), pour toutes les trajectoires de (1.3.1) vérifiant :

V (t + θ, x(t + θ)) ≤ p(V (t, x(t))), ∀θ ∈ [−τ, 0], (1.3.3)

alors une telle fonction V est appelée fonction de Lyapunov-Razumikhin et la solution nulle de (1.3.1) est

uniformément asymptotiquement stable.

Dans la pratique, les fonctions p les plus souvent utilisées sont celles de la forme p = qθ où q est une constante

strictement supérieure à 1. de plus les fonctions de Lyapunov recherchées dans l’approche de Razumikhin sont

souvent des fonctions quadratiques de la forme :

V (t) = xT Px(t), (1.3.4)

où P est une matrice symétrique définie positive. L’équation (1.3.3) devient la plupart du temps :

xT (t + θ)Px(t + θ) ≤ qxT (t)Px(t), ∀θ ∈ [−τ, 0], et q > 1. (1.3.5)
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Ainsi dans l’approche de Lyapunov-Razumikhin, la négativité n’est requise que pour les trajectoires qui, à

l’instant t, appartiennent à un certain espace défini par l’évolution du système sur l’intervalle [t− τ, t].

Même si l’approche Lyapunov-Razumikhin conduit généralement à des résultats plus conservatifs que ceux

tirés de l’approche de Lyapunov-Krasovskii, présentée au paragraphe suivant, elle permet de prendre en compte

des retards variables sans restriction sur la dérivée du retard (1.2.17). Il a par ailleurs été montré que, pour

des retards constants, l’existence d’une fonction de Lyapunov-Razumikhin entrâıne celle d’une fonctionnelle

de Lyapunov-Krasovskii [34]. Cependant, dans la littérature, la stabilité des systèmes à retards fait plus

généralement appel à des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii.

1.3.3 Approche par fonctionnelles de Krasovskii

La méthode de Krasovskii est une extension de la seconde méthode de Lyapunov pour les équations

différentielles fonctionnelles. Elle consiste à rechercher des fonctionnelles V(t, xt) qui décroissent le long des

solutions de (1.3.1).

Théorème 1.3.2 [85] Soient u, v, w : R+ → R+ des fonctions continues croissantes ; u(θ) et v(θ) sont

strictement positives pour θ > 0 et u(0) = v(0) = 0. Supposons que le champ de vecteur f de (1.3.1) soit borné

pour des valeurs bornées de ses arguments.

S’il existe une fonctionnelle continue V : R× C → R+ telle que :

a) u(‖φ(0)‖) ≤ V(t, φ) ≤ v(‖φ‖),
b) V̇(t, φ) ≤ −w(‖φ(0)‖) pour tout t ≥ t0 le long des trajectoires de (1.3.1),

alors la solution nulle de (1.3.1) est uniformément stable. Si de plus w(θ) > 0 pour tout θ > 0, alors la solution

nulle de (1.3.1) est uniformément asymptotiquement stable.

Si V vérifie plutôt les conditions :

i) u(‖φ(0)‖) ≤ V(t, φ) ≤ v(‖φ‖),
ii) V̇(t, φ) ≤ −w(‖φ(0)‖), pour tout t ≥ t0 et w(θ) > 0 pour tout θ > 0,

iii) V est lipschitzienne par rapport à son second argument,

alors la solution nulle de (1.3.1) est exponentiellement stable.

V̇(t, φ) est ici une dérivée au sens de Dini, V̇(t, φ) = limε→0+ sup V(t+ε,xt+ε)−V(t,xt)
ε .

Une telle fonctionnelle V est appelée fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii.

L’idée principale de ce théorème est donc de déterminer une fonctionnelle V définie positive dont la dérivée

le long des trajectoires de (1.3.1) est définie négative. Le principal problème dans l’application de ce théorème

est la conception, lorsqu’elle existe, de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii V. Les fonctionnelles recherchée

sont généralement de la forme suivante ([88], section 2.2.2) :

V(t, φ) = φT (0)P (t)φ(0) + φT (0)
(∫ 0

−τ
Q(t, σ)φ(σ)dσ

)
+

(∫ 0

−τ
φT (σ)QT (t, σ)dσ

)
φ(0)

+
∫ 0

−τ

∫ 0

−τ
φT (σR(t, σ, ρ)φ(ρ)dσdρ +

∫ 0

−τ
φT (ζ)S(ζ)φ(ζ)dζ,

(1.3.6)

où P , Q, R et S sont des matrices carrées de dimension n× n. P (t) et S(ζ) sont symétriques définies positives.

R vérifie R(t, σ, ρ) = RT (t, ρ, σ). On suppose que chacun des éléments de ces matrices est borné et admet une

dérivée continue par morceaux et bornée.
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Dans la pratique, la recherche de ces fonctions pose des problèmes difficiles à résoudre. On préfère se res-

treindre aux fonctionnelles dont les fonctions matricielles P, Q et R sont des matrices constantes. On se propose

alors de trouver une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii de la forme :

V(t, φ) = φT (0)Pφ(0) +
∫ 0

−τ
φT (σ)Sφ(σ)dσ + φT (0)

∫ 0

−τ
Qφ(σ)dσ

+
∫ 0

−τ

∫ 0

−τ
φT (σ)Rφ(ρ)dσdρ,

(1.3.7)

où les matrices P , Q, R et S sont symétriques définies positives.

Remarque 1.3.3 Des récents travaux [54], [50], [68], [69] ont permis de réduire le conservatisme relatif au

choix des matrices P, Q et R constantes. La méthode consiste à définir des fonctions matricielles continues par

morceaux .

Tout au long de ce mémoire, les problèmes qui seront résolus feront intervenir une fonctionnelle de la forme

(1.3.7) pour des systèmes de la forme (1.2.7), (1.2.10) et (1.2.12).

1.3.4 Extensions des théorèmes de Lyapunov

Les deux approches temporelles basées sur le second théorème de Lyapunov, combinées avec des méthodes

d’optimisation convexe appelées inégalités matricielles linéaires (voir les ouvrages généraux [13],[63] et l’annexe

A), permettent d’établir des critères systématiques de stabilité et de stabilisation pour les systèmes à retard.

De nombreuses applications et extensions ont été proposées :

– Les problèmes de la stabilité et de la stabilisation robuste vis-à-vis d’incertidudes paramétriques sur le

modèles peuvent être traités d’une manière analogue en utilisant des systèmes de la forme (1.2.10) ou

(1.2.12).

– Le cas de la commande H∞, quelquefois traité en fréquentiel [151], peut être aussi étudié dans un cadre

temporel. Une loi de commande est construite pour assurer la stabilité robuste avec un certain taux

d’atténuation des perturbations exogènes [56], [91], [92].

– La finesse de ces critères est largement dépendante du choix des fonctions, des fonctionnelles de Lyapunov

ou des diverses méthodes de majoration conduisant à des LMI.

– La stabilisation à coût garanti.

– La stabilisation en temps fini [106].

– La stabilité entrée-état (ISS) [157], [69].

1.3.5 Deux transformations sur le modèle

Il est bien évident que notre objectif n’est pas de présenter une liste exhaustive de critères de stabilité et de

stabilisation de systèmes à retards. Cependant, nous présenterons dans la suite de ce chapitre, quelques critères

de stabilité asymptotique et quelques techniques qui auront retenu notre attention.

Nous rappellerons des conditions permettant de caractériser la stabilité asymptotique du système suivant :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ(t)),

x(θ) = φ(θ), ∀θ ∈ [τ2, 0].
(1.3.8)

Dans (1.3.8), le retard τ(t) sera considéré comme constant, puis variant dans le temps majoré et enfin borné.

Les critères que nous exposerons utilisent l’outil LMI.
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Modèle descripteur

La “modélisation descripteur” (en anglais “descriptor form”) est une technique développée en 2001 par E.

Fridman [47], [56], [57]. L’idée consiste à réécrire le système (1.3.8) de la manière suivante :
{

ẋ(t) = z(t),

0× ż(t) = −z(t) + Ax(t) + Aτ (t, xt)x(t− τ(t)).
(1.3.9)

En considérant maintenant la variable élargie x̄(t) = col{x(t), z(t)}, on remarque que cette transformation

augmente la dimension du système étudiées sans rajouter de dynamiques additionnelles. .

Ensuite, en utilisant une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii adaptée, on montre la stabilité asympto-

tique du système décrit par l’équation (1.3.9) qui est équivalente à celle décrite par l’équation (1.3.8). Pour le

cas des systèmes à retards constants, la modélisation descripteur conduit aux conditions de stabilité asympto-

tique que nous rappellerons dans le lemme 1.3.4. Nous présenterons alors les avantages sur l’intérêt d’une telle

transformation dans la section suivante.

Transformation de Leibniz

Cette transformation [66], [67] est très utile dans la construction de critères de stabilité dépendent du retard.

Elle permet d’écrire le système (1.3.8) comme un système à retard distribué :

x(t− τ(t)) = x(t)−
∫ t

t−τ(t)

ẋ(s)ds. (1.3.10)

La dérivée ẋ peut ensuite être exprimée selon (1.3.8) et ce genre de transformations peut conduire à des

modifications importantes du système. Il est nécessaire de s’assurer de sa bonne utilisation. Par exemple, si

l’on remplace ẋ(s) dans (1.3.10) par son expression dans (1.3.8), on introduit des dynamiques additionnelles

[70][71] et on transforme le système initial soumis à un retard variant dans [−τ2, 0] à un nouveau système

soumis à un retard variant dans [−2τ2, 0]. La définition des conditions initiales étant différente, il faut s’assurer

de la justification de cette modification. Pour plus de détails, on se référera à [111]. D’autre part, même si de

nombreux efforts ont été menés pour étudier le conservatisme introduit lors des calculs [127], [160], les théorèmes

rencontrés peuvent être conservatifs.

1.3.6 Stabilité asymptotique des systèmes à retards majorés

Lemme 1.3.4 [57] Le système (1.3.8) est asymptotiquement stable pour tout retard τ constant inférieur à τ2,

s’il existe des matrices de dimension n×n, symétriques définies positives P1, S et R, et des matrices de dimension

n×n, P2, P3, Y1, Y2, Z1, Z2 et Z3 telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites :



Ψ1 PT

[
0

A1

]
− Y T

1

∗ −S1


 < 0,

[
R Y

∗ Z

]
≥ 0, (1.3.11)

où les matrices Y , Z et Ψ1 sont données par :

Ψ1 = PT

[
0 In

A0 −In

]
+

[
0 In

A0 −In

]T

P + τ2Z +

[
S 0

0 τ2R

]
+

[
Y

0

]
+

[
Y

0

]T

,

Y = [Y1 Y2], Z =

[
Z1 Z2

ZT
2 Z3

]
.

(1.3.12)
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Démonstration. La démonstration utilise une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii de la forme :

V (t) = x̄T (t)EPx̄(t) +
∫ t

t−τ2
xT (s)Sx(s)ds +

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
zT (s)Rz(s)dsdθ, (1.3.13)

où E =

[
In 0

0 0

]
et où le vecteur x̄(t) est donné par col{x(t), z(t)}. Pour plus de détails, nous invitons le

lecteur à se référer à [57].

Dans le cas de systèmes à retards variables, on introduit la condition supplémentaire τ̇(t) ≤ d < 1. On

obtient alors le lemme suivant :

Lemme 1.3.5 [57] Le système (1.3.8) est asymptotiquement stable pour tout retard variable vérifiant τ(t) ≤ τ2

et τ̇(t) ≤ d < 1, s’il existe des matrices de dimension n×n, symétriques définies positives P1, S et R, et

des matrices de dimension n×n, P2, P3, Y1, Y2, Z1, Z2 et Z3 telles que les conditions LMI suivantes soient

satisfaites : 


Ψ1 PT

[
0

A1

]
− Y T

1

∗ −(1− d)S1


 < 0,

[
R Y

∗ Z

]
≥ 0, (1.3.14)

où les matrices Y , Z et Ψ1 sont données par (1.3.12).

Il est possible de réduire le conservatisme des conditions de stabilité asymptotique et aussi d’éliminer la

condition sur la dérivée du retard τ̇(t) ≤ d < 1. Ceci sera illustré dans le paragraphe suivant.

1.3.7 Stabilité asymptotique des systèmes à retards bornés

Considérons le système neutre à retard :

ẋ(t)− Fẋ(t− g(t)) = A0x(t) + A1x(t− τ1(t)) + BKx(t− τ2(t)),

τi(t) ∈ [δi − µi, δi + µi].
(1.3.15)

où les retards τi sont de la forme τi(t) = δi + ηi(t), pour i = 1, 2 avec |ηi(t)| ≤ µi. Les retards constants δi sont

les valeurs nominales des retards τi. Les fonctions ηi(t) représentent des perturbations bornées autour du retard

nominal. Le retard g(t) du terme neutre satisfait à la condition ġ(t) ≤ d0 < 1.

Lemme 1.3.6 [49] Pour une matrice K donnée et sous reserve que la matrice F ait tous les modules de ses

valeurs propres strictement inférieurs à 1, le système (1.3.15) est asymptotiquement stable pour tous retards τi(t)

variant dans l’intervalle [δi − µi, δi + µi], s’il existe des matrices symétriques définies positives, de dimension

n×n, P1, Si, U , Ri et Ria et des matrices de dimension n×n, P2, P3, Yi1, Yi2, Zi1, Zi2 et Zi3, pour i = 1, 2,

telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites :



Ψ2 PT

[
0

A1

]
− Y T

1 PT

[
0

BK

]
− Y T

2 PT

[
0

F

]
µ1P

T

[
0

A1

]
µ2P

T

[
0

BK

]

∗ −S1 0 0 0 0

∗ ∗ −S2 0 0 0

∗ ∗ ∗ −(1− d0)U 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −µ1R1a 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −µ2R2a




< 0,

(1.3.16)
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[
Ri Yi

∗ Zi

]
≥ 0, i = 1, 2, (1.3.17)

où les matrices Yi, Zi et Ψ2 sont données par :

Ψ2 = Ψn +

[
0 0

0
∑2

i=1 2µiRia

]
,

Ψn = PT

[
0 In

A0 −In

]
+

[
0 In

A0 −In

]T

P +
∑2

i=1 δiZi

+

[ ∑2
i=1 Si 0

0
∑2

i=1 δiRi + U

]
+

∑2
i=1

[
Yi

0

]
+

∑2
i=1

[
Yi

0

]T

,

Yi = [Yi1 Yi2], Zi =

[
Zi1 Zi2

∗ Zi3

]

(1.3.18)

Démonstration. La preuve de ce lemme utilise la modélisation descripteur et une fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii adaptée. Elle peut se diviser en deux parties. La première consiste à tester la stabilité asymptotique

du système soumis au retard nominal en utilisant la fonctionnelle suivante provenant du Lemme 1.3.4 :

Vn(t) = x̄T (t)EPx̄(t) +
∑2

i=1

∫ 0

−δi

∫ t

t+θ
ẋT (s)Riẋ(s)dsdθ +

∑2
i=1

∫ t

t−δi
xT (s)Six(s)ds. (1.3.19)

La seconde étape consiste à tester la robustesse de la précédente par rapport aux perturbations ηi(t) du

retard nominal. On ajoute alors la fonctionnelle suivante :

Va(t) =
∑2

i=1

∫ µi

−µi

∫ t

t+θ−δi
ẋT (s)Riaẋ(s)dsdθ. (1.3.20)

Les conditions de stabilité asymptotique du système complet sont déterminer à l’aide de la fonctionnelle :

V (t) = Vn(t) + Va(t). (1.3.21)

On remarque que dans ce lemme, les conditions sur les retards sont différentes. Les retards sur l’état sont

bornés mais ne sont soumis à aucune contrainte sur leur dérivée. En revanche, le retard du terme neutre n’est

pas majoré mais n’est soumis qu’à une contrainte classique sur la dérivée du retard. Ceci montre la diversité

des contraintes sur les retards et, par conséquent, des critères que l’on peut rencontrer dans la littérature.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le contexte des systèmes à retards. Leur apparition fréquente dans

la modélisation des phénomènes physiques a suscité l’intérêt de nombreux chercheurs. Après avoir présenté les

modèles de systèmes à retards liés à notre travail, nous avons rappelé des conditions de stabilité asymptotique

qui permettent d’en tester la convergence.

Nous pouvons remarquer que, dans le cas des retards variables, ces résultats concernent la stabilité asympto-

tique. Même si, dans le cas des systèmes linéaires à retards sans incertitudes sur les retards et sur les paramètres,

les notions de stabilité asymptotique et exponentielle sont équivalentes [87]5, dans le cas général (non linéaire,

5De plus dans ce cas, il faut remarquer que le taux de convergence exponentielle n’est pas connu a priori, même si son existence

est garantie.
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non stationnaire, retard variable) cette équivalence ne tient plus. Or l’α−stabilité (ou stabilité exponentielle à

taux α garanti) est une propriété de performance en rapidité et il convient de pouvoir l’étudier dans des cas

réalistes de fonctionnement. C’est cette lacune que nous tenterons de combler dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Stabilité exponentielle des systèmes

linéaires

2.1 Préliminaires

La plupart des résultats existants concerne la stabilité asymptotique des systèmes à retards variables ou

constants [127]. Mais il peut être plus pertinent pour des problèmes d’observations, de systèmes contrôlés à

travers un réseau ou à distance, de garantir une convergence exponentielle car elle permet d’assurer une rapidité

de convergence. Récemment, quelques auteurs se sont investis dans l’élaboration de critères garantissant une

convergence exponentielle pour les systèmes à retards [82], [98],[104], [110], [113]. Cependant ces résultats sont

bien souvent limités au cas des retards constants ou conduisent à des résultats conservatifs. Or dans la majorité

des cas, par exemple dans les lignes de communications à travers des réseaux internet, le retard ne peut être

réduit au seul cas du retard constant.

La motivation de ce chapitre qui se consacre à l’α-stabilité, la stabilité et à la stabilisation exponentielle à

taux garanti de systèmes linéaires à retards est donc claire. Les approches présentées utilisent les techniques des

fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii et le modèle descripteur qui ont été présentés dans le chapitre précédent

mais aussi dans [57], [58] pour la stabilité et la stabilisation asymptotique. L’idée principale de ce chapitre est

de réécrire le système en utilisant une nouvelle variable. Ce changement de variables ajoute des incertitudes sur

le système provenant des incertitudes sur le retard. Afin de déterminer des conditions de stabilité exponentielle,

différentes approches seront proposées. Une modélisation du système sous forme polytopique introduite dans

[130] permettra d’élaborer des premières conditions de stabilité et de stabilisation exponentielle. Ensuite une

approche par des incertitudes bornées en norme (“Norm-Bounded Uncertainties”) permettra d’obtenir d’autres

conditions de stabilité exponentielle. Ce chapitre s’organise de la manière suivante.

Une première partie concernant la stabilité exponentielle à taux de convergence garanti des systèmes linéaires

à retards constants. Elle nous permettra de situer les différentes approches existant dans la littérature. Une

seconde partie est consacrée au cas des systèmes linéaires à retards variables et majorés avec des extensions au

cas des systèmes à retards multiples et au problème de la stabilisation à coût quadratique garanti. Une troisième

partie correspond à l’étude des systèmes à retards bornés. Enfin le cas particulier des systèmes neutres à retards

constants sera le sujet de la dernière partie.

25
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Reprenons la définition de [113], pour tout α > 0, un système à retards est dit α−stable, ou “exponentielle-

ment stable et de degré de convergence α”, s’il existe un réel β ≥ 1 tel que les solutions x(t; t0, φ), pour toute

condition initiale φ, vérifient :

|x(t, t0, φ)| ≤ β|φ|e−α(t−t0). (2.1.1)

Cela revient à déterminer une enveloppe exponentielle des trajectoires d’un système.

2.2 Cas des retards constants

Cette section est consacrée à la classe des systèmes définis par des équations différentielles aux différences de

type retardé à coefficients et à retards constants. Sans perte de généralité, nous considérons le système soumis

à un seul retard suivant :

{
ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− τ),

x(s) = φ(s), ∀ s ∈ [−τ, 0],
(2.2.1)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm sont respectivement les vecteurs d’état, de commande. φ ∈ Cτ = C0([−τ2, 0],Rn) représente

la fonction des conditions initiales. Les matrices A0 et A1 sont supposées connues, constantes et de dimension

appropriée. Il est connu que, pour un tel système, les propriétés de stabilité asymptotique et exponentielle

sont équivalentes. Cependant il est souvent important en pratique de se fixer un cahier des charges. Parmi ces

spécifications, on peut se donner un degré de convergence minimal. L’idée directrice de cette partie est de savoir

si pour une valeur de α > 0, un système à retard est α−stable. Dans ce cadre, il existe différentes techniques

qui permettent de déterminer si un système à retards possède un degré de convergence α fixé a priori. Nous

donnerons dans cette section trois exemples de telles techniques.

Première technique : Théorie de Lyapunov et comparaison. L’α−stabilité du système (2.2.1 est prou-

vée s’il existe une fonctionnelle de Lyapunov V vérifiant les propriétés suivantes : Il existe des réels positifs

r, am et aM tels que :

am|φ(0)|r ≤ V (φ) ≤ aM‖φ‖r, (2.2.2)

et

V̇ (φ) ≤ rαV (φ).

En effet en appliquant le principe de comparaison, le long des trajectoires de (2.2.1), V est majorée

exponentiellement :

V (xt) ≤ V (φ)erα(t−t0).

En utilisant la condition (2.2.2), il vient

am|x(t)|r ≤ V (φ)erα(t−t0) ≤ aM‖φ‖rerα(t−t0).

On retrouve alors la condition (2.1.1) avec β = (aM/am)1/r.

Cette approche a été exploitée par [82] et [104] pour les systèmes à retards constants et les systèmes

neutres.

Deuxième technique : Méthode du changement de variable. L’idée de cette technique est de faire in-

tervenir une nouvelle variable xα(t) = x(t)eα(t−t0). L’objectif est alors de montrer que si la solution xα(t)

est asymptotiquement stable pour α fixé, alors le système est α−stable. La preuve suit les étapes suivantes :
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Si le système en xα(t) est uniformément stable alors, pour tout ε > 0 quelconque, il existe un réel δ > 0

tel que :

‖φ‖ < δ → |xα(t, φ)| < ε.

Il suffit alors d’utiliser la propriété de linéarité du système :

xα(t, φ) =
2‖φ‖

δ
xα(t, δ

φ

2‖φ‖ )

Comme δ φ
2‖φ‖ est de norme inférieure à δ, on a

|xα(t, φ)| < 2‖φ‖
δ

ε,

et donc

|x(t, φ)| < 2‖φ‖
δ

ε e−α(t−t0).

On remarque l’importance de l’uniformité de la stabilité de xα

Troisième technique : Modèle de comparaison & inégalité différentielle. [9], [24], [109] Cette technique

utilise des modèles simplifiés auxquels seront comparés les performances du système à étudier. Elle requière

les notions de mesures et de normes de matrices.

Dans la suite de ce mémoire nous utiliserons la méthode du changement de variables pour obtenir des

propriété d’α−stabilité. Ainsi en utilisant le changement de variable xα(t) = x(t)eαt, le système s’écrit alors :

ẋα(t) = (A0 + αIn)xα(t) + eατA1xα(t− τ). (2.2.3)

On peut directement appliquer les théorèmes de stabilité asymptotique des systèmes à retards constants.

Ainsi, le théorème suivant est une application directe de [57] :

Théorème 2.2.1 Le système (2.2.1) est exponentiellement stable avec un taux α de convergence, s’il existe des

matrices de dimension n×n, P1, S et R symétriques définies positives et P2, P3, Z1, Z2, Z3, Y1, Y2, telles que

les conditions LMI suivantes soient satisfaites :

Γ1 =




Ψ PT

[
0

eατA1

]
−

[
Y T

1

Y T
2

]

∗ −S


 < 0, (2.2.4)

et 


R Y1 Y2

∗ Z1 Z2

∗ ∗ Z3


 ≥ 0, (2.2.5)

où on définit la matrice P =

[
P1 0

P2 P3

]
et :

Ψ = PT

[
0 In

A0 + αIn −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn −In

]T

P + τZ +

[
S + Y1 + Y T

1 Y2

Y T
2 τR

]
, (2.2.6)

Démonstration. La démonstration est basée sur le Théorème 1.3.4 [57] présenté dans le Chapitre 1 appliqué

au système à retard et à coefficients constants (2.2.3).
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2.3 Cas des retards variables majorés

Considérons le système à retard sur l’état et sur l’entrée :
{

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− τ(t))

x(s) = φ(s), ∀ s ∈ [−τ2, 0]
(2.3.1)

où x ∈ IR n, u ∈ IR m sont respectivement les vecteurs d’état, de commande. φ ∈ Cτ2 représente le vecteur des

conditions initiales. Les matrices A0 et A1 sont supposées connues, constantes et de dimension appropriée. Nous

supposerons que le retard est majorée et vérifie la relation suivante :

0 ≤ τ(t) ≤ τ2. (2.3.2)

2.3.1 Stabilité exponentielle

Dans cette partie nous étudierons uniquement l’α−stabilité du système libre, c’est-à-dire sans commande

(2.3.1). Le changement de variable xα = x(t)eαt conduit à l’équation différentielle :

ẋα(t) = (A0 + αIn)xα(t) + eατ(t)A1xα(t− τ(t)). (2.3.3)

La principale difficulté du développement d’un critère de convergence pour (2.3.3) provient de la matrice

associée au terme retardé eατ(t)A1. En effet le changement de variables xα = x(t)eαt transforme le système initial

en un système à coefficients variant dans le temps. Les résultats sur la convergence de systèmes linéaires à retards

ne sont plus désormais applicables. Cependant, comme les éléments variant dans le temps sont uniquement des

fonctions scalaires, il est possible réécrire autrement, ce qui permettra d’élaborer des conditions de stabilité du

système (2.3.3).

Modélisation polytopique

Il est possible de passer outre la difficulté du au terme eατ(t) en remarquant que la fonction eατ(t) est bornée.

En effet, sachant que le retard τ(t) est borné car il vérifie (2.3.2), on déduit que le terme eατ(t) s’écrit comme

une somme convexe de ses bornes qui sont β1 = eα0 = 1 et β2 = eατ2 :

eατ(t) = λ1(t)β1 + λ2(t)β2

λ1(t), λ2(t) ≥ 0 et λ1(t) + λ2(t) = 1.
(2.3.4)

Les fonctions scalaires λ1 = (eατ(t)−β1)/(β2−β1) et λ2 = (β2− eατ(t))/(β2−β1) dépendent uniquement de

la valeur du retard inconnu τ(t). Ainsi ces fonctions sont elles aussi inconnues. On sait juste qu’elles vérifient la

condition de convexité (2.3.4). En utilisant la modélisation polytopique de la fonction eατ(t), le système (2.3.3)

est représenté par un modèle polytopique :

ẋα(t) = (A0 + αIn)xα(t) +
∑2

i=1 λi(t)βiA1xα(t− τ(t))

ou encore

ẋα(t) =
∑2

i=1 λi(t) {(A0 + αIn)xα(t) + βiA1xα(t− τ(t))} (2.3.5)

La formule de Leibniz, qui, pour tout signal continue et dérivable y, permet d’écrire y(t − τ(t)) = y(t) −∫ t

t−τ(t)
ẏ(s)ds, conduit à :

ẋα(t) =
∑2

i=1 λi(t)
{

(A0 + αIn + βiA1)xα(t)− βiA1

∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds

}
(2.3.6)
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Afin d’analyser la stabilité exponentielle, le système (2.3.6) est présenté sous forme polytopique et maintenant

descripteur :

E ˙̄xα(t) =

[
0 In∑2

i=1 λi(t)Λi −In

]
x̄α(t)−

[
0∑2

i=1 λi(t)βiA1

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds (2.3.7)

avec x̄α(t) = col{xα(t), ẋα(t)}, E = diag{In, 0}. En utilisant cette représentation polytopique et descripteur,

on peut donner le résultat suivant :

Théorème 2.3.1 Le système (2.3.1) est α-stable pour tout retard variable τ(t) vérifiant (2.3.2), s’il existe

des matrices de dimension n × n P1, R symétriques définies positives et des matrices P2, P3, satisfaisant les

conditions LMI suivantes pour i = 1, 2 :

Γi =




Ψi
0 τ2P

T

[
0

A1βi

]

∗ −τ2R


 < 0, (2.3.8)

où

Ψi
0 = PT

[
0 In

Λi −In

]
+

[
0 In

Λi −In

]T

P +

[
0 0

0 τ2R

]
, (2.3.9)

et où

P =

[
P1 0

P2 P3

]
,

β1 = 1, β2 = eατ2 ,

Λi = A0 + αIn + βiA1.

Démonstration. On introduit alors la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V (x̄α(t)) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)Rx̄α(s)dsdθ, (2.3.10)

Cette fonctionnelle est bien définie positive car on remarque que x̄T
α(t)EPx̄α(t) = xT

α(t)P1xα(t). Sachant

que EP = PT E, le calcul de la dérivée temporelle de la fonctionnelle donne :

V̇ (t) = x̄T
α(t)Ψ0(t)x̄α(t) + η0(t) + τ2ẋ

T
α(t)Rẋα(t)−

∫ t

t−τ2

ẋT
α(s)Rẋα(s)ds, (2.3.11)

où

Ψ0(t) =
2∑

i=1

λi(t)



PT

[
0 In

Λi −In

]
+

[
0 In

Λi −In

]T

P



 ,

η0(t) = −2
2∑

i=1

λi(t)

{∫ t

t−τ(t)

x̄T
α(t)PT

[
0

βiA1

]
ẋα(s)ds

}
.

En utilisant la majoration classique, qui, pour toute matrice de dimension n× n R définie positive et pour

tous vecteurs a et b de Rn, permet d’écrire :

±2aT b ≤ aT R−1a + bT Rb.

Ainsi en utilisant le fait que le retard τ2 est majoré (2.3.2), on obtient :
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η0(t) ≤
∑2

i=1 λi(t)



τ2x̄

T
α(t)PT

[
0

βiA1

]
R−1

[
0

βiA1

]T

Px̄α(t)

+
∫ t

t−τ(t)
ẋT

α(s)Rẋα(s)ds
}

.

On en déduit la majoration suivante :

V̇ (t) ≤ x̄T
α(t)


∑2

i=1 λi(t)



PT

[
0 In

Λi −In

]
+

[
0 In

Λi −In

]T

P

+

[
0 0

0 τ2R

]
+ τ2P

T

[
0

βiA1

]
(τ2R)−1

[
0

βiA1

]T

Pτ2






 x̄α(t)

+
∑2

i=1 λi(t)
{∫ t

t−τ(t)
ẋT

α(s)Rẋα(s)ds
}
− ∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)Rẋα(s)ds.

Or la condition de convexité des fonctions λi (2.3.4) et la condition sur le retard (2.3.2) permettent d’éliminer

les termes intégrales, ce qui permet d’écrire finalement :

V̇ (t) ≤ x̄T
α(t)


∑2

i=1 λi(t)



PT

[
0 In

Λi −In

]
+

[
0 In

Λi −In

]T

P

+

[
0 0

0 τ2R

]
+ τ2P

T

[
0

βiA1

]
(τ2R)−1

[
0

βiA1

]T

Pτ2






 x̄α(t).

Ensuite, en appliquant le complément de Schur au dernier terme de l’inégalité, le problème de la négativité

de la dérivée de la fonctionnelle est exprimée à l’aide les conditions LMI (2.3.8). Ainsi si ces conditions sont

satisfaites, la dérivée de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii est définie négative. Le système (2.3.3) est

alors asymptotiquement stable. Le système (2.3.1) est donc α−stable.

Le résultat suivant utilise la même fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii mais présente une autre technique

de majoration de la fonction η0(t).

Théorème 2.3.2 Le système (2.3.1) est α-stable pour tout retard variable τ(t) ≤ τ2, s’il existe des matrices de

dimension n × n, P2, P3, Zi
1, Zi

2, Zi
3, pour i = 1, 2, et deux matrices symétriques définies positives P1 > 0 et

R > 0 qui vérifient les conditions LMI suivantes pour i = 1, 2 :

Ψi < 0 et


 R

[
0 βiA

T
1

]
P

∗ Zi


 ≥ 0, (2.3.12)

avec

P =

[
P1 0

P2 P3

]
, Zi =

[
Zi

1 Zi
2

ZiT
2 Zi

3

]
,

et

Ψi = PT

[
0 In

Λi −In

]
+

[
0 In

Λi −In

]T

P + τ2Z
i +

[
0 0

0 τ2R

]
,

Λi = αIn + A0 + βiA1.
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Démonstration. La fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii candidate est toujours la fonctionnelle définie

dans (2.3.10). Le raisonnement est identique à la démonstration du Théorème 2.3.1 jusqu’à l’équation (2.3.11).

Le terme η0 doit être majoré pour garantir la négativité de V̇ . Une majoration, a priori moins conservative

utilise la condition : [
R N

NT Z

]
≥ 0,

qui permet d’écrire que, pour tous vecteurs a et b et pour toutes matrices N , R et Z de dimension appropriée,

les inégalités suivantes :

[
a

b

]T [
R N

NT Z

][
a

b

]
≥ 0, ±2aT NT b ≤ aT Ra + bT Zb ,

Sachant que η0 s’écrit sous forme polytopique, il est alors nécessaire de déterminer une majoration de chacun

des polytopes, des sous modèles du système. En posant N =
[

0 βiA
T
1

]
P :


 R

[
0 βiA

T
1

]
P

∗ Zi


 ≥ 0, i = 1, 2,

qui, avec les conditions de convexité (2.3.4), a = ẋ(s) et b = x̄(t), donne

η0(t) ≤
∫ t

t−τ(t)

{
x̄T

α(t)
(∑2

i=1 λi(t)Zi

)
x̄α(t) + ẋT

α(s)Rẋα(s)
}

,

puis, en intégrant par rapport à la variable “s” entre t−τ2 et t et en majorant le retard avec (2.3.2), conduisent :

η0(t) ≤ τ2x̄
T
α(t)

(∑2
i=1 λi(t)Zi

)
x̄α(t) +

∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)Rẋα(s)ds,

avec R, Z1 et Z2 satisfaisant à (2.3.12b). On en déduit une autre majoration de (2.3.11) :

V̇ (t) ≤ x̄T
α(t)Ψ(t)x̄α(t),

avec

Ψ(t) = Ψ0(t) + τ2

(
2∑

i=1

λi(t)Zi

)
+

[
0 0

0 τ2R

]
.

Le système (2.3.3) est asymptotiquement stable si la matrice Ψ(t) est symétrique définie négative. En écrivant

Ψ(t) sous forme polytopique, la négativité de V̇ nécessite :

2∑

i=1

λi(t)Ψi < 0.

L’ensemble des matrices symétriques définies négatives étant convexe, si chacune des matrices Ψi est définie

négative, il en sera de même pour Ψ(t). La stabilité asymptotique du système transformé (2.3.3) est prouvée, car

V est une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. Il s’en suit que le système initial (2.3.1) est exponentiellement

stable de degré α.

A ce stade, on remarque que les Théorèmes (2.3.1) et (2.3.2) d’α−stabilité nécessitent la résolution d’un

problème double de conditions LMI. Du fait que la modélisation polytopique transforme le système initial en

la somme de deux systèmes linéaires à paramètres constants. Il faut tester la stabilité de chacun de ces deux

sous-systèmes.
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Modélisation avec incertitudes paramètriques

Reprenons l’équation différentielle (2.3.3) exprimée à l’aide de la variable xα. On écrit le terme exponentielle

sous forme d’un modèle incertain, c’est-à-dire comme la somme d’un terme constant représentant la valeur

nominale et d’un terme variant dans le temps mais borné représentant la perturbation par rapport à cette

valeur nominale. On obtient alors :

eατ(t) = βm + ∆(t)βd,

où ∆(t) est une fonction réelle inconnue et dépendant de la valeur du retard vérifiant ‖∆(t)‖ ≤ 1 et où les

paramètres sont donnés par βm = (eατ2 +1)/2 et βd = (eατ2−1)/2. La formule de Leibniz permet de transformer

le terme retardé en intégrale de la manière suivante :

ẋα(t) = (A0 + αIn + (βm + ∆(t)βd)A1)xα(t)− (βm + ∆(t)βd)A1

∫ t

t−τ(t)
xα(s)ds. (2.3.13)

On écrit alors le système (2.3.13) sous la forme descripteur en définissant la variable élargie x̄α = col{xα, ẋα} :

E ˙̄xα(t) =

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]
x̄α(t) +

[
0

∆(t)βdA1

]
xα(t)

−
[

0

βmA1

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds−

[
0

∆(t)βdA1

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds.

(2.3.14)

On introduit alors la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii :

V α(t) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)(Rm + Rd)ẋα(s)dsdθ. (2.3.15)

qui, en différenciant (2.3.15) le long des trajectoires de (3.3.14) conduit alors à l’inégalité :

V̇ α(t) = x̄T
α(t)



PT

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]T

P



 x̄α(t)

+η0(t) + η1(t) + η2(t) + ẋT
α(t)(Rm + Rd)ẋα(t)− ∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)(Rm + Rd)ẋα(s)ds.

où

η0(t) = 2x̄T
α(t)PT

[
0

∆(t)βdA1

]
xα(t),

η1(t) = −2x̄T
α(t)PT

[
0

βmA1

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds,

η2(t) = −2x̄T
α(t)PT

[
0

∆(t)βdA1

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds.

(2.3.16)

En utilisant les deux techniques de majoration des fonctions ηi, pour i = 1, 2, 3, présentées dans l’approche

par modèles polytopiques, on obtient deux théorèmes de stabilité exponentielle :

Théorème 2.3.3 Le système (2.3.1) est α−stable pour tout retard τ(t) satisfaisant (2.3.2), s’il existe des

matrices de Rn×n P1, R0, Rm et Rd, symétriques définies positives et P2 et P3 telles que la condition LMI

suivante soit réalisée : 


Ψ0 PT

[
0

βdA1

]
τ2P

T

[
0

βmA1

]
τ2P

T

[
0

βdA1

]

∗ −R0 0 0

∗ ∗ −τ2Rm 0

∗ ∗ ∗ −τ2Rd




< 0 (2.3.17)
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où

Ψ0 = PT

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]T

P

+

[
R0 0

0 τ2(Rm + Rd)

]
,

βm = (eατ2 + 1)/2, βd = (eατ2 − 1)/2.

Démonstration. En appliquant la majoration standard, les fonctions η0, η1 et η2 vérifient les inégalités

suivantes :

η0(t) ≤ x̄α(t)T PT

[
0

∆(t)βdA1

]
R−1

0

[
0

∆(t)βdA1

]T

Px̄α(t) + xT
α(t)R0xα(t),

η1(t) ≤ τ2x̄α(t)T PT

[
0

βmA1

]
R−1

m

[
0

βmA1

]T

Px̄α(t) +
∫ t

t−τ(t)
ẋT

α(s)Rmẋα(s)ds,

η2(t) ≤ τ2x̄α(t)T PT

[
0

∆(t)βdA1

]
R−1

d

[
0

∆(t)βdA1

]T

Px̄α(t) +
∫ t

t−τ(t)
ẋT

α(s)Rdẋα(s)ds.

(2.3.18)

On en déduit finalement :

V̇ α(t) ≤ x̄T
α(t)



Ψ0 + PT

[
0

βdA1

]
R−1

0

[
0

βdA1

]T

P + τ2P
T

[
0

βmA1

]
R−1

m

[
0

βmA1

]T

P

+τ2P
T

[
0

βdA1

]
R−1

d

[
0

βdA1

]T

P



 x̄α(t).

Enfin en appliquant le lemme de Schur aux trois derniers termes de l’inégalité, on retrouve la condition

(2.3.17). Ainsi le système (2.3.3) est asymptotiquement stable et par conséquent que le système initial (2.3.1)

est exponentiellement stable avec un degré de convergence α garanti.

De la même manière que dans l’approche par modèle polytopique, il est possible d’aboutir à d’autres condi-

tions avec de nouvelles majorations des fonctions ηi(t) pour i = 1, 2 et 3.

Théorème 2.3.4 Le système (2.3.1) est α−stable pour tout retard τ(t) satisfaisant (2.3.2), s’il existe des

matrices de dimension n×n, P1, Rm, Rd, symétriques définies positives, des matrices P2 et P3 et deux matrices

symétriques de dimension 2n× 2n, Zm et Zd, telles que les conditions LMI suivantes soient réalisées :

Ψ1 < 0, (2.3.19)

et 
 Ri

[
0 βiA

T
1

]
P

∗ Zi


 ≥ 0, i = m, d, (2.3.20)
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où

Ψ1 = PT

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]T

P

+

[
Rd 0

0 τ2(Rm + Rd)

]
+ Zd + τ2(Zm + Zd),

βm = (1 + eατ2)/2, βd = (eατ2 − 1)/2.

Démonstration.

La démonstration suit le même cheminement que pour le Théorème 2.3.3 mais utilise une autre majoration.

Les LMI (2.3.20) permettent de majorer les fonctions ηi pour i = 0, 1, 2 dans (3.3.17). On obtient alors :

η0(t) ≤ x̄α(t)T Zdx̄α(t) + xT
α(t)Rdxα(t),

η1(t) ≤ τ2x̄α(t)T Zmx̄α(t) +
∫ t

t−τ(t)
ẋT

α(s)Rmẋα(s)ds,

η2(t) ≤ τ2x̄α(t)T Zdx̄α(t) +
∫ t

t−τ(t)
ẋT

α(s)Rdẋα(s)ds.

Si les conditions LMI (2.3.20) sont vérifiées, on obtient alors

V̇ α(t) ≤ x̄T
α(t)Ψ1x̄α(t).

Ainsi, si les conditions (2.3.19) est vérifiée, la stabilité du système (2.3.3) et la stabilité exponentielle de

(2.3.1) sont démontrées.

On remarque que lorsqu’on choisit α = 0 dans les théorèmes précédents, on montre que le système est

asymptotiquement stable.

Par rapport à l’approche par modèle polytopique, on remarque quelques différences. L’approche polytopique

impose aux mêmes variables matricielles de satisfaire à deux conditions LMI distinctes. D’autre part, l’approche

par modèle incertain augmente la dimension de l’unique condition LMI.

2.3.2 Exemple de comparaison

Considérons le système suivant ([97],[154]) :

ẋ(t) =

[
−3 −2

1 0

]
x(t) +

[
−0.5 0.1

0.3 0

]
x(t− τ(t)). (2.3.21)

On teste l’α−stabilité de ce système en utilisant les Théorèmes 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4 et 2.3.3. Les résultats sont

donnés dans le Tableau 2.1 où l’on recherche la plus grande valeur de τ2 qui vérifie les conditions du théorème

considéré : Le Tableau 2.1 présente les résultats des conditions de stabilité exponentielle du système (2.3.22).

On peut déjà remarquer que les Théorèmes 2.3.1 et 2.3.2 donnent des résultats identiques. L’approche par

modèles polytopiques parait moins conservative. Il est possible de trouver des solutions aux quatre problèmes

jusqu’à α = 1. Cela correspond au cas critique où la matrice A0 + αIn + β1A1, dans l’approche polytopique,

et A0 + αIn + βmA1, dans l’approche par modèle incertain, n’est plus de Hurwitz (c’est-à-dire quand la partie

réelle d’une valeur propre de cette matrice devient nulle). D’autre part, le critère de [104] (pour des retards

constants) ne permet pas de garantir l’α−stabilité du système (2.3.21). Cela vient du fait que la matrice A0

n’est pas de Hurwitz. Ainsi les résultats présentés dans cette partie ont un champ applicatif plus important que

ceux trouvés dans la littérature dans la mesure où il prend en compte les variations du retard.
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α delay type 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Mondié et al [104] C 0.911 0.861 0.800 0.734 0.671 0.614 0.564 0.5202 0.4818 0.4481

Liu [97] C ∗ ∗ ∗ ∗ 0.590 0.340 0.181 0.0752 0.0014 0

Xu et al [154] C 0.972 0.963 0.951 0.936 0.919 0.899 0.811 0.6990 0.6148 0.5494

Théorème 2.3.1 V 0.972 0.963 0.950 0.935 0.590 0.340 0.181 0.0752 0.014 0

Théorème 2.3.2 V 0.972 0.963 0.950 0.935 0.590 0.340 0.181 0.0752 0.014 0

Théorème 2.3.3 V 0.972 0.963 0.950 0.925 0.583 0.338 0.180 0.0751 0.014 0

Théorème 2.3.4 V 0.971 0.957 0.946 0.901 0.520 0.298 0.140 0.0513 0.014 0

Tab. 2.1 – Valeurs maximales de τ2 en fonction de α.

D’autre part, on remarque que pour des petites bornes supérieures du retard, les résultats de stabilité

exponentielle sont équivalents au cas de retard constant developpé par [154] et supérieure à ceux de Mondié

et al [104]. Pour des valeurs plus importantes de τ2, les degrés de convergence exponentielle déterminé par les

Théorèmes 2.3.2 et 2.3.3 sont plus faibles. Cela parâıt naturel du fait que nous considérons des retards variables

contrairement aux autres conditions. Toute fois les résultats sont équivalents à ceux de Lui [97].

2.3.3 Application au cas des retards multiples

Ce paragraphe est consacré à l’étude de la stabilité et de la stabilisation exponentielle de systèmes linéaires

à retards multiples.

ẋ(t) = A0x(t) +
N∑

i=1

Aix(t− τi(t)). (2.3.22)

Les retards sont supposés variables et vérifient les conditions de majoration (2.3.23) :

0 ≤ τi(t) ≤ τi2, ∀t ≥ 0,∀i = 1...N. (2.3.23)

En utilisant le changement de variable xα(t) = eαtx(t), le système (2.3.22) exprimé en fonction de xα est

régi par :

ẋα(t) = (A0 + αIn)x(t) +
N∑

i=1

eατi(t)Aixα(t− τi(t)), (2.3.24)

Les conditions de stabilité qui seront déterminées sont issues d’une adaptation des théorèmes précédents.

Modélisation polytopique

On se propose dans un premier temps d’écrire les termes exponentiels sous la forme polytopique (2.3.4).

Définition 2.3.5 On note σ, une bijection de {1, ..., 2N} vers {1, 2}N telle que, pour tout entier j de {1, ..., 2N},
on associe σ(j) défini par :

j 7→ σ(j) = [σ1(j), .., σN (j)], (2.3.25)

où σi(j) ∈ {1, 2}

On peut alors énoncer le théorème suivant :
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Théorème 2.3.6 Le système linéaire à retards multiples (2.3.22) est α−stable s’il existe des matrices de di-

mension n× n, P1 > 0, P2, P3, Ri > 0, i = 1, .., N et des matrices de dimension 2n× 2n, Zik, pour i = 1, .., N

et k = 1, 2, telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites pour j = 1, .., 2N :

Ψj = PT

[
0 In

Λj −In

]
+

[
0 In

Λj −In

]T

P +
∑N

i=1 τi2

(
Ziσi(j) +

[
0 0

0 Ri

])
< 0,

(2.3.26)

et pour i = 1, .., N et k = 1, 2 : 
 Ri

[
0 eατikAT

i

]
P

∗ Zik


 ≥ 0,

(2.3.27)

où

Λj = αIn + A0 +
N∑

i=1

eατiσi(j)Ai.

Démonstration. Ce théorème est une adaptation du Théorème 2.3.2 au cas des systèmes à retards multiples.

La démonstration suit les mêmes lignes et utilise la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V (t) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∑N
i=1

∫ 0

−τ2i

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)Riẋα(s)dsdθ.

La dérivée par rapport au temps de cette fonctionnelle donne :

V̇ (t) = z̄T (t)Ψ0(t)z̄(t) + η(t) +
∑N

i=1 τ2iẋ
T
α(t)Riẋα(t)−∑N

i=1

∫ t

t−τ2i
ẋT

α(s)Riẋα(s)ds,

où

Ψ0(t) = PT

[
0 In

Λ(t) −In

]
+

[
0 In

Λ(t) −In

]T

P,

Λ(t) = αIn + A0 +
N∑

i=1

eατi(t)Ai,

η(t) = −2
N∑

i=1

∫ t

t−τi(t)

x̄T
α(t)PT

[
0

eατi(t)Ai

]
ẋα(s)ds.

En utilisant le même formalisme que dans la partie 2.3.1 et sachant que chacun des retards τi est majoré

par τ2i, le terme eατi(t) peut s’écrire comme une somme convexe de ses bornes à savoir qu’il existe des fonctions

scalaires λik, pour i = 1, .., N et k = 1, 2 telle que :

eατi(t) = λi1(t) + λi2e
ατ2i

Ainsi, on peut définir les foncions scalaires µj afin de determiner une écriture polytopique du terme variant

Λ(t) et η(t) grâce aux fonctions de permutations σ définies dans (3.2.7).

µj(t) =
N∏

i=1

λiσi(j)(t).

On déduit, après calcul, les conditions de convexité liées aux fonctions µj :

µj(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0 ∀j = 1, ...2N

∑2N

j=1 µj(t) = 1 ∀t ≥ 0

Ensuite la démonstration est identique à celle du Théorème 2.3.2.
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Remarque 2.3.7 Il est possible de simplifier les conditions de stabilité exponentielle en introduisant la borne

supérieure de tous les retards τ̄2 = maxi=1,..,N (τi2)..

On remarque que le nombre de conditions LMI à résoudre augmente géométriquement avec le nombre de

retards. En effet dans le cas d’un système à N retards distincts, le nombre de conditions LMI à satisfaire est

de 2N + 2N . De plus le nombre de variables augmente lui aussi puisque l’on doit déterminer 8N + 3 matrices

de dimension n× n. Plus le nombre de retards est important, moins il sera possible de satisfaire les conditions

LMI du Théorème 2.3.6.

Il serait donc intéressant de réduire le nombre de conditions et de variables qui définissent le critère de

stabilité exponentielle, même s’il est possible que le conservatisme des conditions augmente.

Modélisation avec incertitudes paramètriques

Les précédentes conditions utilisant une modélisation polytopique des termes eατi(t) ont conduit à des condi-

tions de stabilité exponentielle qui deviennent difficiles à résoudre dans le cas où le nombre de retards est élevé.

L’avantage de l’approche par modèles incertains est de réduire considérablement le nombre de conditions à

satisfaire et de variables à déterminer. Dans cette partie, nous allons présenter le système (2.3.22) sous forme

de système à paramètres incertains :

ẋα(t) = (αIn + A0)xα(t) +
∑N

i=1(βmiAi + ∆i(t)βdiAi)xα(t− τi(t)), (2.3.28)

où ∆i(t) est une fonction inconnue dépendant de la valeur du retard τi(t) et vérifiant ‖∆i‖ ≤ 1

Théorème 2.3.8 Le système (2.3.22) est α−stable, pour tout réel α > 0, s’il existe des matrices de dimension

n × n, P1 > 0 et Ri > 0, pour i = 1, .., N , et P2, P3 ainsi que des matrices Zij de dimension 2n × 2n, pour

i = 1, .., N et j = m, d telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites :

ΨN = PT

[
0 In

A0 + αIn +
∑N

i=1 βimAi −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn +
∑N

i=1 βimAi −In

]T

P

+
∑N

i=1

{[
Rid 0

0 τ2i(Rim + Rid)

]
+ Zid + τ2i(Zim + Zid)

}
< 0,

(2.3.29)

et 
 Rij

[
0 βijAi

]

∗ Zij


 ≥ 0, j = m, d, (2.3.30)

où βm = (1 + eατ2)/2 et βd = (eατ2 − 1)/2.

Démonstration. Le Théorème 2.3.8 est une adaptation du Théorème 2.3.4 aux cas des systèmes à retards

multiples. Considérons le système (2.3.28) et la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii

V (x̄α(t)) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∑N
i=1

∫ 0

−τi2

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)(Rid + Rim)ẋα(s)dsdθ,

où x̄α(t) = col{xα(t), ẋα(t)}. La suite de la démonstration utilise le même développement que pour le Théorème

2.3.4.

On remarque que le Théorème 2.3.8 conduit à des conditions LMI plus réduites. Le nombre de LMI à résoudre

est maintenant de 1 + 2N avec 4 + 14N matrices de dimension n× n à déterminer.
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Exemple

On souhaite montrer la différence entre les deux Théorèmes 2.3.6 et 2.3.8 dans le cas d’un système soumis

à deux retards. Considérons le système (2.3.22) avec les valeurs suivantes :

[
−2 1

2 −0.5

]
,

[
1 0

0 −1

]
,

[
0 0

0 −2

]
.

Le Tableau 2.2 présente les résultats des conditions de stabilité exponentielle du système (2.3.22).

α 0 0.5 1 1.5 1.9 2

Th 2.3.6 0.471 0.402 0.364 0.330 0.302 0

Th 2.3.8 0.381 0.300 0.253 0.222 0.119 0

Tab. 2.2 – Valeurs maximales de τ2 en fonction de α.

On remarque que l’approche polytopique aboutit encore une fois à des valeurs de τ2 plus importantes que

par l’approche par modèle incertain. Cela dit, il faut tout de même rappeler que le nombre de conditions LMI

à résoudre par l’approche polytopique est beaucoup plus important que dans l’approche par modèle incertain.

Cette seconde approche trouve donc son intérêt dans le cas d’un grand nombre de retards.

2.3.4 Application à la stabilisation exponentielle

Considérons le système
{

ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ(t)) + Bu(t) + Bτu(t− τ(t)),

x(s) = φ(s), ∀ s ∈ [−τ2, 0].
(2.3.31)

Après avoir déterminer des critères de stabilité exponentielle en boucle ouverte de systèmes linéaires à retards,

l’étape suivante consiste à définir des algorithmes autorisant la synthèse d’un gain K tel que la commande par

retour d’état u(t) = Kx(t) stabilise exponentiellement le système avec un taux de convergence α garanti. On

considérera le système linéaire à retard simple suivant :

ẋ(t) = (A + BK)x(t) + (Aτ + BτK)x(t− τ(t)); (2.3.32)

Les matrices A,Aτ ∈ Rn×n, B,Bτ ∈ Rn×m, sont les matrices d’états supposées constantes. Ainsi en rem-

plaçant les matrices A0 par A+BK et A1 par Aτ +BτK dans les théorèmes de la partie précédente, on obtient

des critères LMI caractérisant la stabilité exponentielle du système en boucle fermée. L’étape suivante consiste

à modifier ses critères pour qu’ils permettent une synthèse “systématique” d’un gain K qui stabilise exponen-

tiellement le système en boucle fermée. Pour le moment les conditions obtenues ne sont pas linéaires. En effet,

comme les matrices A0 et A1 sont multipliées par les variables des LMI. Il existe alors des termes bilinéaires en

K et en les autres variables du système qu’il faut transformer pour obtenir des conditions linéaires.

Il existe plusieurs méthodes permettant ce calcul. Certaines conduisent à des conditions restrictives. En

effet, certaines techniques de synthèse du gain nécessitent de lier les paramètres des critères. Pour éviter de

trop alourdir ce mémoire, nous allons simplement exposer trois techniques en utilisant uniquement le Théorème

2.3.2, sachant il est possible de les appliquer aux autres théorèmes d’α−stabilité.
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Modélisation polytopique

D’après le Théorème 2.3.2, il faut que les conditions suivantes (qui ne sont plus linéaires mais bilinéaires à

cause de produit K.P ) soient satisfaites pour i = 1, 2 pour que le système en boucle fermée avec la commande

u(t) = Kx(t) soit α−stable :

Ψi < 0 et


 R

[
0 βi(Aτ + BK)T

]
P

∗ Zi


 ≥ 0, (2.3.33)

avec

P =

[
P1 0

P2 P3

]
, Zi =

[
Zi

1 Zi
2

ZiT
2 Zi

3

]
,

et

Ψi = PT

[
0 In

Λi −In

]
+

[
0 In

Λi −In

]T

P + τ2Z
i +

[
0 0

0 τ2R

]
,

Λi = αIn + A + BK + βi(Aτ + BτK).

La première technique de synthèse de gain, proposée dans [139], utilise la contrainte liante sur les variables

de la condition de stabilité P3 = εP2, où ε ∈ R est un paramètre de réglage. On remarque dans un premier

temps que P2 est nécessairement non singulière car sinon le second bloc diagonal de (2.3.33a), c’est-à-dire

−ε(P2 + PT
2 ) + τ2R ne pourrait être défini négatif. On définit alors :

P̄ = P−1
2 .

Ensuite, on définit les nouvelles variables P̄1, R̄, Z̄i
j ,pour i = 1, 2 et j = 1, 2, 3, et Y par P̄1 = P̄T P1P̄ ,

R̄ = P̄T RP̄ , Z̄i
j = P̄T Zi

jP̄ et Y = KP̄ . On multiplie les conditions (2.3.33a) à droite (respectivement à gauche)

par la matrice ∆3 = diag{P̄ , P̄} (par la matrice ∆T
3 à gauche) et on multiplie les conditions LMI (2.3.33b) à

droite (respectivement à gauche) par la matrice ∆ = diag{P̄ , P̄ , P̄} (par la matrice ∆T à gauche) On obtient

finalement les conditions LMI de stabilisation du Théorème 2.3.9.

Théorème 2.3.9 Le système (2.3.32) est α-stabilisable pour un réel ε > 0 et pour tout retard variable τ(t)

vérifiant (2.3.2), s’il existe des matrices de dimension n× n P̄1 > 0, R̄ > 0 P̄ , Z̄i
1, Z̄i

2, Z̄i
3 et Y une matrice de

dimension m× n, satisfaisant les conditions LMI suivantes pour i = 1, 2 :
[

Φi
11 Φi

12

∗ Φi
22

]
< 0,




R̄ βi(P̄T AT
τ + Y T BT

τ ) εβi(P̄T AT
τ + Y T BT

τ )

∗ Z̄i
1 Z̄i

2

∗ ∗ Z̄i
3


 ≥ 0,

(2.3.34)

où

Φi
11 = (A + αIn + βiAτ )P̄ + P̄T (A + αIn + βiAτ )T + (B + βiBτ )Y + Y T (B + βiBτ )T + τ2Z̄

i
1,

Φi
12 = P̄1 − P̄ + εP̄T (A + αIn + βiAτ )T + εY T (B + βiBτ )T + τ2Z̄

i
2,

Φi
22 = −ε(P̄ + P̄T ) + R̄ + τ2Z̄

i
3.

Le gain du retour d’état est alors donné par :

K = Y P̄−1.
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Une autre technique, utilisée dans [51] consiste à faire apparâıtre le produit KQ1 dans les conditions LMI

du Théorème 2.3.2 appliqué au système bouclé (2.3.32) avec la commande u(t) = Kx(t) et avec, cette fois-ci,

Λi = A+αIn +βiAτ +(B +βiBτ )K et A1 = Aτ +BτK. Premièrement on remarque que la matrice composant

le bloc de la seconde colonne et de la seconde ligne de Ψi
0 est −P3−PT

3 doit être défini négatif pour qu’il existe

une solution au problème LMI (2.3.12). La matrice P3 est donc non singulière. On peut alors définir la matrice

Q telle que :

Q =

[
Q1 0

Q2 Q3

]
= P−1.

La seconde étape consiste à développer le dernier terme de Ψi
0 qui peut aussi s’écrire :

[
0 0

0 τ2R

]
= τ2

[
0

In

]
(τ2R)−1τ2

[
0

In

]T

. (2.3.35)

Ainsi le complement de Schur, appliqué une première fois à l’expression précédente et une seconde fois à la

seconde colonne et la seconde ligne, permet d’obtenir une condition de stabilité exponentielle du système en

boucle fermée équivalente à (2.3.33). Ensuite la multiplication à droite par ∆1 = diag{Q, I2n×2n} et à gauche

par ∆T
1 conduit à la condition :




[
0 In

Λi −In

]
Q + QT

[
0 In

Λi −In

]T

+ τ2Q
T ZiQ τ2Q

T

[
0

In

]

∗ −τ2R
−1


 < 0.

On introduit alors les matrices W = QT ZiQ =

[
W i

1 W i
2

∗ W i
3

]
et S = R−1. En développant, on obtient :




Q2 + QT
2 + W i

1 Θ21 τ2Q
T
2

∗ −Q3 −QT
3 + W i

3 τ2Q
T
3

∗ ∗ −τ2S


 < 0,

où

Θ21 = Q1(A + αIn + βiAτ )T + Q1K
T (B + βiBτ )T −QT

2 + Q3 + W i
2.

La deuxième condition LMI du Théorème 2.3.2 doit être, elle aussi, exprimée en fonction des nouvelles

variables définies ci-dessus. Pour cela, on multiplie (2.3.12b) par diag{Q1, QT } à gauche et par sa transposée

à droite, ce qui conduit à la condition bilinéaire (BMI) suivante :



QT
1 S−1Q1 0 βiQ1(Aτ + BτK)T

∗ W i
1 W i

2

∗ ∗ W i
3


 ≥ 0 (2.3.36)

L’élément QT
1 S−1Q1 pose problème dans la résolution. Les deux dernières techniques que nous proposerons

permettent de résoudre les difficultés causées par ces non-linéarités. Une première piste consiste à introduire

une condition liante telle que Q1 = εS pour rendre le problème linéaire.

Théorème 2.3.10 Le système (2.3.32) est α-stabilisable pour tout retard variable τ(t) vérifiant (2.3.2), s’il

existe un réel ε > 0 et des matrices de dimension n × n Q1 > 0, Q2, Q3, W i
1, W i

2, W i
3 et Y une matrice de
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dimension m× n, satisfaisant les conditions LMI suivantes pour i = 1, 2 :



Q2 + QT
2 + τ2W

i
1 Φi

12 τ2Q
T
2

∗ −(Q3 + QT
3 ) + τ2W

i
3 τ2Q

T
3

∗ ∗ −τ2εQ1


 < 0, (2.3.37)




εQ1 0 βi(Q1A
T
τ + Y T BT

τ )

∗ W i
1 W i

2

∗ ∗ W i
3


 ≥ 0, (2.3.38)

où

Φi
12 = Q1(A + αIn + βiAτ )T + Y T (B + βiBτ )−QT

2 + Q3 + τ2W
i
2.

Le gain du retour d’état est alors donné par :

K = Y Q−1
1 .

Remarque 2.3.11 On comprend bien que le fait d’imposer la relation liante S = εQ1 ou P2 = εP3 augmente

le conservatisme des conditions.

Une autre méthode développée dans [72] est envisageable pour éviter cette restriction en utilisant l’inégalité

suivante pour :

(Q1 − S)T S−1(Q1 − S) ≥ 0,

qui, en la développant, assure que −Q1S
−1Q1 ≤ −2Q1 + S. Le lemme de Schur permet ensuite d’écrire la

condition (2.3.36) sous la forme :

−Q1SQ1 +

[
0

βi(Aτ + BτK)Q1

]T

(W i)−1

[
0

βi(Aτ + BτK)Q1

]
< 0. (2.3.39)

On remarque alors que si la condition :

−2Q1 + S +

[
0

βi(Aτ + BτK)Q1

]T

(W i)−1

[
0

βi(Aτ + BτK)Q1

]
< 0,

est satisfaite, alors (2.3.39) sera satisfaite. En appliquant le lemme de Schur, on retrouve alors la condition

(2.3.41). Ainsi, en posant Y = KQ1, les conditions (2.3.40) et (2.3.41) garantissent que le système (2.3.32) est

α−stabilisable. On obtient alors le résultat suivant :

Théorème 2.3.12 Le système (2.3.32) est α-stabilisable pour tout retard variable τ(t) vérifiant (2.3.2), s’il

existe des matrices de dimension n × n Q1 > 0, S > 0 Q2, Q3, W i
1, W i

2, W i
3 et Y une matrice de dimension

m× n, satisfaisant les conditions LMI suivantes pour i = 1, 2 :



Q2 + QT
2 + τ2W

i
1 Φi

12 τ2Q
T
2

∗ −(Q3 + QT
3 ) + τ2W

i
3 τ2Q

T
3

∗ ∗ −τ2S


 < 0, (2.3.40)




2Q1 − S 0 βi(Q1A
T
τ + Y T BT

τ )

∗ W i
1 W i

2

∗ ∗ W i
3


 ≥ 0, (2.3.41)
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où

Φi
12 = Q1(A + αIn + βiAτ )T + Y T (B + βiBτ )−QT

2 + Q3 + τ2W
i
2.

Le gain du retour d’état est alors donné par :

K = Y Q−1
1 .

Remarque 2.3.13 Comme nous l’avons dit en début de section, nous n’avons présenté que quelques résultats,

sachant qu’il est possible d’énoncer plusieurs théorèmes en se basant sur les théorèmes 2.3.1, 2.3.3 et 2.3.4.

De plus les approches par modèle incertain et par modèles polytopiques peuvent être employées avec d’autres

théorèmes de stabilité et de stabilisation à partir du moment où les conditions obtenues sont linéaires par

rapport aux matrices définissant le système.

Remarque 2.3.14 Comme pour le problème de l’α−stabilité il est possible de déterminer des conditions de

stabilisation exponentielle avec un degré de convergence α garanti pour les systèmes à retards multiples.

2.3.5 Stabilisation à coût quadratique garanti

Présentation du problème

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser à la stabilité et à la stabilisation exponentielle sous contrainte.

Ce problème de stabilité ou stabilisation à coût garanti trouve sa justification dans le domaine pratique.

Généralement, la fonction coût représente l’énergie mise en oeuvre dans le système. Dans un contexte de stabi-

lisation des systèmes à retards avec un degré de convergence exponentielle, l’idée du “coût énergétique” d’une

expérimentation n’est pas à négliger. Le fait d’ajouter une contrainte de stabilisation exponentielle laisse penser

que l’énergie que doit fournir le contrôleur augmente avec le degré de convergence α. D’où l’idée d’ajouter un

critère permettant d’inclure une “limite” énergétique dans la détermination de la loi de commande.

Considérons le système
{

ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ(t)) + Bu(t) + Bτu(t− τ(t)),

x(s) = φ(s), ∀ s ∈ [−τ2, 0],
(2.3.42)

où x, u représente respectivement l’état et la commande du système. Les matrices A, Aτ , B et Bτ sont des

matrices de dimension appropriée. D’autrepart, on suppose qu’il existe un réel positif τ2 tel que le retard τ

vérifie la condition 0 ≤ τ(t) ≤ τ2 pour tout t ≥ 0.

Dans ce paragraphe, nous étudierons la performance du système (2.3.42) en utilisant une fonction de coût

du type intégral quadratique, que l’on retrouve fréquemment dans la littérature ([35], Chapitre 13). L’objectif

sera de déterminer un ensemble de conditions initiales qui garantissent que la fonction coût est inférieure à une

valeur donnée.

Dans [35], la fonction quadratique de coût est de la forme :

J =
∫ ∞

0

xT (s)Jx(s)ds, (2.3.43)

où x ∈ Rn représente bien-entendu l’état du système et J est une matrice symétrique définie positive de

dimension n× n.

Une définition sensiblement différente est aussi utilisée. La fonction coût est :

J =
∫ ∞

0

[
xT (s)Jx(s) + uT (s)Tu(s)

]
ds, (2.3.44)
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où x ∈ Rn représente l’état du système, u ∈ Rm la commande, Q ∈ Rn×n et R ∈ Rm×m sont des matrices

symétriques définies positive. Cette définition est différente de (2.3.43) dans la mesure où la commande apparâıt

explicitement dans la fonction coût.

Une dernière définition peut être utilisée. Elle consiste à définir un vecteur de mesure z, de la même manière

que lors de la résolution du problème H∞. Le vecteur de mesure z de dimension p est de la forme :

z(t) = Cx(t) + Du(t), (2.3.45)

La fonction coût associée est alors :

J =
∫ ∞

0

zT (s)Sz(s)ds, (2.3.46)

où S est une matrice symétrique définie positive de Rp×p.

Par la suite, nous n’utiliserons que la dernière formulation (2.3.43), sachant que la résolution sera quasiment

identique pour (2.3.44) et (2.3.46).

Résolution du problème

Ici nous ne procéderons pas de la manière habituelle qui consiste à déterminer des conditions garantissant

que la dérivée de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii du système (2.3.42) vérifie :

V̇ (t) + xT (t)Jx(t) < 0.

La méthode proposée ici utilise uniquement la stabilité exponentielle pour prouver la convergence à coût

garanti.

Théorème 2.3.15 Le système (2.3.42) est α-stabilisable pour tout retard variable τ(t) vérifiant (2.3.2), s’il

existe des matrices de dimension n × n matrices Q1 > 0, S > 0 Q2, Q3, W i
1, W i

2, W i
3 et Y une matrice de

dimension m× n, satisfaisant les conditions LMI suivantes pour i = 1, 2 :



Q2 + QT
2 + τ2W

i
11 Φi

12 τ2Q
T
2

∗ −(Q3 + QT
3 ) + τ2W

i
22 τ2Q

T
3

∗ ∗ −τ2S


 < 0, (2.3.47)




2Q1 − S 0 βi(Q1A
T
τ + Y T BT

τ )

∗ W i
1 W i

2

∗ ∗ W i
3


 ≥ 0, (2.3.48)

où

Φi
12 = Q1(A + αIn + βiAτ )T + Y T (B + βiBτ )−QT

2 + Q3 + τ2W
i
2.

Le gain du retour d’état est alors donné par :

K = Y Q−1
1 .

L’ensemble D0 des conditions initiales φ qui satisfont à la condition J ≤ γ, où γ est un réel strictement

positif, est défini par :

λmax(J)
[

λmax(Q−1
1 )

αλmin(Q−1
1 )

||φ(s)||2 +
e−2ατ2 − 1 + 2ατ2

4α3λmin(Q−1
1 )

λmax(S−1)(α||φ||+ ||φ̇||)2
]
≤ γ (2.3.49)
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Démonstration. La preuve de ce théorème se fait en deux étapes. La première consiste à déterminer une

commande par retour d’état u(t) = Kx(t) qui stabilise exponentiellement le système (2.3.42) avec un degré de

convergence α > 0. La démonstration est identique à celle du Théorème (2.3.12).

La seconde étape consiste à déterminer une borne de la fonction coût (2.3.43). Pour cela on va dans un

premier temps déterminer une majoration de la solution x(t) de (2.3.42). Les conditions LMI (2.3.47) et(2.3.48)

assurent que la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (2.3.50) :

Vα(t) = x̄α(t)′EQ−1x̄α(t) +
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ

ẋT
α(s)S−1ẋα(s)dsdθ, (2.3.50)

est décroissante. Ce qui implique :

xT
α(t)Q−1

1 xα(t) ≤ Vα(t) ≤ Vα(0), ∀t ≥ 0,

ou encore, revenant à la variable x :

λmin(Q−1
1 )‖x(t)‖2 ≤ Vα(0)e−2αt, ∀t ≥ 0,

On détermine ensuite une borne supérieure de Vα(0) en remarquant que eαtẋ(t − τ) = eατ ẋα(t − τ) −
αeατxα(t− τ) :

Vα(0) ≤ λmax(Q−1
1 )||φ(s)||2 + λmax(S−1)(α||φ||+ ||φ̇||)2 ∫ 0

−τ2

∫ 0

θ
e2αsdsdθ,

≤ λmax(Q−1
1 )||φ(s)||2 + e−2ατ2−1+2ατ2

4α2 λmax(S−1)(α||φ||+ ||φ̇||)2.

Ainsi on en déduit que pour tout t ≥ 0 :

‖x(t)‖2 ≤ xT (t) Q1

λmin(Q−1
1 )

x(t)

‖x(t)‖2 ≤
[

λmax(Q−1
1 )

λmin(Q−1
1 )
||φ(s)||2 + e−2ατ2−1+2ατ2

4α2λmin(Q−1
1 )

λmax(S−1)(α||φ||+ ||φ̇||)2
]
e−2αt,

On peut maintenant déterminer une borne de J :

J ≤ λmax(J)
[

λmax(Q−1
1 )

αλmin(Q−1
1 )

||φ(s)||2 +
e−2ατ2 − 1 + 2ατ2

4α3λmin(Q−1
1 )

λmax(S−1)(α||φ||+ ||φ̇||)2
]

.

Donc si la condition (2.3.49) est vérifiée, la fonction de coût J est bien inférieure à γ.

Les conditions initiales φ satisfaisant à la condition (2.3.49) sont donc caractérisées par la norme sur C de

la fonction φ dans l’intervalle [−τ2, 0] et par celle de sa dérivée φ̇ sur le même intervalle.

Remarque 2.3.16 Pour exposer le lien entre stabilisation exponentielle et stabilisation à coût garanti, nous

avons choisi d’utiliser le Théorème 2.3.12 pour des raisons de clarté de l’exposé. Il est aussi possible d’appliquer

ce résultat à chacun des théorèmes de stabilisation présentés dans ce chapitre.

Remarque 2.3.17 Lorsque la fonction coût est (2.3.44) ou (2.3.46), l’ensemble des conditions initiales satisfai-

sant la condition J ≤ γ est légèrement modifiée. En effet, il faut alors remplacer λmin(J) par λmin(J +KT TK),

dans le cas (2.3.44) ou par λmin((C + DK)T S(C + DK)), dans le cas (2.3.46).
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2.3.6 Optimisation de l’ensemble des conditions initiales admissibles

Considérons le cas du système (2.3.42) où le retard est majoré par une valeur τ2 imposée. Le Théorème 2.3.15

permet alors de déterminer un ensemble de conditions initiales qui satisfont au problème de coût quadratique

garanti J ≤ γ. Cependant, il ne permet pas de maximiser cet ensemble. Ce que nous proposons dans ce

paragraphe est une procédure de maximisation de D0 dans le cas d’une fonction de coût de la forme (2.3.43).

Premièrement, on remarque que D0 est de la forme :

D0 = {φ ∈ Cτ : aφ‖φ‖+ aφ̇‖φ̇‖ ≤ γ}.

Pour que l’ensemble D0 soit plus grand, il faut minimiser les coefficients aφ et aφ̇. Pour cela, on remarque

que dans (2.3.49), ces coefficients sont divisés par α. La première étape consiste donc à déterminer le plus grand

taux de convergence exponentielle α. La seconde étape consiste à minimiser les valeurs propres des matrices

Q−1
1 et S−1. Pour introduire ces propriétés dans le problème LMI, on ajoute les conditions suivantes :

[
λQ1In In

? Q1

]
≥ 0,

[
λSIn In

? S

]
≥ 0, (2.3.51)

En utilisant le complément de Schur, les conditions (3.7.26) deviennent équivalentes à λQ1 ≥ λmax(Q−1
1 ),

λS ≥ λmax(S−1) (comme Q1 et S sont des matrices symétriques leurs valeurs propres sont réelles). On définit

alors le problème d’optimisation suivant :

min β1λQ1 + β2λS

soumis à

(2.3.47) et (2.3.48)

où β1 et β2 représentent des poids qui doivent être réglés pour satisfaire certains compromis entre les valeurs

maximales de ‖φ‖ et ‖φ̇‖.

2.4 Cas des retards variables bornés

Dans cette section, nous allons nous intéresser à l’étude des systèmes soumis à des retards dont la borne

minimale est non nulle. c’est-à-dire qu’il existe une valeur τ1 telle que le retard variable τ vérifie la relation :

τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2. (2.4.1)

Ce cas de retard est très fréquemment rencontrés en pratique. Dans un contexte de retards liés à une

transmission d’informations, un écoulement de liquide, le cas du retard nul ou proche de 0 n’est pas réalisable.

En effet, dans ce contexte, un retard quasi-nul s’interprète comme une transmission quasi-instantanée. Or il est

évident que le retard dû à une communication induit des retards dont la borne inférieure correspond au temps

minimum de transport d’information ou de matière. Ce temps est limité par les caractéristiques du systèmes

(par le réseaux dans le cas de la commande à distance). Il parâıt alors intéressant de mesurer l’influence de la

borne inférieure du retard.

Dans la littérature, on trouve énormément de résultats portant sur les systèmes dont les retards sont seule-

ment strictement positifs. Seulement quelques auteurs [49], [80] ont déterminé des conditions de stabilité asymp-

totique pour les systèmes soumis à ce type de retard. L’idée principale est de considérer que le retard variable
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τ est la somme d’un retard constant, δ, qu’on pourrait appelé retard nominal et d’une perturbation bornée de

ce retard η(t) caractérisée par un paramètre µ > 0 représentant l’amplitude maximale du retard autour de sa

valeur nominale :

τ(t) = δ + η(t), ‖η(t)‖ ≤ µ. (2.4.2)

2.4.1 Etude de la stabilité

Considérons le système linéaire à retard sans commande :

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− τ(t)). (2.4.3)

Notre objectif est de déterminer des conditions de stabilité pour cette classe de systèmes où le retard vérifie

(2.4.2).Considérons le système à retards variables (2.4.3). Afin de déterminer des conditions de convergence

exponentielle, on introduit la nouvelle variable xα(t) = eαtx(t), avec α > 0. Le système (2.4.3) devient :

ẋα(t) = (A0 + αIn)xα(t) + eατ(t)A1xα(t− τ(t)) (2.4.4)

Modélisation polytopique

Il y a une difficulté à surmonter. Le système (2.4.4) est à paramètres variants à cause du gain scalaire

eατ(t). Ceci ne permet pas d’appliquer directement les théorèmes classiques démontrant la stabilité asympto-

tique d’un système linéaire stationnaire. Heureusement, cette difficulté peut être surmontée en introduisant une

modélisation polytopique du système (2.4.4). En fait, sachant que le retard est borné (2.4.1) et en reprenant la

définition des paramètres βi, on sait que le gain linéaire eατ(t) vérifie les inégalités :

β1 = eα(δ−µ) ≤ eατ(t) ≤ eα(δ+µ) = β2, ∀t ≥ 0.

Cela signifie aussi qu’il existe des fonctions scalaires positives mais aussi inconnues λi : R → R, i ∈ {1, 2},
qui satisfont la condition de convexité :

∀t ≥ 0, ∀i ∈ {1, 2} λi(t) ≥ 0,
∑2

i=1 λi(t) = 1,

et permettant d’écrire le système (2.4.4) sous la forme polytopique suivante :

ẋα(t) =
∑2

i=1 λi(t){(A0 + αIn)xα(t) + βiA1xα(t− τ(t))}. (2.4.5)

En utilisant la formule de Leibniz qui permet d’écrire :

xα(t− δ)− xα(t− δ + η(t)) =
∫ t−δi

t−δ+η(t)

ẋα(s)ds,

on obtient finalement l’écriture suivante :

E ˙̄xα(t) =
∑2

i=1 λi(t)

{[
0 In

(A0 + αIn) −In

]
x̄α(t) +

[
0

βiA1

]
xα(t− δ)−

[
0

βiA1

]
∫ t−δ

t−δ−η(t)
˙̄xα(s)ds

}
,

où x̄α(t) = col{xα(t), ẋα(t)} et E = diag{I, 0(2×2)}. On propose alors le théorème suivant :
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Théorème 2.4.1 [132] Le système (2.4.3) est α−stable s’il existe des (n×n)−matrices 0 < P1, P2, P3, S, Y1,

Y2, Z1, Z2, Z3, R et Ra qui satisfont aux conditions LMI pour tout couple (i, j) ∈ {1, 2}2 :

Γi
1 =




Ψ1 PT

[
0

βiA1

]
− Y T

1 µPT

[
0

βiA1

]

∗ −S1 0

∗ ∗ −µR1a




< 0, (2.4.6)




R Y1 Y2

∗ Z1 Z2

∗ ∗ Z3


 ≥ 0, (2.4.7)

avec

P =

[
P1 0

P2 P3

]
, Z =

[
Z1 Z2

ZT
2 Z3

]
, Y =

[
Y1 Y2

]
, (2.4.8)

Ψ1 = PT

[
0 In

A0 + αIn −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn −In

]T

P +

[
Y

0

]
+

[
Y

0

]T

+ δZ +

[
S 0

0 δR + 2µRa

]
.

Démonstration. Considérons donc la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui est présentée en deux par-

ties :

Vα(t) = Vn(t) + Va(t), (2.4.9)

où les deux fonctionnelles sont définies comme suit :

Vn(t) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∫ 0

−δ

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)Rẋα(s)dsdθ +
∫ t

t−δ
xT

α(s)Sxα(s)ds,

Va(t) =
∫ µ

−µ

∫ t

t+θ−δ
ẋT

α(s)Raẋα(s)dsdθ.

(2.4.10)

Vn correspond au contrôle de la stabilité du système soumis au seul retard nominal δ. La seconde fonctionnelle

Va contrôle les variations du retard τ(t) autour de leur valeur nominale δ. En suivant la démonstration du Lemme

1 dans [56], si les conditions LMI (2.4.7) sont satisfaites, la majoration suivante est vérifiée :

V̇n(t) ≤
2∑

i=1

λi(t){ξT (t)Γi
1nξ(t) + ∆i(t)}, (2.4.11)

où ξ(t) = col{xα(t), ẋα(t), x̄α(t− δ1)} et les autres termes sont définis par :

Γi
1n =




Ψ0
1 PT

[
0

βiA1

]
− Y T

∗ −S


 ,

avec

Ψ0
1 = Ψ1 −

[
0 0

0 2µRa

]
,

∆i(t) = −2x̄T
α(t)PT

[
0

βiA1

]
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋα(s)ds,
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En utilisant la majoration classique qui, pour toute matrice symétrique définie positive R de dimension n et

pour tous vecteurs a et b de Rn, assure que la relation 2aT b ≤ aT Ra + bT R−1b est satisfaite, on obtient :

∆i(t) ≤ µx̄T
α(t)PT

[
0

βiA1

]
R−1

a

[
0

βiA1

]T

Px̄α(t) +
∣∣∣
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋT

α(s)Raẋα(s)ds
∣∣∣ .

Ensuite, en introduisant la variable ξ1(t) = col{ξ(t), ẋα(t), ẋα(t)}, la combinaison de (2.4.11) et (2.4.1)

permet d’écrire :

V̇α(t) ≤
2∑

i,j=1

λij(t)
{
ξT
1 (t)Γi

1ξ1(t)
}

.

Ainsi, on remarque que si les conditions (2.4.6 ) et (2.4.7) sont satisfaites, V̇α(t) est une somme convexe de

termes négatifs. Ceci permet de conclure que le système (2.4.4) est asymptotiquement stable et, par conséquent

que le système initial (2.4.3) est exponentiellement stable avec un degré de convergence α.

Modélisation avec incertitudes paramètriques

Dans cette partie, nous utiliserons la modélisation du système (2.4.4) en mettant le terme eατ(t) sous forme

d’un système à paramètres incertains. Nous écrirons ce terme comme une somme d’un terme constant βm,

représentant la valeur moyenne de la fonction et d’un terme variable d’amplitude bornée par βd représentant la

perturbation dépendant du retard inconnu.

eατ(t) = βm + ∆(t)βd, (2.4.12)

où βm = (eα(δ+µ) + eα(δ−µ))/2, βd = (eα(δ+µ) − eα(δ−µ))/2 et où ∆ est une fonction inconnue dépendant de la

valeur du retard τ et vérifiant la condition |∆(t)| ≤ 1, pour tout t ≥ 0. En utilisant la modélisation descripteur

et la formule de Leibniz, le système (2.4.4) s’écrit alors :

E ˙̄xα =

[
0 In

A0 + αIn −In

]
x̄α(t) + (βm + ∆(t)βd)

[
0

A1

]
xα(t− δ)

−(βm + ∆(t)βd)

[
0

A1

]
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋα(t− δ).

On en déduit le théorème suivant :

Théorème 2.4.2 Le système (2.4.3) est α−stable s’il existe des matrices de dimension n× n P1, R > 0, S et

Ri > 0 symétriques définies positives et P2, P3, Y1, Y2, Z1, Z2, Z3, Z1i, Z2i et Z3i pour i = m, d qui satisfont

aux conditions LMI :

Γ2 =




Ψ2 PT

[
0

βmA1

]
− Y T

∗ −S + Rd


 < 0, (2.4.13)

[
R Y

∗ Z

]
≥ 0,


 Ri

[
0 βiA

T
1

]
P

∗ Zi


 ≥ 0, (2.4.14)

P =

[
P1 0

P2 P3

]
, Z =

[
Z1 Z2

ZT
2 Z3

]
, Y =

[
Y1 Y2

]
, Zi =

[
Z1i Z2i

ZT
2i Z3i

]
, (2.4.15)
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Ψ2 = PT

[
0 In

A0 + αIn −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn −In

]T

P + δZ + (1 + µ)Zd + µZm

+

[
Y

0

]
+

[
Y

0

]T

+

[
S 0

0 δR + 2µ(Rm + Rd)

]
.

(2.4.16)

Démonstration. La démonstration de ce théorème utilise toujours le changement de variable xα(t) =

eαtx(t). Cette transformation introduit le gain scalaire eατ(t) dans (2.4.4). La suite de la démonstration est

basée sur les techniques de Lyapunov-Krasovskii. Considérons donc la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui

est présentée en deux parties :

Vα(t) = Vn(t) + Va(t), (2.4.17)

où Vn est toujours la même fonctionnelle définie par (2.4.10) et la seconde fonctionnelle est définie par :

Va(t) =
∫ µ

−µ

∫ t

t+θ−δ

ẋT
α(s)(Rm + Rd)ẋα(s)dsdθ. (2.4.18)

En suivant la démarche de la démonstration du Théorème 2.4.1, Vn correspond au contrôle de la stabilité

du système soumis au seul retard nominal δ. La seconde fonctionnelle Va contrôle les variations du retard τ(t)

autour de leur valeur nominale δ. En suivant la démonstration de la preuve du Lemme 1 dans [56], si la condition

LMI (2.4.14a) est satisfaite, la majoration suivante est vérifiée :

V̇n(t) ≤ ξT (t)Γ2nξ(t) +
3∑

k=1

∆k(t), (2.4.19)

où ξ(t) = col{xα(t), ẋα(t), x̄α(t− δ1)} et les autres termes sont définis par :

Γi
3n =




Ψ0
2 PT

[
0

βiA1

]
− Y T

∗ −S


 ,

Ψ0
2 = Ψ2 −

[
0 0

0 2µ(Rm + Rd)

]

et où les fonctions ∆i sont définies par :

∆1(t) = −2x̄T
α(t)PT

[
0

∆(t)βdA1

]
xα(t− δ),

∆2(t) = −2x̄T
α(t)PT

[
0

βmA1

]
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋα(s)ds,

∆3(t) = −2x̄T
α(t)PT

[
0

∆(t)βdA1

]
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋα(s)ds.

A fin de majorer les éléments ∆k, on dispose de la méthode basée sur les conditions LMI (2.4.14) conduisant

à :
∆1(t) ≤ x̄T

α(t)Zdx̄α(t) + xT
α(t− δ)Rdxα(t− δ),

∆2(t) = µx̄T
α(t)Zmx̄α(t) +

∣∣∣
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋT

α(s)Rmẋα(s)ds
∣∣∣ ,

∆3(t) = µx̄T
α(t)Zdx̄α(t) +

∣∣∣
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋT

α(s)Rdẋα(s)ds
∣∣∣ .
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Ainsi, on remarque que, si les conditions (2.4.13) à (2.4.14) du Théorème 2.4.2 sont satisfaites, alors on a

V̇α(t) ≤ ξT (t)Γ3nξ(t) +
∑3

k=1 ∆k(t) + x̄T
α(t)Zdx̄α(t) + xT

α(t− δ)Rdxα(t− δ)

µx̄T
α(t)Zmx̄α(t) +

∣∣∣
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋT

α(s)Rmẋα(s)ds
∣∣∣−

∫ t−δ+µ

t−δ−µ
ẋT

α(s)Rmẋα(s)ds

µx̄T
α(t)Zdx̄α(t) +

∣∣∣
∫ t−δ

t−δ−η(t)
ẋT

α(s)Rdẋα(s)ds
∣∣∣−

∫ t−δ+µ

t−δ−µ
ẋT

α(s)Rdẋα(s)ds,

En remarquant que la somme des termes intégrales est négative, on conclut que la dérivée de la fonctionnelle

Vα est définie négative si les conditions LMI du Théorème 2.4.2 sont vérifiées. On démontre ainsi que le système

(2.4.4) est asymptotiquement stable et, par conséquent, que le système linéaire (2.4.3) soumis au retard défini

dans (2.4.1) est α−stable.

2.4.2 Stabilisation des systèmes linéaires

Dans cette partie, nous nous intéresserons à la stabilisation de systèmes linéaires à retard de la forme :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ(t)) + Bu(t) + Bτu(t− τ(t))

x(s) = φ(s), ∀ s ∈ [−τ2, 0]
(2.4.20)

où le retard variable τ(t) appartient à [τ1, τ2].

La loi de commande que nous désirons utiliser est une commande par retour d’état u = Kx(t), où K est un

gain matriciel à déterminer pour garantir la stabilité exponentielle du système bouclé :

{
ẋ(t) = (A + BK)x(t) + (Aτ + BτK)x(t− τ(t))

x(s) = φ(s), ∀ s ∈ [−τ2, 0]
(2.4.21)

Les mêmes méthodes proposées dans la partie 2.3.4 permettront aussi de déterminer des conditions LMI de

stabilisation. Nous ne présenterons cependant que quelques théorèmes permettant de déterminer le gain linéaire

K du retour d’état pour ne pas alourdir la présentation.

Modélisation polytopique

Théorème 2.4.3 La commande par retour d’état de gain stabilise exponentiellement le système (2.4.3) avec un

degré de convergence α > 0 si, pour un réel positif ε, il existe des matrices de dimension n×n définies positives

Q1, T , U et Ua et des matrices de dimension n×n Q2, Q3, W i
1, W i

2, W i
3, W i

1a, W i
2a, W i

3a, pour i = 1, 2 et une

matrice W , de dimension n×m, telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites pour i = 1, 2 :




Φi
21 Φi

21 0 δQT
2 2µQT

2

∗ Φi
23 (1− ε)βi(AτQ1 + BτY ) δQT

3 2µQT
3

∗ ∗ −T 0 0

∗ ∗ ∗ −δU 0

∗ ∗ ∗ ∗ −2µUa




< 0, (2.4.22)
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et 

−2Q1 + U 0 εβi(AτQ1 + BτY )T

∗ W1 W2

∗ ∗ W3


 ≥ 0,



−2Q1 + Ua 0 βi(AτQ1 + BτY )T

∗ W i
1a W i

2a

∗ ∗ W i
3a


 ≥ 0

(2.4.23)

où
Φi

21 = Q1(A + αIn + εβiAτ )T + (A + αIn + εβiAτ )Q1

+(B + εβiBτ )Y + Y T (B + εβiBτ )T + T + δW i
1 + δW i

1a

Φi
22 = Q3 −QT

2 + Q1(A + αIn + εβiAτ )T + δW i
2 + δW i

2a,

Φi
23 = −(Q3 + QT

3 ) + δW i
3 + δW i

3a.

(2.4.24)

Le gain du retour d’état est alors donnée par :

K = Y Q−1
1 (2.4.25)

Démonstration. La preuve de ce théorème est basée sur le Théorème de stabilité exponentielle 2.4.1 et suit

la méthode proposée pour la démonstration du Théorème 2.3.12. Cependant quelques étapes nécessitent d’être

présentée.

On définit la matrice Q =

[
Q1 0

Q2 Q3

]
= P−1. On remplace les matrices A0 par A + BK et A1 par

Aτ + BτK. Notre objectif consiste à faire apparâıtre le produit KQ1. Pour cela nous commençons par imposer

la contrainte suivante :

Yi = ε
[

0 βiA1

]
P.

On remarque, dans un premier temps que l’on a dédoublé la matrice Y en deux matrices Yi pour que

cette contrainte liante ne rende les conditions conservatives. De la même manière, on définit les matrices Zi de

dimension 2n× 2n telles que les conditions (2.4.7) deviennent :


 R

[
0 εβi(Aτ + BτK)T

]
P

∗ Zi


 ≥ 0 (2.4.26)

Ensuite en utilisant la même technique que dans la démonstration du Théorème 2.3.12, en multipliant les

conditions LMI (2.4.7) par diag{Q1, Q} à droite et par sa transposée à gauche. Pour obtenir les conditions :


 Q1RQ1

[
0 εβiQ1(Aτ + BτK)T

]

∗ QT ZiQ


 ≥ 0 ,


 Q1RaQ1

[
0 βiQ1(Aτ + BτK)T

]

∗ QT Zi
aQ


 ≥ 0 (2.4.27)

En posant W i = QT ZiQ, W i
a = QT Zi

aQ, U = R−1 et Ua = R−1
a et en utilisant la même majoration que

dans la démonstration du Théorème 2.3.12, on retrouve les conditions LMI (2.4.23).

D’autre part, dans l’équation (2.4.6), on peut appliquer le complément de Schur aux termes R et Ra à la

manière de (2.3.35). On obtient alors :
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


Ψi
2 (1− ε)PT

[
0

βiA1

]
δ

[
0

In

]
δ

[
0

In

]

∗ −S 0 0

∗ ∗ −δR−1 0

∗ ∗ ∗ −2µR−1
a




< 0, (2.4.28)

avec

Ψi
2 = PT

[
0 In

A0 + αIn −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn −In

]T

P + δZi + µZi
a

+ε

[
In

0

][
0

βiA1

]T

P + εPT

[
0

βiA1

][
In

0

]T

+

[
S 0

0 0

]
.

On multiplie alors la condition (2.4.28) à droite par diag{Q, Q1, In, In} et par sa transposée à gauche. Ainsi,

en posant U = S−1 et Ua = S−1
a la condition de stabilité exponentielle devient :




Φi
2 (1− ε)

[
0

βiA1

]
Q1 δQT

[
0

In

]
δQT

[
0

In

]

∗ −Q1SQ1 0 0

∗ ∗ −δU 0

∗ ∗ ∗ −2µUa




< 0,

où

Ψi
2 =

[
0 In

A0 + αIn −In

]
Q + QT

[
0 In

A0 + αIn −In

]T

P + δQT ZiQ + µQT Zi
aQ

+εQT

[
In

0

][
0

βiA1

]T

+ ε

[
0

βiA1

][
In

0

]T

Q + QT

[
S 0

0 0

]
Q.

On pose alors T = Q1SQ1, W i = QT ZiQ, W i
a = QT Zi

aQ et Y = KQ1. On retrouve ainsi la LMI (2.4.22).

D’autres résultats peuvent être développés à partir des techniques et théorèmes des parties proposées dans

les paragraphes précédents.

2.4.3 Exemple

Afin de montrer la pertinence des résultats de stabilisation exponentielle dans le cas des systèmes à retard

borné, nous proposons l’exemple suivant :

A0 =

[
−1 1

2 −0.5

]
A1 =

[
−1 0

0 −0.5

]
. (2.4.29)

Les conditions LMI du Théorème 2.4.1 donnent les valeurs de retard maximal admissible suivant pour des

valeurs différentes de τ1. Ces valeurs sont répertoriées dans le Tableau 2.3.

On remarque que lorsque le retard varie dans un intervalle de longueur petite le taux de convergence expo-

nentielle est plus important.
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α 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

τ1 = 0 1.259 0.974 0.822 0.727 0.660 0.609

τ1 = 0.5τ2 2.519 1.576 1.176 0.985 0.871 0.790

τ1 = 0.9τ2 12.550 2.888 1.719 1.324 1.123 0992

Tab. 2.3 – Valeurs maximales de τ2 en fonction de α.

2.5 Cas particulier des systèmes neutres à retard constant

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser au cas des systèmes neutres. Ce type de systèmes intervient

notamment lors de phénomènes de propagation d’onde [44]. Sans perte de généralité, le système que nous allons

considérer ici est le suivant :

ẋ(t)− Fẋ(t− τ) = A0x(t) + A1x(t− τ), (2.5.1)

où x représente respectivement l’état. Les matrices A0, A1 et F sont des matrices constantes de dimension

appropriée. D’autrepart, on suppose que le retard τ est constant. Nous considérons pour simplifier le problème

que les retards des termes neutre et retardé sont égaux.

2.5.1 Stabilité exponentielle

Nous introduisons la nouvelle variable xα(t) = eαtx(t) qui conduit à l’équation :

ẋα(t) = (A0 + αIn)xα(t) + Feαtẋ(t− τ) + eατA1xα(t− τ). (2.5.2)

Cette équation n’est pas encore exprimée correctement puisqu’il subsiste un terme en fonction de la solution

x. Or en remarquant que :

eαtẋ(t− τ) = eατ ẋα(t− τ)− αeατxα(t− τ), (2.5.3)

on obtient l’équation différentielle suivante :

ẋα(t) = (A0 + αIn)xα(t) + eατFẋα(t− τ) + (A1 − αF )eατxα(t− τ). (2.5.4)

La transformation qui consiste à remplacer x par xα dans le cas d’un éléments neutre introduit un terme

retardé supplémentaire dont il faut tenir compte pour caractériser la stabilité exponentielle. Notre objectif est

de déterminer des conditions qui garantissent la stabilité asymptotique du système 2.5.4. D’après [85], une

condition nécessaire de stabilité des systèmes neutres est que la matrice correspondant au terme neutre ait des

valeurs propres strictement incluses dans le cercle unité, c’est-à-dire :

ρ(eατF ) < 1. (2.5.5)

où ρ(.) est le rayon spectral. En d’autres termes, cela signifie que les valeurs propres de la matrice F sont incluses

dans le cercle de centre l’origine et de rayon e−ατ .

Théorème 2.5.1 [132] Le système (2.5.1) est exponentiellement stable, avec un taux de convergence α > 0

vérifiant (2.5.5), pour le retard constant τ > 0, s’il existe des matrices de dimension n × n, P1, S, U et R

symétriques définies positives et P2, P3, Z1, Z2, Z3, Y1, Y2, telles que les conditions LMI suivantes soient
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satisfaites :

Γ1 =




Ψ1 PT

[
0

(A1 − αF )eατ

]
− Y T PT

[
0

eατF

]

∗ −S 0

∗ ∗ −U




< 0, (2.5.6)

et [
R Y

∗ Z

]
≥ 0, (2.5.7)

avec

P =

[
P1 0

P2 P3

]
, Z =

[
Z1 Z2

ZT
2 Z3

]
, Y =

[
Y1 Y2

]
, (2.5.8)

où la matrice Ψ1 est donnée par :

Ψ1 = PT

[
0 In

A0 + αIn −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn −In

]T

P

+τZ +

[
Y

0

]
+

[
Y

0

]T

+

[
S 0

0 τR + U

]
,

(2.5.9)

Démonstration. La démonstration de ce théorème utilise une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii définie

par :
Vα(t) = x̄T

α(t)EPx̄α(t) +
∫ 0

−τ

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)Rẋα(s)dsdθ

+
∫ t

t−τ
xT

α(s)Sxα(s)ds +
∫ t

t−τ
ẋT

α(s)Uẋα(s)ds,
(2.5.10)

D’après le Théorème 2.2.1, la dérivation de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii conduit à l’inégalité

suivante :

V̇α(t) ≤ ξ(t)T




Ψ′1 PT

[
0

(A1 − αF )eατ

]
− Y T

∗ −S


 ξ(t) + x̄T

α(t)PT

[
0

eατF

]
ẋα(t− τ)

+ẋT
α(t)Uẋα(t)− ẋT

α(t− τ)Uẋα(t− τ),

(2.5.11)

où ξ(t) = col{xα(t), ẋα(t), xα(t− τ), la matrice A1 est remplacée par A1 −αeατF et où Ψ′1 = Ψ1 −
[

0 0

0 U

]
.

Ainsi en introduisant le nouveau vecteur ξ′(t) = col{xα(t), ẋα(t), xα(t− τ), ẋα(t− τ)}, on obtient :

V̇α(t) ≤ ξ′T (t)Γ1ξ
′(t) (2.5.12)

Si les conditions LMI du Théorème 2.5.1 sont satisfaites, le système transformé (2.5.2) est asymptotiquement

stable, et par conséquent le système initial (2.5.1) est exponentiellement stable.

2.5.2 Exemple

Afin de montrer la pertinence des résultats de stabilisation exponentielle dans le cas des systèmes neutres à

retard simple constant, nous proposons l’exemple suivant :

A0 =

[
−2 0

0 −2

]
A1 =

[
0 0

0 −1

]
F =

[
0 0

0 0.1

]
B =

[
0

0

]
, (2.5.13)
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La Figure 2.1 permet de comparer les courbes représentant le degré de convergence exponentielle α en

fonction du retard maximal admissible. La Figure 2.1 montre que les conditions du Théorème 2.5.1 sont moins

conservatives que les résultats de Mondié et al. [82] pour τ2 ≤ 1.08 :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.5

1

1.5

2

h

α m
ax

Kharitonov−Mondié
Seuret−Fridman−Richard

Fig. 2.1 – Relation entre le degré de convergence exponentielle α et le retard maximal admissible τ

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé diverses techniques qui permettent de développer des critères de stabilité

exponentielle à taux de convergence α garanti pour le cas des systèmes linéaires à coefficients constants et à

retard. Nous avons aussi montré que ces critères tiennent compte du type de retards (constants, variables

majorés ou bornée, multiples). Dans le cas des retards variables, les résultats sont robustes par rapport au

retard, puisqu’ils ne nécessitent pas la connaissance du retard. Puis à partir de ces théorèmes de stabilité nous

avons proposé des résultats concernant la stabilisation exponentielle à taux garanti en proposant une loi de

commande par retour d’état. Une autre extension a été proposée pour résoudre le problème de la stabilisation à

coût garanti. Les résultats obtenus peuvent être améliorer en utilisant les récents résultats concernant le stabilité

asymptotique des systèmes à retards et les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii discrétisées.

Cependant il reste plusieurs points à développer. Le premier point concerne la robustesse de ces résultats.

Il reste à considérer une classe de systèmes plus large que les systèmes linéaires. En effet ils ne représentent

généralement des modèles simplifiés visant à rendre compte du comportement d’un système au voisinage d’un

point de fonctionnement ou d’une trajectoire de référence. On peut donc se demander s’il est possible d’élargir

ces résultats au cas non-linéaire ou en présence d’incertitudes paramètriques. Nous proposons une étude de

stabilité et de stabilisation exponentielle de systèmes non linéaires dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Stabilité des systèmes non linéaires à

retards

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé des critères de stabilité et des lois de commande pour les

systèmes linéaires à retards sur l’état et l’entrée. Il nous a paru intéressant d’étendre ces résultats aux cas des

systèmes dont la dynamique ne peut se réduire à des équations linéaires.

Les systèmes non linéaires sont en effet des modèles plus proches de la réalité en ce sens que leur validité

n’est pas nécessairement limitée à un voisinage immédiat d’un point de fonctionnement ou d’une trajectoire de

référence. Les modèles linéaires étudiés au chapitre précédent ne constituent donc qu’une approximation et il est

important en pratique d’étudier les effets des non-linéarités négligées sur le comportement du système bouclé.

Ceci peut être réalisé à travers une étude de la robustesse de la stabilité vis-à-vis d’incertitudes paramétriques.

Un autre phénomène devant être pris en compte en pratique est celui de saturation de la commande. Du

fait que les actionneurs ne peuvent délivrer un puissance infinie, une saturation devient un facteur d’instabilité

qu’il est important de considérer dans la synthèse de la loi de commande.

Nous avons donc choisi de distinguer deux parties dans ce chapitre :

– La première est composée des sections 3.2, 3.3 et 3.4. Elle concerne la stabilité et la stabilisation de

systèmes dont les non-linéarités sont pris en compte de deux manières différentes. La première consiste à

émerger la classe des systèmes non linéaires affines en l’entrée en modèles polytopiques. La seconde traite

les non-linéarités comme des incertitudes paramétriques qu’une synthèse de loi de commande robuste

permet d’absorber.

– La seconde, composée des sections 3.5, 3.6 et 3.7, traite du problème de la stabilisation de systèmes pour

lesquels la commande est soumis à des contraintes d’amplitude.

57
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3.2 Systèmes affines en l’entrée

3.2.1 Notations et formulation du problème

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux systèmes non linéaires affines en la commande de la forme

suivante :

{
ẋ(t) = f(t, xt) + g(t, xt)u(t) + h(t, xt)u(t− τ),

x(t) = φ(t) pour t ∈ [−τ2, 0],
(3.2.1)

où τ2 représente la borne supérieure du retard qui peut être variable dans le temps. f est une fonctionnelle

à valeurs dans Rn dépendant du temps et de la fonction xt associée à la solution par xt(θ) = x(t + θ) où

θ ∈ [−τ2, 0]. g et h sont des fonctionnelles à valeurs dans Rn×m. La fonction φ définie sur l’intervalle [−τ2, 0]

représente les conditions initiales .

Remarque 3.2.1 Nous considérons ici une classe restreinte de systèmes non linéaires à retards. En effet, les

systèmes que nous allons étudier ici sont affines en la commande.

Afin d’étendre les résultats du chapitre précédent au cas non linéaire, nous nous proposons de transformer

le système (3.2.1) en un système plus simple à étudier, même si cette transformation introduit un certain

conservatisme.

3.2.2 Transformations du système initial

Le but de cette partie est de présenter des transformations qui permettent d’analyser plus facilement les

systèmes non linéaires de la forme (3.2.1). Dans un premier cas, le système (3.2.1) peut s’écrire comme un

système multimodèle (c’est à dire un ensemble de modèles linéaires pondérés de façon non linéaire [140]). Ceci

s’exprime de la manière suivante :

ż(t) =
∑

i∈Ir

hi(zt) (Aiz(t) + Aiτ z(t− τ(t)) + Biu(t) + Biτ u(t− τ(t))) , (3.2.2)

où z représente les variables d’état du système dans la nouvelle représentation. L’ensemble Ir est l’ensemble des

entiers {1, . . . , r} où r représente le nombre de sous-systèmes nécessaires à la description du système multimodèle.

Les fonctions hi(.) sont des fonctions scalaires de pondération vérifiant les conditions de convexité :

∑
i∈Ir hi(zt) = 1 ∀i = 1, ..r, hi(zt) ≥ 0.

Il est également possible d’utiliser une autre formulation. Celle-ci utilise la modélisation des systèmes à pa-

ramètres incertains, c’est-à-dire soumis à des perturbations sur les matrices d’états. Cette modélisation considère

que les équations du systèmes sont de la forme :

ż(t) = (A + ∆A(zt))z(t) + (Aτ + ∆Aτ (zt))z(t− τ(t))

+(B + ∆B(zt))u(t) + (Bτ + ∆Bτ (zt))u(t− τ(t)),
(3.2.3)

Ces deux transformations apportent un certain conservatisme. En effet, il est réducteur de dire que tous

les systèmes non linéaires du type (3.2.1) peuvent s’écrire sous la forme (3.2.2) ou (3.2.3). Ces transformations

nécessitent généralement des conditions supplémentaires, comme par exemple de supposer que l’état du système

reste dans une partie bornée de l’espace d’état [140].
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Dans la suite de ce chapitre, nous verrons que ces deux représentations permettent déterminer des critères

de stabilité et de stabilisation exponentielles pour une classe de systèmes non linéaires.

3.2.3 Exemple du pendule et du chariot

On considère le système mécanique du pendule inverse présenté Figure 3.1.

 

(m) 

(M) 

Fig. 3.1 – Présentation du pendule inverse

Les écritures des équations d’Euler-Lagrange nous permettent alors d’obtenir les équations du mouvement :
{

u− fẋ = (M + m) ẍ + ml
2 θ̈ cos θ − ml

2 θ̇2 sin θ,

−Kθ̇ = ml2

4 θ̈ + ml
2 ẍ cos θ − mgl

2 sin θ,
(3.2.4)

où x est la position du chariot et θ, l’angle que forme la barre avec la verticale ascendante. l est la longueur de

la barre et m sa masse, M est la masse du chariot, fẋ et Kθ̇ représente respectivement la force et le couple

résistant exercés par les frottements. Afin d’exprimer l’équation (3.2.4) sous forme de modèle d’état, on écrit

ces deux équations différentielles du second ordre couplées et implicites sous forme d’un système différentiel du

premier ordre explicite. Ainsi (3.2.4) devient :

1
4

(
4(M + m) 2ml cos θ

2ml cos θ ml2

) (
ẍ

θ̈

)
=

1
2

(
2u− 2fẋ + mlθ̇2 sin θ

−Kθ̇ + mgl sin θ

)
, (3.2.5)

que l’on peut encore écrire

ẍ =
2ul − 2mgl cos θ sin θ − 2flẋ + 4Kθ̇ cos θ + ml2θ̇2 sin θ

2l(M + m−m cos2 θ)

θ̈ = −4
(M + m)(θ̇ − 1

2mgl sin θ)− 1
2ml cos θ(fẋ− u− 1

2mlθ̇2 sin θ)
ml2(M + m−m cos2 θ)

.

Nous allons utiliser une base de vecteur d’état suggérée par le Lagrangien décrit dans l’équation (3.2.5). On

propose le changement de variables suivant :




z1 = 1
2ml cos θẋ + 1

4ml2θ̇,

z2 = θ,

z3 = (M + m)lx + 1
4ml2 sin θ,

z4 = (M + m)lẋ + 1
4ml2θ̇ cos θ.

Ce changement de variables est un difféomorphisme de R4 dans R4 car la jacobienne de la matrice de

changement de base est toujours de déterminant non nul. Ainsi on peut inverser ces relations. On obtient alors
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pour x, ẋ et θ̇ les équations suivantes :





x = z3−1/4ml2sinz2
(M+m)l ,

ẋ = lz4−2 cos(z2)z1
lD(z2)

,

θ̇ = 4(1+ M
m )z1−2l cos(z2)z4

l2D(z2)
,

,

et avec

D(z2) = M + m−m cos2 θ.

Ainsi dans cette base, l’équation différentielle du premier ordre qui régit le système est :

ż(t) = A(z)z(t) + B1u(t− τ(t)), (3.2.6)

où

A(z) =




F11(z) mgl sinc(z2) 0 F14(z)
4(1+M/m)

l2D(z2)
0 0 − 2 cos z2

l2D(z2)

0 0 0 1
2f cos z2
D(z2)

0 0 −f
D(z2)




, B1 =




0

0

0

1




.

Les fonctions Fij dépendent de l’état z et sont définies par :

F11(z) = −( 1
2ml sin(z2)ẋ + K) 4(1+M/m)

l2D(z2)
,

F14(z) = ( 1
2ml sin(z2)ẋ + K) 2 cos z2

l2D(z2)
.

L’intérêt de cette modélisation est premièrement que la matrice de commande est constante. D’autre part,

on élimine les termes en θ̇2 par rapport à la représentation classique.

Notre objectif est d’appliquer les transformations présentées dans la partie précédente. Pour cela, il faut que

la fonction A(z) soit une fonction bornée de l’espace d’état. Or le facteur 1
2ml sin z2ẋ + K n’est visiblement

pas borné. C’est pourquoi nous allons utiliser les caractéristiques physiques du système. On peut, par exemple,

considérer que le moteur qui agit sur le chariot possède une certaine vitesse angulaire maximale. Ainsi, on peut

considérer que la vitesse ẋ du chariot est bornée. De même, on peut supposer que l’amplitude du déplacement

angulaire de la barre est limitée en se restreignant à un espace défini par θ ≤ θmax.

Si, par exemple, on se donne ẋmax = 2.5, on peut supposer que l’espace d’état admissible est borné. De

là, nous supposerons que la fonction A(z) est effectivement bornée sur cet espace d’état. Ainsi chacune des

fonctions Aij(z) est bornée, on peut déterminer une représentation polytopique de A(z) de la forme :

A(z) =
∑

i∈Ir

hi(zt)Ai,

les matrices Ai sont des matrices à coefficients constants. Il y a cinq fonctions indépendantes qui composent la

matrice A(z). Le cardinal de l’ensemble Ir est de 25 = 32. La valeur de ces coefficients, par exemple Ai,j,k le

coefficient de la ligne j et de la colonne k de la matrice Ai, est égale soit à la valeur maximale soit à la valeur

minimale de la fonction Aj,k(z). Ainsi en reprenant la Définition 2.3.5 du Chapitre 2, on note σ, une bijection

de {1, ..., 25} vers {1, 2}5 telle que, pour tout entier i de {1, ..., 25}, on associe σ(i) défini par :

i 7→ σ(i) = [σ1(i), .., σ5(i)], (3.2.7)
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où σj(i) ∈ {1, 2} pour j = 1, .., 5. La matrice Ai se présente finalement de la manière suivante :

Ai =




F
σ1(i)
11 F

σ2(i)
12 0 F

σ3(i)
14

4(1+M/m)
l2 Dσ4(i) 0 0 − 2

l2 CDσ4(i)

0 0 0 1

2fCDσ5(i) 0 0 −fDσ4(i)




,

où
F 1

11 ≤ F11(z) ≤ F 2
11,

F 1
12 ≤ mgl sinc(z2) ≤ F 2

12,

F 1
14 ≤ F14(z) ≤ F 2

14,

CD1 ≤ cos(z2)
D(z2)

≤ CD2,

D1 ≤ 1
D(z2)

≤ D2.

Les fonctions hi(zt), i ∈ Ir sont des fonctions scalaires de pondération, non nécessairement connues, qui

satisfont la propriété de convexité :

hi(zt) ≤ 0, i ∈ Ir,
∑

i∈Ir
hi(zt) = 1.

L’équation différentielle (3.2.6) peut donc s’écrire :

ż(t) =
∑

i∈Ir

hi(zt) {Aiz(t) + B1u(t− τ(t))} .

Pour la modélisation par modèle incertain, il faut isoler les fonctions de perturbation. Si l’on se place sur une

partie bornée de l’espace d’état, les fonctions F11(z), sinc(z2), F14(z), 1/D(z2) et cos(z2)/D(z2) sont bornées.

En les décomposant en la somme d’une constante représentant la valeur nominale et d’un terme variant en

fonction de z et représentant des incertitudes bornées, on peut transformer l’équation différentielle (3.2.6) en

un système perturbé de la forme (3.2.3). Nous reviendrons sur cet exemple dans le Chapitre 6.

3.3 Approches par modèles polytopiques

3.3.1 Présentation du problème

Cette partie est consacrée à l’analyse de la stabilité d’un système représenté par le modèle polytopique

suivant :
ẋ(t) =

∑
i∈Ir λi(t, xt) {Aix(t) + Aτix(t− τ(t)) + Biu(t) + Bτiu(t− τ(t))} ,

x(θ) = φ(θ), ∀θ ∈ [−τ2, 0],

u(θ) = ψ(θ), ∀θ ∈ [−τ2, 0],

(3.3.1)

où x(t) ∈ Rn représente le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm représente le vecteur de commande. Les matrices Ai, Aiτ ∈
Rn×n et Bi, Biτ ∈ Rn×m, pour tout i ∈ Ir, sont les matrices d’état supposées constantes. Les fonctions λi(t)

sont des fonctions continues de pondération qui vérifient la condition de convexité :

∑
i∈Ir λi(t, xt) = 1, ∀t ≥ 0, et

λi(t, xt) ≥ 0, ∀i ∈ Ir, ∀t ≥ 0.
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Notre objectif est de déterminer des conditions de stabilité exponentielle du système en boucle fermée avec

une loi de commande par retour d’état de la forme :

u(t) = Kx(t).

Dans la suite de cette partie, nous supposerons que le retard τ(t) est majoré et vérifie l’inégalité suivante :

0 ≤ τ(t) ≤ τ2. (3.3.2)

3.3.2 Stabilité exponentielle

Dans un premier temps, nous allons nous concentrer sur le problème de la stabilisation du système en boucle

ouverte (avec u(t) = 0). Considérons alors le système suivant :

ẋ(t) =
∑

i∈Ir λi(t, xt) {A0ix(t) + A1ix(t− τ(t))} , (3.3.3)

Comme dans le chapitre précédent, nous allons introduire la nouvelle variable xα(t) = eαtx(t). Ainsi, si on

détermine des conditions de stabilité asymptotique de la solution nulle du système décrit par la variable xα(t),

alors ces conditions garantissent simultanément la convergence exponentielle de la solution nulle du système

initial. Le système (3.3.3), après changement de variables, devient :

ẋα(t) =
∑

i∈Ir λi(t, xt)
{
(A0i + αIn)xα(t) + eατ(t)A1ixα(t− τ(t))

}
, (3.3.4)

On se propose de déterminer des conditions de α−stabilité en utilisant les approches par modèle polytopique

et par modèle incertain du terme eατ(t).

Modélisation polytopique

Le terme exponentiel est présenté sous forme polytopique, c’est-à-dire :

eατ(t) = µ1(t)β1 + µ2(t)β2, (3.3.5)

où β1 = 1 et β2 = eατ2 . Les fonctions µi(t) sont des fonctions scalaires de pondération qui ne dépendent que de

la valeur du retard τ(t) et vérifient les conditions de convexité suivantes :

∀t ≥ t0, µ1(t) + µ2(t) = 1, µ1(t) ≥ 0 et µ2(t) ≥ 0.

On propose le théorème suivant :

Théorème 3.3.1 La solution x(t) = 0 du système (3.3.3) est α-stable pour tout retard variable τ(t) ≤ τ2, s’il

existe des matrices de dimension n × n, P2, P3, Zij
1 , Zij

2 , Zij
3 (pour i ∈ Ir, et pour j ∈ I2 et deux matrices

symétriques définies positives de dimension n× n, P1 et R qui vérifient les conditions LMI suivantes :

Ψij < 0 et


 R

[
0 βjA

T
1i

]
P

∗ Zij


 ≥ 0,

∀(i, j) ∈ Ir × I2

(3.3.6)

avec

P =

[
P1 0

P2 P3

]
, Zij =

[
Zij

1 Zij
2

ZijT
2 Zij

3

]
(3.3.7)
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et

Ψij = PT

[
0 In

Λij −In

]
+

[
0 In

Λij −In

]T

P + τ2Z
ij +

[
0 0

0 τ2R

]
,

Λij = αIn + A0i + βjA1i.

Démonstration. La décomposition (3.3.5) du terme eατ(t) permet de décrire le système (3.3.3) sous une

forme polytopique et descripteur en introduisant la variable augmentée x̄α(t) = col{xα(t), ẋα(t)}. La fonction-

nelle de Lyapunov-Krasovskii candidate est la suivante :

Vα(t) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)Rẋα(s)dsdθ, (3.3.8)

où E = diag{In, 0} et P =

[
P1 0

P2 P3

]
, P1 > 0.

Dans un premier temps, le système (3.3.4) est présenté sous une forme polytopique globale, c’est-à-dire en

comprenant les modifications dues au terme eατ(t). On a alors :

ẋα(t) =
∑

(i,j)∈Ir×I2 λ̄ij(t) {(A0i + αIn)xα(t) + βjA1ixα(t− τ(t))} ,

où λ̄ij(t) = λi(t)µj(t). On remarque aisément que ces fonctions λ̄ij(t) satisfont à la conditions de convexité :

∑
(i,j)∈Ir×I2 λ̄ij(t) = 1, ∀t ≥ 0, et

λij(t) ≥ 0, ∀(i, j) ∈ Ir × I2,∀t ≥ 0.
(3.3.9)

En utilisant la formule de Leibniz, on transforme le système en :

ẋα(t) =
∑

(i,j)∈Ir×I2 λ̄ij(t)
{

(A0i + αIn + βjA1i)xα(t)− βjA1i

∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)de

}
,

Le raisonnement est identique à la démonstration du Théorème 2.3.2. La fonctionnelle Vα est bien définie

positive car on remarque que x̄T
α(t)EPx̄α(t) = xT

α(t)P1xα(t). Sachant que EP = PT E, le calcul de la dérivée

par rapport au temps de la fonctionnelle (3.3.8) aboutit à :

V̇ (t) = x̄T
α(t)Ψ0(t)x̄α(t) + η0(t) + τ2ẋ

T
α(t)Rẋα(t)− ∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)Rẋα(s)ds, (3.3.10)

où

Ψ0(t) =
2∑

i∈Ir,j=1

λ̄ij(t)



PT

[
0 In

Λi −In

]
+

[
0 In

Λi −In

]T

P





η0(t) = −2
2∑

i∈Ir,j=1

λ̄ij(t)

{∫ t

t−τ(t)

x̄T
α(t)PT

[
0

βjA1i

]
ẋα(s)ds

}
.

Sachant que η0 s’écrit sous forme polytopique, il est alors nécessaire de déterminer une majoration de chacun

des sous-modèles du système.

 R

[
0 βjA

T
1i

]
P

∗ Zij


 ≥ 0, i ∈ Ir et j = 1, 2.

En combinant (3.3.2) et (3.3.9), on obtient :

η0(t) ≤ τ2x̄
T
α(t)

(∑2
i∈Ir,j=1 λ̄ij(t)Zij

)
x̄α(t) +

∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)Rẋα(s)ds,
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avec R et Zij satisfaisant à (3.3.6b). On en déduit une majoration de (3.3.10) :

d

dt
V (t) ≤ x̄T

α(t)Ψ(t)x̄α(t),

avec

Ψ(t) = Ψ0(t) +
(∑2

i∈Ir,j=1 λ̄ij(t)Zij

)
+

[
0 0

0 τ2R

]

=
∑2

i∈Ir,j=1 λ̄ij(t) (Ψij)

L’ensemble des matrices définies négatives étant convexe, le système (3.3.4) est asymptotiquement stable si

chacune des matrices Ψij est définie négative, c’est-à-dire si les conditions (3.3.1) sont satisfaites. On en déduit

alors la convergence exponentielle de degré α du système (3.3.3) vers la solution nulle.

Modélisation avec incertitudes paramètriques

La décomposition du terme exponentiel sous la forme

eατ(t) = βm + ∆(t)βd

(où ∆(t) est une fonction réelle inconnue, dépendant de la valeur du retard et vérifiant |∆(t)| ≤ 1) conduit au

nouveau résultat :

Théorème 3.3.2 Le système (3.3.3) est α−stable pour tout retard τ(t) satisfaisant (3.3.2), s’il existe des

matrices de Rn×n P1, Rm, Rd, symétriques définies positives, des matrices P2, P3, Zij
1 , Zij

1 et Zij
1 pour tout

i ∈ Ir et j = 1, 2, telles que les conditions LMI suivantes soient réalisées :

Ψi < 0, (3.3.11)

et 
 Ri

[
0 βjA

T
1i

]
P

∗ Zij


 ≥ 0, i = m, d, (3.3.12)

où

P =

[
P1 0

P2 P3

]
Zij =

[
Zij

1 Zij
2

ZijT
2 Zij

3

]

et

Ψi = PT

[
0 In

A0i + αIn + βmA1i −In

]
+

[
0 In

A0i + αIn + βmA1i −In

]T

P

+

[
Rd 0

0 τ2(Rm + Rd)

]
+ Zid + τ2(Zim + Zid),

βm = (1 + eατ2)/2, βd = (eατ2 − 1)/2

Démonstration.

La formule de Leibniz permet de transformer le terme retardé en intégrale de la manière suivante :

ẋα(t) =
∑

i∈Ir λi(t, xt)
{

(A0i + αIn + (βm + ∆(t)βd)A1i)xα(t)− (βm + ∆(t)βd)A1i

∫ t

t−τ(t)
xα(s)ds.

}

(3.3.13)
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On écrit alors le système (3.3.13) sous la forme descripteur en définissant la variable augmentée x̄α = col{xα, ẋα} :

E ˙̄xα(t) =
∑

i∈Ir λi(t, xt)

{[
0 In

A0i + αIn + βmA1i −In

]
x̄α(t) +

[
0

∆(t)βdA1i

]
xα(t)

−
[

0

βmA1i

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds−

[
0

∆(t)βdA1i

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds

}
.

(3.3.14)

On introduit alors la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii :

V α(t) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)(Rm + Rd)ẋα(s)dsdθ. (3.3.15)

En dérivant la fonctionnelle (3.3.15) le long des trajectoires du système (3.3.14), on obtient :

V̇ α(t) =
∑

i∈Ir λi(t, xt)

{
x̄T

α(t)

(
PT

[
0 In

A0i + αIn + βmA1i −In

]

+

[
0 In

A0i + αIn + βmA1i −In

]T

P


 x̄α(t)



 + η0(t) + η1(t) + η2(t)

(3.3.16)

où

η0(t) = 2
∑

i∈Ir λi(t, xt)

{
x̄T

α(t)PT

[
0

∆(t)βdA1i

]
xα(t)

}
,

η1(t) = −2
∑

i∈Ir λi(t, xt)

{
x̄T

α(t)PT

[
0

βmA1i

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds

}
,

η2(t) = −2
∑

i∈Ir λi(t, xt)

{
x̄T

α(t)PT

[
0

∆(t)βdA1i

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds

}
.

(3.3.17)

Si les inégalités (3.3.12) sont satisfaites, alors il est possible de majorer les fonctions ηk pour k = 0, 1, 2 dans

(3.3.17) de la façon suivante :

η0(t) ≤
∑

i∈Ir λi(t, xt)
{
x̄α(t)T Zidx̄α(t) + xT

α(t)Rdxα(t)
}

,

η1(t) ≤ τ2

∑
i∈Ir λi(t, xt)

{
x̄α(t)T Zimx̄α(t) +

∫ t

t−τ(t)
ẋT

α(s)Rmẋα(s)ds
}

,

η2(t) ≤
∑

i∈Ir λi(t, xt)
{

x̄α(t)T Zidx̄α(t) +
∫ t

t−τ(t)
ẋT

α(s)Rdẋα(s)ds
}

, .

Ainsi, en réinjectant ces majorations dans (3.3.16), on obtient :

V̇ α(t) ≤
∑

i∈Ir

λi(t, xt)
{
x̄T

α(t)Ψix̄α(t)
}

.

Ainsi, si les conditions LMI (3.3.11) et (3.3.12) sont vérifiées, la stabilité asymptotique du système (3.3.4)

et, donc, la stabilité exponentielle de (3.3.3) sont démontrées.

3.3.3 Stabilisation exponentielle de systèmes polytopiques

Nous allons maintenant revenir à la stabilisation du système (3.3.1). Pour cela, nous allons considérer une

loi de commande par retour d’état de la forme :

u(t) = Kx(t), (3.3.18)
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où K ∈ Rm×n est le gain matriciel du retour d’état que l’on doit déterminer pour que le système en boucle

fermée soit exponentiellement stable avec un degré de convergence α garanti. Le système bouclé est de la forme :

ẋ(t) =
∑

i∈Ir λi(t, xt) {(Ai + BiK)x(t) + (Aτi + BτiK)x(t− τ(t))} .

Dans la suite de cette partie, nous allons proposer deux théorèmes permettant de construire un tel gain K

en utilisant les approches par modèles polytopiques et par modèle incertain.

Modélisation polytopique

Théorème 3.3.3 La solution x(t) = 0 du système (3.3.1) est α-stabilisable avec la loi de commande (3.3.18)

pour tout retard variable τ(t) vérifiant (3.3.2), s’il existe des matrices de dimension n× n symétriques définies

positives Q1, S, des matrices de dimension n × n Q2, Q3, W ij
1 , W ij

2 , W ij
3 pour i ∈ Ir et pour j = 1, 2 et une

matrice de dimension m × n Y , telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites pour i ∈ Ir et pour

j = 1, 2 : 


Q2 + QT
2 + τ2W

ij
11 Φij

12 τ2Q
T
2

∗ −(Q3 + QT
3 ) + τ2W

ij
22 τ2Q

T
3

∗ ∗ −τ2S


 < 0, (3.3.19)




2Q1 − S 0 βj(Q1A
T
τi + Y T BT

τi)

∗ W ij
1 W ij

2

∗ ∗ W ij
3


 ≥ 0, (3.3.20)

où

Φij
12 = Q1(Ai + αIn + βjAτi)T + Y T (Bi + βjBτi)−QT

2 + Q3 + τ2W
ij
12,

et où

β1 = 1, β2 = eατ2 .

Le gain K du retour d’état est alors donné par :

K = Y Q−1
1 .

Démonstration. La preuve de ce théorème est basée sur le Théorème 3.3.1 et utilise la méthode proposée

dans le Théorème 2.3.12. La démonstration consiste à appliquer à chacun des sous-modèles les conditions LMI

de stabilisation du Théorème 2.3.12 présenté au chapitre précédent.

Modélisation avec incertitudes paramètriques

Théorème 3.3.4 La solution x(t) = 0 du système (3.3.1) est α-stabilisable avec la loi de commande (3.3.18)

pour tout retard variable τ(t) vérifiant (3.3.2) s’il existe des matrices de dimension n× n symétriques définies

positives Q1, Sm et S0, des matrices de dimension n × n Q2,Q3, W ij
1 , W ij

3 et W ij
3 pour i ∈ Ir et j = m, d et

Y une matrice de dimension m× n, satisfaisant aux conditions LMI suivantes pour i ∈ Ir et pour j = m, d :




Ψi
11 Ψi

12 Q1 τ2Q
T
2 τ2Q

T
2

∗ Ψi
22 0 τ2Q

T
3 τ2Q

T
3

∗ ∗ −Sd 0 0

∗ ∗ ∗ −τ2Sm 0

∗ ∗ ∗ ∗ −τ2Sd




< 0, (3.3.21)
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et 


2Q1 − Sj 0 βj(Q1A
T
iτ + Y T BT

iτ )

∗ W ij
1 W ij

2

∗ ∗ W ij
3


 ≥ 0, (3.3.22)

où
Ψi

11 = Q2 + QT
2 + τ2W

im
1 + (1 + τ2)W id

1 ,

Ψi
12 = Q1(Ai + αIn + βmAiτ )T + Y T (Bi + βmBiτ )T −QT

2 + Q3 + τ2W
im
2 + (1 + τ2)W id

2 ,

Ψi
22 = −(Q3 + QT

3 ) + τ2W
im
3 + (1 + τ2)W id

3 ,

et

βm = (1 + eατ2)/2, βd = (eατ2 − 1)/2.

Le gain du retour d’état est alors donné par :

K = Y Q−1.

Démonstration. Les techniques utilisées dans la démonstration sont similaires à celle du Théorème 3.3.3

et du Théorème 2.3.12

3.3.4 Exemple

Prenons le système polytopique (3.3.1) dans le cas r = 2

:

A1 =

[
−1.9 1

0 1.1

]
, Aτ1 =

[
−0.1 0.1

−0.9 .65

]
, B1 =

[
1.1 0

0 1.1

]
, Bτ1 =

[
0 0

0 0.1

]
,

A2 =

[
−2.1 1

0 0.9

]
, Aτ2 =

[
−0.3 0.1

−0.9 .45

]
, B2 =

[
0.9 0

0 0.9

]
, Bτ2 =

[
0 0

0 0.1

]
,

Le Tableau 3.1 expose les résultats de la résolution des conditions LMI des Théorèmes 3.3.3 et 3.3.4.

α 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 4

Th 3.3.3 4.999 1.917 1.326 1.044 0.872 0.755 0.669 0.551

Th 3.3.4 2.221 1.443 1.102 0.905 0.744 0.680 0.609 0.507

Tab. 3.1 –

On voit bien que les résultats du Théorème 3.3.3, qui utilise l’approche par modèles polytopiques, sont une

nouvelle fois moins conservatifs que ceux du Théorème 3.3.4.

Le Théorème 3.3.3 garanti pour pour α = 2 le système est α− stabilisable pour tout retard majoré par

0.872s. Le gain de retour d’état est alors K =

[
−0.5171 −1.5918

4.9995 −3.5004

]
.

3.3.5 Conclusion

Dans cette première partie sur la robustesse par rapport aux paramètres, nous avons proposé plusieurs

critères de stabilité et de stabilisation exponentielles des systèmes soumis à un retard variable et majorés. Ces

critères sont adaptables aux cas des retards multiples et des retards bornés en utilisant les approches proposées

dans le Chapitre 2.
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3.4 Stabilisation exponentielle robuste

3.4.1 Présentation du problème

Dans cette partie, nous allons nous focaliser sur les systèmes non linéaires à un retard variable qui se mettent

sous la forme :
ẋ(t) = (A + ∆A(t, xt))x(t) + (Aτ + ∆Aτ (t, xt))x(t− τ(t))

+(B + ∆B(t, xt))u(t) + Bτu(t− τ(t)).
(3.4.1)

Les incertitudes paramétriques ont les structures suivantes :

∆A(t, xt) = H∆(t)E, ∆Aτ (t, xt) = Hτ∆(t)Eτ , ∆B(t, xt) = H∆(t)D, (3.4.2)

où la matrice contenant les incertitudes ∆(t) ∈ Rq×p est telle que :

∀t, ∆T (t)∆(t) ≤ Ip. (3.4.3)

Le vecteur x(t) ∈ Rn représente le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur de commande et τ(t) représente

le retard variant dans le temps et vérifiant les inégalités

0 ≤ τ(t) ≤ τ2, ∀t ≥ 0. (3.4.4)

Les matrices A,Aτ , E,Eτ ,H,HτRn×n et B, Bτ , D sont supposées constantes et de dimensions appropriées.

L’objectif de cette section est de déterminer un gain K du retour d’état

u(t) = Kx(t), (3.4.5)

qui stabilise exponentiellement le système (3.4.1).

Nous présenterons successivement le problème de la stabilité puis de la stabilisation du système en boucle

fermée (3.4.1) avec la loi de commande (3.4.5). Dans la résolution de chacun de ces deux problèmes nous

proposerons des résultats utilisant les approches polytopique et par modèle incertain présentées dans le chapitre

précédent.

Remarque 3.4.1 Contrairement à la partie 3.3, la matrice Bτ du système (3.4.1) est supposée constante.

3.4.2 Stabilité exponentielle de systèmes soumis à des incertitudes

Premièrement, nous allons nous intéresser au problème de la stabilité du système sans commande. Pour cela,

nous allons nous focaliser sur les systèmes à retard variable et avec des incertitudes paramétriques régis par des

équations de la forme :

ẋ(t) = (A0 + H0∆(t, xt)E0)x(t) + (A1 + H1∆(t, xt)E1)x(t− τ(t)). (3.4.6)

où

∆A0(t) = H0∆(t, xt)E0, ∆A1(t) = H1∆(t, xt)E1. (3.4.7)

Dans ce paragraphe, nous allons donner des conditions de stabilité exponentielle avec un taux de décroissance

exponentielle α garanti. Par définition, la stabilité exponentielle de la solution nulle de (3.4.6) est équivalente à

l’existence d’un nombre positif α > 0 tel que eαtx(t; t0, x0) converge asymptotiquement vers la solution nulle. Il
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est ainsi naturel d’introduire la nouvelle variable xα(t) = eαtx(t). On en déduit le nouveau système décrit par

les équations différentielles :

ẋα(t) = (A0 + αIn + H0∆(t, xt)E0)xα(t) + eατ(t)(A1 + H1∆(t, xt)E1)xα(t− τ(t)), (3.4.8)

et comme dans le chapire 2, la stabilité asymptotique du système décrit par l’équation (3.4.8) pour un α > 0

implique l’α-stabilité du système initial (3.4.6).

Modélisation polytopique

En utilisant une représentation polytopique du terme exponentiel eατ(t), on obtient le théorème suivant :

Théorème 3.4.2 [130] La solution x(t) = 0 du système (3.4.6) est α-stable pour tout retard variable τ(t)

vérifiant (3.4.4), s’il existe des matrices symétriques définies positives de dimension n × n, P1 et R > 0, des

matrices de dimension n×n, P2, P3, et des réels positifs δ0 and δ1 telles que les inégalités matricielles suivantes

soient satisfaites pour i = 1, 2 :

Γi =




Γi
11 τ2P

T

[
0

A1βi

]
δ0P

T

[
0

H0

]
δ1P

T

[
0

H1

] [
ET

0

0

] [
ET

1 βi

0

] [
0

τ2β2E
T
1

]

∗ −τ2R 0 0 0 0 0

∗ ∗ −δ0Iq 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ − δ1
(1+τ2)

Iq 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −δ0Ip 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ1Ip 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ1τ2Ip




< 0,

(3.4.9)

où

Γi
11 =

[
0 In

Ai −In

]T

P + PT

[
0 In

Ai −In

]
+

[
0 0

0 τ2R

]
, (3.4.10)

et où

P =

[
P1 0

P2 P3

]
et

β1 = 1, β2 = eατ2 ,

Ai = A0 + αIn + βiA1.
(3.4.11)

Démonstration. La principale difficulté provient du terme eατ(t) du système transformé (3.4.8). Comme

dans le chapitre précédent, nous proposons une modélisation polytopique de ce terme variant en utilisant ces

bornes (3.4.4) afin d’exprimer le système (3.4.8) comme une somme pondérée de systèmes linéaires à coefficients

constants. On obtient alors :

eατ(t) = λ1(t)β1 + λ2(t)β2,

où les fonctions scalaires λi(t) dépendent de la valeur du retard τ(t) et vérifient les conditions de convexité

suivantes :

λ1(t), λ2(t) ≥ 0 et λ1(t) + λ2(t) = 1.
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En utilisant cette approche, l’équation du système (3.4.8) devient :

ẋα(t) = (A0 + αIn + H0∆(t, xt)E0)xα(t) +
2∑

i=1

λi(t)(A1 + βiH1∆(t, xt)E1(t))xα(t− τ(t)) (3.4.12)

Afin d’analyser la stabilité du système (3.4.12), On écrit le système sous sa forme descripteur :

E ˙̄xα(t) =

[
0 In∑2

i=1 λi(t)[Ai + H0∆(t, xt)E0 + βiH1∆(t, xt)E1] −In

]
x̄α(t)

−
[

0∑2
i=1 λi(t)(A1 + βiH1∆(t, xt)E1)

]
∫ t

t−τ
ẋα(s)ds

avec x̄α(t) = col{xα(t), ẋα(t)}, E = diag{In, 0}.
Soit la fonctionnelle V définie par

V (t) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)(R + δ−1
1 e2ατ2ET

1 E1)ẋα(s)dsdθ,

où P =

[
P1 0

P2 P3

]
, P1 > 0.

La fonctionnelle V (t) est définie positive puisque x̄T
α(t)EPx̄α(t)} = 2xT

α(t)P1xα(t), ainsi. De plus, comme

EP = PT E, on obtient l’expression de la dérivée temporelle de V (t) :

V̇ (t) = x̄T
α(t)Ψ0(t)x̄α(t) + η0(t) + η1(t) + η2(t) + η3(t)

+τ2ẋ
T
α(t)(R + δ−1

1 e2ατ2ET
1 E1)ẋα(t)− ∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)(R + δ−1
1 e2ατ2ET

1 E1)ẋα(s)ds,

où

Ψ0(t) = PT

[
0 In∑2

i=1 λi(t)Ai −In

]
+

[
0 In∑2

i=1 λi(t)Ai −In

]T

P,

η0(t) = −2
∫ t

t−τ(t)

x̄T
α(t)PT

[
0

eατ(t)A1

]
ẋα(s)ds,

η1(t) = 2x̄T
α(t)PT

[
0

H0

]
∆(t)E0xα(t),

η2(t) = 2x̄T
α(t)PT

[
0

H1

]
eατ(t)∆(t)E1xα(t),

η3(t) = 2
∫ t

t−τ(t)

x̄T
α(t)PT

[
0

H1

]
∆(t)eατ(t)E1ẋα(s)ds.

En appliquant la majoration classique qui, pour toute matrice R ∈ Rn×n définie positive et pour tous

vecteurs a et b de Rn, on obtient :

±2aT b ≤ aT R−1a + bT Rb,
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qui associée aux inégalités (3.4.3) et (3.4.4) conduit aux inégalités suivantes :

η0(t) ≤ τ2x̄
T
α(t)PT

[
0

Ā1(t)

]
R−1

[
0

Ā1(t)

]T

Px̄α(t) +
∫ t

t−τ2

ẋT
α(s)Rẋα(s)ds,

η1(t) ≤ δ0x̄
T
α(t)PT

[
0

H0

] [
0 H0

]
P z̄(t) + δ−1

0 xT
α(t)E0

T E0xα(t),

η2(t) ≤ δ1x̄
T
α(t)PT

[
0

H1

] [
0 H1

]
Px̄α(t) + δ−1

1 xT
α(t)ĒT

1 (t)Ē1(t)xα(t),

η3(t) ≤ τ2δ1x̄
T
α(t)PT

[
0

H1

] [
0 H1

]
Px̄α(t) + δ−1

1

∫ t

t−τ2

ẋT
α(s)ĒT

1 (t)Ē1(t)ẋα(s)ds,

où δ0, δ1 sont deux réels positifs et où Ā1(t) = eατ(t)A1 et Ē1(t) = eατ(t)E1.

En combinant ces inégalités dans l’expression de V̇ , on en déduit :

d

dt
V (t) ≤ x̄T

α(t)

{
6∑

i=0

Ψi(t)

}
x̄α(t),

avec

Ψ1(t) = diag(0, τ2R) + Ψ0(t),

Ψ2(t) = τ2P
T

[
0 Ā1(t)

]
R−1

[
0

Ā1(t)

]T

P,

Ψ3(t) = δ−1
0 PT

[
0

H0

][
0

H0

]T

P,

Ψ4(t) = δ−1
1 (1 + τ2)PT

[
0

H1

] [
0

H1

]T

P,

Ψ5(t) =

[
δ0E

T
0 E0 0

0 0

]
,

Ψ6(t) =

[
δ1Ē

T
1 (t)Ē1(t) 0

0 τ2δ1E
T
1 E1e

2ατ2

]
.

Le système (3.4.12) est donc asymptotiquement stable si Γ̄(t) est définie négative. Avec le complément de

Schur, ceci est équivalent à :

λ1(t)Γ1 + λ2(t)Γ2 < 0,

L’ensemble des matrices définies négatives étant convexe, si les matrices Γi sont définies négatives, alors Γ(t)

l’est aussi. Le système (3.4.12) est asymptotiquement stable car V (t) est alors une fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii. Par conséquent, le système (3.4.6) est exponentiellement stable avec un degré de convergence α.

Remarque 3.4.3 Le Théorème 3.4.2 est un exemple de conditions de stabilité exponentielle. En utilisant des

raisonnements similaires à ceux du chapitre précédent, il est possible d’établir d’autres conditions de stabilité

qui utilisent l’approche par modèles polytopiques.
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Modélisation avec incertitudes paramètriques

En utilisant un modélisation par modèle incertain du terme exponentiel eατ(t), on obtient le théorème

suivant :

Théorème 3.4.4 La solution x(t) = 0 du système (3.4.6) est α−stable pour tout retard τ(t) satisfaisant (3.4.4),

s’il existe deux nombres réels positifs δ0 et δ1, des matrices de Rn×n symétriques définies positives P1, Rm, Rd,

des matrices de Rn×n P2, P3, Zi
1, Zi

2 et Zi
3 pour i = m, d, telles que les inégalités matricielles suivantes soient

réalisées :


Ψ1 δ0P
T

[
0

H0

]
2δ1(1 + τ2)PT

[
0

H1

] [
ET

0

0

]
(β2

m + β2
d)

[
ET

1

0

]
(β2

m + β2
d)

[
0

ET
1

]

∗ −δ0In 0 0 0 0

∗ ∗ −2δ1(1 + τ2)In 0 0 0

∗ ∗ ∗ −δ0In 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ δ1(β2
m + β2

d)In 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ δ1(β2
m + β2

d)In




< 0,

(3.4.13)

et 
 Ri

[
0 βiA

T
1

]
P

∗ Zi


 ≥ 0, i = m, d, (3.4.14)

où

P =

[
P1 0

P2 P3

]
Zi =

[
Zi

1 Zi
2

ZiT
2 Zi

3

]

et où

Ψ1 = PT

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]T

P

+

[
Rd 0

0 τ2(Rm + Rd)

]
+ Zd + τ2(Zm + Zd),

βm = (1 + eατ2)/2, βd = (eατ2 − 1)/2.

(3.4.15)

Démonstration. On écrit alors le système (3.4.8) sous la forme du modèle descripteur en écrivant eατ(t) =

βm + Λ(t)βd où Λ(t) est une fonction scalaire inconnue vérifiant la condition |Λ(t)| ≤ 1 :

E ˙̄xα(t) =

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]
x̄α(t) +

{[
0

Λ(t)βdA1

]

+

[
0

∆A0(t)

]
+

[
0

βm∆A1(t)

]
+

[
0

Λ(t)βd∆A1(t)

]}
xα(t)−

{[
0

βmA1

]

+

[
0

Λ(t)βdA1

]
+

[
0

βm∆A1(t)

]
+

[
0

Λ(t)βd∆A1(t)

]}
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds.

Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii :

V α(t) = V α
1 (t) + V α

2 (t),

V α
1 (t) = x̄T

α(t)EPx̄α(t) +
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)(Rm + Rd)ẋα(s)dsdθ,

V α
2 (t) = 2δ−1

1 (β2
M + β2

d)
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ẋT

α(s)ET
1 E1ẋα(s)dsdθ.
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La première partie de V α(t) permet de tester la stabilité exponentielle du système nominal, c’est-à-dire

sans prendre en compte les perturbations paramétriques du système (3.4.8) (en d’autres termes ∆A0 = ∆A1 =

∆B1 = 0). Dans ce cas, le Théorème 2.3.4 permet d’écrire l’inégalité suivante :

V̇ α
1 (t) ≤ x̄T

α(t)Ψ1x̄α(t).

La seconde partie permet quant à elle de “‘contrôler” la robustesse de la stabilité par rapport à ces pertur-

bations. On obtient alors l’inégalité suivante :

V̇ α(t) ≤ x̄T
α(t)Ψ1x̄α(t) + 2x̄T

α(t)PT

{[
0

∆A0(t)

]
+

[
0

βm∆A1(t)

]
+

[
0

Λ(t)βd∆A1(t)

]}
xα(t)

−2x̄T
α(t)PT

{[
0

βm∆A1(t)

]
+

[
0

Λ(t)βd∆A1(t)

]}
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds

+2δ−1
1 (β2

M + β2
d)ẋT

α(t)ET
1 E1ẋα(t)− 2δ−1

1 (β2
M + β2

d)
∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)ET
1 E1ẋα(s)ds.

(3.4.16)

En revenant aux définitions des matrices de perturbations (3.4.7) et le fait que ∆T (t)∆(t) ≤ In, la majoration

matricielle classique permet d’obtenir pour les trois premiers termes de (3.4.16) les inégalités suivantes :

2x̄T
α(t)PT

[
0

H0∆(t)E0

]
xα(t) ≤ x̄T

α(t)PT

[
0

H0

]
δ0In

[
0

H0

]T

Px̄α(t) + xT
α(t)ET

0 δ−1
0 E0xα(t),

2x̄T
α(t)PT

[
0

βmH1∆(t)E1

]
xα(t) ≤ x̄T

α(t)PT

[
0

H1

]
δ1In

[
0

H1

]T

Px̄α(t) + δ−1
1 β2

mxT
α(t)ET

1 E1xα(t),

2x̄T
α(t)PT

[
0

βdΛ(t)H1∆(t)E1

]
xα(t) ≤ x̄T

α(t)PT

[
0

H1

]
δ1In

[
0

H1

]T

Px̄α(t) + δ−1
1 β2

dxT
α(t)ET

1 E1xα(t).

De même, pour les termes retardés de (3.4.17), on obtient les majorations :

−2x̄T
α(t)PT

[
0

βmH1∆(t)E1

]
ẋα(s) ≤ x̄T

α(t)PT

[
0

H1

]
δ1In

[
0

H1

]T

Px̄α(t) + δ−1
1 β2

mẋT
α(s)ET

1 E1ẋα(s),

−2x̄T
α(t)PT

[
0

βdΛ(t)H1∆(t)E1

]
ẋα(s) ≤ x̄T

α(t)PT

[
0

H1

]
δ1In

[
0

H1

]T

Px̄α(t) + δ−1
1 β2

d ẋT
α(s)ET

1 E1ẋα(s).

En intégrant par rapport à la variable s de t− τ(t) à t, et en utilisant le fait que le retard τ(t) est borné par

τ2, on obtient :

−2x̄T
α(t)PT

[
0

βmH1∆(t)E1

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds ≤ τ2x̄

T
α(t)PT

[
0

H1

]
δ1In

[
0

H1

]T

Px̄α(t)

+δ−1
1 β2

m

∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)ET
1 E1ẋα(s)ds,

−2x̄T
α(t)PT

[
0

βdΛ(t)H1∆(t)E1

]
∫ t

t−τ(t)
ẋα(s)ds ≤ τ2x̄

T
α(t)PT

[
0

H1

]
δ1In

[
0

H1

]T

Px̄α(t)

+δ−1
1 β2

d

∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)ET
1 E1ẋα(s)ds.
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En réinjectant ces majorations dans l’inégalité (3.4.17), on déduit alors la majoration suivante :

V̇ α(t) ≤ x̄T
α(t)Ψ1x̄α(t)x̄α(t) + x̄T

α(t)PT

[
0

H0

]
δ0In

[
0

H0

]T

Px̄α(t) + xT
α(t)ET

0 δ−1
0 E0xα(t)

+x̄T
α(t)PT

[
0

H1

]
δ1(1 + τ2)In

[
0

H1

]T

Px̄α(t) + δ−1
1 (β2

m + β2
d)xT

α(t)ET
1 E1xα(t)

+δ−1
1 (β2

m + β2
d)

∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)ET
1 E1ẋα(s)ds + δ−1

1 (β2
m + β2

d)ẋT
α(t)ET

1 E1ẋα(t)

−δ−1
1 (β2

m + β2
d)

∫ t

t−τ2
ẋT

α(s)ET
1 E1ẋα(s)ds.,

(3.4.17)

qui, en appliquant le complément de Schur de manière adéquate, permettent de retrouver la condition (3.4.13).

Ainsi, si les conditions (3.4.13) et (3.4.14) sont vérifiées, alors la stabilité asymptotique du système (3.4.8) et la

stabilité exponentielle de (3.4.6) pour α > 0 sont démontrées.

Remarque 3.4.5 Il est possible de donner d’autres théorèmes en utilisant des raisonnements similaires à ceux

présentés au chapitre précédents.

Remarque 3.4.6 Il est aussi possible d’étendre ces résultats aux cas des systèmes à retards multiples ou à

retards bi-bornée.

3.4.3 Application à la stabilisation exponentielle

Nous allons maintenant revenir au problème de la stabilisation. On cherche à déterminer un gain K de

retour d’état (3.4.5) tel que le système en boucle fermée (3.4.1) soit exponentiellement stable avec un taux de

convergence garanti. Le système (3.4.1) avec la commande (3.4.5) s’écrit alors :

ẋ(t) = (A + BK + ∆A(t) + ∆B(t)K)x(t) + (Aτ + BτK + ∆Aτ (t))x(t− τ(t)) (3.4.18)

Modélisation polytopique

Le théorème suivant utilise le Théorème de stabilité exponentielle 3.4.2

Théorème 3.4.7 [130] La loi de commande par retour d’état (3.4.5) stabilise exponentiellement, avec un degré

de convergence α, la solution x(t) = 0 du système (3.4.1), avec un degré de convergence α, pour tout retard τ(t)

satisfaisant (3.4.4) s’il existe une matrice symétrique définie positive, de dimension n× n, Q1 et des matrices,

de dimension n× n, Q2 et Q3 de dimension n× n, Y de dimension m× n et trois réels positifs ε, δ0 et δ1 qui

satisfont aux inégalités matricielles :



Q2 + QT
2 Ψi

12 0 τ2Q
T
2 0 0 Q1E

T + Y T DT Q1E
T
τ βi QT

3 ET
τ β2

∗ −Q3 −QT
3 Ψi

23 τ2Q
T
3 δ0H0 δ1H1 0 0 0

∗ ∗ −τ2εQ1 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −τ2εQ1 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −δ0In 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − δ1
1+τ2

In 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ0In 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ1In 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ1τ2In




< 0,

(3.4.19)
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pour i = 1, 2 et où

Ψi
12 = QT

1Ai + Y T (B + Bτβi)T −QT
2 + Q3,

Ψi
23 = τ2εβi(A1.Q1 + B1Y ), (3.4.20)

β1 = 1, β2 = eατ2 , Ai = A0 + αIn + βiA1. (3.4.21)

Le gain du retour d’état est alors donné par :

K = Y Q−1
1 . (3.4.22)

Démonstration. La preuve de ce théorème vient des conditions de stabilité exponentielle du Théorème 3.4.2.

Dans un premier temps, on définit les matrices A0 = A + BK, A1 = Aτ + BτK, ∆A0(t) = ∆A(t) + ∆B(t)K

et ∆A1(t) = ∆Aτ (t). Le système bouclé (3.4.18) est α−stable s’il vérifie les conditions LMI du Théorème 3.4.2

pour les matrices A0, A1, ∆A0(t) et ∆A1(t) précédemment définies. On développe alors le terme diag(τ2R, 0),

présent dans le bloc (2, 2) de la LMI (3.4.9), de la manière suivante :

[
0

τ2In

] (
1
τ2

R

) [
0

τ2In

]T

.

Concernant la deuxième colonne, on l’écrit de la manière suivante (application directe du complément de

Schur) :

Φi
12 = τ2P

T

[
0

A1βiR
−1

]
,

Φi
22 = −τ2R

−1,

En supposant alors que P1 et (PT
3 + P3) sont des matrices symétriques définies positives ((PT

3 + P3) est, au

signe près, la composante d’un bloc diagonal de (3.4.9)), la matrice P est alors non singulière. On définit les

matrices Q, l’inverse de la matrice P , et M de la manière suivante :

P−1 = Q =

[
Q1 0

Q2 Q3

]
et M = diag{Q, I7n}.

Pour terminer la démonstration, on multiplie les conditions LMI développées par MT à gauche et par M à

droite. On impose la condition liante R−1 = Q1ε où ε est un réel positif, et enfin, en revenant à la définition

des matrices A0, A1, ∆A0(t) et ∆A1(t) en fonction des matrices de (3.4.1), on pose Y = KQ1.

La stabilité exponentielle, avec un degré de convergence α > 0, du système (3.4.1) avec la loi de commande

par retour d’état (3.4.5) de gain K = Y Q−1
1 est alors garantie si les conditions LMI (3.4.19) sont satisfaites.

Modélisation avec incertitudes paramètriques

Théorème 3.4.8 La solution x(t) = 0 du système (3.4.1) est α-stabilisable pour tout retard variable τ(t)

vérifiant (3.4.4) s’il existe des nombres réels positifs ε, δ0 et δ1, des matrices symétriques définies positives de

dimension n × n, Q1 > 0, Si > 0 Q2, Q3, W i
1, W i

2, W i
3 et Y une matrice de dimension n ×m satisfaisant les
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inégalités matricielles suivantes pour i = m, d :



Φ11 Φ12 τ2Q
T
2 τ2Q

T
2 0 0 Φ16 ηQ1E

T
1 ηQT

2 ET
1

∗ Φ22 τ2Q
T
3 τ2Q

T
3 δ0H0 εH1 0 0 ηQT

3 ET
1

∗ ∗ τ2Sm 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ τ2Sd 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −δ0In 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εIn 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ0In 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ηδ1In 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ηδ1In




< 0, (3.4.23)

et 
 2Q1 − Si

[
0 βi(Q1A

T
τ + Y T BT

τ )
]

∗ Wi


 ≥ 0, i = m, d, (3.4.24)

où

Φ11 = Q2 + QT
2 + 2Q1 − Sd + τ2W1m + (1 + τ2)W1d,

Φ12 = αQ1 + Q1A
T + Y T BT + βm(Q1A

T
τ + Y T BT

τ )−QT
2 + Q3 + τ2W2m + (1 + τ2)W2d,

Φ22 = −Q3 −QT
3 + τ2W3m + (1 + τ2)W3d,

Φ16 = Q1E
T + Y T DT

0 ,

(3.4.25)

et où ε = 2δ1(1 + τ2) et η = (β2
m + β2

d)

Démonstration. On développe alors les termes diag(τ2Rm, 0) et diag(τ2Rd, 0) présents dans Ψ1 (3.4.15),

de la manière suivante pour i = m, d :
[

0

τ2In

] (
1
τ2

Ri

) [
0

τ2In

]T

.

En supposant alors que les matrices P1 et (PT
3 + P3) sont symétriques définies positives ((PT

3 + P3) est, au

signe près, la composante d’un bloc diagonal de (3.4.13)), la matrice P est alors non singulière. On définit les

matrices Q, l’inverse de la matrice P et M de la manière suivante :

P−1 = Q =

[
Q1 0

Q2 Q3

]
et M = diag{Q, I8n}.

On multiplie alors la condition (3.4.13) transformé par MT à gauche et par M à droite, on obtient :



Φn

[
τ2Q

T
2

τ2Q
T
3

] [
τ2Q

T
2

τ2Q
T
3

] [
0

δ0H0

] [
0

εH1

] [
Q1E

T
0

0

] [
ηQ1E

T
1

0

] [
ηQT

2 ET
1

ηQT
3 ET

1

]

∗ τ2R
−1
m 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ τ2R
−1
d 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −δ0In 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −εIn 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ0In 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ δ1ηIn 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ δ1ηIn




< 0,
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où

Φn = QT Ψ1Q

=

[
0 I

A0 + αIn + βmA1 −In

]
Q + QT

[
0 In

A0 + αIn + βmA1 −In

]T

+

[
QT

1 RdQ1 0

0 0

]
+ QT (Zd + τ2(Zm + Zd))Q,

On pose alors Sm = R−1
m , Sd = R−1

d , Wm = QT ZmQ, Wd = QT ZdQ et N = diag{Q1, Q}. On peut

maintenant modifier les conditions LMI (3.4.14) en multipliant par NT à gauche et par N à droite. On obtient

alors les conditions : 
 Q1RiQ1

[
0 βi(Q1A

T
τ + Y T BT

τ )
]

∗ Wi


 ≥ 0, i = m, d, (3.4.26)

Une première piste consisterait à introduire une condition liante de la forme Q1 = εS pour rendre le

problème linéaire. Cependant cette relation augmente le conservatisme des conditions. Une autre méthode est

envisageable : on utilise l’inégalité

(Q1 − S)T S−1(Q1 − S) ≥ 0,

qui, en la développant, assure que −Q1S
−1Q1 ≤ −2Q1 + S. Le lemme de Schur permet ensuite d’écrire la

condition (3.4.26) sous la forme :

−Q1SQ1 +

[
0

βi(Aτ + BτK)Q1

]T

(W i)−1

[
0

βi(Aτ + BτK)Q1

]
< 0.

On remarque alors que si la condition suivante :

−2Q1 + S +

[
0

βi(Aτ + BτK)Q1

]T

(W i)−1

[
0

βi(Aτ + BτK)Q1

]
< 0, (3.4.27)

est satisfaite, alors (3.4.26) sera satisfaite. En appliquant le lemme de Schur à (3.4.27), on retrouve alors la

condition (3.4.24). On effectue la même opération pour le terme Q1RdQ1 présent dans le bloc (1, 1). Ainsi, en

posant Y = KQ1, les conditions (3.4.23) et (3.4.24) garantissent que le système (3.4.1) est α−stabilisable.

Remarque 3.4.9 Les Théorèmes (3.4.7) (3.4.8) permettent aussi de caractériser la convergence exponentielle

du système en boucle ouverte (3.4.6), c’est-à-dire dans le cas où les matrices B0, B1 et D0 sont nulles).

Remarque 3.4.10 Ces résultats peuvent être facilement adaptés au cas des systèmes à retards multiples et

bi-bornés.

Remarque 3.4.11 Les théorèmes présentés dans cette partie peuvent être étendus au cas des retards bi-bornées

en considérant un retard variable vérifiant la condition τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2. En effet dans ce cas, on change la

condition β1 = 1 en β1 = eατ1 .
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3.4.4 Exemples

Exemples de stabilité exponentielle

Considérons le système non commandé suivant :

ẋ(t) = (A0 + H0∆(t)E0)x(t) + (A1 + H1∆(t)E1)x(t− τ(t)). (3.4.28)

avec les valeurs (cf. [65], [77], [84], [93], [113] ou encore [130]) :

A0 =

[
−2 0

0 −1

]
, A1 =

[
−1 0

−1 −1

]
,

H0 = E0 =

[ √
1.6 0

0
√

0.05

]
, H1 = E1 =

[ √
0.1 0

0
√

0.3

]
,

et où l’on suppose que le retard considéré est du type bi-borné. Il satisfait aux inégalités 0 ≤ τ1 ≤ τ(t) ≤ τ2.

Nous avons choisi ces retards pour montrer l’influence de la borne inférieure τ1 sur le degré de convergence de

stabilité exponentielle.

Notre objectif sera de déterminer la borne supérieure τ2 du retard telle que le système (3.4.28) soit α−stable

pour plusieurs valeurs de α et pour des valeurs de τ1 différentes. Nous avons choisi τ1 = 0, 0.5τ2 et 0.9τ2.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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0.1

0.2

0.3

0.4
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0.7

0.8

0.9
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hm
ax

hmin=0
hmin=0.5hmax
hmin=0.9hmax

Fig. 3.2 – Relation entre τ2 et α selon la valeur de τ1

La figure 3.2 montre la dépendance de la stabilité exponentielle par rapport à la valeur de τ1. Ces résultats

sont obtenus en appliquant le Théorème 3.4.2. La stabilité exponentielle dépend effectivement de la borne

inférieure du retard. La figure 3.2 montre aussi que lorsque le retard est quasi constant (pour τ1 = 0.9τ2), le

système est α−stable, avec α = 2.5, pour une certaine valeur du retard mais ne l’est pas forcement pour des

valeurs inférieures. Ce qui laisse penser qu’il existe une valeur optimale du retard qui rend le système plus

performant au sens de la stabilité exponentielle.
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Un autre exemple proposé dans [148] est le suivant :

A0 =

[
−1.6 3

0 −1.4

]
, A1 =

[
0.3 0.1

0 0.2

]
,

H0 = H1 =

[
1 0

0 1

]
, E0

[
0.28 0

0 0.25

]
, E1 =

[
0.2 0

0 0.3

]
,

Dans [148], il a été montré que pour un retard constant τ = 0.8 le système est α−stable avec α = 0.5. Le

théorème 3.4.2 garantit quant à lui que pour un retard variable majoré par τ2 = 0.8, le système est α−stable

avec α ≤ 0.805 et que pour α = 0.5, il l’est pour tout retard variable inférieur à τ2 = 1.305.

Exemple de stabilisation exponentielle

On s’intéresse maintenant au système (3.4.1) soumis à un retard inconnu et à des incertitudes paramétriques.

Les valeurs des matrices d’états sont les suivantes [98] :

A =

[
−2 1

0 1

]
, Aτ =

[
−0.2 0.1

−0.9 .55

]
, H = Hτ

[
0.1 0

0 0.1

]
,

B =

[
1 0

0 1

]
, Bτ =

[
0 0

0 0.1

]
, E0 = E1 = D0 =

[
1 0

0 1

]
.
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Fig. 3.3 – Convergence de x1 pour différentes valeurs de α

Les Figures 3.3 et 3.4 sont obtenues pour α = 0, 1, 3, et τ2 = 0.5 et pour τ(t) = τ2+τ1
2 + τ2−τ1

2 sin(4t). La

Figure 3.5 permet de vérifier la stabilité exponentielle pour α = 1, 2 et 3.

3.4.5 Conclusion

Le problème qui consiste à déterminer une loi de commande par retour d’état garantissant la stabilité

exponentielle robuste d’un système en boucle fermée a été résolu en utilisant une approche du type Lyapunov-

Krasovskii. Ces résultats peuvent être adaptés aux cas des retards constants ou variables bi-bornés ou à la

stabilité asymptotique.
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Fig. 3.4 – Convergence de x2 pour différentes valeurs de α
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Fig. 3.5 – Convergence de x1e
αt pour différentes valeurs de α

3.5 Introduction à la commande saturée

Comme nous l’avons mentionné auparavant, les retards sont, la plupart du temps, des facteurs d’instabilité.

Cependant la stabilité peut aussi être altérée par d’autres phénomènes. Ainsi, en pratique, les contrôleurs sont

souvent sujet à des contraintes de limitation d’énergie. Il est alors nécessaire de prendre en compte le fait

que leur commande est bornée. Les systèmes à entrée saturée ont fait l’objet de nombreuses études dans le

cas non retardé (méthodes d’“anti-emballement”, ou “anti-windup”). En effet, un contrôleur peut être dans

l’impossibilité de suivre un signal d’amplitude ou d’énergie trop élevée. Cela conduit à considérer des systèmes

de la forme :

ẋ(t) = Ax(t) + Bsat(u(t), ū),
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où x(t) ∈ Rn représente l’état, u(t) ∈ Rm, l’entrée. Les matrices A ∈ Rn×n et B ∈ Rn×m sont supposées

constantes. Le vecteur sat(u(t), ū) de Rm a pour ie coordonnée sign(ui)min(|ui|, ūi). Un exemple de fonction

de saturation “sat” dans le cas m = 1 est présenté figure 3.6.

 

ui 

-ui 

Sat(u(t)) 

u(t) 

Fig. 3.6 – Fonction de saturation

Dans le cas des systèmes à retards, plusieurs travaux concernant la stabilisation en présence saturation

peuvent être trouvés. Dans [114] et [120], des lois de commande stabilisantes ont été proposées par retour

d’état continu et échantillonné. Cependant, dans ces articles, le domaine d’attraction (c’est-à-dire l’ensemble

des conditions initiales admissibles) en présence de saturation n’est pas explicitement défini. Dans [16] et [143],

des estimations du domaine d’attraction ont été déterminées en utilisant une modélisation polytopique décrivant

les effets de la saturation. Par ailleurs, dans le cadre de l’étude des systèmes neutres, très peu d’auteurs ont

déterminé des estimations du domaine d’attraction. On peut tout de même citer [23] et [142].

Dans la suite de ce chapitre, nous allons proposer deux approches. La première, présentée dans la partie 3.6,

permet, par le biais d’une représentation polytopique, de caractériser la stabilité asymptotique d’un système

dont la commande est retardée et saturée.

La partie 3.7 présente la méthode d’“anti-emballement” (ou en anglais “anti-windup”) pour aboutir à des

conditions de stabilité asymptotique et exponentielle de systèmes neutres à retard variable et dont l’entrée est

soumise à des saturations. Dans les deux cas, une estimation du domaine d’attraction sera donnée.

3.6 Approche polytopique pour l’étude des systèmes à entrée sa-

turée et retardée

3.6.1 Systèmes à entrée saturée et retardée

Considérons le système linéaire à entrée retardée et saturée suivant :

ẋ(t) = Ax(t) + Bsat(u(t− τ(t)), ū),

x(θ) = φ(θ), ∀θ ∈ [−τ2, 0],
(3.6.1)
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où x ∈ Rn représente l’état du système, u ∈ Rm, son entrée. Le retard τ(t) varie dans le temps. On suppose

qu’il existe une borne supérieure τ2 telle que :

0 ≤ τ(t) ≤ τ2, ∀t ≥ 0. (3.6.2)

On suppose que la commande u du système (3.6.1) est soumise à des contraintes de saturation en amplitude

de la forme

|ui(t)| ≤ ūi, 0 < ūi, i = 1, ...,m. (3.6.3)

On définit x(t, φ) l’état de la solution du système (3.6.1) qui a pour condition initiale φ, une fonction de

[−τ2, 0] vers Rn. Ainsi on peut définir le domaine d’attraction du système en boucle fermée (3.6.1) vers l’origine :

A = {φ : [−τ2, 0] → Rn : lim
t→∞

x(t, φ) = 0}.

Notre objectif est alors de déterminer des conditions d’existence d’un gain matriciel K tel que la commande

par retour d’état :

u(t) =

{
Kx(t), t > 0,

0, t < 0
(3.6.4)

stabilise le système (3.6.1). De plus, nous souhaitons donner une estimation Xβ ⊂ A du domaine d’attraction.

On se propose alors d’étudier l’ensemble Xβ défini par :

Xβ = {φ, φT (0)P1φ(0) ≤ β−1}, (3.6.5)

où β > 0 est un réel positif et P1 > 0 une matrice symétrique définie positive de dimension n × n. Xβ est un

ensemble défini en fonction des variables β et P1 et qui devra être le plus grand possible tout en étant inclus

dans le domaine d’attraction A.

3.6.2 Résultats préliminaires

Le système en boucle fermée (3.6.1) avec la commande par retour d’état u(t) = Kx(t) s’écrit :

ẋ(t)=Ax(t)+Bsat(Kx(t− τ(t)), ū), (3.6.6)

On définit aussi ki, la iième colonne du gain matriciel K et l’ensemble L(K, ū) définit par :

L(K, ū) = {x ∈ Rn : |kix| ≤ ūi, i = 1, ...,m}.

Si la commande est telle que l’état x(t) est dans le domaine d’attraction L(K, ū), alors le système (3.6.6) peut

se représenter par un modèle linéaire. En utilisant les résultats de [16], on introduit de nouvelles matrices qui

permettent d’écrire la fonction de saturation comme une somme polytopique de termes linéaires. Ces matrices

de Rm×m sont diagonales et les éléments diagonaux sont dans {0, 1}. Ainsi l’ensemble de ces matrices Υ est

composé de 2m éléments distincts. On note Di, où i = 1, ..., 2m, les élément de Υ et on définit D−
i

∆= Im −Di

qui est aussi dans Υ. Le lemme suivant permet d’écrire la fonction de saturation comme une somme pondérée

d’éléments de Υ.

Lemme 3.6.1 [16] Pour des gains matriciels donnés K et H de Rm×n on a :

sat(Kx(t), ū) ∈ Co{DiKx + D−
i Hx, i = 1, ..., 2m},

pour tout x ∈ Rn qui vérifie |hix| ≤ ūi, i = 1, ..., 2m.
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Le Lemme 3.6.1 permet ensuite d’établir le lemme suivant :

Lemme 3.6.2 Pour tout réel β > 0, on suppose qu’il existe une matrice H de Rm×n telle que |hix| ≤ ūi pour

tout x(t) ∈ Rβ. Alors, pour tout x(t) ∈ Xβ, le système (3.6.6) admet la représentation suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +
∑2m

j=1 λj(t)Ajx(t− τ(t)), (3.6.7)

où

Aj = B(DjK + D−
j H) j = 1, ..., 2m,

∑2m

j=1 λj(t) = 1, 0 ≤ λj(t), ∀ 0 < t,

On note

Ωα =
2m∑

j=1

λjΩj pour tout 0 ≤ λj ≤ 1,

2m∑

j=1

λj = 1,

où les éléments du polytope sont décrits par Ωj =
[

Aj

]
pour j = 1, ..., 2m. Le problème devient alors celui

de déterminer Xβ et un gain H tels que |hix| ≤ ūi, i = 1, ...2m pour tout x ∈ Xβ et que l’état du système

ẋ(t) = Ax(t) + Ajx(t−τ(t)),

appartienne et reste Xβ .

3.6.3 Stabilisation Locale

En appliquant la transformation en modèle descripteur et la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii appropriée

et en utilisant la méthode de résolution du problème de stabilisation avec l’introduction du paramètre ε, on

obtient le théorème suivant :

Théorème 3.6.3 [53] Considérons le système (3.6.6) avec la commande (3.6.4) soumise à la contrainte en

amplitude (3.6.3). Le système est stable avec Xβ inclus dans le domaine d’attraction pour tout retard vérifiant

τ(t) ≤ τ2, s’il existe des matrices de dimension n × n 0 < Q1, Q
(j)
2 , Q

(j)
3 , Z

(j)
1 , Z

(j)
2 , Z

(j)
3 , pour j = 1, ..2m,

deux matrices de dimension m× n, Y et G et un réel β > 0 qui satisfont aux conditions LMI suivantes :



Q
(j)
2 + Q

T (j)
2 + τ2Z

(j)
1 Σj τ2Q

(j)
2

∗ −Q
(j)
3 −Q

T (j)
3 + τ2Z

(j)
3 τ2Q

(j)
3

∗ ∗ −ετ2Q1


 < 0,

j = 1, ..., 2m

(3.6.8)




εQ1 0 ε(Y T Dj + GT D−
j )BT

∗ Z
(j)
1 Z

(j)
2

∗ ∗ Z
(j)
3


 ≥ 0,

j = 1, ..., 2m

(3.6.9)

[
β gi

∗ ū2
i Q1

]
≥ 0, i = 1, ..., m, (3.6.10)

où

Σj = Q
(j)
3 −Q

T (j)
2 + Q1A

T + (Y T Dj + GT D−
j )BT + τ2Z

(j)
2 . (3.6.11)

Le gain du retour d’état stabilisant localement le système est alors donnée par :

K = Y Q−1
1 .
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Démonstration. Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii donnée par :

V (t) = x̄T (t)EPx̄(t) +
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ

ẋT (s)Rẋ(s)dsdθ,

Ainsi, en utilisant les résultats présentés dans [52], les inégalités (3.6.10) garantissent, par application du

complément de Schur, que |hix| ≤ ūi, ∀x ∈ Xβ , i = 1, ..., m, où gi
∆= hiQ1, i = 1, ..., m et où Q1

∆= P−1
1 . Par

conséquent, la représentation polytopique du système (3.6.7) est valable. De plus, (3.6.8) et (3.6.9) garantissent

la négativité de V̇ < 0 (cf. Théorème 2.3.10 dans le Chapitre 1 appliqué au cas de systèmes polytopiques).

Sachant maintenant que la fonctionnelle V est une fonction décroissante, il s’en suit que V (t) < V (0) et

qu’avec la condition initiale φ (3.6.1) on obtient :

xT (t)P1x(t) ≤ V (t) < V (0) = xT (0)P1x(0) +
∫ 0

−τ2

∫ 0

−τ2+θ
φT (s)Rφ(s)dsdθ ≤ β−1.

Or les termes retardées n’interviennent que dans la commande. Cela signifie que pour t < 0 la commande

du système n’est pas encore calculée et par conséquent φ(t) = 0. On en déduit

xT (t)P1x(t) ≤ V (t) < V (0) = xT (0)P1x(0) ≤ β−1.

Ainsi pour des conditions initiales x(0) ∈ Xβ , les solutions x(t) restent dans Xβ , et la représentation po-

lytopique du système (3.6.7) avec saturation reste toujours alors validée. Finalement la solution x(t) est une

solution du système (3.6.6) et V̇ < 0 le long de ces solutions, ce qui garantit la stabilité asymptotique de la

solution x(t).

3.6.4 Exemple

Considérons le système suivant ([16], avec τ2 6= 0) défini par :

ẋ(t)=Ax(t)+Bsat(Kx(t− τ(t)), ū),

A =

[
1.1 −0.6

0.5 −1

]
, B =

[
1

1

]
,

et où ū = 5.

Les conditions du Théorème 3.6.3 sont faisables pour tout retard τ(t) ≤ 0.75. Pour τ2 = 0.75, le Théorème

3.6.3 assure que le gain de retour d’état K = [−1.6964 0.5231] (avec ε = 0.325, β = 0.1261, et P1 =[
0.9132 −0.2816

−0.2816 0.0868

]
) stabilise localement le système pour toute conditions initiales dans Xβ avec β = 0.1261.

3.6.5 Conclusion

Dans [142], une approche polytopique modélisant les effets de la saturation a permis, pour un système donné,

de déterminer un retour d’état stabilisant le système pour un ensemble de conditions initiales maximisé. Malheu-

reusement il faut noter que cette méthode n’est utile que pour les systèmes linéaires à retard constant et aussi

que les conditions obtenues sont indépendantes des caractéristiques du retard. D’autre part, plusieurs critiques

peuvent être faites sur l’approche polytopique. La stabilité asymptotique est prouvée en résolvant un grand

nombre de conditions LMI (2m+1 + m). Pour une commande de dimension m assez grande, il devient difficile

de résoudre toutes ces conditions, d’autant plus que l’extension au problème de la stabilisation exponentielle

double le nombre de conditions à satisfaire. Ensuite elle ne permet d’obtenir que des conditions de stabilité

locale. L’approche proposée dans le paragraphe suivant permis de réduire ce conservatisme.
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3.7 Systèmes à entrée saturée et à état retardé

3.7.1 Position du Problème

Considérons le système linéaire neutre à retard suivant :

ẋ(t)− Fẋ(t− τ(t)) = Ax(t) + Adx(t− τ(t)) + Bsat(u(t), ū), (3.7.1)

où les conditions initiales sont données par :

x(t0 + θ) = φ(θ),∀θ ∈ [−τ2, 0], t0 ∈ R+, φ(θ) ∈ Cv
τ2

,

où x(t) ∈ Rn et u(t) ∈ Rm sont respectivement les vecteurs d’état et de commande, τ(t) correspond à un

retard variable qui vérifie :

0 ≤ τ(t) ≤ τ2, τ̇(t) ≤ d < 1.

La fonction φ(θ) est supposée continue et dérivable. A, Ad, B et F sont des matrices réelles à coefficients

constants de dimension appropriée. Afin de garantir la stabilité d’un tel système il est nécessaire, d’après [85],

que les valeurs propres de F soient strictement incluses dans le cercle unité, autrement dit ‖F‖e < 1.

Nous supposerons aussi que la commande est soumise aux contraintes de saturation en amplitude suivantes :

|ui| ≤ ūi, ūi > 0, i = 1, ..., m. (3.7.2)

La loi de commande que nous recherchons pour stabiliser le système est une commande par retour d’état

u(t) = Kx(t). En prenant en compte les saturations (3.7.2), la commande est de la forme :

u(t) = sat(Kx(t), ū),

où chacune des composantes de u est définie par ui(t) = sat(Kix(t), ū) = sign (|Kix(t)|) min{ūi,Kix(t)} et

ième composante de ū est ūi.

Ainsi le système en boucle fermée est régi par :

ẋ(t)− Fẋ(t− τ(t)) = Ax(t) + Adx(t− τ(t)) + Bsat(Kx(t), ū), (3.7.3)

Ce système (3.7.3) est dit globalement asymptotiquement stable si, pour toutes conditions initiales φ(θ) ∈ Cτ2 ,

les solutions du système convergent asymptotiquement vers l’origine [114], [121]. Similairement au cas de système

sans retard (τ(t) = 0), la détermination d’une commande stabilisant globalement le système (3.7.3) est possible

lorsque des conditions de stabilité sont vérifiées pour le système en boucle ouverte (c’est-à-dire avec u(t) = 0)

[96]. Lorsque ces conditions ne sont pas satisfaites, il est simplement possible de stabiliser localement le système.

Dans ce cas, on définit un domaine d’attraction associé au gain K pour lequel les solutions incluses dans ce

domaine converge vers l’origine. Le domaine d’attraction correspond alors à l’ensemble des conditions initiales

φ(θ) ∈ Cτ2 telles que les solutions du système (3.7.5) convergent asymptotiquement vers l’origine. Sachant que

la détermination exacte de ce domaine est pratiquement impossible, notre objectif est définir un espace de

fonctions initiales admissibles [16], [52], [143]. Bien sûr cet ensemble est inclus dans le domaine d’attraction. Les

problèmes que nous allons résoudre dans cette partie sont les suivants :

1. Pour des valeurs de τ2 et d et un gain K donnés, déterminer un ensemble de conditions initiales, le plus

grand possible, tel que le système bouclé soit stable pour toutes ces conditions initiales.
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2. Pour des valeurs de τ2 et d données et un ensemble de conditions initiales donné, déterminer un gain K

tel que la stabilité du système bouclé soit assurée.

3. Pour un retard du terme neutre d et un ensemble de conditions initiales donnés, déterminer la plus grande

valeur de τ2 telle qu’il existe un gain K de retour d’état tel que la stabilité du système bouclé soit assurée.

Lorsque que cela sera possible, l’objectif sera bien sûr de déterminer une commande qui stabilise globalement

et asymptotiquement (ou exponentiellement) le système. Sinon l’estimation du domaine d’attraction sera donnée

en fonction de ||φ(θ)||2 et ||φ̇(θ)||2. Les théorèmes qui sont présentés dans cette partie utilisent une condition

de secteur (3.7.4), qui introduit la méthode dite d’“anti-emballement”.

3.7.2 Conditions de stabilité

On définit la fonction ψ :

ψ(Kx(t)) = Kx(t)− sat(Kx(t), ū). (3.7.4)

Cette fonction ψ(Kx(t)) correspond à une non-linéarité du type “zone morte”. En utilisant cette fonction,

le système bouclé peut se mettre sous la forme :

ẋ(t)− Fẋ(t− τ(t)) = (A + BK)x(t) + Adx(t− τ(t))−Bψ(Kx(t)). (3.7.5)

On introduit une matrice G ∈ Rm×n qui définit le polyèdre :

S ⊂ {x ∈ Rn ; |(Ki −Gi)x| ≤ ūi, i = 1, ..., m}. (3.7.6)

Le lemme 3.7.1 permet de relier la définition du polyèdre (3.7.6) à la fonction ψ :

Lemme 3.7.1 [144] Soit la fonction ψ(Kx) définie dans (3.7.4). Si x ∈ S alors la relation (3.7.7) est vérifiée

pour toute matrice T ∈ Rm×m diagonale, définie et positive.

ψT (Kx)T [ψ(Kx)−Gx] ≤ 0. (3.7.7)

La condition (3.7.7) peut être vue comme une condition de secteur généralisée. Comme il le sera proposé

par la suite, cette condition permet d’aboutir à des conditions de stabilité présentées sous forme de LMI plus

simples qu’en utilisant l’approche polytopique précédente.

Théorème 3.7.2 [23] S’il existe des matrices Q1,H, L, J,X, de Rn×n symétriques définies positives, des ma-

trices Q2, Q3 de Rn×n, Y, W de Rm×n et une matrice diagonale S de Rm×m et un réel ε tels que les conditions

LMI suivantes soient satisfaites :




Γ0 (ε− 1)

[
0

AdX

] [
0

FL

] [
Y T

−BS

] [
QT

1

0

]
τ2

[
QT

2

QT
3

] [
QT

2

QT
3

]

∗ (d− 1)X 0 0 0 0 0

∗ ∗ (d− 1)L 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −2S 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −X 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −τ2J 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −L




< 0, (3.7.8)
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[
J J [0 εA′d]

∗ H

]
≥ 0, (3.7.9)

[
Q1 (W − Y )T

j

∗ ū2
j

]
≥ 0, j = 1, . . . , m, (3.7.10)

avec

Γ0 =

[
Q2 + QT

2 Q1(A′ + εA′d) + WT BT −QT
2 + Q3

∗ −Q3 −QT
3

]
+ τ2H,

alors, pour le gain de retour d’état K = WQ−1
1 et pour toute condition initiale φ qui vérifie :

δ = (λmax(Q−1
1 ) + τ2λmax(X−1))||φ(θ)||2 + (

τ2
2

2
λmax(J−1) + τ2λmax(L−1))||φ̇(θ)||2 ≤ 1. (3.7.11)

Les solutions du système (3.7.5) convergent asymptotiquement vers l’origine.

Démonstration. Le système (3.7.5) est équivalent au système suivant, représentant sa forme descripteur

[57] :

E

[
ẋ(t)

ẏ(t)

]
=

[
0 In

(A + BK + Ad) −In

][
x(t)

y(t)

]
+

[
0

F

]
y(t− τ(t))

−
[

0

Ad

]
∫ t

t−τ(t)
y(s)ds−

[
0

B

]
ψ(Kx(t)).

On remarque que si (3.7.8) est satisfaite, il est nécessaire d’avoir −QT
3 −Q3 < 0. Ainsi, sachant que Q1 > 0,

il s’en suit que la matrice Q est inversible. On peut maintenant définir les matrices et variables suivantes :

x̄(t) =

[
x(t)

y(t)

]
, E =

[
In 0

0 0

]
, P =

[
P1 0

P2 P3

]
=

[
Q1 0

Q2 Q3

]−1

= Q−1.

On propose alors la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V (t) = x̄(t)′EPx̄(t) +
∫ t

t−τ(t)
x(s)′Mx(s)ds +

∫ t

t−τ(t)
y(s)′Uy(s)ds +

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
y(s)′Ry(s)dsdθ, (3.7.12)

où R, M et U sont des matrices symétriques définies positives de dimension n × n et où P est l’inverse de la

matrice Q. La dérivée par rapport au temps de la fonctionnelle est :

V̇ (t) = x̄T (t)Lx̄(t)− 2x̄T (t)PT

[
0

Ad

]
∫ t

t−τ(t)
y(s)ds− 2x̄T (t)PT

[
0

B

]
ψ(Kx(t)) + xT (t)Mx(t)

+yT (t)Uy(t) + 2x̄T (t)PT

[
0

F

]
y(t− τ(t))− (1− τ̇(t))xT (t− τ(t))Mx(t− τ(t))

−(1− τ̇(t))y(t− τ(t))T Uy(t− τ(t)) + τ2y
T (t)Ry(t)− ∫ 0

−τ2
yT (t + θ)Ry(t + θ)dθ,

avec

L =

[
0 In

(A + BK + Ad) −In

]T

P + PT

[
0 In

(A + BK + Ad) −In

]
.
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Si la condition

[
R N

∗ Z

]
≥ 0 est satisfaite, on peut alors en déduire [105] :

−2x̄T PT

[
0

Ad

]
∫ t

t−τ(t)
y(s)ds ≤ ∫ t

t−τ(t)

[
y(s)

x̄

]T [
R N − [0 AT

d ]P

∗ Z

][
y(s)

x̄

]
ds

≤ ∫ t

t−τ2
yT (s)Ry(s)ds + τ2x̄

T (t)Zx̄(t)

+2
∫ t

t−τ(t)
ẋT (s)(N − [0 AT

d ]P )x̄(t)ds

=
∫ t

t−τ2
yT (s)Ry(s)ds + 2xT (t)(N − [0 AT

d ]P )x̄(t)

−2xT (t− τ(t))(N − [0 AT
d ]P )x̄(t) + τ2x̄

T (t)Zx̄(t).

(3.7.13)

En choisissant maintenant N = ε[0 AT
d ]P [57], on obtient N − [0 AT

d ]P = (ε− 1)[0 AT
d ]P . Par conséquent,

en imposant KQ1 = W et H = QT ZQ, dans les équations (3.7.12), (3.7.13) et dans le Lemme 3.7.1, à condition

que x ∈ S, on en déduit :

V̇ (t) ≤ x̄(t)T PT Γ0Px̄(t) + x̄T (t)

[
M 0

0 τ2R + U

]
x̄(t) + 2x̄T (t)PT

[
0

F

]
y(t− τ(t))

−2x̄(t)T PT ψ(Kx(t))− y(t− τ(t))T (1− d)Uy(t− τ(t))− 2xT (t− τ(t))(ε− 1)[0 AT
d ]Px̄(t)

−xT (t− τ(t))(1− d)Mx(t− τ(t))− 2ψ(Kx(t))T T [ψ(Kx(t))− [G 0]x̄],

où T est une matrice diagonale définie positive.

On en déduit ensuite que V̇ (t) ≤ ξT Γξ, où Γ est donnée par :

Γ =




PT Γ0P + Φ (ε− 1)PT

[
0

Ad

]
PT

[
0

F

] [
GT T

0

]
− PT

[
0

B

]

∗ (d− 1)M 0 0

∗ ∗ (d− 1)U 0

∗ ∗ ∗ −2T




,

avec Φ =

[
M 0

0 τ2R + U

]
, and ξ = [x̄T (t) xT (t− τ(t)) yT (t− τ(t)) ψT (Kx(t))]T .

En appliquant le complément de Schur au terme Φ et en multipliant à droite par Ξ1 = diag{P−1,M−1,U−1,

T−1, I, I, I} et par ΞT à gauche, on trouve (3.7.8) qui est équivalente à la condition Γ < 0, avec X = M−1,

J = R−1, L = U−1, S = T−1 et G = Y P1. En multipliant maintenant l’équation (3.7.9) par Ξ2 = diag{R,P}

à droite et par ΞT
2 à gauche, on obtient la condition (3.7.9) qui est équivalente à

[
R N

∗ Z

]
≥ 0.

Ainsi si les inégalités matricielles linéaires (3.7.8) et (3.7.9) sont vérifiées, la dérivée V̇ (t) est négative à

condition bien sûr que x(t) ∈ S, t > 0.

On va maintenant s’intéresser à l’estimation du domaine d’attraction et notamment à l’ellipse définie par

E = {x ∈ Rn ; xT P1x ≤ 1}, where P1 = Q−1
1 . D’après [143], la condition (3.7.10) implique que E ⊂ S définie

dans (3.7.6). En supposant alors que les conditions initiales φ vérifient (3.7.11) et que les conditions (3.7.8) -

(3.7.10) sont satisfaites, on peut écrire :

x(0)T P1x(0) ≤ V (0) ≤ δ ≤ 1.

Dans ce cas, cela signifie que x(0) ∈ E ⊂ S et, par conséquent, que V̇ (0) < 0. On peut donc conclure en

constatant que :

xT (t)P1x(t) ≤ V (t) ≤ V (0) ≤ δ ≤ 1, ∀t ≥ 0,
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ce qui implique que l’état x(t) appartient au domaine d’attraction S et que V̇ (t) < 0, ∀t > 0 pour toute

condition initiale vérifiant l’équation (3.7.11).

Le Théorème 3.7.2 concerne le problème de la stabilisation locale, en ce sens que le gain K ainsi déterminé

permet de stabiliser le système pour un ensemble de conditions initiales vérifiant la condition (3.7.11). Si le

système en boucle ouverte est déjà asymptotiquement stable, il est possible de déterminer un gain K de retour

d’état qui stabilise globalement le système. Le théorème suivant est un cas particulier du Théorème 3.7.2 qui se

consacre à ce problème.

Théorème 3.7.3 [23] S’il existe des matrices symétriques définies positives Q1, H, L, J , X, des matrices Q2,

Q3, W , une matrice diagonales S de dimension appropriée, et un réel ε qui satisfont aux conditions (3.7.8) et

(3.7.9) avec Y = W , alors le gain de retour d’état K = WQ−1
1 rend le système (3.7.5) globalement asymptoti-

quement stable.

Démonstration. La preuve de ce théorème se base sur celle du Théorème 3.7.2. Dans ce cas, on remarque

premièrement que G = WP1 = WQ−1
1 = K et ensuite que la condition de secteur (3.7.7) est vérifiée pour tout

x ∈ Rn. La stabilité asymptotique globale se déduit directement.

3.7.3 Etude du cas retardé

Stabilisation asymptotique

Dans cette partie, nous allons nous focaliser sur un cas particulier du système (3.7.1), où l’élément neutre

F est nul. Nous omettrons aussi la condition sur la dérivée du retard τ(t). Finalement, le système que nous

étudierons ici est :

ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− τ(t)) + Bu(t), (3.7.14)

où le retard τ(t) est supposé majoré et vérifie 0 ≤ τ(t) ≤ τ2.

Théorème 3.7.4 [23] S’il existe des matrices de Rn×n Q1, J , symétriques définies positives, des matrices de

Rn×n Q2, Q3, Y,W , une matrice diagonale de Rn×n S et une matrice de R2n×2n H qui vérifient les conditions

LMI suivantes : 


Γ0 + τ2H

[
Y T

−BS

]
τ2

[
QT

2

QT
3

]

∗ −2S 0

∗ ∗ −τ2J




< 0, (3.7.15)

[
J J [0 AT

d ]

∗ H

]
≥ 0, (3.7.16)

[
Q1 (W − Y )T

j

∗ ū2
j

]
≥ 0, j = 1, . . . , m, (3.7.17)

où

Γ0 =

[
Q2 + QT

2 Q1(A + Ad)T + WT BT −QT
2 + Q3

∗ −Q3 −QT
3

]
,

alors pour K = WQ−1
1 et si les conditions initiales vérifient :

λmax(Q−1
1 )||φ(θ)||2 +

τ2
2

2
λmax(J−1)||φ̇(θ)||2 ≤ 1, (3.7.18)
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les solutions du système (3.7.14) convergent asymptotiquement vers l’origine.

Démonstration. On propose la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V (t) = x̄T (t)EPx̄(t) +
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ

yT (s)Ry(s)dsdθ,

avec R > 0. La suite de la démonstration reprend étape par étape celle du théorème 3.7.2 avec ε = 1.

De même que dans la partie précédente, on propose le théorème suivant qui caractérise la stabilisation

asymptotique globale du système.

Théorème 3.7.5 [23] S’il existe des matrices de Rn×n Q1, J , symétriques définies positives, des matrices de

Rn×n Q2, Q3,W et une matrice diagonale de Rn×n S et une matrice de R2n×2n H telles que les conditions LMI

(3.7.15) et (3.7.16) avec Y = W soient satisfaites, alors la commande par retour d’état de gain K = WQ−1
1 est

telle que le système bouclé (3.7.14) est globalement asymptotiquement stable.

Application à la stabilisation exponentielle

Des propriétés de stabilisation exponentielle représentent un moyen de caractériser le degré de convergence

et les performances d’un système. Pour un réel α > 0, un système (3.7.14) est dit exponentiellement stable de

degré α ou α−stable, s’il existe un réel β ≥ 1 tel que la solution x(t; t0, φ(θ)), pour toute condition initiale φ,

vérifie :

||x(t, t0, φ(θ))|| ≤ β||φ(θ)||e−α(t−t0).

En utilisant les méthodes présentés de stabilité et de stabilisation exponentielle, on propose le théorème suivant

concernant la stabilisation exponentielle de systèmes à entrée saturée :

Théorème 3.7.6 Si, pour un réel α > 0 donné, il existe des matrices de Rn×n Q1, J , symétriques définies

positives, des matrices de Rn×n Q2, Q3, Y,W et une matrice diagonale de Rn×n S et deux matrices de R2n×2n

H1 et H2 telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites :



Γ0i + τ2Hi

[
Y T

−BS

]
τ2

[
QT

2

QT
3

]

∗ −2S 0

∗ ∗ −τ2J




< 0, i = 1, 2, (3.7.19)

[
J J [0 biA

T
d ]

∗ Hi

]
≥ 0, i = 1, 2, (3.7.20)

[
Q1 (W − Y )T

j

∗ ū2
j

]
≥ 0, j = 1, . . . , m, (3.7.21)

avec

Γ0i =

[
Q2 + QT

2 Q1(A + αI + βiAd)T + WT BT −QT
2 + Q3

? −Q3 −QT
3

]
,

et

β1 = 1, β2 = eατ2 ,
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alors, pour K = WQ−1
1 et pour toutes conditions initiales vérifiant :

λmax(Q−1
1 )||φ(θ)||2 +

e−2ατ2 − 1 + 2ατ2

4α2
λmax(J−1)(α||φ||+ ||φ̇||)2 ≤ 1, (3.7.22)

les solutions du système (3.7.14) convergent exponentiellement vers l’origine avec un degré de convergence

exponentielle α.

Démonstration. La commande du système est toujours u(t) = sat(Kx(t), ū). En introduisant la nouvelle

variable xα(t) = eαtx(t) pour exprimer le système (3.7.14), la stabilité asymptotique de la solution xα implique

l’α−stabilité de la solution x. Les équations définissant le système (3.7.14) deviennent alors :

ẋα(t) = (A + αIn)xα(t) + eατ(t)Adxα(t− τ(t)) + eαtBsat(Ke−αtxα(t), ū),

qui peut s’écrire comme le système à paramètres variables suivant :

ẋα(t) = (A + αIn + BK)xα(t) + eατ(t)Adxα(t− τ(t)) + Bψα(Kx(t)), (3.7.23)

où ψα(Kx(t)) , eαtψ(Kx(t)).

Supposons maintenant que l’état x(t) appartiennent à S. Sachant que eαt > 0, ∀t, le Lemme 3.7.1 permet

toujours de garantir l’équivalence suivante :

ψT (Kx(t))eαtTeαt[ψ(Kx(t))−Gx(t)] ≤ 0

⇔
ψT

α (Kx(t))T [ψα(Kx(t))−Gxα(t)] ≤ 0,

(3.7.24)

pout toute matrice diagonale positive T ∈ Rm×m.

En tenant en compte que le retard variable τ(t) est borné par τ2, on peut écrire :

β1 = 1 ≤ eατ(t) ≤ eατ2 = β2.

On en déduit qu’il existe une représentation polytopique du terme eατ(t) en définissant des fonctions scalaires

λ1 et λ2 satisfaisant les conditions de convexité suivantes :

∀t ≥ 0, λ1(t) + λ2(t) = 1, λ1(t) ≥ 0, λ2(t) ≥ 0.

et telles que :

eατ(t) = λ1(t)β1 + λ2(t)β2.

Par conséquent, le système (3.7.23) s’écrit en utilisant une représentation polytopique :

ẋα(t) =
2∑

i=1

λi(t, xt) [(A + αIn)xα(t) + βiAdxα(t− τ(t)) + BKxα(t)−Bψα(Kx(t))] . (3.7.25)

Ensuite, la preuve du théorème suit les étapes du Théorème 3.7.4 appliqué aux cas du système (3.7.25)

avec ε = 1. En utilisant la représentation descripteur x̄α = col{xα(t), ẋα(t)}, on propose la fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovskii :

Vα(t) = x̄T
α(t)EPx̄α(t) +

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ

ẋT
α(s)Rẋα(s)dsdθ,

avec R > 0.
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Afin de déterminer une estimation du domaine d’attraction, la preuve suit celle du Théorème 3.7.2, mais

dans ce cas, on obtient :

xT
α(t)P1xα(t) ≤ Vα(t) ≤ Vα(0) ≤ δ ≤ 1, ∀t ≥ 0,

ce qui permet d’avoir :

Vα(0) ≤ λmax(Q−1
1 )||φ(θ)||2 + λmax(J−1)(α||φ||+ ||φ̇||)2 ∫ 0

−τ2

∫ 0

θ
e2αsdsdθ,

≤ λmax(Q−1
1 )||φ||2 + e−2ατ2−1+2ατ2

4α2 λmax(J−1)(α||φ||+ ||φ̇||)2.

Ainsi, on en déduit que l’état xα(t) appartient à E , ∀t ≤ 0. Sachant que la relation (3.7.21) implique que

E ⊂ S, l’inégalité |(K − G)j xα(t)| ≤ uj est satisfaite et, par conséquent, que |(K − G)j x(t)| ≤ e−αtuj ≤ uj ,

∀t > 0, autrement dit que x(t) ∈ S, ∀t > 0. On conclut en remarquant que la condition de secteur modifiée

(3.7.24) est vérifiée et qu’ensuite V̇α(t) < 0, ∀t > 0 pour toutes les conditions initiales vérifiant (3.7.22).

Remarque 3.7.7 Sachant que la fonction eθ est convexe, l’inégalité suivante est vérifiée :

e−2ατ2 − 1 + 2ατ2

4α2
≥ τ2

2

2
,

ce qui assure que l’ensemble des conditions initiales pour lesquelles il est possible de déterminer un gain K qui

stabilise asymptotiquement le système est plus grand que celui défini dans le cas exponentiel. De plus lorsque α

tend vers 0, le terme e−2ατ2−1+2ατ2
4α2 tend vers τ2

2
2 , ce qui assure la continuité du résultat par rapport au paramètre

α.

Remarque 3.7.8 Il est faisable d’étendre ces résultats au cas des systèmes à paramètres incertains présentés

sous forme polytopique. En effet les conditions LMI des Théorèmes 3.7.2, 3.7.3 3.7.4, 3.7.5 et 3.7.6 sont affines

par rapport aux matrices A, Ad, B et F définissant le système. Pour caractériser la stabilité d’un système

mis sous forme polytopique, il suffit que chacun des polytopes vérifient les conditions LMI de stabilité. Afin de

diminuer le conservatisme de ces conditions, on peut introduire différentes matrices Q2 et Q3 pour chacun des

polytopes.

3.7.4 Optimisation des résultats

Maximisation de la borne supérieure du retard garantissant la stabilité globale

Dans le cas où le système étudié sans retard est asymptotiquement stabilisable, un problème intéressant

consiste à déterminer la borne supérieure maximale, τ?
2 , du retard, τ2(t), telle que le système (3.7.5) est globa-

lement asymptotique stabilisable. On résout le problème d’optimisation suivant :

max τ2

soumis à

(3.7.8) et (3.7.9) avec Y = W.

Si l’on considère τ2 comme une variable du problème, les conditions obtenues ne sont plus des LMI mais des

inégalités matricielles bilinéaires (dont l’abréviation anglaise est BMI). Pour résoudre ce problème, il suffit de

tester itérativement des valeurs de τ2 jusqu’à ce que les conditions LMI (3.7.8) et (3.7.9) deviennent infaisables.
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Optimisation de l’ensemble des conditions initiales admissibles

Pour des valeurs τ2 et d données, pour assurer la stabilité du système (3.7.5) en utilisant le Théorème

3.7.2, l’ensemble des conditions initiales admissibles doit satisfaire à la condition (3.7.11). On suppose alors

que qu’il existe deux réels positifs δ1 et δ2 tels que ||φ(θ)||2 = δ1 et ||φ̇(θ)||2 = δ2. Dans ce cas, notre objectif

est de determiner les bornes maximales δ1 et δ2 pour lesquelles la condition (3.7.11) est toujours satisfaite. Le

problème se présente de la manière suivante.

Premièrement, on remarque que plus les valeurs propres des matrices Q−1
1 , X−1, J−1 et L−1 sont petites, plus

les bornes δ1 et δ2 pour lesquelles la condition (3.7.11) est vérifiée sont grandes. Pour introduire ces propriétés

dans le problème LMI, on ajoute les conditions suivantes :
[

λQ1In In

? Q1

]
≥ 0,

[
λXIn In

? X

]
≥ 0,

[
λJIn In

? J

]
≥ 0,

[
λLIn In

? L

]
≥ 0.

(3.7.26)

En utilisant le complément de Schur, les conditions (3.7.26) deviennent équivalentes à λQ1 ≥ λmax(Q−1
1 ),

λX ≥ λmax(X−1), λJ ≥ λmax(J−1) et λL ≥ λmax(L−1). On définit alors le problème d’optimisation suivant :

min γ1λQ1 + γ2λX + γ3λJ + γ4λL

soumis à

(3.7.8), (3.7.9), (3.7.10) et (3.7.26),

(3.7.27)

où γ1, γ2, γ3 et γ4 représentent des poids qui doivent être réglés pour satisfaire certains compromis entre δ1 et

δ2.

Maximisation possible dans le cas d’un ensemble de conditions initiales données

On se place cette fois-ci dans le cas où l’on se donne un ensemble de conditions initiales. On souhaite alors

optimiser les résultats selon plusieurs critères. Le fait de se donner un ensemble de conditions initiales impose

les valeurs de δ1 > 0 et δ2 > 0. L’objectif est alors de déterminer le gain K du retour d’état. Dans ce problème,

on considère le problème suivant :

(λQ1 + τ2λX)δ1 + (0.5τ2
2 λJ + τ2λL)δ2 − 1 ≤ 0,

associé aux conditions LMI auxiliaires (3.7.26)

D’autre part, on peut introduire les nouvelles contraintes :

– maximiser la borne supérieure τ2 du retard τ(t) pour laquelle la synthèse d’un gain K de retour d’état

stabilisant est possible.

– maximiser le degré de convergence exponentiel α pour une borne supérieure du retard τ2 donnée.

– minimiser la borne supérieure τ2 du retard τ(t) pour une fonction de coût donnée (c’est-à-dire résoudre

un problème de stabilisation à coût garanti).

3.7.5 Exemples

On considère le système (3.7.1) avec :

A =

[
−3 1

0 −4

]
, Ad =

[
0.5 0

0.5 −0.5

]
, B =

[
1

0

]
,
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F =

[
0.5 0

0 0.5

]
, d = 0.5, τ2 = 1.

D’après le Théorème 3.7.3, et en prenant ε = 0.1, il est alors possible d’assurer la stabilité asymptotique globale

du système en boucle fermée avec, par exemple, K = [−0.138 −0.381]. De plus cette stabilité peut être assurer

pour des retards vérifiant τ2 ≤ 23× 103 et d ≤ 0.6.

On considère maintenant le même système (3.7.1) mais avec les valeurs suivantes :

A =

[
1 1.5

0.3 −2

]
, Ad =

[
0 −1

0 0

]
, B =

[
10

1

]

F =

[
0.2 0

0 0.2

]
, u0 = 15, τ2 = 1; d = 0.1.

Le problème d’optimisation (3.7.27) avec γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = 1 conduit au gain de retour d’état K =

[−0.278 − 0.139]. Cette commande assure la stabilité asymptotique pour toutes les conditions initiales φ

vérifiant :

51||φ(θ)||2 + 9.34||φ̇(θ)||2 ≤ 104

ce qui revient dans un cas particulier à ||φ(θ)|| = ||φ̇(θ)|| < 12.88.

On remarque, d’autre part, que l’ensemble des conditions initiales déterminé pour la plus grande valeur

τ2 = 2, est plus petit que le précédent. En effet le gain K = [−0.248 − 0.136] obtenu pour ε = 0.11, ne stabilise

le système que pour des conditions initiales vérifiant ||φ(θ)|| = ||φ̇(θ)|| < 2.21.

On s’interesse maintenant au même exemple mais avec F = 0, qui correspond au cas retardé.

Il est possible d’assurer la stabilité asymptotique pour des conditions initiales vérifiant ||φ(θ)|| = ||φ̇(θ)|| <
79.546 avec le gain K = [−7.005 0.652]. On remarque que cet ensemble est sensiblement plus important que

celui déterminé dans [52] (79.43) ou que dans [16] (58.40). Cependant il faut rappeler que les théorèmes présentés

ici ne nécessitent aucune contrainte sur la dérivée du retard τ̇ et que le nombre de conditions LMI à résoudre

est moins important. Ceci laisse penser que cette approche conduit à des résultats moins conservatifs que les

précédents.

Toujours pour le même exemple, on cherche à résoudre le problème d’optimisation proposé dans la partie

3.7.4. Pour des conditions initiales vérifiant ||φ(θ)||2 = ||φ̇(θ)||2 < 50, le gain K = [−0.524 0.867] de retour

d’état stabilise asymptotiquement le système pour tout retard borné par τ2 ≤ 7.015.

3.7.6 Conclusion

La synthèse de gains stabilisant des systèmes neutres linéaires en présence de retard et de saturation a été

résolue dans cette partie. Des conditions LMI qui permettent de déduire le gain du retour d’état caractérisent

la stabilité du système bouclé. Des critères de stabilité asymptotique et exponentielle ont été développés pour

les systèmes neutres et/ou à retards. D’autre part nous avons présenté une phase d’optimisation permettant

d’obtenir soit les valeurs maximales de la borne supérieure du retard soit une plus grande estimation du domaine

d’attraction.
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu les résultats du Chapitre 2 au cas de systèmes soumis à des non-

linéarités. Plus particulièrement, nous nous sommes penchés sur la stabilité et la stabilisation exponentielle à

taux de convergence garanti d’une classe de systèmes non-linéaires admettant une représentation par modèles

polytopiques ou par modèle à paramètres incertains bornés. Enfin une extension a été proposée pour les systèmes

soumis à des saturations. Nous avons notamment étudier les systèmes à retards sur l’état et à entrée saturée

et les systèmes à entrée saturée et retardée. Dans ces deux cas, nous avons proposé une estimation du domaine

d’attraction. Nous allons voir dans le prochain chapitre que ces théorèmes peuvent être étendus au cas des

systèmes à retards continus par morceaux.
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Chapitre 4

Systèmes à entrée échantillonnée

4.1 Introduction

La plupart des commandes actuellement implantées le sont sur des calculateurs numériques via un conver-

tisseur analogique numérique pouvant être modélisé par un échantillonneur bloqueur d’ordre 0. Bien sûr, de

telles commandes ne sont pas des fonctions continues du temps puisqu’un contrôleur travaille avec une fréquence

limitée. On définit alors le temps d’échantillonnage comme le temps nécessaire au calculateur pour passer d’une

valeur de la commande à la suivante. La Figure 4.1 présente le schéma-bloc de l’échantillonneur et son effet sur

un signal continu. L’effet de cet échantillonneur est de bloquer la valeur du signal continue u à un instant donné

et pendant une période déterminée.

 

u(nT) u(t) 

Echantillonneur 

Fig. 4.1 – Schéma-Bloc d’un échantillonneur ou bloqueur d’ordre 0.

La Figure 4.2 montre un signal continu et le même signal échantillonné :

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

time (s)

f(
t)

Initial signal
Sampled signal: h=  1s
Sampled signal: h=0.3s

Fig. 4.2 – Échantillonnages de la fonction sinus

97
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Deux approches sont utilisées pour la synthèse du correcteur. La première est une approche numérique pour

laquelle on détermine un correcteur à partir d’un modèle en temps discret du processus. Dans ce cas, les lois de

commande sont synthétisées à partir des théorèmes sur les systèmes discrets [126]. La seconde est une approche

continue qui permet de construire des lois de commande à partir d’un modèle en temps continu du processus.

Dans ce cas, la synthèse de la loi de commande fait appel aux théorèmes sur les modèles continus.

Dans le cadre de notre étude, nous allons considérer des systèmes dont l’entrée est une fonction du temps

continue par morceaux. Plus précisément, ces fonctions seront des fonctions continues sauf sur un ensemble

dénombrable de points et telles que, à tout instant t, les limites à droite et à gauche soient finies. Ces commandes

seront appliquées sur des systèmes continus. Le problème qui apparâıt ici, est un problème hybride car on ne se

situe dans aucune des deux approches présentées ci-dessus.

Une commande échantillonnée est équivalente à une commande continue au sens où la différence des effets

sur le processus est négligeable si le temps d’échantillonnage est très faible par rapport au dynamique de ce

processus. Même si aujourd’hui les calculateurs et les ordinateurs possèdent une grande rapidité de calcul,

il est intéressant de quantifier cette approximation et de vérifier pour quelles fréquences d’échantillonnage

la stabilité asymptotique peut être garantie. Aussi l’objectif de ce chapitre est de déterminer l’influence de la

période d’échantillonnage d’un signal d’entrée sur les performances d’un processus. En particulier, nous tenterons

de donner une borne supérieure de la période d’échantillonnage pour laquelle les performances espérées sont

atteintes. Ainsi, du point de vue de l’ingénieur, nous pourrons dimensionner la fréquence des calculateurs en

fonction de la dynamique du processus étudié.

Sachant que la difficulté de cette étude provient de la discontinuité de la commande (on pourrait plutôt

parler de variations brutales de celle-ci), l’idée de mêler en quelques sortes les deux études est apparue en

faisant appel à la modélisation de l’échantillonnage à l’aide de retard variable. Cette approche permet d’utiliser

l’approche tout continu mais en considérant un système à retard variable. Nous allons considérer qu’un signal

échantillonné est un signal continu sur lequel on applique un retard variable. Ainsi nous pourrons appliquer des

critères de stabilité spécifiques aux systèmes à retards.

4.2 Une approche fréquentielle

4.2.1 Condition nécessaire et suffisante de stabilité

Dans ce paragraphe sera brièvement rappelée une condition nécessaire et suffisante de stabilité pour les

systèmes mono-entrée et mono-sortie (SISO). Les systèmes étudiés sont modélisés par un schéma-bloc présenté

Figure 4.3.

 

Y Yc 
Echantillonneur F(s) 

C(s) 

+    

 - 

Fig. 4.3 – Système SISO

où C est un correcteur prédéterminé et où la fonction de transfert F est de la forme :
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F (s) =

m∑
i=1

bis
i

n∑
i=1

aisi

,m < n,

On calcule alors la fonction de transfert en z du système sur une période d’échantillonnage T :

F (z) =
Z(Bo(s)F (s))

Z(1 + Bo(s)F (s)C(s))

Après la discrétisation du modèle, le dénominateur de cette fonction de transfert s’écrit :

D(z) =
n∑

i=1

ci(T )zi. (4.2.1)

On sait que la stabilité asymptotique du système est déterminée par le dénominateur de cette fonction

de transfert en la variable z. Il faut et il suffit que le dénominateur D(z) ait des zéros de module strictement

inférieur à 1. D’autres critères équivalents apparaissent dans la littérature. Dans cet exposé il n’en figurera qu’un

seul car les théorèmes utilisés dans le domaine discret n’en sont pas l’objet principal. Celui qui sera présenté est

le critère de Jury [126]. Ce dernier nécessite la construction du tableau suivant :

1

2

3

4

.

.

2n− 5

2n− 4

2n− 3





c0 c1 c2 . . . cn−1 cn

cn cn−1 cn−2 . . . c1 c0

d0 d1 d2 . . . dn−1

dn−1 dn−2 dn−3 . . . d0

. . . . .

. . . . .

p0 p1 p2 p3

p3 p2 p1 p0

q0 q1 q2

(4.2.2)

où

d0 =

∣∣∣∣∣
c0 cn

cn c0

∣∣∣∣∣ , dk =

∣∣∣∣∣
c0 cn−k

cn−k c0

∣∣∣∣∣

q0 =

∣∣∣∣∣
p0 pn

pn p0

∣∣∣∣∣ , qk =

∣∣∣∣∣
p0 pn−k

pn−k p0

∣∣∣∣∣ .

Les coefficients qui apparaissent dans le critère de Jury font implicitement apparâıtre la période d’échantillonnage.

Le critère de Jury certifie que le système est asymptotiquement stable si et seulement si les conditions suivantes

sont satisfaites :
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



D(1) > 0,

(−1)nD(−1) > 0,

|c0| < |cn| ,
|d0| < |dn−1| ,

.

.

|p0| < |p3| ,
|q0| < |q2| .

Ayant des conditions de stabilité sur les coefficients du polynôme D(z), il est possible de remonter à la

condition sur la période d’échantillonnage.

4.2.2 Cas du double intégrateur

Considérons alors l’exemple du double intégrateur et un réseau correcteur du type proportionnel dérivé défini

de telle manière que le modèle corrigé ait ses pôles égales à -1 : C(s) = 2s + 1. Le critère de Jury nous donne

la condition de stabilité sur la période d’échantillonnage T < 1. Pour un système correcteur choisi de telle sorte

que le système ait pour pôles −p1 et −p2, la condition devient :

T <
2

p1 + p2
. (4.2.3)

Ce critère permet donc de trouver la période d’échantillonnage maximale admissible pour un couple (F, C)

donné qui est aussi la période d’échantillonnage T , au-delà de laquelle le système devient instable (condition

nécessaire et suffisante). Cependant ce critère est limité dans son application. En effet, pour un système linéaire

à une entrée et une sortie (même si dans le cas d’un double intégrateur la solution est simple), la complexité

de la solution devient importante lorsque le degré du dénominateur est grand. De plus il s’avère difficile de

l’appliquer à des systèmes à plusieurs entrées et plusieurs sorties.

4.2.3 Une première approche par retard variable

Une solution intéressante a été trouvée [15] pour les systèmes régis par une équation différentielle à retard

de la forme :

Ż(t) = AZ(t) + BZ(t− τ(t)),

où A et B sont des matrices carrées de dimension n×n et où A est inversible. τ(t) représente un retard variable

tel que t− τ(t) est constant et égal à kT sur l’intervalle de temps ]kT, (k+1)T ]. L’équation différentielle devient

alors :

Ż(t) = AZ(t) + BZ(kT ). (4.2.4)

Ce système peut être associé à une équation différentielle matricielle du premier ordre qu’on peut résoudre

sur chaque intervalle :

Z(t) = [(I + A−1B) exp(A(t− τ(t)) + A−1B]Z(k.T ).
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Si l’on se place au temps t = (k + 1)T , on obtient une relation de récurrence simple. Il apparâıt alors un

critère de convergence. Pour que le système soit asymptotiquement stable, il est suffisant que :

∥∥(I + A−1B) exp(AT ) + A−1B
∥∥ < 1. (4.2.5)

Dans le cas où A est la matrice nulle la condition devient :

‖I −BT‖ < 1. (4.2.6)

Grâce aux équations (4.2.5) ou (4.2.6), on peut finalement déterminer la borne supérieure τ2 de la période

d’échantillonnage telle que le système (4.2.4) soit stable.

Ainsi, dans le cas linéaire, nous pouvons déterminer de façon certaine la période d’échantillonnage maxi-

male qui n’altère pas la stabilité du système. On peut aisément remarquer que même si les calculs paraissent

élémentaires, leur complexité augmente avec l’ordre du système. On notera aussi le conservatisme de ce résultat

qui ne peut garantir la stabilité que si la matrice A est nulle ou inversible. Il faut noter aussi que pour ces dernières

approches, la connaissance des instants d’échantillonnage (et la constance de la période d’échantillonnage pour

l’application du critère de Jury) est nécessaire. C’est pourquoi il parait nécessaire de proposer d’autres approches

qui ne donnent malheureusement que des conditions suffisantes mais dont les résultats pourraient être appliqués

à des systèmes plus complexes comme des systèmes à coefficients perturbés ou à entrée saturée.

4.3 Une approche par retard variable

La modélisation de systèmes continus à entrée échantillonnée sous forme de systèmes soumis à un retard pur

a été introduite par Mikheev, Sobolev & Fridman [103], Astrom & Wittenmark [6] et développée plus tard par

Emilia Fridman [46]. La loi de commande numérique peut donc être représentée par une commande retardée de

la forme :

u(t) = ud(tk) = ud(t− (t− tk)) = ud(t− τ(t)), pour tout t ∈ [tk, tk+1[, τ(t) = t− tk, (4.3.1)

où ud est un signal de commande discret et le retard variable τ(t) = t − tk est une fonction continue par

morceaux dont la dérivée prend la valeur τ̇(t) = 1 pour t 6= tk. De plus, on assure que le retard τ(t) est toujours

inférieur à la période d’échantillonnage tk+1− tk. La Figure 4.4 illustre un signal échantillonné à deux cadences

constantes différentes, T1 = 0.2 et T2 = 0.5, et les retards d’échantillonnage associés.

En ce qui concerne les systèmes à retards variables, des conditions sont obtenues en utilisant des fonctionnelles

de Lyapunov-Krasovskii dans le cas où la dérivée du retard est strictement inférieure à 1 [84]. La question de la

stabilité dans le cas de retards variables et sans condition restrictive sur leur dérivée a été traitée principalement

à l’aide de fonctions de Lyapunov-Razumikhin, qui conduisent généralement à des résultats conservatifs (cf. [64],

[73], [85] et [111]). Ce n’est que récemment que, pour la première fois, le problème de stabilité de systèmes à

retard sans condition sur la dérivée du retard fut traité par des techniques de Lyapunov-Krasovskii [57]. Ceci

est possible en mixant cette technique à la représentation descripteur introduite par E. Fridman dans [47].

La principale approche de la stabilisation robuste des systèmes à entrée échantillonnée est la technique du

lifting (c.f. [8], [36], [118], [156]) dans laquelle ce problème est transformé en un problème discret en dimension

finie. Cependant cette approche ne permet pas de considérer le cas où il y a des incertitudes sur la période

d’échantillonnage (inconnue et/ou variable) et sur les paramètres du système.
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Fig. 4.4 – Exemple de retards d’échantillonnage

Une nouvelle approche pour la stabilisation de systèmes à entrée échantillonnée est suggérée dans [133].

Cette approche permet de résoudre le problème de stabilité et de stabilisation des systèmes à retards continus

par morceaux, incertains mais bornés, par la période maximale d’échantillonnage. Le principal problème est de

démontrer que les conditions de stabilité et de stabilisation sont toujours valables dans le cas de signal d’entrée

continu par morceaux. Les résultats qui sont proposés par la suite garantissent la robustesse par rapport aux

instants d’échantillonnage. Leur seule contrainte est que la durée maximale entre deux instants d’échantillonnage

consécutifs soit inférieure à une borne connue τ2.

Ce qui rend cette méthode très intéressante est qu’elle permet d’appliquer directement aux systèmes à entrée

échantillonnée les différentes méthodes de contrôle utilisées dans le cadre des systèmes à retards. Les conditions

LMI sont affines par rapport aux matrices définissant le système, des conditions de stabilisation quadratique sont

directement déduites pour des systèmes qui présentent des incertitudes polytopiques. Il est aussi envisageables

de considérer une stabilisation locale de systèmes à entrée échantillonnée et saturée par application des résultats

existants [16], [25], [52] et [143].

4.3.1 Stabilité d’un système à entrée échantillonnée

Considérons le système linéaire suivant :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (4.3.2)

où x(t) ∈ Rn représente l’état et u(t) ∈ Rm la commande échantillonnée du système. Les matrices A ∈ Rn×n et

B ∈ Rn×m sont supposées constantes.

Notre objectif est de déterminer une loi de contrôle discontinue de la forme u(t) = ud(tk), tk ≤ t < tk+1,

où ud est un signal échantillonné de commande et où 0 = t0 < t1 < ... < tk < ... représentent les instants

d’échantillonnage. La loi de commande choisie pour stabiliser le système est un retour d’état donné par :

u(t) = Kx(tk), tk ≤ t < tk+1. (4.3.3)

Le signal échantillonné est alors assimilé à un signal continu soumis à un retard variable discontinu (mais

continu à droite) de la forme τ(t) = t − tk donnée dans (4.3.1). Dans cette configuration la loi de commande
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devient une commande retardée :

u(t) = Kx(t− τ(t)). (4.3.4)

En introduisant (4.3.4) dans (4.3.2), le système bouclé s’écrit finalement :

ẋ(t) = Ax(t) + BKx(t− τ(t)), τ(t) = t− tk, tk ≤ t < tk+1. (4.3.5)

Afin de déterminer des conditions de stabilité d’un tel système, une hypothèse est ajoutée sur la durée

séparant deux instants d’échantillonnage :

tk+1 − tk ≤ τ2 ∀k ≥ 0. (4.3.6)

En d’autres termes, l’équation (4.3.6) impose une borne supérieure au retard d’échantillonnage c’est-à-dire

τ(t) ≤ τ2. Cela revient à dire que la durée qui sépare deux instants d’échantillonnage ne peut pas dépasser

une certaine borne τ2. En suivant les résultats de [57], où le retard considéré était continu, l’extension au cas

de retards discontinus et dont la dérivée τ̇(t) peut prend régulièrement la valeur 1 est obtenue dans le lemme

suivant :

Lemme 4.3.1 [53] Pour un gain matriciel K donné, le système bouclé (4.3.5) est stable, pour tout échantillonnage

vérifiant la condition (4.3.6), s’il existe des matrices de dimension n× n 0 < P1, P2, P3, Z1, Z2, Z3 et R > 0

telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites :

Ψ1 < 0, et

[
R [0 KT BT ]P

∗ Z

]
≥ 0, (4.3.7)

où

P =

[
P1 0

P2 P3

]
, Z =

[
Z1 Z2

∗ Z3

]
, Ψ1 = Ψ0 + τ2Z +

[
0 0

0 τ2R

]
,

Ψ0 = PT

[
0 In

A + BK −In

]
+

[
0 In

A + BK −In

]T

P.

Démonstration.

La preuve est basée sur la représentation descripteur du système (4.3.5) [47] :

{
ẋ(t) = y(t),

0 = −y(t) + (A + BK)x(t)−BK
∫ t

t−τ(t)
y(s)ds,

(4.3.8)

qui est toujours valide dans le cas du retard continu par morceaux τ(t) pour t > 0. Soient un gain K et une

fonction de conditions initiales x(t) = φ(t) (t ∈ [−τ2, 0]), où φ est une fonction continue par morceaux, l’état

x(t) vérifie l’équation (4.3.8) pour tout t ≥ 0 si, et seulement si, il vérifie l’équation (4.3.5).

On utilise alors la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante (cf. Théorème 2.3.2, dans le cas asympto-

tique (α = 0)) :

V (t) = x̄T (t)EPx̄(t) +
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ

yT (s)Ry(s)dsdθ, , (4.3.9)

où

x̄(t) = col{x(t), y(t)}, E =

[
In 0

0 0

]
, P =

[
P1 0

P2 P3

]
, P1 = PT

1 > 0, (4.3.10)
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qui vérifie l’inégalité :

a|x(t)|2 ≤ V (t) ≤ b sup
s∈[−τ2,0]

|x̄(t + s)|2, a > 0, b > 0. (4.3.11)

En différenciant V (t) le long des trajectoires de (4.3.8) pour t ≥ τ2, on obtient (c.f. [57]) :

V̇ (t) < x̄(t)T Ψ1x̄(t) < −c|x(t)|2, c > 0, (4.3.12)

à condition que les équations (4.3.7a,b) soient satisfaites. En intégrant (4.3.12), on obtient :

V (t)− V (τ2) ≤ −c

∫ t

−τ2

|x(s)|2ds (4.3.13)

et, par conséquent, (4.3.11) conduit à |x(t)|2 ≤ V (t)/a ≤ V (τ2)/a < b/a sups∈[−τ2,0] |x̄(τ2 + s)|2. Sachant que

sups∈[−τ2,0] |x̄(τ2 + s)| ≤ c1 sups∈[−τ2,0] |φ(s)|,c1 > 0 (c.f. Hale & Lunel, [73], p168). On en déduit que ẋ, défini

à droite par (4.3.5), vérifie sups∈[−τ2,0] |ẋ(τ2 + s)| ≤ c2 sups∈[−τ2,0] |φ(s)|, c2 > 0, On obtient :

|x(t)|2 ≤ c3 sup
s∈[−τ2,0]

|φ(s)|2, c3 > 0. (4.3.14)

Finalement le système décrit par (4.3.5) est stable, (c’est-à-dire x(t) est borné et “petit” pour une condition

initiale φ “petite”). Afin de prouver la stabilité asymptotique, on remarque que la solution x(t) est uniformément

continue sur [0,∞) car ẋ(t) défini à droite par (4.3.5) est uniformément bornée. De plus, (4.3.13) implique que

|x(t)|2 est intégrable sur [0,∞). Enfin le lemme de Barbalat permet de conclure en montrant que x(t) → 0

lorsque t →∞.

Ce théorème garantit maintenant qu’un système soumis à un retard défini par (4.3.1) est stable s’il satisfait

des conditions stabilité classiques issues des Théorèmes de Lyapunov. Cela permet donc d’élargir le champ

d’application de tous les théorèmes présentés dans les chapitres précédents au cas des systèmes à entrée et/ou

à sortie échantillonnées à partir du moment où l’on autorise la dérivée du retard à être égale à 1, τ̇(t) ≤ 1.

4.3.2 Etude de la robustesse

L’intérêt principal de la modélisation de l’échantillonnage comme un retard pur est qu’il permet d’appliquer

les résultats concernant notamment la robustesse par rapport aux paramètres. Dans le cas où les matrices

définissant le système ne sont pas identifiées avec certitude, on appelle Ω =
[

A B
]

et on suppose que

Ω ∈ Co{Ωj , j = 1, ...N}, à savoir,

Ω =
N∑

j=1

fjΩj pour tout 0 ≤ fj ≤ 1,

N∑

j=1

fj = 1, (4.3.15)

où les N éléments du polytopes sont décrit par Ωj =
[

A(j) B(j)
]
.

Afin de garantir la stabilité de (4.3.2) pour tout polytope de Ω, une extension du Lemme 4.3.1 peut être

réalisée directement en utilisant les mêmes matrices P2 et P3 pour chacun des points du polytope en résolvant

uniquement les conditions LMI (4.3.7a,b) pour les N éléments de Ω. Un critère de stabilité asymptotique du

système bouclé est ainsi obtenu :
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Corollaire 4.3.2 Pour un gain matriciel K donné, le système (4.3.5) est stable, pour tout élément décrivant

l’ensemble Ω, s’il existe des matrices, de dimension n×n, 0 < P
(j)
1 ,P2, P3, Z

(j)
1 , Z

(j)
2 , Z

(j)
3 et R(j) > 0 telles

que les conditions LMI suivantes soient satisfaites :

Ψ(j)
1 < 0, et

[
R(j) [0 KT B(j)T ]P (j)

∗ Z(j)

]
≥ 0, j = 1, ..., N, (4.3.16)

où

P (j) =

[
P

(j)
1 0

P2 P3

]
, Z(j) =

[
Z

(j)
1 Z

(j)
2

∗ Z
(j)
3

]
, Ψ(j)

1 = Ψ(j)
0 + τ2Z

(j) +

[
0 0

0 τ2R
(j)

]
,

Ψ(j)
0 = P (j)T

[
0 In

A(j) + B(j)K −In

]
+

[
0 In

A(j) + B(j)K −In

]T

P (j).

4.3.3 Stabilité d’un système neutre à entrée échantillonnée retardée

Considérons le système neutre linéaire, à retard et à entrée échantillonnée suivant :

ẋ(t)− Fẋ(t− g(t)) = A0x(t) + A1x(t− τ1(t)) + Bu(t− τ2(t)) (4.3.17)

où x(t) ∈ Rn représente l’état et u(t) ∈ Rm la loi de commande du système que l’on choisit du type retour

d’état de la forme u(t) = Kx(t) où K est un gain matriciel à déterminer. Les matrices A0, A1 et F ∈ Rn×n et

B ∈ Rn×m et K ∈ Rm×n sont supposées constantes. Le retard τ1 est de la forme :

τ1(t) = δ1 + η1(t), |η1(t)| ≤ µ1, (4.3.18)

et le retard τ2(t) se présente de la manière suivante τ2(t) = h + t − tk, avec tk ≤ t < tk+1 où h représente un

retard pur ici constant mais pouvant très bien être variable. Si on suppose que les instants d’échantillonnage tk

vérifient 0 ≤ tk+1 − tk ≤ T , ∀k ≥ 0, on a.

τ2(t) = δ2 + η2(t), |η2(t)| ≤ µ2, (4.3.19)

où δ2 = h+T/2 et µ2 = T2. Connaissant maintenant les bornes des retards (4.3.18) et (4.3.19), on peut énoncer

le théorème de stabilité exponentielle suivant :

Lemme 4.3.3 ([49], Cas 1) Pour un gain K donné, le système (4.3.17) est asymptotiquement stable pour

tout retard interne τ1 vérifiant (4.3.18), tout retard d’échantillonnage τ2 vérifiant (4.3.19) et tout retard g(t)

tel que ġ(t) ≤ d0, si ‖F‖e < 1 et s’il existe des matrices, de dimension n× n, 0 < P1, P2, P3, Sk, U , Yk1, Yk2,

Zk1, Zk2, Zk3, Rk et Rka, k=1, 2 telles que les conditions LMI suivantes soient satisfaites :



Ψ1 PT

[
0

A1

]
− Y T

1 PT

[
0

BK

]
− Y T

2 PT

[
0

F

]

∗ −S1 0 0

∗ ∗ −S2 0

∗ ∗ ∗ −(1− d0)U

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

µ1P
T

[
0

A1

]
µ2P

T

[
0

BK

]

0 0

0 0

0 0

−µ1R1a 0

∗ −µ2R2a




< 0,

(4.3.20)
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et, pour k = 1, 2 : 


Rk Yk1 Yk2

∗ Zk1 Zk2

∗ ∗ Zk3


 ≥ 0, (4.3.21)

où la matrice P est définie dans (4.3.10) et Ψ1 est donnée par :

Ψ1 = PT

[
0 In

A0 −In

]
+

[
0 In

A0 −In

]T

P +
∑2

k=1

[
Yk

0

]
+

∑2
k=1

[
Yk

0

]T

+
∑2

k=1 δkZk +

[ ∑2
k=1 Sk 0

0
∑2

k=1 (δkRk + µkRka) + U

]
,

4.3.4 Stabilisation exponentielle

Dans la mesure où l’on a déterminé des conditions de stabilité pour les systèmes comprenant des incertitudes

polytotiques, il est maintenant possible d’énoncer des théorèmes de stabilité exponentielle inspirés des résultats

proposés dans le Chapitre 2 pour les systèmes à retards bornés et neutres.

On effectue le changement de variables xα(t) = eαtx(t) dans (4.3.17) où l’on impose g(t) = δ3, ce qui conduit

à :

ẋα(t) = (A0 + αIn)xα(t) + eατ1(t)A1z(t− τ1(t)) + eατ2(t)BKxα(t− τ2(t)) + Feαtẋ(t− δ3). (4.3.22)

Le dernier terme de (4.3.22) peut être exprimé en fonction de xα en écrivant eαtẋ(t− δ3) = eαδ3 ẋα(t− δ3)−
αeαδ3xα(t− δ3). On obtient finalement le système neutre modifié suivant :

ẋα(t) = (A0 + αIn)xα(t) + eατ1(t)A1xα(t− τ1(t)) + eατ2(t)BKxα(t− τ2(t))

−αeαδ3Fxα(t− δ3) + Feαδ3 ẋα(t− δ3).
(4.3.23)

Dans un premier temps nous allons déterminer des conditions de stabilité exponentielle du système bouclé.

Une première remarque peut être faite concernant le terme neutre. Pour que la stabilité soit prouvée il faut

vérifier la condition suivante [85] :

‖eαδ3F‖e < 1. (4.3.24)

On transforme maintenant les termes exponentiels eατ1(t) et eατ2(t) sous forme polytopique. pour cela on

remarque que les définitions des retards (4.3.18) et (4.3.19) impliquent :

eα(δi−µi) ≤ eατi(t) ≤ eα(δi+µi), ∀t ≥ 0, ∀i = 1, 2.

Cela signifie qu’il existe des fonctions réelles λij : R→ R, (i, j) ∈ {1, 2}2, telles que :

∀t ≥ 0, ∀(i, j) ∈ {1, 2}2 λij(t) ≥ 0, et
∑2

i,j=1 λij(t) = 1 (4.3.25)

et pour lesquelles l’équation différentielle (4.3.23) s’écrit :

ẋα(t) =
∑2

i,j=1 λij(t){(A0 + αIn)xα(t) + β1iA1xα(t− τ1(t)) + β2jBKxα(t− τ2(t))

−αeαδ3Fxα(t− δ3) + Feαδ3 ẋα(t− δ3)},
(4.3.26)

où β11 = eα(δ1−µ1), β12 = eα(δ1+µ1), β21 = eα(δ2−µ2) et β22 = eα(δ2+µ2).

En appliquant le Lemme 4.3.3 au système polytopique (4.3.26) on obtient le théorème suivant :
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Théorème 4.3.4 [132] Pour un gain K donné, le système (4.3.17), avec g(t) = δ3 satisfaisant à (4.3.24), est

α−stable pour tous retards vérifiant (4.3.18) et (4.3.19) s’il existe des matrices symétriques définies positives

P1, Sl, U , Rl et Rka ∈ Rn×n et des matrices P2, P3 ∈ Rn×n, Yl ∈ Rn×2n, Zl ∈ R2n×2n, pour l = 1, 2, 3 qui

satisfont pour tout (i, j) ∈ {1, 2}2 à (4.3.21) et à :

Γij
1 =




Ψ2 PT

[
0

β1iA1

]
− Y T

1 PT

[
0

β2jBK

]
− Y T

2 PT

[
0

−αeαδ3F

]
− Y T

3

∗ −S1 0 0

∗ ∗ −S2 0

∗ ∗ ∗ −S3

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

PT

[
0

eαδ3F

]
µ1P

T

[
0

β1iA1

]
µ2P

T

[
0

β2jBK

]

0 0 0

0 0 0

0 0 0

−U 0 0

∗ −µ1R1a 0

∗ ∗ −µ2R2a




< 0,

(4.3.27)

et

Ψ2 = PT

[
0 In

A0 + αIn −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn −In

]T

P +
∑3

l=1 δlZl

+
∑3

l=1




[
Yl

0

]
+

[
Yl

0

]T

 +

[ ∑3
l=1 Sl 0

0
∑3

l=1 δlRl +
∑2

k=1 2µkRka + U

]
,

(4.3.28)

Remarque 4.3.5 Dans le cas où δ1 = δ3 dans (4.3.26), les conditions LMI du Théorème 4.3.4 peuvent être

simplifiées. En effet, il suffit pour cela de regrouper les termes β1iA1 et −αeαδ3F . Ainsi la dimension de (4.3.27)

sera réduite.

Concernant le problème de la stabilisation, c’est-à-dire au problème de la synthèse du gain K de retour

d’état, on propose ici une méthode issue de [139]. On impose la condition P3 = εP2, où ε ∈ R est un paramètre

de réglage. On remarque que, dans ce cas, P2 est une matrice inversible puisque la seule matrice qui peut être

définie négative dans le deuxième bloc de (4.3.29) est −ε(P2 + PT
2 ). On définit alors :

P̄ = P−1
2 .

La suite de la démonstration nécessite l’introduction de nouvelles variables. Pour toutes variables matricielles

V ∈ {P1,Ylk,Sl,U,Rl,Rka,Zll′} avec k = 1, 2, (l, l′) = 1, 2, 3, on définit V̄ et W par P̄T V P̄ et W = KP̄ . En

multipliant (4.3.29) par diag{P̄ , P̄ , P̄ , P̄ , P̄ , P̄ , P̄ , P̄} à droite et par sa transoposée à gauche, et en multipliant

(4.3.21) par diag{P̄ , P̄ , P̄} à droite et par sa transposée à gauche, on obtient les conditions suivantes :

Théorème 4.3.6 [132] La loi de commande par retour d’état (4.3.3) stabilise exponentiellement le système

(4.3.17), avec g(t) = δ3 satisfaisant à la condition ‖F‖ee
αδ3 < 1 et pour tous retard vérifiant les inégalités
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(4.3.18) et (4.3.18), si, pour les réels positifs α et ε, il existe des matrices de dimension n × n, symétriques

définies positives P̄1,, S̄l, Ū , R̄l et R̄ak, et des matrices de dimension n×n, P̄ , Z̄l1, Z̄l2, Z̄l3 et Ȳlk, pour k = 1, 2

et l = 1, 2, 3,et une matrice de dimension n ×m, W telles ques les conditions LMI suivantes soient satisfaites

pour toute paire (i, j) ∈ {1, 2}2 :




Ψ3

[
β1iA1P̄ − Ȳ T

11

ε(β̄1iA1P̄ )− Ȳ T
12

] [
β2jBW − Ȳ T

21

εβ2jBW − Ȳ T
22

] [
−αeαδ3FP̄ − Ȳ T

31

−εαeαδ3FP̄ − Ȳ T
32

]

∗ −S̄1 0 0

∗ ∗ −S̄2 0

∗ ∗ ∗ −S̄3

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗[

eαδ3FP̄

εeαδ3FP̄

]
µ1

[
β1iA1P̄

εβ1iA1P̄

]
µ2

[
β2jBW

εβ2jBW

]

0 0 0

0 0 0

0 0 0

−Ū 0 0

∗ −µ1R̄1a 0

∗ ∗ −µ2R̄2a




< 0,

(4.3.29)

et 


R̄l Ȳl1 Ȳl2

∗ Z̄l1 Z̄l2

∗ ∗ Z̄l3


 ≥ 0, ∀l = 1, 2, 3, (4.3.30)

où
Ψ311 = (A0 + αIn)P̄ + P̄T (A0 + αIn)T +

∑3
l=1

(
S̄l + δlZ̄l1 + Ȳl1 + Ȳ T

l1

)
,

Ψ312 = P̄1 − P̄ + εP̄T (A0 + αIn)T +
∑3

l=1

(
δlZ̄l2 + Ȳl2

)
,

Ψ322 = −ε(P̄ + P̄T ) +
∑3

l=1 δl(Z̄l3 + R̄l) +
∑2

k=1 2µkR̄ka + Ū .

4.3.5 Stabilisation des systèmes à entrée saturée et échantillonnée

Résultats et étude préliminaires

Considérons maintenant le système (4.3.2) avec une loi de commande échantillonnée (4.3.3) et soumise à des

contraintes d’amplitude :

|ui(t)| ≤ ūi, 0 < ūi, i = 1, ..., m (4.3.31)

On appelle x(t, x(0)) l’état du système (4.3.2) dont la condition initiale est x(0) ∈ Rn. Le domaine d’attraction

de l’origine du système décrit par (4.3.2) et (4.3.3) est l’ensemble :

A = {x(0) ∈ Rn : lim
t→∞

x(t, x(0)) = 0}.
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Ce paragraphe concerne la synthèse d’un gain K de retour d’état qui stabilise exponentiellement le système

bouclé. Par la suite, les conditions permettront d’obtenir une estimation Xβ ⊂ A du domaine de stabilité de la

forme :

Xβ = {x(0) ∈ Rn : xT (0)P1x(0) ≤ β−1}, (4.3.32)

où β est un réel positif et P1 une matrice symétrique définie positive de dimension n × n. Contrairement à

l’ensemble Xβ défini dans (4.3.32) du Chapitre 3, l’estimation du domaine d’attraction est une ellipsöıde.

En utilisant l’approche par retard variable, la commande par retour d’état échantillonnée et saturée se

présente sous la forme :

u(t) = sat(Kx(t− τ(t)), ū). (4.3.33)

où ū = [ū1, ..., ūm]. Ainsi le problème initial de stabilisation d’un système à entrée échantillonnée et saturée

devient équivalent au problème de stabilisation d’un système à retard pur et à entrée saturée que l’on peut

résoudre en se référant à [59].

Représentation polytopique

En appliquant le contrôle (4.3.33), le système bouclé est alors régi par l’équation :

ẋ(t) = Ax(t) + Bsat(Kx(t− τ(t)), ū),

τ(t) = t− tk, tk ≤ t < tk+1.
(4.3.34)

Une différence importante avec avec les résultats du Chapitre 3 apparâıt. Du fait que le retard variable τ

considéré dans le système (4.3.34) est du à l’échantillonnage de la commande, la condition initiale est simplement

définie à t = 0 et pas sur un intervalle de la forme [−τ2, 0]. En effet, l’approche par retard variable permet de

considérer la condition initiale suivante :

φ(0) = x(0), φ(s) = 0, s ∈ [−τ2, 0). (4.3.35)

Comme le retard vient de l’échantillonnage de la commande, cette condition peut simplement s’interpréter

par le fait que le système n’est soumis à aucune commande avant l’instant initial t = 0. D’autre part, on notera

ki, la iième ligne de K, ce qui permet de définir l’espace L(K, ū) :

L(K, ū) = {x ∈ Rn : |kix| ≤ ūi, i = 1, ...,m}.

Ainsi, si la commande est telle que x est à valeurs dans L(K, ū), le système (4.3.34) n’est soumis à aucune

saturation et admet une représentation linéaire. En suivant les résultats décrits dans [16], on introduit l’ensemble

Υ des matrices diagonales de Rm×m telles que les éléments de la diagonale soient 0 ou 1. Υ contient 2m éléments

distincts Di. On notera alors D−
i la matrice de Υ définie par Im − Di. En utilisant les lemmes 3.6.1 et 3.6.2

présentés dans le Chapitre 3, pour des gains matriciels K et H de Rm×n, et pour tout x ∈ Rn satisfaisant à

|hix| ≤ ūi, i = 1, ..., 2m, le système (4.3.34) admet la représentation suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +
2m∑

j=1

λj(t)Ajx(t− τ(t))

où

Aj = B(DjK + D−
j H) j = 1, ..., 2m,

2m∑

j=1

λj(t) = 1, 0 ≤ λj(t), ∀ 0 < t,
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On définit alors l’ensemble de matrices Ωα :

Ωα =
2m∑

j=1

λj(t)Ωj où 0 ≤ λj(t) ≤ 1,

2m∑

j=1

λj(t) = 1 (4.3.36)

où les éléments de Ωα sont décrit par Ωj = [Aj ], j = 1, ..., 2m. Le problème devient donc celui de déterminer

l’ensemble Xβ et la matrice H, telle que |δix| ≤ ūi, i = 1, ...2m pour tout x ∈ Xβ et telle que l’état du système

décrit par :

ẋ(t) = Ax(t) + Ajx(t−τ(t)), τ(t) = t− tk, tk ≤ t < tk+1, (4.3.37)

appartienne et reste dans Xβ .

Stabilisation locale

Dans ces conditions, il est possible de se ramener au problème de stabilisation d’un système représenté par

un modèle polytopique avec un retard pur variable. En utilisant la modélisation descripteur et la fonctionnelle

de Lyapunov-Krasovskii (4.3.9), on obtient le théorème suivant :

Théorème 4.3.7 [53] Soit le système (4.3.2) dont la commande est échantillonnée (4.3.3) et sujette à des

saturations. Ce système est stabilisable avec Xβ à l’intérieur du domaine d’attraction pour tout échantillonnage

non nécessairement uniforme de période maximale inférieure à τ2, s’il existe une matrice, de dimension n× n,

symétrique définie positive 0 < Q1, des matrices de dimension n×n, Q
(j)
2 , Q

(j)
3 , Z

(j)
1 , Z

(j)
2 , et Z

(j)
3 , des matrices

de dimension m× n, Y et G et un réel positif β tels les conditions LMI suivantes soient satisfaites :



Q
(j)
2 + Q

T (j)
2 + τ2Z

(j)
1 Σj τ2Q

(j)
2

∗ −Q
(j)
3 −Q

T (j)
3 + τ2Z

(j)
3 τ2Q

(j)
3

∗ ∗ −ετ2Q1


 < 0,

j = 1, ..., 2m

(4.3.38)




εQ1 0 ε(Y T Dj + GT D−
j )BT

∗ Z
(j)
1 Z

(j)
2

∗ ∗ Z
(j)
3


 ≥ 0, (4.3.39)

[
β gi

∗ ū2
i Q1

]
≥ 0, i = 1, ...,m, (4.3.40)

où

Σj = Q
(j)
3 −Q

T (j)
2 + Q1A

T + (Y T Dj + GT D−
j )BT + τ2Z

(j)
2 . (4.3.41)

Le gain K du retour d’état qui stabilise le système est donné par K = Y Q−1
1 .

Démonstration. Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii V donnée par (4.3.9), les conditions

(4.3.38-4.3.39) ont été déterminée dans le Corollaire 4.3.2 pour assurer la négativité de la dérivée V̇ pour tout

x(t) ∈ Xβ . Ensuite d’après [52], les inégalités (4.3.40) garantissent que |δix| ≤ ūi,∀x ∈ Xβ , i = 1, ..., m, où

δi
∆= giQ

−1
1 , i = 1, ..., m, Q1

∆= P−1
1 et où gi est la iième ligne de la matrice G, et la représentation polytopique

du système (4.3.37) est par conséquent validée.
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Sachant que V̇ < 0, il s’en suit que V (t) < V (0) et, par conséquent, pour des conditions initiales de la forme

(4.3.35), on a :

xT (t)P1x(t) ≤ V (t) < V (0) = xT (0)P1x(0) ≤ β−1. (4.3.42)

Ainsi pour toute conditions initiales x(0) ∈ Xβ , les trajectoires de x(t) reste dans Xβ , et la représentation

polytopique du système (4.3.37) reste valide. x(t) est finalement une trajectoire du système (4.3.37) et V̇ < 0

pour toute solution x(t), ce qui implique limt→∞ x(t) = 0.

Exemple

Considérons le système (4.3.34) où les valeurs des matrices ([16], avec τ2 6= 0) sont :

A =

[
1.1 −0.6

0.5 −1

]
, B1 =

[
1

1

]
(4.3.43)

et où ū = 5. Le Théorème 4.3.7 permet d’obtenir un gain K stabilisant le système pour tout échantillonnage de

non nécessairement uniforme et de période maximale τ2 = 0.75. Afin d’augmenter le volume défini par Xβ , on a

imposé une optimisation LMI pour minimiser le réel β (afin d’améliorer le résultat, la condition supplémentaire

Q1 > αIn avec α > 0 choisi pour élargir l’ellipse Xβ). La Figure 4.5 illustre le fait que le volume de l’ellipse

augmente lorsque τ2 diminue.
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Fig. 4.5 – Borne elliptique du domaine d’attraction

Pour τ2 = 0.75, le Théorème 4.3.7 garantit que le système (4.3.34) est stable avec le gain K = [−1.6964 0.5231]

( et avec ε = 0.325, β = 0.1261, P1 =
[

0.9132 −0.2816

−0.2816 0.0868

]
et α = 1). La Figure 4.6 montre que lorsque la condi-

tion initiale est proche du contour mais à l’intérieur de l’ellipse (pour le cas d’un échantillonnage à période

constante tk+1 − tk = 0.75), la solution x(t) ne quitte jamais l’ensemble et converge asymptotiquement vers 0.

D’autre part, lorsque que la condition est à l’extérieur de l’ensemble Xβ , la solution x(t) diverge.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs approches permettant de caractériser le problème de la

stabilisation de système à entrée échantillonnée. Une première approche qui s’apparente à une étude en temps
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Fig. 4.6 – Simulation pour τ2 = 0.75

discret a été présentée. Il a été montré que cette étude est limitée dans son application. En effet elle nécessite une

connaissance parfaite du modèle et de la période d’échantillonnage. Cependant en pratique, cette connaissance

n’est pas toujours possible. Une deuxième approche qui consiste à décrire l’effet d’un échantillonnage comme

un retard variable a permis d’inclure le cas des échantillonnages à période non constante. Elle permet, par la

suite, d’appliquer certains théorèmes concernant la stabilisation des systèmes à retards notamment d’étudier

la robustesse, les performances (grâce à la stabilité exponentielle), ou encore au cas des systèmes à entrée

saturée. Finalement, ce chapitre constitue une avancée dans le domaine applicatif puisqu’il permet de garantir

des conditions de stabilité et de robustesse pour des systèmes réels. Le chapitre suivant montre que ces résultats

sont utilisables dans le cadre d’expérimentation réelle.



Chapitre 5

Observation des systèmes à retards

5.1 Introduction

L’observation est un thème majeur de l’étude des systèmes linéaires et non linéaires. Il trouve sa justifica-

tion dans le problème du contrôle. En effet, dans la littérature, le contrôle d’un système nécessite souvent la

connaissance de l’état complet d’un système alors qu’en pratique la mesure de l’ensemble des variables est dif-

ficile. Ces limites proviennent de considérations technologiques, lorsqu’il est impossible de mesurer une donnée,

économiques, lorsque la précision de la mesure d’un capteur est nécessaire, le prix devient souvent élevé, ou pra-

tiques ,sensibilité au bruit, etc.... De manière générale, on ne dispose que d’une partie de l’état, que l’on appelle

la sortie. On confondra ici sorties mesurées et variables à commander. Il est souvent difficile de commander un

système en utilisant seulement les sorties mesurables d’un système. De plus, il est légitime de penser que plus

on dispose d’information sur l’état d’un système, plus la construction d’une loi de commande sera aisée. Le

problème de l’observation consiste à construire une estimation de l’état qui sera utilisée par le contrôleur pour

calculer la nouvelle commande.

Comme il a été énoncé auparavant, en pratique très peu de systèmes sont soumis à des retards constants.

C’est pourquoi ce chapitre sera consacré à l’observation de systèmes linéaires à retards variables. Une première

partie présentera le problème de l’observation de systèmes à retards variables et connus sur l’état, l’entrée et ou

la sortie. La seconde partie présentera une étude de l’observation des systèmes à retards inconnus basée sur les

techniques de construction des observateurs à modes glissants. Plusieurs auteurs ont déjà abordé l’observation

des systèmes à retards (voir les synthèses de [127, 129]) mais, le plus souvent, l’écriture de l’observateur fait

intervenir la valeur du retard. En d’autres termes, la connaissance ou la mesure du retard est requise. En outre,

les “observateurs sans retard interne” [26, 27, 40, 155] nécessitent la connaissance de la sortie du système aux

temps courants et aussi retardés du même temps que les termes retardés dans l’équation de la dynamique.

Néanmoins, dans le cadre d’applications réelles (commande télé-opérée, systèmes en réseau par exemple), les

hypothèses d’invariance ou de connaissance du retard sont peu réalistes et proviennent des limites des techniques

d’identification et d’analyse disponibles. Seuls quelques articles présentent des résultats qui ne nécessitent pas

la connaissance du retard [1, 21, 29, 43, 60, 150]. Ces approches intéressantes concernent les systèmes linéaires

et garantissent des performances de type H∞ pour le filtrage des erreurs.

113
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5.2 Observation de systèmes à retards connus

5.2.1 Présentation du problème

Dans le cadre de la synthèse d’observateur pour système à retard, on retrouve beaucoup de travaux consacrés

aux systèmes à retards connus, aussi bien constants que variables [11], [12]. Nous proposons ici des techniques de

construction d’observateurs de Luenberger [100] pour des systèmes à retards variables et connus. Les matrices

définissant les dynamiques du système étudié sont supposées connues.

5.2.2 Retard connu sur l’état et la sortie

Soit le système linéaire à retards sur l’état et la sortie :

ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ1(t)),

y(t) = Cx(t) + Cτx(t− τ2(t)),

φ(t) = x(θ),∀θ ∈ [−τ̄ , 0],

où x ∈ Rn représente l’état du système, y ∈ Rp est la sortie (qu’on suppose être égale à la mesure). Les matrices

A ∈ Rn×n, Aτ ∈ Rn×n et C,Cτ ∈ Rp×n sont des matrices réelles supposées connues. Nous supposerons que

la paire (A,C) est observable. On note τ̄ = maxi=1,2(τ2i). Les retards sont supposés bornés et vérifient les

conditions suivantes :

τi(t) ∈ [τ1i, τ2i], et ∀t, τi(t) = δi + ηi(t)], |ηi(t)| ≤ µi. (5.2.1)

Nous supposons ici que les retards τ1, sur l’état, et τ2, sur la sortie, sont connus au niveau de l’observateur.

On définit alors l’observateur de Luenberger adapté au cas des systèmes à retards sur la sortie :
{

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Aτx(t− τ1(t))− L(y(t− τ2(t))− ŷ(t− τ2(t))),

ŷ(t) = Cx̂(t) + Cτ x̂(t− τ2(t)).

On définit alors l’erreur d’observation e(t) = x − x̂(t). La dynamique de cette erreur est alors régie par

l’équation différentielle à retard :

ė(t) = (A + LC)e(t) + Aτe(t− τ1(t))− LCe(t− τ2(t)), (5.2.2)

L’objectif sera finalement de garantir la stabilité exponentielle avec un taux α de convergence garanti du

système (5.2.2) vers la solution e(t) = 0 pour déduire la convergence des variables de l’observateur vers l’état

du système.

Théorème 5.2.1 Si, pour deux réels positifs α et ε, il existe des matrices de dimension n× n 0 < P1, P , Si,

Yi1, Yi2, Zi1, Zi2, Zi3, Ri, Ria pour i = 1, 2 et une matrice W de dimension n× q telles que les conditions LMI

suivantes soient satisfaites pour i, j = 1, 2 :



[
Ψ1

11 Ψ1
12

∗ Ψ1
22

] [
β1iAτ − Y11

εβ1iAτ − Y12

] [
β2jWC − Y21

εβ2jWC − Y22

]
µ1

[
β1iAτ

εβ1iAτ

]
µ2

[
β2jWC

εβ2jWC

]

∗ −S1 0 0 0

∗ ∗ −S2 0 0

∗ ∗ ∗ −µ1R1a 0

∗ ∗ ∗ ∗ −µ2R2a




< 0, (5.2.3)
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


Ri Yi1 Yi2

∗ Zi1 Zi2

∗ ∗ Zi3


 ≥ 0 i = 1, 2, (5.2.4)

où βi1 = eα(δi−µi), βi2 = eα(δi+µi) et :

Ψ1
11 = PT (A + αIn) + (A + αIn)T P + WC + CT WT + S + δ1Z11 + δ2Z21 + Y11 + Y T

11 + Y21 + Y T
21,

Ψ1
12 = P1 − PT + ε(A + αIn)T P + CT WT + δ1Z̄12 + δ2Z̄22 + Ȳ21 + Ȳ22,

Ψ1
22 = −ε(P + PT ) + δ1Z̄13 + δ2Z̄23 + 2µ1R1a + 2µ2R2a.

Alors, le gain

L = (PT )−1W,

rend l’erreur (5.2.2) α-stable et converge exponentiellement vers la solution e(t) = 0 pour tout retards satisfaisant

(5.2.1).

Démonstration. La preuve de ce théorème utilise les conditions d’α−stabilité issues du Théorème 2.4.1 qui

prend en compte des retards bornées. Les conditions (5.2.3) et (5.2.4) viennent d’une adaptation du Théorème

2.4.1 au cas de deux retards.

On définit par ailleurs la condition liante P = P2 = εP3 et aussi W = PT L.

Remarque 5.2.2 La synthèse d’observateurs de systèmes à retards sur la sortie ou bien l’état sont des cas

particuliers d’application du Théorème 5.2.1.

5.2.3 Conclusion

Le type d’observateurs que nous avons proposé dans cette partie s’avère très performant au sens de la

convergence exponentielle pour obtenir une atténuation importante et rapide des erreurs d’estimation dans le

cas des systèmes à retards variables connus. Il est possible d’étendre ces résultats au cas des observateurs H∞
pour permettre d’atténuer des perturbations exogènes.

5.3 Observation de systèmes à retards inconnus

5.3.1 Introduction

Cette partie concerne plus spécifiquement l’observation de systèmes linéaires à retards inconnus. Cependant

toutes présentent les mêmes limites, à savoir que le retard n’intervient que dans l’état et pas dans l’entrée ou la

sortie et que les résultats proposés sont indépendants des caractéristiques du retard. Il semble donc pertinent

de réduire le conservatisme inhérent aux approches “indépendantes du retard” en proposant un résultat qui

prenne en compte des bornes de variation du retard.

Dans un soucis de simplicité de l’exposé, nous supposerons que le retard inconnu τ(t) sur l’état et sur

l’entrée du système sont égaux. Par ailleurs nous supposerons qu’il n’y a pas de retard sur la sortie et que le

seule connaissance sur τ(t) est la valeur d’une borne maximale τ2 telle que :

0 ≤ τ(t) ≤ τ2, ∀t ∈ IR +. (5.3.1)
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Considérons donc le système à retard variable sur l’état et la commande suivant :




ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ(t)) + Bu(t) + Bτu(t− τ(t)) + Dζ(t)

y(t) = Cx(t)

x(s) = φ(s), ∀ s ∈ [−τ2, 0]

(5.3.2)

où x ∈ IR n, u ∈ IR m, y ∈ IR p and ζ ∈ IR q sont respectivement le vecteur d’état, de commande, de sortie et de

perturbation variable et inconnue. Nous supposerons que la commande est une fonction C1 morceaux, et que le

signal de perturbation vérifie la condition de domination :

‖ζ(t, x, u)‖ ≤ α1(t, x, u), (5.3.3)

où α1 est une fonction scalaire positive et connue. φ ∈ C0([−τ2, 0], IR n) représente les conditions initiales du

système.

5.3.2 Observateurs à modes glissants

L’objectif est, ici, de déterminer un observateur d’état qui garantisse la robustesse de l’estimation par rapport

au retard inconnu et à la perturbation ζ. Dans ce but, nous faisons appel à la théorie des observateurs à entrée

inconnue et des modes glissants.

Le principe de l’observateur à entrée inconnue consiste à concevoir un observateur tel que l’erreur d’obser-

vation soit découplée complètement de l’entrée inconnue du système [28, 38, 42, 75, 128]. L’idée du contrôle

par modes glissants et de contraindre les trajectoires du système d’entrer et de rester après un temps fini dans

un espace restreint appelé surface de glissement par le biais d’une action discontinue [146]. Le comportement

résultant appelé modes glissants est alors soumis à des dynamiques particulières totalement imposées par les

paramètres et l’équation qui détermine la surface de glissement. Le principal avantage d’une telle stratégie est

la réduction de la dimension du problème. En effet, l’étude se réduit, dans le cas de l’observation, à l’espace

complémentaire aux sorties du système. De plus il garantit des propriétés de robustesse par rapport à une classe

de perturbations et d’incertitudes sur les paramètres qui satisfont à la condition de recouvrement (en anglais

matching) [33]. Ce concept a été étendu au cas de l’estimation de l’état par un observateur pour des systèmes

linéaires ou non [31, 32, 45, 37].

Plusieurs approches sont proposées dans la suite de ce chapitre. La première permet de construire un obser-

vateur indépendant des caractéristiques des retards. La seconde approche définit un premier observateur dont

la convergence asymptotique et exponentielle vers le système étudié s’exprime sous forme de conditions LMI où

apparaissent des caractéristiques du retard. La troisième présente des conditions LMI garantissant la conver-

gence asymptotique et exponentielle de l’observateur en déterminant un retour de sortie dans la dynamique de

l’observateur. Ces trois premières approches nécessitent que le système vérifie des conditions structurelles.

Observateur indépendant du retard

Cette approche est une première étape dans la réalisation d’observateur pour des systèmes à retards inconnus.

Il nécessite que le système étudié vérifie certaines conditions structurelles qui rendent le résultat restrictif.

Nous allons considérer que les termes retardés de (5.3.2) sont des perturbations que l’observateur à modes

glissant doit contrôler. Pour cela il faut vérifier les conditions de recouvrement, c’est-à-dire que ces perturbations

appartiennent à l’espace vectoriel défini par les sorties. Afin de montrer l’efficacité des observateurs à modes
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glissants au cas des systèmes à retards inconnus, nous allons utiliser la forme canonique introduite dans [38].

L’erreur est réinjectée à la fois de manière continue et discontinue. Les hypothèses structurelles suivantes sont

requises :

A1. rang(C[Aτ |Bτ |D]) =rang([Aτ |Bτ |D]) = q,

A2. q ≤ p ≤ n,

A3. Le triplet {A, [Aτ |Bτ |D], C} est à minimum de phase.

Avec les hypothèses A1-A3 et en utilisant le même changement de coordonnées que dans [38] (Chapitre 6),

le système s’écrit sous la forme :




ẋ1(t) = A11x1(t) + A12y(t) + B1u(t),

ẏ(t) = A21x1(t) + A22y(t) + B2u(t) + Gx1x1(t− τ(t)) + Gyy(t− τ(t))

+Guu(t− τ(t)) + D1ζ(t),

(5.3.4)

où x1 ∈ IR n−p, y ∈ IR p et où la matrice A11 est de Hurwitz. Nous retrouvons ici le fait que les conditions

A1 − A2 garantissent que l’état non mesuré x1 n’est pas affecté par les termes retardés. La condition A3 est

une garantie de convergence supplémentaire. Elle requiert que, dans le système (5.3.4), la matrice A11 soit de

Hurwitz.

Sous cette forme il est possible de construire un observateur à modes glissants. Il se présente alors de la

manière suivante :




˙̂x1(t) = A11x̂1(t) + A12y(t) + B1u(t),
˙̂y(t) = A21x̂1(t) + A22y(t) + B2u(t) + Gx1 x̂1(t− τ̂) + Gy ŷ(t− τ̂)

+Guu(t− τ̂)−H (y(t)− ŷ(t)) + ν,

(5.3.5)

où le gain linéaire H est une matrice de Hurwitz et où ν correspond à la fonction discontinue qui reste à définir.

Le retard qui est implanté dans l’observateur τ̂ ≤ τ2 est une valeur qui peut être choisie selon les caractéristiques

du retard. Par exemple, τ̂ peut prendre la valeur moyenne du retard réel ou être une fonction variant dans le

temps. En définissant les erreurs d’estimation de l’observateur ey = y(t) − ŷ(t) et e1 = x1(t) − x̂1(t), les

dynamiques des erreurs sont alors régies par les équations :
{

ė1(t) = A11e1(t),

ėy(t) = A21e1(t) + Hey(t) + ν + ξ(t) + D1ζ(t),
(5.3.6)

où la perturbation ξ′ : IR 7−→ IR p est définie par :

ξ(t) = Gx1(x1(t− τ(t))− x̂1(t− τ̂)) + Gy(y(t− τ(t))− ŷ(t− τ̂))

+Gu(u(t− τ(t))− u(t− τ̂)).
(5.3.7)

Dans cette partie, la fonction ξ(t) est supposée bornée par une fonction scalaire connue α2 :

‖ξ(t)‖ ≤ α2(t, y, u).

Sachant que le matrice H est de Hurwitz, Il existe une matrice Py ∈ IR p×p, définie positive , telle que :

PyH + HT Py < 0.
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La fonction, ν, discontinue et dépendant de la sortie est maintenant définie par :

ν =

{
−ρ(t, y, u) Pyey(t)

‖Pyey(t)‖ si ey 6= 0,

0 sinon,

où le gain ρ est donnée par :

ρ = ‖D1‖α1(t, y, u) + α2(t, y, u) + γ, γ > 0.

D’après la Proposition 6.1 de [38], on montre, en utilisant des arguments de stabilité de type Lyapunov, que

la surface de glissement est atteinte en temps fini et que l’erreur sur l’état complet est quadratiquement stable.

Cette proposition assure donc la stabilité asymptotique de l’observateur (5.3.5) même si le retard est inconnu.

Remarque 5.3.1 Dans [141], une formulation sous forme de LMI a été introduite pour exploiter les degrés de

liberté additionnels dans le choix des gains linéaires et de la fonction discontinue ν.

Même si cette première approche introduit le concept d’observateur à modes glissants pour les systèmes

à retards inconnus, il n’en reste pas moins que plusieurs problèmes peuvent apparâıtre. Premièrement, on

remarque que le retard estimé, τ̂ , introduit dans la dynamique de l’observateur, n’apparâıt pas dans la condition

de stabilité. Cela signifie que cette condition doit être vérifiée quelque soit la forme et la valeur du retard, ce qui

préfigure d’un résultat probablement conservatif (cf [111]). Ensuite, la fonction de perturbation ξ, définie par

les équations (5.3.6)-(5.3.7), peut prendre des valeurs importantes, d’autant plus que la fonction α2(t, y, u) peut

simplement ne pas exister ou être difficile à évaluer dans la mesure où l’on ne dispose pas d’outils théoriques

pour la déterminer.

Cette première approche est donc limitée. Cependant, elle a permis de se familiariser avec le concept d’ob-

servateur à modes glissants. L’idée principale de l’observation à modes glissants est de considérer les termes

retardés comme des perturbations. Cependant avec cette méthode, nous nous contentons simplement de dire

que les termes que nous ne connaissons pas sont des perturbations, ce qui, comme nous l’avons déjà mentionné,

conduit à des résultats conservatifs. Il serait donc plus pertinent de réduire ce conservatisme en diminuant la

taille des perturbations liées au retard inconnu et de faire intervenir des conditions de stabilité faisant intervenir

des caractéristiques de celui-ci.

Observateur dépendant du retard

Dans les prochains paragraphes, nous considérons toujours le même système (5.3.4) et le même observateur

(5.3.5) lui est associé. Mais, afin de réduire le conservatisme des conditions de stabilité, une nouvelle fonction

discontinue ν est introduite. Pour cela une nouvelle fonction de perturbation ξ′, qui remplace ξ dans (5.3.7),

est définie. Cette fonction est choisie de telle sorte qu’elle dépende uniquement des variables connues au niveau

de l’observateur. Ainsi la fonction α2 qui majore la perturbation ξ est remplacée par une nouvelle fonction α′2,

qui est plus simple à mettre en oeuvre. De plus ce second observateur fait apparâıtre la valeur τ2 du retard, ce

qui réduit le conservatisme des conditions de stabilité.

La dynamique de l’erreur peut alors être sensiblement modifiée de la manière suivante :




ė1(t) = A11e1(t),

ėy(t) = A21e1(t) + Gx1e1(t− τ(t)) + Gyey(t− τ(t))

+Hey(t) + ν + ξ′(t) + D1ζ(t),

(5.3.8)
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où la perturbation ξ′ : IR 7−→ IR p est alors définie par :

ξ′(t) = Gx1(x̂1(t− τ(t))− x̂1(t− τ̂)) + Gy(ŷ(t− τ(t))− ŷ(t− τ̂))

+Gu(u(t− τ(t))− u(t− τ̂)),

et qui peut aussi s’écrire :

ξ′(t) =
[

Gx1 Gy Gu

] ∫ t−τ(t)

t−τ̂




˙̂x1(s)
˙̂y(s)

u̇(s)


 ds. (5.3.9)

On suppose que ξ′ est bornée par une fonction scalaire α′2 :

‖ξ′(t)‖ ≤ α′2(t, ŷ, x̂1, u). (5.3.10)

Remarque 5.3.2 Comparé à (5.3.7), la seule variable inconnue est le retard qui agit sur (5.3.9) est le retard

τ(t). Il est donc plus facile d’obtenir une borne α′ de la perturbation ξ′.

Remarque 5.3.3 On remarque, d’autre part, que plus l’estimation du retard τ̂ est proche de τ(t), plus la valeur

de la fonction α′2 sera petite. Cela vient de l’équation (5.3.9) où l’on remarque que si τ̂ = τ(t) alors ξ′ = 0. En

d’autres termes, plus l’estimation du retard est juste, plus le gain de l’observateur est réduit.

La fonction discontinue de réinjection des sorties est maintenant donnée par :

ν =

{
−ρ′(t, y, u) Pyey(t)

‖Pyey(t)‖ si ey 6= 0,

0 sinon,
(5.3.11)

où le “gain discontinu” ρ′ de l’observateur à modes glissants, inspiré de celui défini dans la loi de contrôle de

[51], est donné par :

ρ′(t, y, u) = ‖D1‖α1(t, x, u) + α′2(t, x̂1, ŷ, u) + ‖Gy‖ sup
s∈[−τ2,0]

‖ey(t + s)‖+ γ′, (5.3.12)

où γ′ est un réel positif.

Théorème 5.3.4 Sous réserve que les conditions A1-A3 et (5.3.10) soient satisfaites, la solution e(t) = 0

du système (5.3.8) est asymptotiquement stable pour tout retard variable τ(t) ≤ τ2 s’il existe des matrices

symétriques définies positives P1 et R1 ∈ IR (n−p)×(n−p), Py ∈ IR p×p et une matrice symétrique Z2 ∈ IR p×p

telles que les conditions LMI suivantes soient vérifiées :

Ψ0 =

[
AT

11P1 + P1A11 + τ2A
T
11R1A11 (A21 + Gx1)

T Py

Py(A21 + Gx1) HT Py + PyH + τ2Z2

]
< 0, (5.3.13)

et [
R1 GT

x1
Py

PyGx1 Z2

]
≥ 0. (5.3.14)

Démonstration. Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V (t) = eT
1 (t)P1e1(t) + eT

y (t)Pyey(t) +
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ėT
1 (s)R1ė1(s)dsdθ. (5.3.15)
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On peut alors utiliser la formule de Leibniz (5.3.16), ce qui permet d’écrire :

e1(t− τ(t)) = e1(t)−
∫ t

t−τ(t)

ė1(s)ds. (5.3.16)

Ainsi, par dérivation de (5.3.15) le long des trajectoires de (5.3.8), on obtient :

V̇ (t) = eT
1 (t)[A11

T P1 + P1A11]e1(t) + eT
y (t)[HT Py + PyH]ey(t) + 2eT

y (t)Py(A21 + Gx1)e1(t)

+η1(t) + η2(t) + τ2ė
T
1 (t)R1ė1(t)−

∫ t

t−τ2
ėT
1 (s)R1ė1(s)ds− 2ρ

′
(t, y, u)‖Pyey(t)‖,

où
η1(t) = −2eT

y (t)PyGx1

∫ t

t−τ(t)
ė1(s)ds,

η2(t) = 2eT
y (t)Py [D1ζ(t) + ξ′(t) + Gyey(t− τ(t))] .

La condition LMI (5.3.14) permet d’écrire, pour tout vecteur X :

XT

[
R1 GT

x1
Py

PyGx1 Z2

]
X ≥ 0.

En développant cette relation avec X =

[
ė1(s)

ey(t)

]
, on obtient :

−2ey(t)PyGx1 ė1(s) ≤ ey(t)T Z2ey(t) + ėT
1 (s)R1ė1(s).

Ce qui, en intégrant donne :

η1(t) ≤
∫ t

t−τ(t)
eT
y (t)Z2ey(t)ds +

∫ t

t−τ(t)
ėT
1 (s)R1ė1(s)ds,

η1(t) ≤ τ2e
T
y (t)Z2ey(t) +

∫ t

t−τ2
ėT
1 (s)R1ė1(s)ds.

(5.3.17)

Sachant que ξ′ et ζ sont des fonctions bornées par α′2 et α1, on a :

η2(t) ≤ 2‖Pyey(t)‖ (‖D1‖α1(t, x, u) + α′(t, x̂1, ŷ, u) + ‖Gy‖ ‖ey(t− τ(t))‖) ,

et la définition (5.3.12) de ρ′ conduit finalement à la majoration :

η2(t)− 2ρ′(t, y, u)‖Pyey(t)‖ ≤ −2γ′‖Pyey(t)‖. (5.3.18)

En prenant en compte (5.3.17), (5.3.18) et en sachant que ė1(t) = A11e1(t), on obtient :

V̇ (t) ≤ eT
1 (t)[A11

T P1 + P1A11]e1(t) + eT
y (t)[HT Py + PyH]ey(t) + 2eT

y (t)Py(A21 + Gx1)e1(t)

+τ2e
T
1 (t)AT

11R1A11e1(t) + τ2e
T
y (t)Z2ey(t)− 2γ′‖Pyey(t)‖,

qui s’écrit aussi :

V̇ (t) ≤
[

e1(t)

ey(t)

]T

Ψ0

[
e1(t)

ey(t)

]
− 2γ′‖Pyey(t)‖.

Si (5.3.13) est vérifiée, la dérivée temporelle de (5.3.15) est définie négative. La dynamique de l’erreur est

donc asymptotiquement stable.
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Convergence en temps fini vers la surface de glissement

Corollaire 5.3.5 En supposant que l’observateur vérifie le Théorème 5.3.4, le système entre en régime glissant

sur la surface S0 = {ey = 0} en temps fini.

Démonstration. On considère la fonction :

V2(t) = eT
y (t)Pyey(t).

La différenciation de V2 le long des trajectoires de (5.3.8) conduit à :

V̇2(t) = eT
y (t)(HT Py + PyH)ey(t) + 2eT

y (t)PyA21e1(t)

+2eT
y (t)Py [Gx1e1(t− τ(t)) + Gyey(t− τ(t)) + D1ζ(t) + ξ′(t) + ν] .

Sachant que H est une matrice de Hurwitz qui vérifie (5.3.13), on sait que la matrice HT Py +PyH est définie

négaitive et (5.3.11),on peut écrire la majoration suivante :

V̇2(t) ≤ 2‖Pyey(t)‖ [‖A21e1(t) + Gx1e1(t− τ(t))‖ − γ′] .

D’après le Théorème 5.3.4, l’erreur e1 est asymptotiquement stable. Il existe donc un instant t0 et un réel

positif δ tels que :

∀t ≥ t0, ‖A21e1(t) + Gx1e1(t− τ(t))‖ ≤ γ′ − δ,

ce qui conduit à :

∀t ≥ t0, V̇2(t) ≤ −2δ‖Pyey(t)‖ ≤ −2δ
√

λmin(Py)
√

V2(t).

où λmin(Py) est la plus petite valeur propre de Py. En intégrant cette dernière inégalité différentielle, on constate

que le système entre en régime glissant sur la surface S0 en temps fini.

5.3.3 Retour de sortie sur la partie non-mesurable

Présentation du Problème

Pour la synthèse de l’observateur précédent, les conditions de recouvrement A ont permis de transformer

le système initial (5.3.2) pour l’exprimer sous la forme (5.3.4). Une condition nécessaire de la convergence

de l’observateur vers le système réel est que la matrice A11 soit de Hurwitz. Il est possible de réduire cette

condition restrictive en modifiant les conditions de recouvrements A. L’idée de cette nouvelle approche est de

faire intervenir la sortie y par l’intermédiaire de la fonction discontinue ν dans la dynamique des variables x1,

complémentaires aux sorties. Nous allons donc considérer le système à retard sur l’état et sur l’entrée (5.3.2).

Les nouvelles hypothèses structurelles requises pour la synthèse de l’observateur sont les suivantes :

A’1. rank(C[Aτ |Bτ |D]) =rank([Aτ |Bτ |D]) , q,

A’2. q < p ≤ n,

A’3. Le triplet (A, [Aτ |Bτ |D], C) n’a pas de zéros invariants.

La condition A1 garantit qu’en utilisant le même changement de coordonnées que dans [38] (Chapitre 6 et

présenté en annexe D) le système (5.3.2) est équivalent à :




ẋ1(t) = A11x1(t) + A12x2(t) + B1u(t),

ẋ2(t) = A21x1(t) + A22x2(t) + B2u(t) + G1x1(t− τ(t))

+G2x2(t− τ(t)) + Guu(t− τ(t)) + D1ζ(t),

y(t) = Tx2(t),

(5.3.19)
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où x1 ∈ IR n−p, x2 ∈ IR p et où G1, G2, Gu sont de la forme :

G1 =

[
0

Ḡ1

]
, G2 =

[
0

Ḡ2

]
, Gu =

[
0

Ḡu

]
, A21 =

[
A211

A212

]
, D1 =

[
0

D̄1

]
,

où Ḡ1 ∈ IR q×(n−p), Ḡ2 ∈ IR q×p, Ḡu ∈ IR p×m, A211 ∈ IR (p−q)×(n−p) , A212 ∈ IR q×(n−p) et T est une matrice

orthogonale.

Les conditions A′ permettent de décomposer le système en deux sous-parties. La première, représentant les

variables non mesurables x1, n’est pas affectée par les termes retardés et les perturbations. La seconde correspond

aux variables mesurables par la sortie y. Dans l’approche précédente, les conditions structurelles étaient A′1,

A′2 et {A, [Aτ |Bτ ], C} est à minimum de phase. Cette dernière est remplacée par A’3, moins exigeante.

Synthèse de l’observateur

L’observateur à mode glissant proposé est :




˙̂x1(t) = A11x̂1(t) + A12x2(t) + B1u(t)−A11Le2(t) + LTT (GlTe2(t) + ν(t)) ,

˙̂x2(t) = A21x̂1(t) + A22x2(t) + B2u(t) + A21Le2(t) + G1x̂1(t− τ̂) + G2x2(t− τ̂)

+Guu(t− τ̂)− TT (Gl (Te2(t)− ŷ(t)) + ν) + G1Le2(t− τ̂),

ŷ(t) = T x̂2(t),

(5.3.20)

où le gain linéaire Gl est une matrice de Hurwitz, L est de la forme [ L̄ 0 ], avec L̄ ∈ IR (n−p)×(p−q). On

remarque dans un premier temps que la matrice L est orthogonale aux matrices G1, G2, Gu et D1. Le retard

utilisé dans (5.3.20), τ̂ ≤ τ2, est une valeur qui peut-être choisie arbitrairement ou, si possible, en fonction de

caractéristiques pressenties du retard. Il se peut aussi que ce retard τ̂ soit variable au cours du temps. Par

exemple, τ̂ pourrait correspondre à une estimation “nominale” du retard variant. On remarque que les termes

non retardés qui dépendent de x2 sont connus car ils sont proportionnels à la sortie y. La fonction discontinue

ν est de la forme :

ν =

{
−ρ(t, y, u) Pyey(t)

‖Pyey(t)‖ si ey 6= 0,

0 sinon.

Le gain ρ reste à définir. On peut alors introduire les variables d’erreur ey = y(t)− ŷ(t), e1 = x1(t)− x̂1(t)

et e2 = x2(t)− x̂2(t), qui vérifient :




ė1(t) = A11e1(t)− L
(
TT GlTe2(t) + TT ν(t)

)
+ A11Le2(t),

ė2(t) = A21e1(t) + G1e1(t− τ(t)) + D1ζ(t) + (TT GlT + A21L)e2(t)

+ξ0(t)−G1Le2(t− τ̂) + TT ν,

où la fonction de perturbation ξ0 : IR 7−→ IR q est alors égale à :

ξ0(t) = G1(x̂1(t− τ(t))− x̂1(t− τ̂)) + G2(x2(t− τ(t))− x2(t− τ̂))

+Gu(u(t− τ(t))− u(t− τ̂)).

En utilisant le changement de coordonnées TL suivant TL =

[
In−p L

0 T

]
, on définit les nouvelles coor-

données ē1 et ē2 = ey dont les dynamiques sont :




˙̄e1(t) = (A11 + LA21)ē1(t),
˙̄e2(t) = TA21ē1(t) + TG1ē1(t− τ(t)) + TG1L(e2(t− τ(t))− e2(t− τ̂))

+Glē2(t) + Tξ0(t) + TD1ζ(t) + ν,

(5.3.21)
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Comme précédemment, le terme retardé e2(t − τ(t)) − e2(t − τ̂) est considéré comme une perturbation. On

obtient : {
˙̄e1(t) = (A11 + LA21)ē1(t),
˙̄e2(t) = TA21ē1(t) + TG1ē1(t− τ(t)) + Glē2(t) + ν + Tξ(t) + TD1ζ(t),

(5.3.22)

où la nouvelle fonction de perturbation due au retard inconnu est ξ : IR 7−→ IR p, définie par :

ξ(t) = ξ0(t) + TG1L(e2(t− τ(t))− e2(t− τ̂)),

ce qui s’écrit aussi :

ξ(t) =
[

G1 G2 G1L
] ∫ t−τ(t)

t−τ̂




˙̂x1(s)

ẋ2(s)

ė2(s)


 ds + Gu(u(t− τ(t))− u(t− τ̂)).

ξ est une fonction dépendant uniquement de ˙̂x1, ẋ2, ė2 et u qui sont des variables connues par l’observateur.

Il est alors légitime de supposer l’existence d’une fonction scalaire α2, connue qui vérifie :

‖ξ(t)‖ ≤ α2(t, x̂1t, x2t, e2t, u).

Il est maintenant possible de donner une expression de la fonction ρ en se référant aux techniques introduites

dans le cadre de la synthèse de loi de commande [51]. Soit γ un réel positif, on pose :

ρ(t, x̂1, x2, u) = ‖D1‖α1(t, x̂1, x2, u) + α2(t, x̂1t, x2t, e2t, u) + γ, (5.3.23)

Théorème 5.3.6 [131] Sous les conditions A et (5.3.10) et pour toute matrice de Hurwitz Gl, le système

(5.3.22) est asymptotiquement stable pour tout retard τ(t) ≤ τ2 s’il existe des matrices symétriques définies

positives P1 et R1 ∈ IR (n−p)×(n−p), P2 ∈ IR p×p, une matrice symétrique Z2 ∈ IR q×q et une matrice W ∈
IR (n−p)×(p−q) telles que les conditions LMI suivantes soient réalisées :




ψ0 AT
11P1 + AT

211W
T (A21 + G1)T TT P2

∗ −2P1 + τ2R1 0

∗ ∗ GT
l P2 + P2Gl + τ2Z2


 < 0, (5.3.24)

[
R1 (TG1)T P2

P2TG1 Z2

]
≥ 0, (5.3.25)

où ψ0 = AT
11P1 + P1A11 + AT

211W
T + WA211.

Le gain L̄ est donné par L̄ = P−1
1 W .

Démonstration. Soit la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii :

V (t) = ēT
1 (t)P1ē1(t) + ēT

2 (t)P2ē2(t) +
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
˙̄eT
1 (s)R1 ˙̄e1(s)dsdθ. (5.3.26)

En utilisant la transformation suivante :

ē1(t− τ(t)) = ē1(t)−
∫ t

t−τ(t)

˙̄e1(s)ds, (5.3.27)
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et en dérivant (5.3.26), on obtient :

V̇ (t) = ēT
1 (t)[(A11 + LA21)T P1 + P1(A11 + LA21)]ē1(t) + ēT

2 (t)[GT
l P2 + P2Gl]ē2(t)

+2ēT
2 (t)P2T (A21 + G1)ē1(t) + τ2 ˙̄eT

1 (t)R1 ˙̄e1(t) + η1(t) + η2(t)−
∫ t

t−τ2
˙̄eT
1 (s)R1 ˙̄e1(s)ds,

où
η1(t) = −2ēT

2 (t)P2TG1

∫ t

t−τ(t)
˙̄e1(s)ds,

η2(t) = 2ēT
2 (t)P2T [D1ζ(t) + ξ(t)− 2ρ(t, y, u)‖P2ē2(t)‖] .

Les conditions LMI (5.3.25) permettent d’écrire, pour tout vecteur X :

XT

[
R1 (TG1)T P2

P2TG1 Z2

]
X ≥ 0,

En particulier, pour X =

[
˙̄e1(s)

ē2(t)

]
, on a :

−2ē2(t)P2TG1 ˙̄e1(s) ≤ ē2(t)T Z2ē2(t) + ˙̄eT
1 (s)R1 ˙̄e1(s).

Puis, en intégrant cette relation par rapport à la variable s, on majore η1(t) :

η1(t) ≤
∫ t

t−τ(t)
ēT
2 (t)Z2ē2(t)ds +

∫ t

t−τ(t)
˙̄eT
1 (s)R1 ˙̄e1(s)ds,

η1(t) ≤ τ2ē
T
2 (t)Z2ē2(t) +

∫ t

t−τ2
˙̄eT
1 (s)R1 ˙̄e1(s)ds.

(5.3.28)

D’après la définition (5.3.23) de ρ et sachant que T est orthogonale :

η2(t)− 2ρ(t, y, u)‖P2ē2(t)‖ ≤ −2γ‖P2ē2(t)‖. (5.3.29)

En tenant compte des majorations (5.3.28), (5.3.29) et sachant que ˙̄e1(t) = (A11+L̄A211)ē1(t), V̇ est majorée

par :
V̇ (t) ≤ ēT

1 (t)(P1(A11 + L̄A211) + (A11 + L̄A211)T P1)ē1(t)

+ēT
2 (t)P2(A21 + G1)ē1(t) + ēT

1 (t)(A21 + G1)T P2ē2(t)

+ēT
2 (t)(P2Gl + GT

l P2)ē2(t) + τ2ē
T
1 (t)(A11 + LA21)T R1(A11 + LA21)ē1(t)

+τ2ē
T
2 (t)Z2ē2(t)− 2γ‖P2e2(t)‖,

ce qui peut encore s’écrire :

V̇ (t) ≤
[

ē1(t)

ē2(t)

]T

Ψ

[
ē1(t)

ē2(t)

]
− 2γ‖P2ē2(t)‖,

avec Ψ =

[
ψ1 (A21 + G1)T TT P2

P2T (A21 + G1) GT
l P2 + P2Gl + τ2Z2

]
et où

ψ1 = (A11 + L̄A211)T P1 + P1(A11 + L̄A211) + τ2(A11 + L̄A211)T R1(A11 + L̄A211)

Cette condition n’est pas du type LMI car elle comporte des termes non linéaires dans la première ligne et

la première colonne. Cependant, il est nécessaire que cette composante soit définie négative pour garantir la

négativité de V̇ . En utilisant le Lemme 1, on transforme ce problème en LMI.



ψ0 (A11 + L̄A211)T Y T (A21 + G1)T TT P2

∗ −Y − Y T + τ2R1 0

∗ ∗ GT
l P2 + P2Gl + τ2Z2


 < 0. (5.3.30)
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En imposant Y = P1 et en définissant W = P1L̄, la condition LMI du théorème apparâıt. Finalement, si

(5.3.24) and (5.3.25) sont satisfaites, (5.3.30) est aussi vérifiée. Ainsi la dynamique de l’erreur est asymptoti-

quement stable.

Propriétés dynamiques

Corollaire 5.3.7 D’après la synthèse de l’observateur du Théorème 1, le système entre en régime glissant sur

la surface S0 = {ē2 = 0} en temps fini.

Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov candidate :

V2(t) = ēT
2 (t)P2ē2(t) (5.3.31)

En différenciant (5.3.31) le long de (5.3.21), on obtient :

V̇2(t) = ēT
2 (t)(GT

l P2 + P2Gl)ē2(t) + 2ēT
2 (t)P2T

[
TT ν

+A21ē1(t) + G1ē1(t− τ(t)) + D1ζ(t) + ξ(t)] .

Le fait que Gl est de Hurwitz et (5.3.11) conduisent à la majoration suivante :

V̇2(t) ≤ 2‖P2ē2(t)‖ [‖A21e1(t) + G1e1(t− τ(t))‖ − γ] .

D’après le Théorème 1, l’erreur ē1 est asymptotiquement stable. Ainsi, il existe un temps t0 et un réel positif δ

tels que ∀t ≥ t0, ‖A21e1(t) + G1e1(t− τ(t))‖ ≤ γ − δ. Ceci conduit à :

∀t ≥ t0, V̇2(t) ≤ −2δ‖P2ē2(t)‖
≤ −2δ

√
λmin(P2)

√
V2(t).

où λmin(P2) est la plus petite valeur propre de P2. En intégrant cette dernière inégalité différentielle, on conclue

que le système entre en régime glissant sur la surface S0 en temps fini.

5.4 α−stabilité des observateurs à modes glissants

5.4.1 Observateur α−stable

Imposer un critère d’α−stabilité est une technique intéressante pour caractériser la convergence de l’obser-

vateur. En effet, généralement l’estimation de l’état est une donnée utilisée par le contrôleur pour déterminer

la nouvelle valeur de contrôle. Plus l’estimation est fine, plus la commande calculée sera pertinente. Dans cette

partie, la convergence de l’observateur est améliorée en imposant un critère de convergence exponentielle. En

dépit du retard variable et inconnu, les théorèmes suivants assurent que la dynamique de l’erreur est α−stable.

La stabilité exponentielle est un moyen d’assurer la rapidité de convergence de l’observateur. Comme dans

[113],[130], pour tout α > 0, le système (5.3.8) est dit α−stable, ou “exponentiellement stable et de degré de

convergence α”, s’il existe un réel β ≥ 1 tel que les solutions e(t; t0, φ), pour toute condition initiale φ, vérifient :

|e(t, t0, φ)| ≤ β|φ|e−α(t−t0).

En introduisant la nouvelle variable eα(t) = eαte(t) dans (5.3.8), où α est un réel positif, la convergence

asymptotique de la variable eα implique la convergence exponentielle de la variable initiale e vers la solution 0,
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avec un degré de convergence α. L’équation (5.3.8) devient :




ėα1(t) = (A11 + αI(n−p))eα1(t),

ėαy(t) = (H + αIp)eαY (t) + eαtGyey(t− τ(t)) + A21eα1(t) + Gx1e
ατ(t)eα1(t− τ(t))

+eαt [ν + ξ′(t) + D1ζ(t)] ,

(5.4.1)

D’après l’hypothèse de bornitude faite sur le retard τ(t), on peut déduire les inégalités suivantes :

β1 = 1 ≤ eατ(t) ≤ eατ2 = β2.

A la manière de l’approche polytopique présentée dans le Chapitre 2, on peut alors définir les fonctions

scalaires λ1 et λ2, ne dépendant que de la valeur du retard τ(t). On impose les conditions de convexité suivante :

∀t ≥ 0, λ1(t) + λ2(t) = 1, λ1(t) ≥ 0, λ2(t) ≥ 0.

et telles que l’on puisse écrire :

eατ(t) = λ1(t)β1 + λ2(t)β2.

Ainsi les erreurs eα1 et eαy sont régies par le système polytopique suivant :




ėα1(t) =
∑2

i=1 λi(t)
{
(A11 + αI(n−p))eα1(t)

}
,

ėαy(t) =
∑2

i=1 λi(t) {(H + αIp)eαy(t) + A21eα1(t) + Gx1βieα1(t− τ(t))

+βi [Gyey(t− τ(t)) + ν + ξ′(t) + D1ζ(t)]} ,

(5.4.2)

Théorème 5.4.1 En supposant que les conditions A soient satisfaites, le système décrit par (5.3.8) est α−stable

pour tout réel positif α et pour tout retard variable 0 ≤ τ(t) ≤ τ2, s’il existe des matrices symétriques définies

positives P1 et R1 ∈ IR (n−p)×(n−p), Py ∈ IR p×p et une matrice symétrique Z2i ∈ IR p×p telles que les conditions

LMI suivantes soient satisfaites pour i = 1, 2 :

Ψ0i =

[
Ψ1 (A21 + βiGx1)

T Py

Py(A21 + βiGx1) Ψ2

]
< 0, (5.4.3)

[
R1 βiG

T
x1

Py

βiPyGx1 Z2i

]
≥ 0, (5.4.4)

où
Ψ1 = AT

11P1 + P1A11 + 2αP1 + τ2(A11 + αI(n−p))T R1(A11 + αI(n−p)),

Ψ2 = HT Py + PyH + 2αPy + τ2Z2.

Démonstration. La preuve de ce théorème est similaire à celle du Théorème 5.3.4. Considérons la fonc-

tionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

Vα(t) = eT
α1(t)P1eα1(t) + eT

αy(t)Pyeαy(t) +
∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
ėT
α1(s)R1ėα1(s)dsdθ. (5.4.5)

On remarque que la relation (5.3.27) est toujours valide pour les variables eα1 et eαy. Ainsi, en différenciant

(5.4.5) le long des trajectoires de (5.4.2), on obtient :

V̇α(t) =
∑2

i=1 λi(t)
(
eT
α1(t)[A11

T P1 + P1A11 + 2αP1]eα1(t) + eT
αy(t)[HT Py + PyH + 2αPy]eαy(t)

+2eT
αy(t)Py(A21 + βiGx1)eα1(t) + η′1i(t) + η′2(t)− 2ρ′(t, y, u)‖Pyey(t)‖eαt

)

+τ2ė
T
α1(t)R1ėα1(t)−

∫ t

t−τ2
ėT
α1(s)R1ėα1(s)ds,
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où
η′1i(t) = −2βie

T
αy(t)PyGx1

∫ t

t−τ(t)
ėα1(s)ds,

η′2(t) = 2eT
αy(t)Py [D1ζ(t) + ξ′(t) + Gyey(t− τ(t))] eαt.

Les conditions LMI (5.4.4) permettent d’écrire, pour i = 1, 2 :

−2eαy(t)PyβiGx1 ėα1(s) ≤ eT
αy(t)Z2ieαy(t) + ėT

α1(s)R1ėα1(s).

Une intégration donne l’inégalité suivante :

η′1i(t) ≤ τ2e
T
αy(t)Z2ieαy(t) +

∫ t

t−τ2

ėT
α1(s)R1ėα1(s)ds. (5.4.6)

En utilisant la définition de ρ′ et le fait que les fonctions de perturbations ξ′ et ζ sont bornées, on majore

η′2(t) de la manière suivante :

η′2(t)− 2ρ′(t, y, u)‖Pyey(t)‖eαt ≤ −2γ′‖Pyeαy(t)‖. (5.4.7)

Les deux majorations, (5.3.17) et (5.3.18) et l’égalité suivante ėα1(t) = (A11 + αIp)eα1(t) conduisent à :

V̇α(t) ≤ ∑2
i=1 λi(t)





[
eα1(t)

eαy(t)

]T

Ψ0i

[
eα1(t)

eαy(t)

]

− 2γ′‖Pyeαy(t)‖.

Ainsi, si la condition (5.4.3) est satisfaite, la dérivée de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii est majorée

par une combinaison convexe de deux termes définis négatifs. V̇α(t) de (5.4.5) est négative. On en déduit que

l’erreur (5.4.1) est asymptotiquement stable et le système initial (5.3.8) est α−stable.

Remarque 5.4.2 Si le Théorème 5.3.4 est vérifié pour un système donné et comme la matrice A11 est de

Hurwitz, (5.4.3) et (5.4.4) sont faisables pour des valeurs de α suffisamment petites.

Remarque 5.4.3 Le Théorème 5.4.1 nécessite que la matrice A11 rende le sous système ė1(t) = A11e1(t)

α−stable, c’est-à-dire α ≤ λmin(A11). Cela vient de la contrainte LMI (5.4.3).

5.4.2 Observateur à retour de sorties

Théorème 5.4.4 [131] Sous les conditions A’ et (5.3.10), le système (5.3.21) est α−stable pour tout retard

τ(t) ≤ τ2 s’il existe des matrices symétriques définies positives P1, R1 et R2 ∈ IR (n−p)×(n−p), P2 ∈ IR p×p,

une matrice symétrique Z2 ∈ IR p×p et une matrice W ∈ IR (n−p)×(p−q) telles que les conditions LMI suivantes

soient réalisées :


ψ1 AT
11P1 + AT

211W
T + αP1 (A21 + βmG1)T TT P2

∗ −2P1 + 2τ2R1 0

∗ ∗ Y T + Y + 2αP2 + τ2Z2

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

0 0

0 0

βdP2TG1 τ2βdP2TG1

−R1 0

∗ −τ2R2




< 0, (5.4.8)

[
R1 βm(TG1)T P2

βmP2TG1 Z2

]
≥ 0. (5.4.9)

où
ψ1 = AT

11P1 + P1A11 + 2αP1 + AT
211W

T + WA211 + R2

βm = (1 + eατ2)/2, βd = (−1 + eατ2)/2

Les gains sont donnés par L̄ = P−1
1 W et Gl = P−1

2 Y .
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Démonstration. En introduisant la nouvelle variable ēα
i (t) = eαtēi(t) dans (5.3.21), la convergence asympto-

tique de ēα implique que ē soit α−stable. L’équation (5.3.21) devient :




˙̄eα
1 (t) = (A11 + LA21 + αI(n−p))ēα

1 (t),
˙̄eα
2 (t) = TA21ē

α
1 (t) + (ν + Tξ(t) + TD1ζ(t)) eαt

+eατ(t)TG1ē
α
1 (t− τ(t)) + (Gl + αIp)ēα

2 (t);

(5.4.10)

En écrivant eατ(t) = βm + ∆(t)βd, où ∆(t) est une fonction réelle inconnue vérifiant ‖∆(t)‖ ≤ 1, βm =

(1 + eατ2)/2, et βd = (−1 + eατ2)/2, La fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii candidate s’écrit :

V α(t) = ēαT
1 (t)P1ē

α
1 (t) + ēαT

2 (t)P2ē
α
2 (t) + 2

∫ 0

−τ2

∫ t

t+θ
˙̄eαT
1 (s)R1 ˙̄eα

1 (s)dsdθ. (5.4.11)

En différenciant (5.4.11) le long de (5.4.10), on obtient :

V̇ α(t) = ēαT
1 (t)[P1(A11 + L̄A211 + αI(n−p)) + P1(A11 + L̄A211 + αI(n−p))T P1]ēα

1 (t)

+ēαT
2 (t)[P2(Gl + αIp) + (Gl + αIp)T P2]ēα

2 (t) + 2τ2ė
αT
1 R1ė

α
1 (t)

+2ēαT
2 (t)P2T (A21 + βmG1)ēα

2 (t)− 2
∫ t

t−τ(t)
ėαT
1 R1ė

α
1 (t)

+ηα
1 (t) + ηα

2 (t) + ηα
3 (t) + ηα

4 (t),

où les fonctions ηα
i sont définies par :

ηα
1 (t) = 2ēαT

2 (t)P2βmTG1

∫ t

t−τ(t)
ėα
1 (s)ds,

ηα
2 (t) = 2ēαT

2 (t)P2βd∆(t)TG1e
α
1 (t),

ηα
3 (t) = 2ēαT

2 (t)P2βd∆(t)TG1

∫ t

t−τ(t)
ėα
1 (s)ds,

ηα
4 (t) = 2ēαT

2 (t)P2 (ν + Tξ(t) + TD1ζ(t)) eαt.

En utilisant la même méthode que dans le Théorème 5.3.6, (5.4.9) permet de majorer η1 :

ηα
1 (t) ≤ τ2ē

αT
2 (t)Z2ē

α
2 (t) +

∫ t

t−τ2

˙̄eαT
1 (s)R1 ˙̄eα

1 (s)ds. (5.4.12)

En appliquant la majoration standard qui, pour toute matrice R > 0 de dimension n × n et pour tous

vecteurs a et b de Rn, assure que ±2aT b ≤ aT R−1a + bT Rb, à ηα
2 (t) avec aT = ēαT

2 (t)P2βdTG1∆(t), b = eα
1 (t)

et R = R2, on obtient :

ηα
2 (t) ≤ ēαT

2 (t)βdP2TG1R
−1
2 βd(TG1)T PT

2 ēα
2 (t) + ēαT

1 (t)R2ē
α
1 (t). (5.4.13)

En utilisant cette même majoration pour ηα
3 (t) avec aT = ēαT

2 (t)P2βdTG1∆(t), b = ėα
1 (s) et R = R1, on

obtient :

ηα
3 (t) ≤ τ2ē

αT
2 (t)βdP2TG1R

−1
1 βd(TG1)T PT

2 ēα
2 (t) +

∫ t

t−τ2
ēαT
1 (s)R1ē

α
1 (s)ds. (5.4.14)

Les fonctions ν et ρ de (5.3.23) restant inchangées, on a :

ηα
4 (t) ≤ −2γ‖P2ē2(t)‖. (5.4.15)

Puis la combinaison de (5.4.12-5.4.15) avec l’expression de la dérivée de V α conduit à :

V̇ α(t) ≤
[

ē1(t)

ē2(t)

]T

Ψα

[
ē1(t)

ē2(t)

]
− 2γ‖P2ē2(t)‖,
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avec :

Ψα =

[
ψα

11 (A21 + G1)T TT P2

∗ ψα
22

]
,

et où
ψα

11 = P1(A11 + L̄A211) + (A11 + L̄A211)P1 + (A11 + L̄A211)T R1(A11 + L̄A211),

ψα
22 = GT

l P2 + P2Gl + 2αP1 + τ2Z2 + τ2βdP2TG1R
−1
2 (TG1)T P2βd

+βdP2TG1R
−1
1 (TG1)T P2βd.

Le Lemme A.3.2 appliqué de la même manière que dans le Théorème 5.3.6 conduit à :



ψα
1 AT

11P1 + AT
211W

T (A21 + G1)T TT P2

∗ −2P1 + 2τ2R1 0

∗ ∗ ψα
22


 < 0,

Enfin, en imposant Y = P2Gl, le complément de Schur permet de retrouver les conditions LMI (5.4.8). Ainsi,

si (5.4.8) et (5.4.9) sont satisfaites, la dérivée de la fonctionnelle (5.4.11) est définie négative.

Remarque 5.4.5 On remarque que lorsqu’on choisi α = 0 dans le Théorème 2, on montre que le système est

asymptotiquement stable.

5.5 Exemples

5.5.1 Exemple 1

Considérons le système à retard inconnu sur l’état et l’entrée défini par :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Aτx(t− τ(t)) + Bτu(t− τ(t))

y(t) = Cx(t),

où la loi de commande est u(t) = 2 sin(t), le retard τ(t) est défini par la loi τ(t) = 0.15(1 + cos(t)) et avec :

A =




−5 −6.5 2 −0.5

0 0.5 0 0.5

−6 −21 3 −6

3 2 −1.5 −0.5




, Aτ =




−1 −3 0 −1

0 0 0 0

−3 −9 1 −2

1 3 0 1




,

Bτ =




1

0

1

−1




, C =

[
2 0 2 1

0 2 0 −1

]
.

On remarque rang([Aτ |Bτ ]) = rang(C[Aτ |Bτ ]) = 2. On en déduit qu’il existe un changement de variables

Q :

Q =




1 1 0 1

0 −1 0 0

2 0 2 1

0 2 0 −1




,



130 Chapitre 5. Observation des systèmes à retards

tel que le système s’écrit sous la forme de (5.3.4) avec B1 = 0, B2 = 0 et :

A11 =

[
−1 2

0 −0.5

]
, A12 =

[
1 −2

0 0.5

]
, A21 =

[
1 0

0 −1

]
, A22 =

[
0.5 4

3 −1

]
,

Gx1 =

[
0 1

−1 0

]
, Gy =

[
1 0

0 0

]
, Gu =

[
0

1

]
.

L’observateur par modes glissants (5.3.5) peut alors être utilisé pour le système considéré. On choisit ĥ = 0.15

et :

H =

[
−10 0

0 −10

]
.

Le Théorème 5.3.4 prouve la convergence de l’observateur vers le système réel grace à la fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovskii (5.3.15) avec :

P1 =

[
557.0 0

0 2924.3

]
, Py =

[
36.20 0.0216

0.0216 35.97

]
, R1 =

[
557.00 0

0 557.00

]
.

Les Figures 5.1, 5.2 and 5.3 montrent les résultats en simulation. L’observateur converge effectivement vers le

système réel. A titre de remarque, la convergence de l’observateur où τ̂ = 0, (qui n’est pas donnée ici) converge.

Le Théorème 5.4.1 assure la stabilité exponentielle pour tout α < 0.5.
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Fig. 5.1 – Trajectoires de x1(t) et x̂1(t)

5.5.2 Exemple 2

Soit le système (5.3.19) avec :

A11 =

[
0 0

0 −1

]
, A12 =

[
−1 0

0 −0.1

]
, A21 =

[
2 3

2 −1

]
,

A22 =

[
−1 0

0 −1

]
, G1 =

[
0 0

0.1 0.21

]
, G2 =

[
0 0

0.2 1

]
,

Gu =

[
0

1

]
, D1 = B1 = B2 =

[
0

0

]
,
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Fig. 5.2 – Trajectoires de y(t) et ŷ(t)
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Fig. 5.3 – Evolution de l’erreur e(t)

Le retard inconnu du système observé est de la forme τ(t) = τ2
2 (1 + sin(wt)), dont la borne maximale est

τ2 = 0.3s, et dont la fréquence est w = 0.5s−1. La commande utilisée est de la forme u(t) = u0sin(ωt), avec

u0 = 2 et ω = 3.

Les résultats en simulations sont donnés dans les figures suivantes. Les Figures 5.4 et 5.5 présentent les

erreurs d’observation du système pour α = 0 et α = 2. Les Figures 5.6 et 5.7 montrent la comparaison entre

l’état réel et l’état estimé, pour α = 2.

On remarque que le fait d’augmenter le coefficient d’exponentialité α accélère la rapidité de convergence de

l’erreur. Dans ces conditions, le Théorème 5.4.4 assure la convergence exponentielle de l’observateur pour α = 2

vers le système réel. Les gains de l’observateur sont alors :

L̄ =

[
−3.6936

0.9943

]
, Gl =

[
−12.0704 −5.0757

−24.6079 −39.8518

]
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Fig. 5.4 – Simulation de l’erreur d’observation pour α = 0 et τ2 = 0.3
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Fig. 5.5 – Simulation de l’erreur d’observation pour α = 0.9 et τ2 = 0.3

5.6 Conclusion

Le problème de la synthèse d’un observateur de systèmes à retard inconnu, à la fois sur l’état et la com-

mande, a été résolu pour une classe de systèmes à retards. Les théorèmes, présentés sous formes d’inégalités

matricielles linéaires (LMI), garantissent la convergence asymptotique (Théorèmes 5.3.4 et 5.3.6), ou exponen-

tielle (Théorèmes 5.4.1 et 5.4.4) connaissant la borne supérieure du retard. Cependant les résultats proposés

ne concernent qu’une classe de systèmes linéaires à retards vérifiant les conditions de recouvrements du type

A1-3 ou A’1-3 qui sont toutefois restrictives. Ces théorèmes ne représentent donc qu’une première étape dans la

recherche d’observateurs de systèmes à retards. Ils serait intéressant de développer ces techniques pour réduire

le conservatisme des conditions de recouvrement et pour les adapter aux cas des systèmes sous mis à des

incertitudes paramétriques ou non linéaires .
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Fig. 5.6 – Comparaison entre les variables x1 et x̂1, pour α = 2,
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Chapitre 6

Applications

6.1 Etude de la barre de torsion

Cette première application concernent la commande d’une barre de torsion représentée Figure 6.1

 

Fig. 6.1 – Barre de torsion

Plusieurs auteurs ont interprété l’équation d’onde décrivant le comportement de la barre de torsion comme

un système linéaire à retards. On notera ici x2 la position angulaire α de la barre de torsion. Une modélisation

proposée par [44] est :
{

ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = ẋ2(t− 2T )− x2(t) + x2(t− 2T ) + u(t− T ),
(6.1.1)

où T représente le retard dépendent des paramètres physiques du système, notamment de la longueur de la

barre. En introduisant la variable x(t) = col{x1(t), x2(t)}, les équations (6.1.1) s’écrivent :

ẋ(t) =

[
0 1

0 −1

]
x(t) +

[
0 0

0 1

]
x(t− 2T )−

[
0 0

0 1

]
ẋ(t− 2T ) +

[
0

1

]
u(t− T ).

Dans ce cas de systèmes neutres, on a F =

[
0 0

0 1

]
et ‖F‖ = 1, ce qui signifie que l’opérateur aux

différences x(t) − Fx(t − g) n’est pas asymptotiquement stable au sens de Shur-Cohn. Ainsi, [15] et [44] ont

135
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utilisé une loi de commande de la forme :

u(t) = −λẋ2(t− T ) + v(t) (6.1.2)

avec λ ∈]0, 2[. Dans [15] et [44], v(t) est construit sur la base de la mesure de x(t−T ). Ici, nous supposerons que

ẋ2(t−T ) est mesuré instantanément mais que x n’est mesuré avec un retard additionnel η, variable et inconnu,

tel que ‖η(t)‖ ≤ µ. On peut noter que cette situation peut correspondre au cas d’échantillonnage des données

capteurs de l’état x. La loi de commande proposée est alors de la forme :

v(t) = Kx(t− T − η(t)), (6.1.3)

où K est le gain de retour d’état de dimension appropriée. L’objectif consiste alors à déterminer ce gain afin de

garantir la stabilité exponentielle du système. Ainsi, les équations de la barre de torsion sont de la forme :

ẋ(t) =

[
0 1

0 −1

]
x(t) +

[
0 0

0 1

]
x(t− T )−

[
0 0

0 1− λ

]
ẋ(t− T ) +

[
0

1

]
Kx(t− 2T − η(t)). (6.1.4)

Pour λ = 0.6, T = 0.05, et µ = 0.08, le Théorème 4.3.6 concernant le cas des systèmes neutres à retards

constants sur le terme neutre et à retards variables bornés sur l’état (avec δ = τ = 0.1, et µ = 0.08) garantit

que le système (6.1.4) est α−stabilisable pour α = 0.775 en prenant ε = 3.8. Le gain K = [−1.2389 , −1.9522]

stabilise exponentiellement le système. Après avoir vérifié la condition ‖e2αT F‖ = 0.4309 < 1, les résultats en

simulation sont représentés sur la Figure 6.2. Ils montrent la convergence exponentielle à taux garanti par le

Théorème.
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Fig. 6.2 – Simulation de la barre de torsion avec α = 1.05, h1 = h2 = 0.1, µ1 = 0 et µ2 = 0.08

De plus, dans le cas d’un retard constant (c’est-à-dire sans retard additionnel η), on peut comparer les

résultats avec ceux du Lemme 1 de [82] en prenant le système en boucle fermée avec K = [−1.2389 , −1.9522].

Les conditions LMI de [82] ne sont pas vérifiées.

Remarque 6.1.1 Cet exemple reste une application théorique des théorèmes proposés dans ce mémoire. Il est

important d’émettre quelques critiques quant à la robustesse d’une telle commande. La commande (6.1.2) n’est

pas robuste vis-a vis du retard T du terme neutre. Si ce retard n’est pas précisément T mais T +ε, où ε serait une

petite perturbation, la commande ne permettrait pas de stabiliser le système et conduirait à un comportement

instable de ce dernier.
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6.2 Application à la télé-opération

6.2.1 Introduction

Ce chapitre concerne le contrôle, l’observation et l’implémentation informatique d’un système de type Mâıtre

- Esclave communiquant à distance par le moyen d’un réseau de type internet. Un enjeu principal de la synthèse

de commande est ici de pouvoir garantir des performances (stabilité, rapidité, robustesse) malgré les perturba-

tions générées par l’utilisation du réseau (retards variables et asymétriques, perte de paquets et échantillonnage).

Le contrôle à distance est le moyen de réaliser sans danger des tâches en environnement hostile (déminage,

dépollution par exemple), d’admettre des utilisateurs délocalisés sur une plate-forme (enseignement, chirurgie...),

ou encore de faire collaborer plusieurs applications d’un système informatique distribué. Pour des distances

importantes, la technologie internet apparâıt aujourd’hui comme un moyen de communication naturel et peu

onéreux. Cependant, la Qualité de Service (QdS ou QoS en anglais) fournie par internet semble souvent assez

faible au regard de ce genre d’applications [2] et les dynamiques induites par le réseau (retards) doivent être

prises en compte dans l’élaboration de la loi de commande.

Si l’énergie et la puissance de calcul embarquées dans l’Esclave n’étaient pas limitées, on pourrait envisager

de lui confier toutes les tâches de commande (planification et suivi de trajectoire, gestion capteurs, observation)

et le rôle du réseau se réduirait à véhiculer les consignes à atteindre. Ici, nous considérerons le cas moins idéal

où l’Esclave ne dispose que d’une puissance de calcul très limitée, que ce soit pour des raisons de limitation de

l’énergie embarquée, ou bien pour limiter son coût1. Dans ce cas, l’effort de calcul est à déporter au maximum

sur le mâıtre. Celui-ci calcule la commande, l’envoie à l’Esclave via le réseau et, réciproquement l’Esclave envoie

ses données capteur au Mâıtre à travers ce même réseau.

Bien sûr, le transfert informatique des données (capteurs ou commande) par le réseau nécessite l’échantill-

onnage des sorties capteur de l’Esclave et des commandes générées par le Mâıtre.

Dans cette situation, deux sources de retards variables se combinent :

– Les liens de communications introduisent des retards variables dans l’ensemble de la boucle (à l’aller

comme au retour). Ces retards doivent impérativement être pris en compte lors de la conception de la

commande et de l’observation.

– L’échantillonnage, qui n’est généralement pas périodique à cause de l’ordonnancement temps-réel des

tâches, mais aussi des pertes de paquets par le réseau, constitue une autre source de retard variable [53]

qui devra aussi être pris en compte.

Pour la simplicité de l’exposé, nous considérerons que l’Esclave est représenté par un modèle linéaire. Le

contrôle correspondra à un retour d’état basé sur un observateur et devra être calculé par la partie Mâıtre.

Le système global devra assurer une performance de rapidité garantie malgré les effets de retard du réseau.

Une telle performance est obtenue en assurant une propriété de stabilisation exponentielle (en exp−αt, α > 0)

robuste vis-à-vis des retards2. Cette propriété sera démontrée en utilisant une approche de type Lyapunov

(fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii) conduisant à la conception des gains du contrôleur et de l’observateur

par résolution d’inégalités matricielles linéaires (LMI).

On sait que dans ces conditions, l’élaboration de la commande est facilitée par la connaissance des retards.

1Par exemple, dans une situation de déminage, les robots esclaves sont souvent voués à la destruction et on essaie de minimiser

leur coût unitaire.
2Pour ne pas alourdir l’exposé, nous ne considérons pas la robustesse paramétrique vis-à-vis du modèle de l’Esclave. On pourrait

pour cela s’inspirer de travaux comme [130].



138 Chapitre 6. Applications

Dans le cas présent, la solution que nous proposons est basée sur un système GPS qui permet aux parties

Mâıtre et Esclave de synchroniser leurs horloges. Ainsi, les paquets échangés contiennent non seulement la loi

de commande ou la sortie de l’Esclave, mais aussi la date de leur envoi. Il lui est alors possible de mesurer le

retard de transmission variable, non symétrique. “Non symétrique” signifie que les retards Mâıtre-Esclave h1 et

Esclave-Mâıtre h2 sont séparément reconstruits par le système, sans être considérés comme égaux à la moitié du

délai de transport de la boucle de communication complète, appelé RTT pour Round Trip Time. Ce chapitre

présentera successivement une présentation du problème et des solutions techniques retenues, puis la théorie

permettant de garantir une performance globale, des résultats obtenus en simulation sur un exemple de système

linéaire d’ordre 2 (correspondant au déplacement d’un moteur sur un rail) et, enfin, une implémentation sur un

processus réel.

Fig. 6.3 – Principe de la boucle Mâıtre-Esclave.

Retards et téléopération

La référence [127] donne une synthèse des problématiques liées à la présence de retards. On consultera

aussi [69],[111] pour avoir une présentation détaillée de techniques récentes de stabilisation3 généralisant celles

de Lyapunov au cas retardé. Nous pouvons retenir de ces synthèses une première conclusion : même dans le

cas linéaire, réputé simple, il est extrêmement rare de pouvoir mettre concrètement en œuvre des conditions

nécessaires et suffisantes de stabilité adaptées à la synthèse de lois de commande dans le cas retardé. L’analyse

passe ainsi par des conditions “seulement suffisantes”, ce qui explique le grand nombre de publications proposant

des conditions techniques sous-optimales mais calculables au moyen de LMI. Une deuxième conclusion concerne

la différence à faire selon le type de retard considéré : retard constant h, variable h(t), borné 0 ≤ h0 ≤ h(t) ≤ hm,

à dérivée bornée :
∣∣dh

dt

∣∣ ≤ δ < 1, dh
dt < 1 ou dh

dt ≤ 1, etc.

Pour ce qui concerne plus spécifiquement la téléopération, plusieurs travaux ont tenu compte de retards de

transmission h qui, dans un premier temps, furent considérés comme constants [7, 41, 115]. Dans un contexte de

commande par réseau, cette hypothèse n’est pourtant qu’une première approximation : on sait que les retards

de réseau varient fortement au cours du temps (phénomène de gigue, ou jitter). Mais, jusqu’à récemment, les

techniques prédictives classiques (Smith, FSA4, etc.), nécessitaient pour la plupart un retard constant, c’est-à-

dire h(t) = h. Elles ont été récemment étendues au cas de retards variables connus (voir chapitre 3), l’hypothèse

est alors de disposer de la connaissance du retard en temps réel, ce qui est par exemple envisageable dans le cas

d’un réseau ethernet géré par l’utilisateur et donc modélisable.

Dans les autres cas, comme internet par exemple, la connaissance du (ou des) retard(s) ne peut être qu’une

hypothèse d’école. Pour prendre en compte cette méconnaissance, il est alors possible de faire appel à des

conditions de stabilité qui sont indépendantes de la valeur du retard (independent-of-delay ou ”i.o.d”). Ces

3La stabilité exponentielle est complémentairement développée dans [130, 132].
4Placement fini de spectre, en anglais Finite Spectrum Assignment.
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conditions i.o.d s’avèrent souvent assez conservatives bien que, dans certains cas particuliers comme [39], les

résultats puissent permettre de traiter le cas de retards variables symétriques. Ce que nous appelons “retards

symétriques” correspond au cas où les retards de communication du Mâıtre vers l’Esclave et de l’Esclave vers le

Mâıtre sont égaux. On a alors h1(t) = h2(t) = R(t)/2, où R(t) est le temps mis pour parcourir toute la boucle

de communication (RTT, Round Trip Time). Une autre référence [61] considère des retards non symétriques,

mais dans le cas de retards constants, c’est-à-dire h1(t) = h1 6= h2(t) = h2.

Il est cependant préférable d’utiliser des techniques dépendantes des bornes du retard (”d.d.”, delay-dependent

en anglais), dont les résultats tiennent compte d’une borne maximale du retard (hm, telle que 0 ≤ h(t) ≤ hm).

Supposer la connaissance d’une telle borne n’est pas trop contraignant en pratique5.

Une solution possible [89, 90, 116] consiste à introduire une mémoire tampon (ou buffer) qui force l’entité

réceptrice de l’information à attendre jusqu’à ce que le retard maximal soit atteint. L’intérêt de cette tech-

nique est de compenser la gigue (c’est-à-dire de produire un retard constant). En revanche, il est évident que

cette stratégie peut être pénalisante en terme de rapidité, voire même de stabilité, puisque le retard est rendu

constamment égal à sa valeur maximale hm. Il sera donc souhaitable, si l’on utilise cette stratégie de buffer, de

pouvoir garantir une performance de rapidité de convergence. Il est préférable que cette performance ne soit

pas analysée a posteriori, mais qu’elle soit prise en compte dès la phase de conception de la loi de commande.

Cette prise en compte n’était pas explicite dans [89, 90]. Par ailleurs, ces travaux se limitaient au cas de retards

symétriques.

Hypothèses sur les retards, protocole et synchronisation GPS

Ce chapitre est dédié à l’utilisation d’internet comme lien de communication. Dans cette situation, on se

retrouve confronté à des retards à la fois variables, non symétriques et inconnus. En effet, il n’existe pas de

modèle dynamique représentatif du réseau [112]. Il est seulement possible de supposer que les bornes maximales

des retards aller et retour him sont connues. L’information correspondante s’écrit : 0 ≤ hi(t) ≤ him, avec i = 1

ou 2.

Nous ferons une deuxième hypothèse qui, elle, concerne la variation des retards, à savoir : ḣi(t) ≤ 1. Ceci

signifie que les paquets seront pris dans l’ordre chronologique de leur emission. Dans un contexte de commande

à travers un réseau, cela veut dire que si un paquet de données est perdu, il n’est pas ré-émis. Nous utiliserons

pour cela le protocole UDP (User Datagram Protocol).

UDP est un protocole de couche transport, donc comparable à TCP (Transmission Control Protocol) mais

qui, contrairement à TCP, ne garantit pas l’arrivée des données (pas de ré-émission) ni n’assure leur remise dans

l’ordre. UDP n’exclut donc pas que des paquets soient perdus. Dans notre situation, les paquets contiennent des

échantillons (sorties ou commandes). TCP imposerait d’attendre qu’un paquet perdu soit ré-émis et réceptionné,

avant de pouvoir utiliser les paquets suivants, ce qui diminuerait les performances : il est préférable de prendre

en compte les données les plus récentes. En termes de retards, UDP sera donc moins pénalisant que TCP.

Il faudra par contre que, sous UDP, les paquets soient remis dans l’ordre chronologique par le Mâıtre et par

5Cette borne n’est pas garantie naturellement sur internet, mais vient ici de la stratégie de commande. En effet, si le retard

devient trop grand, voire infini, à cause d’une trop forte congestion de réseau, la stratégie Mâıtre-Esclave n’est plus adéquate et on

doit utiliser une approche différente, visant à ne pas laisser l’esclave sans contrôle : on doit alors commuter vers un fonctionnement

autonome de l’esclave, fonctionnement dégradé mais dont la stabilité sera garantie. La décision de commutation peut être basée

sur une mesure de RTT comparée au retard maximal admissible. Dans un tel cas, cette borne maximale constitue l’information

souhaitée. Le chapitre 5 considère plus en détail la majoration des retards.
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l’Esclave, ce qui implique d’associer à chaque paquet son instant d’émission (par ajout d’une datation, ou time

stamp).

Cette datation, pour être applicable à la commande, demande la synchronisation temporelle des deux entités

Mâıtre et Esclave. La solution technique proposée est basée sur l’utilisation de balises GPS équipant les deux

parties et leur donnant accès à la même horloge (c’est la seule fonctionnalité du GPS qui sera utilisée ici).

Les paquets contenant les informations de contrôle et de mesure, contiennent aussi un time stamp de l’instant

auquel ils sont envoyés, cette information prenant le même sens pour les deux entités. Ce dispositif permet la

mesure du retard, même non symétrique, avec lequel le paquet arrive à destination. Par ce biais, les retards

Mâıtre vers Esclave h1(t) et Esclave vers Mâıtre h2(t) sont séparément reconstruits (et pas seulement le retard

de boucle RTT).

Prise en compte de l’échantillonnage

D’autre part, l’implantation finale des algorithmes est effectuée en temps discret et les effets de l’échanti-

llonnage doivent donc être pris en compte. Des travaux récents [22, 53] ont montré qu’un échantillonnage peut

être assimilé à un retard additionnel variable dans le temps, de valeur τ(t) = t − tk pour tk ≤ t < tk+1, où tk

représente le kième instant d’échantillonnage. La Figure 6.4 illustre le cas périodique classique (tk = kT ) pour

deux périodes différentes.

Fig. 6.4 – Echantillonnage périodique et retard τ(t) = t− kT associé.

Cette façon de modéliser l’échantillonnage présente trois avantages :

– Elle permet de tenir compte d’une période d’échantillonnage éventuellement non constante (le système

informatique peut produire un échantillonnage apériodique), c’est-à-dire de considérer le cas où il n’est
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pas où il n’existe pas de période constante T telle que tk = kT .

– Elle permet aussi de tenir compte de la perte de paquets, qui revient à un allongement de l’intervalle

d’échantillonnage (si le iième échantillon ti est perdu, le retard d’échantillonnage devient t− ti+1 au lieu

de t− ti).

– Son écriture reste compatible avec les effets de retard de la ligne de transmission, sans ajouter de complexité

supplémentaire.

Ainsi, la seule hypothèse que l’on aura à émettre consiste à borner la période d’échantillonnage par une

valeur T que nous supposerons connue, ce qui signifie que la relation 0 ≤ tk+1 − tk ≤ T est satisfaite.

Le retard global généré par la transmission et l’échantillonnage peut s’écrire sous la forme δi(tk) = hi(t)+t−tk

(avec i = 1 ou 2). Ainsi on peut remarquer que le cas δ̇i = 1 peut se produire presque partout (sauf aux instants

d’échantillonnage où l’on a, en théorie, δ̇i = −∞), comme illustré sur la Figure 6.4.

Problèmes de commande induits

Les données échangées correspondent à la commande, envoyée du Mâıtre vers l’Esclave, et à la mesure de

la sortie, envoyée de l’Esclave vers le Mâıtre. Comme on l’a dit, l’Esclave dispose d’une puissance limitée et

c’est la partie Mâıtre qui doit assurer le calcul de la commande et la reconstruction de l’état de l’Esclave. Notre

objectif est de garantir des propriétés de robustesse et de performance du système global Mâıtre-Esclave. En

particulier, le système global doit converger à une vitesse minimale garantie quelle que soit la valeur des retards

de transmission. Cette performance globale du système sera obtenue en montrant la convergence exponentielle

(α−stabilité, α étant le taux de convergence garanti), robuste vis-à-vis du retard.

Garantir la stabilité exponentielle d’un système de ce type n’est pas une tâche simple. En effet, le Mâıtre

reçoit les informations dont il a besoin pour élaborer la commande, seulement après qu’elles aient traversées le

réseau. Ainsi le Mâıtre calcule-t-il sa commande avec des valeurs de l’Esclave périmées de h2(t). La commande

sera utilisée seulement une fois qu’elle aura été reçue par l’Esclave, c’est-à-dire encore h1(t) secondes plus tard.

Finalement, l’esclave reçoit une commande calculée à partir d’une donnée retardée de h1(t) + h2(t), ce RTT

variable n’étant pas connu à l’avance.

Dans ces conditions, il devient intéressant d’améliorer l’information servant à élaborer la commande, c’est-

à-dire de fournir une estimation de l’état non retardé. C’est ici que nous utiliserons l’estimation du retard h2(t)

(disponible grâce au GPS) pour synthétiser un observateur permettant de reconstruire l’état de l’Esclave à

l’instant présent (et non à l’instant où l’information a été envoyée).

6.2.2 Conception de la commande du système

Présentation du système

La Figure 6.5 présente la structure plus détaillée du système Mâıtre-Esclave développé dans [134].

Rappelons les principes de ce système, complétés par quelques hypothèses (sur le modèle de l’Esclave :

– L’Esclave est supposé n’avoir qu’une puissance de calcul limitée et il ne lui est pas possible de calcu-

ler sa propre loi de commande. Le Mâıtre calcule et lui transmet la commande à appliquer. La trans-

mission ne se fait pas instantanément, les lignes de communication introduisent un délai h1(t). De

même, l’échantillonnage des données génère un retard additionnel τ1(t). Le retard résultant est noté

δ1(t) = h1(t) + τ1(t) et sera précisé ultérieurement (paragraphe 6.2.2).
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Fig. 6.5 – Structure du système Mâıtre-Esclave.

– Le modèle de l’Esclave est un système linéaire commandable et observable, à entrée retardée et dont le

modèle (A, B,C) est connu, :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t− δ1(t)),

y(t) = Cx(t).
(6.2.1)

– L’Esclave mesure sa sortie y(t) de manière échantillonnée, information que le Mâıtre reçoit après un retard

h2(t). Un autre retard τ2(t), induit par l’échantillonnage, intervient aussi, ce qui signifie que le Mâıtre

n’a accès qu’à l’information y(t − δ2(t)), où δ2(t) = h2(t) + τ2(t) correspond au retard résultant. Dans

le Mâıtre, un observateur a été implanté ayant pour objectif de calculer une estimation de l’état x(t) de

l’Esclave au temps présent, estimation notée x̂(t). Le Mâıtre compose sa loi de commande, de type retour

d’état, à partir de cette estimation.

– Les instants d’échantillonnage tk ne sont pas forcement périodiques, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de

période T telle que chaque temps d’échantillonnage vérifie tk = kT . En revanche, nous supposons que la

différence entre deux instants d’échantillonnage consécutifs est bornée par une valeur connue T , soit :

0 < tk+1 − tk ≤ T. (6.2.2)

– Les deux retards δ1 et δ2 résultant des transmissions et des effets de l’échantillonnage ont une borne

maximale connue δm
i = hm

i + T , telle que la relation :

0 < δi(t) ≤ δm
i (6.2.3)

soit satisfaite et la variation de ce retard est contrainte par :

δ̇i(t) ≤ 1, (6.2.4)

inégalité dont l’interprétation a été donnée dans l’introduction.

– Chacune des entités Mâıtre et Esclave dispose d’une antenne GPS leur permettant de disposer d’une

horloge commune. Chaque paquet envoyé contient l’instant où la commande (ou, respectivement, la mesure

de la sortie) a été calculée (ou mesurée). Grâce à cette donnée, l’entité qui reçoit l’information connâıt,

dès réception, le retard hi(t) avec lequel celle-ci a été transmise.

Les parties suivantes présentent les composants du système et les notations qui leur seront appliquées :

(1) la modélisation des effets de l’échantillonnage sous forme de retard τi(t) ; (2) la loi de commande du type
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Fig. 6.6 – Echantillonnage non périodique.

retour d’état linéaire statique ; (3) les deux retards de communication hi(t) ; et (4) l’observateur linéaire, de

type Luenberger, qui prend en compte les retards de transmission.

Retards d’échantillonnage :

D’un point de vue pratique, le système global (comprenant le contrôleur, l’observateur, le réseau et le

processus) ne peut pas être considéré comme un système continu. Si les dynamiques de l’Esclave sont rapides,

l’échange continu de données entre l’Esclave et le Mâıtre nécessiterait que le réseau ait une large bande passante

pour que le flux de données soit important. Ainsi, les paquets échangés ne peuvent fournir que des informations

en temps discret. Les effets de l’échantillonnage résultant peuvent perturber la stabilité du système global et

doivent être pris en compte dans la conception du contrôleur et de l’observateur.

A lieu de se concentrer sur une étude en temps discret (équations de récurrence), des travaux récents

[22, 53, 132] ont considéré que le processus l’échantillonnage-blocage s’apparente à un phénomène de à retard.

En effet, l’échantillon g(tk) d’un signal g(t) à l’instant tk peut s’écrire : g(tk) = g(t − [t − tk]) = g(t − τ(t)).

Cette notation permet de définir le retard correspondant à l’échantillonnage : τk(t) = t − tk, t ∈ [tk, tk+1[. La

Figure 6.6 présente un exemple de retard d’échantillonnage variable.

Ainsi, un échantillonnage apériodique se représente par un retard variable dont la borne supérieure est la

valeur T définie par (6.2.2). Cette notation permet d’appliquer au cas des systèmes échantillonnés, les techniques

utilisées dans l’étude des systèmes continus à retards, et notamment l’approche par fonctionnelles de Lyapunov-

Krasovskii. Dans notre cas, nous définissons un retard δ(t) qui cumule le retard τk(t) dû à l’échantillonnage et

le retard h(tk) généré par le réseau sur le paquet contenant le kième échantillon. Pour tout signal g(t), ce retard

est de la forme :
g(tk − h(tk)) = g(t− h(tk)− (t− tk)),

= g(t− δ(t)),

tk ≤ t < tk+1, δ(t) = h(tk) + t− tk.

(6.2.5)

Loi de commande :

Le contrôleur calcule une commande qui sera envoyée et utilisée par l’Esclave. La commande par retour

d’état u(t) est calculée à partir de l’estimation de l’état x̂ délivrée par l’observateur, soit :

u(t) = Kx̂(t). (6.2.6)

La principale difficulté théorique sera de déterminer un gain K garantissant la stabilité (exponentielle) des

dynamiques de l’Esclave en dépit de la valeur du retard variable δ1(t). Rappelons à nouveau que ce retard n’est

pas connu par le Mâıtre à l’instant où il calcule ou envoie cette commande (6.2.6).
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Transmission de la commande :

Le kième paquet envoyé par le Mâıtre contient la valeur de la commande u(t1,k) qu’il vient juste de calculer,

ainsi que la date t1,k de ce calcul. Ce paquet traverse alors le réseau et est reçu par l’Esclave à un instant noté

tr1,k. Grâce à la synchronisation des horloges GPS, ce temps possède la même signification pour l’Esclave et

pour le Mâıtre. Ainsi tr1,k − t1,k correspond au retard de transmission et d’échantillonnage, connu par l’Esclave

dès qu’il a reçu le paquet.

Réception et traitement des données de commande :

La commande, envoyée par le Mâıtre à l’instant t1,k, est reçue par l’Esclave à l’instant tr1,k > t1,k. Elle sera

utilisée par le processus Esclave seulement à l’instant prédéfini, appelé “instant cible” tcible
1,k = t1,k + hm

1 . La

durée d’attente hm
1 est représentée Figure 6.7. Ceci est réalisable puisque le délai de transmission est borné par

une valeur connue. De cette manière, le Mâıtre connâıt la commande u(t1,k) effectivement appliquée à l’entrée

du processus Esclave à l’instant courant t1,k.
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Fig. 6.7 – Traitement de la commande

Transmission de la sortie capteur :

L’Esclave a accès à sa sortie y de façon discrète. On procéde de la même manière que pour la commande :

un paquet de sortie contient la valeur de la variable y(t2,k′) ainsi que l’instant t2,k′ , qui représente le k′ ième

échantillon capté par l’Esclave. Le Mâıtre reçoit ce paquet à l’instant tr2,k′ . Une fois que le paquet a atteint le

Mâıtre, celui-ci connâıt la valeur du retard tr2,k′ − t2,k′ grâce à l’horloge GPS.

Observation du processus :

Le modèle présent dans le Mâıtre est calculé en temps continu t, mais sa commande est échantillonnée.

Notons t1,k le kième instant d’échantillonnage de cette commande. L’indexation k′ correspond à l’instant

d’échantillonnage t2,k′ le plus récent qu’a reçu le Mâıtre à l’instant t. L’observateur est alors défini comme

suit, pour tout t ∈ [t1,k + h1m , t1,k+1 + h1m[ :

{
˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t1,k)− L[y(t2,k′)− ŷ(t2,k′)],

ŷ(t) = Cx̂(t).
(6.2.7)
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On remarque que le Mâıtre connâıt le temps t1,k et la commande u(t1,k) (voir paragraphe 6.2.2), ce qui rend

l’observateur réalisable. En utilisant la notation des retards définie dans (6.2.5), on peut écrire :





˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t− δ1(t))− L[y(t− δ2(t))− ŷ(t− δ2(t))],

ŷ(t) = Cx̂(t),

δ1(t) = t− t1,k, δ2(t) = t− t2,k′ .

(6.2.8)

Les instants t1,k et t2,k′ , présents dans les équations de l’observateur, sont connus grâce à la synchronisation

des horloges des deux entités (et, pour t1,k, au buffer qui permet de prévoir le retard). Les caractéristiques

du système permettent de connâıtre les bornes supérieures des retards intervenant dans (6.2.8), à savoir :

δ1(t) ≤ hm
1 + T et δ2(t) ≤ hm

2 + T .

Conception des gains du contrôleur et de l’observateur

Un résultat préliminaire sur la stabilité exponentielle :

Les gains K du contrôleur (6.2.6) et L de l’observateur (6.2.7) doivent être déterminés de façon à garantir un

degré de convergence exponentielle α le plus grand possible. La performance de rapidité sera alors assurée malgré

la présence des retards et de l’échantillonnage. Ce paragraphe propose une condition de stabilité exponentielle

basée sur une adaptation de [130, 132].

Soit le système linéaire à retards δi(t) variables et bornés :

{
ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− δ1(t)) + Bu(t− δ2(t))),

x(t) = φ(t), t ∈ [−h̄, 0],
(6.2.9)

δi(t) = δi + ηi(t), avec |ηi(t)| ≤ µi et η̇i(t) ≤ 1, ∀i ∈ {1, 2}. (6.2.10)

On note que les retards possèdent en général une borne inférieure δi − µi > 0 non nulle (cas appelé “non

small delays” dans [55]). Le théorème suivant utilise une représentation polytopique dépendant des bornes des

retards. Les coefficients qui vont définir les polytopes sont :

{
β11 = eα(δ1−µ1), β12 = eα(δ1+µ1),

β21 = eα(δ2−µ2), β22 = eα(δ2+µ2).
(6.2.11)

Un retour d’état u(t) = Kx(t) conduit au système bouclé suivant :

{
ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− δ1(t)) + BKx(t− δ2(t)),

x(t) = φ(t), t ∈ [−h̄, 0].
(6.2.12)

Théorème 6.2.1 (Stabilité exponentielle) [132] Pour un gain matriciel K donné, le système (6.2.9) est

α−stable s’il existe des (n×n)−matrices 0 < P1, P2, P3, Sk, Yk1, Yk2, Zk1, Zk2, Zk3, Rk et Rka, pour k = 1, 2
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qui satisfont aux conditions LMI :

Γij =




Ψ1 PT

[
0

β1iA1

]
− Y T

1 PT

[
0

β2jBK

]
− Y T

2

∗ −S1 0

∗ ∗ −S2

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

µ1P
T

[
0

β1iA1

]
µ2P

T

[
0

β2jBK

]

0 0

0 0

−µ1R1a 0

∗ −µ2R2a




< 0,

∀(i, j) ∈ {1, 2}2,
(6.2.13)


Rk Y1k Y2k

∗ Z1k Z2k

∗ ∗ Z3k


 ≥ 0, k = 1, 2, (6.2.14)

P =

[
P1 0

P2 P3

]
, Zk =

[
Zk1 Zk2

ZT
k2 Zk3

]
, Yk =

[
Yk1 Yk2

]
, (6.2.15)

Ψ1 = PT

[
0 In

A0 + αIn −In

]
+

[
0 In

A0 + αIn −In

]T

P +
∑2

k=1





[
Yk

0

]
+

[
Yk

0

]T

+ δkZk

+

[
Sk 0

0 δkRk + 2µkRka

]}
.

(6.2.16)

Démonstration. La démonstration est présentée dans le chapitre 2. Ce théorème est une adaptation du

Théorème 4.3.6 au cas des systèmes à entrée échantillonnée et à retards bornés.

Conception du gain de l’observateur :

Sachant que la paire (A,C) est observable, il est possible de déterminer un gain L tel que l’état x̂(t) de

l’observateur (6.2.7) converge exponentiellement vers l’état non retardé x(t) du système. Le théorème qui suit

permet d’obtenir ce gain L de façon à ce que la convergence soit α−exponentielle et ce, malgré le retard variable

δ2 sur la sortie. L’erreur d’estimation, définie par e(t) = x(t)− x̂(t), est régie par :

ė(t) = Ae(t)− LCe(t− δ2(t)), (6.2.17)

Théorème 6.2.2 [134] On considère l’observateur (6.2.8) et on suppose que, pour des réels positifs α et ε,

il existe des (n × n)−matrices 0 < P1, P , S, Y1, Y2, Z1, Z2, Z3, R, Ra et une matrice X de dimensions

appropriées telles que les conditions LMI (6.2.18) et (6.2.19) soient satisfaites pour j = 1, 2 :



Ψ2

[
β2jXC − Y1

εβ2jXC − Y2

]
µ2β2j

[
XC

εXC

]

∗ −S 0

∗ ∗ −µ2Ra




< 0, (6.2.18)




R Y1 Y2

∗ Z1 Z2

∗ ∗ Z3


 ≥ 0, , (6.2.19)
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où les constantes β2j (j = 1, 2) sont définies en (6.2.11) et la matrice symétrique Ψ2 est définie par :

Ψ2 =

[
Ψ11

2 Ψ12
2

∗ Ψ22
2

]
,

Ψ11
2 = PT (A0 + αIn) + (A0 + αIn)T P + S + δ2Z1 + Y1 + Y T

1 ,

Ψ12
2 = P1 − P + εPT (A0 + αIn)T + δ2Z̄2 + Ȳ2,

Ψ22
2 = −ε(P + PT ) + δ2(Z3 + R) + 2µ2Ra.

(6.2.20)

Alors, la convergence exponentielle (vers 0 et à taux α) de l’erreur (6.2.17) est assurée grâce au gain :

L = (PT )−1W. (6.2.21)

Démonstration. La preuve vient du Théorème 6.2.1 appliqué au cas d’un retard simple et pour le choix

P = P2 = εP3 et X = P2L.

Remarque 6.2.3 Dans le théorème précédent, le retard δ2(t) (et plus particulièrement les bornes δ2 et µ2) sont

des paramètres imposés par le réseau et l’échantillonnage. Notre objectif consiste donc à jouer sur le paramètre

ε pour trouver la plus grande valeur de α rendant les LMI faisables.

Conception de la loi de commande :

Ce paragraphe se concentre sur la détermination du gain de la loi de commande par retour d’état, u(t) =

Kx(t). Nous considérons pour l’instant que l’observateur et “parfait” et délivre à tout moment l’état du système

réel, soit e(t) = 0 ou encore x(t) = x̂(t). L’influence des imperfections de l’observateur, qui correspond au cas plus

réaliste e(t) 6= 0, sera étudiée dans le paragraphe suivant dédié à la stabilité globale. On s’intéresse finalement

au système en boucle fermé :

ẋ(t) = Ax(t) + BKx(t− δ1(t)), (6.2.22)

Théorème 6.2.4 [132] Supposons que, pour des réels positifs α et ε, il existe des (n×n)−matrices symétriques

définies positives P̄1, S̄, R̄, R̄a et des matrices P̄ , Z̄1, Z̄2, Z̄3, Ȳ1, Ȳ2, W de dimensions appropriées telles que

les conditions suivantes soient satisfaites pour i = 1, 2 :




Ψ3

[
βiBW − Ȳ T

1

εβ1iBW − Ȳ T
2

]
µ1

[
β1iBW

εβ1iBW

]

∗ −S̄ 0

∗ ∗ −µ1R̄a




< 0, (6.2.23)




R̄ Ȳ1 Ȳ2

∗ Z̄1 Z̄2

∗ ∗ Z̄3


 ≥ 0, (6.2.24)

où les constantes β1i (i = 1, 2) sont définies en (6.2.11) et où, similairement à (6.2.20), la matrice symétrique

Ψ3 est définie par les blocs :

Ψ̄11
3 = (A0 + αIn)P̄ + P̄T (A0 + αIn)T + S̄ + δ1Z̄1 + Ȳ1 + Ȳ T

1 ,

Ψ̄12
3 = P̄1 − P̄ + εP̄T (A0 + αIn)T + δ1Z̄2 + Ȳ2,

Ψ̄22
3 = −ε(P̄ + P̄T ) + δ1(Z̄3 + R̄) + 2µ1R̄a.
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Alors, pour tout retard δ1(t) de la forme (6.2.10), la stabilité exponentielle (à taux α) du système (6.2.22) est

assurée grâce au gain :

K = WP̄−1. (6.2.25)

Démonstration. Partant du Théorème 6.2.1, on choisit P3 = εP2, où ε est un paramètre de réglage pouvant

améliorer les résultats. On constate alors que la matrice P2 n’est pas singulière du fait que la seule matrice qui

doit être définie négative dans le deuxième terme de la diagonale de (6.2.13) est −ε(P2 +PT
2 ). On définit alors :

P̄ = P−1
2 et, pour toute matrice V ∈ {P1, Yi∈{1,2}, S, R Ra, Zk∈{1,2,3}}, on introduit une nouvelle variable V̄

donnée par V̄ = P̄T V P̄ . D’autre part, on pose W =KP̄ . La démonstration se fait alors en multipliant (6.2.13)

à droite par la matrice P7 = diag{P̄ , P̄ , P̄ , P̄ ,P̄ , P̄ , P̄} et à gauche par sa transposée PT
7 . On multiplie aussi

(6.2.14) à droite par P3 = diag{P̄ , P̄ , P̄} et, à gauche, par PT
3 .

Remarque 6.2.5 Comme précédemment, on cherchera à maximiser le paramètre α en jouant sur le paramètre

ε.

Stabilité globale du système commandé en réseau :

La dynamique du système global (Mâıtre, Esclave, réseau, échantillonnage et observateur), intégrant les

gains K, L et les retards δ1(t), δ2(t), est donnée par :
{

ẋ(t) = Ax(t) + BKx̂(t− δ1(t)),

ė(t) = Ae(t)− LCe(t− δ2(t)),
(6.2.26)

qui se développe sous la forme :
{

ẋ(t) = Ax(t) + BKx(t− δ1(t))−BKe(t− δ1(t)),

ė(t) = Ae(t)− LCe(t− δ2(t)).
(6.2.27)

ou encore, en introduisant la nouvelle variable ē(t) = col{x(t), e(t)} :

˙̄e(t) = Ā0ē(t) + Ā1ē(t− δ1(t)) + Ā2ē(t− δ2(t)), (6.2.28)

avec

Ā0 =

[
A 0

0 A

]
, Ā1 =

[
BK −BK

0 0

]
, Ā2 =

[
0 0

0 LC

]
. (6.2.29)

Le Théorème 6.2.1 permettra donc l’analyse de la stabilité exponentielle du système global. La conception

des gains K et L peut, quant à elle, être menée selon le mode opératoire suivant :

– La première étape consiste en une phase d’analyse et d’identification des paramètres hm
i , T qui, à leur

tour, fournissent les δm
i et µi définissant les caractéristiques de retard global.

– Puis, le gain L de l’observateur se détermine en appliquant le Théorème 6.2.2 au système (6.2.17).

– De la même façon, le gain K du retour d’état se calcule par application du Théorème 6.2.4 au système

(6.2.22).

– Une fois ces deux gains calculés, on vérifie la stabilité exponentielle globale du système Mâıtre-Esclave en

utilisant le Théorème 6.2.1 pour le système (6.2.28). Ceci donne le taux α garanti.

Remarque 6.2.6 Il est possible d’établir un principe de séparation dans le problème de stabilité du système

(6.2.27).
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6.2.3 Application au cas d’un robot mobile

Cette étude est finalement illustrée par un exemple de système télé-opéré. Un robot mobile, dont les dyna-

miques sont décrites ci-dessous, est capable de se déplacer dans une direction. Ce robot correspond bien sûr au

processus Esclave à commander à distance. Une phase d’identification préalable a conduit au modèle suivant :




ẋ(t) =

[
0 1

0 −11, 32

]
x(t) +

[
0

11, 32

]
u(t− δ1(t)),

y(t) =
[

1 0
]
x(t).

(6.2.30)

On suit alors le mode opératoire proposé précédemment. Les caractéristiques du retard de transmission combiné

avec l’échantillonnage conduisent aux valeurs (en secondes) δ1 = δ2 = 0.37s et µ1 = µ2 = 0.11s correspondant

à la notation (6.2.10). Le Théorème 6.2.2 appliqué au système (6.2.17) assure la convergence exponentielle de

l’observateur vers la solution e(t) = 0 avec un taux α = 1.05 (obtenu pour ε = 3.00) pour le gain d’observateur

suivant :

L =

[
−0.9173

−0.3187

]
. (6.2.31)

Le Théorème 6.2.4 appliqué à (6.2.22) garantit que la loi de commande par retour d’état stabilisera exponen-

tiellement le système vers sa consigne, avec un taux α = 1.05 (obtenu pour ε = 3.43), pour le gain K suivant :

K =
[
−0.9125 −0.0801

]
. (6.2.32)

Enfin le Théorème 6.2.1 garantit la stabilité du système complet (6.2.28) avec les gains L et K calculés

ci-dessus. Le taux garanti par ce théorème est finalement de α = 0.7.

La Figure 6.8 montre des résultats de simulation obtenus avec des retards de la forme δi(t) = δi +

0.5µisin(ωit) + βi(t). Les paramètres ωi représentent la fréquence de la partie variable des retards ; βi(t) est

une fonction continue par morceaux représentant les effets de l’échantillonnage et satisfaisant à la condition

|βi(t)| ≤ 0.5µi. Sur la Figure 6.8, l’état en continu de l’observateur, x̂(t), correspond aux courbes continues,

tandis que les informations échantillonnées de l’Esclave sont figurées par les données échantillonnées. La consigne

est un créneau. Les deux premières secondes font apparâıtre l’effet de convergence de l’observateur. Passé ce

transitoire, le suivi de consigne est de meilleure qualité. La Figure 6.9 présente la commande échantillonnée qui

a stabilisé l’Esclave.
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Fig. 6.8 – Résultats en simulation.
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Fig. 6.9 – Commande (échantillonnée et retardée) appliquée à l’Esclave

6.2.4 Conception informatique

Cette section présente le programme implanté dans chacune des deux parties, le Mâıtre puis l’Esclave [136].

Le protocole de communication utilisant des sockets suit une architecture Client/Server. Les deux processus

connectés par un lien internet ne sont pas traités de la même manière. Le Mâıtre est le client l’Esclave le server.

D’autre part, les deux entités ont des horloges synchronisées grâce à l’utilisation de card GPS.
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Structure du Mâıtre

Le Mâıtre est composé de quatre threads. Ces threads sont des programmes qui travaillent indépendamment

des autres parties du programme. Ils sont utilisés dans cette application car ils permettent d’exécuter des tâches

en parallèle dans le même programme. L’architecture du Mâıtre est décrite dans la Figure 6.10. 
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Fig. 6.10 – Structure du Mâıtre

(a) OBSERVERTHREAD est consacré au calcul de l’estimation de l’état x̂ à l’instant courant t0,q. Il travaille

avec une cadence rapide T0 ¿ T . L’instant d’échantillonnage t0,q correspond à l’échantillonnage de OBSER-

VERTHREAD. Il utilise la dernière valeur de sortie retardée y(t2,k′) qu’il a reçue de l’Esclave et l’instant t2,k′

auquel cette sortie a été délivrée. Il en est de même pour la valeur de la commande u(t1,k) et de l’instant

d’implémentation de celle-ci t1,k. Ces données sont retrouvées dans une liste de valeurs passées de x̂ et u. Puis,

le thread calcule le nouvel état estimé x̂(t0,q+1) grâce à la formulation “discrétisée” (6.2.33) et la rajoute dans

la liste précédente. T0 doit être suffisamment petit pour obtenir des instants de commutation les plus proches

de t2,k′ . Le calcul de l’estimation se fait de la manière suivante pour i = 1, .., n et r = 1, .., p :

x̂i(t0,q+1) = x̂i(t0,q) +
[∑n

j=1 A(i,j)x̂j(t0,q) +
∑m

s=1 B(i,s)us(t1,k + h1m)

−∑p
r=1 L(i,r)(yr(t2,k′)− ŷr(t2,k′)))

]
T0,

ŷr(0, t0,k) =
∑n

i=1 Cix̂(t0,q)

(6.2.33)

(b) CONSTHREAD est un petit programme. Son rôle est de mettre à jour la valeur de la consigne. La consigne

utilisée est un signal créneaux. Ainsi il suffit de mettre à jour la valeur de consigne périodiquement avec une

période suffisamment large pour permettre au système de se déplacer jusqu’à cette valeur.

(c) SENDERTHREAD travaille périodiquement avec une période T0 ¿ T1 ≤ Ts. L’Esclave n’a pas besoin

d’un grand nombre de commandes. Son rôle est de recevoir les dernières valeurs de l’état estimé x̂(t0,k+1) du

thread de l’observateur. ensuite il calcule la valeur de commande u(t1,k+1) = Kx̂(t1,k+1). Il regroupe alors

cette commande u(t0,k+1) et l’instant du calcul de cette commande t0,k+1 dans une liste qui sera utilisée par

OBSERVERTHREAD. Puis à l’instant t1,k+1, il envoie le paquet de commande le plus récent à l’Esclave.

(d) RECEIVERTHREAD est un programme qui agit de manière événementielle. Cela signifie qu’il n’est sollicité

que quand un paquet de sortie venant de l’Esclave lui parvient. Il transmet les informations de l’Esclave à

OBSERVERTHREAD pour calculer l’estimation de l’état.

Structure de l’Esclave

Comme nous l’avons mentionné dans le paragraphe 6.2.2, l’Esclave n’a qu’une capacité de calcul réduite.

Ainsi son rôle ne consiste simplement qu’à recevoir et à appliquer la commande qu’il reçoit du Mâıtre mais
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aussi à récupérer les informations de sortie de l’Esclave puis de les envoyer au Mâıtre. La Figure 6.11 présente

la conception information de l’Esclave.
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Fig. 6.11 – Structure de l’Esclave

Il est composé de deux threads :

(d) RECEIVERTHREAD est un thread événementiel. De même que pour le thread de réception du Mâıtre, il

n’est sollicité que lorsqu’il reçoit un paquet. Il garde dans une liste les données de commande u(t1,k) jusqu’à

l’instant cible associé t1,k + h1m et, ensuite, l’injecte dans l’entrée de l’Esclave jusqu’au prochain instant cible

t1,k+1 + h1m.

(b) SENDERTHREAD reçoit la dernière donnée de mesure de l’Esclave grace au capteurs y(t2,k′) et conserve

le temps de reception de cette mesure t2,k′ . Ensuite il envoie ces données au Mâıtre. Ce programme travaille

périodiquement avec une période T2 ≤ Ts. T2 doit être suffisamment important pour éviter des phénomènes de

congestion du réseau, ce qui augmente le retard h2m, mais aussi suffisamment petit pour garantir les perfor-

mances de l’observateur. Cependant, on remarque que toutes le valeurs de T2 comprise entre 0 et Ts peuvent

convenir puisque le gain de l’observateur est calculé à partir des conditions LMI (6.2.2).

Détails sur le contenu des paquets

Les paquets envoyés d’une entité vers l’autre contiennent plusieurs informations, que nous allons détailler

dans cette partie. Les paquets sont des éléments du type my structure.h, qui correspond à la définition des

structures du programme.

– Les paquets de commande se présentent de la manière suivante :

Paquet de commande

Numéro de séquence

Heure d’envoi

Commande :

{
Instant cible

V aleur de la commande

(6.2.34)

D’autres valeurs de commande prévues pour d’autres instants cibles peuvent être envoyées simultanément

dans la même commande.
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– Les paquets de sorties se présentent de la manière suivante :

Paquet de sortie

Numéro de séquence

position x

(vitesse ẋ)

Heure d’envoi

(Instant cible)

(6.2.35)

On peut aussi ajouter d’autres informations telles que l’instant cible de la dernière commande utilisée, la

valeur de cette commande et le retard mesuré à l’arrivée d’un paquet de commande.

6.2.5 Conclusion

L’idée principale de notre stratégie de commande consiste finalement à concevoir un Mâıtre qui travaille en

temps continu alors que l’Esclave, lui, applique une commande discrétisée et délivre une sortie échantillonnée.

Avec à cette méthode, l’observateur situé au niveau du Mâıtre produit une estimation de l’état courant du proces-

sus Esclave alors qu’il ne reçoit de ce dernier qu’une information échantillonnée et retardée. Cette façon de mettre

en avant le fonctionnement en temps continu prolonge tout à fait l’idée que le phénomène d’échantillonnage-

blocage peut être traité comme un retard variable.

Une autre caractéristique de notre approche et de considérer des retards dont la borne minimale n’est

pas obligatoirement nulle (bornés) et pour lesquelles les hypothèses sont peu contraignantes : retards non

symétriques, inconnus et variables. Un banc d’essais est actuellement en cours d’élaboration pour contrôler,

depuis Lille, un robot mobile situé à Montpellier.

6.3 Commande d’un chariot utilisant un capteur caméra

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l’asservissement d’un moteur en utilisant une caméra en guise

de capteur des sorties. Une première partie du problème du contrôle d’une telle application consiste en une phase

d’interpretation des données délivrées par la caméra. La camera effectue les captures d’image périodiquement,

ce qui induit un échantillonnage de la commande. De plus l’interprétation des données capteurs en données

utilisables par le contrôleur induit un retard sur la sortie. Cette phase ne sera pas présentée dans ce mémoire.

Notre objectif dans ce projet consiste à déterminer une commande qui assure un suivi de trajectoire du

moteur. L’utilisation de ces informations capteurs échantillonnées et retardées degrade les performances de la

commande pour la poursuite de trajectoire. On en déduit l’idée de déterminer un observateur qui, à partir

de données échantillonnées et retardées, permette de délivrer une estimation en temps continu pour que la

commande du moteur conserve ces performances.

6.3.1 Déplacement motorisé d’un chariot

La maquette du pendule inverse 2D est constituée notamment d’une table XY permettant de faire déplacer

un chariot sur un plan horizontal (Figure 6.13). Le déplacement est assuré par deux moteurs de type brushless
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avec variateurs, pilotés en +/-10V depuis un PC équipé d’une carte dSpace R© à travers un amplificateur de

puissance. Chaque motoréducteur brushless de 200W est alimenté en 240V mono, offrant un courant maximal

de 15A et délivrant un couple nominal de 3.0Nm.

En ce qui concerne les essais temps réel des méthodes d’identification et de commande, nous considérons le

déplacement du chariot uniquement sur un axe en admettant selon le cas considéré :

– soit un retour d’information par les codeurs de position/vitesse disponible sur le moteur (en pointillés sur

la Figure 6.12),

– soit par l’information de la position du chariot délivrée par un système de vision artificielle (en trait uni

sur la Figure 6.12).
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Fig. 6.12 – Présentation du pendule 2D avec capteur caméra

6.3.2 Modèle du système à commander

L’ensemble amplificateur-moteur-chariot est approximé à un système linéaire du second ordre défini par le

système suivant :
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t)
(6.3.1)

où le vecteur d’état, x est composé de la position est la vitesse du chariot, les matrices d’état étant A =[
0 1

0 1/τ

]
, B =

[
0

K/τ

]
et C =

[
1 0

]
, où K et τ sont respectivement la constante de temps et le gain

statique de l’ensemble amplificateur-moteur-chariot.

L’identification des paramètres du processus a donné : τ = 10ms et K ≈ 2.5m/s/V .

6.3.3 Système de vision artificielle

Dans le cadre d’un asservissement visuel du chariot en position, l’information provenant des codeurs incré-

mentaux est considérée comme étant inaccessible. La seule information disponible sur l’évolution du processus

est alors celle délivrée par un système de vision artificielle qui observe le déplacement du chariot grâce à une

LED infrarouge fixée sur celui-ci (Figure 6.13). Le système de vision est constitué d’une caméra CCD doté d’un

filtre infrarouge, reliée à un PC équipé d’un logiciel de traitement d’image. Grâce à la caméra située au dessus
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du chariot, une opération d’extraction d’objet dans la scène permet au système de vision de fournir sous forme

échantillonnée et retardée, la position du chariot. Ainsi nous considérons que la sortie du capteur visuel est :

z(t) = x∗1(t−Nte), (6.3.2)

où ∗ représente l’échantillonnage à l’instant te et N entier positif.

 

Fig. 6.13 – Présentation du pendule 2D avec capteur caméra

À noter que la période d’échantillonnage te correspond à la durée d’une prise d’image et que le retard Nte

est associé au temps requis pour le traitement d’image(s) en admettant qu’il faut N images pour effectuer un

traitement.

6.3.4 Utilisation d’un observateur prédicteur

Dans le cas d’un retour de sortie retardée (échantillonnée ou continue), il est possible d’envisager la combi-

naison de l’observation et de la prédiction pour générer directement l’état actuel à partir de l’information de

retour. La commande de ce système sera alors plus adaptée car elle utilisera de meilleures valeurs de l’état. Dans

ce sens, nous proposons d’utiliser un observateur/prédicteur proposé dans le Chapitre 5 sur l’observation des

systèmes à retards connus et dans [134] qui permet d’obtenir une estimation continue de l’état actuel à partir

de la sortie retardée du processus.

L’observateur de [134] s’applique dans le cas où la sortie du processus présente un retard et/ou un échantillon-

nage connu. Le principe de cet observateur est de considérer que l’échantillonnage engendre un retard variable

de t− tk où tk est l’instant d’échantillonnage le plus récent. La méthode prend en compte des échantillonnages

apériodiques, mais suppose alors que l’intervalle entre deux échantillons est borné et que la valeur maximale T

est connue. Ainsi, 0 ≤ t− tk ≤ T et le phénomène de retard lié à l’échantillonnage est noté τ .

Par ailleurs, en considérant un retour par z∗(t) qui engendre, par définition, un retard de R sur la mesure

de la sortie du processus, il convient d’écrire z∗(t) = y(tδ(t)) où δ(t) = R + t − tk représente cette fois-ci le

retard global de la sortie. Ainsi, le phénomène d’échantillonnage et celui du retard liés au capteur (par exemple

du système de vision artificielle) sont ramenés à un problème de retard variable. L’idée est alors de considérer

un observateur Luenberger continu à retard pour le processus :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t)− L(y(t− δ(t))− ŷ(t− δ(t))),

ŷ(t) = Cx̂(t).
(6.3.3)
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Sachant que la paire (A,C) est observable, il est alors possible de déterminer un gain linéaire L en utilisant le

Théorème 6.2.2 tel que l’observateur converge exponentiellement vers le processus en l’absence du retard δ(t) =

R+t−tk. L’observateur garantit une estimation continue de l’état x(t) même entre les instants d’échantillonnage

et, en considérant (6.3.1) et (6.3.3), le vecteur d’erreur e(t) = x(t)− x̂(t) évolue selon :

ė(t) = Ae(t)− LCe(t− δ(t)), (6.3.4)

Le théorème décrit dans [20] et dans [134] permet poser les conditions des LMI dont la résolution conduit à

déterminer le gain L.

6.3.5 Validation expérimentale

Exemple de simulation

Considérons un exemple de simulation reflétant la problématique décrite dans l’introduction générale :

l’asservissement en position d’un chariot par un retour visuel. Le processus considéré (représentant l’ensemble

amplificateur-moteur-chariot) est défini par (6.3.1) avec :

A =

[
0 1

0 −120

]
, B =

[
0

350

]
, C =

[
1 0

]
. (6.3.5)

Par ailleurs, en considérant que la position du chariot est donnée sous forme retardée et échantillonnée, nous

prenons comme grandeur de retour, z(t) = x∗1(t−Nte), avec R = te = 28ms (N = 1).

Nous utilisons un observateur qui a à la fois le rôle d’un observateur, c’est-à-dire qu’il permet de construire

une estimation de l’état complet à partir des données réduites de sorties, mais aussi de prédicteur car il estime

l’état courant du système en utilisant des informations de sorties retardées. La résolution des conditions des

LMI du Théorème (5.2.1) conduit dans ce cas à :

L =

[
−3.1225

0.0569

]
(6.3.6)

En ce qui concerne la commande, nous mettons en œuvre un contrôleur continu par morceaux [19], qui

ne sera pas détaillé dans ce mémoire. En annexe figure l’article [20] dont sont tirés les résultats suivants. La

commande est basée sur les valeurs suivantes :

α =

[
−0.1 0

0 −0.2

]
, γ =

[
1 1

]
. (6.3.7)

La consigne d’état imposée sur le processus est de la forme :

c(t) =

[
c1(t)

c2(t)

]
=

[
r sin(ωt)

rω cos(ωt)

]
. (6.3.8)

Les résultats sont illustrés par la Figure 6.14 pour un contrôleur cadencé à T = 10ms et par la Figure 6.15

pour T = 20ms (afin de montrer le fonctionnement). À noter que les composantes de la consigne sont retardées

convenablement afin de permettre une meilleure lecture des courbes.

La poursuite de la consigne par l’état du processus est illustrée par les Figures 6.14a et 6.14c et les Figures

6.15a et 6.15b. Nous constatons que cette poursuite est réalisée avec un retard de T et une cöıncidence à chaque

kT .
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Fig. 6.14 – Simulation de la commande du moteur
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Fig. 6.15 – Poursuite T = 20ms, a = 2 et ω = 38πrad/s

Par ailleurs, la Figure 6.15b présente la sortie du capteur suivant sa consigne avec un retard de R, et les

Figures 6.14e et 6.15c représentent la commande.

Enfin, l’estimation de l’état est représentée dans la Figure 6.14d. Afin de montrer la performance de l’obser-

vateur/prédicteur, nous donnons l’évolution de l’état estimé dans un cas où ses conditions initiales sont éloignées

de celles du processus Figure 6.16.
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Fig. 6.16 – Estimation de l’état pour a = 2 et ω = 2rad/s

Processus réel

Nous avons réalisé le même type d’asservissement sur la maquette, en lui associant le modèle linéaire (6.3.1)

et en utilisant un retour par le système de vision, soit z(t) = x∗1(t − Nte). En effet, la prise d’image est

réalisée par un mode reset qui permet de définir une période d’échantillonnage constante suffisamment grande

pour entreprendre l’acquisition d’une trame d’image et les calculs de traitement de l’image nécessaires. Ainsi,

R = te = 28ms (N=1).

Les résultats montrent que la poursuite est réalisée avec quelques déformations (Figures 6.17a et 6.17b).

6.3.6 Conclusion

Dans cette application, nous avons développé un observateur d’état pour un système dont la sortie est soumise

à un échantillonnage et à un retard connus. Cet observateur d’état permet de délivrer les valeurs courantes

de l’état permettant ainsi une meilleure poursuite de trajectoire. En effet, comme évoqué précédemment, le

processus réel présente des non-linéarités qui ne sont pas prises en compte par le modèle utilisé pour définir la

loi de commande et par l’observateur, ce qui implique les déformations visibles dans les résultats expérimentaux.

Une prochaine étape consisterait à prendre en compte ces non-linéarités aussi bien dans la synthèse de la

commande et de l’observateur.
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Fig. 6.17 – Test de la commande sur le moteur réel

6.4 Commande retardée d’un pendule inverse

6.4.1 Position du problème

Dans cette section, nous allons nous intéresser à l’exemple classique du pendule inverse. Nous supposerons que

le pendule est soumis à un retard pur variable, c’est-à-dire que nous supposerons que seule l’entrée du système

est retardée. Cela peut s’interpréter comme un échantillonnage de la commande, comme un temps de réponse

non négligeable de l’actionneur ou bien par l’envoi de la commande à travers un réseau de communication.

Nous allons reprendre la formulation proposée dans le Chapitre 3 concernant la stabilisation exponentielle

des systèmes non linéaires. Dans le paragraphe 3.2.3, nous avons discuté du fait qu’un système non linéaire

peut être modélisé soit par un système polytopique ou par un système à paramètres incertains sous réserve que
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le système reste dans un espace borné de l’état [140]. Il a été montré que, dans le cas du pendule inverse, il

n’existe pas de loi de commande stabilisante globale. Nous proposons alors dans cette section de déterminer une

borne supérieure τ2 du retard en entrée pour lequel il existe une commande par retour d’état u(t) = Kx(t) qui

stabilise le pendule inverse pour une partie de l’état donnée.

Cette section s’organise alors de la manière suivante. Premièrement, nous proposerons une modélisation de

systèmes à paramètres incertains du pendule inverse. Cette modélisation dépendant de la partie de l’espace

d’état considéré. Ensuite nous étudierons la stabilisation de ce système à l’aide de théorèmes présentés dans le

Chapitre 3.

6.4.2 Modélisation sous forme systèmes de paramètres incertains

Reprenons alors les équations du pendule inverse donnée dans (3.2.6) après changement de variables :

ż(t) =




F11(z) mgl sin C(z2) 0 F14(z)
4(1+M/m)

l2D(z2)
0 0 − 2 cos z2

l2D(z2)

0 0 0 1
2f cos z2
D(z2)

0 0 −f
D(z2)




z(t) +




0

0

0

1




u(t− τ(t)), (6.4.1)

avec Fij sont des fonctions de l’état z telles que :

F11(z) = −( 1
2ml sin z2ẋ + K)4(1+M/m)

l2D(z2)
,

F14(z) = ( 1
2ml sin z2ẋ + K) 2 cos z2

l2D(z2)
.

et avec

D(z2) = M + m−m cos2 θ.

On remarque que la matrice définissant la dynamique du système dépendant des paramètres du systèmes et

plus particulièrement de l’angle z2 et de la vitesse ẋ du chariot.

Il est possible d’envisager le fait que la vitesse du chariot est bornée. En effet le chariot est commandé par

un moteur qui ne peut délivrer une puissance infinie. On se propose alors de ce donner une borne supérieure

ẋmax de la vitesse du chariot dans ces les directions.

On se propose d’écrire les équations du pendule inverse sous forme d’un système à paramètres incertains :

ż(t) = (Am + ∆A(z))z(t) + B1u(t− τ(t)), (6.4.2)

avec

Am =




F11m F12m 0 F14m

4(1+M/m)
l2 Dm 0 0 − 2

l2 Em

0 0 0 1

2fEm 0 0 −fDm




, B1 =




0

0

0

1




,

∆A(z) =




∆F11(z) ∆F12(z2) 0 ∆F14(z)
4(1+M/m)

l2 ∆D(z2) 0 0 − 2
l2 ∆E(z2)

0 0 0 0

2f∆E(z2) 0 0 −f∆D(z2)




,

où les réels F11m, F12m, F14m Dm et Em correspondent aux valeurs nominales, et les fonctions ∆F11(z) =

∆1(z)F11d, ∆F12(z2) = ∆2(z2)F12d, ∆F14(z) = ∆4(z)F14d, ∆D(z2) = ∆5(z2)Dd et ∆E(z2) = ∆5(z2)Ed sont les
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perturbations par rapport à ces valeurs nominales. Les fonctions ∆i(t) représentent les perturbations variables

normalisées sur les paramètres (c’est-à-dire |∆i(t)| ≤1). Les termes F11d, F12d, F14d, Dd et Ed représentent

l’amplitude des perturbations. Ils dépendent de la partie de l’espace considéré. Nous supposons ici que les

fonctions de pertubations ∆D(z2) et ∆E(z2) varient de la même manière, ce qui se vérifient en regardant leur

définition.

Comme dans le Chapitre 3, on propose des matrices H0 ∈ R4×5, E0 ∈ R5×4 et ∆(t) ∈ R5×5 telles que

∆A(z) = H0∆(t)E0 et telles que :

H0 =




1 1 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




, E0 =




F11d 0 0 0

F12d 0 0 0

F14d 0 0 0
4(1+M/m)

l2 Dd 0 0 − 2
l2 Ed

2fEd 0 0 −fDd




,

∆(z) =




∆1(z) 0 0 0 0

0 ∆2(z2) 0 0 0

0 0 ∆4(z) 0 0

0 0 0 ∆5(z2) 0

0 0 0 0 ∆5(z2)




.

6.4.3 Etude de la stabilisation du pendule inverse

Nous nous proposons d’utiliser le Théorème 3.4.2 du Chapitre 3. En introduisant le changement de variable

zα(t) = eαtz(t) et la commande par retour d’état u(t) = Kx(t), les équations du système deviennent :

żα(t) = (Am + αI4 + ∆A(z))zα(t) + eατ(t)B1Kzα(t− τ(t)), (6.4.3)

Dans ce cas précis, on dispose du théorème suivant, adapté du Théorème 3.4.2 :

Théorème 6.4.1 [130] La loi de commande par retour d’état u(t) = Kx(t) stabilise exponentiellement, avec

un degré de convergence α, le système (6.4.1), avec un degré de convergence α, pour tout retard τ(t) ≤ τ2, s’il

existe une matrice symétrique définie positive, de dimension 4× 4, Q1 et des matrices, de dimension n× n, Q2

et Q3 de dimension n× n, Y de dimension 1× 4 et deux réels positifs ε et δ0 qui satisfont aux conditions LMI

conditions pour i = 1, 2 :



Q2 + QT
2 Ψi

12 0 τ2Q
T
2 0 Q1E

T
0

∗ −Q3 −QT
3 τ2εβiB1Y τ2Q

T
3 H0 0

∗ ∗ −τ2εQ1 0 0 0

∗ ∗ ∗ −τ2εQ1 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −δ0I5 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −δ0I5




< 0, (6.4.4)

où
Ψi

12 = Q1(Am + αIn)T + Y T BτβT
i −QT

2 + Q3,

β1 = 1, β2 = eατ2
(6.4.5)

Le gain du retour d’état est alors donné par :

K = Y Q−1
1 . (6.4.6)
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6.4.4 Résultats

Nous avons choisi pour ces simulations les valeurs suivantes l = 0.3m, m = 0.6kg, M = 4kg, g = 9.8m/s2,

k = 0.3N.m, f = 0.1Ns/m.

Premièrement on constante qu’il n’y a pas de solutions possibles pour un choix de ẋmax ≥ 1 ou pour θ ≥ 1.05.

Le Tableau 6.1 présente les résultats donnés par le Théorème 6.4.1. Les valeurs qui complètent le tableau sont

les bornes maximales τ2 en ms.

θmax ≈0 0.01 0.1 0.5 1 1.05

α = 0 32.2 31.6 29.6 23.6 2 ≈ 0

α = 1 28.9 28.6 27.4 18.3 X X

α = 2 26.7 26.6 25.2 1.0 X X

Tab. 6.1 – Borne supérieure maximale τ2 du retard en fonction de θmax et de α

6.4.5 Conclusion

Nous avons développé dans cette section une commande par retour d’état qui stabilise localement le pendule

inverse malgré un retard variable et inconnu en entrée.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que les résultats théoriques présentés dans les chapitres précédents trouvent

leur justification dans la résolution de problèmes physiques. Un critère de stabilisation exponentielle démontrés

dans le Chapitre 2 a été utilisé pour stabiliser la barre de torsion dont les équations différentielles sont de types

retardée et neutre. Concernant le problème de la commande à distance à travers un réseau de communication,

nous avons développé une structure utilisant des informations GPS. Les théorèmes permettant la synthèse

d’un gain de commande (Chapitre 2 et 4) et d’un gain de Luenberger (Chapitre 4 et 5) qui assurent la stabilité

globale du système malgré les retards variables de communication et d’échantillonnage. Ensuite dans le cadre de

la poursuite de trajectoire d’un moteur dont les sorties sont mesurées à l’aide d’un capteur caméra, nous avons

développé un observateur/prédicteur en utilisant les résultats sur la stabilisation de systèmes échantillonnés

(Chapitre 4) et sur l’observation (Chapitre 5) qui ont permis améliorer les performances de la commande

développées pour la poursuite de trajectoires. Enfin les résultats sur la stabilisation des systèmes non linéaires à

retards (Chapitre 3) ont permis de développer des lois de commande qui stabilise exponentiellement et localement

le pendule inverse.



Conclusion générale et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons développé des outils pour la commande et l’observation des systèmes à retards

variables. Nous avons proposé des critères de stabilité et de stabilisation exponentielles pour les systèmes à

retards variables et/ou inconnus, ce qui est encore assez rare dans la littérature. Nous les avons ensuite appliqués

à différentes situations : observateurs à vitesse de convergence garantie et différents types de commande :

échantillonnée, en réseau, par retour visuel...

– Dans un premier chapitre, nous avons présenté les bases théoriques relatives aux systèmes héréditaires et

quelques outils permettant leur analyse. Nous avons notamment rappelé quelques résultats de stabilité

asymptotique basés sur une approche temporelle et sur les théorèmes de Lyapunov et valables dans le cas

où la borne inférieure des retards n’est pas forcément nulle, cas que nous avons nommé retards “bi-bornés”

(non small delays dans la littérature anglophone). En l’absence d’informations sur cette borne inférieure,

celle-ci est fixée à zéro et on retrouve le cas des retards “majorés”.

– Les Chapitres 2 et 3 ont été consacrés au développement de critères de stabilité exponentielle des systèmes

à retards variables, respectivement dans les cas linéaire puis non linéaire. Nous avons proposé des résultats

qui, dans le cas de retards constants, améliorent ceux existants et qui, dans le cas de retards variables

majorés ou bi-bornés ont permis d’étendre leur portée à la stabilisation exponentielle avec un taux de

convergence garanti. Ces résultats ont montré notamment l’influence de la borne inférieure des retards

variables dans la stabilité. Par la suite, il serait intéressant d’utiliser les récents travaux sur la discrétisation

des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii afin de réduire encore le conservatisme des théorèmes énoncés.

– Le Chapitre 4 a proposé une étude des systèmes à entrée échantillonnée. Nous y avons présenté une

approche par retard variable qui permet d’assimiler ces systèmes à des systèmes à entrée retardée. Les

retards qui en résultent sont représentés par des fonctions continues par morceaux et dont la dérivée

prend presque partout la valeur critique 1. Après avoir démontré que les théorèmes classiques peuvent

être étendus à cette catégorie de retards, nous avons proposé des critères de stabilisation asymptotique

et exponentielle robustes s’appliquant aux systèmes à entrée échantillonnée soumis à des incertitudes

paramétriques ou à des non-linéarités du type saturation.

– Après s’être concentré sur le problème de la commande, le chapitre 5 a été consacré à une étude de

l’observation des systèmes à retards variables. Dans un premier temps, nous avons proposé des critères de

convergence exponentielle pour des observateurs de type Luenberger et des retards variables connus. Pour

garantir les performances de l’observateur, un critère de convergence exponentielle à taux garanti a été
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énoncé . Ensuite, nous nous sommes intéressé au cas plus délicat des systèmes à retards inconnus. Nous

avons présenté une synthèse des outils concernant les observateurs à entrées inconnues et les systèmes à

retards. Enfin, nous avons étendu ces résultats en ajoutant à nouveau des critères de stabilité exponentielle.

Les résultats obtenus nécessitent que le système à observer vérifie des conditions structurelles restrictives

qu’il serait intéressant de réduire. Néanmoins, en l’état, ces résultats sont à notre connaissance les premiers

du genre.

– Enfin, dans le chapitre 6, nous avons voulu montrer que nos résultats théoriques trouvent une justification

certaine au niveau expérimental.

– Nous nous sommes notamment penché sur le problème de la commande à distance à travers un réseau

internet. Dans ce problème, nous avons pris en compte à la fois les problèmes de retards variables (gigue)

apparaissant dans les lignes de communication, mais aussi de l’échantillonnage des données échangées à

travers le réseau ainsi que les pertes de paquets. Une approche originale, utilisant la synchronisation des

horloges par GPS, a permis de concevoir l’ensemble du système Mâıtre-Esclave (commande - observation

- réseau).

– D’autre part, nous avons présenté une application concernant le problème du suivi de trajectoire d’un

moteur en utilisant un retour visuel qui induit un retard et échantillonnage des sorties.

– Enfin, nous avons proposé une brève étude de la commande d’un pendule inversé (modèle non linéaire)

dont l’entrée est soumise à un retard. Cette étude a permis de mettre en avant l’effet du retard sur la

stabilisation locale du pendule inverse. Aujourd’hui limitée à une validation théorique et par simulation,

la commande obtenue devrait aussi être implantée concrètement.

Nous venons de mentionner plusieurs perspectives : affiner les LMIs obtenues en utilisant le principe de

discrétisation des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii (Chapitres 2-3), relaxer les hypothèses structurelles

dans le cas des observateurs à retards inconnus (Chapitre 5), implanter concrètement la commande du pendule

inverse... Mentionnons pour finir une autre perspective qui concerne le sujet très porteur des systèmes contrôlés

à travers des réseaux de communication. Notre approche du chapitre 6 en constitue une première étape et, ici

encore, plusieurs pistes peuvent être ouvertes, dépendant notamment du type de réseau utilisé. Il serait par

exemple possible de mieux tenir compte de la qualité de service disponible : en effet, le principe de la boucle que

nous avons conçue demande de connâıtre le retard maximum du réseau. Plus cette connaissance est fine, plus

la commande sera dynamique. Dans le cas d’internet, cette borne reste difficile à fixer et il sera plus intéressant

de définir des secteurs de variation des retards, conduisant à une adaptation dynamique des gains.



Annexe A

Inégalités matricielles linéaires

A.1 Définitions et notations

L’idée de base de la méthode LMI (abréviation anglaise d’Inégalité Matricielle Linéaire) est de formuler

un problème (par exemple, la stabilité en boucle fermée avec ou sans contraintes supplémentaires) comme un

problème d’optimisation avec un objectif linéaire et des contraintes LMI.

Une contrainte LMI sur un vecteur variable x de Rm est de la forme [125] :

F (x) = F0 +
m∑

i=1

xiFi ≥ 0, (A.1.1)

où les matrices symétriques Fi = FT
i ∈ RN×N , i = 0, .., m sont données.

La notation suivante F > 0 (ou F ≥ 0) signifie que la matrice F est définie positive (respectivement F

semi-définie positive). La contrainte F (x) ≥ 0 est une contrainte convexe en x, c’est-à-dire que l’ensemble

{x ∈ Rm : F (x) ≥ 0} est convexe. On dit que la LMI (A.1.1) est faisable si et seulement s’il existe au moins un

vecteur
−
x ∈ Rm tel que l’inégalité matricielle (A.1.1) est vérifiée.

A.2 Programmation semi-définie

Grâce à des outils comme Matlab par exemple, il existe des fonctions qui permettent de résoudre plusieurs

types de problèmes LMI.

Les trois problèmes de bases sont les suivants :

– La faisabilité d’un problème LMI, comme il a été signalé auparavant, permet de déterminer s’il existe un

vecteur
−
x, qui vérifie la contrainte LMI F (x) ≥ 0.

– Minimiser cT x par rapport à F (x) ≥ 0, où c ∈ Rm\{0}, et F est une matrice symétrique et affine en x,

est appelé un programme semi-défini (ou SDP pour semi-definite program). Le vecteur c définit l’objectif

du problème et x ∈ Rm représente la variable de décision.

– Minimiser les valeurs propres généralisées. Il s’agit ici de déterminer le minimum d’un paramètre λ, tel
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que le problème LMI suivant soit vérifié :




C(x) < 0

Bj(x) > 0 ∀j ∈ [1, 2, ..., p]

Aj(x) < λ×Bj(x) ∀j ∈ [1, 2, ..., p]

, (A.2.1)

où x correspond à l’ensemble des inconnues de l’inégalité matricielle, C, Bj , Aj sont des matrices ca-

ractérisant une LMI dépendant libéralement de x.

L’avantage majeur des SDP est que leur complexité est polynômiale, c’est-à-dire qu’il existe des algorithmes

qui permettent d’en calculer l’optimum global (pour une décision fixée a priori) en un temps de calcul polynomial

par rapport à la taille du problème.

A.3 Les théorèmes classiques

La difficulté n’est donc pas de résoudre une LMI. En effet les théorèmes issus des techniques du type Lyapunov

conduisent généralement à des contraintes non linéaires qui s’écrivent sous la forme d’équation de Riccati. Les

difficultés rencontrées proviennent de la transformation de ses contraintes non linéaires en formulation LMI.

Pour cela, nous disposons des lemmes suivants :

La transformation basée sur le complément de Schur est la méthode la plus simple et la plus fréquemment

utilisé pour transformer des contraintes non linéaires en des contraintes LMI. Cette transformation est la sui-

vante :

Lemme A.3.1 (Complément de Schur) Soient trois matrices Q(x), S(x) et R(x) affines par rapport à la

variable x, les matrices Q(x) et R(x) étant symétriques. La LMI :
[

Q(x) S(x)

S(x)T R(x)

]
> 0, (A.3.1)

est équivalente aux inégalités suivantes :
{

R(x) > 0

Q(x)− S(x)R(x)−1S(x)T > 0
(A.3.2)

Une autre transformation est décrite dans le lemme suivant :

Lemme A.3.2 [76] Pour toutes matrices A, P0 > 0 et P1 > 0, l’inégalité

AT P1A− P0 < 0,

est équivalente à l’existence d’une matrice Y telle que :
[
−P0 AT Y T

Y A −Y − Y T + P1

]
< 0.



Annexe B

Commande d’un pulvérisateur [3]

B.1 Introduction

In applications, a lot of systems exist with dead zones. Dead bands or zones are encountered in for example

robots and machine tools [94], [95], [147], hydraulic and pneumatic actuators [30], [124], in servo systems [138],

[117], parts of consumer products, like valves in cars [122], [152] etc. They can be put deliberately as for

example in so called ”overlap” hydraulic or pneumatic valves, to ensure closure. These valves are used in mobile

applications such as earth moving equipment and farm machinery [18]. Very often dead zones are introduced by

friction phenomena [5] and deteriorate system performance. In the latter case, which is dealt in this paper, the

dead zone is mostly introduced by non-linear friction, more specifically stiction. Several methods exist to handle

friction in control systems of which an overview is given by Armstrong et. al [5] and Olsson et. al [119]. They

range from friction compensation based on accurate determined models, robust control methods like sliding

mode e.g. [74], [158] or adaptive algorithms, identifying on-line the friction e.g. [62], [149]. Typically for friction

models is that they contain a discontinuous term, which changes in a discontinuous way with the velocity [5],

[119] e.g. a constant multiplied by sign(v) which is often called Coulomb friction. The function sign is defined

as :

sign(v) = 1,∀v > 0sign(v) = 0, v = 0sign(v) = −1, ∀v < 0 (B.1.1)

where v is the velocity (translational or angular) of the mass on which the control input and the friction

is acting. Most friction compensation methods that don’t require an accurate friction model contain a dis-

continuous term in the control law in order to obtain one unique equilibrium instead of multiple equilibrium

points. Southward [138] added in his control law a term which is discontinuous in the position, which is often

performed in position control systems with stick-slip and proved to have only one unique stable equilibrium

point. Actually, he created a system with two discontinuities as remarked by Young [159]. Young studied the

theoretical implications of such a control law in which the discontinuities were simple sign functions.

In this paper a pressure control system is studied, containing a dead zone and a discontinuous time varying

delay. The control law starts from the same simple methodology, often used in practice, which includes a

discontinuous term for dead zone compensation. The discontinuity of the control law changes with the sign of

the velocity, resulting in only one discontinuity in the system. Normally, in systems where such simple dead-zone

compensation methods are used, after compensation of the dead band, the control law is constructed based on
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Fig. B.1 – Schematic representation of the pressure control system

rules of linear control. On the example of the pressure control system, it is shown that the rules of thumb, which

are used for linear control are not valid anymore in case of dead zone compensation.

In a first section, the pressure control system is presented and described by an elaborate mathematical model.

This model is reduced for controller design. The control law, discussed in the next section, is based on a simple

dead zone compensation and a Kalman predictor. In next section, stability is analyzed by applying theory of

sliding mode control. Stability and attraction of the switching line is proved. The control law is applied to a

practical set-up and conclusions are drawn.

B.2 Description of the system

Figure (B.1) shows the lay out of the system. It is actually one section of an agricultural spray boom for

application of herbicides and fertilizer to the plants. A pump, containing two pistons, operating in anti-phase,

feeds the circuit. Pressure peaks, resulting from fast activation of valves or originating from the pulsating flow

of the pump, are attenuated by the accumulator. The closing valve allows to switch off rapidly spraying without

turning off the pump. The pressure at the nozzles is regulated by a flow control valve by adjusting the opening

to the return. A long flexible conduct links the pressure control valve with the metal conduct, on which the

nozzles are mounted. An electronic transducer measures the pressure at the entrance of the metal conduct. This

is the pressure of interest which is measured and should be controlled. The system is secured by a check valve,

limiting the pressure to 7bar.

B.3 Modelling of the system

The flow control valve is operated by an electrical 12V dc motor of which the electrical behavior is governed

by :

Li̇ + Ri + Blẋ1 = u (B.3.1)

in which L is the inductance, i the current, R the resistance of the wires, Bl the torque or electromotive

force constant, x1 the position of the valve and u the input voltage. The flow control valve is actually a ball

valve of which the equations of motion of the ball are described by :

Iẍ1 + Cẋ1 = ffric(i, ẋ1) (B.3.2)
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The ball valve exhibits considerable friction with the housing. This friction is captured in equation (B.3.2)

by a simple friction model consisting of a viscous term Cẋ1 and a discontinuous term ffric(i, ẋ1) including

stiction and the Coulomb part of the friction [5], [119] which can be modelled as :

ffric(i, ẋ1) = Bli− Fcsign(ẋ1) if |ẋ1| > 0

ffric(i, ẋ1) = Bli− Fssign(i) if ẋ1 = 0&|Bli| ≥ Fs

ffric(i, ẋ1) = 0 if ẋ1 = 0&|Bli| < Fs

(B.3.3)

where Fc is the constant force counteracting the motion of the valve when it is moving and Fs the stiction

force with Fc ≤ Fs.

Normally, the behavior of a conduct should be described by a partial differential equation. The dynamics of

the metal conduct is negligible to the dynamics of the flexible conduct. A description by a set of linear ordinary

differential equations provides a reasonable approximation, for the flexible conduct behavior. Such descriptions

can be obtained quite easily by for example linear black box identification methodologies :

Ẋ2 = AlX2 + Blx3 (B.3.4)

where X2 are the states of the conduct (having no physical meaning), x3 the pressure directly after the

flow control valve (Figure B.1), Al and Bl constant system matrices. The pressure y at the end of the flexible

conduct (Figure B.1) is calculated by :

y = ClX2 + Dlx3 (B.3.5)

in which Cl and Dl constant system matrices. Pressure y has to be controlled as stated in the previous

section.

The accumulator maintains a pressure equilibrium between the fluid pressure and air pressure which are

separated by a diaphragm. The behavior of the air can be described by a polytropic process [17] :

x3V
κ = constant (B.3.6)

where V is the volume occupied by the air. For relatively low pressures, as is the case here, air behaves like

an ideal gas such that in case of slow increasing pressure, the change of the state can be considered isothermal

with κ = 1. For fast fluctuating pressures around an equilibrium pressure, there is no time for the fluid to

exchange heat, such that the change of the state of the air can be considered adiabatic or isentropic with κ

equal to the specific heat ratio of air, which equals approximately 1.4. By deriving equation (B.3.6), the fluid

flow entering the accumulator can be computed.

Liquid flows q through restrictions such as valves and nozzles are often turbulent and proportional to the

square root of the pressure drop p [102] :

√
p = Rhydq (B.3.7)

with Rhyd a constant representing the hydraulic resistance. From the conservation of mass, the state equation

of the pressure x3 is derived :

ẋ3 = Kacc(105 + x3)(
1
κ +1)

( −√x3

freturn(x1(t−h)) −
√

Clx2+Dlx3
Rn

+ Kp
π
2 | sin(ωt + ϕ)|

) (B.3.8)



170 Chapitre B. Commande d’un pulvérisateur [3]

where Kacc grouping some constants of the accumulator and Rn the resistance of the nozzles. Function

freturn(x1(t − h)) is the resistance of the flow control valve, which is of course dependent on the angle of the

ball of the valve. For ease of construction, the motor support of the valve is connected to the housing through

pins encapsulated by rubber, resulting in some compliance between the motor support and the housing. This

causes a variable but bounded time delay h of which the value changes whenever the motor switches direction.

For one direction, the time delay equals approximately 0.23s and for the other 0.15. Term Kp
π
2 | sin(ωt + ϕ)|

represents the flow rate delivered by the piston pump of which the nominal flow equals Kp.

The entire model, consisting of state equations (B.3.1), (B.3.2), (B.3.4) and (B.3.8) with output (B.3.5) has

been validated and is used as an evaluation model.

For controller design a simpler model is derived. Assuming a small inductance L, small inertia I and fast

accumulator and flexible conduct dynamics, the system described by equations (B.3.1), (B.3.2), (B.3.4) and

(B.3.8) is a singular perturbed system [81]. From equations (B.3.1), (B.3.2), (B.3.4) and (B.3.8) the quasi-

steady-state or slow model is derived :

ẋ1 = Kmfd(u)
√

y = αx1(t−h)+β
x1(t−h)+γ 0 ≤ hmin ≤ h ≤ hmax

(B.3.9)

in which Km = Bl
RC+Bl2 . It is easy to see that when the moment of inertia I = 0, the angular velocity ẋ1

changes sign with the applied voltage u and ẋ1 equals zero whenever u = 0. Based on these considerations fd(u)

is a simplified version of equation (B.3.3) :

fd(u) = u− c0sign(u) if c1 ≤ |u|,
fd(u) = 0 if c1 > |u|,

and 0 ≤ c0 ≤ c1.

(B.3.10)

where c0 = FcR/Bl and c1 = FsR/Bl. The lower part of equation (B.3.9) is obtained from equation (B.3.8)

by setting ẋ3 = 0 and approximating freturn(x1(t− h)) by a linear function :

freturn(x1(t− h)) = breturnx1(t− h) + creturn (B.3.11)

with breturn and creturn regression constants. In reality freturn(x1(t − h)) is rather quadratic than linear.

Table (B.1) clarifies constants α, β and γ. The average flow rate of the pump Kp has been taken into account

of equation (B.3.9).

Based on the slow dynamics of the system, represented by equation (B.3.9), a control law will be designed.

Stability of the control law on the slow model is proved. No hard proof will be provided about the stability

of the complete system, only some indications will be given, but practice proves its stability. About, singular

perturbed systems with time delay only some results are available for the linear case [48], [78]. For nonlinear

systems, nothing was found by the authors of this paper.

B.4 Control law

In order to stabilize the state equation in (B.3.9), the rotation angle of the valve should be known. The

valve doesn’t contain a measurement system to determine the rotation angle, such that only the delayed state

x1(t− h) is available from the output
√

y.
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Tab. B.1 – Constants, α, β and γ

α β γ

RnKp
RnKpcreturn

breturn

Rn+
√

Dl−ClA
−1
l Blcreturn√

Dl−ClA
−1
l Blbreturn

˙̂x1(t) = Kmfd(u) + E(x1(t− h)− x̂1(t− ĥ)) (B.4.1)

where x̂1 is an estimate of the state x1, ĥ an average of the real delay h and E the Kalman gain. Actually,

equation (B.4.1) can only have an interpretation of a Kalman filter if h = ĥ. Normally, in case of a Kalman

filter, E is determined based on the noise properties of the process. As shown later, gain E is determined on

stability considerations.

Other predictor methods have been tested, based on convolution like integral expressions [101] but they

lacked stability. In literature [123], it is known that these methods of finite spectrum assignment are sensitive

to parametric uncertainties or variations, which is the case for this example.

Based on the prediction of the state x̂1, the control law is constructed :

u = −udsign(x̂1(t)−
β − γ

√
pd√

p
d
− α

)− a(x̂1(t)−
β − γ

√
pd√

p
d
− α

) (B.4.2)

The term β−γ
√

pd√
p

d
−α is the desired rotation angle, calculated back through the second part of equation (B.3.9)

by replacing y by the desired pressure pd. Constants a and ud are design parameters. Note that this is a very

simple control law, which is often found back in practical control systems. It is based on the idea of pole

placement, in which Kma is the final pole location, when the dead zone is compensated perfectly and c1 = c0

equal ud. With the same train of thought, the location of E is selected. Following a rule of thumb in observer

pole placement E should be 5 to 10 times faster (larger) then a. In what follows, it is shown that this way of

controller and observer design is far from optimal and that it is better to take, contrary to the rule of thumb,

E smaller than a in order to avoid instability. Furthermore, ud is considered as a design constant rather then a

compensation parameter.

B.5 Stability analysis

The control law of equation (B.4.2) has the nature of a variable structure system, imposing a sliding mode

if the sliding surface is attractive and stable. The stability of the system will be analyzed by the method of

equivalent control and a Lyapunov function [146].

From equation (B.4.2) the sliding surface s(t) can be derived :

s(t) = x̂1(t)−
β − γ

√
pd√

p
d
− α

(B.5.1)

It is important to note that the control law of equation (B.4.2) imposes a sliding mode on the predictor

instead of the real system. The equivalent control is deduced from equation (B.5.1) by deriving s(t) and assuming

sliding such that ṡ(t) is zero :
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ueq = − E

Km
(x1(t− h)− x̂1(t− ĥ)) (B.5.2)

In case the system is in sliding mode at time t− ĥ, x̂1(t− ĥ) can be replaced by x̂d where x̂d is the desired

pressure, which is the second term of the right hand side of equation (B.5.1). In the application, for which the

system is used, it may be assumed that the desired pressure is at least piecewise constant or changes so slowly

that the derivative of x̂d is zero. Note that it is tempting to write the equivalent control as :

ueq − c0sign(ueq) = − E

Km
(x1(t− h)− x̂1(t− ĥ)) (B.5.3)

which is wrong. Once on the sliding manifold, the control takes on two values ud and −ud and has the

character of a pulse width modulated (PWM) signal [38]. The equivalent control ueq gets the interpretation of

the slow continuous component or the filtered version of the PWM signal. As the sign function depends on the

sum of the fast and slow components of the control signal, it just lowers the amplitude of the PWM signal ud

by c0. Therefore, during sliding the following relation is valid [146] :

−ud + c0 ≤ ueq ≤ ud − c0 (B.5.4)

The control law of equation (B.4.2) guarantees that the relation c1 ≤ |u| is always satisfied, such that the

state equation in (B.3.9) reduces to :

ẋ1 = −E(x1(t− h)− x̂1(t− ĥ)) (B.5.5)

It is striking that during sliding, the dynamics of the system is governed by gain E of the predictor and

not by gain a of the control law in equation (B.4.2). By the simple reasoning of perfect compensation and pole

placement, a was faulty thought to determine the closed loop pole. In order to ensure a stable sliding mode,

constant E should be determined such that equation (B.5.5) is stable. The state in equation (B.5.5) contains a

time delay h, which changes by altering the direction of x1(t). In the worst case, h may change discontinuously

such that proper selection of gain E is not straightforward. Next theorem provides a necessary and sufficient

condition for E such that equation (B.5.5) is stable.

Theorem B.5.1 Assuming E ≥ 0, the system in equation (B.5.5) is stable with bounded delay : h ≤ hmax if

and only if :

π

2hmax
> E, (B.5.6)

Proof :

The poles σ of equation (B.5.5), determining the stability of the system, are obtained by solving following

equation :

σ = −Ee−σh (B.5.7)

Splitting σ in its real σr and its imaginary part σi and filling in in equation (B.5.7) delivers :

σr + jσi = −Ee−σrh (cos(σih)− j sin(σih)) (B.5.8)
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Equating the real and imaginary parts of σ from equation (B.5.8) renders :

σr = −Ee−σrh cos(σih) (B.5.9)

σi = Ee−σrh sin(σih) (B.5.10)

The system is stable if and only if σr < 0 and marginally stable if and only if σr = 0. Marginal stability is

obtained from equation (B.5.10) when cos(σih) = 0 or :

σih = ±π

2
+ k2π (B.5.11)

where k is an integer number. The larger h, the smaller σi should be in order to preserve stability. So the

worst case is when h = hmax. Filling in the pole with smallest imaginary part in absolute value in equation

(B.5.10), enables to compute E, which gives rise to marginal stability :

E =
π

2hmax
(B.5.12)

Therefore, in order to avoid marginal stability and assure stability, E should satisfy equation (B.5.6).

¤

Comment 1 : Very often, stability of time delay systems is proved by using Lyapunov-Krasovskii functionals

[86] from which LMI constraints are derived, which should be satisfied in order to guarantee stability. From these

LMI’s, controller gains are calculated, providing conservative controllers as the LMI constraints are sufficient

but mostly not necessary for stability. This is for example performed by Fridman et al. [53]. Solving their LMI

conditions renders a more conservative condition on E :

1
hmax

> E (B.5.13)

Comment 2 : Stability of equation (B.5.5) is only a necessary condition for staying on the switching line.

During sliding, the relationship of equation (B.5.4) needs to be satisfied. Because of overshoot and large past

values (x1(t − h) − x̂d(t − ĥ)), the system may jump from the sliding line. Later on, it is shown that once the

system is in sliding mode, it remains in sliding mode whenever equation (B.5.13) is fulfilled.

Comment 3 : As the observer is in sliding regime, the equivalent control ueq was calculated from the observer

equations (B.4.1), which is based on a model of the system. A model is never an exact representation of reality,

such that dead zone parameter c0, defined in equation (B.3.10), may differ by ∆c0 from the dead zone parameter

c′0 of the real system :

c′0 = c0 + ∆c0 (B.5.14)

In case there is a mismatch ∆c0 , the following theorem indicates how to adopt the gain parameter E in order

to assure stability.

Theorem B.5.2 In case a mismatch ∆c0 exists, E needs to satisfy :

E <
π(ud − c0)

2hmax(ud − c0 + |∆c0 |)
(B.5.15)
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Proof : During sliding, the predictor as well as the real system get the same PWM signal as input varying

between ±ud. After the dead zone of the predictor and the real system, the PWM signal is lowered by c0

respectively c′0. As the predictor is in sliding mode, the intended equivalent control ueq, given in equation

(B.5.2), is the slow component of the PWM signal after the dead zone of the predictor. The slow signal entering

the real system after the dead zone, which is actually the effectively applied equivalent control u′eq, is apart

from its amplitude exactly the same as ueq and is given by :

u′eq = − E (ud − c′0)
Km (ud − c0)

(x1(t− h)− x̂d(t− ĥ)) (B.5.16)

By comparing equation (B.5.2) and (B.5.16), the effectively applied feedback gain E′ can be calculated :

E′ =
E (ud − c′0)
(ud − c0)

(B.5.17)

To ensure stability of the system during sliding, instead of equation (B.5.6), the following equation needs to

be satisfied :

E′ <
π

2hmax
(B.5.18)

Note that c′0 is not known such that ∆c0 is only a guess of the size of the mismatch between c′0 and c0.

Consequently the worst case c′0 needs to be investigated which is c0 − |∆c0 |. Combining the worst case c′0 and

the equations (B.5.17) and (B.5.18) renders (B.5.15).

¤

Attraction of the sliding line, given by equation (B.5.1), is performed in the next theorem.

Theorem B.5.3 Let the delay of the system and observer satisfying h, ĥ ≤ hmax. The sliding line s(t) given

by equation (B.5.1) is attractive for the control law in equation (B.4.2), if the size of the delay h only changes

by the change of the direction of the angle x of the control valve.

Proof :

In order to prove attraction to the sliding line (B.5.1), a well known ([146]) Lyapunov function V is employed :

V =
1
2
s2

for which one has to show that the following is satisfied :

V̇ = sṡ < 0. (B.5.19)

Elaboration of equation (B.5.19) combined with equations (B.4.1) and (B.4.2) renders :

·
V (t) = (x̂1(t)− x̂d)[−Km(ud − c0)sign(x̂1(t)− x̂d)−

aKm(x̂1(t)− x̂d) + E(x1(t− h)− x̂1(t− ĥ))].
(B.5.20)

Initially, it is assumed that the set-point x̂d is not changed. Afterwards the general case of set-point changes

will be discussed.
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The case when
·
V (t) ≥ 0 is satisfied, is only possible if the terms (x̂1(t) − x̂d) and (x1(t − h) − x̂1(t − ĥ))

have the same sign. Lets assume for the moment that
·
V (t) > 0, it will be shown that there is a time instant

when
·
V (t) becomes negative and remains negative until the sliding line is reached.

Assume sṡ > 0 and :

(x̂1(t)− x̂d) > 0, (x1(t− h)− x̂1(t− ĥ)) > 0. (B.5.21)

x̂1(t− ĥ) > x̂d (B.5.22)

The situation when equation (B.5.22) is not satisfied but assumption (B.5.21) still holds is not interesting as

this implies, by the continuity of x̂1(t), automatically the attraction of s(t). As the above assumptions indicate

instability, the system diverges from the sliding line, implying by equation (B.4.1) an increase of (x̂1(t) − x̂d).

According to equations (B.5.21), (B.3.9) and (B.4.2), ẋ1(t) < 0. Knowing that the delay h is bounded by hmax,

there needs to be a time instant t1 when term (x1(t − h) − x̂1(t − ĥ)) starts to decrease, rendering sṡ < 0. In

case (x̂1(t)− x̂d) decays faster then (x1(t− h)− x̂1(t− ĥ)), there might be again a situation when sṡ > 0, such

that the distance (x̂1(t)− x̂d) enlarges again. However, as

x1(t− h) > x̂1(t− ĥ) > x̂d (B.5.23)

and s(t) = 0 has not been satisfied yet, the time delay h didn’t change such that from t1, x1(t − h) is

decreasing. Therefore, there needs to be a time instant when (x1(t− h)− x̂1(t− ĥ)) < 0 and therefore sṡ < 0.

By assumption (B.5.22) and equations (B.3.9), (B.4.2) this situation remains until s(t) = 0.

The case when sṡ > 0 and :

(x̂(t)− x̂d) < 0 (x(t− h)− x̂(t− ĥ)) < 0, (B.5.24)

can be treated in an analogous way.

Now, changing set-points xd are tackled. In case the distance |x̂(t)− x̂d| is enlarged, sṡ, given by equation

(B.5.20) becomes smaller, which is favorable for the stability. In the other case, the distance to the sliding line

is made artificially smaller and equation (B.5.20) becomes larger and probably positive. However, as shown

earlier in the proof, when the set-point is not changed, equation (B.5.20) will become by itself smaller, unless

the set-point xd is changed such that |x̂(t)− x̂d| is reduced again, bringing the system closer to the sliding line.

This indicates that by changing set-point values, the system cannot be destabilized.

¤

Comment 1 : The estimation of the delay has no influence on the stability. Based on performance conside-

rations, it is better to have a good estimate of the delay in order to minimize the time interval when sṡ > 0.

Comment 2 : Theorem B.5.3 doesn’t provide any advise on the value of design constant a. From equation

(B.5.20), it is clear that a should be positive and as large as possible in order to satisfy sṡ > 0. In practice, a

cannot be selected arbitrarily large and should be determined taking into account possible actuator saturation.

Comment 3 : The proof of theorem B.5.3 advises in equation (B.5.20) to select constant a larger than E.

By perfect dead zone compensation, which can never be realized in practice, the control law given by equation

(B.4.2) has a pole placement interpretation where a determines the closed loop poles of the system and E the

poles of the observer. In such a linear pole placement control strategy with observer, selecting a larger then
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Tab. B.2 – Simulation parameters

ud = 2.4 (V) Km = 1.71 (◦/(Vs)) c0 = c1 = 1.5 (V)

hmin = 0.15 (s) hmax = 0.23 (s) α = 1.59103 (
√

Pa/◦)

β = −1.04105 (
√

Pa) γ = −53.9 (◦)
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Fig. B.2 – Pressure evolution after a set point change at time = 10s, from 2bar to 3.5bar, (full line : E = 0.8,

a = 4, dashed line : E = 4, a = 0.8)

E is very uncommon and is against the intuition. However, the results of this paper indicate the opposite. A

simulation on system (B.3.9) with predictor (B.4.1) and control law (B.4.2) illustrates this. Parameters of the

simulation are given in table B.2. First a and E are selected following the pole placement strategy i.e. a = 0.8

and E five times larger : E = 4. Afterwards the values of a and E are exchanged : a = 4 and E = 0.8. Figure

B.2 shows the results. After 10s a set-point change of x̂d from 2bar to 3.5bar is imposed. The case where a > E

shows the fastest response. This can be explained by examining the evolution of s(t), given by equation (B.5.1).

For a > E, the sliding line is reached faster. The dashed curve, which reaches the slowest the set point, even

shows some oscillations which is due to the fact that the pole locations in sliding mode are determined by the

size of E. The larger E the closer to marginal stability.
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Comment 4 : By the attraction of the sliding line, the control law given by equation (B.4.2) leads never to

instability but can only cause limit cycle behavior or leads directly to convergence. On the other hand theorems

B.5.1 and B.5.3 provide only necessary conditions for stability of the sliding mode. In normal cases, it is desired

that once on the sliding line, the system remains on the sliding line. The following theorem provides a sufficient

condition on E such that this is satisfied.

Theorem B.5.4 Let the system in sliding mode at a certain time instant t0 and E
Km

|x1(t0) − x̂d| ≤ ud − c0

The system will remain in sliding mode if the following is satisfied :

E ≤ 1
hmax

(B.5.25)

Proof :

If the system is in sliding mode, x̂1(t) = x̂d. In order to guarantee that the condition on the equivalent

control (B.5.4) remains satisfied from t0 on, following condition needs to be valid for all t ≥ t0 :

E

Km
|x1(t)− x̂d| ≤ (ud − c0) (B.5.26)

In other words, all extreme values of x1(t) for t ≥ t0 need to meet equation (B.5.26). Extrema are encountered

at time instants when ẋ1 = 0. From the control law (B.4.2), extrema only occur after sliding when the equivalent

control is zero or x1(t− h) = x̂1(t− ĥ). Assume at t0 that x1(t) = x̂d such that, according to equation (B.5.4),

at least after hmax an extreme value occurs. By the fact that the system is in sliding mode at time t0,

|ẋ1(t0)| ≤ Km (ud − c0) (B.5.27)

and according to equation (B.5.27), the largest possible extreme value is xd±Km(ud− c0)hmax which needs

to satisfy equation (B.5.26) such that equation (B.5.25) needs to be valid.

¤

Comment : In case equation (B.5.6) is satisfied but equation (B.5.25) not, it has been observed in simulations,

that the system leaves several times the sliding line, but never enters a limit cycle.

B.6 Implementation

The control law of equation (B.4.2) and the predictor (B.4.1) were programmed on a digital controller

(ADWIN Gold, Jaeger Gmbh.) In order to transform the equations (B.4.1) and (B.4.2) to discrete time, the zero

order hold transformation rule was utilized. A sampling frequency of 1000Hz was selected, which is reasonably

high for this application, but assures that the continuous phenomena are well approximated and that no low

pass filter is required, which normally takes care that the Shannon principle is not violated.

The system parameters, used to design the control law, are listed in table B.2. Note that the discontinuous

component of the control law ud is selected considerably larger than the dead zone c0. From equation (B.5.15),

it is clear that the larger the gap ud − c0, the smaller the effect of uncertainties ∆c0 on the size of E. On the

other hand, the large ud, the more severe the switching.

For stability reasons, constant a should be positive and as large as possible but saturation of the control needs

to be avoided. During normal operation, the desired pressure varies between 0 and 5bars, which corresponds to
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Fig. B.3 – Pressure evolution after a set point change at time = 2s, from 2bar to 3bar, (full line : measured

pressure, dashed line : set point

a change of 6◦ of the angle of the valve x1, if the pressure is at 2.5bars. By selecting a = 3.5, the maximum

voltage is avoided, which is for a normal tractor approximately 14V .

For the selection of E, inequalities (B.5.6) and (B.5.25) consider only stability and not performance. From

previous elaborations, it is clear that E < a. Based on simulations with the extended model, described in section

’modelling of the system’, E = 1 is selected. This value of E doesn’t give overshoot or oscillations.

The controller is evaluated on the real system. Figure B.3 shows the results, after a pressure change form

2bar to 3bar. The vibrations at 23Hz on the measured pressure are caused by the pump, which is a two piston

pump, and not by chattering. These vibrations are the reason why such a high sampling frequency has been

selected. They are not harmful for the pressure distribution pattern.

B.7 Conclusions

A pressure control system, used in agricultural applications, has been modeled. By considering only the

most important dynamics, the system reduces to an integrator with a dead zone on the input, and an output

which depends non-linearly on the delayed state. A control law was proposed with dead zone compensation and

which actually originates from a pole placement with observer reasoning. Stability of the control law has been

assessed, based on the theory of sliding mode. A necessary and sufficient condition on the controller gain has

been derived, such that the system is stable during sliding, despite discontinuous changes of the delay. The effect

of perturbation on the dead zone and the controller gain has been investigated. It is proved that the proposed

control law never leads to instability but can only result in, by improper selection of the control parameters,

limit cycle behavior. Although the control law originates from the idea of perfect dead zone compensation and

pole placement, it is shown in the paper that in order to obtain a good performance, the standard rules of

thumb for linear systems with observer may not be applied. The control law has been implemented in practice.

Good performance has been observed.
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Abstract - This article deals with linear plants whose outputs are not available directly, but

only via digital sensors which deliver them in a delayed and sampled format. First, we reconstitute

the plant’s state by using a Lyapunov-Krasovskii based observer. A sampled tracking control

strategy is then proposed by combining the observer with a particular controller that belongs

to a class of piecewise continuous systems. Computer simulation examples are presented so as

to enhance the theoretical aspect. The method shows reliability and robustness against slight

time-variations of the plant’s parameters.

Keywords : Lyapunov-Krasovskii functional, LMI, sampled tracking, delayed output, piecewise continuous

systems

I. INTRODUCTION
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The aim of this research work is to develop a control strategy that enables sampled tracking on linear plants

in cases where the only available feedback is the plant’s delayed and sampled output vector. This is often the

case when we deal with control architectures that make use of digital calculators and digital sensors that are

time consuming in what concerns step calculations.

Assuming that the linear plant is perfectly identified, an observer is used so as to reconstitute the current

state by using the delayed (and sampled) output. This estimated state is necessary for the chosen controller.

For the discrete-time implementation, the data-sampling effect has to be taken into account. Following the

lines of [FRI, 04], [YU, 04] and [SEU, 05], we consider that it produces an additional, variable delay t − tk,

where tk is the most recent kth sampling instant. Generally, due to the computer architecture and operating

system, the sampling may be aperiodic, i.e. there is no exact period T such that tk = k.T . So, we assume

that a maximum sampling interval T is known, so that 0 ≤ tk+1 − tk ≤ T holds. The global delay resulting

from the computation-plus-sampling phenomena will be denoted by δ = t − tk, and it can be seen that the

limit case dδ/dt(t) = 1, which represents the worse situation in the study of time-delay systems, occurs almost

everywhere. The aim is to generate robust, stable and continuous-time observation with respect to the sampling

period or parameters uncertainties. A Luenberger observer for known time-varying delay is proposed using this

sampling modelization. The stability results are presented using Linear Matrix Inequality (LMI). Its purpose is

to estimate the current state as fast as possible.

In order to achieve sampled tracking, we propose a control unit based on [KON, 01], [KON, 02] and [KON,

03] that establishes a class of control systems whose evolution is described by exogenous switching of their

internal state. The chronology of the switching is defined by a set of sampling instants S = { tk, k = 0, 1, 2, ...}
called “switching instants”. These controllers that extend the notion of sampled control commands [KAB, 87]

are referred to as piecewise continuous systems (PCS). In this approach, the control input of the plant is defined

from two input spaces : the first space Ur allows control between switching instants, while the second input

space V s enables control at the switching instants. Referring to the classification of [TIT, 98], this class of

control systems has hybrid properties and extends the concept of compound control realized by [LAU, 72] and

[VAS, 72]. According to Branicky’s taxonomy of hybrid systems [BRA, 94], these control units are characterized

by autonomous switchings and controlled impulses.

It is well established in [KON, 03] that the use of PCS controllers enables sampled tracking on linear plants

by undertaking a state feedback. In our case, we make use of the aforementioned observer to feed the PCS

controller with an estimate of the state.

In this paper, we start by defining the particular nature of the output signal considered for feedback. A

block diagram of the whole closed loop structure is then given in section III. The observer and controller are

then described in the following sections. The reader can find at the end of the paper a typical visual control

example raising a delayed and sampled output problem while controlling a mobile cart by camera.

II. THE PARTICULAR SENSOR OUTPUT

The plant we consider in our study is a usual linear nth order system that we represent by its state and

output equations as follows :
x′(t) = A.x(t) + B.u(t),

y(t) = C.x(t),
(C.0.1)

with A ∈ <n×n, B ∈ <n×r and C ∈ <m×n being the real, known characteristic matrix of the system, and

x(t) ∈ Σn, u(t) ∈ Ur and y(t) ∈ Y m representing respectively the state, the input and the output of the plant.
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We assume that the pair (A,C) is observable.

In our case, we consider that neither the state x(t), nor the output y(t) of the plant is available. The only

data we can access becomes from a digital sensor that delivers the output y in a sampled and delayed format.

The sampling period of the sensor being te and its associated delay being D, we define the sensor data as such :

z(t) = y∗(t−D). (C.0.2)

In (C.0.2), (*) represents a sampling with a known maximal period te. In our study, we assume that D is

bounded with known upper and lower bounds.

An illustrating example can be the case where processed data accessed from a digital camera constitute

the output z(t) of a “visual” sensor. In that case, the te sampling period corresponds to the delivery of image

information where te represents the time for an image shooting. Moreover, the time delay D represents the time

necessary for image processing. Usually, in such an example, the delay is a multiple of the sampling period, so

that it can be expressed by D = N.te (N ∈ Z). This means actually that N snapshots are necessary to obtain

the required data.

The whole statement of this section is summarized in

Fig. 1, with N = 4 in the example considered in section VI.

III. PRINCIPLE

The aim is to be able to perform sample tracking of a given state trajectory by the plant’s unavailable state.

This is ensured by the PCS controller that necessitates the full state measurement given by the observer. The

closed loop structure is given in Fig. 2 below.

IV. OBSERVER DESIGN

Using the sampling representation proposed in the introduction, the sensor’s output can be written as

z(t) = y(t − δ(t)), where δ(t) = D + t − tk. Then a continuous-time, delayed Luenberger observer can be
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Fig. 2. Block diagram of the whole closed loop structure using delayed output feedback 
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considered :
x̂′(t) = A.x̂(t) + B.u(t)− L(y(t− δ(t))− ŷ(t− δ(t))),

ŷ(t) = C.x̂(t).
(C.0.3)

Since the pair (A,C) is observable, it is possible to determine a linear gain L such that the observer exponen-

tially converges to the real system in the non-delayed case. The next theorem allows us to design another L so

that the observer state x̂(t) converges sufficiently fast (with a guaranteed exponential rate α) to the real system

state x(t) despite a variable delay δ on the plant’s output. The error vector is defined as e(t) = x(t) − x̂(t).

From (C.0.1) and (C.0.3), this error is ruled by :

e′(t) = Ae(t) + LCe(t− δ(t))

Theorem1 : Suppose that, for some positive scalars α and ε, there exists a n×n positive matrix P1 and n×n

matrices P , S, Y1, Y2, Z1, Z2, Z3, R, Ra and a matrix W with appropriate dimensions such that the following

LMI conditions are satisfied for j=1,2 :



ψ

[
βiWC − Y T

1

εβiWC − Y T
2

]
µβi

[
WC

εWC

]

∗ −S 0

∗ ∗ −µRa




< 0

and 


R Y1 Y2

∗ Z1 Z2

∗ ∗ Z3


 < 0 (C.0.4)

where the symbol ∗ in a matrix represents a symmetrical entry, where β1 = eα(δ−µ), β2 = eα(δ+µ) and the

symmetric matrix ψ is given by ψ =

[
ψ11 ψ21

ψT
21 ψ22

]
and :

ψ11 = PT (A + αIn) + (A + αIn)T P + S + δ.Z1 + Y1 + Y T
1 ,

ψ12 = P1 − P + εPT (A + αIn)T + δ.Z2 + Y2,

ψ22 = −ε.(P + PT ) + δ.Z3 + 2µ.Ra.

In the previous theorem, the delay δ(t) and then, δ and µ, are imposed by the maximum the sampling period

and the computation delay. The greater α corresponds to a faster the stabilization. Thus, the objective is to

tune ε to maximize α.
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The proof is based on Lyapunov-Krasovskii techniques and descriptor representation detailed in [SEU, 06].

V. PCS CONTROL COMMAND

A. Principle

The principle of PCS control is to build an associated PCS system whose output constitutes the input of

the plant. Note that some of the variables of the controller are c-indexed so as to be distinguished from those

of the observer. According to [KON, 03], we make use of a PCS system to define a particular PCS controller

whose behavior can be summarized as follows :

1. The state of the PCS controller is switched to forced values at regular intervals of period Tc, with Tc < te

such that te = q.Tc, with q ∈ < and q ≥ 1. The corresponding switching set is represented by S =

{ k.Tc, k = 0, 1, 2, ...}.
2. The equations describing the behavior of the controller are :

λ′(t) = αc.λ(t), ∀t ∈ ] k.Tc, (k + 1)Tc] , (C.0.5)

λ(k.T+
c ) = δc.ψc(k.Tc),∀k = 0, 1, 2, ..., (C.0.6)

w(t) = γc.λ(t), ∀t. (C.0.7)

Equation (C.0.5) describes the continuous evolution of the controller’s state λ(t) ∈ Σn upon ] k.Tc, (k + 1)Tc],

αc ∈ <n×n being the state matrix of the controller. The only parameter that defines the behavior of the

controller’s state in this interval of time is αc which can take an arbitrary value. Usually, it is fixed such that

the PCS is stable between switching instants.

Equation (C.0.6) defines the controller’s state at switching instants, by means of a bounded discrete input

ψc ∈ V s, and according to the linear relationship characterized by the matrix δc ∈ <n×s.

Equation (C.0.7) is the output equation of the controller, characterized by the full rank matrix γc ∈ <m×n.

The output w(t) ∈ Y m constitutes the input command to be fed to the plant.

Fig. 3a gives the realization diagram of a PCS controller and Fig. 3b shows its state’s evolution.

It is shown in [KON, 03] that if the state of the plant is available, it is possible to define ψc(t) and δc so

as to achieve discrete tracking of a c(t) state trajectory by the plant’s state x(t) at each switching instant and

with one sampling period delay : x((k + 1)Tc) = c(k.Tc), ∀k = 0, 1, 2, ....

Note that from now on, the discrete values of every function will be considered as being sampled at Tc

period and to simplify the notations, any time function f(t) at a given k.Tc instant will be written as f(k.Tc) =

fk ∀k = 0, 1, 2, .... Moreover, dealing with PCS gives rise to discontinuous signals. Thus, if any signal f(t)

is discontinuous, we shall consider the right value at the discontinuity since the switching at each k.Tc imply

consequences occurring at every k.T+
c . However, for simplification sake, the notation fk will be used, instead of

the strict one : f+
k = f(k.T+

c ).

B. State Feedback PCS Controller

Let’s design a PCS controller meant to perform sampled tracking in the case where the state x(t) of a linear

plant (as in (B.1.1)) is available. The aim is to define its matrix ψc(t) and input δc to achieve xk+1 = ck. The

controller’s output is linked to the plant’s input, thus u(t) = w(t). Then, we only have to rely on the observer
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defined above to make use of x̂(t) instead of x(t) as in Fig. 2. In this case, the behavior of the closed loop system

can be given by the following equation set :

x′(t) = A.x(t) + B.u(t),∀t,

λ′(t) = αc.λ(t), ∀t ∈ ] k.Tc, (k + 1)Tc] ,

u(t) = γc.λ(t),∀t,

λk = δc.ψck
,∀k = 0, 1, 2, ....

By integration, the first three equations allow us to write in a sampled format, the next step value xk+1 of the

state as a function of its previous one xk :

xk+1 = f.xk + M.λk, (C.0.8)

with f = eATc and M = f.
Tc∫
0

e−AτB.γc.e
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 Fig. 3b. State evolution of a PCS controller 

).( pcsTkλ

In order to realize the discrete tracking which is defined above, we only have to fix down the tracking

condition which is xk+1 = ck, where c(t) is the desired state trajectory. Thus, from (C.0.8) we have :

λk = M−1 {ck − f.xk} (C.0.9)
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Equation (C.0.9) gives the switching value of the controller’s state, under the condition that M−1 exists [KON,

03]. Hence, in this case, we are able to define the PCS controller with :

δ = M−1 and ψ(t) = c(t)− f.x(t),

α and γ chosen arbitrarily.

VI. COMPUTER SIMULATION EXAMPLE

In view of validating our method we have simulated, by means of Matlab Simulink, the behavior of the whole

closed loop structure shown in Fig. 2. This computer simulation reflects the control of a real system which is

described below. As shown in Fig. 4, this system consists of the visual position control of a moving cart.

 

A. The Plant

The plant which is considered here is a cart that moves along a horizontal and straight line segment. The

cart is powered by an electric motor by means of a notched belt. The plant’s state is composed of the real

position and speed of the cart, while its output is given by the real position only :

x =

[
x1

x2

]
=

[
real position

real speed

]
, y = x1

The motor is of a brushless type. It is driven in +/-10V by a dSpace computer input/output card via a

power amplifier. Supplied with 240V (mono), it can offer a nominal couple of 3.0Nm with a power of 200W.

Identification with a second order approximation of the amplifier-motor-cart set has shown a time constant of

8.3ms and an overall gain of 2.9m/S/V.

Hence, we assume that the plant can be defined as in (C.0.1) by matrices :

A =

[
0 1

0 −120

]
, B =

[
0

350

]
and C =

[
1 0

]

B. The Sensor

The aim of the experiment is to realize a visual position control of the cart. Thus, the sensor is an “artificial

vision” system that observes an infrared LED fixed on the cart, as shown in Fig. 4. This vision system is

constituted of a motionless digital infrared CCD camera connected to a computer allowing image processing.

The camera is positioned above the cart and observes its motion. Thus, after a location operation, the artificial

vision system outputs the position of the cart in a te-sampled format, with here a delay equal to te itself. We

thus have in this case :

z(t) = x∗1(t− te), with (*) : sampling at te.

Here, te = 28 ms. This corresponds actually to image snapshots with a te-period reset mode ensuring that

image acquisition and processing are carried out inside that period.
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C. The Observer

In this particular example, the resolution of the LMI conditions (4a,b) leads to the Luenberger gain :

L =

[
−3.1225

0.0569

]

D. The Associated PCS Controller

In order to achieve tracking, the PCS controller uses the estimated state obtained from the observer. The

controller is switched at regular intervals with Tc = 10msand is defined by :

αc =

[
−0.1 0

0 −0.2

]
, γc =

[
1 1

]

E. The Aim of the Experiment

In the present example, the goal is to be able to realize sampled position tracking of a desired trajectory by

the cart. According to our method’s requirement, we have to define a state trajectory, which is here chosen to

be :

c(t) =

[
c1(t)

c2(t)

]
=

[
a. sin(ω.t)

a.ω. cos(ω.t)

]

In this example, c2(t) is bound to be the derivative of c1(t), since they represent, respectively, the desired speed

and position trajectories.

F. Results Comment

Figs. 5 and 6 illustrate tracking results for the stated example. Note that for comparison sake, the desired

trajectory has been delayed appropriately on those figures. The PCS switching period and parameters of the de-

sired trajectory differ so as to express performance in working conditions (Fig. 5) and functioning demonstration

in exaggerated ones (Fig. 6).
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Fig. 5a shows sampled tracking of c1(t) by the plant’s output y(t) which is here equal to the real cart position

x1(t). Similarly, Fig. 5c shows how the second state variable (speed) reaches its desired trajectory at switching

instants.

Note that the x1(t) and x2(t) curves intersect those of c1(t− Tc) and c2(t− Tc) respectively at every k.Tc,

thus showing Tc-sampled tracking with a delay of Tc. These results can be better appreciated on Figs. 6a and

6b respectively.

In the same way, Fig. 5b represents sampled tracking of c1(t) by z(t) with a delay equal to Tc + te (since

D = te in the present example).

Fig. 5e and Fig. 6c illustrate the control command fed to the plant. Coming out of a PCS controller, we can

notice its piecewise continuous nature.

On the other hand, Fig. 5d shows how the estimated state follows continuously the actual plant’s state.

Moreover, to illustrate the high performance of the observer, we consider in Fig. 7 the case where the initial

condition of the plant’s state is unknown to the observation block.

Note that though we have shown the state’s evolution for demonstration sake, we do not use it for feedback,

since we assume it to be unavailable.

VII. CONCLUSION

The method that we present in this paper is appropriate for control of linear plants in cases where the only

available feedback comes from a sensor delivering the plant’s output vector in a delayed (of D) and sampled (at

te) format. The proposed observer reconstitutes the current state of the plant from the sensor’s output enabling

fast convergence of the estimated state towards the actual state, even in cases of unknown initial conditions

of the latter. State observation also holds for varying delay and sampling period, given their upper and lower

limits.

The control unit is based on a PCS controller which makes use of the estimated state and guarantees sampled

tracking of a given state trajectory c(t). It ensures at each k.Tc (∀k = 0, 1, 2, ...) :

x(t) = c(t− Tc),

z(t) = C.c(t− Tc −D).

With our notations, this tracking can be expressed by :

x(k.Tc) = c((k − 1).Tc)∀k = 0, 1, 2, ...,



188 Chapitre C. Contrôle d’un moteur par capteur visuel [20]

 

(b) 

(a) 

(c) 

-2

0

2

-200

0

200

0.3 0.32 0.34 0.36 0.38
-200

0

200

time, s

)()( 1 txty =  

)(1 cTtc −

)(tu  

)(2 cTtc −
)(2 tx  



189

z(k.Tc) = C.c((k −N.q − 1).Tc)∀k = 0, 1, 2, ....

Computer simulations showed that the method is reliable and moreover robust against slight time-variations of

the plant’s parameters.

Note that in every case, the PCS controller show better efficiency for small values of Tc, which is the period

at which the PCS controller’s state switches.

As a perspective of our study, works are presently being carried out to optimize the PCS controller to ame-

liorate its behavior between switching instants so as to enhance the tracking in this interval. This optimization is

based on that given in [KON, 03]. Moreover, we intend to realize a controller based on the bi-sampled controller

[KON, 02] that outputs a sampled command between switching instants.

Furthermore, we are undertaking real time experiments to test the present method on the real system of

Fig. 4.
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Annexe D

Observateurs à modes glissants et

observateurs d’Utkin

Dans les développements théoriques associés aux modes glissants et à la théorie du contrôle, on suppose

souvent que l’état complet du système est disponible. Ainsi le développement d’observateurs pour estimer le

vecteur d’état permet, dans des cas concrets, d’utiliser ces lois de commande. L’idée d’utiliser les dynamiques

du système pour construire un observateur a été développée par Luenberger [100]. Dans ce type d’observateurs

l’estimation nécessite la valeur de la commande et de l’erreur entre la sortie mesurée et estimée. L’objectif est

finalement de contraindre l’erreur à tendre vers zéro.

Considérons le système linéaire décrit par :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t),
(D.0.1)

où A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n et p ≥ m. On suppose que les matrices B et C sont de rang plein et que

la paire (A,C) est observable.

Comme nous allons considérer les sorties du systèmes, il apparâıt assez naturellement que les sorties de-

viennent des composantes de l’état. Comme dans [38] (Chapitre 5), une possibilité est d’utiliser le changement

de variables x 7→ Tcx où :

Tc =

[
NT

c

C

]
,

où les colonnes de NcRn×(n−p) sont dans le noyau de C. Cette transformation est non singulière, et par rapport

à la nouvelle variable, la nouvelle sortie est :

CT−1
c = [0 Ip] .

Si les autres matrices définissant le système s’écrivent :

TcAT−1
c =

[
A11 A12

A21 A22

]
et TcB =

[
B1

B2

]
,

alors le système (D.0.1) s’écrit :

ẋ1(t) = A11x1(t) + A12y(t) + B1u(t)

ẏ(t) = A21x1(t) + A22y(t) + B2u(t),
(D.0.2)

191
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où

Tcx =

[
x1

y

]
l n− p

l p

L’observateur proposé par Utkin [145] est de la forme :

˙̂x1(t) = A11x̂1(t) + A12ŷ(t) + B1u(t)− Lν

˙̂y(t) = A21x̂1(t) + A22ŷ(t) + B2u(t) + ν,
(D.0.3)

où (x̂1, ŷ) sont les estimation de l’état (x1, y), L ∈ R(n−p)×p est une matrice constante et les composantes du

vecteur discontinu sont définies par :

νi = Msgn(ŷi − yi),

où M ∈ R+. S’il les erreurs entre l’estimation et l’état réel sont définies par e1 = x̂1 − x1 et ey = ŷ − y, alors

(D.0.1) et (D.0.3) conduisent aux équations différentielles suivantes :

ė1(t) = A11e1(t) + A12ey(t) + Lν

ėy(t) = A21e1(t) + A22ey(t)− ν,
(D.0.4)

Sachant que la paire (A,C) est observable, la paire (A11, A21) est aussi observable. Ainsi L doit être choisie de

telle manière que la matrice A11 +LA21 ait des valeurs propres dans C−. On définissant le nouveau changement

de variables :

T̃ =

[
In−p L

0 Ip

]
,

avec la variable ẽ1 = e1 + Ley. Ainsi la dynamique de l’erreur est régie par les équations différentielles :

˙̃e1(t) = Ã11ẽ1(t) + Ã12ey(t)

ėy(t) = A21ẽ1(t) + Ã22ey(t)− ν,
(D.0.5)

où Ã11 = A11 + LA21, Ã12 = A12 + LA22 − Ã11L et Ã22 = A22 −A21L. Il s’en suit que dans le domaine :

Ω =
{

(e1, ey) : ‖A21e1‖+ 1/2λmax(Ã22 + ÃT
22)‖ey‖ < M − η

}
,

avec η < M des réels positifs, la condition suivante est réalisée :

eT
y ey < −η‖ey‖.

Ainsi le système entre en régime glissant sur la surface S0 = {(e1, ey) : ey = 0}. A partir d’un certain

temps fini ts, les variables ey et ėy sont nulles. L’équation (D.0.5) devient alors :

˙̃e1(t) = Ã11e1(t),

qui avec un choix judicieux du gain L est un système stable et implique que ẽ1 → 0 et par conséquent x̂1 → x1.
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des retards, Ph.D. thesis, Université des Sciences et Technologies de Lille, 1996.

[10] R. Bellman and S.L. Cooke, Differential difference equations, Academic Press, New York, 1963.

[11] K.-E. Bouazza, M. Boutayeb, and M. Darouach, Observers based stabilization for non linear discrete-time

systems, European Control Conference (United Kingdom), September 2003.

[12] M. Boutayeb and M. Darouach, Reduced-order observer for discrete time systems with multiple delays,

IEEE Conference on Decision and Control (CDC) (United States of America, Las Vegas), December 2002.

[13] S. Boyd, L. ElGhaoui, and E. Feron, Linear matrix inequalities in system and control theory, SIAM, 1994.

[14] L. Bushnell, Networks and control, IEEE Trans. Control Systems Magazine 22 (2001), no. 1, 22–29.

[15] C.I. Byrnes, M.W. Spong, and T.J. Tarn, A several complex variables approach to feeback stabilization of

linear neutral delay-differential systems, Math. Systems Theory 17 (1984), 97–133.

[16] Y. Cao, Z. Lin, and T. Hu, Stability analysis of linear time-delay systems subject to input saturation, IEEE

Trans. on Circ. and Syst. I 49 (2002), 233–240.

193



194 BIBLIOGRAPHIE
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