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Résumé 

Grâce à leurs propriétés mécaniques particulières, notamment leur capacité à subir de grandes 

déformations d'une part, et à dissiper de l'énergie d'autre part, les élastomères chargés sont de 

plus en plus employés dans de nombreux domaines industriels. Cette utilisation nécessite une 

bonne maîtrise de leur comportement mécanique et de leurs propriétés ultimes telles que la 

rupture aussi bien en sollicitations monotones qu'en sollicitations cycliques. 

Après un rappel de la structure physico-chimique des matériaux élastomères, des phénomènes 

liés à leur comportement mécanique ainsi que des différents modèles permettant de restituer 

ce comportement, la mise au point d'outils expérimentaux permettant la description du 

comportement local du matériau étudié (ici Styrène Butadiène (SBR) chargé) est une première 

étape de ce travail. La modélisation du comportement est développée suivant une approche 

phénoménologique dans le cadre de l'hyperélasticité. 

Le second objectif de notre travail consiste à rechercher un critère de fatigue multiaxiale pour 

les élastomères. Après une analyse des différentes approches utilisées dans la littérature pour 

la prédiction de la dwée de vie en fatigue de tels matériaux, la variable d'endommagement 

retenue qui prend en compte les effets des chargements multiaxiaux est celle proposée 

récemment par Mars en 2001. Cette fonction a la dimension d'une énergie et correspond à la 

portion de l'énergie de déformation disponible pour ouvrir une fissure fictive dans un plan 

donné. Un développement analytique de ce critère est effectué dans le cadre des grandes 

déformations et le résultat obtenu est appliqué à 1' ensemble des sollicitations courantes 

incluant des états de chargements multiaxiaux. La prédiction du plan de fissuration est en bon 

accord avec les observations expérimentales de la littérature. Afin d'appliquer le critère à 

l'échelle de la structure, son implémentation dans un code de calcul par éléments finis est 

réalisée. Une parfaite corrélation est obtenue entre les résultats analytiques et ceux issus des 

simulations numériques pour l'ensemble des sollicitations classiques, permettant ainsi de 

valider l'algorithme implémenté. Une particularité importante du critère qui réside dans sa 

dépendance vis-à-vis du trajet de chargement est également mise en évidence. Finalement, 

nous avons mené une série de tests expérimentaux de traction uniaxiale et de cisaillement pur 

en fatigue. La capacité du critère retenu à corréler aussi bien nos résultats expérimentaux que 

ceux de la littérature est mise en évidence. 

Mots-clés : élastomères - hyperélasticité - critère de fatigue multiaxiale - grandes 

déformations - densité d'énergie de fissuration. 



Abstract 

Elastomer' s ability to undergo large strains without permanent deformation and to dissipatè 

energy makes it ideal for many industrial applications. This use requires a good control of its 

mechanical behaviour and a formulation of fracture criteria as weil in monotonie as in cyclic 

loadings. 

After a review of the physicochemical structure of the elastomeric materials, phenomena 

related to their mechanical behaviour as weil as various models describing this behaviour, the 

development of experimental procedure allowing to the local behaviour description of the 

studied material (here Styrene Butadiene Rubber (SBR)) is a first stage of this work. The 

behaviour modeiling is developed according to a phenomenological approach using the 

hyperelasticity formalism. 

The second objective of our work consists in seeking a multiaxial fatigue life criterion for 

elastomers. After an analysis of different approaches used in the literature for the fatigue life 

prediction of such materials, the retained damage variable, which takes into account the 

effects of the multiaxialloadings, is that proposed recently by Mars in 2001. This function ha~ 

the dimension of an energy and corresponds to the portion of the strain energy density 

available to open a crack in a given plan. An analytical development of this criterion is carried 

out, for a Neo-Hookean material, in the case of finite strains framework and the obtained 

result is applied to ail current loadings including multiaxial strain states. The prediction of the 

cracking plane is in agreement with the experimental observations reported in the literature. 

Then, the criterion is implemented in an FE program. That allows both the analysis of 

complex structures and the use of more confident constitutive laws. A FE analysis was 

achieved for the typical strain fields for which we got analytical solutions. We have primarily 

found a perfect correlation between the FE results and the analytical predictions, allowing us 

to validate the implemented algorithm. A significant relevance of the criterion which lies in 

its dependence with respect to the load history is also highlighted. Finally, we have achieved a 

set of experimental fatigue tests including uniaxial tension and pure shear loading. The 

obtained results confirm the efficiency of the retained criterion to describe the fatigue life of 

rubbers under multiaxialloading. 

Keywords: elastomers - hyperelasticity - multiaxial fatigue criterion - large deformations -

cracking energy density. 
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Introduction générale 

La tenue en fatigue des matériaux élastomères est un sujet encore mal connu. Cependant, le 

besoin croissant de tels matériaux aux bonnes propriétés mécaniques, notamment dans des 

domaines aussi exigeants tels que ceux de l'automobile et de l'aéronautique, amène les 

industriels à réaliser des études de plus en plus poussées sur ce type de matériaux. 

Plusieurs approches ont été proposées et évaluées pour la prédiction de la durée de vie en 

fatigue multiaxiale dans les métaux. Pour les élastomères, cependant, les effets du chargement 

multiaxial ne sont pas encore maîtrisés et donc, aujourd'hui, la capacité de prédire la durée de 

vie en fatigue sous l'effet de tels chargements complexes est un besoin crucial. 

D'un point de vue général, les recherches en fatigue pour les élastomères sont abordées de la 

même manière que celle utilisée pour les métaux en distinguant deux approches principales. 

Une approche consistant à prédire la duré de vie d'initiation de la fissure, utilisant la 

déformation et/ou la contrainte comme paramètres définis en un point matériel. La deuxième 

approche, basée sur l'idée de la mécanique de la rupture, prédit la propagation d'une fissure 

particulière d'une taille initiale jusqu'à une dil!lension critique. 

Depuis les années 40, de nombreux travaux portant sur la fatigue des élastomères ont été 

réalisés. Les auteurs utilisaient des variables globales (déformation, contrainte ou énergie de 

déformation) pour prédire la durée de vie d'initiation en fatigue de tels matériaux. Bien que 

certains de ces travaux exploitaient des essais multiaxiaux, rares sont ceux visant à étendre les 

résultats obtenus sous sollicitations monoaxiales aux sollicitations multiaxiales. 

Cinquante ans après, les possibilités du calcul numérique ouvrent la voie au traitement du 

comportement complexe des élastomères et à 1' exploitation des grandeurs locales. Ainsi, sous 

réserve d'utiliser des grandeurs intrinsèques à la fatigue des élastomères, les résultats d'essais 

peuvent être transposés aux pièces industrielles. Quelques. auteurs ont donc défini des 

grandeurs représentatives de l'état d'endommagement généralisées aux cas de chargements 

multiaxiaux afin d'identifier une loi empirique qui les relie au nombre de cycles à l'amorçage. 

Des travaux récents sur le sujet proposent des paramètres équivalents permettant à la fois de 

rationaliser les résultats expérimentaux, de localiser l'amorçage des fissures et de prédire leur 

orientation [MAROla],[MAROlb],[VER05],[VER06],[SAN06a],[SAN06b]. Cette dernière est 

devenue discriminante pour la généralisation des grandeurs d'endommagement en fatigue 
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uniaxiale au cas de la fatigue multiaxiale, en particulier pour des approches par plans 

critiques. 

Ce travail de thèse a pour but de contribuer à l'établissement d'un critère de dimensionnement 

unifié en fatigue multiaxiale des matériaux élastomères. L'étude s'appuiera sur des outils 

numériques de calcul par éléments finis et sur des essais expérimentaux en chargement uni et 

multiaxial. Le critère retenu sera implémenté dans un code de calcul afin de permettre le 

dimensionnement d'éléments structuraux comportant en tout ou en partie de tels matériaux. 

Ce prédimensionnement permettrait de réduire le nombre d'essais et de prototypes avant 

industrialisation. Afin de réaliser ces objectifs les étapes suivantes seront menées le long de ce 

mémoire: 

Le premier chapitre présentera un rappel des différentes propriétés physiques des élastomères 

liées à leur structure moléculaire particulière. Les caractéristiques de la matrice ainsi que le 

rôle de la vulcanisation et la nécessité du renforcement seront précisés. Dans un second lieu, 

nous ferrons une description du comportement mécanique des matériaux élastomères incluant 

l'hyperélasticité non linéaire et les effets dissipatifs. Nous présenterons également un 

phénomène mécanique particulier que constitue l'adoucissement cyclique (stress-softening) 

connu sous le nom d'effet Mullins avec les principales interprétations qui lui sont associées. 

La deuxième partie du mémoire établira un état de l'art, non exhaustif, de la modélisation du 

comportement mécanique des élastomères. Ce chapitre s'articulera autour de deux points 

principaux. Dans un premier temps, nous rappellerons quelques éléments de la mécanique des 

milieux continus en grandes déformations, puis nous passerons en revue les principaux 

travaux de recherche établis dans la littérature concernant les modèles de comportement 

hyperélastique quasi-incompressible des matériaux élastomères mettant en évidence la 

multiplicité des choix. 

Le troisième chapitre propose une revue non exhaustive de la fatigue des élastomères depuis 

les années 40. Il concernera les deux approches principales qui sont utilisées dans la littérature 

pour la prédiction de la durée de vie en fatigue de tels matériaux, à savoir l'approche 

d'initiation et celle de propagation des fissures. Pour chacune des deux approches, nous 

présenterons les principaux travaux en terme de résultats expérimentaux et de critères qui lui 

sont associés avec, à chaque fois que nécessaire, les paramètres pouvant influencer la durée de 

vie en fatigue des milieux élastomères. Précisons à ce niveau que la confidentialité couvrant 

ce domaine n'est pas un facteur qui facilite le développement et la confrontation d'idées. A 

l'instar de cette étude, nous conclurons ce chapitre par une identification du critère retenu qui 

sera développé dans nos travaux ultérieurs. 
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La caractérisation expérimentale du matériau étudié type Styrène Butadiène (SBR) chargé 

fera l'objet du chapitre IV. Après une présentation détaillée de ce matériau, nous décrirons le 

protocole expérimental mis en place ainsi que la nécessité d'avoir recours à un moyen de 

mesure locale et sans contact des déformations. Des essais monotones de traction uniaxiale et 

de cisaillement pur seront réalisés afin d'obtenir une base de données exploitable pour la 

description du comportement local du matériau choisi. Un module d'identification incorporé 

dans un logiciel de calcul par éléments finis nous permettra d'effectuer une étude comparative 

de différentes lois constitutives hyperélastiques. Ceci nous conduira au choix de la densité 

d'énergie de déformation la plus appropriée pour la modélisation du comportement 

mécanique non endommageable du SBR étudié. Afin de prendre en compte l'adoucissement 

du matériau du à 1' effet Mullins, nous mènerons également des essais cycliques et nous 

proposerons à la fin de ce chapitre une démarche simple permettant la détermination de 

l'énergie de déformation d'un cycle stabilisé associée à chaque amplitude de déformation 

imposée au matériau, sans avoir recours à un modèle robuste. 

Enfin le cinquième chapitre sera consacré à la modélisation en fatigue multiaxiale de notre 

matériau d'étude. Le critère retenu étant identifié dans le chapitre III, il a été introduit 

récemment par Mars et a permis d'offrir une bonne corrélation des résultats expérimentaux 

relatifs aux essais de fatigue en traction/torsion et en traction uniaxiale/équibiaxiale menés sur 

des matériaux élastomères de type caoutchouc naturel (NR) et Styrène Butadiène (SBR) 

[MAROla],[MAROlb]. 

Dans l'objectif de vérifier la pertinence de cette variable d'endommagement pour d'autres 

types de sollicitations, notre démarche consistera d'abord à faire un développement de son 

expression analytique en grandes déformations et le résultat obtenu sera appliqué aux 

différentes sollicitations courantes. L'implémentation du critère dans un code de calcul par 

éléments finis sera également réalisée afin de l'appliquer à l'échelle de la structure et quel que 

soit le type de chargement. La confrontation des résultats analytiques précédents à ceux issus 

des simulations numériques pour les sollicitations classiques permettra de valider l'algorithme 

implémenté. Egalement à travers quelques simulations numériques, une particularité du 

critère, qui réside dans sa dépendance vis-à-vis du trajet de chargement, sera mise en 

évidence. Finalement, nous conclurons notre travail par une validation expérimentale du 

critère retenu à travers des essais de fatigue en traction uniaxiale et en cisaillement pur et des 

données expérimentales de la littérature issues de la traction simple et de la torsion. 
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Chapitre 1. Généralités sur les élastomères 

1.1. Introduction 

Les élastomères font partie de la grande famille des polymères et désignent aujourd'hui d'une 

façon générale tous les caoutchoucs, naturels ou synthétiques dont les propriétés sont 

étroitement liées au caractère aléatoire de la distribution et de la nature de leurs chaînes 

macromoléculaires. 

Du coté des avantages, le caoutchouc naturel a d'excellentes caractéristiques physico

chimiques et mécaniques, une très bonne tenue en basse température, une bonne compatibilité 

avec la plupart des autres matériaux et une grande souplesse de formulation. A l'inverse, 

certaines caractéristiques font défauts, en particulier sa médiocre résistance mécanique et 

chimique : sa relative perméabilité aux gaz, une durée de vie assez limitée si les conditions de 

vieillissement sont sévères et un mauvais comportement vis-à-vis de la plupart des huiles et 

des solvants usuels. Des tentatives pour remédier aux inconvénients mentionnés ci-dessus, ont 

permis l'émergence des élastomères de synthèse fournissant une large palette de propriétés et 

d'utilisation. 

L'utilisation des élastomères est aujourd'hui en pleine croissance dans plusieurs secteurs de 

l'industrie, en particulier dans les domaines de l'automobile et de l'aéronautique. De tels 

domaines deviennent de plus en plus exigeants en ce qui concerne les performances des 

pièces et leur fiabilité. Cette utilisation concerne principalement des pièces ·qui sont 

étroitement liées à la sécurité et qui sont soumises à de fortes sollicitations statiques ou 

dynamiques. De ce fait, une bonne connaissance des caractéristiques mécaniques et physiques 

permettra d'améliorer la conception et d'élargir les domaines d'utilisation de ces matériaux 

tout en assurant leur durabilité avec un meilleur rendement. 

Ce chapitre introductif a pour but d'analyser le comportement des matériaux élastomères tant 

du point de vue physico-chimique que mécanique. Afin d'en comprendre les mécanismes, un 

grand nombre d'études ont été réalisées. Nous proposons ici de présenter les principaux 

résultats relatifs aux propriétés mécaniques des élastomères après avoir donné une description 

de leur structure moléculaire. L'étude des modèles capables de restituer ces comportements 

fera l'objet du chapitre IL 
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1.2. Structure physico-chimique des élastomères 

L'élastomère est un polymère constitué de milliers de chaînes longues et flexibles qui possède 

la faculté de pouvoir supporter de très grandes déformations en revenant quasi-instantanément 

à 1 'état de repos une fois la contrainte relâchée. La recouvrance de son état initial est rendu 

possible grâce à la vulcanisation qui est un processus de création de liaisons chimiques entre 

les chaînes macromoléculaires, celles-ci formant un réseau tridimensionnel stable. Toutefois 

l'amélioration des performances d'un élastomère requiert dans la plupart des applications, 

l'incorporation des charges renforçantes. Leur présence a pour but, principalement, 

d'accroître les propriétés mécaniques qe l'élastomère (rigidité, résistance à la déchirure et 

propriétés à la rupture), et d'augmenter sa capacité à dissiper en partie l'énergie fournie. Aux 

petites déformations, la quasi-linéarité du module élastique de l'élastomère disparaît avec 

l'introduction des charges. Aux grandes déformations, la consolidation augmente 

considérablement. 

En pratique, différents types de charges (silice, noir de carbone, craies et kaolins) sont utilisés 

mais leur choix reste encore empirique car l'interprétation des mécanismes moléculaires 

intervenant dans le renforcement reste en partie soumise à discussion. 

Dans ce qui suit, nous présenterons les principaux constituants des élastomères chargés pour 

décrire dans un second lieu leur comportement mécanique aussi bien en sollicitation 

monotone qu'en sollicitation cyclique. 

1.2.1. Structure macromoléculaire 

La plupart des élastomères sont obtenus par polyaddition, il s'agit d'une réaction de 

polymérisation en chaîne qui permet d'associer bout à bout des monomères par ouverture 

d'une double liaison C-C (carbone-carbone) pour obtenir des chaînes macromoléculaires de 

différentes longueurs, constituées d'enchaînement de motifs monomères. 

Ainsi, la chaîne macromoléculaire du caoutchouc naturel (NR) ou polyisoprène cis1,4 est 

obtenue par polyaddition des milliers voire des dizaines de milliers de monomères isoprène 

(figure 1). 

H CH3 
t=r! H Polymérisation 
1 " 1 

H p=c, 
H H 

Figure 1. Formule chimique de la macromolécule du caoutchouc naturel (NR). 
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La même technique est utilisée pour fabriquer le SBR (Styrène Butadiène Rubber) qui est 

l'élastomère de synthèse dont la production est la plus forte surtout dans l'industrie 

pneumatique. L'obtention d'une matrice SBR consiste en effet à enchaîner d'une manière 

aléatoire des unités monomères de types styrène et butadiène pour obtenir un copolymère dit 

statistique (figure 2). 

CH2=CH 
\ 
CH=CH2 

Butadiène 

- CH2- CH= CH -CH2 - CH2 - CH -
1 

© 

Figure 2. Macromolécule d'un élastomère de type SBR [TRE75]. 

La représentation des chaînes élastomères est la pelote statistique selon laquelle la macro 

molécule adopte une conformation désordonnée, enchevêtrée, aléatoire, liée à un état 

désordonné de la matière, également appelé état amorphe (figure 3). 

Figure 3. Pelote statistique. 

L'enchevêtrement physique des macromolécules contribue en partie à la cohésion de 

1' ensemble qui, en plus, est renforcée par des liaisons inter-chaînes, comme des interactions 

entre dipôles . de chaînes polarisées, ou par des ponts physiques entre chaînes liés à la 

formation de pré-réticulation. Cette dernière est rendue possible grâce à la formation d'un 

réseau tridimensionnel où les chaînes moléculaires ne sont plus linéaires mais ramifiées. 

1.2.1.1. Nécessité de la vulcanisation 

Bien que la cohésion de l'élastomère puisse être assurée par le biais d'interactions physiques 

(enchevêtrements moléculaires), aux grandes déformations et après désenchevêtrement des 
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chaînes, il y a prédominance du caractère visqueux provenant du glissement des chaînes les 

unes par rapport aux autres. Le caoutchouc se comporte en effet comme un liquide du fait 

qu'il se trouve à température ambiante loin au dessus de sa transition vitreuse. La réticulation 

ou la vulcanisation est dans ce cas nécessaire pour rendre les macromolécules solidaires entre 

elles. Elle permet à travers l'addition d'un agent vulcanisant, tel que le soufre, de créer de 

fortes liaisons covalentes entre les chaînes de 1 'élastomère, transformant ainsi un amas 

macromoléculaire indépendant en réseau 3D continu (figure 4). 

Elastomère à 1' état cru 

Elastomère vulcanisé 

Figure 4. Formation d'un réseau par les ponts sulfures. 

Les mouvements des chaînes sont limités, mais leur structure conserye dans son ensemble une 

grande élasticité. Ainsi, 1' élasticité caoutchoutique est assurée par de longues molécules 

linéaires et flexibles formant un réseau tridimensionnel qui résultent des liaisons pontales 

suffisamment éloignées pour ne pas trop réduire la flexibilité et la liberté de mouvement des 

macromolécules. 

La vulcanisation peut être réalisée de différentes manières selon 1' élastomère, grâce à 

l'existence de sites actifs au sein du matériau ou grâce à l'action d'un agent vulcanisant aux 

niveaux des instaurations de la chaîne polymère. La dernière est plus courante pour les 

élastomères hydrocarbonés. L'agent de vulcanisation le plus répandu est le soufre qui en se 

fixant sur les chaînes, forme des ponts entre ces dernières comme le montre la figure 4. 

Cependant, la réticulation avec le soufre ne permet pas de répondre aux exigences de 

productivités actuelles. Pour cette raison, on fait appel à des accélérateurs, essentiellement 

organiques, permettant de diminuer le temps de la vulcanisation et de limiter la quantité du 

soufre introduite. Pour bien développer leur action, les accélérateurs nécessitent généralement 

l'addition d'un activateur tel que l'oxyde de zinc (ZnO). La faible solubilité naturelle de 

l'oxyde de zinc dans les élastomères est améliorée par l'adjonction d'acide gras (acide 
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stéarique). Ainsi, la figure 5 illustre les différentes étapes principales de la vulcanisation d'un 

élastomère avec du soufre. Dans un premier temps, le complexe activateur qui permet la 

réaction est créé puis mélangé à l'agent de vulcanisation (classiquement le soufre) pour 

former le complexe actif. Ce produit est mélangé au caoutchouc initiant ainsi le processus. 

Etape 1 

Agent de 
vulcanisation 

(Soufre) 

Accélérateurs 

Complexe 
activateur 

soluble 

Complexe actif 

Acide gras 
(Acide Stéarique) 

Etape2 ---------------- --------------------------

Caoutchouc Vulcanisat final 

Figure 5. Processus complet de la vulcanisation. 

Notons enfin que la densité de réticulation (conventionnellement de 50 jusqu'à 100 maillons 

entre deux ponts) pilote le comportement global du matériau. Elle agit d'une manière 

significative sur les propriétés statiques et dynamiques de l'élastomère tel que le résume la 

figure 6. 
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Module 
statique 

// 
/ Module 

/ .-·-dynamique J..-- ... 
.. --1., 
,/ 

Hystéresis 

DENSITE DE RETICULATION 

Figure 6. Taux de réticulations et propriétés mécaniques [BOU97]. 
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On remarque, en effet, que certaines caractéristiques mécaniques sont nettement améliorées 

lorsque le degré de réticulation augmente tandis que d'autres se dégradent. Il n'existe pas donc 

un caoutchouc "idéal" remplissant toutes les fonctions souhaitées. On parlera toujours de 

compromis de propriétés. Le choix du bon matériau, permettant d'aboutir à des solutions bien 

adaptées au besoin, est donc une étape extrêmement importante dans les phases de conception 

des produits. 

1.2.1.2. Nécessité du renforcement 

A la température ambiante, 1 'élastomère amorphe réticulé (ou vulcanisé) possède des 

propriétés élastiques stables. Néanmoins, ses faibles caractéristiques mécaniques et chimiques 

constituent un handicap pour son utilisation dans une large gamme d'applications 

industrielles. Bien que l'élastomère puisse atteindre un allongement jusqu'à dix fois sa 

longueur initiale sous des contraintes relativement faibles, une telle élasticité n'a qu'un intérêt 

pratique limité. En effet, la rigidité d'un vulcanisât, sa résistance à l'abrasion ou à la fatigue, 

la conservation d'une bonne élasticité, malgré des sollicitations répétées et quelles que soient 

les conditions extérieures, sont des facteurs essentiels pour une pièce en élastomère. De plus, 

sur le plan économique, on cherche presque toujours à diminuer le prix de revient d'une 

pièce, à condition, évidemment, d'en conserver et même, si c'est possible, d'en améliorer les 

propriétés. Ce sont des considérations qui ont conduit à l'introduction des charges 

renforçantes dans les élastomères permettant ainsi d'élargir leurs domaines d'utilisation et 

dans certains cas de réduire considérablement le coût du matériau fini. Habituellement on 

classe les charges en deux catégories distinctes : 

Les charges renforçantes ou semi renforçantes qui ont un effet marqué sur le 

comportement du vulcanisât. Ce sont essentiellement les noirs de carbone, qui confèrent à 

1' élastomère sa couleur noire, les silices, les kaolins, les silicoaluminates et les carbonates de 

calcium. 

Les charges inertes ou diluantes telles que la craie naturelle ou bien les talcs qui sont 

souvent utilisées en association avec les charges renforçantes ou semi renforçantes et elles 

sont plutôt employées pour réduire le coût du produit fini. 

Il est intéressant de signaler qu'indépendamment de l'influence de la teneur en charge, l'effet 

renforçant est également lié à plusieurs paramètres qui caractérisent la charge tels que : 

La surface spécifique qui est la surface développée par la charge par unité de masse. Elle est 

d'autant plus élevée que la taille de la particule est faible. A titre d'exemples, elle est de 

25 



Chapitre I. Généralités sur les élastomères 

l'ordre de 10 à 40m2/g pour les kaolins, de quelques m2/g à 150m2/g pour les noirs de carbone 

et elle peut atteindre 400m2/g pour certaines silices [BOU97]. 

La structure de la charge qui résulte généralement de la formation d'agrégats de particules 

individuelles associées entre elles. Plus elle est élevée, plus les modules sont importants. 

L'activité chimique de la surface qui permet de contrôler les interactions entre les charges 

elles même et entre les charges et la matrice élastomère. Ainsi, les noirs de carbone 

comportent des sites chimiquement actifs qui contribuent à l'amélioration des interactions 

noir/ élastomère et en conséquence des propriétés. 

Précisons finalement que les élastomères chargés utilisés dans le secteur de l'industrie 

requièrent une préparation et un choix d'ingrédient précis. Parmi les ingrédients d'une 

formulation typique, on retrouve le plus souvent : 

la matrice de base (telle que le caoutchouc naturel (NR) ou Styrène Butadiène (SBR) 

par exemple) ; 

l'agent de réticulation (tel que le soufre) qui permet la vulcanisation de la matrice; 

des accélérateurs qui accélèrent la cinétique de réticulation ; 

des activateurs, qui combinés à l'accélérateur, forment· un complexe soluble 

permettant une réaction homogène (ex : ZnO) ; 

des agents mouillants-activateur pour faciliter l'incorporation des différents 

constituants de la réaction (acide stéarique); 

des charges renforçantes de silice ou de noir de carbone permettant d'accroître les 

propriétés mécaniques de l'élastomère; 

des antioxydants qui retardent la dégradation de 1' élastomère et assurent la protection 

à long terme contre le vieillissement. 

L2.2. Température de transition vitreuse 

Comme pour tous les polymères, les matériaux élastomères peuvent admettre deux états 

l'état vitreux qui se traduit par l'apparition d'un édifice ordonné tout à fait comparable à celui 

des métaux et 1' état amorphe ( caoutchoutique) qui correspond à un état désordonné de la 

matière (figure 7). L'existence des deux régimes de comportement des élastomères résulte de 

la variation de mobilité moléculaire en fonction de la température. 
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Figure 7. Etats de l'élastomère en fonction de la température_ 

En effet, à basse température, l'élastomère est dans l'état vitreux_ Le module mesuré est de 

l'ordre de quelques GPa_ Cette rigidité est due au grand nombre d'interactions de type Van 

der Waals entre les chaînes. L'énergie mise en jeu dans les interactions entre les segments est 

supérieure à celle de l'agitation thermique. Quand la température augmente, l'élastomère 

passe à un état caoutchoutique et on observe une diminution brutale de son module élastique 

(comprit~ entre 0.1 et 1 MPa pour les élastomères non chargés). A ce stade, l'agitation 

thermique devient prédominante sur les interactions des chaînes. 

Le point de transition entre les deux états est caractérisé par la température de transition 

vitreuse Tg . Cette température dépend de la composition des chaînes ; elle est toujours très 

basse pour les élastomères (comprise entre -100°C et -50°C), ce qui explique que ces 

matériaux soient toujours utilisés à l'état amorphe dans un environnement ambiant. 

Signalons finalement que, même à température ambiante, certains élastomères présentent une 

aptitude à cristalliser sous contraintes (lorsqu'ils sont très étirés). Ce phénomène est 

généralement imputé à l'alignement progressif des chaînes étirées qui s'empilent tendant ainsi 

à minimiser leur énergie de conformation. A titre d'exemple, le caoutchouc naturel présente 

une structure moléculaire régulière qui favorise sa cristallinité partielle. Le taux de cette 

cristallinité semble être de l'ordre de 10% pour des déformations de l'ordre de 500% 

[MUR02]. 
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1.3. Description du comportement mécanique des milieux élastomères 

L3.1. Comportement monotone 

Malgré la diversité des élastomères utilisés (Caoutchouc Naturel, Styrène Butadiène, 

Néoprène ... ) et la multitude des formulations suivant les propriétés chimiques et/ou 

mécaniques souhaitées, les comportements qui apparaissent demeurent cependant très 

caractéristiques. En effet, dans la majorité des applications, l'élastomère travaille dans l'état 

caoutchoutique et dans un domaine de très faible sollicitation (de 1' ordre de quelque pourcents 

de déformation), son comportement est considéré linéaire [FL067] : le module E 0 est donc 

indépendant de la déformation (ou de la contrainte) appliquée. Pour les ·plus grandes 

déformations, on observe un comportement hyperélastique non linéaire comme le montre la 

courbe contrainte-déformation de la figure 8. Dans ce cas, on parle généralement de modules 

tangents associés à des nivaux de déformation donnés (100%, 200%, 300% .... ). Ces modules 

(de 1 'ordre de quelques MPa) sont directement liés à l'enchevêtrement des chaînes (liaisons 

physiques), à la réticulation (liaison chimiques) et éventuellement aux charges que contient 

1' élastomère. 
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Figure 8. Courbe contrainte-déformation typique d'un élastomère [BOU97]. 

Il faut également évoquer la quasi incompressibilité des matériaux élastomères compacts 

leur module de compressibilité K varie généralement entre 1000 et 3000 MPa, alors que 

l'ordre de grandeur du module de cisaillement est de quelques MPa. Cette différence signifie 

que le caoutchouc ne varie guère de volume et son comportement est ainsi quasi 

incompressible. Pour la plupart des applications, la modélisation du comportement 

hyperélastique non linéaire de 1' élastomère suppose donc une incompressibilité complète. 

Néanmoins, si cette hypothèse simplifie grandement la plupart des calculs analytiques, elle 

pose un grand problème pour les calculs des structures en éléments finis par exemple 
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(problème de convergence) et peut entraîner des résultats de calculs erronés pour certaines 

pièces confinées. 

Loi de comportement 

20,--------------, 

15 ------- ---------------~----- ----

'[ -SBR10%NC 

!. 10 --SBR20% NC 

'{ -SBR30%NC 

&, 

Figure 9. Influence du taux de charges sur le comportement mécanique du SBR. 

Notons finalement que pour le cas du matériau étudié (SBR), l'introduction des charges au 

sein de la matrice modifie la courbe contrainte-déformation obtenue lors d'un essai de traction 

(figure 9). En effet, le renforcement se manifeste par une augmentation de la contrainte à une 

déformation donnée et une amélioration des propriétés à la rupture (augmentation de la 

déformation et de la contrainte à rupture). L'utilisation des charges renforçantes dans la 

matrice SBR permet alors à la fois d'obtenir un effet de renfort et d'améliorer les propriétés à 

rupture du matériau. 

/.3.2. Comportement cyclique 

En plus de l'hyperélasticité non linéaire qui caractérise le comportement monotone de 

l'élastomère, ce matériau présente d'autres particularités lorsqu'il est soumis à une 

sollicitation cyclique dont la dépendance en temps de sa réponse mécanique. 

1.3.2.1. Effet Payne 

Dans le comportement hyperélastique des élastomères, on peut remarquer une raideur très 

importante de ces matériaux et une forte non linéarité de leur comportement aux faibles 

déformations. Ce phénomène, connu sous le nom d'effet Payne [PA Y60], est lié à la présence 

des charges dans la matrice élastomère. 

En effet, les élastomères ont la particularité de présenter simultanément deux composantes 

mécaniques : le comportement du solide caractérisé par un module élastique, d'origine 

entropique et le comportement visqueux du liquide se manifestant par un retard à la réponse et 

une perte d'énergie à chaque cycle de déformation. On parle ainsi de comportement 

viscoélastique. On peut ainsi caractériser les propriétés viscoélastiques d'un élastomère en 
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mesurant sa réponse en sollicitation dynamique. La déformation se décompose en deux 

composantes, l'une est en phase par rapport à la contrainte appliquée (déformation élastique 

de module a·), 1' autre est en quadrature retard (déformation visqueuse de module a" ) (figure 

10) [MAR98]. On a donc a*= G' + iG" où o' est le module de conservation (relié à l'énergie 

élastique emmagasinée) et a" est le module de perte (relié à l'énergie visqueuse dissipée). On 

définit également le facteur de perte tan(8) = o·~ qui mesure la perte d'énergie par frottement 
G 

interne du matériau. 

Figure 10. Composantes de la déformation en régime sinusoïdal pour un élastomère [MAR98]. 

Ainsi, la figure 11 montre que le module initiale G0' d'une matrice non chargée, 

correspondant au module dans le plateau caoutchoutique discuté auparavant, reste constant 

alors que celui d'une matrice chargée chute au cours de la déformation du cisaillement y. 

Précisons, Néanmoins, que l'élastomère chargé présente un module plus important que celui 

de la matrice quel que soit le niveau de déformation ; ceci est dû à la présence d'une phase 

(charge) plus rigide que la matrice. 
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Figure 11. Courbe typique de l'effet Payne pour un élastomère chargé [CLE99]. 
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Par ailleurs, le module de perte (tan(O) = c·.·) présenté sur la figure 12 est en évolution pour 
G 

une bonne partie de la déformation traduisant une dissipation d'énergie de l'élastomère 

chargé. 
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Figure 12. Evolution du module élastique, du module de perte 
et du facteur de perte avec la déformation [CLE99]. 

Notons enfin, que d'autres paramètres pouvant influencer l'amplitude de l'effet Payne ne sont 

pas présentés dans ce mémoire. Nous citerons à titre d'exemple la fraction volumique des 

charges, leur dispersion dans la matrice, leur surface spécifique ainsi que leur structure. Le 

lecteur intéressé par ce sujet pourra se reporter à la thèse citée en référence [CLE99]. 

1.3.2.2. Viscoélasticité 

En chargement dynamique, le comportement des élastomères s'éloigne du comportement 

hyperélastique du fait de l'existence de quelques processus irréversibles. En effet, si l'on trace 

sur un diagramme contrainte-déformation une courbe de traction cyclique d'un élastomère, on 

peut constater que, pour chaque cycle, la courbe du chargement ne se superpose pas avec celle 

du déchargement (figure 13). Le comportement n'est donc pas parfaitement élastique et il est 

dû à une dissipation d'énergie sous forme de chaleur dont la quantité correspond à l'aire entre 

les deux courbes. Cette hystérésis est liée directement à la nature viscoélastique de 

l'élastomère qui résulte microscopiquement de la friction des chaînes macromoléculaires 

entre elles, de la friction chaînes/charges ainsi que des interaction charges/charges 

[HEU97],[LU91]. On remarque, néanmoins, que l'énergie dissipée est d'autant plus 

importante pour le premier cycle et se stabilise au fur et à mesure du chargement. 

31 



Chapitre 1. Généralités sur les élastomères 

Signalement également que pour le caoutchouc naturel faiblement chargé, l'hystérésis reste 

très faible tant que les déformations sont modérées [SANO 1]. Par contre, si le mélange est 

chargé, l'hystérésis augmente avec les charges [LIN74]. 

Déformation, e EI 

Figure 13. Représentation de la viscoélasticité dans l'élastomère. 

1.3.2.3. Effet Mullins 

Lorsqu'un chargement cyclique est appliqué sur un élastomère, il est couramment observé 

que son comportement mécanique, représenté par le trajet 1 dans la figure 14, est modifié 

après l'application d'un premier chargement (trajet 2). En effet, Ce dernier entraîne une perte 

de rigidité pour les chargements suivants, qui peut atteindre plusieurs dizaines de % en 

fonction de la déformation macroscopique imposée, et une déformation rémanente à 1' état 

relâché (figure 14). Mullins a été le premier à étudier en détail ce phénomène 

d'adoucissement plus souvent connu sous le nom« d'effet Mullins » [MUL47]. Bien que ce 

phénomène soit le premier auquel est confronté 1' expérimentateur, il est moins étudié puisque 

le matériau s'adapte en quelques cycles. On remarque en effet qu'à même niveau de 

déformation maximale, la courbe de chargement du cycle stabilisé et celles des cycles 

suivants sont quasiment identiques et donc cet endommagement, continu dans le temps, est 

négligeable par rapport à 1' endommagement dû aux premiers cycles de chargement. Mullins a 

également constaté que si, à partir du cycle stabilisé, la même éprouvette est étirée à un 

niveau d'élongation supérieur à celui du premier cycle, le matériau retrouve le comportement 

de la première traction (trajet 1&2). On observe à nouveau une chute de rigidité plus 

prononcée par rapport au premier adoucissement jusqu'à un nouvel équilibre. 
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Figure 14. Représentation de l'effet Mullins. 

L'adoucissement de la contrainte dû à 1' effet Mullins a été constaté dès 1903 par Bouasse et 

Carriere [BOU03], il a été ensuite étudié de manière très complète par Mullins 

[MUL4 7] ,[MUL69]. Ce dernier a observé que 1' adoucissement apparaît aussi bien dans les 

élastomères purs que dans les élastomères chargés et a démontré que ces matériaux 

recouvraient partiellement ou totalement leur comportement d'origine sur plusieurs jours à 

température ambiante. Néanmoins, ce recouvrement est grandement accéléré par la 

température et 50% de la raideur était recouvrée après une heure à 100°C [MUL4 7]. 

Il a été également mis en évidence que le degré d'adoucissement n'était pas identique dans 

toutes les directions et qu'un comportement mécanique anisotrope se développe lorsque le 

matériau est sollicité [MUL47],[JAM75b]. L'adoucissement dans la direction perpendiculaire 

à l'extension est inférieur à la moitié de l'adoucissement dans la direction d'étirement. 

L'effet Mullins a été le sujet de nombreuses études et controverses qui n'ont pas amené à une 

explication unanime de ce phénomène. Dans ce qui suit, nous n'allons pas aborder les 

différentes approches qui ont été proposées dans la littérature pour la modélisation de 1' effet 

Mullins. Nous nous contenterons donc de donner un aperçu sur quelques interprétations 

physiques qui lui sont associées. 

En effet, dans leurs travaux datant de 1957, Mullins et Tobin [MUL57] ont interprété 

l'adoucissement comme un phénomène provenant essentiellement de l'endommagement des 

charges dans le matériau. Ils ont considéré en effet que l'élastomère est constitué d'une phase 

molle (matrice) et d'une phase dure (charge). Suite à une sollicitation, l'accommodation de la 

déformation est assurée principalement par la phase mole, ce qui peut entraîner la rupture de 

la phase dure. Le mécanisme ainsi proposé suppose donc une fraction de la région molle qui 
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évolue avec l'accroissement de l'extension subie par le matériau causant ainsi 

l'adoucissement observé. 

En considérant l'amplification de la déformation locale au sem de la matrice, Bueche 

[BUE60],[BUE61] explique l'effet Mullins par un mécanisme d'endommagement des chaînes 

polymériques attachées sur des charges adjacentes. Il suggère en effet, que la rupture d'une 

chaîne intervient au moment où la distance entre deux charges atteint 1 'extension limite de 

celle-ci. Par conséquent, vu la différence des longueurs des chaînes dans le réseau, cette 

rupture peut se produire à tous les niveaux de déformation, ce qui explique l'adoucissement 

de la contrainte observé entre deux chargements consécutifs en déformation (figure 15). 

Etat initial : &1 = 0 

Etat2:&3 >&2 +-~--+ 

Figure 15. Mécanisme de déformation selon Bueche. 

Dannenberg [DAN66],[DAN75], quant à lui, prend en considération des phénomènes à 

l'interface entre la charge et la matrice et propose un mécanisme, impliquant le glissement des 

segments des chaînes absorbés sur la surface de la charge sous 1' effet de la déformation. Ce 

glissement permet au réseau d'accommoder la déformation appliquée et prévient ainsi la 

rupture. Durant ce processus, la contrainte est redistribuée sur les chaînes voisines entraînant 

un alignement des molécules et une résistance supplémentaire (figure 16). Ce type de 

comportement implique d'abord que les chaînes emmagasinent de l'énergie qui est ensuite 

restituée lors du glissement conduisant à un comportement à hystérésis. 

L'interprétation de l'effet Mullins par Kilian et al. [AMB91] implique le réseau de charges et 

sa déformation sous l'effet d'une sollicitation. Ces auteurs suggèrent que lorsque la contrainte 

dépasse un certain seuil, la structure des agglomérats est irréversiblement brisée et ce 

phénomène serait responsable de la déformation rémanente après la décharge. 
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Enfin Harwood et al. [HAR65],[HAR66a],[HAR66b] ont montré que le phénomène 

d'adoucissement peut être observé sur des élastomères non chargés, invoquant alors d'autres 

mécanismes tels que le glissement des chaînes. 

Etat initial : &1 = 0 

Figure 16. Mécanisme de déformation selon Dannenberg. 

Signalons finalement qu'à l'instar de cette brève présentation des différentes propriétés des 

élastomères, il est clair que le renforcement de ces matériaux s'accompagne d'effets 

secondaires sur leur comportement mécanique tels que l'effet Payne, l'hystérésis, la 

déformation permanente ou encore l'assouplissement sous contrainte également connu sous le 

nom d'effet Mullins. Ce dernier constitue probablement la manifestation la plus typique de 

l'action renforçante des charges bien que ce phénomène soit aussi observé, mais de façon 

beaucoup moins prononcée, dans les élastomères non chargés. Là encore, les mécanismes 

expliquant ce phénomène sont divers et variés. Néanmoins, une majeure partie de ces 

mécanismes impute ce phénomène aux charges incorporées ou plus exactement à la perte du 

pouvoir renforçant par ces dernières. 

35 



Chapitre II : 

Modélisation du comportement 
en grandes déforma~ions des 

élastomères 

Sommaire: 

II.l. Introduction 

II.2. Formalisme des grandes déformations 

II.2.1. Description lagrangienne et eulérienne 

II.2.2. Gradient de déformation 

II.2.3. Tenseurs des déformations 

II.2.4. Tenseurs des contraintes 

II.2.5. Expression de la loi de comportement 

II.3. Modélisation du comportement hyperélastique incompressible 

II.3 .1. Loi de comportement hyperélastique 

II.3.2. Essais classiques pour la construction des bases de données 

expérimentales 

II.3.3. Différentes expressions de la densité d'énergie de déformation 



Chapitre II. Modélisation du comportement en grandes déformations des élastomères 

11.1. Introduction 

Comme nous l'avons signalé dans le chapitre précèdent, à température ambiante, les 

élastomères affichent en général un comportement élastique avec de grandes déformations 

sous de faibles contraintes. Ce comportement est qualifié d 'hyperélastique et sa modélisation 

mécanique s'avère nécessaire à la prévision de la réponse, de la limite de résistance et de la 

durée de vie des structures constituées avec de tels matériaux. 

Depuis le début des années 40, la description du comportement mécanique des élastomères a 

suscité un grand intérêt et a conduit au développement de nombreux modèles 

phénoménologiques et statistiques fondés sur la détermination de la fonction d'énergie de 

déformation. Malheureusement, vu la complexité de ce comportement, il n'existe pas 

aujourd'hui de modèles suffisamment robustes capables de le reproduire de manière fidèle 

indépendamment du trajet et du type de chargement. Il est donc difficile de faire un choix 

judicieux parmi la multitude de modèles établis dans la littérature, modèles qui sont, pour la 

plus part, validés à l'aide d'essais spécifiques effectués sur des matériaux donnés et pour des 

niveaux de déformation bornés. 

Une modélisation adéquate du comportement mécanique des élastomères passe alors par le 

choix d'une loi permettant de reproduire au mieux la réponse mécanique du matériau étudié 

dans toute la gamme de déformation dans laquelle il sera sollicité. De ce choix dépend la 

pertinence des simulations qui pourront être faites. 

Le but de ce chapitre est de présenter, sans chercher à confronter, quelques modèles 

théoriques utilisés dans la littérature pour simuler le comportement hyperélastique non 

endommageable des élastomères. Au préalable, nous rappellerons de manière succincte les 

principes fondamentaux de la mécanique des milieux continus et nous présenterons les 

différents essais classiques pour caractériser un élastomère. 

11.2. Formalisme des grandes déformations 

11.2.1. Description lagrangienne et eulérienne 

Avant tout établissement de lois de comportement en déformations finies, il est nécessaire de 

faire la distinction entre la configuration déformée et celle de départ. Dans le cas où la 

configuration choisie, pour écrire les équations d'équilibre et calculer les déformations et les 

contraintes, est la configuration de référence on utilisera le terme de description lagrangienne. 
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A l'inverse, lorsque la configuration choisie est la configuration actuelle, on parlera de 

description eulérienne. 

En effet, soit un solide en mouvement d'une configuration initiale C0 à une configuration 

actuelle C, (figure 1 ). Ce mouvement est décrit par la fonction x = x( X, t) donnant ·la 

position x de la particule M à l'instant courant t qui, avant déformation, occupait la 

position X. A un instant t donné, cette fonction décrit la déformation du solide entre sa 

configuration de référence C0 et sa configuration actuelle C
1 

• Les coordonnées relatives au 

repère de la configuration de référence sont dites lagrangiennes. Celles relatives au repère de 

la configuration actuelle sont dites eulériennes. 

Ainsi, on peut définir le vecteur déplacement comme : 

ü(X,t) = x(X,t)- x (II.l) 

Figure 1. Configuration lagrangienne et eulérienne. 

Contrairement aux cas des petites déformations, dans lesquels on peut supposer que le vecteur 

ü(X,t) est très petit, dans le cadre des grandes transformations, les deux configurations 

initiale et actuelle ne sont plus confondues. Il est donc nécessaire de préciser la configuration 

pour chaque grandeur et chaque équation. 

11.2.2. Gradient de déformation 

La fonction x(X,t) définit le mouvement global du solide. Localement, pour décrire ce qui se 

passe au voisinage d'un point M 0 identifié par le vecteur X, on introduit le tenseur gradient 

de transformation F tel que : 
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Soit donc: 

~ - -
di= F(X,t)dX 

F= dx; 
1] dX 

J 

(II.2) 

(II.3) 

FiJ sont les composantes du tenseur F, X; et X
1 

représentent les composantes respectives 

des vecteurs x et X . 

Ce tenseur mixte, appelé également application linéaire tangente, permet de passer de la 

configuration initiale à la configuration déformée et donne la loi de transformation du vecteur 

matériel dX . 

Il est aussi possible d'exprimer la loi de transformation d'un élément de volume dV0 par: 

dV ::::: 
-=J=det(F) 
dV0 

(II.4) 

J étant le déterminant de F qui caractérise la variation du volume en transformation finie. 

II.2.3. Tenseurs des déformations 

Ces tenseurs permettent de caractériser complètement la variation du solide entre la 

configuration initiale C0 et la configuration. déformée C, (les variations de longueurs, 

d'angles et de dilatations volumiques). Selon la configuration privilégiée, plusieurs mesures 

des déformations sont possibles : 

11.2.3.1. Tenseur des déformations dans la configuration initiale C0 

Si on considère deux vecteurs dX1 et dX2 dans la configuration initiale qui deviennent 

respectivement di1 et dX2 après déformation, nous pouvons écrire : 

(ILS) 

Le terme T placé en exposant désigne la transposition. 

On introduit alors le tenseur des déformations symétrique de Cauchy-Green droit C, 

appelé également tenseur des dilatations défini par : 

(II.6) 

La relation (ILS) devient alors : 
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(II. 7) 

Le tenseur C décrit les dilatations dans la configuration lagrangienne. Ainsi, les élongations 

principales Âi qui représentent le rapport des dimensions mesurées li à l'instant t sur celles 

considérées au repos liO , correspondent aux racines propres Ci de ce tenseur. 

Âi = 
1

1
i = .jC; i = 1,2,3 

iO 

(II.8) 

Dans le cas où le tenseur gradient de déformation F est diagonal (cas où il est exprimé dans 

la base principale par exemple), les élongations principales Âi sont les composantes de ce 

tenseur. 

On peut également définir le tenseur des déformations de Green-Lagrange E dans la 

configuration matérielle (non déformée) par: 

(II.9) 

Avec: 
;::; 1 ;::;T ;::; ;::; 1 ;::; ;::; 
E=-(F .F-1)=-(C-I) 

2 2 
(II.l 0) 

l étant le tenseur identité. 

Bien que le tenseur E soit utilisé dans l'analyse du comportement des élastomères, il est 

souvent nécessaire d'exprimer les déformations sous une forme que se prête facilement aux 

mesures en laboratoire; on définit alors le tenseur de déformation logarithmique ou le 

tenseur de Henky dont les valeurs principales sont : 

(II.ll) 

II.2.3.2. Tenseur des déformations dans la configuration actuelle C1 

Inversement à l'analyse faite précédemment, il est possible d'exprimer la déformation dans le 

repère actuel en écrivant : 

(II.l2) 

~ f'.J .......__ ,..._, ,..._, 

Soit: dX
1
.dX

2 
= dX

1
.((F-1f.F- 1).dX

2 
= dX

1
.(F.Frr1.dX

2 
= dX1.JJ-!.dX2 (II.13) 
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Où B = Jft.'jr est le tenseur des déformations de Cauchy-Green gauche ou encore le 

tenseur de dilatation en configuration eulérienne. 

On a également : 

(II.14) 

Avec A= ..!.c]- (F- 1)r.F-1
) = ..!.c] -B-1

) est le tenseur eulérien des déformations 
2 2 

d'Euler-Almansi. 

Il.2.3.3. Invariants principaux du tenseur des déformations 

Considérons le tenseur des déformations de Cauchy-Green droit C, ses invariants principaux 

I 1, I 2 et I 3 , apparaissent dans 1' expression caractéristique de C soit : 

(II.15) 

Si on note C1 , C2 et C3 les valeurs propres positives de C, nous aurons alors : 

(II.16) 

(II.17) 

(II.18) 

II.2.4. Tenseurs des contraintes 

Les contraintes sont caractérisées à partir des efforts intérieurs à travers un élément de surface 

relatif à une configuration donnée (figure 2). Comme pour le cas des déformations, on peut 

utiliser soit la description lagrangienne ou bien eulérienne ou même une formulation mixte. 

Rappelons que les trois configurations sont identiques dans le cas des petites déformations. 
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Instant t0 Instant t 

Figure 2. Vecteur contrainte dans la configuration initiale et déformée. 

11.2.4.1. Tenseur des contraintes de Cauchy êf 

De la même manière qu'en petites déformations, le vecteur contrainte 6 = df est défini dans 
ds 

la configuration actuelle comme caractérisant les efforts intérieurs de cohésion d] exercés sur 

une partie du solide à travers un élément de surface ds de normale extérieure ii. On définit 

ainsi un tenseur des contraintes· symétrique et eulérien appelé tenseur de Cauchy êf ou bien 

tenseur des contraintes vraies tel que : 

df = êf .ii .ds (II.19) 

11.2.4.2. Premier tenseur des contraintes de Piola-Kircho.ff T 

Si on choisi de décrire 1' élément de surface ds par rapport à la configuration lagrangienne, on 

peut définir un nouveau tenseur des contraintes T tel que : 

d]=T.N.ds (II.20) 

Où N est la normale unitaire à 1 'élément de surface dS dans la configuration initiale. 

Le tenseur des contraintes T est appelé premier tenseur de Piola-Kirchoff ou tenseur de 

Boussinesq ou même tenseur des contraintes nominales. Comme le tenseur gradient de 

déformation F, T n'est ni lagrangien ni eulérien. En outre, contrairement au tenseur de 

Cauchy, ce tenseur n'est pas symétrique. 
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11.2.4.3. Second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff S 

Il est possible de définir un tenseur purement lagrangien par simple transposition de la surface 

ds et des efforts de cohésion df dans la configuration initiale. On obtient ainsi le second 

tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff S ou tenseur des contraintes matérielles. En 

effet: 

dfo = F-1.d] = s.N.dS0 (II.21) 

Il est également intéressant de signaler que le tenseur S est symétrique mais n'a aucun de 

sens physique. Néanmoins, son intérêt réside dans le fait qu'il soit la variable duale et 

conjuguée du tenseur des déformations de Green-Lagrange E. Quant aux tenseurs T et if, 
ils caractérisent directement les efforts appliqués et interviennent donc dans l'écriture des 

conditions aux limites. 

;:::; 

Notons finalement que les tenseurs êf, T et S sont liés par le tenseur gradient de 

déformation F à travers la relation (II.21) et sont tous confondus dans le cas du formalisme 

des petites déformations. 

s = F- 1.T = J.F-1.'ii.F-T (II.22) 

11.2.5. Expression de la loi de comportement 

D'une façon générale, une loi de comportement est une fonctionnelle décrivant la réponse du 

matériau et permet de définir un lien entre l'état de contrainte et l'histoire des transformations 

de ce matériau. Cette loi de comportement doit satisfaire trois principes : le principe de 

déterminisme ou principe de causalité, le principe d'action locale et celui d'objectivité ou 

d'indifférence matérielle. 

Le principe de causalité impose que l'état de contrainte en un point, à l'instant t, ne dépend 

que de l'histoire de la transformation du matériau. Le principe de l'action locale impose que 

1' état de contrainte en un point ne dépend que du voisinage de ce point. Enfin, le principe 

d'objectivité impose que la loi de comportement doit être indépendante de l'observateur. 

Finalement, ces trois principes sont vérifiés si on écrit la loi de comportement sous la forme : 
~ ~ 

~ ~ 

S(t)= r(C(t)) (II.23) 
t'5:.ti 

Ou bien sous la forme : 
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(II.24) 

Où r et <l> sont des fonctionnelles de réponse qui sont définies sur l'histoire des 

déformations et non pas uniquement à l'instant ti de déformation. 

Il est également intéressant de signaler que lorsque l'hypothèse d'incompressibilité est 

imposée sur la cinématique du mouvement, les contraintes dans le matériau sont connues à 

une pression hydrostatique près p et la loi de comportement devient : 
~ ~ ~ 

set)= r cê\t))- pe-l 
t~tj 

(II.25) 

Et: (II.26) 

La pression p est déterminée à partir des équations d'équilibre et des conditions aux limites. 

II.3. Modélisation du comportement hyperélastique incompressible 

L'établissement de la loi de comportement a pour but de relier les contraintes aux 

déformations. En ce qui concerne notre étude, cette loi de comportement, une fois choisie et 

identifiée sur la base des essais expérimentaux, est nécessaire pour établir l'état de contrainte 

et de déformation dans l'analyse par éléments finis à n'importe quel point de la structure 

testée en fatigue. Notons également que les lois de cm;nportement décrites par la suite 

supposent une homogénéité et une isotropie du matériau. 

11.3.1. Loi de comportement hyperélastique 

Pour les élastomères dont le comportement est hyperélastique, il existe une relation non 

linéaire entre les contraintes et les déformations duales. En effet, dans une configuration 

déformée, l'état de sollicitation se traduit par une certaine répartition du potentiel de 

déformation W appelé densité d'énergie de déformation. En tout point de la structure 

soumise à un chargement mécanique, les différentes composantes du tenseur des contraintes 

peuvent être calculées en dérivant ce potentiel par rapport aux différentes composantes du 

tenseur des déformations associé. Ainsi, avec l'hypothèse d'homogénéité, la loi de 

comportement peut s'exprimer : 

- soit dans la configuration initiale par : 

s=d~ =2d~ (II.27) 
dE dC 

- ou bien dans la configuration actuelle par : 
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::::: 2 dW::::: 
a=----=-B 

J ijj 

- ou même dans une configuration mixte par : 

::::: dW 
T =---=-

dF 

(II.28) 

(II.29) 

D'autre part, vu l'hypothèse d'isotropie dans l'état non déformé du matériau (la loi de 

comportement doit être invariante par rotation de la configuration de référence), la fonction 

densité d'énergie n'est fonction que des trois invariants du tenseur des dilatations C, soit: 

(II.30) 

Signalons également qu'une des principales caractéristiques des élastomères compacts réside 

dans leur quasi incompressibilité surtout dans les applications où l'effet de la pression 

hydrostatique est faible [HEU97]. Cette condition se traduit par : 

;:::; v ;:::; 2 
J = det(F) =- = 1, soit: I 3 = det(C) = J = 1 

Va 
(II.31) 

Ainsi, la densité d'énergie W ne dépendra que des deux invariants I 1 et I 2 et les contraintes 

sont exprimées à une pression près. Il est alors nécessaire d'introduire un multiplicateur de 

Lagrange noté p , qui peut être identifié à la pression hydrostatique, tel que : 

Ou encore dans la base principale : 

s =2d~- p.c-l 
dC 

::::: dW::::: ::::: 
a= 2 ::::: B- p.! 

dB 

T;:::;- dW F;:::;-T 
- ;:::; -p. 

dF 

S 
_ 1 aw 1 
---p-

i- Â. ()/t. Â2 
i = 1,2,3 

1 1 1 

i = 1,2,3 

(II.32) 

(II.33) 

(II.34) 

(II.35) 

(II.36) 
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i = 1,2,3 (II.37) 

11.3.2. Essais classiques pour la construction des hases de données expérimentales 

La construction d'une loi de comportement hyperélastique revient à donner une forme 

particulière à la fonction W. Cependant, une loi de comportement sera d'autant mieux 

adaptée à un matériau donné qu'elle sera susceptible de reproduire le comportement du 

matériau quel que soit le mode de déformation considéré. En pratique, les matériaux sont 

testés sur quelques modes simples permettant l'identification des constantes matérielles à 

partir de relations contraintes-déformations établies analytiquement. Nous nous proposons ici 

de répertorier les essais classiques rencontrés dans la littérature et de rappeler les formes 

analytiques des réponses du matériau en fonction du mode de déformation considéré. 

11.3.2.1. Traction Uniaxiale 

Ce mode de déformation consiste à étirer l'éprouvette suivant sa longitudinale de direction ë1 

(figure 3). Les contraintes dans la largeur et dans l'épaisseur de l'éprouvette sont alors nulles 

et la matrice du tenseur gradient de déformation pour une condition d'isotropie et 

d'incompressibilité s'exprime sous la forme: 

(II.38) 

Figure 3. Représentation schématique d'un essai de traction uniaxiale. 

Les invariants de C sont alors : 

(II.39) 

Et la seule contrainte principale de Cauchy non nulle est : 

(II.40) 
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Ou, a w a w , 1 d , · , · 11 d 1 +: • w 1 11 · et -- representent es envees partie es e a 1onct10n orsque ce e-c1 est 
()]1 ()]2 

écrite en fonction des invariants principaux 11 et 12 • 

Remarquons que la compression uniaxiale est un cas particulier d'extension simple et donc la 

forme analytique de 1' essai de compression est la même pour la traction simple avec Â < 1. 

11.3.2.2. Traction Equibiaxiale 

Dans cet essai, 1' éprouvette est étendue simultanément avec la même extension suivant deux 

ou plusieurs directions concourantes. Généralement, pour obtenir ce type d'état de 

déformation on sollicite radialement un dfsque de caoutchouc [RAC89] (figure 4a), ou bien 

on gonfle une éprouvette sphérique (ballon) [HAR66],[ALE71] ou même un disque bridé sur 

un support [DEV76],[BHA84],[ROB77] (figure 4b). Pour ce dernier cas, l'état 

d'équibiaxialité n'est existe qu'au pôle, i.e. au centre de l'éprouvette. 

Eprouvette de caoutchouc 

(a) (b) 

Figure 4. Représentation schématique d'un essai de traction équibiaxiale. 

La contrainte dans 1' épaisseur de 1 'éprouvette est nulle et la matrice du tenseur gradient de 

déformation peut s'écrire sous la forme : 

(II.41) 

Soit alors les invariants de C 

(II.42) 

Et les composantes principales du tenseur des contraintes de Cauchy sont : 

(II.43) 
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Signalons également que pour un matériau isotrope incompressible, l'essai de traction 

équibiaxiale avec des élongations Â > 1 dans un plan donné est équivalent à un essai de 

compression suivant la normale à ce plan (figure 4a). En effet, si on pose A= X2 (avec 

A < 1 ), le tenseur FEqu de la traction équibiaxiale correspondra à celui de la compression 

Fcomp tel que : 

0 

A2 (II.44) 

0 

11.3.2.3. Cisaillement Pur 

Cet essai est un cas particulier de la traction biaxiale, avec une condition particulière : la 

déformation latérale étant bloquée. Cette dernière condition peut être assurée grâce à la 

géométrie des éprouvettes si la largeur 1 est beaucoup plus importante que la dimension 

longitudinale h (figure 5). A titre d'exemple, Treloar [TRE44] utilise des éprouvettes plaques 

1 75 
ayant un rapport - = - = 15 . 

h 5 

Figure 5. Représentation schématique d'un essai de cisaillement pur. 

Dans ce cas le tenseur gradient de déformation s'écrit sous la forme: 

(II.45) 

Et les invariants de C sont alors : 
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(II.46) 

Généralement, 1' essai de cisaillement pur s'effectue sur des éprouvettes de faible épaisseur, 

les seules composantes principales non nulles du tenseur des contraintes de Cauchy sont 

alors: 

(II.47) 

!!.3.2.4. Cisaillement Simple 

L'essai de cisaillement simple peut être mené sur des éprouvettes de ~ouble ou de quadruple 

cisaillement [CHA94],[YE090]. Néanmoins, l'utilisation de ces éprouvettes nécessite des 

moulages assez lourds du fait des problèmes d'adhésion du caoutchouc aux supports 

métalliques. Le chargement est exercé suivant deux directions opposées tout en maintenant la 

hauteur H de l'éprouvette constante (figure 6). 

Configuration initiale Configuration déformée 

Figure 6. Représentation schématique d'un essai de double cisaillement simple. 

Pour cette sollicitation en déformation plane, l'épaisseur de l'éprouvette reste constante et le 

tenseur gradient de déformation s'écrit sous la forme: 

0 

(II.48) oJ [x ~ ou bien dans la base principale : F = ~ 
0 

~2 est le glissement donné par la relation F:,2 = !_ = tg(y), 8 étant le déplacement des 
H 

supports métalliques dans les directions des efforts et H la hauteur de 1' élastomère. Les 

élongations principales s'expriment sous la forme : 
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(II.49) 

Les invariants de C pour le cisaillement simple sont alors : 

(II. 50) 

Et la contrainte de cisaillement est : 

r= 2cdW + dW)F 
dl dl 12 

1 2 

(II. 51) 

11.3.2.5. Traction Biaxiale · 

La traction biaxiale dans laquelle ~ et ~ peuvent prendre des valeurs quelconques constitue 

le mode de déformation le plus général (figure 7). Certains auteurs ont développé des 

appareils spécifiques permettant de solliciter des plaques de faible épaisseur suivant deux 

directions perpendiculaires [TRE75],[KA W81],[JAM75a]. Le gradient de déformation dans la 

partie utile de l'éprouvette est de la forme : 

(II. 52) 

D'où les invariants de C : 

(II. 53) 

e 

Figure 7. Représentation schématique d'un essai de traction biaxiale. 
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La contrainte principale de Cauchy hors plan 0'3 est considérée nulle alors que 0'1 et 0'2 sont 

respectivement : 

(II.54) 

Il faut également préciser que la traction biaxiale peut être considérée comme un cas général 

de tous les états de déformation en contrainte plane. 

Signalons finalement que les résultats de ces essais expérimentaux serviront de base pour le 

choix et l'identification de la loi de comportement mécanique du matériau. Ainsi, nous 

donnons à titre d'exemple, dans la figure 8, les évolutions de la première contrainte principale 

de Piola-Kirchoff P K1 (ou I;) en fonction de déformation principale nominale E1 

(E1 = Â, -1) pour un élastomère soumis à des sollicitations de traction uniaxiale, de 

cisaillement pur et de traction équibiaxiale. La position relative de chacune des courbes par 

rapport aux autres est caractéristique de tous les élastomères. 

Figure 8. Exemple de résultats expérimentaux issus de la traction uniaxiale, 
de la traction équibiaxiale ainsi que du cisaillement pur. 

Une fois la base de données expérimentale obtenue, une seconde étape consiste à rechercher 

un potentiel hyperélastique permettant de reproduire le comportement mécanique de 

l'élastomère au moins dans le domaine de déformations dans lequel a été sollicité et pour les 

champs mécaniques envisagés. Nous dressons, dans la section suivante, une liste non 

exhaustive de quelques densités d'énergie de déformation qui ont été établies dans la 

littérature et qui ont servi pour la modélisation du comportement hyperélastique 

incompressible des élastomères. 
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II.3.3. Différentes expressions de la densité d'énergie de déformation 

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que pour décrire le comportement hyperélastique 

non endommagea ble d'un élastomère il faut postuler une densité d'énergie de déformation. 

De ce fait, deux approches sont possibles pour définir une expression analytique de ce 

potentiel: 

Les approches microscopiques qui identifient le comportement d'une chaîne isolée et tendent 

de le généraliser à une assemblée statistique de chaînes moyennant un certain nombre 

d'hypothèses. Mis à part les difficultés théoriques de cette méthode, son avantage est qu'elle 

fournit des modèles dont les constantes matérielles ont un sens physique. 

En revanche, bien que ces modèles moléculaires permettent une description mécanique 

satisfaisante du comportement des matériaux idéaux monophasés, ils nécessitent une bonne 

connaissance de leur structure microscopique (densité de réticulation, nombre de monomères 

par chaîne). En outre, la structure de tels matériaux, supposée parfaite, semble très différente 

de celle des matériaux réels dont le réseau macromoléculaire correspond à une structure 

enchevêtrée et contient généralement des charges renforçantes, des chaînes et des cycles 

pendants. Les hypothèses simplificatrices qui sont faites limitent alors la validité de cette 

approche, et ce d'autant plus que le comportement de l'élastomère réel s'écarte de celui du 

matériau idéal. 

Une seconde alternative consiste à utiliser les approches macroscopiques ou bien 

phénoménologiques qui rendent compte directement du comportement mécanique global du 

matériau sans se préoccuper de sa structure moléculaire. Elles permettent en effet de 

reproduire d'un point de vue purement mathématique les données expérimentales sans 

chercher à donner un sens physique aux constantes matérielles. 

Nous résumons dans le tableau suivant quelques expressions de potentiels hyperélastiques 

issus des deux approches précédentes. Une étude plus détaillée sur ces modèles est présentée 

en annexe. 

Modèle Expression Année 

Néo-Hookéen 
W(I1) = n~T (11 - 3) = ~ (11 - 3) 

1943 

Mooney-Rivlin W(Ipl2 )=C1(11 -3)+C2 (12 -3) 1940 
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Rivlin généralisé N 1948 
W(Ipi2 )= Icij(Jl -3)\I2 -3)1 

ij 

Yeoh W(11JJ = Clü(Jl- 3) + c2oU1- 3)2 
+ c3oU1- 3)3 1990 

Hart-Smith W(I~'I2 ) = C1 Jexp[C3(11- 3)2]di1 + 3C2Ln(I2
) 

1966 

1 3 
1 

Ogden N 1972 
W(~'~'~)= Lai (~a, +~a; +~a, _ 3) 

i=l f.Li 

Gent E I -3 1996 
W=-(;(Im -3)Ln(1- / _

3
) 

m 

1( ) 1 2 11 3 1993 
W(J1) = nkT.[- I1 -3 + --

2 
(I1 - 9) + 

4 
(11 - 27) 

Arruda-Boyce 
2 20Âm 1 Ü5ÜÂm 

19 4 519 5 
+ 6 (Il -81)+ 8 (Il -243)+ ...... ] 

7ÜÜÜÂm 67375ÜÂm 

Di ani 
W(Ipi2 ) = Jexp(i>i(I1 -3)i]di1 + Jexp[fbi(Log(12Y]dl2 

1999 

II i=O I, i=O 

Tableau 1. Quelques modèles de comportement hyperélastique. 

Notons enfin qu'il n'existe pas une expression de potentiel qui permet une bonne 

modélisation de tous les phénomènes observables dans le domaine de l'élasticité non linéaire. 

Néanmoins, en cherchant à trop élargir le domaine de validité d'une loi de comportement, on 

perd en précision d'approximation pour chaque cas particulier et l'on risque, en outre, 

d'aboutir à une expression mathématique trop complexe. Cela explique alors la diversité des 

modèles utilisés dans la littérature, qui sont caractérisés principalement par leurs domaines de 

validité (type d'expériences et domaines de déformations pour lesquels ces densités d'énergie 

sont utilisables). 

Par ailleurs, l'existence d'un modèle unifié n'est pas un problème en soi tant que l'on n'étudie 

pas des pièces susceptibles de subir toutes les déformations possibles dans un domaine de 

déformation très étendu. En revanche, si on s'intéresse à des pièces présentant simultanément 

des zones peu déformées et d'autres fortement déformées, il serait indispensable de disposer 

d'un modèle suffisamment robuste. 
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111.1. Introduction 

Les composants en élastomère des machines, des véhicules et des structures sont 

fréquemment soumis à des charges variables qui peuvent mener à leur rupture par fatigue. Par 

conséquent, comprendre le phénomène de fatigue sous un chargement multiaxial s'avère très 

important pour beaucoup d'applications industrielles. 

Comme pour les matériaux métalliques, le processus de rupture par fatigue des élastomères 

est généralement décrit par deux phases : une phase d'initiation de la fissure suivie d'une 

phase pour sa propagation. Parallèlement, les modèles d'évaluation de la durée de vie des 

élastomères consistent à déterminer soit les conditions d'initiation d'une première fissure, soit 

la vitesse de propagation d'une fissure existante grâce aux concepts la mécanique de la 

rupture. 

Dans cette partie du mémoire, nous présenterons un état de 1' art concernant la fatigue des 

matériaux élastomères. L'étude concernera les deux approches principales qui sont utilisées 

dans la littérature pour la prédiction de la durée de vie en fatigue de tels matériaux, à savoir 

l'approche d'initiation et celle de propagation des fissures. Pour chacune des deux approches, 

nous exposerons les principaux travaux de la littérature en terme de résultats expérimentaux et 

de critères qui lui sont associés avec, à chaque fois que nécessaire, les paramètres pouvant 

influencer la durée de vie en fatigue des milieux élastomères. Nous conclurons ce èhapitre par 

une identification du critère retenu qui sera exploité dans nos travaux ultérieurs. 

111.2. Critères de fatigue des élastomères 

Plusieurs approches ont été proposées et évaluées pour la prédiction de la durée de vie en 

fatigue multiaxiale dans les métaux [F AT88]. Pour les élastomères, cependant, les effets du 

chargement multiaxial ne sont pas encore maîtrisés et donc, aujourd'hui, la capacité de prédire 

la durée de vie en fatigue sous l'effet de tels chargements complexes est un besoin crucial. 

Les recherches en fatigue pour les élastomères peuvent être divisées en deux approches 

principales. Une approche consistant à prédire la duré de vie d'initiation de la fissure, utilisant 

la déformation et/ou la contrainte comme paramètres définis en un point matériel. La 

deuxième approche, basée sur l'idée de la mécanique de la rupture, prédit la propagation d'une 

fissure particulière d'une taille initiale jusqu'à une dimension critique. 

IIL2.1. Approche de propagation des fissures 
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Cette approche considère que le matériau est préfissuré et donc fait appel aux concepts de la 

mécanique de la rupture. Son extension aux élastomères est l'œuvre de Rivlin et Thomas 

[RIV53] qui, à partir des travaux de Griffith [GRI20], développèrent des solutions permettant 

la quantification d'un paramètre énergétique appelé énergie de déchirement T. Ce terme, qui 

représente l'énergie mise en jeu pour avancer une fissure d'une longueur initial a0 jusqu'à 

une longueur finale a1 , a été développé pour quelques géométries d'échantillons simples à 

mettre en œuvre (figure 1). Les plus couramment utilisées sont: 

La plaque à fissure latérale (Single Edge Notch in Tension specimen SENT) 

L'éprouvette de cisaillement pur (Pure Shear specimen) 

L'éprouvette pantalon (Trousers specimen) 

a 
a h 

Eprouvette SENT Eprouvette de cisaillement pur Eprouvette pantalon 

Figure 1. Géométries des éprouvettes préfissurées. 

Le tableau 1 résume les expressions de 1' énergie de déchirement T ainsi que sa valeur 

critique 1', pour les différentes éprouvettes citées précédemment. Rivlin et Thomas ont 

également montré que cette valeur critique, conduisant à la propagation instable des fissures 

sous un chargement statique, est une propriété intrinsèque du matériau indépendamment de la 

taille de la fissure ni de la géométrie de l'échantillon [RIV53]. 

Type d'éprouvette Expression de T Expression de 1', 
SENT T = 2.k(/l,).W0 .a 1', = 2.k(1J.W0, .a 

Cisaillement pur T=W0 .h 1', = W0,.h 

Pantalon T = 2.F.1 -Wo.b T = 2.Fc.lc - W .b 
t c t o, 

Tableau 1. Expressions de T pour trois types d'échantillons préfissurés. 
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Le terme W0 dans ces différentes expressions représente la densité d'énergie de déformation 

calculée loin de la fissure et k un facteur de proportionnalité qui dépend de 1' élongation. 

Quelques formulations du paramètre k ont été établies dans la littérature 

[GRE63a],[LAK70],[LIN72],[NAI95]. 

L'approche de propagation des fissures a été ensuite étalée aux cas des chargements 

dynamiques par Thomas [TH058] qui a trouvé que le maximum d'énergie de déchirement 

atteint au cours d'un cycle de fatigue régit la vitesse de propagation des fissures. 

Précisons que pour le cas du chargement monotone, la propagation n'a lieu que lorsque le 

paramètre T reste inférieur à la valeur critique Y;, . Si cette valeur est dépassée, alors se 

produit l'amorçage puis la propagation instable de la fissure. Lorsque le chargement est 

cyclique, le processus est différent et la croissance d'un défaut peut être observée pour des 

valeurs de T très inférieures à Y;,. Cette propagation se fait néanmoins de manière stable ; 

c'est le phénomène de fissuration par fatigue. 

3 
10 

daidN 

(cm/Mcycle) 

2 
10 

1 
10 

0 
10 

·l 
10 

·2 
10 

·3 
10 

Regime l 

0 
0 

Rcgune 2• Regune 3 
,4 

' ' ' 

' ' ' ' • Re~lmc -1 

·:· .> .. 

-4 To 1 10 ..___......__...::..a..__;;......_...___...;;.o.. __ 
10.J to·1 10"1 10° 10' 

T (kl/m2 ) 

Figure 2. Vitesse de fissuration en fatigue pour des élastomères de type NR et SBR (R=O) [LAK65]. 

La figure 2 montre 1' évolution de la vitesse de propagation des fissures en fonction de 

1' énergie de déchirement T pour deux élastomères non chargés de type NR et SBR sous une 

sollicitation cyclique de traction uniaxiale à rapport de charge nul [LAK65]. 

Sur ce graphe, Lake et Lindley ont mis en évidence quatre zones distinctes : 
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T < Ta : pas de propagation hormis attaque chimique : 

da 
--=r 
dN 

Ta < T < T; : la vitesse est directement proportionnelle à T; soit : 

da 
- = A(T- T ) + r 
dN a 

T; < T < r:o : la vitesse varie suivant une loi de puissance, dans ce cas : 

da = B(T)c 
dN 

T >Tc :la rupture a lieu au premier cycle à cause d'une propagation instable. 

(liLl) 

(III.2) 

(III.3) 

Les paramètres A et B ainsi que 1 'exposant C dépendent de la nature du matériau. 

L'exposant C est de 1' ordre de 2 pour un caoutchouc naturel et de 4 pour un styrène 

butadiène [GEN64],[LAK64]. 

Ainsi, la prévision de la propagation de la fissure, exprimée en fonction de T , est 

indépendante de la forme et des dimensions d'éprouvettes. La relation entre le taux de 

croissance de la fissure et 1' énergie de déchirement T est alors ~ne propriété intrinsèque de 

1' élastomère. 

1.E-02 

1.E·03 

œ 
~ 1.E-04 
.!,! 
E 
E 

~ 
~ 1.E-05 

~ 
(!) 

"" u 5 1.E-06 

1.E-07 

1 E-08 -!---...,..-',.~~--~-~---...,...; 
1.E-02 1.E-01 1.E+00 1.E+01 

Maximum Energy Release Rate, kJ/n1 

Figure 3. Effet du rapport de charge sur la vitesse de fissuration en fatigue pour un caoutchouc naturel [LIN73]. 
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Notons, par ailleurs, qu'un effet bénéfique du rapport de charge, défmi comme le rapport de 

l'énergie de déchirement minimale et maximale au cours du cycle, sur la durée de vie en 

fatigue a été observé par Lindley sur un caoutchouc naturel [LIN73]. En effet, lorsque la 

déformation minimale imposée augmente, les chaînes de ce matériau s'orientent dans la 

direction de la charge conduisant à l'apparition de zones cristallines au cours de la 

sollicitation et donc retardent nettement la vitesse de propagation des fissures en fatigue 

(figure 3). 

Charrier [CHA02] et ensuite Mars [MAR03a] ont introduit une fonction f(R) dans la 

relation (III.3) dont le~ paramètres sont optimisés de telle sorte à obtenir une courbe maîtresse 

permettant de rationaliser 1' effet du rapport de charge sur la vitesse de propagation des 

fissures en fatigue. 

Il est également intéressant de signaler que lorsque 1' énergie de déchirement dépasse la valeur 

Ta , 1 'hystérésis cyclique devient le facteur important influençant la propagation de fissure. 

Ainsi, un élastomère ayant une hystérésis importante est plus résistant à la fissuration par 

fatigue comme le montre la figure 4 [LAK67]. Théoriquement, dans un élastomère 

parfaitement élastique qui n'a pas de comportement d'hystérésis, la fissure se propage à 

1' infini dès que 1' énergie seuil Ta est atteinte. 

zero hysteresill low hysteresis 

/ 
2 

~ 
'! 
0 ... 

high hysteresis 

2 3 
tearing energy ( 1~ ergjcm2} 

Figure 4. Effet de l'hystérésis sur la vitesse de fissuration en fatigue pour un élastomère [LAK67]. 
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III.2.1.1. Application de l'approche de propagation des fissures aux matériaux non fissurés 

Les études portant sur la fatigue des élastomères considèrent quasi systématiquement la 

propagation des fissures à partir des défauts préexistants. Ces derniers, pouvant être soit des 

inclusions soit des hétérogénéités de réticulations ou même des défauts de surface, jouent le 

rôle de concentrateurs de contraintes et par conséquent constituent des sites privilégiés 

d'amorçage [HES63],[SMI63]. 

Dans ce sens, l'approche de propagation des fissures a été utilisée avec succès pour la 

prédiction de la durée de vie d'un matériau non fissuré [LAK64],[GEN64],[LAK65], 

[MAR03b],[OST05]. En effet, à partir des relations empiriques vues précédemment, la durée. 

de vie en fatigue N1 peut être estimée par simple intégration de celles-ci. Par exemple si on 

connaît au préalable la taille a0 de la fissure et en se situant dans zone 3 (figure 2), le nombre 

de cycles nécessaire pour faire progresser ce défaut jusqu'à une taille critique a 1 peut se 

calculer de la manière suivante : 

N _ da __ 1_ 1 _1 ___ 1_ ~ [ ] ~-JB(2Hfoa(-F-1B(2kWa( a/-1 a/-1 (III.4) 

Pour un échantillon ne contenant pas de fissure artificielle, l'amorçage se produit à partir d'un 

défaut intrinsèque, celui ci étant très petit devant la longueur finale de la fissure donc la 

relation (III.4) devient : 

a! 

N _ J da _ 1 
1 - B(2kWa)F - F -1 B(2kW )F F-1 

ao 0 0 ao 

1 1 
(III.5) 

Si la longueur initiale des défauts dans les élastomères est considérée comme une propriété 

intrinsèque du matériau, 1' équation (III.5) peut être réécrite sous la forme : 

N -nw-F 1- 0 

1 1 1 
Avec D = une constante du matériau à déterminer. 

(F -1) B(2k)F a/-1 

(III.6) 

Quelques tailles de défauts intrinsèques de l'ordre de 20.10-6 jusqu'à 50.10-6 ont été observées 

par Lake et Lindley dans différents polymères [LAK65]. 

La difficulté majeure pour cette approche, dite du défaut intrinsèque, est qu'elle exige une 

connaissance préalable de l'emplacement et de la taille initiale du défaut qui cause la rupture 
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finale. Souvent, cette information n'est pas disponible. De plus, la mise en oeuvre numérique 

de l'approche de la mécanique de la rupture reste un travail coûteux. Il y a donc un grand 

besoin d'algorithmes robustes et polyvalents pour l'analyse de propagation de la fissure dans 

les élastomères. 

D'autre part, les relations précédentes, permettant de quantifier l'énergie de déchirement, ont 

été établies pour des échantillons simples. Pour des conditions de chargement plus complexes, 

uniquement une part de 1' énergie totale fournie participe à la propagation de la fissure 

[MAR03a] et donc la dérivation précédente peut sous-estimer la durée de vie du matériau 

soumis à un tel chargement. 

III.2.2. Approche d'initiation des fissures 

L'approche d'initiation de la fissure considère que chaque matériau a une durée de v1e 

intrinsèque déterminée par un critère généralement défini en terme de déformations et/ou de 

contraintes. La pertinence d'un tel critère est directement liée à sa capacité à prédire la durée 

de vie indépendamment de la géométrie de l'éprouvette et de l'état de sollicitation. 

La durée de vie pour l'initiation de la fissure peut être définie comme étant le nombre de 

cycles nécessaires à l'apparition d'une fissure d'une certaine dimension. Cette approche est 

particulièrement appropriée dans les cas où les défauts initiaux, qui· finalement déterminent la 

durée de vie, sont trop petits relativement aux constituants du matériau. 

Les critères basés sur une combinaison de contraintes ont été largement utilisés dans les 

analyses en fatigue pour les matériaux métalliques [FA T88]. Cependant pour les élastomères, 

les critères en élongations ou bien en déformations ont plus de succès du fait de la complexité 

du calcul de champs de contraintes d'une part, et de l'accès direct aux mesures des 

déformations d'autre part [MAR02a],[MAR05a]. 

Les deux critères de durée de vie en fatigue largement utilisés pour la prédiction de l'initiation 

des fissures dans l'élastomère sont la déformation principale maximale et la densité d'énergie 

de déformation. La déformation octaédrale de cisaillement a été aussi utilisée, mais moins 

communément [MAR02a]. La déformation est un choix naturel parce qu'elle est déterminée à 

partir des déplacements qui peuvent être mesurés directement dans 1' élastomère. Quand la 

densité d'énergie de déformation est appliquée pour l'analyse de la fatigue, elle est souvent 

estimée à partir d'un model hyperélastique défini entièrement en terme de déformations. 

Un critère original a été proposé récemment par Mars et Fatemi [MAROla],[MAROlb], la 

densité d'énergie de fissuration qui a la dimension d'une énergie et correspond à la portion de 
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densité d'énergie de déformation disponible pour ouvrir une fissure dans un plan donné. Une 

approche similaire par plan critique permettant, selon l'auteur, de rationaliser celle de Mars a 

été également proposée très récemment par Verron [VER05],[VER06]. Cette approche est 

basée sur la mécanique d'Eshelby, la grandeur ainsi proposée est la contrainte 

configurationnelle qui correspond à la plus petite valeur propre du tenseur d'Eshelby. 

Dans les sections suivantes nous montrerons le principe des différents critères mentionnés 

précédemment. 

II1.2.2.1. Critères en déformations 

La déformation principale maximale est parmi les critères qm paraissent physiquement 

pertinent puisqu'il est couramment observé que, dans les cas des chargements proportionnels, 

les fissures s'initient dans le plan normal à la direction principale maximale. Ce paramètre 

était utilisé très tôt dans des études en fatigue sur les élastomères. Il a été introduit depuis 

1940 par Cadwell et al. qui s'intéressaient à la réponse du caoutchouc naturel renforcé au noir 

de carbone soumis à un chargement cyclique [CAD40]. Les auteurs sollicitaient des 

éprouvettes cylindriques de plusieurs formes en traction/compression, en traction/traction et 

en compression/compression et d'autres éprouvettes de double cisaillement. Les résultats de 

leurs travaux ont mis en évidence l'influence à la fois de l'amplitude et du minimum de la 

déformation principale maximale sur la durée de vie en fatigue du caoutchouc naturel non 

chargé (figure 5). 

NR chargé 
E 

êmm 
R=-

s max 

ê max 

Temps 

Figure 5. Effet du minimum et de l'amplitude de la déformation sur la durée de vie en fatigue d'un NR 
[CAD40]. 

En effet, à travers le diagramme de la figure 5, Cadwell montre qu'à même niveau minimal de 

déformation, une augmentation de l'amplitude est toujours associée à une diminution de la 

durée de vie. Ces résultats montrent également que pour une amplitude de déformation 
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donnée, la durée de vie en fatigue du caoutchouc naturel s'améliore, sous l'effet de la 

cristallisation, lorsque le niveau minimal de la déformation augmente. Cependant, ce constat 

n'est pas toujours observé puisqu'il existe une valeur minimale seuil de déformation pour 

laquelle la déformation maximale s'approche de la rupture du matériau et dans ce cas, c'est 

l'effet de l'endommagement qui l'emporte sur celui de la cristallisation. 

Précisons également que même si les travaux de Cadwell englobent des essms um et 

multiaxiaux, l'auteur n'a pas cherché une variable d'endommagement permettant de corréler 

tous ses résultats expérimentaux mais s'est contenté uniquement de s'assurer que leur 

tendance est la même sous l'effet du minimum et de l'amplitude de la déformation. 

D'autres essais de fatigue ont suivi ceux de Cadwell en 1943 dans les travaux de Fielding 

[FIE43]. Ce dernier a testé deux matériaux élastomères qui cristallisent sous contraintes et 

deux autres qui ne le sont pas. Il a confirmé d'une part les résultats de Cadwell quant à l'effet 

bénéfique du minimum de la déformation sur la duré de vie des matériaux cristallisables et il a 

montré d'autre part que ce phénomène n'est pas observable dans les matériaux non 

cristallisables. Les mêmes résultats ont été obtenus par Beatty en 1964 sur des éprouvettes 

Diabolos en NR et en SBR sous à un chargement uniaxial alterné tel que le montre la figure 6 

[BEA64]. 

DUMBELLS OF REVOLUTION 
75 '1. TOTAL STRAIN CYCLE 

Figure 6. Effet du minimum de la déformation sur la durée de vie en fatigue 

d'un NR et d'un SBR à amplitude de déformation constante [BEA64]. 
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Cependant, ces dernières conclusions ne sont pas généralisées dans la littérature puisque 

Robisson a montré par la suite, en 2000, la capacité du SBR chargé à présenter une 

augmentation de la durée de vie en traction/traction du même type que celui des matériaux 

cristallisables [ROBOO]. 

Suite à ces travaux, plusieurs auteurs ont exploité l'élongation principale maximale comme 

paramètre régissant la durée de vie en fatigue des élastomères [ROBOO],[ROB77],[LU91]. 

Leur choix de cette variable était vraisemblablement naturel puisque 1' élongation ou la 

déformation principale maximale traduit l'élongation des chaînes dans la direction la plus 

étirée. 

Notons enfin que le critère de la déformation principale maximale reste en usage aujourd'hui 

pour des états de sollicitations uniaxiales et donne également une bonne corrélation entre les 

résultats en fatigue des essais de traction/torsion [MAR05b]. Néanmoins, il ne prédit pas la 

différence existante entre la traction simple et équibiaxiale [ROB77]. 

111.2.2.2. Critères en contraintes 

Dans le cadre de ses travaux de thèse en 1991, Lu était le premier à utiliser un critère en 

contrainte pour prédire la durée de vie d'initiation des élastomères cristallisables [LU91]. 

Bien que le chargement uniaxial qu'il a appliqué à ·des éprouvettes Diabolos soit symétrique, 

Lu a exploité uniquement la contrainte maximale de Cauchy. Ce choix était justifié par le fait 

qu'uniquement la partie en traction du cycle de sollicitation est responsable de la rupture et 

d'endommagement des chaînes élastomères. 

Par la suite, Bathias et al. en 1997 reprennent la même géométrie d'éprouvette utilisée par Lu 

dans l'objectif d'étudier l'influence de la cristallisation sous contraintes sur la durée de vie en 

fatigue [BAT97]. Contrairement au choix de Lu, les auteurs préfèrent plutôt travailler en 

terme de contrainte moyenne variable et d'amplitude de contrainte fixe. Leurs travaux, qui 

portaient sur trois types d'élastomères, ont confirmé l'effet bénéfique de la cristallisation sous 

contraintes uniquement sur la durée de vie des matériaux cristallisables. De plus, ils ont 

montré que la cristallisation n'apparaît qu'à partir d'une contrainte minimale seuil dont la 

valeur dépend de la température tel que le montre la figure 7. 
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NR SBR 

1,5 MPa 

o,J MPa 

~----------_;~~~---4-------~--------
100000 Nf 100000 Nf 100000 Nf 

Figure 7. Comparaison des SN courbes pour Je NR, le CR et Je SBR [BAT97]. 

Cependant, une étude très récente menée par Abraham et al. a montré que deux matériaux non 

cristallisables à savoir le SBR et l'EPDM (Ethylene Propylene Diene Monomer) renforcés au 

noir de carbone voient une augmentation de leur durée de vie sous l'effet du minimum de la 

contrainte (figure 8). Les auteurs concluent que la contrainte maximale, à elle seule, ne peut 

pas être retenue comme critère en fatigue uniaxiale même pour les matériaux non 

cristallisables. Ils ont également trouvé que le seul paramètre insensible au minimum de la 

contrainte est la densité d'énergie dissipée par cycle [ABR05]. 

4 

log n 

!l 

Figure 8. Effet du minimum de la contrainte sur la durée de vie en fatigue d'un SBR chargé [ABR05]. 

Les études d'André et al. en 1998 qui portaient sur la fatigue d'un caoutchouc naturel ont 

également exploité 1' amplitude et la moyenne de la contrainte de Cauchy pour représenter 

leurs résultats expérimentaux [AND98],[AND99]. En effet, dans l'objectif de proposer un 

modèle de prédiction de la durée de vie dans le cas d'un chargement uniaxial, les auteurs 

sollicitaient des éprouvettes Diabolos en traction/traction et traction/compression à 

déplacement imposé. Ils ont ainsi regroupé leurs résultats expérimentaux, en terme d'iso

durée de vie en fonction de la contrainte moyenne Cf et de l'amplitude de la contrainte de 

Cauchy f..a, dans le diagramme de Haigh représenté sur la figure 9. 
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Ainsi, ce diagramme peut être divisé en deux parties distinctes. Une première zone regroupant 

des rapports de charge négatifs (R < 0) pour lesquels, à amplitude de chargement constante, 

la durée de vie et la contrainte moyenne évoluent en sens inverse. Néanmoins, cette tendance 

(classiquement rencontrée dans le cas des matériaux métalliques) est inversée dans la 

deuxième zone du diagramme correspondant à un rapport de charge positif (R > 0) puisqu'on 

observe plutôt une augmentation de la durée de vie quand la valeur moyenne de la contrainte 

croit. Les auteurs lient également cet effet bénéfique de la contrainte moyenne au phénomène 

de la cristallisation du caoutchouc naturel. 

..... .. 1.8 

~1.6 

Ill 
>40 

les nombres en inde>< 
représentent Na • 10 ' 

0.6 +-----lf-----W.--+~~~~----1----11------l 
-0.5 0 0.5 1 

S = 0.5*(Smax + Smin) 
1.5 
(MPa) 

2 2.5 

Figure 9. Diagramme de Haigh à deux paramètres, Ct (S) et !::.a (SJ pour la prévision de la durée de vie 

des essais de fatigue en traction-compression sur Diabolos [AND99]. 

Basé sur ces résultats expérimentaux, André propose de relier la durée de vie en fatigue Ni à 

une contrainte équivalente via une loi de puissance selon la forme : 

N; = [::riO' cycles (III. 7) 

Avec: (III.8) 

H étant la fonction de Heaviside et a0 une contrainte de normalisation qui correspond à la 

valeur prise par O'eq pour Ni égale à 105 cycles. Les paramètres /31, /32 , /33 , a et 0'0 sont à 

identifier à partir des résultats expérimentaux. 

66 



Chapitre III Fatigue des milieux élastomères: Etats de l'art 

Dans l'objectif d'étendre les grandeurs d'endommagement précédentes aux cas de la fatigue 

multiaxiale, André a entamé une compagne d'essais en traction/compression sur deux types 

d'éprouvettes axisymétriques entaillées qu'il a nommées AE2 et AE5 ainsi que des essais de 

torsion sur des Diabolos et AE2. Pour ces dernières éprouvettes, la mesure de l'orientation des 

fissures initiées en surface a permis à l'auteur de constater que le plan de fissuration est 

perpendiculaire à la direction de la contrainte principale maximale. Il propose ainsi d'étendre 

le critère uniaxial précédent à un critère multiaxial en utilisant non pas l'amplitude de la 

contrainte axiale ~a mais plutôt celle de la contrainte principale ~aP ainsi que la pression 

hydrostatique p à la place de la contrainte moyenne (f pour prendre en compte la triaxialité 

du chargement. 

Dans le même esprit, les travaux de thèse de Saintier en 2000 débutent par une étude en 

fatigue uniaxiale avant d'étendre l'analyse aux cas des chargements multiaxiaux [SANOl]. En 

effet, Saintier a repris les travaux d'André en confirmant la pertinence des paramètres pris en 

compte pour la prédiction de la durée de vie en fatigue uniaxiale. Néanmoins, pour l'auteur, 

l'approche d'André dans le cas des chargements multiaxiaux n'est pas envisageable puisque 

le calcul de l'amplitude de la contrainte principale n'a pas de sens dès lors qu'il existe une 

rotation du repère des contraintes principales comme c'est le cas pour les essais de torsion sur 

les éprouvettes Diabolos ou AE2. 

Saintier a proposé dans un premier temps de reprendre le diagramme à deux paramètres 

(Cf,~a). Cette fois-ci, l'amplitude sous chargement multiaxial est exprimée en terme du 

second invariant du déviateur des contraintes et le terme de moyenne est défini à partir du 

premier invariant du tenseur des contraintes, c'est-à-dire la pression hydrostatique. Une 

comparaison des résultats expérimentaux avec ceux prédits par le modèle dans le cas des 

chargements multiaxiaux permet à l'auteur de confirmer l'incapacité de ce dernier à prédire 

d'une manière satisfaisante aussi bien la localisation de l'amorçage que la durée de vie en 

fatigue multiaxiale. De plus, même si le critère proposé en terme d'invariants permet de 

s'affranchir des rotations du repère des contraintes principales, l'utilisation de telles grandeurs 

fait perdre l'aspect directionnel d'endommagement qui permet de prédire le plan de 

fissuration. Saintier utilisera par la suite une approche par plan critique qui permet de prendre 

en considération l'aspect des mécanismes de renforcement du caoutchouc naturel et celui 

d'endommagement suivant une direction de 1' espace. Il définit ainsi deux variables dans un 

plan critique permettant de prédire la durée de vie en fatigue ; La première <l> endam. , associée à 

1' endommagement, est représentée par la valeur maximale atteinte pendant un cycle de la 
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contrainte principale maximale O"~ax. Ce choix est justifié par l'auteur sur la base de ses 

observations expérimentales qui montrent que les fissures s'initient dans un plan transverse à 

la direction de la contrainte principale maximale. Soit donc le plan de dommage maximal 

(plan de fissures) est le plan sur lequel sera écrit le critère. 

Compte tenu du renforcement associé au maintien de la cristallisation à la pointe de fissure au 

niveau du chargement minimal atteint au cours du cycle, Saintier propose une deuxième 

variable <I> renf. proportionnelle à la valeur minimale du taux de cristallisation xc ( O"renf.) dans 

le plan de fissuration, soit : 

(III.9) 

Une étude par diffraction X du phénomène de cristallisation du caoutchouc naturel a permis à 

l'auteur d'établir une relation empirique entre le taux de cristallisation Xc et la contrainte de 

renforcement arerif. telle que : 

Xc ( O"renf.) = 0 .3(1- exp(-D < O"renf - O"seuu >)) (III.l 0) 

Dans laquelle < > désigne la valeur positive de l'argument, A, D et O"seuil (contrainte en 

dessous de laquelle il n'existe pas ·de renforcement) sont des paramètres à optimiser sur les 

résultats de fatigue. La valeur asymptotique 0.3 dans 1' équation (liLl 0) est en rapport avec le 

taux de cristallinité maximal (30%) observé par l'auteur sur le caoutchouc naturel. 

O"renf. représente la contrainte de renforcement qui dépend de 1 'histoire du chargement vue par 

le plan de fissuration de normale ii au cours d'un cycle. Dans le cas du chargement uniaxial, 

elle a été définie par Saintier comme étant la valeur minimale prise par o-n au cours du cycle 

de fatigue, soit, O"renf. = o-ii,min. Cependant, lorsqu'il s'agit d'un chargement multiaxial, le 

renforcement peut également avoir lieu si le cisaillement en point de fissure est non nul 

(même si o-ii,min :::; 0). Ce constat a mené l'auteur à modifier la contrainte de renforcement en 

introduisant une nouvelle grandeur mécanique, le cisaillement à la fermeture, rn ,fermeture' soit : 

(III.ll) 

Où tmin est l'instant de chargement pour lequel la contrainte O"ii est minimale. 
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Ainsi, la contrainte équivalente introduite par Saintier est calculée à partir des deux variables 

précédentes, soit : 

<I> tJ = endom. 

eq 1 + <I> renf. 

(III.12) 

Et la durée de vie d'initiation est alors : 

(III.13) 

En exploitant les résultats expérimentaux issus des différents tests de traction/compression 

avec ou sans précharge statique en torsion et d'autres essais de torsion sur des éprouvettes 

Diabolos et axisymétriques, Saintier conclue que le critère proposé permet à la fois de 

localiser l'amorçage des fissures, leur orientation ainsi que le nombre de cycles à l'amorçage. 

Pour plus de détails sur le sujet, le lecteur pourra se référer aux derniers travaux de Saintier 

publiés dans les références [SAN06a],[SAN06b]. Précisons finalement que l'auteur propose 

de vérifier la pertinence du critère en élargissant sa base de données expérimentale avec des 

essais de traction/torsion hors phase. 

111.2.2.3. Critères énergétiques 

a) La densité d'énergie de déformation 

L'utilisation de la densité d'énergie de déformation comme variable d'endommagement en 

fatigue est la manière la plus simple de prendre en compte à la fois la déformation et la 

contrainte. 

Comme nous l'avons constaté auparavant, le premier modèle développé pour étudier la 

rupture des matériaux élastomères sous chargement statique a été basé sur la densité d'énergie 

de déformation [GRI20]. Il consiste à déterminer l'énergie de déchirement T qui cause la 

propagation d'un défaut préexistant dans une structure. Ce modèle a été ensuite étendu pour 

analyser la propagation des fissures dans de tels matériaux soumis à des charges variables 

[TH058]. 

Depuis 1963, la densité d'énergie de déformation entre en usage comme un critère pour 

prédire l'initiation de la fissure en fatigue dans les milieux élastomères [GRE63b]. Greensmith 

a en effet présenté ses résultats de fatigue en terme d'évolution de la durée de vie d'un NR et 

d'un SBR non chargés en fonction de la densité d'énergie de déformation tel que le montre la 

figure 10. 
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Figure 10. Durées de vie en fonction de la densité d'énergie de déformation [GRE63b]. 

Par la suite en 1977, Roberts et Benzies ont effectué des essais de fatigue à rapport de charge 

nul sur des éprouvettes lanières en traction uniaxiale et sur des plaques fines en traction 

équibiaxiale [ROB77]. Leurs matériaux d'étude étaient le NR et le SBR chargés et non 

chargés de noir de carbone. Les auteurs ont I?résenté pour chaque matériau 1' évolution de sa 

durée de vie en fonction de la déformation principale maximale et de la densité d'énergie de 

déformation. Dans ces travaux, la pertinence de chacune des grandeurs et sa capacité à unifier 

les résultats expérimentaux n'ont pas été discutées jusqu'à ce qu'une analyse établie par Mars 

[MAR01a] a montré que pour une densité d'énergie de déformation donnée, la durée de vie en 

fatigue en traction équibiaxiale est approximativement quatre fois plus longue que celle en 

traction simple pour le NR, alors que pour le SBR, cette différence a atteint un facteur de 16 

(figure lla). Il est également important de signaler qu'à partir des mêmes données 

expérimentales, on observe 1 'inverse du constat précédent si on se base sur le critère de 

déformation principale maximale (figure 11 b ). 
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Figure 11. Durées de vie en fonction de la déformation principale maximale et de la densité d'énergie 
de déformation (données expérimentales de Roberts et Benzies [ROB77]). 

Appliqués comme critère scalaire, ni la déformation principale maximale ni la densité 

d'énergie de déformation ne prévoient le fait que les fissures s'initient suivant une orientation 

donnée et par conséquent ne considèrent pas que, dans des situations de chargement 

multiaxial, uniquement une part de l'énergie de déformation totale fournie joue le rôle dans le 

processus d'initiation des fissures. En outre, ces critères peuvent demeurer constants et 

prévoient une durée de vie infinie en particulier dans les situations de chargements non 

proportionnels qui ont réellement une durée de vie finie (ouverture et cisaillement cycliques 

des défauts inclus dans le matériau sans variation de la valeur du critère) 

[MAR01a],[MAR02a]. Enfin ces deux paramètres ne prennent pas en considération la 

fermeture de fissures et donc sont incapables de prévoir la grande différence qui peut exister 

entre les durées de vie en traction et en compression simple. 

b) La densité d'énergie de fissuration 

Dans des travaux récents, Mars et Fatemi considèrent que les fissures détectées à l'échelle 

macroscopique proviennent microscopiquement de la propagation des défauts intrinsèques 

contenus dans le matériau et proposent une grandeur de la mécanique des milieux continus 

qui tient compte de cette propagation [MAR01a],[MAR02b]. Il s'agit de la densité d'énergie 

de fissuration qui représente seulement la portion de l'énergie de déformation disponible pour 

initier une fissure dans une direction donnée de l'espace. Ce critère est défini d'une manière 

incrémentale par le produit scalaire du vecteur contrainte cr et du vecteur incrément de 

déformation dË en un plan matériel donné comme illustré dans la figure 12. 

(III.14) 

Dans la relation (III.14), r représente le vecteur unitaire normal à un plan matériel dans la 

configuration déformée. 
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/ 

La démarche concernant le calcul de la densité d'énergie de fissuration Wc consiste d'abord à 

rechercher pour chaque incrément de déformation dWc le plan matériel qui par rapport à sa 
. ' 

normale r se développe le maximum d'énergie pour ensuite faire une sommation de dWc; sur 

l'ensemble des incréments jusqu'au chargement maximal atteint au cours d'un cycle de 

fatigue. Notons que si dans les métaux on utilise plusieurs paramètres qui régissent la 

fissuration dans le plan critique (contrainte normale, contrainte de cisaillement), dans le cas 

des élastomères, on s'intéresse uniquement à une grandeur d'ouverture de la fissure. 

Dans l'objectif de prévoir les durées de vies en fatigue du NR et du SBR, Mars et Fatemi ont 

analysé les données expérimentales relatives aux essais de traction uniaxiale/équibiaxiale de 

Roberts et Benzies. Ils ont utilisé trois critères cités précédemment, à savoir la déformation 

principale maximale, la densité d'énergie de déformation et celle de fissuration, et ont conclu 

que cette dernière est le meilleur paramètre permettant de corréler l'ensemble des résultats 

expérimentaux (figure 13) [MAROla]. De plus, ce critère prévoit à la fois la durée de vie pour 

l'initiation de la fissure en fatigue ainsi que le plan spécifique d'apparition des fissures. 
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Figure 13. Corrélation entre la traction simple et équibiaxiale (R=O) avec la densité d'énergie de fissuration. 
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c) La contrainte configurationnelle 

La contrainte configurationnelle est une grandeur issue directement de la mécanique 

d'Eshelby et permet, comme la densité d'énergie de fissuration, de tenir compte de la 

croissance des défauts au sein de 1' élastomère. Très récemment, cette variable a été introduite 

par Verron et al. dans l'objectif de prédire à la fois la direction de fissuration et la durée de vie 

en fatigue des milieux élastomères [VER05],[VER06]. En effet, les auteurs reposent sur le 

postulat de Mars qui suppose que 1' élastomère est peuplé de défauts intrinsèques et que 

l'énergie emmagasinée dans ce matériau n'est pas totalement disponible pour faire croître ces 

défauts. 

D'autre part, pour un matériau homogène, isotrope et incompressible dont le comportement 

est hyperélastique, on peut associer à chaque défaut entourant un point matérielle tenseur des 

contraintes configurationnelles ou le tenseur d'Eshelby ~ tel que : 

22=Wl-SC (III.l5) 

Ou encore: (III.l6) 

La variable d'endommagement ainsi proposée, notée G, correspond à la plus petite des 

valeurs propres (22i )i=l,J du tenseur principal ~ si au moins une de ses valeurs propres est 

négative, sinon à zéro si toutes les valeurs propres sont positives (cas de la compression 

hydrostatique par exemple pour laquelle la fissure a tendance à se fermer dans toutes les 

directions). G s'exprime ainsi comme: 

(III.l7) 

De plus, le plan de fissuration considéré est le plan normal au vecteur propre associé à G . 

D'autre part, puisque le repère principal dans lequel est exprimé les valeurs propres de ~ est 

~ ~ 

le même que celui de C et de S , l'auteur suggère que l'orientation du plan de fissuration, 

pour les chargements proportionnels, peut être également obtenu à partir des grandeurs A-max 

ou 0" max • Cette prévision reste néanmoins nécessaire mais non suffisante pour localiser les 

zones d'amorçage des fissures et prédire la durée de vie d'initiation en fatigue. 

Visant à comparer les différentes grandeurs citées précédemment ( Àmax , o-max, ~.max et G ), 

Le Cam [LEC06] a commencé par une étude théorique en montrant que, pour un matériau 
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Néo-Hookéen, la contrainte maximale O"max évolue de la même manière en fonction de 

1 'élongation principale maximale Âmax en traction uniaxiale, en cisaillement pur et en traction 

équibiaxiale. De ce fait, selon 1' auteur, des grandeurs telles que 0" max et Âmax ne permettent 

pas de prendre en considération les phénomènes multidirectionnels tels que la cavitation ou la 

croissance de défauts dans le matériau. Il a également constaté que seules les grandeurs G et 

Wc présentent un comportement qui diffère en traction équibiaxiale par rapport à la traction 

uniaxiale et au cisaillement pur. 

Par ailleurs, les résultats expérimentaux de Le Cam en traction sur des Diabolos et en torsion 

sur des éprouvettes AE2 ont montré que la localisation de l'amorçage est mieux prédite par la 

grandeur G relativement aux autres critères pour le cas des Diabolos alors que pour le cas de 

la torsion, toutes les grandeurs localisent les mêmes endroits endommagés. La comparaison 

des différents critères quant à leur capacité à prédire 1' orientation des fissures ainsi que la 

durée de vie n'est pas montrée par l'auteur pour des raisons de confidentialité. 

III.3. Identification du critère retenu 

A l'instar des différents résultats expérimentaux concernant la fatigue des milieux élastomères 

et des critères que certains auteurs ont proposés, il nous paraît très clair qu'une approche par 

plan critique est plus appropriée pour la détermination d'une grandeur d'endommagement 

permettant de prendre en compte les effets des chargements multiaxiaux. Ces derniers peuvent 

engendrer en grandes déformations des rotations matérielles et de ce fait, il nous parait plus 

adéquat d'utiliser un critère défini en terme de grandeurs se référant au même plan durant 

toute 1 'histoire de chargement. Trois grandeurs ont été publiées dans la littérature qui se 

basent sur ce principe, à savoir le critère en contraintes dans le plan critique, la densité 

d'énergie de fissuration et la contrainte configurationelle. Ces variables, selon les auteurs, 

permettent à la fois de prédire les lieux d'amorçage des fissures, leur plan d'initiation ainsi 

que la durée de vie du matériau. Durant cette étude, notre choix s'est porté sur la densité 

d'énergie de fissuration, un critère qui a été validé pour une large gamme de sollicitations 

multiaxiales incluant des chargements en phase et hors phase. Une analyse plus détaillée, que 

nous avons menée concernant ce critère, comportant une étude analytique, numérique et 

expérimentale sera présentée au chapitre V. Avant cela, il est nécessaire de présenter le 

matériau d'étude, les moyens expérimentaux mis en oeuvre pour sa caractérisation, ainsi 

qu'une modélisation numérique de son comportement mécanique, c'est l'objet du chapitre 

suivant. 
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Chapitre IV. Mise en œuvre expérimentale et caractérisation du matériau d'étude 

IV.l. Introduction 

L'objectif de cette étude est la mise au point d'outils expérimentaux permettant de décrire le 

comportement local de 1' élastomère étudié. Basée sur une démarche de caractérisation et 

d'identification du comportement de ce matériau, la modélisation de ce comportement est 

développée suivant une approche phénoménologique utilisant des modèles incorporés dans les 

logiciels de calculs par éléments finis (Ansys et Marc) que nous avons utilisés. Ainsi, une fois 

le modèle identifié, nous pouvons connaître les états de contraintes et de déformations en tout 

point d'une éprouvette ou d'une structure soumises à un chargement simple ou complexe. 

Dans le cas précis de notre étude, les états de contraintes et de déformations doivent être 

connus à l'endroit où s'amorce la fissure dans les éprouvettes testées en fatigue. 

Nous commencerons ce chapitre par une description du matériau élastomère que nous avons 

étudié et des types d'éprouvettes testées, ensuite nous détaillerons le processus expérimental 

utilisé pour la caractérisation du matériau vierge. Ce dispositif comprend une machine de 

traction uniaxiale et un système VidéoTraction© permettant l'acquisition des mesures de 

déformations locales des éprouvettes. A travers une étude comparative de différents 

potentiels, nous justifierons notre choix concernant le modèle de densité d'énergie retenu en 

présentant les résultats issus de l'identification. Ainsi, ce modèle servira pour les simulations 

numériques qui seront abordées au chapitre V. 

Par ailleurs, lorsque le matériau est soumis à des charges variables, son comportement 

cyclique stabilisé suivant une direction donnée dépend du niveau de déformation maximal 

atteint au cours du cycle. Nous proposerons à la fin de ce chapitre une démarche simple 

permettant la détermination de 1' énergie de déformation du cycle stabilisé associée à chaque 

amplitude de déformation imposée au matériau, sans avoir recours à un modèle robuste. 

IV.2. Matériau étudié et géométries des éprouvettes 

Le matériau étudié est constitué principalement d'une matrice Styrène Butadiène (Styrène 

Butadiène Rubber SBR) renforcée par des charges de noir de carbone de type N330. Ces 

dernières sont connues par leur petite taille permettant ainsi un très bon renforcement du 

matériau sans occasionner de très fortes frictions internes. La réticulation de la matrice SBR a 

eu lieu au cours de la réaction de vulcanisation à une température de 150° en présence du 

soufre. Un système de vulcanisation plus complet a été utilisé comprenant, d'une part, l'oxyde 

de zinc comme activateur et du fait de sa mauvaise solubilisation, on a utilisé conjointement 

un acide gras qui est l'acide stéarique. D'autre part, on a additionné un accélérateur de type 
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CBS (n-Cyclohexyl-2-Benzothiazyl-Sulfénamide) appartenant à la famille des accélérateurs à 

action différée qui ne se déclenchent qu'au-delà de leur température de décomposition. Enfin 

nous retrouvons dans la constitution un antioxydant permettant de protéger le mélange contre 

le vieillissement prématuré. Ainsi, la composition chimique globale est détaillée dans le 

tableau 1. 

Ingrédient %(g) 
SBR 1522 100 
Noir de carbone N330 50 
Soufre 1.2 
Oxyde de Zinc 5 
Acide stéarique ·2 
Antioxydant 1 
Accélérateurs CBS 1.2 

Tableau 1. Composition massique du SBR étudié. 

Signalons également que la température de transition vitreuse du mélange obtenu est de 

l'ordre de -52°C. 

Aussi bien pour la caractérisation de ce matériau que pour les essais en fatigue, deux types 

d'éprouvettes on été utilisées. 

Des éprouvettes de traction simple : ces éprouvettes sont appelées haltères en raison 

de leur forme qui, grâce à sa géométrie présentée ·dans la figure 1, permet de localiser 

les déformations au centre de l'éprouvette et évite ainsi la rupture dans les mors de la 

machine. 

Des éprouvettes de cisaillement pur : ces dernières sont conçues de telle sorte que la 

largeur soit beaucoup plus importante que la longueur (ici !_ = 156 
= 13 tel que le 

h 12 

montre la figure 2), ce qui empêche, au cours de la déformation longitudinale, une 

contraction latérale de 1' éprouvette. Cela correspond alors à une élongation 

transversale égale à l'unité. Ces éprouvettes disposent également de deux bourrelets à 

leurs extrémités permettant leur mise en place et leur fixation sur un système 

d'accrochage. 
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Figure 1. Eprouvette de traction simple. Figure 2. Eprouvette de cisaillement pur. 

IV.3. Dispositif expérimental utilisé pour la détermination de la loi de 

comportement 

IV.3.1. Machine d'essais de traction simple et de cisaillement pur 

Tous les essais monotones de traction uniaxiale et de cisaillement pur ont été menés en 

environnement ambiant sur une machine électromécanique conventionnelle de type 

INSTRON 5867 (figure 3). Cette machine est très bien adaptée aux matériaux hautement 

déformables tels que les élastomères puisqu'elle est équipée d'une traverse ayant une 

amplitude de déplacement de l'ordre du mètre. 

Figure 3. Machine électromécanique pour les essais de traction uniaxiale et de cisaillement pur. 

Au cours du chargement, l'épaisseur et la largeur diminuent pour satisfaire la condition 

d'incompressibilité de l'élastomère. De ce fait, l'utilisation des mors autoserrants pour la 
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fixation des éprouvettes haltères était nécessaire, évitant ainsi le glissement de leurs 

extrémités au cours de l'essai. Pour les éprouvettes de cisaillement pur, nous avons réalisé un 

système mécanique permettant leur maintien et leur fixation sans glissement quel que soit le 

niveau de déformation. Ces deux dispositifs de serrage sont présentés respectivement dans les 

figures 4 et 5. 

Figure 4. Mors autoserrant pour éprouvette 
de traction simple. 

Figure 5. Mors pour éprouvette de cisaillement pur. 

La mesure de la force exercée sur les éprouvettes est effectuée grâce à une cellule de charge 

de faible capacité (lKN) vu la très faible rigidité du matériau. Quant à la mesure des 

déformations longitudinale et transversale, nous avons utilisé un système VidéoTraction©, 

développé par Apollor, permettant une mesure locale pour s'affranchir de toute éventuelle 

hétérogénéité de déformation dans l'éprouvette. Le principe des mesures est détaillé dans la 

section suivante. 

IV.3.2. Système de mesure locale des déformations 

Le système VidéoTraction© (dont le principe est schématisé sur la figure 6) permet de 

mesurer en temps réel les déformations locales de 1' échantillon. En effet, le dispositif 

comporte une caméra CCD interfacée à un ordinateur et focalisée sur une zone de 

déformation locale de l'éprouvette où sont suivis quatre marqueurs repérés par leurs 

barycentres A, B, C et D (figure 7). Leurs déplacements mesurés au cours de l'essai 

permettent de calculer respectivement les deux déformations longitudinale et transversale à 

travers les relations suivantes : 
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l-l 
&1 =--0 =~ -1 

lo 
(IV.1) 

w-w 
&z = o = .ÎLz -1 (IV.2) 

Wo 

Où !0 , w0 , l et w représentent respectivement les dimensions longitudinales et transversales 

dans les configurations initiale et déformée tel qu'illustré sur la figure 7. 

lampe UV 

Figure 6. Schéma de principe du système VidéoTraction10
• 

ècran 
digital 

Figure 7. Disposition des quatre marqueurs avant et après la déformation. 

En plus des deux déformations nominales &1 et &2 , les autres paramètres mesurés sont le 

temps t , la force F supportée par 1' éprouvette et la contrainte axiale de Cauchy (contrainte 

vraie) calculée par la relation : 

(IV.3) 
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Où S est définie comme la section instantanée de la partie utile de 1' éprouvette. 

La technique de mesure à quatre taches suppose une isotropie du comportement dans la 

section de l'éprouvette (À2 =~),la relation précédente peut s'écrire donc: 

F F F 
Œl= =--= 

So·~·~ So·~ 2 So(l + 82)2 
(IV.4) 

S0 étant la section initiale de la partie utile de l'éprouvette. 

La contrainte nominale, quant à elle, se calcule simplement comme : 

(IV.5) 

Par ailleurs, comme nous l'avons signalé auparavant, le système de mesure VidéoTraction© 

permet de s'affranchir du problème d'hétérogénéité de déformation le long de l'éprouvette. 

En effet, sur l'ensemble des essais que nous avons effectués, nous avons remarqué que pour 

une contrainte donnée, il existe une surestimation non négligeable de la déformation nominale 

calculée sur la base du déplacement de la traverse relativement à la déformation locale 

mesurée à l'aide du dispositif VidéoTraction©. Cette différence entre les deux méthodes de 

mesure peut atteindre 20% comme l'illustre la figure 8. 

Loi de comportement 

14 .-----=-----:---,.----,------, ...... . 
-Essai 1: mesures locales 

0,5 1,5 2,5 3,5 

E, 

Figure 8. Ecart entre la mesure locale et la mesure globale de la déformation nominale. 

En plus de 1' acquisition des mesures, ce système permet également de piloter la machine en 

vitesse de déformation vraie constante. Autrement dit, à partir de l'acquisition instantanée des 

mesures des déformations locales, une boucle d'autorégulation contrôle la vitesse de 

déplacement de la traverse de telle sorte à maintenir la vitesse de déformation locale du 
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matériau constante. La figure 9 illustre un exemple d'évolution du déplacement de la traverse 

au cours d'un chargement à vitesse de déformation vraie constante. 

Evolution de la déformation locale durant l'essai 

• Mesures expérimentales 

-Lméaire (Mesures expérimentales) 
2,5 1------:___ _ _J__ 

.;)1,5 

50 100 150 

Temps (s) 

200 250 300 

Evolution du déplacement de la traverse durant l'essai 

90 .--------,-----, 
• Mesures expérimentales 

75 
-Linéaire (Mesures expérimentales) 

60 

E 
.§_45 

15 

50 100 150 

Temps (si 

200 250 300 

Figure 9. Evolution de la vitesse de déplacement de la traverse pour une vitesse de déformation vraie constante. 

IV.4. Résultats de la caractérisation expérimentale du comportement 

Rappelons que l'identification de la densité d'énergie de déformation passe par un processus 

classique d'optimisation qui vise à minimiser la différence entre les résultats de calcul et les 

données expérimentales. La pertinence de la densité d'énergie de déformation réside dans sa 

capacité à décrire, avec précision, le comportement réel du matériau pour une large gamme de 

chargements et dans une échelle d'élongation importante. 

En ce qui concerne notre étude, nous nous sommes contentés d'identifier la loi de 

comportement sur la base des résultats des essais de traction uniaxiale et de cisaillement pur 

que nous avons effectués. Cette restriction peut être considérée raisonnable puisque les 

différents cas traités numériquement et expérimentalement en fatigue correspondent bien à ces 

états de chargement. 

Notre première étape consistait à étudier le comportement du matériau vierge, ensuite, sachant 

l'influence de l'histoire de la déformation sur le comportement ultérieur du matériau, nous 

avons également mené les essais de caractérisation du comportement sur des éprouvettes 

stabilisées. 

IV.4.1. Comportement du matériau vierge 

Pour les deux sollicitations étudiées, l'ensemble des essais ont été effectués à vitesse de 

déformation vraie constante de 0.01 s-1 dans un environnement ambiant. Dans l'objectif de 

s'assurer de la reproductibilité des résultats obtenus, trois essais ont été réalisés dans les 

mêmes conditions. Les résultats expérimentaux, en terme d'évolution de la première 
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contrainte principale de Piola-Kirchoff PK1 en fonction de la déformation principale 

nominale &1 , sont représentés sur la figure 1 O. 

30,-------~-------------------------, 
----.-Cisaillement Pur j 

25 ~·-u_ac_tio_nu_ni_ax_iale~•l _______________ -,~~----~ 

// 
20+------------------------h,S-------~ 

!/ 

i15~-----------------~~~·-~----------~ /.-
10 ----~-------- _.~ -----------------

.~ 
5 ------~::::~ _____ -------- ------ ---, 

~--t-t!•-•"'*' 
0 ,. 1 

Figure 1 O. Loi de comportement pour les essais de traction uniaxiale et de cisaillement pur. 

IV.4.2. Identification et choix de la densité d'énergie de déformation 

A partir de la base de données expérimentale issue des essais de traction simple et de 

cisaillement pur, nous nous sommes servis d'un module d'identification incorporé dans le 

logiciel d'éléments finis Marc. Basé sur, soit la technique des moindres carrés pour les lois de 

Rivlin ou bien sur la méthode de type « Downhil-simplex »pour la loi d'Ogden, l'algorithme 

permet le calcul des cœfficients des lois hyperélastiques en minimisant l'écart entre les valeurs 

expérimentales de la base de données et la forme analytique prédite par les différentes formes 

d'énergies de déformation choisies. On sélectionne ensuite la loi de comportement 

représentant le meilleur compromis entre la qualité du lissage (résidu de minimisation faible), 

la complexité et la stabilité numérique des modèles. 

Dans le cadre de notre étude, nous avons choisi de travailler avec les potentiels 

hyperélastiques incompressibles. Cette hypothèse simplificatrice d'incompressibilité est 

raisonnable dans le cadre des expériences classiques en contrainte plane (traction simple, 

équibiaxiale, biaxiale et cisaillement pur) pour lesquelles les variations de volume restent 

extrêmement faibles, pratiquement non détectables du fait des très faibles niveaux de pression 

hydrostatique. Rappelons en revanche, que les variations de volume doivent être prises en 

compte lorsque la géométrie de la structure est confinée ou lorsque le matériau subit de très 

fortes pressions hydrostatiques. 

Dans ce qui suit, nous présenterons les résultats expérimentaux en terme d'évolution de la 

contrainte en fonction de la déformation exprimées dans la configuration mixte pour les essais 
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de traction uniaxiale et de cisaillement pur. Les figures 11-18 montrent le lissage de ces 

résultats avec plusieurs modèles de densité d'énergie testés comprenant des potentiels 

phénoménologiques et microscopiques. Les cœfficients hyperélastiques issus des différentes 

identifications ainsi que les résidus de minimisation correspondants sont récapitulés dans le 

tableau 2. 

Dans un premier temps, nous pouvons constater que pour l'ensemble des lois testées qui 

découlent du potentiel de Rivlin généralisé, le résidu de la minimisation diminue lorsque le 

nombre de cœfficients augmente à l'exception du potentiel de Yeoh (à trois cœfficients) qui 

permet une bonne corrélation des résultats numériques et expérimentaux relativement à celui 

de Rivlin du second ordre à 4 cœfficients. Signalons également que pour l'ensemble des lois 

contenant des cœfficients négatifs, une vérification de leur stabilité a été effectuée sur un large 

domaine de déformation. 

Modèle hyperélastique 
Résultats issus de l'identification des lois hyperélasiques 

Cœfficients hyperélastiq ues Résidus de minimisation 
Néo-Hookéen CIO= 1.41335 24.1772 

Mooney-Rivlin CIO = 1.45896 ; COI = -0.0638809 24.0839 

Riv1in du second ordre à CIO = 1.40401 ; COI = -0.310723 ; 7.50599 
3 cœfficients 

C11 = o:o3o1oo8 
Signiorini CIO = 0.974932 ; COI = 0.174643 ; 2.10963 

C20 = o.0276113 
Riv1in du second ordre à CIO = 0.83509 ; COl = 0.35859 ; 1.67537 
4 cœfficients 

C11 = -0.012641; C20 = o.o369049 
Yeoh ciO = 1.20824 ; C20 = o.ooo391708; 0.960577 

C30 = o.ooo847736 

Ogden f..Ll = 0.203294 ; f..L2 = 330.686 ; 0.045171 

f..L3 =223.939; a 1 =3.93181 ; 

a2 = -0.025685 ; a3 = 0.0581963 

Arruda-Boyce nkT = 2.22129 ; N = 10.5779 1.23933 

Tableau 2. Paramètres d'identification de différents modèles hyperé1astiques. 

A la fois pour la traction uniaxiale et pour le cisaillement pur, les modèles Néo-Hookéen et 

Mooney-Rivlin, à l'inverse des autres potentiels, ne permettent pas la prise en compte du 

raidissement du matériau pour des élongations importantes (figure 11 et 12). Ces modèles 

paraissent donc peu fiables et ne peuvent pas être utilisés dans ce domaine de déformation. 
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Figure 11. Lissage des résultats expérimentaux des 
essais de TU et de CP avec la loi Néo-Hookéenne. 

(xlOJ 

W ;C10(!1 -3)+C01 (/2 -3) 
2.827 ;;:---;--:-o--.-r----------, 

Données expérimentales 

TU 8 8 8 
CP 8 8 Cl 

Résultats numériques 

TU---
CP----

Figure 12. Lissage des résultats expérimentaux des 
essais de TU et de CP avec la loi Mooney-Rivlin. 

Toutefois, s'agissant du cisaillement pur, la courbe obtenue avec le potentiel de type Rivlin 

d'ordre 3 est proche des résultats expérimentaux. En revanche, l'introduction du terme croisé 

en / 1 et / 2 dans cette loi, par rapport à celle de Mooney-Rivlin, n'a pas rapproché les 

résultats numériques et expérimentaux pour le cas de la traction uniaxiale (figure 13). La prise 

en compte de la rigidité du matériau en grandes déformations à la fois pour l'essai de traction 

uniaxiale et celui de cisaillement pur a été obtenue grâce au potentiel de Signorini tel que le 

montre la figure 14. Ce modèle fait intervenir le carré du premier invariant / 1 en addition par 

rapport à la loi Mooney-Rivlin. Un résultat plus satisfaisant est offert par la loi de Yeoh dont 

le résidu quadratique ne dépasse pas 10% bien que le lissage avec cette loi surestime 

légèrement la contrainte en grandes déformations (figure 15). 

Données expérimentales : 

~~ -13-81---E!--

PK, 

Figure 13. Lissage des résultats expérimentaux des 
essais de TU et de CP avec la loi Rivlin à 3 cœfficients. 

(x10J MSC)., 

w; CIO (JI -3)+C,I(I2 -3)+C20(/I -3)2 

2
•
61 ;;:D,-on-ne;-, es-ex-pe,--,, ri-me-'-nta--;le-s -. .,---~c____::_____: ___ --;; 

PK1 

TU: 8 Cl Cl 
CP: 8 8 Cl 

Résultats numériques : ru ____ _ 

CP·----

Figure 14. Lissage des résultats expérimentaux des 
essais de TU et de CP avec la loi Signiorini. 
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Nous pouvons remarquer également que le potentiel de Arruda-Boyce et celui de Yeoh 

donnent des réponses quasi identiques quelle que soit la sollicitation avec une légère 

différence entre leurs résidus de minimisation (figure 15 et 16). 

W=C10 (/1 -3)+C,0 (11 -3)' +C30 (/,-3)3 

2,61 =--,--,-,----,'---.--'---'----'-'--'----
Données expérimentales 

TU 8 8 8 
CP 8 8 8 

Résultats numériques 

~~ ----

Figure 15. Lissage des résultats expérimentaux des 
essais de TU et de CP avec la loi Yeoh. 

PK, 

MS~/' 
w =CIO (Il -3)+COI(I, -3)+Cll(Il -3)(!, -3)+C,O(Il -3)2 

Figure 17. Lissage des résultats expérimentaux des 

essais de TU et de CP avec la loi Ri v lin à 4 cœfficients. 

(x10) 
-'- f3 À •sc}, 

W = nkT f3 À + N 2 (--'h -) avec: f3 =L-'(_;!!_) 
'h 'h sinh( f3 ) 'h -'-

Données expérimentales 

TU -!31-€!-€!--
CP 

~1 

Figure 16. Lissage des résultats expérimentaux des 
essais de TU et de CP avec la loi Arruda-Boyce. 

PK, 

Données expérimentales · 
TU· 0 0 0 
CP: 8 D 8 

Résultats numériques 

TU---
CP 

Figure 18. Lissage des résultats expérimentaux des 

essais de TU et de CP avec la loi Ogden d'ordre 3. 

Signalons par ailleurs que l'utilisation d'une loi Rivlin à quatre paramètres n'améliore pas les 

résultats par rapport à la loi de Y eoh à trois cœfficients comme le montre la figure 17. 

Notre choix finalement s'est porté sur un potentiel de type Ogden d'ordre 3 représentant au 

mieux le comportement hyperélastique local du matériau étudié (figure 18). Ce modèle offre 

le résidu de minimisation le plus faible relativement aux autres potentiels testés. Il permet 

également, grâce à ses paramètres matériau ainsi qu'à son expression utilisant une 

combinaison linéaire des puissances des élongations principales, de modéliser le raidissement 
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de 1' élastomère dans le domaine des très grandes déformations et ceci aussi bien pour la 

traction uniaxiale que pour le cisaillement pur. 

La densité d'énergie permettant de définir le comportement hyperélastique incompressible 

non endommageable de notre matériau d'étude étant choisie, celle-ci sera exploitée dans les 

analyses en fatigue qui seront traités dans le chapitre V. En effet, tous les calculs par élément 

finis qui y seront effectués se serviront de cette loi de comportement pour la détermination 

des champs de déformations et de contraintes au lieu d'amorçage de la fissure dans les 

éprouvettes testées en fatigue. 

IV.4.3. Comportement stabilisé du matériau 

Afin d'étudier le comportement stabilisé du matériau, nous avons également mené des essais 

cycliques en traction uniaxiale et en cisaillement pur à plusieurs amplitudes déformation. 

Nous présentons comme exemple sur la figure 19, la courbe de traction monotone rapportée 

sur les dix courbes cycliques correspondant à chaque niveau de déformations. 

10 .-----------~----~-----···--·----------------·--···~ 
-Traction monotone 

Traction cyclique 

8 

6 

2 

0 

0 0,5 2 2,5 

Figure 19. Comportement en traction monotone et cyclique du SBR étudié. 

Nous retrouvons ici le comportement typique d'un élastomère soumis à un chargement 

cyclique ; à savoir une hystérèse due à la nature viscoélastique du matériau, l'énergie dissipée 

est plus importante durant le premier cycle et se stabilise pratiquement au bout du dixième 

cycle. On observe également une chute de rigidité du matériau d'un chargement à l'autre due 

à 1' effet Mullins. Là aussi 1' adoucissement est très fort entre le chargement du premier cycle 

et celui du deuxième cycle et il est d'autant plus marqué que le niveau de déformation est 
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élevé. Enfin nous pouvons remarquer une déformation rémanente lorsque la contrainte est 

relâchée dans le matériau. 

Pour tenir compte de tous ces aspects d'endommagement, la modélisation du comportement 

cyclique de l'élastomère devient plus compliquée relativement au comportement monotone. 

Par exemple pour une structure quelconque soumise à des chargements variables, 1' état de 

contrainte en chaque point suivant une direction donnée dépendra du niveau maximal de 

déformation vu par le matériau dans la direction en question. De ce fait, remonter à chaque 

instant au comportement local anisotrope en tout point de la structure n'est pas un problème 

facile. Dans le cas de notre étude, nous utiliserons une autre démarche permettant de calculer 

l'énergie de déformation pour un niveau de déformation donné en s'affranchissant d'une loi 

de comportement plus robuste. 

L'étude portera sur le dixième cycle puisque, pour toutes les éprouvettes testées en traction 

uniaxiale et en cisaillement pur, on a observé un comportement quasi identique à partir de 

8ème cycle. La figure 20 montre en effet que la boucle d'hystérésis est la même pour le gème et 

le 1 Oème cycle et ce, pour plusieurs niveaux de déformation maximale imposée. 

8 1=0,75; 8 2=1 ; e 3=1,25; 8 4=1,5; e 5=2 

0 0,5 1,5 2,5 

E, 

Figure 20. Comportement stabilisé du SBR étudié. 

A partir de ces boucles d'hystérésis stabilisées on peut calculer aisément les énergies de 

déformation en évaluant les aires en dessous des courbes de chargement correspondant à 

chaque niveau de déformation. Ainsi, nous pouvons constater sur une échelle Log-Log de la 

figure 21 une évolution linéaire entre la déformation maximale &1 atteinte pendant un cycle 
max 
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stabilisé et l'énergie de déformation Ws associée. Cette évolution peut être régie par 

1' équation : 

Soit donc: 

1.5371 1.5371 
W, = 1.2039.&1 = Ws(!OOo/.)'&1 

max 0 max 

ws 1.5371 
-----"---& 
W - lmax 

s(!OO%) 

Ws = 1,2039.E1max1
·
5371 

R2 = 0,9995 

0,1 +----~-~-~~~~'-1---~-~-~~~~-'---i 

0,1 10 

E1mu 

(IV.6) 

(IV.7) 

Figure 21. Evolution de l'énergie de déformation en fonction de la déformation maximale imposée pour un 
comportement stabilisé. 

La relation (IV.7) servira donc au calcul de l'énergie de déformation d'un cycle stabilisé 

durant un essai de fatigue pour chaque amplitude de déformation appliquée sur les 

éprouvettes de traction uniaxiale et de cisaillement pur. 

Notons finalement que lorsqu'il s'agit de traiter le comportement cyclique des structures dont 

la géométrie et par conséquent le champ mécanique sont plus complexes que ceux des 

éprouvettes du laboratoire, il est nécessaire de développer un modèle plus robuste et de 

l'intégrer dans un code de calcul par éléments finis pour prendre en compte tous les aspects 

d'endommagement cités auparavant. 
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V.l. Introduction 

Après une analyse des différentes approches établies dans la littérature pour la prédiction de la 

durée de vie en fatigue des élastomères, la variable d'endommagement retenue qui prend en 

compte les effets des chargements multiaxiaux est la densité d'énergie de fissuration 

identifiée sur la base des travaux de Mars et Fatemi [MAROla]. Ce critère est basé sur la 

densité d'énergie de déformation et prédit le début d'apparition de la fissure ainsi que son 

orientation dans une structure soumise à un chargement cyclique. 

Dans l'objectif de vérifier la pertinence du critère d'énergie de fissuration, nous 

commencerons ce chapitre par un développement de son expression analytique en grandes 

déformations ; le résultat obtenu sera appliqué aux différentes sollicitations courantes. Son 

implémentation numérique dans un code de calcul par éléments finis sera également faite afin 

de l'appliquer à l'échelle de la structure et quel que soit le type de chargement. La 

confrontation des résultats analytiques précédents à ceux issus des simulations numériques 

pour les sollicitations classiques nous permettra de valider l'algorithme implémenté. 

Egalement à travers quelques simulations numériques, une particularité du critère, qui réside 

dans sa dépendance vis-à-vis du trajet de chargement, sera mise en évidence. Finalement, 

nous conclurons ce chapitre par une validation expérimentale du critère retenu à travers des 

essais de fatigue en traction uniaxiale et en cisaillement pur ainsi qu'à partir d'une base de 

données de la littérature issue des essais de traction uniaxiale et de torsion. 

V.2. Développement analytique de la densité d'énergie de fissuration 

Dans cette section, nous nous intéressons particulièrement à résoudre 1' équation différentielle 

(III.14). Nous reprenons dans un premier temps l'analyse menée par Mars en petites 

déformations. Nous procèderons par la suite au développement du critère d'énergie de 

fissuration en grandes déformations. La solution sera écrite en terme de densité d'énergie de 

fissuration W., exprimée en fonction de l'élongation principale maximale ~ et de 

l'orientation du plan matériel B. Ainsi, l'orientation du plan d'initiation de la fissure peut 

être calculée sur la base de l'hypothèse que le plan critique est celui qui maximise la densité 

d'énergie de fissuration [MAROla]. 

V.2.1. Cas des petites déformations 

Considérons une plaque sous un chargement biaxial, Mars a développé analytiquement 

1' équation (III.14) dans le cas des petites déformations. En effet, partons de cette équation : 
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(V.1) 

Où a et e sont respectivement les vecteurs traction et déplacement suivant la normale au 

plan matériel r. L'exposant T désigne la transposition. 

Dans la base principale, la relation (V.1) s'exprime sous forme : 

(V.2) 

Pour un matériau isotrope et dans le cadre de 1 'élasticité linéaire on peut lier les contraintes 

aux déformations principales via la matrice de rigidité : 

{
0'1} 2G [1-v V V ]{El} 
o- =-- v 1-v v & 2 1- 2v 2 

o-3 v v 1-v &3 

(V.3) 

Et donc l'expression lJI dans l'équation (V.2) peut s'écrire, après intégration, de la manière 

suivante: 

G [(1-v)e; + Vt;E1 + VtjE1 

ljf=- 0 
1-2v 

0 

0 

(1-V)&Î +VtjE2 +Vt;E2 

0 

0 j . 0 

(1-V).SÎ + Véjéj + Vt;E3 

Avec W = trace(ljl) :la densité d'énergie de déformation totale fournie. 

En petites déformations la matrice de passage K: est la matrice unité. 

(V.4) 

Si on place le vecteur r dans la base principale (rr =(cosB,sinB,O)) et en définissant un 

rapport de biaxialité n entre les élongations principales tel que : ~ = A;' , on aura : 

n =Ln(~) et pour une condition d'incompressibilité (~~~ = 1) : ~ = ~-(l+nl 
Ln(~) 

. O+n~ D'autre part, sachant que: hm(Ln(Â)) = E, donc: &2 = n&1 et: &3 = &1---'----
"--->1 v -1 

Soit donc: 
[

(2v -1)(n v+ 1) 
G&lz 0 ljl = ---'---

(1- 2v)(v -1) 
0 

0~] n(n + v)(2v -1) 

0 

0 
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[

nv+l 
- Gëlz 0 

(1- v) 0 
o ol n(n +v) 0 

0 0 

(V.5) 

Et: 
W, -,:r ljiF 
---
w tr(ljl) 

(V.6) 

Enfin après développement, nous pouvons aboutir à l'expression finale de la densité d'énergie 

de fissuration normalisée à la densité d'énergie de déformation totale fournie telle que : 

wc - [(nv + l)]cos2 e + [n(n + v)]sin2 e 
·W [(nv+l)]+[n(n+v)] 

(V.7) 

Sollicitation Tenseur des contraintes Tenseur de gradient de Biaxialité n 
~ 

de Cauchy êf ~ 

déformation F 
Traction Uniaxiale (TU) 

- [a" 0 

~J F=[~ 
0 

À~" J 3 À, =À, -l EÀ, cr= o 0 À-1/2 n = -0.5 

0 0 0 

Cisaillement simple 1 Traction Plane 
(CS/TP) : ,~, - [a, 0 

~J ~=r~ 
0 

À~,J I : 1 cr= o cr 22 1 n=O 
0 0 0 

Traction Biaxiale (BT) 
À, 

0 

~J [À' 
0 

(ÀL,J 0' - [a" F= ~ 
Ln( À,) cr= o cr 22 Àz n=--
Ln( À,) 

0 0 0 

Cisaillement Pur (CP) 

&=[ ~' ~J F=[~ 
0 

~J 
-ryr 't 

0 À-1 n=-1 ' ,/,7 ' 
, 

, 0 0 T , , 

Tableau 1. Tenseurs des contraintes et des déformations pour les différentes sollicitations courantes ainsi que les 
biaxialités correspondantes. 

La figure 1 montre, pour un matériau incompressible (v= 0.5), l'évolution du rapport Wc 
w 

(équation V.7) en fonction de l'angle d'orientation e pour quelques valeurs de biaxialité n 

prises telles que ~ ~ A.z. Dans cette figure, on remarque que, pour 1' ensemble des états de 

chargements traités récapitulés dans le tableau 1, le maximum du rapport Wc correspond au 
w 

plan perpendiculaire à la direction de la déformation principale maximale (8 = 0). Excepté 
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pour le cas particulier de la traction équibiaxiale ; en effet, pour cette sollicitation Wc = 0.5 
w 

indépendamment de l'angle 8 et donc, la fissure peut apparaître suivant n'importe quelle 

direction. 

0 

.lie 

04 

0.2 

-1.5 -1 -0.5 u 

0 + 
+ c t 

c +' 
0 

cil!.. 

0.5 1 1.5 
Angle d'orientation du plane (radians) 

• • • • n=- 1 : Cisaillement Simple 

Cl 0 J :::J { 

n =- 0.5 : Traction Uniaxiale 

n=O : Cisaillement Pur 
+ + ++ n = 0.25 : Traction Biaxiale 
0 0 0 0 n = 0.625 : Traction Biaxiale 
--- n=l : Traction Equibiaxiale 

Figure 1. Effet de la biaxialité et de l'angle d'orientation du plan matériel sur la DEF en petites déformations. 

Dans ce qui suit, nous étendons l'analyse précédente effectuée par Mars au cas des grandes 

déformations. Nous commençons d'abord par un développement de l'expression analytique 

de 1' énergie de fissuration (équation V .1) pour ensuite appliquer le résultat obtenu aux 

différentes sollicitations courantes. 

V.2.2. Cas des grandes déformations 

Sous les conditions des grandes déformations, la relation (V.l) peut être réécrite en terme de 

tenseurs des contraintes et des déformations exprimés dans la configuration non déformée. En 

effet, l'énergie de fissuration définie par cette relation peut être exprimée sous la forme : 

(V.8) 

Avec (j = rT ij et jj = Dr où D est le tenseur du taux de déformation 
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Or, on sait également que : (V.9) 

~ ~ ~ 

Et: ndt = (f'Trl dE 'F-l (V.lü) 

La relation (V.8) devient alors : 

dwc = u:T~). (Dr dt)= FT~ Br dt= FT cL'FsFT)((FTrl dE 'F-l)r = LrT 'Fsii 'F-lr 
Po Po 

(V.ll) 

p 1 Po représente le rapport des densités massiques respectivement dans les configuration 

déformée et initiale. 

D'autre part, la loi de transformation de l'élément de surface non déformée dS de normale 

unitaire R à celui de la configuration actuelle ds de normale unitaire r , est donnée par : 

rds - Po p-T RdS - p 0 
(V.12) 

Soit donc: (V.13) 

Les relations (V .12) et (V .13) permettent d'écrire : 

- p-Ti?_ 

r = llp-T Rll 
(V.14) 

Cette équation représente le transport du vecteur r de l'état déformé à 1' état initial. Signalons 

à ce niveau que cette relation est une correction apportée à celle établie par Mars dans laquelle 

la transformation de l'élément de surface dS n'est pas prise en compte. 

De même pour le vecteur FT, on a : 

-T (F-T f?Y R_T (F-T/ R_T j-t 

r = llp-T Rll = llp-T Rll -~~p-T Rll 
(V.15) 

Soit: P R
-TF~-[ ~ ~ ~ ~ F~-TR- 1 ~ ~ ~ ~ 

~ ~ ~ ~-t P -T ~ ~ ~T ~ -t -

dWC =-.,..--Il~ ____,._11 F s dE F Il~ -Il = ~ 2 R SdE(F F) R 
Po F-T R F-T R Po llp-T f?.ll 

(V.16) 
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D'un autre coté, on a: 

(V.17) 

Soit finalement 1' expression de dWc , en grandes déformations et dans la configuration 

matérielle (non déformée), obtenue à partir des relations (V.16) et (V.17) : 

(V.18) 

Dans ce qui suit, nous étendons l'analyse présentée dans la section précédente aux matériaux 

hautement déformables et incompressibles dans le cas des états de chargement usuels. Nous 

considérons, pour simplifier les calculs, une loi de comportement Néo-Hookéenne [TRE43] 

pour laquelle la densité d'énergie de déformation s'exprime sous la forme: 

G 
W = -(I1 -3) 

2 
(V.19) 

Où G est le module de cisaillement et I1 = ~ 2 + ~ 2 + ~ 2 
est le premier invariant du tenseur 

de Cauchy-Green droit C. 

En supp'osant que le matériau est incompressible (~~~ = 1), la densité d'énergie de 

déformation (équation V.19) peut être réécrite de la manière suivante : 

(V.20) 

Le paramètre de biaxialité B est défini ici comme le rapport de la déformation longitudinale 

~ et transversale ~ : (V.21) 

Le développement de 1 'équation différentielle (V .18) mène à 1' expression finale de la densité 

d'énergie de fissuration w; : 

(V.22) 
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Cette intégrale étant difficilement solvable analytiquement, une résolution numérique à 1 'aide 

d'un logiciel mathématique est alors nécessaire. Les résultats obtenus seront présentés sous 

forme de diagrammes 3D dans l'espace (~ ,Â,8). w 

V.2.3. Application à différentes sollicitations courantes 

Sur la base des équations (V.20), (V.21) et (V.22), nous avons calculé l'expression du rapport 

Wc pour les états de sollicitations courants résumés dans le tableau 2. 
w 

Etat de déformation Biaxialité 
Traction Uniaxiale (TU) B = À-312 

Cisaillement Pur (CP) 1 Traction Plane (TP) B=À-1 

Traction Equibiaxiale (TE) B = 1 
Traction Biaxiale (TB) BE 9\+ 
Cisaillement Simple (CS) B =À-2 

Tableau 2. Rapport de biaxialité en grandes déformations pour des sollicitations usuelles. 

V2.3.1. Traction Uniaxiale et Cisaillement Pur 

Les valeurs non nulles du tenseur de gradient de déformation F pour la traction uniaxiale 

1 

sont ~ = Â et pour une condition d'isotropie et d'incompressibilité on a À:!=~ = Â 2 , 

::1 -~ w 
soit : B = _/'2_ = Â 2 • Le rapport _c s'écrit alors sous forme : 

~ w 

_!_(~2 +2~-1-3) 
2 

(V.23) 

La figure 2 montre, pour la traction simple, l'évolution de ce rapport en fonction de 

l'élongation ~ et de l'angle 8. Nous remarquons clairement que Wc est maximal pour 8 = 0. 
w 

Cela implique que le plan critique de fissuration est perpendiculaire à la direction de 

l'élongation principale maximale, ce qui est en bon accord avec les observations 

expérimentales. Dans ce plan, Wc est égal à 1 et reste constant indépendamment du niveau de 
w 

déformation, signifiant que pour la traction simple, toute l'énergie de déformation fournie est 

disponible pour l'initiation de la fissure dans le plan critique. 
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1 
0.8 

wc 0.6 

w 0.4 
0.2 

Figure 2. Variation de WjW pour la traction simple en grandes déformations. 

Signalons que les mêmes résultats ont été obtenus dans le cas du cisaillement pur. 

V.2.3.2. Traction Biaxiale 

Nous avons ensuite analysé le cas de la traction biaxiale. Le rapport Wc est tracé en fonction w 
de l'élongation principale ~ et de l'orientation du plan matériel e pour trois valeurs de 

biaxialité B . 

Les résultats, reportés dans la figure 3, montrent que lorsque B > 1, le rapport ~· est 
w 

maximal pour e = ± tr , alors que pour B < 1 , ce sont les angles 0 et ± TC qui maximisent ce 
2 

rapport. Cependant pour B = 0 (traction équibiaxiale ), Wc reste toujours égale à 1 signifiant 
w 

qu'il n y a pas d'orientation privilégiée pour la plan de fissuration. 

Il est à noter également que le maximum du rapport Wc reste constant indépendamment du 
w 

niveau de déformation et varie en fonction de la valeur de biaxialité B . Cela nous amène à 

étudier un cas plus pratique pour lequel la biaxialité n'est pas toujours constante durant le 

chargement. Ce cas peut être illustré par une traction biaxiale dont les élongations principales 

~ et À2 varient d'une manière sinusoïdale en fonction du temps (chargement cyclique): 

Comme exemple, nous considérons : 

~ = sin(2nt) + 3 (V.24) 

Et: À2 = 2sin(2nt) + 3 (V.25) 
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Le paramètre de biaxialité B , donné par relation (V .21 ), devient : 

(V.26) 

0.6 
w 0.55 
_c 0.5 
Wo.45 

0.4 
0.35 

0.8 
0.7 wc 0.6 

w 0.5 
0.4 
0.3 
0.2 

·3 
·2 

e 

3 
B=2--

~ 

10 

3 10 

B = 0.75 

B = 1 

B=2 

2 

Figure 3. Variation de WcfW pour la traction biaxiale avec trois valeurs de B. 

Les évolutions de ~ et ~ en fonction du temps sont représentées dans la figure 4 pour un 

cycle. 
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

Temps t 

Figure 4. Evolution des élongations principales en fonction du temps. 

Le rapport Wc a été calculé en introduisant ~ (rel. V.24) et B (rel. V.26) dans les équations 
w 

(V.20) et (V.22) et les résultats obtenus sont représentés dans la figure 5 en terme d'évolution 

du rapport Wc en fonction de l'angle B et de l'élongation principale~. 
w 

Figure 5. Effet de la biaxialité sur la densité d'énergie de fissuration. 

Ce graphe montre bien que le plan qui maximise la densité d'énergie de fissuration est 

toujours localisée à B = ±; pour tE Jo,;[ et à B = 0 pour tE]~ ,r[, T étant la période 

de chargement. Quand t = T ou bien t = T, le rapport Wc prend la valeur 0.5 
2 w 

indépendamment de l'angle B. Toutefois, le plan critique probable est celui qui maximise 

l'amplitude de la densité d'énergie de fissuration (~Wc = Wc,max - Wc,min )[MAROI b]. Dans ce 

cas, ce plan coïncide avec les directions B = ± 7r . 
2 
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V2.3.3. Cisaillement Simple 

Le dernier état de sollicitation étudié est le chargement du cisaillement simple. Les valeurs 

non nulles du tenseur F dans ce cas sont ~ = À,* , À3 = 1 et pour une condition 

1 _ _~_ . A• 2 .-~ W 
d'incompressibilité on a : A2 = -- = A• 

2 

smt : B = -.- = A . Le rapport _c devient : 
~À3 A 1 W 

-<f,· (l-' - t-3)cos2 B +(l-' - A*)sin2 B dl 

wc = 1 l-2 
cos2 e + l 2 

sin 2 e 
w àc~·2 + ~·-2 -2) 

(V.27) 

1 

Avec: . [ 2 ~ 4 2 ]2 ~.2 = 2(F;2 ± F;2 + F;2 ) + 1 (V.28) 

Les résultats obtenus sont reportés dans la figure 6 en terme d'évolution du rapport Wc en 
w 

fonction de l'angle e et l'élongation ~. Ils montrent que le plan de fissuration critique reste 

toujours orthogonal à la direction principale maximale dans la configuration réelle. 

Figure 6. Variation de WcfW pour Je cisaillement simple en grandes déformations. 

Néanmoins, ici les directions principales tournent progressivement en fonction du niveau de 

la déformation contrairement au cas des petites déformations pour lesquelles la configuration 

matérielle et spatiale sont identiques. De plus, le graphique 6 montre clairement que, pour de 

faibles valeurs de ~, le rapport Wc prend une valeur proche de 0.5 trouvée en utilisant 
w 

l'approche des petites déformations (rel. V.7) et tend vers l'unité en déformation de 

cisaillement finie. 
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V.3. Implémentation numérique de la densité d'énergie de fissuration 

V.3.1. Intérêt de l'implémentation numérique 

Dans la section précédente, la densité d'énergie de fissuration a été analytiquement 

développée pour les états de chargement usuels. Dans 1 'objectif de faciliter le calcul 

mathématique, la loi Néo-Hookéenne a été choisie pour décrire le comportement du matériau. 

Cette loi peut décrire le comportement des élastomères non chargés et pour une gamme assez 

restreinte de déformation [TRE43]. Néanmoins, l'addition des charges, qui permet 

d'améliorer certaines propriétés mécaniques de l'élastomère, change significativement ce 

comportement et donc, d'autres formes de densité d'énergie sont plus appropriées [OGD72]. 

D'autre part, les structures en élastomère utilisées dans les applications industrielles et ayant 

des géométries complexes donnent souvent naissance à un champs de contraintes local non 

mesurable au laboratoire. Dans de telles situations, une analyse par éléments finis s'impose et 

la densité d'énergie de fissuration doit être implémentée dans un code de calcul par éléments 

finis. 

V.3.2. Présentation schématique de l'algorithme du programme et démarche 

d'implémentation 

L'algorithme qui permet la détermination de la densité d'énergie de fissuration a été 

implémenté dans deux codes EF Marc et Ansys (figure 7). Les développements apportés se 

situent au niveau du post processeur. En effet, pour une structure soumise à un chargement 

quelconque, les champs locaux de contraintes et de déformations ainsi que leurs évolutions au 

cours du chargement sont calculés par ces deux logiciels en chaque nœud du modèle et sont 

introduits comme variables d'entrée dans le programme implémenté. Ce dernier permet 

ensuite de prédire 1' orientation du plan de fissuration ainsi que 1 'histoire de la densité 

d'énergie de fissuration dans ce plan. 

La démarche d'implémentation numérique du critère consiste d'abord à discrétiser les 

expressions analytiques de la densité d'énergie de déformation et celle de fissuration définies 

respectivement d'une manière incrémentale en configuration lagrangienne par: 

dW=S :dE (V.29) 

Et: (V.30) 
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Après un développement dans la base principale, on obtient les équations discrétisées qui 

découlent de ces deux expressions : 

(V.31) 

Et: 
dW = (S11, (2E11 , + 1)-1 cos 2 (8)dE1u + S22 , (2E22 , + 1)-

1 
sin

2
(8)dE22 ) 

c, (2E11, + 1)-1 cos 2 (8) + (2E22, + lf1 sin2 (8) 
(V.32) 

Une maximisation de dWc, par rapport à l'orientation du plan matériel 8 se fait à chaque 

incrément de déformation pour connaître d'une manière instantanée la direction du plan de 

fissuration (angle 8) et par conséquent la valeur maximale de dWc , dWc correspondante. 
1 1,max. 

Ainsi, l'intégration numérique de dW; et dWc se fait d'une manière incrémentale le long 
1,maK 

w 
du trajet de chargement et permet de déterminer l'histoire du rapport _c dans le plan de w 
fissuration. 

dWc = 

Base expérimentale 

Identification 

Simulation d'une structure sous 
chargement complexe 

~ 
Résultats en terme de 

contraintes et déformations 

1 ... + 
j?T SdÈC1R ldW=S:aEI 

RTC1 R 
1 

M. aximisation de dWci 1 8 

• 
Orientation du Histoire de W c!W 

plan de dans le plan de 
fissuration ( 8) fissuration 

Figure 7. Algorithme pour la détermination de l'orientation du plan de fissuration et de WcfW dans ce plan. 
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V.3.3. Résultats numériques pour différentes sollicitations courantes et confrontation avec 

les résultats analytiques 

Dans l'objectif de tester la validité du programme que nous avons développé, les états de 

chargement usuels (traction simple et équibiaxiale, cisaillement pur et simple ainsi qu'un 

exemple de traction biaxiale) traités analytiquement ont été simulés en utilisant une loi Néo

Hookéenne. La figure 8 montre une parfaite corrélation entre les résultats numériques et 

analytiques en terme d'évolution du maximum du rapport ~· en fonction de l'élongation 
w 

principale maximale ~ . Nous avons également trouvé la même orientation du plan de 

fissuration pour l'ensemble des sollicitations étudiées (B = 0). 

1 
·: ~:::::::::::::::~~:::~::::::~T~u::; ~c;.P,-.. -. -., ............ ~ 

0,9 i---··--· .. -······ ·········-------------cs •• 
o.a ----~·····-·----TB : À = 2. Â2- 1--· 

• 0,7 ..• .___. ... ~·······-··-············-·'········· -~ ;* 
~ 
~ 0,6 .... z ........ ~~ ........................ 1[·--:~~·= '5 0,5 

~ 0 4 

0,3 t----··--------.-------------1 

0,2 +---- 0 0 0 0 Résultats numériques 
o, 1 +--------------1 --- Résultats analytiques 

0+----~--~----~~-r---r---r--~ 

1,5 2 2,5 Â.1 3 3,5 4 4,5 

Pour toutes les sollicitations (Wc/W) est maximal pour 8 = 0 

Figure 8. Résultats numériques et analytiques de WcfW dans le plan de fissuration. 

V.3.4. Indépendance du rapport W /W vis-à-vis de la loi de comportement 

Afin de faciliter les développements analytiques permettant d'evaluer le rapport Wc , nous 
w 

avons employé une loi Néo-Hookéenne grace à la simplicité de son expression. L'utilisation 

de la même loi dans les simulations numériques précédentes a été également nécéssaire afin 

de comparer les résultats numériques et analytiques. Dans ce qui suit, nous montrons que pour 

un historique de chargement donné, l'evolution du rapport Wc est indépendante de la densité 
w 

d'énergie choisie, autrement dit du comportement du matériau. Pour cela, nous illustrons deux 

exemples qui simulent le cisaillement simple et la traction biaxiale en utilisant trois modèles 

de densité d'energie de déformation; une loi de type Ogden developpée jusqu'à l'ordre 3, une 

loi de Rivlin à trois coéficients et enfin un potentiel Néo-Hookéen. 
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V3.4.1. Exemple du cisaillement simple 

Nous avons modélisé une pièce en élastomère soumise à un chargement de cisaillement 

simple en déformation plane. La géométrie, le maillage ainsi que les conditions aux limites 

sont réprésentés sur la figure 9. 

Figure 9. Géométrie, maillage et conditions aux limites 
d'une pièce soumise au cisaillement simple. 

Cisaillement Simple 

4
'
5 

'-+--,--,-i-::-Og-,.do-,o ,-=-,-,,,:-:-Tf 

Àt RIYIIn à3coéf. 

""-.-."-À! Néo-Hookéenne 
3,5 ÀzogdenàJcoéf --------

3 ~À2Rivhnà3coéf 
_.__ Àz Néo-Hookéenne 

0,5 

11 21 31 41 51 61 

Incrément de déplacement 

Figure 11. Evolution des élongations principales 
au cours d'un chargement du cisaillement simple. 

Cisaille mnt simple 

35,-~--c-~--,-~------------·----
-+-Ogden à 3 coéf. 

30 -+- Rivlin à 3 coéf. 

-.-Néo-Hookéenne 

10 

5 . 

1,5 2,5 3,5 4,5 

À., 

Figure 10. Evolution de la densité d'énergie de 
déformation au cours du chargement pour les 3 lois. 

Cisaillement Simple 

1,2 

-+- Ogden à 3 coéf 

--•·---·Rivlin à 3 coéf. 

-..-- Néo-Hookéenne 

0,2 

1,5 2,5 3,5 4,5 

Figure 12. Evolution du rapport WcfW au cours du 
chargement utilisant 3 potentiels de déformation. 

La figure 10 représente, pour un nœud donné du modèle, 1' évolution de chacune des denstiés 

d'énergie de déformation en fonction de l'élongation principale maximale. Afin de s'assurer 

de l'unicité du trajet de chargement pour toutes les lois utilisées, nous avons également tracé 

l'évolution des élongations principlaes ~ et À.2 au cours de la sollicitation (figure 11). Une 

analyse par éléments finis a été effectuée pour calculer la variation du rapport Wc tout au 
w 

long du chargement. Ainsi, on montre à travers la figure 12 une très bonne cohérence des 

résultats, en terme d'évolution de Wc , en utilisant les trois densités d'énergie de déformation w 
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précitées. 

V3.4.2. Exemple de la traction biaxiale 

La même analyse a été effectuée en simulant une plaque soumise à un chargement de traction 

biaxiale en contrainte plane. Les résultats numériques repportés sur la figure 13, montrent que 

l'evolution du rapport Wc ne change pas significativment d'une densité d'energie à l'autre. 
w 

En effet, à même niveau d'élongation ~, l'ecart entre les valeurs de ce rapport evaluées en 

utilisant la loi d'Ogden ou bien celle de Rivlin par rapport sa valeur calculée sur la base d'une 

loi Néo-Hookéenne ne dépasse pas 6,5% tout au long du chargement (figure 14). 

Traction Biaxiale 

0,9 

0,6 

~ 0,5 -

~ 0,4 --- - ------

0,3 ---------

0,2 --------------

0,1 -----------

Figure 13. Evolution du rapport W 0/W au cours du 
chargement utilisant 3 potentiels de déformation. 

Traction Biaxiale 

1 0 -r----::--c----:-::----:-:-r 
-+- Ogden à 3 coéf. 

·1'1 9 ·-•······Rivlin à 3 coëf. -----------

~ 8 

~! 7 

i .1 6 .... qs 
L 
~f4 --
;.. [ 3 - ,..... 

~ 2 ~-- ~-=·---
~ 1 ><""~-----

UJ ....... 

À, 

Figure 14. Ecart par rapport à [W cfW]Néo-Hookéen 
de deux potentiels de déformation. 

w 
Signalons enfin que l'indépendance du rapport _c vis-à-vis de la densité d'énergie de 

w 
déformation a été également vérifiée pour les autres sollicitations courantes telles que la 

traction uniaxiale, le cisaillement pur et la traction équibiaxiale. 

V.3.5. Dépendance de Wc au trajet de chargement 

Si nous considérons un état de contrainte et de déformation donné, on peut toujours imaginer 

une multitude de trajets de chargement qui peuvent mener à ce même état. Contrairement à la 

densité d'énergie de déformation ou bien la déformation principale maximale qui ne 

considèrent que l'état actuel de déformation, l'avantage du critère de densité d'énergie de 

fissuration est qu'il prend en considération tout le trajet de chargement. En effet, prenons 

comme exemple le cas d'une plaque en élastomère dans un état de traction équibiaxiale, les 

graphes de la figure 15 illustrent quatre trajets d'évolution de ~ et ~ qui mènent tous à la fin 

de la sollicitation vers un état équibiaxial. Le calcul par éléments finis a été mené pour 
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déterminer la variation du maximum du rapport Wc au cours et en particulier à la fin du 
w 

chargement, ainsi on montre sur les mêmes graphes que ce rapport est différent d'un cas à 

l'autre au moment où l'on atteint l'état équibiaxial. 

! 
0,3 ~ 

i 
-- --- --------- 0,2 

---------~---------------+0,1 

~--~----~----~----~-----+0 

6 

Â., 

1,2 

0,8 

i 
0,6 ~ 

0~----r---_,----~-----+-----+ 

1 

i 

•• •• 1 

0,8 

i 
0,6 ~ 

i 
0,4 

•~" Wc W 0.65 ,_ ______ J- --- 0,2 

Cas 4: 

-~~~--- ------

~ 3 - ----------- ----

W/W ~- 0.82 

1,2 

0,8 

i 
0,6 ~ 

i 
0,4 

0,2 

Figure 15. Evolution de (WcfW)max pour différents trajets de chargement menant à un même état équibiaxial. 

Précisons que dans les analyses de durée de vie en fatigue, la dépendance d'un critère vis-à

vis du trajet de chargement est un point crucial. En effet, en dehors des exemples cités 

précédemment, on peut aussi imaginer une évolution sinusoïdale de l'élongation ~,menant 

égaleront au même état final du chargement, qui permet de créer d'une manière alternée un 

phénomène d'ouverture et de fermeture des défauts intrinsèques du matériau réduisant ainsi sa 

durée de vie. De ce fait, des critères tels que la déformation principale maximale ou bien la 

densité d'énergie de déformation, qui se basent uniquement sur la valeur finale et/ou 

l'amplitude du chargement sans se préoccuper de ce qui se passe tout au long du trajet de 

chargement, peuvent dans certaines situations surestimer la durée de vie réelle du matériau. 

V.3.6. Application à un cas complexe 

Pour illustrer un cas plus complexe que les sollicitations courantes, nous avons aussi modélisé 
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Un exemple de distribution de la densité d'énergie de déformation autour du trou est montré 

dans la figure 17. 

5.655e+OO 

5. 128e+OO 

4.602e+OO 

4.076e>+OO 

3.549e+OO 

3 .. 023e+OO-

2 .. 497e+C>O 

1. 970e+OO 

1.444@+00 

9. 176e-01 

3.9:12e-O:l 

Figure 17. Distribution de la densité d'énergie de déformation autour du trou pour l'éprouvette de cisaillement 
pur pour un déplacement de 10 mm. 

Les analyses par éléments finis effectuées, à l'aide du programme que nous avons 

implémenté, montrent que le paramètre de biaxialité n dans la zone critique (où la densité 

d'énergie de déformation est maximale) varie en fonction de 1' élongation principale 

maximale~. Il prend des valeurs ente l'état de cisaillement pur (n = 0) et l'état de la traction 

simple (n = -0.5) (figure 18). Quant au rapport Wc , il reste constant et égale à 1 
w 

indépendamment du niveau de chargement comme le montre clairement la figure 18. 

1 •··· n = Ln{Lambda 2)/ Ln{Lambda 1) +··{WcNV)max 1 

-0,2 1,2 

-0,3 ... --------· ------------- ---------------

-0,6 -+-----.-----~------+ 0,6 

1 Â, 
Durant tout le chargement (WJW) est max pour 9 = 0 

Figure 18. Evolution de la biaxialité et du rapport W JW 
dans la zone critique pour un déplacement de 25 mm. 
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Il est également intéressant de signaler que le plan de fissuration, dans ce cas, est toujours 

perpendiculaire à la direction de la déformation principale maximale ( (} = 0) . 

Pour étendre l'approche précédente aux analyses en fatigue, la même éprouvette a été testée 

sous un chargement cyclique. La méthode des éléments finis a été utilisée pour calculer, dans 

la zone critique de l'éprouvette et pour une amplitude de déformation appliquée, la densité 

d'énergie de fissuration correspondante permettant la prédiction de la durée de vie du 

matériau. 

V.4. Validation expérimentale du critère d'énergie de fissuration 

V.4.1. Machine d'essais de fatigue et conditions expérimentales 

Tous les essais en fatigue ont été conduits à température ambiante sur une machine 

hydraulique de type INSTRON 8872 (figure 19). Cette machine offre la possibilité de 

solliciter des éprouvettes d'une manière cyclique avec des fréquences allant jusqu'à 1OHz et 

suivant plusieurs modes de chargement. La course du vérin hydraulique monté sur la traverse 

supérieure est de ±50mm permettant de balayer une large gamme d'amplitudes en traction 

et/ou en compression. Toutes les mesures issues des capteurs de forces et de déformations 

sont enregistrées via une carte d'acquisition dans un PC. 

Figure 19. Machine de traction cyclique. 
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Chapitre V. Modélisation de la durée de vie en fatigue de l'élastomère étudié 

Pour notre étude, des éprouvettes de traction simple et d'autres de cisaillement pur similaires 

à celles décrites dans le chapitre précédent, ont été testées sous un chargement cyclique à 

déplacement contrôlé. Le signal du pilotage est tel que la réponse soit quasi-sinusoïdale. Les 

fréquences choisies varient entre 1 et 4Hz selon l'amplitude de déplacement, permettant de 

palier aux problèmes d'auto-échauffement des éprouvettes. Les amplitudes de déformation 

ont été choisies de telle sorte à couvrir une large gamme de durée de vie en fatigue du 

matériau. Notons finalement que le minimum des déformations imposées est réglé légèrement 

positif de telle sorte à éviter, d'une part, le flambement des éprouvettes aux premiers cycles 

et d'autre part, se ramener à un rapport de charge quasi nul une fois les cycles stabilisés. 

Concernant les éprouvettes de cisaillement pur et vu la forte concentration de contraintes dans 

la région R (figure 20), les fissures s'initient aux extrémités plutôt qu'à la partie centrale des 

éprouvettes. Pour s'affranchir de ce problème, nous étions amené à réaliser un trou au sein de 

l'éprouvette comme le montre figure 20. 

Figure 20. Eprouvette de cisaillement pur avec trou. 

Pour ces éprouvettes, les calculs par élément finis ont été effectués pour déterminer le champ 

de déformations et de contraintes autour du trou, particulièrement dans la région la plus 

sollicitée qui correspond au nœud A précisé sur la figure 20. L'évolution du rapport Wc au 
w 

cours du chargement pour ce nœud a été calculée grâce au programme que nous avons 

implémenté dans le code d'éléments finis et nous avons trouvé que pour l'ensemble des 

amplitudes appliquées à l'éprouvette ce rapport est sensiblement proche de l'unité. 

V.4.2. Définition de l'amorçage des fissures en fatigue 

Avant d'établir tout modèle d'initiation de fissure en fatigue, il est nécessaire de définir au 

préalable le moment où apparaît un défaut critique au sein de l'éprouvette testée. Cette 

définition est conventionnelle et dans la littérature deux approches sont utilisées pour 
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déterminer le moment d'amorçage. Une première consiste à observer l'éprouvette testée soit à 

l'œil nu ou bien à l'aide d'une caméra, la durée de vie d'initiation dans ce cas correspond au 

nombre de cycles atteint jusqu'à une l'apparition d'une macro fissure de taille critique, 

généralement de longueur un millimètre [AND99],[SAN06]. Une deuxième technique 

consiste à analyser la chute de rigidité du matériau au moment de 1' amorçage [MARO 1 b]. Une 

bonne corrélation des deux techniques a été prouvée récemment par Mars [MAR02b]. En 

effet, Sur des éprouvettes de traction/torsion testées en fatigue, Mars a constaté 

expérimentalement que l'amorçage des fissures se produit lorsque les niveaux maximaux de 

1' effort et du couple atteints au cours du cycle decroient de 15% par rapport à leurs valeurs 

stabilisées à partir du 128ème cycle. Il a également observé, en photographiant les éprouvettes 

au cours du chargement, qu'à ces mêmes niveaux d'effort ou bien du couple, des macro 

fissures, d'un millimètre de taille, apparaissent visuellement avant de se propager d'une 

manière instable. Signalons finalement qu'en fonction du matériau utilisé, le comportement 

en propagation n'est pas comparable et par conséquent le choix de la taille critique ou bien le 

degré de chute de rigidité à l'amorçage reste conventionnel. 

Concernant l'ensemble de nos tests cycliques contrôlés en déplacement, nous avons observé 

que la phase d'initiation d'une macro fissure d'un mm de taille est beaucoup plus importante 

que la phase de sa propagation. Ce constat est illustré par la figure 21 qui montre l'évolution 

de l'effort maximal de réaction atteint à chaque cycle en fonction du temps pour trois essais 

de cisaillement pur. 

1200 

1000 

800 

(j) 600 
~ 

~ 400 

200 

0 

--------- - --------- --- -------- - - ·-- ------~ 

Evolitbn de 1e:ffurtm ax:in alattehten fu de cyc:P 

-

!'---
-Amplitude 1 

-Amplitude 3 

-A rn p litude 2 

--

0 1000 2000 3000 4000 

Temps(s) 

Figure 21. Evolution de l'effort maximal en fonction du nombre de cycles. 
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une éprouvette de cisaillement pur contenant un trou en son centre. Une analyse par éléments 

finis a été menée pour déterminer localement aussi bien l'évolution de la biaxialité que la 

densité d'énergie de fissuration au cours du chargement. En raison de la symétrie, uniquement 

un quart de 1 'éprouvette a été modélisé en utilisant un maillage avec des éléments 

hyperélastiques quadrilatères à huit nœuds et en imposant les conditions aux limites montrées 

sur la figure 16. 

~~~~·~J~~~ ~ • ~ • • ... 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~ •• J .. 1 ~ J J 

Ll. :l :l ~ ~ 1::!. /). /). l l :l !l :l u C. L L L :l u [; 
w. 

[; [; c;" ~ . -/.,L 
\R=2mm 

t : Déplacement imposé de 25 mm 
[> : Fixation suivant x 
!::, : Fixation suivant y 

78mm .i. 
,.ç 

Figure 16. Géométrie, maillage et conditions aux limites pour l'analyse EF de l'éprouvette de cisaillement pur 
avec trou. 

Le chargement est appliqué en affectant un déplacement vertical de 25 mm aux nœuds situés 

sur l'arrête supérieure du modèle tout en bloquant leur déplacement horizontal. Tandis que 

tous les nœuds situés sur les axes de symétrie sont forcés à se déplacer uniquement suivant 

ces axes. 

La fonction de densité d'énergie utilisée dans notre analyse pour décrire le comportement 

mécanique du matériau est de type Ogden [OGD72], développée jusqu'à l'ordre 3. Ce modèle 

est exprimé en fonction des élongations principales sous la forme suivante : 

(V.33) 

Les paramètres f..i; et a; de cette loi ont été déterminés à l'aide des essais monotones sur des 

éprouvettes de traction uniaxiale et de cisaillement pur via une procédure expérimentale déjà 

décrite dans le chapitre précédent. Ces paramètres ont été optimisés en utilisant un algorithme 

de minimisation d'un logiciel de calcul par éléments finis et les valeurs trouvées sont 

reportées dans le tableau 3. 

f..L(MPa) f..i! = 0.203294 j..l2 = 330.686 j..l3 = 223.939 
a a1 = 3.93181 a2 = -0.025685 a3 = 0.0581963 

Tableau 3. Paramètres du modèle Ogden d'ordre 3. 
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En effet, on peut constater que ces courbes sont composées de trois parties : dans un premier 

temps la force diminue rapidement durant quelques cycles à cause de 1' adoucissement du 

matériau. Après cette phase d'accommodation, la force maximale est stabilisée, cette phase 

constitue la majeure partie de la durée de vie de notre matériau testé puisqu'elle est suivie 

d'une troisième partie qui correspond à une chute brutale de l'effort maximal de réaction 

jusqu'à la rupture totale. De ce fait, la prise en compte du nombre de cycles atteint jusqu'à la 

rupture totale du matériau testé est considérée comme une bonne approximation de la durée 

de vie d'initiation en fatigue. Notons que cette hypothèse a été également prise dans les 

travaux de Mars et a donné des résultats satisfaisants [MAR03b]. 

V.4.3. Résultats des essais et validation du critère de la densité d'énergie de fissuration 

Le tableau 4 résume l'ensemble des essais effectués sur les éprouvettes de traction simple et 

de cisaillement pur avec les différents paramètres mesurés. Il est intéressant de noter que dans 

le cas des essais de fatigue, les valeurs mesurées par les capteurs de déplacement et d'efforts 

correspondent à des mesures globales. A cet effet, une simulation numérique des mêmes 

éprouvettes testées expérimentalement était nécessaire afin d'évaluer les champs de 

déformations et de contraintes au lieu d'amorçage des fissures. 

Eprouvettes de traction uniaxiale Eprouvettes de cisaillement r>ur 
Référence Amplitpde imposée N; Référence Amplitude imposée N; 

(mm) (cycles) (mm) (cycles) 
TUt 40 1 063 015 CPt 10 8 060 
TUz 50 239 000 CP2 10 9 407 
TU3 60 31 706 CP3 10 5 774 
TU4 70 45 076 CP4 13 1 359 
TUs 70 15 781 CPs 13 1 334 
TU6 80 13 289 CP6 13 1 152 
TU1 80 9 308 CP1 16 810 

CPs 16 967 
CP9 16 726 
CPto 16 1 061 

Tableau 4. Résultats expérimentaux des essais de fatigue en traction uniaxiale et en cisaillement pur. 

Nous avons testé les différents critères établis dans la littérature. Ainsi la déformation 

principale maximale ê max , la déformation de Green-Lagrange E max , la densité d'énergie de 

déformation w max et celle de fissuration wc,max ' la contrainte principale maximale (j'max et la 

contrainte configurationnelle G ont été évaluées numériquement pour chaque amplitude de 

déformation appliquée. Nous avons également appliqué la procédure détaillée dans le chapitre 
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précédent pour estimer la densité d'énergie des cycles stabilisés ~~ correspondant à chaque 

amplitude de déformation imposée. 

Les figures 22-26 représentent sur une échelle logarithmique l'évolution de la durée de vie en 

fonction des différents paramètres d'endommagement. Si nous considérons séparément les 

données expérimentales issues des essais de traction uniaxiale et de cisaillement pur, la durée 

de vie en fatigue peut être écrite sous la forme : 

N =a.Pr 
l 

(V.34) 

Dans l'équation (V.34), P représente le paramètre d'endommagement, a et y sont des 

constantes à déterminer. 
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Figure 22. Durées de vie en fonction du maximum de 
la déformation principale maximale. 
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Figure 23. Durées de vie en fonction du maximum de 
la déformation de Green-Lagrange. 

Les résultats de la figure 22 montrent clairement que la déformation principale maximale ne 

permet pas de bien corréler à la fois les résultats expérimentaux des essais uniaxiaux (traction 

uniaxiale) et biaxiaux (cisaillement pur). 

0,1 +-~~-~~.....,.._~~~~~~.,.__~~ 
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Figure 24. Durées de vie en fonction du maximum de 
la densité d'énergie de déformation et de fissuration. 
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Figure 25. Durées de vie en fonction du maximum de 
la contrainte maximale de Cauchy. 

115 



Chapitre V Modélisation de la durée de vie en fatigue de l'élastomère étudié 

Cependant, la déformation maximale de Green-Lagrange semble un bon indicateur 

d'endommagement dans ce cas. En effet, une bonne corrélation est observée sur la figure 23 

et tous les point expérimentaux se regroupent sur une seule droite. La même conclusion peut 

être portée sur le maximum de la densité d'énergie de déformation ou bien celle de fissuration 

(figure 24). Ce constat est tout à fait raisonnable puisque, comme nous l'avons mentionné 

auparavant, ces deux paramètres sont égaux (Wc 1 = 1) pour les états de chargement étudiés. 
W num 

Nous pouvons également remarquer sur la figure 24, qu'à la fois la densité d'énergie de 

déformation calculée à partir d'un comportement monotone (matériau vierge) et celle 

correspondant au cycle stabilisé, estimée via la procédure détaillée au chapitre précédent, 

permettent de bien corréler les résultats expérimentaux avec deux équations différentes. 

100 

l 10 
H 

1,E+02 

-
1 Emul :::: 60,387.Ni0 1887 

R2 • 0,8817 

1,E+03 1,E+04 1,E+05 

Ni(cycles) 

1,E+06 1,E+07 

Figure 26. Durées de vie en fonction du maximum de la contrainte configurationnelle. 

Les maximums de la contrainte maximale de Cauchy et de la contrainte configurationnelle 

semblent également de bons indicateurs d'endommagement pour les états de chargement 

étudiés comme le montrent les figures 25 et 26. Néanmoins, leur corrélation est moins 

satisfaisante que celle du maximum de la densité d'énergie de fissuration. 

Enfin, il est important de noter que pour toutes les éprouvettes de traction uniaxiale et de 

cisaillement pur, nous avons observé que le plan de fissuration est toujours perpendiculaire à 

la direction de la déformation principale maximale, ce qui est en bon accord avec les résultats 

numériques (B = 0). 
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V.S. Application aux données expérimentales de la littérature 

Dans cette section nous proposons de vérifier la pertinence du critère de densité d'énergie de 

fissuration sur une partie des résultats expérimentaux établis par Sain ti er [SANO 1]. Ces 

derniers sont issus des essais de fatigue en traction uniaxiale sur des éprouvettes Diabolos et 

en torsion sur des éprouvettes axisymétriques AE2. La géométrie de chacune des éprouvettes 

est donnée par la figure 27. 

Figure 27. Géométrie de l'éprouvette Diabolo (a) et axisymétrique AE2 (b). 

L'étude qm va suivre portera d'abord sur l'identification de la loi de comportement du 

matériau d'étude (ici caoutchouc naturel renforcé au noir de carbone) à partir des données 

expérimentales issues des essais de traction simple sur des éprouvettes lanières. Une 

validation de la loi de comportement retenue pour les éprouvettes de 1' étude sera par la suite 

nécessaire. Pour ce faire, nous présenterons la procédure numérique permettant la 

modélisations de ces éprouvettes ainsi que la comparaison entre certaines grandeurs globales 

mesurées expérimentalement et celles calculées par la méthode des éléments finis. Une fois la 

loi de comportement identifiée et validée, elle sera exploitée numériquement dans les analyses 

en fatigue qui seront abordées à la fin de ce chapitre. 

V.5.1. Identification de la loi de comportement 

A partir de la base de données expérimentale issue des essais de traction uniaxiale sur des 

éprouvettes lanières, nous nous somme servis d'un module d'identification incorporé dans le 

logiciel d'éléments finis Ansys afin de décrire le comportement du matériau étudié. Après une 
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étude comparative de différentes lois hyperélastiques, notre choix s'est finalement porté sur 

une loi d'Ogden à deux paramètres offrant un meilleur compromis entre la qualité du lissage 

des résultats expérimentaux et la complexité de son expression. Le jeu de cœfficients retenu 

après optimisation est reporté dans le tableau 5. 

J.l(MPa) f.!J = 0.02606 f.!2 = 342.87 
a a 1 = 4.9424 a 2 = 0.0048 

Tableau 5. Paramètres de la loi d'Ogden d'ordre 2 issus des essais de traction uniaxiale. 

On peut en effet observer sur la figure 28, une bonne corrélation entre le calcul et 1' expérience 

pour toute la gamme de déformation considérée. 

• Données expérimentales 
-Loi d'Ogden 

1,6 --~-~ -- __ --c..,._ 

1,2 

1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 

Figure 28. Lissage des résultats expérimentaux en traction uniaxiale par une loi d'Ogden à deux paramètres. 

Afin de valider la loi de comportement retenue sur les éprouvettes de l'étude, nous procédons 

à une comparaison entre la réaction globale de l'éprouvette Diabolo, mesurée 

expérimentalement pour chaque déplacement imposé, et celle calculée par éléments finis. 

Concernant l'éprouvette axisymétrique AE2, la comparaison entre le calcul numérique et 

l'expérience porte sur le couple global exercé pour différents niveaux de rotation imposée à 

l'éprouvette. Dans ce qui suit, nous présenterons la procédure numérique permettant de mener 

cette comparaison. 

V.5.2. Calculs par éléments finis et validation de la loi de comportement 

Dans le cas des essais de traction simple, la symétrie du problème permet de ne mailler que le 

quart de la section de l'éprouvette Diabolo. Le calcul est alors un calcul 2D axisymétrique et 

le maillage ainsi que les conditions aux limites sont représentés sur la figure 29. Pour les 

essais de torsion, le calcul 3D est nécessaire. Le maillage et les conditions aux limites pour les 

éprouvettes axisymétriques AE2 sont donnés sur la figure 30. 
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t Déplacement suivant y 
~ Fixation suivant x 
.À. Fixation suivant y 
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Figure 29. Maillage et conditions aux limites pour l'éprouvette Diabolo. 

J J 

Figure 30. Maillage et conditions aux limites pour l'éprouvette axisymétrique AE2. 

Nous nous intéressons à présent à l'aptitude de la loi de comportement identifiée sur lanières 

à décrire le comportement des éprouvettes Diabolos et axisymétriques AE2. Les figures 31 et 

32 montrent une comparaison entre les courbes de chargement et les résultats de calcul et dans 

tous les cas, l'adéquation entre la courbe simulée et expérimentale est très satisfaisante. Le jeu 

de cœfficients identifié précédemment est donc conservé. Il sera utilisé dans toutes les 

simulations numériques qui seront faites ultérieurement pour la détermination des variables 

d'endommagement permettant la prédiction de la durée de vie en fatigue du matériau. 
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Figure 31. Comparaison des résultats numériques et expérimentaux pour l'éprouvette Diabolo. 
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Figure 32. Comparaison des résultats numériques et expérimentaux pour l'éprouvette axisymétrique AE2. 

V.5.2. Modélisation de la durée de vie en fatigue 

Comme nous l'avons signalé auparavant, la pertinence d'un critère de fatigue réside dans sa 

capacité à prédire 1' amorçage des fissures, leur orientation ainsi que la durée de vie du 

matériau quel que soit le chargement appliqué. Concernant la localisation des amorçages, la 

synthèse des essais de fatigue sur Diabolos, réalisés par Saintier, montre que l'amorçage se 

situe dans la zone de concentration de contrainte induite par le raccordement entre la partie 

cylindrique et les congés. Ce résultat est bien confirmé par la densité d'énergie de fissuration 

sur la figure 33 et ce sont les grandeurs mécaniques situées dans cette région qui seront 

utilisées dans les analyses en fatigue. Quant à l'orientation des fissures, l'amorçage apparaît 

perpendiculairement à la direction de traction pour les éprouvettes Diabolos comme le prévoit 

bien le critère de densité d'énergie de fissuration. Cette direction correspond à un mode 

d'ouverture et une propagation de fissure en mode 1. 
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• 418E-03 MPa 

.12357 

.246722 

.369874 

• 493027 

.616179 

.739331 

. 862483 

.985635 

1.109 

Figure 33. Localisation de l'amorçage pour l'éprouvette Diabolo. 

Dans le cas des essais de torsion sur les éprouvettes axisymétriques AE2, 1' amorçage se 

localise à proximité immédiate du fond d'entaille dans une bande de 400J.!m, dans la zone de 

concentration de contrainte. Ce résultat est également bien décrit par le critère de densité 

d'énergie de fissuration comme le montre la figure 34. 

. 667E-04 MPa 

• 237946 

.475959 

. 713972 

.951985 

1.19 

1.428 

l. 666 

l. 904 

2.142 

Figure 34. Localisation de l'amorçage pour l'éprouvette axisymétrique AE2. 

Le plan de fissuration prédit par le calcul de la densité d'énergie de fissuration est 

perpendiculaire à la direction de la déformation principale maximale. Là encore, cette 

direction correspond à un mode d'ouverture et une propagation de fissure en mode 1. Ainsi la 

prédiction de 1' orientation de la fissure afissure, dans la configuration non déformée, donnée 

par le calcul de Wc pour différents angles imposés à l'éprouvette AE2 est en bon accord avec 

les mesures expérimentales tel que le montre la figure 35. Signalons que, puisque l'amorçage 
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n'est pas localisé strictement en fond d'entaille, les résultats numériques sont donnés pour 

deux nœuds du maillage. Le premier situé en fond d'entaille (NI), le second à 400~--tm de 

celui-ci suivant l'axe de l'éprouvette (N2). 

30 + + + Résultats expérimentaux 

28 

i 26 ... 
Cl 
Q) 

- - - -- Résultats numériques ~~a· ~· 
-~---~---~,--- ------- ·---·-

-------.-~"'.~>-,,,(NI______ ·---~:~~ ..... -.. -··-·· .. 
: • • ----- 1 

~ 24 
e 
~ 
~ 
.~ 22 a 

20 

·-------· __ _._____ ·----· -. - --,-.;c- ""=i'="--
'' t • '+ 

---- ---~--:._---- ------ .-----
-- ___ N_2_ -----~ ""--"'------- _ _!____ 

'- . --18+-----~-------.------.------,------~----~ 

60 70 80 90 100 110 120 

Angle de torstion (degrés) 

Figure 35. Comparaison entre l'orientation des fissures mesurée et prédite par la densité d'énergie de fissuration 
pour l'éprouvette axisymétrique AE2. 

Nous allons maintenant aborder la dernière partie de cette section en analysant la capacité du 

critère de densité d'énergie de fissuration à corréler les données expérimentales issues des 

deux essais de traction uniaxiale et de torsion. Les tableaux 6 et 7 récapitulent, pour chaque 

type d'essai, l'amplitude du chargement appliqué ainsi que la durée de vie expérimentale 

correspondant. 

Référence Déplacement global Durée de vie w Wc 
Diab 1 16,5 370 000 0,4133 0,4133 
Diab 2 27,2 50 000 0,95075 0,9368 
Diab 3 19,5 120 000 0,549 0,549 
Diab 4 17 200 000 0,435 0,435 
Diab 5 20,6 100 000 0,597 0,597 
Diab 6 19,2 90 000 0,53725 0,5255 
Diab 7 25,6 60 000 0,8544 0,8544 
Diab 8 16,3 200 000 0,40265 0,392 
Diab 9 16,5 180 000 0,4133 0,4133 
Diab 10 19,2 110 000 0,53725 0,53725 
Diab 11 27 70 000 0,9368 0,9368 

Tableau 6. Durées de vie en fatigue pour les essais de traction uniaxiale sur Diabolo [Sanül]. 
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Référence Angle de rotation global Durée de vie w Wc 
AEI 100° 50 000 2,1108 1,396 
AE2 80° 130 000 1,1581 0,7396 
AE3 90° 70 000 1,5649 1,0185 
AE4 70° 150 000 0,8419 0,5262 
AE5 70° 84 000 0,8419 0,5262 
AE6 80° 80 000 1,1581 0,7396 
AE7 90° 112 000 1,5649 1,0185 
AE8 40° 1 000 000 0,248 0,143 
AE9 70° 84 000 0,8419 0,5262 
AEIO 80° 82 000 1,1581 0,7396 
AE Il 70° 150 000 0,8419 0,5262 
AE12 100° 40 000 2,1108 1,396 
AE 13 100° 50 000 2,1108 1,396 
AE14 75° 140 000 0,9593 0,6049 
AE 15 75° 167 000 0,9593 0,6049 
AE16 75° 166 000 0,9593 0,6049 
AE17 75° 178 000 0,9593 0,6049 
AE 18 75° 176 000 0,9593 0,6049 
AE19 75° 190 000 0,9593 0,6049 
AE20 75° 134 000 0,9593 0,6049 
AE 21 75° 140 000 0,9593 0,6049 
AE22 80° 230 000 1,1581 0,7396 
AE23 100° 40 000 2, Il 08 1,396 

Tableau 7. Durées de vie en fatigue pour les essais de torsion sur éprouvettes axisymétriques AE2[San01]. 

Pour les deux types d'éprouvettes testées, une analyse par élément finis est effectuée afin de 

déterminer, pour chaque amplitude de chargement, la densité d'énergie de déformation et 

celle de fissuration aux lieux d'amorçage des fissures. Ainsi les résultats obtenus sont tracés, 

sur un diagramme log-log de la figure 36, en terme de durées de vie en fonction de la densité 

d'énergie de fissuration. 

10 

1 

• Traction 1 

+Torsion 

R=0.7611 

0,1 +--~-~~~~---r----~-~~~~------~ 

1,E+04 1,E+OS 

NI (cycles) 

1,E+06 

Figure 36. Corrélation des résultats de fatigue en traction uniaxiale et en torsion en fonction du maximum de la 
densité d'énergie de fissuration. 

123 



Chapitre V Modélisation de la durée de vie enfatigue de l'élastomère étudié 

On peut en effet observer une bonne corrélation des résultats expérimentaux issus des essais 

de fatigue en traction uniaxiale et en torsion. Rappelons également qu'il existe à la base une 

dispersion dans certains résultats expérimentaux pour les mêmes conditions de chargement 

comme on peut le remarquer clairement sur le tableau 7. Ceci bien évidement ne peut pas être 

pris en compte par un critère de fatigue quel que soit le degré de sa pertinence. 

10 

•• 

0,1 +---~--~-~~r--~-~-~~___.__, 

1,E+04 1,E+05 

Ni (cycles) 

1 ,E+06 

Figure 37. Corrélation des résultats de fatigue en traction uniaxiale et en torsion en fonction du maximum de la 
densité d'énergie de déformation. 

Signalons finalement que, là encore, la densité d'énergie de déformation corrèle moins bien 

les résultats de fatigue en traction uniaxiale et en torsion comme illustré sur la figure 37. 

L'intérêt d'utiliser le critère de densité d'énergie de fissuration, issu d'une approche par plan 

critique, est ici confirmé pour des essais aux champs mécaniques différents. 
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L'objectif principal de ce travail était la recherche d'un critère en fatigue des élastomères 

permettant de la prise en compte des effets du chargement multiaxial. Pour ce faire, Il a été 

nécessaire d'exposer, en premier lieu, une revue des différentes études réalisées sur ces 

matériaux, complexes tant au niveau de leur physico-chimie que de leur comportement 

mécanique , ainsi que des différentes lois permettant de restituer ce comportement. 

Nous avons présenté, en second lieu, le matériau de l'étude type Styrène Butadiène (SBR) 

chargé ainsi que les techniques expérimentales employées pour la caractérisation de son 

comportement mécanique. En effet, la mise en place d'un protocole expérimental comprenant 

des essais de traction uniaxiale et de cisaillement pur a permis d'obtenir une base de données 

exploitable pour la description du comportement local du matériau choisi, dans le cadre 

formel de l'hyperélasticité. Ainsi, disposant d'une base de données expérimentale et d'un 

module d'identification incorporé dans un logiciel de calcul par éléments finis, une étude 

comparative de différentes lois constitutives hyperélastiques a été effectuée. Ceci nous a 

conduit au choix de la densité d'énergie de déformation la plus appropriée pour la 

modélisation du comportement mécanique du SBR étudié. Afin de prendre en considération 

1' adoucissement du matériau, nous avons réalisé des essais cycliques sur des éprouvettes de 

traction uniaxiale et de cisaillement pur. Les résultats de ces essais nous ont permis de 

proposer une démarche simple permettant la détermination de l'énergie de déformation d'un 

cycle stabilisé associée à chaque amplitude de déformation imposée au matériau, sans avoir 

recours à un modèle robuste. 

Par ailleurs, dans l'objectif de rechercher un critère de fatigue multiaxiale unifié pour les 

milieux élastomères, nous avons présenté d'abord quelques approches existantes qui prédisent 

l'initiation d'une fissure et son orientation dans de tels matériaux. Une attention particulière a 

été portée sur le critère proposé récemment par Mars. Il a été présenté sous forme de rapport 

~ où Wc est la densité d'énergie de déformation disponible pour créer une fissure dans un 

matériau sain suivant une direction donnée et W est la densité d'énergie de déformation totale 

fournie. Dans un premier temps, nous avons développé analytiquement ce critère en grandes 

déformations et nous l'avons appliqué aux matériaux élastomères. Ainsi, quelques états de 

chargements courants ont été traités analytiquement et les résultats obtenus étaient en bon 
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accord avec les observations expérimentales de la littérature. L'étude a aussi inclus le cas où la 

biaxialité varie au cours de la déformation qui mène à la variation du rapport Wc dans le plan 
w 

d'initiation de la fissure. 

Puisque le calcul analytique était basé sur une loi Néo-Hookéenne, utilisée pour sa simplicité 

d'écriture, nous avons ensuite été amené à implémenter le critère dans un code d'éléments 

finis. Cela permet de traiter numériquement des structures complexes en utilisant des lois 

constitutives des matériaux aussi élaborés que nécessaire. En simulant les différentes 

sollicitations usuelles traitées analytiquement, nous avons obtenu une parfaite cohérence entre 

les résultats analytiques et numériques s'assurant ainsi de la validité de l'implémentation. 

Nous avons également mis en évidence deux points particuliers mettant en valeur le critère 

d'énergie de fissuration. Le premier point consistait à vérifier, à travers les états de 

chargement classiques, l'indépendance du rapport w;, vis-à-vis de la densité d'énergie 
w 

utilisée. Nous avons montré dans un second lieu une dépendance du paramètre Wc au trajet de 

chargement. C'est une différence essentielle par rapport à l'énergie de déformation qui par 

définition ne dépend que de l'état final de la sollicitation. 

Fina~ement nous avons mené une série de tests expérimentaux en fatigue comprenant des 

essais uniaxiaux (traction simple) et biaxiaux (cisaillement pur). Les résultats de ces essais 

montrent que le maximum de la déformation principale maximale n'est pas un paramètre 

permettant de corréler tous les points expérimentaux. Cependant, le maximum de la 

déformation principale de Green-Lagrange et celui de la densité d'énergie de fissuration 

semblent de bons indicateurs d'endommagement pour les tests effectués. La même conclusion 

peut être portée sur la contrainte maximale de Cauchy et la contrainte configurationnelle avec 

toutefois une corrélation moins satisfaisante que celle du maximum de la densité d'énergie de 

fissuration. Nous avons terminé ces travaux par une validation du critère retenu à travers des 

données expérimentales de la littérature issues des essais de fatigue en traction simple et en 

torsion. Les résultats obtenus ont révélé l'intérêt d'utiliser le critère de densité d'énergie de 

fissuration, issu d'une approche par plan critique, et donc ont confirmé la nécessité de ne 

prendre en considération qu'une fraction de l'énergie de déformation totale pour la prédiction 

de la durée de vie en fatigue. 

Une partie des travaux exposés dans le dernier chapitre de ce mémoire a fait l'objet de 

plusieurs communications et d'un article publié dans le journal international « Fatigue and 
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Fracture of Engineering Materials and Structures » en 2006 sous le titre « Prediction of rubber 

fatigue life under multiaxialloading » [ZIN04],[ZIN06]. 

Conscients du fait que l'établissement d'un critère multiaxial nécessite une gamme assez large 

de données expérimentales comme celle rapportée récemment par Mars dans la littérature 

[MAR05], nous envisagerons toutefois de vérifier la validité de cette approche sur notre 

matériau testé pour d'autres types d'essais incluant des états de chargements non 

proportionnels. Par ailleurs, 1' effet de la déformation (ou de la contrainte) moyenne doit aussi 

être étudié. 
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Annexe 

ETUDE DES MODELES HYPERELASTIQUES 

A.l. Introduction 

Dans cette annexe, nous passerons en revue les principaux travaux de recherche établis dans 

la littérature concernant les modèles de comportement hyperélastique quasi-incompressible 

des matériaux élastomères mettant en évidence la multiplicité des choix. En effet, deux 

approches existent pour définir une expression analytique de ces potentiels : 

-Les approches microscopiques qui identifient le comportement d'une chaîne isolée et 

tendent de le généraliser à une assemblée statistique de chaînes moyennant un certain nombre 

d'hypothèses. Mis à part les difficultés théoriques de cette méthode, son avantage est qu'elle 

fournit des modèles dont les constantes matérielles ont un sens physique. 

- Les méthodes macroscopiques ou bien phénoménologiques qui rendent compte 

directement du comportement mécanique global du matériau sans se préoccuper de sa 

structure moléculaire. Elles permettent en effet de reproduire d'un point de vue purement 

mathématique les données expérimentales sans chercher à donner un sens physique aux 

constantes matérielles. 

A.2. Approches statistiques 

Sur la base de la théorie statistique gaussienne pour laquelle le caoutchouc vulcanisé est 

considéré comme un réseau idéal de longues chaînes moléculaires, Treloar [TRE43] a proposé 

en 1943 une expression de la densité d'énergie de déformation, appelée modèle Néo-Hookéen, 

en fonction des élongations principales : 

Où : n : le nombre de chaînes moléculaires par unité de volume 

k : la constante de Boltzmann 

T : la température absolue 

11 : le module de cisaillement du matériau 

(A.l) 
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En 1944, Treloar [TRE44] a démontré les limites de ce modèle en utilisant des données 

expérimentales obtenues à partir d'une série d'essais en cisaillement pur et en traction 

uniaxiale et équibiaxiale. Il a en effet vérifié que le modèle Néo-Hookéen donne satisfaction 

que dans un domaine de déformation assez restreint et ne permet pas de rendre compte de la 

rigidification du matériau en déformations finies. Notons également que la base de données 

expérimentale de Treloar a servi ultérieurement de référence à un bon nombre d'auteurs pour 

valider leurs modèles. 

Par ailleurs, 1 'hypothèse de la théorie statistique Gaussienne qui considère que la chaîne 

moléculaire peut atteindre une longueur infinie a ét.é remise en cause et Kuhn et Grün 

[KUH42], qui en 1942, ont utilisé plutôt la théorie statistique non-Gaussienne pour prendre en 

compte la limite d'extensibilité des chaînes susceptibles d'expliquer l'accroissement de la 

raideur finale des courbes expérimentales. La limite d'extension d'une chaîne constituée de 

JN segments est donnée par À-max = fN . Leurs travaux ont abouti à 1' expression de 

1' énergie de déformation d'une chaîne isolée qui s'écrit sous la forme : 

w = nkT[ ~ fJ +Ln-!-] 
-v N smh/3 

Où fJ = L-1(k) et L-1 est l'inverse de la fonction de.Langevin définie par: 

1 
L(x) = coth(x)--

x 

La contrainte de Cauchy pour une chaîne isolée est alors: 

CY =À dw =À-kT fN r-1 (_3_) 
ch dÀ JN 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

En se basant sur la théorie statistique non-Gaussienne de l'élasticité d'une chaîne isolée de 

Kuhn et Grün, James et Guth [JAM43] ont développé un nouveau modèle appelé modèle à 

trois chaînes selon lequel les chaînes sont distribuées suivant les trois directions principales de 

déformation (figure 1). 

Les contraintes sont alors calculées par sommation des efforts des n 13 chaînes de chaque 

direction selon 1 'équation : 

CY = nkTÀ À.L-1(_3_) _ 
1 3!N 1 fN p 

(A.S) 
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Où pest la pression hydrostatique introduite par l'hypothèse d'incompressibilité. 

1\._ 

Figure 1. Modèle à trois chaînes. 

D'une manière similaire, Flory [FL044] puis Treloar [TRE46] ont développé un modèle à 

quatre cha~nes distribuées suivant les directions reliant le centre d'un tétraèdre régulier à 

chacun de ses sommets tel que le montre le schéma de la figure 2. Le tétraèdre est inscrit dans 

une sphère unité qui se transforme en ellipsoïde au cours de la déformation. Ce modèle a 

1 'inconvénient de ne pas présenter de forme analytique simple puisqu'il nécessite le calcul de 

la position du centre du tétraèdre à chaque état de la déformation. Pour cette raison, il est peu 

utilisé d'autant plus que ses performances sont similaires au modèle à trois chaînes [ARR93]. 

Figure 2. Modèle à quatre chaînes. 

Plus tard en 1979, Treloar [TRE79] reprend l'analyse faite sur une chaîne isolée et considère 

une distribution uniforme de chaînes sur une sphère unité (figure 3). En référence aux 

modèles à trois et à quatre chaînes, ce modèle est appelé « full chain ». 

Figure 3. Modèle « full chain ». 

Treloar obtient alors, par intégration numérique, la réponse d'un réseau homogène sous 

sollicitations uniaxiales et biaxiales dont l'expression des contraintes C5i en fonction des 

élongations principales macroscopiques Âi s'écrit : 
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3 2 

Où m1 = sin8cosç& ; m2 = sin8sinq) ; m3 = cose et X 2 = :2: mi 
i=l Âj 

(A.6) 

(A.8) 

En 1993, Arruda et Boyce [ARR93] reprennent les travaux de James et Guth ainsi que ceux 

de Flory et Treloar sur les modèles à trois et à quatre chaînes. Ils ont proposé un modèle 

similaire mais à huit chaînes distribuées suivant les quatre directions privilégiées 

correspondant aux sommets d'un cube inscrit dans une sphère unité comme le montre la 

figure 4. On notera que le cube est un autre polyèdre régulier, ce qui permet 'de répartir 

simplement la matière en fournissant un modèle isotrope. Un avantage de ce modèle est sa 

simplicité. En effet, on remarque que lorsque la sphère unité se déforme, toutes les chaînes 

s'étendent de manière identique, et que la valeur de cette extension .Âch est donnée par la 

relation suivante : 

(A.9) 

Et les contrainte principales sont données par : 

a = nkT.fii Âj r 1( Âch ) _ 
1 3 À 'N p ch 'V lV 

(A.l 0) 

Figure 4. Modèle à huit chaînes. 

Dans l'objectif de comparer les modèles non-Gaussiens précédents, Wu et Van Der Giessen 

[WU92] ont exploité les résultats expérimentaux de James et Guth. Ils ont déterminé les 

paramètres nkT et N des modèles à trois, à huit et celui du réseau complet à partir des essais 

uniaxiaux. En utilisant la base de données expérimentale issue de la traction équibiaxiale, ils 

ont constaté que le modèle à huit chaînes offre la meilleure approximation des résultats 

expérimentaux. 

Signalons enfin que bien que les modèles moléculaires permettent une description mécanique 

satisfaisante du comportement des matériaux idéaux monophasés, ils nécessitent une bonne 
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connaissance de leur structure microscopique (densité de réticulation, nombre de monomères 

par chaîne). En outre, la structure de tels matériaux, supposée parfaite, semble très différente 

de celle des matériaux réels dont le réseau macromoléculaire correspond à une structure 

enchevêtrée et contient généralement des charges renforçantes, des chaînes et des cycles 

pendants. Une seconde alternative consiste à utiliser les modèles phénoménologiques dont les 

paramètres sont simplement identifiés à partir des résultats expérimentaux macroscopiques 

sans se préoccuper de leur signification physique. 

A.3. Approches phénoménologiques 

Cette approche traite le problème en· utilisant les principes de la mécanique des milieux 

continus. On analyse les contraintes et les déformations sans devoir recourir à la description 

microscopique de la structure ou à des concepts moléculaires. 

Mooney était le premier à introduire, en 1940, un modèle connu sous le nom du potentiel de 

Mooney-Rivlin et qui s'exprime à partir des invariants du tenseur de Cauchy-Green droit 

C [M0040]: 

(A.ll) 

Où C1 et C2 sont des caractéristiques du matériau a déterminer expérimentalement. Ce 

modèle est bien adapté pour corréler les résultats expérimentaux des essais de Treloar 

[TRE44] sur le caoutchouc naturel et pour des déformations modérées. Néanmoins, il n'est 

pas représentatif des sollicitations biaxiales et du cisaillement pur [M0040]. Notons que le 

premier terme de ce modèle correspond au potentiel Néo-Hookéen décrit auparavant. 

Un autre modèle généralisant celui de Mooney et de Treloar a été proposé par Rivlin en 1948 

en écrivant le potentiel de déformation sous forme polynomiale [RIV 48] : 

N 

W(I1,I2)= :Lcij(l1 -3Y(J2 -3)1 

ij 

Dans laquelle N désigne le nombre de termes de la densité d'énergie de déformation. 

(A.l2) 

Ce modèle, bien qu'il comporte beaucoup de paramètres Cii, est implémenté dans de 

nombreux codes de calcul par éléments finis, et permet une description satisfaisante du 

comportement d'une large gamme de classes d'élastomères. En pratique, cette série est 

tronquée à l'ordre 2 ou 3. La troncature à l'ordre 3 nécessite l'identification de neuf 

constantes. 
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Annexe : Etude des modèles hyperélastiques 

Le modèle phénoménologique de Yeoh [YE090], appliqué à des élastomères, est issu de la 

constatation expérimentale que dW est négligeable dans le cas de ces mélanges. Yeoh a alors 
d12 

aw 
fait l'hypothèse simplificatrice qui consiste à considérer que - = 0, et a proposé une 

d12 

expression de l'énergie de déformation à 3 cœfficients, où le second invariant n'apparaît pas. 

Elle correspond à une troncature de celle établie par Rivlin : 

(A.13) 

En 1951, Rivlin et Saunders [RIV51] ont effectué des essais de traction biaxiale en imposant 

des modes de déformation dans lesquels 11 ou 12 est fixé. Après avoir exploité ces essais, ils 

· , ·d aw · d' d d 1 1 aw <=". • d 1 ont m1s en ev1 erree que - est m epen ant e 1 et 2 et que - est une 10nctwn e 2 
d11 d12 

et ne dépend pas de 11 • Au terme de cette étude, ils ont conclu que 1' énergie de déformation 

doit avoir la forme générale suivante : 

(A.14) 

Où f est une fonction à déterminer expérimentalement. 

Gent et Thomas [GEN58] ont proposé une autre forme qui présente l'avantage de ne contenir 

que deux constantes matérielles et vérifie la forme générale de Rivlin et Saunders : 

(A.15) 

D'autres expressions plus complexes ont été introduites par la suite. Citons par exemple le 

potentiel empirique de Hart-Smith établi en 1966 [HAR66] sous la forme : 

(A.16) 

Alexandre [ALE68] propose en 1968 une généralisation de la densité de Hart-Smith pour les 

néoprènes en écrivant le potentiel sous la forme : 

(A.17) 
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Annexe : Etude des modèles hyperélastiques 

On peut également citer le potentiel d'Ogden développé en 1972 [OGD72] qui fait intervenir 

une combinaison linéaire des puissances des élongations principales pouvant se développer à 

différents ordres : 

(A.18) 

f.l; et a; sont des paramètres du matériau à ajuster expérimentalement. 

L'avantage de la loi d'Ogden est que sa forme mathématique est suffisamment riche pour 

offrir, avec peu de termes, un bon lissage des résultats expérimentaux jusqu'à des taux de 

déformation assez élevés. En général il est possible d'obtenir une très bonne corrélation avec 

les résultats expérimentaux pour N = 3 . 

Notons enfin qu'il n'existe pas une expressiOn de potentiel qui permet une bonne 

modélisation de tous les phénomènes observables dans le domaine de l'élasticité non linéaire. 

Néanmoins, en cherchant à trop élargir le domaine de validité d'une loi de comportement, on 

perd en précision d'approximation pour chaque cas particulier et l'on risque, en outre, 

d'aboutir à une expression mathématique trop complexe. Cela explique alors la diversité des 

modèles utilisés dans la littérature, qui sont caractérisés principalement par leurs domaines de 

validité (type d'expériences et domaines de déformations pour lesq_uels ces densités d'énergie 

sont utilisables). 

Par ailleurs, l'existence d'un modèle unifié n'est pas un problème en soi tant que l'on n'étudie 

pas des pièces susceptibles de subir toutes les déformations possibles dans un domaine de 

déformation très étendu. En revanche, si on s'intéresse à des pièces présentant simultanément 

des zones peu déformées et d'autres fortement déformées, il serait indispensable de disposer 

d'un modèle suffisamment robuste. 

1 , L -:-· 
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