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Introduction 

Le tournant majeur dans ce qu'il convient d'appeler l'interaction matière-rayonnement 

est incontestablement la découverte et la mise au point expérimentale de l'émission laser 

au tout début de l'année 1960. D'une part, grâce au rayonnement monochromatique, 

cohérent et unidirectionnel qu'ils émettent, les lasers ont permis d'accéder à la plupart des 

propriétés intrinsèques de la matière, notamment grâce à la révolution de la spectroscopie 

[1]. D'autre part, la puissance des champs électromagnétiques de ce rayonnement a permis 

la découverte de phénomènes nouveaux, notamment non-linéaires induits par les effets de 

saturation qui apparaissent alors dans le milieu. Ces phénomènes ont ainsi contribués à 

l'émergence du vaste champ de l'optique non-linéaire. 

La réalisation expérimentale de la génération de seconde harmonique par Franken et 

al. en 1961 dans un cristal de quartz [2], suivie l'année d'après des travaux d'Armstrong 

et al. [3], qui ont fourni les bases théoriques du mélange à plusieurs ondes dans un milieu 

diélectrique non-linéaire (un cristal), peuvent être considérés comme le point de départ de 

cette discipline. Les sources ainsi mises au point sont alors les premières réalisations de 

l'Oscillateur Paramétrique Optique (OPO). Le rayonnement émis par ces OPO, par l'in­

teraction entre trois ondes (pompe, signal et complémentaire ou idler), possède alors les 

mêmes propriétés que celle d'un laser à savoir la cohérence, l'unidirectionnalité et la mo­

nochromaticité. En plus de ces propriétés, par rapport aux lasers qui ne produisent qu'une 

longueur d'onde spécifique, les OPO présentent l'avantage d'être des sources accordables 

en fréquence [4-6]. 

Malgré ces capacités, le développement des OPO va très peu évoluer jusqu'au début des 

15 



Introduction 16 

Figure 1: Quelques exemples de structures dissipatives sous forme : (a) d'hexagones [7], (b) 
de rouleaux [8], (c) de structures spatiales localisées [9], (d) de labyrinthe [10], (e) de solitons 
organisés en vortex [11]. 

années 1990. A partir de cette période, la maîtrise des techniques de croissance cristalline 

conjuguée avec l'apparition de miroirs de cavité plus résistants et des lasers de plus en 

plus puissants, ont permis de s 'affranchir des principales difficultés rencontrées dans la 

réalisation des OPO. Il s'agit entre autre du contrôle des fluctuations thermiques dans le 

cristal et de la réalisation de la condit ion d 'accord de phase, pour ne citer que ces deux là. 

Dans ce nouveau contexte, les OPO devenus alors relativement plus simples à réaliser et 

plus maniables, connaissent de plus en plus d'applications, par exemple en spectroscopie 

moléculaire ou la détection de polluants par le procédé du LIDAR1 [12]. 

Le fonctionnement temporel de l'OPO est déterminé, dans le cas général, par la nature 

du laser qui génère l'onde de pompe. Ainsi un OPO pompé par un laser pulsé fonction-

nera en régime impulsionnel ; la durée de ces impulsions allant de la nano à la femtose-

conde [13- 15]. Par ailleurs, C. Montes et al. [16] ont établi théoriquement, dans le cas 

où l'optimisation de la conversion paramétrique est réalisée par quasi-accord de phase, 

qu'il est possible d'obtenir spontanément un OPO impulsionnel à partir d'un pompage en 

continu si la pompe et le signal son contra-propageants. En dehors donc de ces conditions 

particulières, un OPO pompé en continu fonctionnera de façon générale en régime continu. 

D'un point de vue technique, la réalisation des OPO continus a rencontré au départ plus 

de difficultés. Il s'agissait essentiellement des problèmes que posait la mise au point de ca-

vités permettant à la fois de réaliser les conditions qu'impose la conversion paramétrique, 

tout en étant résonantes aux fréquences des trois champs. Cependant, grâce au dévelop-

pement des techniques de fabrication de cristaux de bonne qualité , notamment retournés 

1 Acronyme de light detection and ranging. Méthode de détection utilisant des fréquences optiques, 
basée sur le principe du radar. 



17 Introduction 

périodiquement pour le quasi-accord de phase, la mise au point des OPO continus avec 

de faibles puissances de pompe, s'est rapidement développée [17, 18]. 

L'interaction non-linéaire résultant de la propagation des faisceaux dans le cristal et 

la présence de la cavité, permettent de classer les OPO parmi les systèmes dits optiques 

à cavité non-linéaire [19]. La particularité de ces systèmes réside dans leur capacité à 

générer, dans le plan transverse à la propagation des champs, des structures ordonnées 

et cohérentes. Ces structures générées hors de l'état d'équilibre [20] sont le résultat de 

la compétition ~ntre les effets de diffraction et/ou de dispersion qui tendent à restaurer 

l'uniformité de l'espace, et les effets induits par les non-linéarités qui contribuent à ampli­

fier les inhomogénéités de ce même espace. L'intérêt sans cesse grandissant que manifeste 

la communauté scientifique à la formation de structures auto-organisées (ou dissipatives) 

[voir figure 1 pour quelques exemples], est porté en partie par le caractère universel de 

celles-ci. Cet intérêt se porte également à leurs applications potentielles dans l'élaboration 

de systèmes "tout optique", notamment en matière de stockage de l'information [21-23] 

ou de télécommunications [24-27]. Une des classes de structures la plus étudiée est celle 

des structures spatiales localisées (LS). Ces structures conduisent au confinement spatial 

de l'énergie, par analogie aux solitons temporels qui transportent l'énergie sans perte, 

grâce aux effets conjugués de la dispersion chromatique et des non-linéarités. Toutes ces 

propriétés justifient l'attention particulière, tant expérimentale que théorique, qui leur est 

accordée dans les études des structures dissipatives [19]. 

La capacité des OPO, à générer des structures dissipatives a été mise en évidence très 

récemment, avec l'observation de structures spatiales dans un OPO pulsé en accord de 

phase de type II [28], et aussi dans un OPO dégénéré en accord de phase de type I pompé 

en continu [29]. Dans cette dernière référence, les auteurs ont aussi rapporté l'émergence 

de structures en forme de labyrinthe. De même Vaupel et al. [30] ont mis en évidence la 

génération de motifs dans un OPO en accord de phase de type II, dont le lien avec le 

processus paramétrique à été vérifié par l'effet de la variation du detuning sur leur aspect. 

Contrairement aux observations expérimentales, les premières prédictions de structures 
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dissipatives dans les OPO sont plus anciennes. Elles ont accompagnées la mise au point 

des premiers modèles incluant les effets de diffraction et/ou la dispersion dans les équations 

décrivant l'évolution des champs en cavité. Depuis, la majorité des travaux effectués sur 

ce sujet ont permis de mettre en évidence un large éventail de structures transverses dans 

les OPO, mais aussi une grande richesse de comportements dynamiques [7,8,31-44]. 

Le travail théorique (analytique et numérique) exposé dans cette thèse se positionne 

alors dans la continuité de ces études. Précisément, il présente notre contribution à 

une meilleure compréhension de l'impact des non-uniformités spatiales et des effets non­

linéaires induits par le walk-off sur la dynamique spatio-temporelle globale de l'OPO. 

Dans la première partie, nous nous intéressons d'une part aux conséquences d'un 

pompage de profil transverse variable spatialement, sur le processus d'amplification para­

métrique. Nous accorderons une attention particulière à la caractérisation du profil trans­

verse du signal ainsi émis. Cette partie est constituée des chapitres 1 et 2. Le chapitre 1 

présente les aspects généraux de l'amplification paramétrique, suivi de la description des 

principales étapes de la résolution des équations de Maxwell dans un cristal non-linéaire, 

aboutissant à l'établissement du modèle du champ moyen qui, constitue le point de départ 

de toutes nos analyses. Dans ce chapitre, nous faisons aussi une introduction à l'analyse 

de stabilité linéaire classique et spatio-temporelle. Nous y développons notamment les 

notions d'instabilités absolues et convectives liées à la brisure de la symétrie translation­

nelle du système en présence d'une dérive. Dans la première partie du chapitre 2, nous 

effectuons d'abord pour le régime linéaire la résolution des équations du champ moyen 

sans walk-off par la méthode de WKBJ [45]; puis à l'aide de la technique des échelles 

multiples, nous dérivons l'équation aux amplitudes permettant d'inclure les non-linéarités 

dans la description de l'évolution spatio-temporelle du signal. La résolution de ces équa­

tions d'évolution permet de caractériser entièrement le signal émis par l'OPO dégénéré 

(DOPO). Dans la seconde partie du chapitre, le walk-off n'est plus négligé, et nous réité­

rons les mêmes étapes de résolution utilisées dans la partie précédente, afin de déterminer 

les conséquences de l'interaction inhomogénéitésjwalk-off. 
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La seconde partie de cette thèse est dédiée à la dynamique spatio-temporelle résul­

tant du couplage entre le walk-off et les non-linéarités. Deux situations sont alors consi­

dérées : le cas de l'OPO dégénéré puis le cas général de l'OPO non-dégénéré. Pour ces 

cas notre démarche en deux étapes, consiste dans un premier temps à modéliser l'évo­

lution spatio-temporelle du signal sans imposer de condition sur le walk-off; dans la 

seconde étape, l'équation d'amplitude obtenue est étudiée à la fois analytiquement et 

numériquement. Les prédictions et résultats de cette analyse sont comparés aux solutions 

obtenues par intégration numérique du modèle originel de l'OPO. Cette démarche, appli­

quée au DOPO en régime bistable constitue l'objet du chapitre 3, mettant en évidence 

les effets non-linéaires du walk-off. Ce dernier induit l'apparition d'un terme de gradient 

non-linéaire dans l'équation d'amplitude gouvernant la dynamique spatio-temporelle du 

DOPO. L'analyse des effets de ce gradient à permis d'expliquer la brisure de la symétrie 

observée dans la plan transverse dans certains OPO. Dans le chapitre 4, la considération 

du cas non-dégénéré a permis la mise en évidence d'une grande richesse de dynamique 

linéaire et non-linéaire, spécifique à l'interaction à trois champs, qui n'a pas d'équivalent 

dans une interaction à deux champs (OPO dégénéré). En particulier, nous présentons un 

résultat surprenant qui consiste à tirer profit de la présence du walk-off, afin de générer 

des structures absolument stables sous le seuil linéaire (classique). Le dernier chapitre de 

cette seconde partie de thèse est une contribution, sous forme de perspective, à la ca­

ractérisation des solitons mobiles et fixes du DOPO avec absorbant saturable. Par une 

approche numérique, nous déterminons les caractéristiques principales de ces solutions 

en fonction des paramètres physiques du système. Ainsi nous avons mis en évidence une 

transition entre solitons mobiles asymétriques et des symétriques immobiles. 





Première partie : Modes globaux 

dans un OPO 
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Chapitre 1 

Généralités 

Aujourd'hui, grâce aux récents progrès technologiques, les milieux optiques à forte 

sensibilité non-linéaire offrent la possibilité de générer et faire interagir, en leur sein, 

plusieurs ondes. De cette interaction, découle une variété de phénomènes physiques tels 

que le doublage de fréquence, la génération d'harmoniques ou encore l'amplification dite 

paramétrique. Celle-ci consiste en la production, dans un cristal non linéaire, de deux 

ondes cohérentes "signal" et "complémentaire" (ou "idler") à partir d'un faisceau laser 

de forte puissance appelé "pompe". Ce phénomène se trouve à l'origine de l'oscillateur 

paramétrique optique (OPO), dès lors qu'un cristal à forte sensibilité quadratique est 

inséré dans une cavité optique. 

Pour une description de l'OPO que je ne détaille pas ici, je renvoie le lecteur à la 

thèse de H. Ward [46] pour un OPO pompé en continu et à celle de C. Durniak [47] pour 

un OPO fonctionnant en régime pulsé. La première partie de ce chapitre est consacrée à 

une brève présentation de l'OPO, ainsi qu'à la modélisation analytique de l'évolution des 

champs à l'intérieur de sa cavité. L'analyse de ce modèle, du point de vue de la dynamique 

spatio-temporelle transverse, constituera le but ultime de la seconde partie de ce chapitre 

introductif. 

23 
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1.1 L'oscillateur paramétrique optique 

L'amplification paramétrique fait partie avec la génération de seconde harmonique ou 

encore doublage de fréquence, des phénomènes qui résultent du mélange à trois ondes, 

dans des milieux optiques (cristaux) à forte susceptibilité non linéaire quadratique (x(2
)). 

L'origine physique de ce type de non-linéarité est rappelée ci-dessous à partir d'un exemple 

simple d'oscillateur anharmonique. 

1.1.1 Origine mécanique de la susceptibilité non linéaire qua-

dratique 

Considérons maintenant un cristal éclairé par plusieun; ondes correspondantes chacune 

à un champ électromagnétique oscillant. Comme dans tout matériau soumis à un champ 

électrique, les particules du cristal auront tendance à s'écarter de leur position d'équilibre, 

dans un mouvement d'oscillation à la fréquence de l'onde incidente. L'effet de l'ensemble 

des dipôles oscillants sera alors d'induire une polarisation dans le milieu. Si l'on néglige 

le déplacement de toutes les particules autres que celui des électrons, de même que l'effet 

du champ magnétique, très faible dans le cas présent, les écarts à la position d'équilibre 

peuvent être modélisés par la réponse d'une particule dans un potentiel anharmonique. 

L'image de l'électron élastiquement lié au noyau, et l'équation du mouvement qui en 

résulte sont alors une représentation satisfaisante du système : 

d2 x ( t) dx ( t) 2 2 e ~ 
dt2 + r-----;[t + WoX (t) +a [x (t)] =-m LJ Ek (t). 

k=l 

(I.l) 

x (t) représente le déplacement à partir de la position d'équilibre, w0 la fréquence de 

résonance du milieu, r l'amortissement et j le nombre de faisceaux en interaction. L'an-

harmonicité est introduite par le coefficient a, qui est supposé faible dans le cas général. 

Cette dernière va permettre de résoudre l'équation (I.l) par approximations successives. 

Si l'on cherche la solution sous la forme x (t) = x(ll (t) + ax(2) (t) + · · ·. A l'ordre 1 en 

a on retrouve l'équation d'évolution d'un oscillateur harmonique dont la solution est ici 
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une combinaison linéaire des réponses à chacune des fréquences d'excitation. Ainsi si on 

se limite à deux ondes incidentes aux fréquence w1 et w2 d'amplitude E0 (w1 ) et E0 (w2) 

on obtient : 

(I.2) 

A l'ordre 2, le calcul donne l'évolution du terme de perturbation sous la forme suivante: 

d2 ( )(2) d ( )(2) 2 
x t r x t 2 ( ) (2) _ _ [ ( ) (Il] dt2 + dt + WoX t - a x t (I.3) 

On constate donc que la solution d'ordre le plus bas (ordre 1) joue le rôle de source 

pour la correction à l'ordre suivant, dont la solution peut s'écrire sous la forme : 

x (t)(2) = ~ [x(2) (w1 + w2) + x(2) (w1 - w2) + x(2) (2w1) + x(2) (2w2) + x(2) (ü)] +c.e. 

(I.4) 

avec 

et d(wj) = w~- Wj- irwj 

ae2 e2iwjt 

- m2 E6 (wj) d2 (wj) d (2wj) 

x(2) (0) ae
2 

[ IEo (wi) 1
2 + IEo (w2) 1

2
] 

m2 Id (wi)I 2 Id (w2)1 2 

On montre alors que la polarisation non linéaire induite dans le milieu s'écrit : 

-+ -+ - (2) . -+ -+ -+ -+ 

PNL (r, t) -co-X . E (r, t) .E (r, t), (I.5) 

où co est la permittivité électrique du vide. Dans cette expression x( 2
) , qui représente 

la susceptibilité non linéaire d'ordre 2, est un tenseur de rang 3 dont les coefficients sont 

proportionnels à a. Dans un milieu très peu absorbant (c'est le cas quand les fréquences 
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de radiation sont très loin des pulsations de résonance du milieu), ces coefficients sont 

réels et indépendants de la longueur d'onde d'excitation. Pour plus de détails se référer 

aux thèses citées ci-dessus. 

1.1.2 Principes fondamentaux de l'OPO 

L'oscillateur paramétrique optique ou encore l'amplification paramétrique en cavité, 

consiste à générer dans un cristal à forte susceptibilité non linéaire, deux ondes cohérentes 

appelées signal et idler respectivement à la fréquence W 8 et wi à partir d'une onde de pompe 

de fréquence Wp. Ce processus physique que l'on peut présenter comme étant l'annihilation 

d'un photon pompe pour créer les photons signal et idler, obéit à deux lois fondamentales. 

La première, traduit la conservation de l'énergie fiwv = nw8 + fiwi· Ce qui implique que 

la somme des pulsations des champs signal et idler doit être résonante avec celle de la 

pompe: 

(L6) 

La seconde, est relative à la conservation de la quantité de mouvement lïk = 1ï ( kv - ks - ki), 

où 1 kj 1 = w/(~j) et j = p, s, i. Bien que n'étant pas nécessaire, cette condition garantie 

l'optimisation du processus par le biais de la résonance spatiale des champs : 

(I. 7) 

Plus connue sous le nom de condition d'accord de phase, elle suppose que les trois 

champs de fréquences différentes, interfèrent dans le milieu de manière constructive. 

La condition d'accord de phase (L7) est irréalisable dans les milieux à dispersion nor-

male, compte tenu du fait que l'indice croît linéairement en fonction de la fréquence 

( ow /on > 0) ; de même que dans les milieux à dispersion anormale si toutes les ondes ont 

la même polarisation pour des raisons d'absorption élevée dans cette configuration. Par 

contre, dans certains milieux anisotropes1 , l'accord de phase peut être obtenu grâce à la 

1 Il faut préciser que le mélange à trois ondes, comme décrit ici pour l'amplification paramétrique, n'est 
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cristal Type I Type II 

k-;; = k~ + kë 
ka - ke + kC? 

positif (ne > no) 
-

.E s t 
p s t ka - k-;; + kë -"p s t 

k~ = k-;; + k0 ke - ke +ka 
négatif (ne <no) 

-
.E s t 

p s t ke - k-;; + kë -"p s t 

Tableau I.l: Différents types d'accord de phase. 

biréfringence qui va engendrer une double réfraction dans le cristal. Deux polarisations 

sont alors possibles (voir figure I.l) :l'une dans la direction ordinaire d'indice n 0 et l'autre 

dans la direction extraordinaire d'indice n (B) compris entre n0 et ne. e étant l'angle entre 

l'axe de propagation k de l'onde et l'axe optique Z du cristal. On constate donc que pour 

un angle Bapt fixé, correspond un couple unique de pulsations (w8 , wi) pour lequel l'accord 

de phase est optimum et vice-versa. Ce qui fait des OPO des systèmes accordables en fré-

quence. Il existe deux types d'accord de phase pour chacune des configurations cristallines 

suivantes : cristal uniaxe positif (ne > n 0 ) ou négatif (ne < n0 ). Nous les avons résumés 

dans le tableau (I.l). 

La condition d'un angle non nul entre l'axe de propagation de l'onde extraordinaire et 

l'axe optique du cristal, signifie que les vecteurs de Poynting des faisceaux de polarisation 

extraordinaire et ordinaire, ne sont pas colinéaires. La direction de ce vecteur étant celle 

dans laquelle l'énergie de l'onde est transportée, on en déduit une perte de recouvrement 

et donc une divergence entre les faisceaux au cours de leur propagation dans le cristal. Ce 

phénomène porte le nom de walk-off. 

1.1.3 Description du modèle analytique 

L'élaboration du modèle théorique de l'OPO peut se résumer en deux étapes. Dans un 

premier temps les équations de Maxwell sont dérivées pour l'amplification paramétrique, 

en tenant compte des principes énoncés dans le paragraphe précédent. Ce calcul à été 

effectué pour un accord de phase de type I, dans le cadre des approximations paraxiale et 

pas réalisable dans les milieux centrosymétrique, i.e invariants par la transformation r __, -r. En effet, 
dans un tel milieu PNL = xC2lE.E __, -PNL = xC2l(-E).(-E), ceci n'étant vrai que si xC2) =o. 
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Z (Axe optique) 
S = E 1\ H (Direction du vecteur de Poynting) 

/ k (Axe de propagation) 
1 -1 

1 
/ 

x(eln(B) 
' E (e) 

y 

y(o) 
x 

Figure I.l: Illustration de l 'accord de phase par biréfringence. Les courbes en trait plein corres­

pondent aux ellipsoïdes des indices du cristal, données par la relation (1e) 2 = ~ + ~ dans 
n no ne 

le système de coordonnées cristallographiques (X, Y, Z). n 0 et ne étant respectivement les indices 
de réfraction ordinaire et extraordinaire du cristal . n ( B) est alors l'indice de réfraction extraor­
dinaire correspondant à l'angle e (entre l'axe optique (Z) du cristal et l'axe de propagation (k)) 
pour lequel la condition d'accord de phase est réalisée. Il résulte de cette divergence [46- 48], 
pour tout champ (E (e)) se propageant suivant l'axe extraordinaire correspondant (x (e)), un 
angle non-nul entre l'axe de propagation et la direction du vecteur de Poynting S qui transporte 
l'énergie du faisceau. C'est cet angle que l'on nomme angle de walk-off et il est correspond ici à 
p. 

Figure 1.2: Oscillateur paramétrique optique (OPO) à cavité en anneau. 
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de l'enveloppe lentement variable. Il en résulte les équations du modèle de la propagation 

en champ libre. La seconde étape consiste à adapter ce modèle à la propagation en cavité. 

L'intérêt de celle-ci est d'optimiser le processus paramétrique pour des faibles intensités 

de pompage, permettant ainsi un pompage en continu. Tout comme lors de la première 

étape, plusieurs approximations sont nécessaires à la dérivation des équations en présence 

de la cavité. Pour commencer, on ne tiendra compte de la variation des champs électriques 

que dans le cristal [49]; en d'autres termes on suppose que les champs ne subissent que la 

diffraction au cours de leur propagation dans la partie vide de la cavité. Avec des conditions 

aux bords périodiques, l'approximation du champ moyen (faible pertes de cavité et faible 

gain paramétrique) permet de ne tenir compte que de la contribution du mode fondamental 

de la décomposition en mode de Fourier des enveloppes des champs. Toutes ces étapes 

et les calculs correspondant, qui ne seront pas repris ici, sont détaillés dans la thèse de 

H. Ward [46]. On obtient alors le système d'équations couplées suivant, pour une cavité 

triplement résonante : 

Îs [- (1 + i6.s) As+ A: AP + ias Vi As- asoxAs] 

Îi [- (1 + i6.i) Ai+ A;AP + iai Vi Ai - aioxAi] 

(I.8a) 

(I.8b) 

(I.8c) 

Aj représente l'enveloppe lentement variable normalisée du champ correspondant à 

l'indice j = p, s, i qui se rapporte respectivement à la pompe, au signal et à l'idler. 

Îj = v{2 caractérise le taux de décroissance du champ, où Vj = : est sa vitesse, Tj 
J 

le coefficient de transmission du miroir de sortie et L la longueur de la cavité. L'écart 

entre la fréquence Wj du champ et la fréquence propre Wn (n = 0, 1, 2 pour j = p, s, i 

respectivement) la plus proche de la fréquence de résonance de la cavité est introduit par 

le paramètre de detuning défini par : 6.j = wn;wj. La diffraction est décrite par l'opérateur 

Vi = ::2 + ::2 dont le coefficient est aj = 2;; •. (j . x et y sont les coordonnées cartésiennes 
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transverses à la direction de propagation. Enfin pour un angle de walk-off Pj le paramètre 

associé est donné par aj = ~~ tan Pj. Par la suite, sauf indication contraire, on considérera 

que le signal et son complémentaire sont totalement identiques. On dit alors que l'OPO 

est dégénéré (DOPO) et le système d'équations (I.8) à trois ondes se réduit à un système 

à deux ondes : 

(I.9a) 

(I.9b) 

Les solutions stationnaires homogènes de celles-ci sont obtenues en annulant toutes les 

dérivées spatiales et temporelles dans les équations (I.9). Elles caractérisent l'état homo­

gène de fonctionnement de l'OPO et sont les suivantes : 

- OPO Off 

C'est la solution de base correspondant à l'absence d'émission du signal. On l'appelle aussi 

solution stationnaire triviale. 

(
E(l - if),.p) = ) 

1 + f),_2 - J1, 0 
p 

- OPO On 

Elle est donnée par : 

et cos (2/J) 

1.2 Analyse de stabilité linéaire et bifurcations 

(LlO) 

(I.lla) 

(I.llb) 

(I.llc) 

L'analyse de stabilité linéaire de la solution OPO Off par rapport à des perturbations 

(b"Aj où j = p, s) permet de comprendre le comportement dynamique de l'OPO lorsque le 
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pompage augmente progressivement à partir de zéro. Pour cela on opère les perturbations 

suivantes de la solution OPO Off qu'on introduit dans les équations (I.9) : Av = f-L + 
5Ave-i(wt-k.f) et As = 5A

8
e-i(wt-k.f). Les termes 5A1e-i(wt-k.f) (j = p, s) correspondent à 

des perturbations en ondes planes transverses, avec k = (kx, ky) et w respectivement le 

vecteur d'onde réel et la fréquence complexe du problème linéarisé et f = (x, y). Il résulte 

du système linéarisé les relations de dispersion découplées ci-après : 

Wp irv [-1- i (~P + avk2
)] (I.12a) 

Ws i{s [ -1 + VIJLI 2 - (~s + ask2)
2

] + {sŒskx:V ( W8 , k, JL) = 0, (I.12b) 

avec k2 = k; + k;. La partie imaginaire de wp, qui correspond au taux d'amplification 

temporelle de la pompe, étant toujours négative (-lv) nous pouvons conclure que A~ est 

toujours stable. Et donc la relation de dispersion que nous considérerons par la suite sera 

celle donnée par (I.12b). De plus, afin de mettre en évidence la dynamique intrinsèque de 

l'OPO, l'effet du walk-off sera négligé dans un premier temps. 

En absence donc du walk-off, la solution A~ se déstabilise lorsque son taux de croissance 

temporelle, que constitue la partie imaginaire de W 8 devient positif c'est-à-dire lorsque 

If-LI ) IMcritiquel (k) avec : 

1 IL critique 1 ( k) (!.13) 

la surface donnée par cette équation dans l'espace (p,, kx, ky) est appelée surface neutre 

de stabilité marginale. Les courbes neutres de stabilité marginale sont alors données par 

la projection de cette surface dans l'un des plans (p,, kx) et (p,, ky)· Ces courbes sont 

représentées sur les figures I.3 et I.5. On constate alors que la forme de la courbe neutre 

ainsi que la bifurcation et la nature de l'instabilité qui en découle dépendent du signe 

du paramètre de detuning du signal ~8 • Ce qui nécessite des études séparées des deux 

cas ~s < 0 et ~s > O. Une des caractéristiques physiques principale de cette courbe 
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k 
® @ 

Figure 1.3: @ Courbe neutre de stabilité marginale pour .6.8 < 0 et @ domaine d'instabilité 
au voisinage du seuil dans le plan (kx, ky). 

réside dans la détermination de son minimum (min de 1 fLcritique 1 ( k)) qui constitue le seuil 

d'émission de l'OPO, et le nombre d'onde k = kc correspondant fournit la longueur d'onde 

de la structure qui va apparaître au seuil. 

1.2.1 Cas du detuning du signal négatif (~s < 0) 

La courbe neutre de stabilité marginale atteint son minimum en lttcl = 1 (voir Fig. I.3 

(a)) et le nombre d'onde transverse kc = (k~, k~) des structures qui apparaissent au seuil 

vérifie l'équation suivante : 

~s 
(1.14) 

De telle sorte que si l'on considère un petit écart au seuil on aura un domaine de nombres 

d'onde, en forme d'anneau comme celui décrit par la figure I.3 (b), qui seront tous suscep-

tibles de déstabiliser la solution triviale de l'OPO. Les structures qui apparaissent dans le 

plan transverse sont alors des rouleaux stationnaires [50] (anneaux concentriques à 2D), 

dont le spectre en champ lointain est centré autour de kc = ~. L'illustration de ces y-a; 
résultats est faite par les figures I.4a1, b1 et cl, qui montrent le résultat d'une simulation2 

numérique du modèle (I.9). 

2 La méthode d'intégration numérique sera décrite en détail dans le chapitre suivant. 
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(cl) 
~---------- .. 
' 

-~ il. .. .i ! ! 
y 

-15 -5 0 15 -15 -5 

Cas du detuning positif (~s > 0) 

5 
kc=O 

(c2) 

15 

·----------ï 

' ' 

Figure 1.4: [(al) et (a2)] Profils (partie réelle) transverses typiques du signal émis par un DOPO 
dans le plan, pour respectivement .6.8 < 0 et .6.8 > O. (bl) et (b2) sont respectivement leur profil 
correspondant dans l'espace de Fourier (kx, ky). (cl) et (c2) sont les coupes transverses en ky= 0 
(ou kx = 0) de ces profils dans l'espace de Fourier. Le seul paramètre qui change lorsqu'on passe 
de (al, bl, cl) à (a2, b2, c2) est le paramètre .6.8 qui vaut respectivement -0.4 et 0.4. Les autres 
paramètres sont identiques dans les deux cas : a8 = 2ap = 0.01, .6.p = 0.00 et o:8 = 0.00. La 
valeur de Eo étant au dessus des valeurs critiques d'environ 1% dans chacun des cas. 

On parle dans ce cas d'instabilité modulationnelle ou de Turing. En résumé pour 

des valeurs négatives du paramètre de detuning (~s), le seuil d'émission du DOPO est 

caractérisé par : 

(I.15a) 

(I.15b) 

Dans les paramètres physiques de l'OPO IJLcl = 1 se traduit par une valeur seuil de 

l'amplitude du champ incident E = Ec = Jl + ~~-

1.2.2 Cas du detuning positif (~s > 0) 

Ici le seuil est atteint pour IJLcl = Jl + ~; pour le nombre d'onde transverse kc = 

V kg,
2 + k~2 = 0, comme le montre la figure I.5a. Ce qui veut dire que k~ = k~ = O. Et 

si l'on est légèrement au dessus du seuil, le domaine d'instabilité dans le plan (kx, ky) 

correspond à la surface du cercle de diamètre ~k donné par la figure I.5b. Les structures 

générées sont dans ce cas homogènes et leur spectre en champ lointain est centré autour 

de kc = O. Une illustration de ce résultat est faite par les figures I.4a2, b2 et c2. Les 

y 
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® @ 

Figure 1.5: @ Courbe neutre de stabilité marginale pour ~s > 0 et @ domaine d'instabilité 
au voisinage du seuil dans le plan ( kx, ky). 

caractéristiques du seuil se résument alors comme suit : 

Jl+~~ 

. j kc2 + kc2 = Ü v x y 

(I.16a) 

(I.16b) 

L'interprétation physique de la différence significative, des deux distributions spatiales 

du signal, entre les deux configurations à detuning positif et négatif est la suivante. Lorsque 

le detuning est négatif, l'existence d'un nombre d'onde non nul peut être justifié de la façon 

suivante : le detuning négatif équivaut à la situation où le nombre d'onde longitudinal du 

signal ( ks) donné par l'accord de phase est supérieur à celui correspondant à la fréquence 

de résonance de la cavité ( kcav). Ainsi lorsqu'on perturbe le système, ks va se réorienter 

pour faire coïncider sa composante longitudinale avec celle de kcav, de sorte que l'on n'ait 

plus à compenser le detuning mais uniquement les pertes de la cavité. Ceci s'accompagne 

par une émission en dehors de l'axe de la cavité et de l'existence composantes non nulles 

du vecteur d'onde ks dans le plan transverse. Par contre lorsque le detuning est positif c'est 

kcav qui est plus grand que k8 • Celui-ci n'a donc aucune alternative pour faire coïncider 

sa composante longitudinale avec celle de kcav· Ils restent donc colinéaires et on est alors 

obligé de compenser le detuning par le gain paramétrique. D'où la dépendance du seuil 
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le fait qu'elle permet par un raisonnement simple et rapide de déterminer à quel moment 

(quelle valeur du paramètre de contrôle) le système va se déstabiliser et de dire quelle 

sera la nature des structures qui le déstabilisent. Tout cela en analysant l'évolution tem­

porelle système à partir d'une perturbation étendue spatialement sans tenir compte des 

conditions initiales. Elle ne peut donc pas rendre compte de la façon dont se comportent 

ces instabilités pour des perturbations localisées. Le but de la section suivante est donc 

d'effectuer l'analyse de stabilité linéaire quand le système est soumis à des perturbations, 

aussi bien étendues que localisées spatialement ou temporellement. 

1.2.3 Instabilité convective vs instabilité absolue 

L'analyse de stabilité linéaire spatio-temporelle, s'effectue donc en suivant l'évolution 

d'une perturbation localisée (en (x, y) = ( 0, 0) et à l'instant t = 0) à la fois dans le temps 

et dans l'espace. Les différents comportements de celle-ci peuvent se résumer de la façon 

suivante : 

1. la perturbation s'atténue au cours du temps : le système est alors absolument stable 

(figure I. 7a) 

2a. la perturbation est amplifiée dans le temps mais s'éloigne de la position initiale. Ce 

qui veut dire que pour un système physique réel (d'étendue finie), l'instabilité finira 

par sortir des limites de celui-ci qui retrouvera alors son état stable : on dit dans ce 

cas qu'il est convectivement instable (figure I.7c) 

2b. la perturbation est amplifiée et envahit tous l'espace : le système est dit absolument 

instable (figure I. 7e). 

Entre ces trois cas il existe des situations limites. La première intervient lorsque le paquet 

d'ondes généré à partir des perturbations initiales localisées s'éloigne de la position de 

départ en n'étant ni atténuée ni amplifié. C'est la stabilité marginale et on est alors au 

seuil convectif (figure I. 7b). La seconde correspond au cas où la perturbation est amplifiée 

et envahit tout l'espace: on dit alors que le seuil absolu est atteint (figure I.7d). L'objectif 
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(a) stabilité absolue 
x (b) seuil convectif 

(stabilité marginale) 

Instabilité convective vs instabilité absolue 

(c) instabilité convective 
(d) seuil d'instabilité 

absolue 
(e) instabilité absolue 

Figure 1. 7: Les différents cas de figure de l'évolution spatio-temporelle d'un paquet d'ondes 
symbolisé ici par une enveloppe gaussienne. La figure (a) représente le comportement du paquet 
d'ondes (d'enveloppe gaussienne) dans un milieu stable. Les figures (b )-(e) montrent quant à elles 
les évolutions du même paquet d'ondes dans le même milieu, devenu instable. L'étendue spatiale 
de ces enveloppes est délimitée par les rayons (x/th et (xjt)R qui correspondent respectivement 
aux vitesses de groupe des ailes lente et rapide du front. (xjt)c étant le cas limite où ces vitesses 
sont égales. 

de la présente démarche est alors la caractérisation de la transition entre les régimes 

convectif et absolu. Pour ce faire il nous faut déterminer la réponse impulsionnelle du 

système (linéarisé) à une perturbation localisée. Ceci revient alors à considérer l'équation 

suivante: 

b(x)b(y)b(t), (1.17) 

où 6 est la fonction delta de Dirac. L'une des méthodes la plus couramment utilisée pour 

résoudre ce type de problème aux conditions initiales est celle basée sur la fonction de 

Green [52]. Dans le cas présent la réponse impulsionnelle est directement proportionnelle 

à cette fonction qui est définie par : 

b(x)b(y)b(t). (1.18) 

D (i8t, -i8x, -i8y, 11) étant l'opérateur différentiel du système et est associé à la relation 

de dispersion D ( w, kx, ky, 11) donnée par (I.12b), et qui constitue sa double transformée 

de Fourier dans le temps et dans l'espace. Notons que le nombre d'onde et la fréquence 

sont tous deux complexes cette fois-ci. La stabilité linéaire dépend alors du comportement 

de la fonction de Green aux temps longs. Ainsi le système est : 
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- linéairement stable si limt-+oo G(x, y, t) 0 le long de tous les rayons xjt 

constante (Fig. I. 7 a) ; 

linéairement instable si limt-+oo G(x, y, t) = oo le long d'au moins un des rayons 

x/ t = constante (Fig. I. 7b-e). 

Pour ce dernier cas, on distinguera deux types de réponse impulsionnelle : 

le cas de l'instabilité convective qui est caractérisé par limt--too G(x, y, t) = 0 pour 

une position x fixée (Fig. I. 7b-c) ; 

le cas de l'instabilité absolue si limt___, 00 G(x, y, t) = oo pour une position x fixée 

(Fig. I.7d-e). 

Bien que la méthode de Green soit très efficace, elle nécessite la détermination de la 

fonction de Green du système. Chose qui n'est pas aisée dans les systèmes complexes 

comme le notre. Cependant si on ne s'intéresse qu'au comportement aux temps longs 

( t -----+ +oo), un développement asymptotique de cette fonction peut être obtenu par la 

méthode du col. Le terme dominant de celle-ci s'écrit alors comme suit [53, 54] : 

G (x, y, t-----+ oo) '"'"' (1.19) 

avl 
Bw ks,Ws 

avec f (kx, ky)= -i [w- kxf- ky~] dont la partie réelle )R (!) = wi- k~f- kt~ corres­

pond au taux d'amplification temporelle et le nombre d'onde dominant aux temps longs 

ks = ( k~, k~) est le point selle défini par * lks = 0, soit : 

ow 1 

okX kS 
x 

ow 1 

oky kS 
y 

x 

t 

y 

t 

(I.20a) 

(I.20b) 

Les équations (1.20) ne sont qu'une conséquence de la condition de stationnarité de la 

phase. En effet la décomposition modale que nous avons effectuée au début de cette 
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section (As = bfl8 e-i(wt-k.T)) se justifie par le fait que suivant chaque rayon (xjt) et (yjt), 

le terme dominant de la réponse impulsionnelle prend la forme d'une onde plane. Donc 

l'ensemble de ces rayons ne peuvent former un paquet d'ondes que si la phase au sommet 

de son enveloppe est constante. Cette condition se traduit par 

wt- k.r constante \:1 k. (I.21) 

La stationnarité qui s'exprime alors par a(w~Ek.r) = 0, redonne les équations (!.20). Si 

nous supposons maintenant que la relation de dispersion est une fonction holomorphe, 

cette dernière peut être développée à l'aide des équations de Cauchy-Riemann et le point 

selle s'exprime comme une fonction des variables (xjt) et (yjt) : 

ow 1 
0wr 1 

0wi 1 owi 1 owr 1 
x 

(I.22a) 
okx ks ok~ ks + i ok~ kS = ok1 kS - i ok1 ks t' 

x x x x x 

ow 1 
0wr 1 

0wi 1 owi 1 owr 1 
y 

(I.22b) et 
oky kS ok~ kS + i ok~ kS = okt kS - i okt ks t' 

y y y y y 

et où nous avons posé w = wr +iwi et kx, y= k~, Y +ik~, y· Les rayons (xjt) et (yjt) étant 

des quantités purement réelles, nous avons finalement : 

owr 1 
x 0wr 1 

y 
(I.23a) et 

ok~ kS t ok~ ks t 
x y 

owi 1 owi 1 (I.23b) ok~ kS = 0 et ok~ kS =o. 
x y 

Les critères de passage, d'une part de la stabilité absolue à l'instabilité convective et 

d'autre part de l'instabilité convective à l'instabilité absolue, sont définis par l'évaluation 

du taux d'amplification temporelle le long des rayons (xjt) et (yjt). 

1. Passage de la stabilité à l'instabilité convective : le système est stable tant que 

le taux de croissance est inférieur à zéro pour tous les modes 

ks ( R (!) < 0 \:1 ks = (k~, k~)) et il est convectivement instable si le taux de crois­

sance est positif pour au moins un des mode ks (R (!) > 0 ). Le passage d'un des 



Généralités 40 

régimes à l'autre intervient donc lorsque le taux de croissance s'annule (ai(!) = 0 ) ; 

le nombre d'onde et la vitesse de groupe associés au mode qui vérifie en premier 

cette condition sont appelés respectivement nombre d'onde (fs = kc = (k~, k~)) et 

vitesse de groupe critique ((x/t)c et (yjt)c ). En résumé, le mode de plus instable 

au seuil convectif doit : 

- vérifier la condition de stationnarité de la phase : 

owr 1 (X) owr 1 (Y) (1.24a) 
ok~ kC = i c 

et 
ok~ kC = i c 

x y 

owi 1 owi 1 (1.24b) ok~ kC = 
0 et ok~ kC =o. 

x y 

'd t d . . l · a'!R(f) 1 - a'!R(f) 1 - 0 L' ·1· . - posse er un aux e crmssance max1ma . a(x/t) ks - a(y/t) ks - . utl1satwn 
x y 

des équations de Cauchy-Riemann et des relation (1.24) donnent : 

oai (!) 1 ksi= 0 (1.25a) 
o(xjt) kS x ' 

x 

oai (!) 1 k~i =O. (1.25b) 
o(y/t) kS 

y 

Ceci veut dire qu'au seuil convectif, le nombre d'onde critique est purement réel et le 

taux de croissance de la perturbation nul (ai(!) = 0 ). Ce qui, d'après les relations 

(!.25), implique que : 

O. (1.26) 

2. Passage de l'instabilité convective à l'instabilité absolue : le régime absolu est 

caractérisé par le fait que les fronts rapide et lents se propagent dans des directions 

opposées. Ce qui veut dire que leurs vitesses de groupe sont de signes opposés. Donc 
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le passage d'un régime à l'autre s'effectue quand l'une de ces vitesses s'annule. Par 

exemple pour la convention utilisée par la figure I. 7, c'est la vitesse du front lent qui 

s'annule. Ainsi au seuil absolu : 

- le taux de croissance n'est pas forcément maximal: (k~, k~) E C2 

- la condition de stationnarité doit toujours être vérifiée, mais compte tenu du fait 

que la vitesse s'annule en ce point nous obtenons 

âw 1 0, (I.27a) 
Ôkx ka 

x 

âw 1 O. (I.27b) 
Ôky ka 

y 

- un taux de croissance nulle long du rayon dont la vitesse s'annule : 

o. (I.28) 

À ces trois conditions il faut en ajouter une quatrième afin d'assurer la causalité de la 

réponse impulsionnelle [53] : 

( 
32 ) 

2 
82w a2w 1 ~k :k - ~k2 ~k2 ?: o. u 8 u y u u 

ka 8 Y ka 

(I.29) 

C'est elle qui permet de déterminer parmi plusieurs solutions éventuelles des équations 

(!.27), laquelle est réellement physique (réalisable). Cette condition n'est pas nécessaire 

dans le cas de l'instabilité convective puisqu'au seuil convectif le taux de croissance spatiale 

fei est unique et nul. Notons aussi qu'à une seule dimension transverse (x par exemple), 

cette condition s'écrit [54, 55] : 

(I.30) 
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1.2.3.1 Régime convectif 

L'application à l'OPO des conditions (1.26) et (1.24b) donnent : 

0 ou 

42 

(1.31) 

(1.32) 

Nous retrouvons à travers (!.31) l'expression de la courbe neutre de stabilité linéaire 

classique. Compte tenu des conditions (!.25), le nombre d'onde critique au seuil convectif 

va dépendre ici aussi du signe de .b.8 • 

1.2.3.1.1 Cas .b.s < 0 

Puisque l'analyse de stabilité classique donne le seuil d'émission du DOPO IMcl = 1, 

nous déduisons que le nombre d'onde au seuil convectif est donné par la solution k~ 

k~
2 + kyc

2 = _lls. Il reste à déterminer les vitesses de groupe critiques associées aux paquets 
as 

d'ondes générés à partir des perturbations initiales localisées. Celles-ci sont obtenues en 

utilisant les relations (I.24a). Nous avons alors ~~; !kc = (ft= "fsŒs et~~~ !kc = (~t =O. 
x y 

Ainsi pour .b.8 < 0, le seuil convectif est caractérisé par : 

IJLcl 1, (1.33a) 

kc 
x kc = Ff: y ' as 

(1.33b) 

vc 
x (~t = "fsŒs et vc = y (~t = 0, (1.33c) 

Wc "fsŒsk~. (I.33d) 

En plus des caractéristiques (du seuil) données par l'analyse linéaire précédente, nous 

obtenons la vitesse critique (v~) de tout paquet d'ondes généré à partir des perturbations 

initiales localisées. Cette vitesse est égale au produit du paramètre de walk-off et du taux 

de relaxation du champ signal intra-cavité. Compte tenu de cette dérive qui s'effectue 

dans la direction du walk-off, il apparaît, dès lors que le nombre d'onde des instabilités 
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au seuil est non-nul, une fréquence de passage critique (wc) des rouleaux d'intensité de 

l'enveloppe de ce paquet d'ondes pour toute position x fixée à l'intérieur de celui-ci. 

1.2.3.1.2 Cas L}.s > 0 

Les conditions (I.25) imposent dans cas que kc = J k;2 + k~2 
= O. Le seuil convectif est 

alors atteint pour lflcl = Jl + L}.;, et les vitesses de groupe critiques sont alors égales à 

~%; 1 = en = /sŒs et ~%; 1 = (~) =O. En résumé pour L}.s > 0, nous avons : 
x k';; c y k~ c 

lflcl J1 + L}.;, (I.34a) 

kc 
x k~ = 0, (I.34b) 

vc 
x (~) c = /sŒs et vc = (!{) = 0 

y t c ' 
(I.34c) 

Wc 0 (I.34d) 

Comme pour le cas précédent (L}.s < 0), la vitesse critique des paquets d'ondes générés 

par des perturbations initiales est obtenue. Les structures qui apparaissent au seuil sont 

homogènes ( kc = 0), et la fréquence de passage est nulle dans le cas présent. Ce qui 

confirme la relation de proportionnalité entre le nombre d'onde et cette fréquence de 

passage. 

1.2.3.2 Régime d'instabilité absolue 

Si on applique au DOPO les conditions (!.27) on obtient : 

(I.35a) 

(I.35b) 

Alors deux cas de figure s'imposent : 

A- Œ8 = 0 

Les équations (!.35) admettent alors comme solutions (k~, k~) = (0, 0) ou (k~, k~) = 
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( ±Ff, ±Ff). Ces solutions correspondent respectivement aux cas de detu­

ning .6.8 positif et négatif. Elles impliquent que l'instabilité se développe à la fois dans 

les deux directions de l'espace transverse. Dans ce cas elle est dite bidimensionnelle. 

On trouve alors que les seuils absolu et convectif coïncident puisque v~ = v~ = 0 au 

seuil convectif. 

B- Œ 8 =/= 0 

L'instabilité se développe uniquement dans une seule direction : ka = (k~, k~) = 

(k~ E C, 0), elle est dite unidimensionnelle, et ce dans la direction du walk-off. En 

d'autres termes, en régime d'instabilité absolue, la présence du walk-off transforme 

la dynamique bidimensionnelle de l'OPO en une dynamique à une dimension. 

Ainsi en présence du walk-off, et en régime absolu, l'étude de la dynamique spatio-

temporelle de l'OPO se réduit à un problème à une dimension. Même si la transformation 

du problème (I.35) à 2D en un problème à une dimension, réduit de façon considérable la 

difficulté que représente sa résolution, il reste que le traitement de l'équation (I.35a) est 

assez fastidieux, d'autant plus qu'elle ne possède pas de solution analytique simple. Afin 

d'en obtenir une expression simplifiée, une des méthodes de résolution adoptée consiste 

à effectuer un développement de Taylor de la relation de dispersion autour du mode le 

plus instable [56] (au seuil convectif) caractérisé par /1c et kc. La relation de dispersion 

approchée prend alors la forme : 

Cette expression approchée dépend du signe de .6.8 • 

1.2.3.2.1 Cas .6.8 < 0 

La relation de dispersion approchée est : 

(1.36) 
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et le seuil absolu est dans ce cas caractérisé par : 

Régime d'instabilité absolue 

(I.37a) 

(I.37b) 

(I.37c) 

Par rapport au seuil convectif, la fréquence de passage reste inchangée, de même que le 

module du nombre d'onde de la modulation de l'enveloppe du paquet d'ondes. Par contre, 

pour ce dernier, il apparaît ici avec une partie imaginaire non-nulle qui correspond au 

taux de décroissance asymptotique de l'enveloppe des paquets d'ondes générés par des 

perturbations localisées. 

1.2.3.2.2 Cas ~ > 0 

Le développement de Taylor donne dans ce cas : 

Le seuil absolu est alors obtenu pour : 

o. 

(!.38) 

(I.39a) 

(I.39b) 

(I.39c) 

D'un point de vu purement mathématique3
, les conditions R (~~) = 0 et 8' (~~) = 0 

(conséquence de (I.27)) sont nécessaires mais pas suffisantes pour obtenir le passage du 

régime convectif au régime absolu. Il faut en plus s'assurer que ce point est un point selle, 

3D'après le principe du maximum qui est une conséquence du théorème de la moyenne, une fonction 
holomorphe ne peut admettre d'extremum local. 
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Figure 1.8: Vérification de la condition de pincement ( wi = 0) pour b.. 8 = -1.0 et b.. 8 = 1.0, 
avec a8 = 0.05 et a 8 = 0.02. 

car seul un tel point permet de satisfaire simultanément ces conditions [57]. Techniquement 

cela se traduit par un croisement des branches k~ et k~, vérifiant (wi = 0) situées de part et 

d'autre de l'axe des nombres d'onde réels (ki = 0). Cette condition s'appelle la condition 

de pincement et constitue la condition suffisante. Dans la pratique, elle est vérifiée à partir 

de la projection de la surface marginale (f-t, kr, ki) dans le plan (kr, ki). Nous avons ainsi 

une méthode numérique pour déterminer avec exactitude le seuil à partir de la relation 

de dispersion complète. La figure (I.8) en est une illustration, et le tableau (I.3) donne un 

résumé de l'étude de la dynamique spatio-temporelle du DOPO. 

Autre fait à noter après cette étude linéaire, c'est qu'en dehors du seuil convectif, toute 

perturbation dans le système tend à s'étaler dans le plan transverse. On parlera dans ce 

cas de structure spatiale étendue. Cependant comme la plupart des systèmes optique 

[19, 31, 58-65], l'OPO est capable dans certaines conditions de générer des structures 

confinées dans l'espace [7, 35, 37, 39, 41, 66-71]. Celles-ci peuvent être isolées (structures 

solitoniques) ou organisées en réseaux (en hexagones par exemple). C'est donc l'étude de 

quelques uns de ces mécanismes de confinement de l'énergie, qu'il soit forcé ou spontané, 

qui fera l'objet des chapitres suivants. 
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6.8 < 0 6.8 > 0 

IJLcl 1 IJLcl Jl + 6.~ 
kc kc =Ffi kc kc = 0 x Y as x y 

vc 0:8 
vc Œs 

x x 

Régime convectif vc 0 vc 0 y y 
0 

( instabilités ) Wc /8Œsk~. Wc 

bidimensionnelles 

,,, (•) 

(b) (b) 

Régime absolu 

( 
instabilités ) 

unidimensionnelles 

,., l][l 
(b) 

Tableau 1.3: Tableau récapitulatif de l'étude de la dynamique spatio-temporelle du DOPO et les 
évolutions caractéristiques d'une perturbation localisée dans l'espace transverse. Pour chacune 
des figures les lignes (a) et (b) correspondent respectivement au profil transverse de la partie 
réelle et au profil de l'intensité du signal dans l'espace de Fourier associé. Les paramètres utilisés 
pour les simulations sont: 1.6.8 1 = 0.40, .6-p = 0.00, as= 2ap = 0.01, as= 0.03, pour une valeur 
du paramètre de contrôle p,0 supérieure de 1% à la valeur théorique correspondante. 

(b) 





Chapitre II 

Pompage inhomogène et modes 

globaux dans un OPO : Structures 

solitoniques obtenues par piégeage 

Comme nous venons de le voir dans le chapitre précédent, plusieurs des paramètres 

présents dans les équations de l'OPO peuvent être déterminants dans la dynamique des 

structures transverses. Cependant, la plupart d'entre eux sont en général interdépendants 

via des relations souvent fixées par la géométrie du système, hormis le champ de pompe 

incident qui, dans cette étude, joue le rôle de paramètre de contrôle. C'est ainsi qu'une 

variation du champ de pompe incident dans le plan transverse (profil Gaussien) agirait 

directement sur la dynamique des champs signal et idler. On comprend alors que de la 

qualité du pompage, dépendra l'efficacité du processus d'amplification paramétrique et 

la dynamique des structures qui peuvent être générées. Cependant, la plupart des études 

analytiques supposent que le champ de pompe incident est constant, que ce soit dans 

la direction de propagation ou dans le plan transverse (pompage en onde plane). Dans 

ces conditions, la stabilité de l'état de base à une perturbation localisée, est entièrement 

décrite par la relation de dispersion V(w, k) donnée par (1.12b). La réponse du système 

à une perturbation localisée est alors décrite par le taux de croissance SS (w0 - w(ko)) où 

49 
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k0 est donné par la condition du point selle : ( ~~) ko = O. Ainsi lorsque tf:: = v9 =/= 0 la 

perturbation est advectée en même temps qu'elle est amplifiée: on dit alors que le système 

est convectivement instable. Par contre si ~~~ = v9 = 0 le système est dit absolument 

instable et la perturbation est amplifiée in situ et remplit tout l'espace. L'analyse détaillée 

des différents régimes d'instabilité a déjà été présentée dans le chapitre précédent. 

Cependant, dans la pratique le rayonnement laser n'est constant ni dans la direction 

de propagation ni dans le plan transverse à celle-ci. Par conséquent les conditions d'insta­

bilité convective ou absolue ne sont remplies que localement, entraînant des modifications 

importantes du comportement dynamique du système. Il a été montré théoriquement, no­

tamment en hydrodynamique [45], que le comportement global d'un tel système pouvait 

être relié aux propriétés locales de celui-ci; à condition que les inhomogénéités varient 

lentement, comparées aux nombres d'ondes caractéristiques des instabilités. L'analyse de 

stabilité linéaire du système se présente alors comme un problème aux valeurs propres, 

dont les fonctions propres caractérisant les instabilités sont désignées par le terme de 

modes globaux linéaires [45]. Autrement dit on appelle mode global toute instabilité du 

système pouvant être décrite par des variables séparées et présentant un caractère syn­

chronisé. Ce sont donc ces études que nous voulons étendre à l'OPO, avec pour objectif de 

mettre en évidence dans quelle mesure la dépendance spatiale des paramètres va influer 

sur la dynamique du système. En pratique, cette dépendance spatiale provient essentiel­

lement du fait que le champ de pompe incident, est un faisceau Gaussien. Ceci est fondé 

sur le fait qu'il a été montré [72] que tout comme les ondes planes, les faisceaux Gaussiens 

sont eux aussi des solutions des équations décrivant la propagation des ondes électroma­

gnétiques (Eq. ILl) ; ils rendent compte le mieux, de la variation de la distribution spatiale 

de l'énergie et de l'extension transversale d'une onde émise par une cavité laser. 

Ici, la différence fondamentale est qu'ils apparaissent suite à des bifurcations et leurs 

caractéristiques (seuil, taille, longueur d'onde) ne dépendent pas que de la géométrie de 

la cavité, mais aussi de la nature des instabilités conduisant à ces bifurcations. 

Après un bref descriptif des propriétés des faisceaux Gaussiens et des hypothèses per-
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Profil gaussien 
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Figure 11.1: Évolution des caractéristiques d'un faisceau gaussien au cours de sa propagation. 

mettant de définir des lois d'échelle pour une étude perturbative de la dynamique spatio-

temporelle des OPO dans la première partie de ce chapitre, nous traiterons le cas des 

modes globaux dans des OPO sans walk-off dans la seconde partie. Ensuite, l'influence du 

walk-off sur la dynamique de ces modes sera abordée dans la dernière partie du chapitre. 

11.1 Propriétés des faisceaux Gaussiens et lois d'échelle 

11.1.1 Propriétés des faisceaux Gaussiens 

L'évolution de l'amplitude u du champ électromagnétique émis par une cavité laser, 

dans le cadre de l'approximation paraxiale, peut être décrite par l'équation suivante [72] 

issue de la dérivation des équations de Maxwell : 

n2 (_, ) - 2"kou(f, z) v_1_ur,z z oz o. (ILl) 

k est le nombre d'onde associé à la longueur d'onde À, z l'axe de propagation, r le 

vecteur position dans le plan transverses et V}_ le laplacien associé à celui-ci. Hormis les 

ondes planes, lorsque la cavité est stable, cette équation admet d'autres solutions qu'on 

peut approcher par les fonctions de Hermite-Gauss (TEMmn) : elles constituent les modes 

propres de la cavité. L'enveloppe du mode fondamental transverse (TEM00 ) possède un 

profil Gaussien illustré par la figure II.l. Cette figure schématise également son évolution. 
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Les caractéristiques du faisceau1 sont alors définies, pour une position z donnée, par les 

grandeurs suivantes : 

R(z) z [1 + (z:r] (II.2a) 

w(z) woJl+ (~)' (II.2b) 

7rW2 
ZR 

0 (II.2c) 
À 

ed 
À 

JrWo 
(II.2d) 

R(z) et w(z) correspondent respectivement au rayon de courbure du front d'onde du 

faisceau et à sa demi largeur à 1/ e pour une position donnée. w0 (ou le waist) représente 

la demi-largeur à 1/ e du profil transverse du champ lorsque le front d'onde est parfaitement 

plan (R = oo) c'est-à-dire enz = 0; elle caractérise l'extension transverse du rayonnement. 

La position où w(z) atteint J2 fois w0 est appelé la longueur de Rayleigh dénommée par 

ZR· Enfin ed est la grandeur qui rend compte de la divergence de l'onde. Elle correspond 

au demi-angle du cône reliant le centre du waist à la taille du faisceau à l'infini. Ainsi pour 

une longueur d'onde À donnée, le mode fondamental peut être décrit de façon complète 

par le rayon de pincement w 0 . Cela fait de lui le paramètre du champ de pompe le mieux 

adapté pour la définition d'une loi d'échelle. 

11.1.2 Loi d'échelle dans un OPO pompé par un faisceau Gaus-

. 
sien 

Considérons à présent un OPO dégénéré décrit par les équations (I.9). Puisque c'est le 

coefficient de diffraction qui fixe la distance caractéristique d'interaction entre les différents 

points du plan transverse, il s'avère judicieux dans ce cas, de se ramener à l'échelle de ce 

1 Il s'agit ici de l'enveloppe du champ électrique. 
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dernier; en l'occurrence il s'agit ici du coefficient de diffraction du signal2 . Les équations 

(1.9) en champ moyen sont alors réécrites en introduisant les variables transverses rj = 

b- où , j = x, y. Par ailleurs afin de développer notre approche indépendamment de la 
y as 

symétrie du système (rectangulaire ou radiale) d'une part et de la dimension de l'espace 

transverse (une ou deux dimensions), nous allons introduire la variable i tel que i = 

i(rx, ry) oui= i(r, cp). Ainsi on obtient dans la direction du walk-off: 

/p [ -(1 + i6p)Ap + E(r)- A;+ ~ViAP] 
rs [ -(1 + i6s)As + A:AP + iVi As- aorAs] , 

(II.3) 

(II.4) 

avec a= ~. Le champ de pompe incident est supposé être le mode TEM00 dont la 
y as 

demi-largeur à 1/e vaut w 0 et d'amplitude maximale E0 . Son profil transverse au point 

de pincement est alors décrit par l'expression suivante : 

E(r) 

yl2(i; - 2 va; 
--- --. 

Wo Wo 

(II.5a) 

(II.5b) 

E apparaît comme le paramètre idéal pour définir la loi d'échelle de variation, il carac-

térisera le degré d'inhomogénéité du pompage. Il reste alors à trouver quelle configuration 

de l'OPO permet de l'utiliser comme paramètre de WBKJ, i.e E « 1 [45]. La transforma­

tion de la relation (II.5b) en introduisant l'expression de as et celle donnant ZR en fonction 

211 faut noter que pour un DOPO, a 8 = 2ap c'est uniquement pour des raisons de commodité de calcul 
que nous utiliserons celui du signal puisqu'on aboutit au même résultat avec le coefficient ap de la pompe. 
De plus c'est le coefficient de diffraction du signal qui fixe la longueur d'onde des instabilités de Turing au 
seuil lorsque 6.. 8 < O. Notre convention a donc permis d'exprimer aussi cette longueur d'onde à l'échelle 
de la distance caractéristique de diffraction. 
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de w0 , donne3 : 

{t; 
V~' 

54 

(II. 6) 

où tp = 1;;1 est défini comme le temps caractéristique de décroissance (temps de 

décroissance) du champ de pompe dans la cavité et tn = zR celui qu'il mettrait pour 
Vp 

parcourir sa distance de Rayleigh qu'on dénommera temps de Rayleigh. L'approche de 

WKBJ est alors possible dans le cas où ce temps de Rayleigh est très grand, comparé au 

temps de décroissance (tp « tR)· Cela revient à considérer d'une part, que la taille du 

champ de pompe ne change pas suivant l'axe de propagation, et d'autre part, que son 

enveloppe varie lentement dans le plan transverse à la propagation durant le processus 

d'amplification paramétrique. Cette variation lente sera introduite par l'intermédiaire de 

la variable R = Er. 

11.2 Modes Globaux dans un OPO sans walk-off 

Pour une configuration du DOPO telle que supposée dans le paragraphe précédent, la 

réponse du système par rapport à une perturbation localisée est obtenue par WKBJ, à 

travers sa fonction de Green. Ainsi en régime linéaire le signal peut être développé comme 

suit : 

A8 (R, t) = { A0(R) + EA1(R) + 0 (c2
)} exp ( -iwt) exp(~ l~ k(R')dR' + il</>)II.7) 

tel que A8 (R -----+ oo, </>, t, c) = 0 avec k(R') le nombre d'onde radial et l'entier l sa corn-

posante azimutale. Rs est le point source où la perturbation est initiée. En reportant 

3 Si on transforme ap = 2kv;~p en remplaçant le nombre d'onde kp par son expression ( kp = t), le 

paramètre de diffraction prend alors la forme suivante : ap = 
4
>.,vp, soit Àp = 4ap'Yp. D'après la relation 

'lr')'p ?TVp 
2 

(II.2c) donnant la distance de Rayleigh, nous obtenons: ZR= 4w"vp . On définit alors tp = ! et tR = zR. 
~~ •P ~ 

Ce qui donne E = 2 ,;a; = (t;:_ 
wo V tR 
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Figure 11.2: Contour 8' [w0 (r)] = 0 dans le plan complexer (aî(r), S'(r)) pour différentes valeurs 
du couple de paramètres (b.. 8 , J-lo) : b..8 = -0.5 pour a), b) et c) avec J-lo = 0.900, 1.000 et 1.010 
respectivement; b.. 8 = 1 pour d), e) et f) avec respectivement /-10 = 1.404, 1.414 et 1.424. 

l'expression (II. 7) dans l'équation qui gouverne l'évolution linéaire du signal donnée par : 

q,II.8) 

on obtient à l'ordre 0(E0 ) la relation de dispersion4 

D(w, k) = ( -i ~ + 1 )' + (Il,,+ k 2
)
2 -l~t(R)I' = 0, (II.9) 

où J-L(R) = 1!~~P. A l'ordre O(E) on trouve D(w, k)A1- 2i~s (8Rk) Ao- 4i~s8RAo =O. 

Nous pouvons déduire, de façon analogue à [45], l'expression de A0 sous la forme : 

( ) [ 1R F(R', k,w) '] 
A0 R ex exp i 

0 
akw(R') dR , (II. lü) 

4 Afin de simplifier la démarche nous avons supposé une symétrie rectangulaire pour le système. 
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où F(R', k, w) est une fonction des variables du système. Il apparaît clairement que cette 

expression diverge pour 

o. (II.ll) 

Les points de l'espace où cette singularité survient sont appelés points tournants. En ces 

points l'approximation de WKB n'est donc plus valable. Soit w0 = w(k0 ), où k0 est solution 

de (II.ll). Par définition si le contour CS [w0 (R)] = 0 dans le plan complexe R présente 

un pincement entre deux branches R±(w0 ) au point Rt qui vérifie en plus la condition 

du point selle éJRwo(Rt) = 0, on est alors en présence d'un point tournant double. On 

déduit dans ce cas la loi d'échelle gouvernant la dynamique du système dans la région 

du point tournant par l'intermédiaire de la variable f = E:-~ R. En conséquence, afin de 

mener l'analyse dans cette région, on introduira conformément à cette nouvelle variable 

le développement suivant : 

As(f, t) = { A0 (r) + r::~A 1 (r) + 0 (r::)} e-iwt exp (ir::-~ 1~ k(r')dr' + ilcp) .(II.l2) 

De la même façon que pour le pompage homogène, l'équation (II.ll) admet des solutions 

différentes selon le signe du désaccord en fréquence du signal. Soit k0 = 0 pour ~s > 0 et 

k0 = ±~ dans le cas opposé, ce qui donne : 

wa(R) i[JL(R)- 1] (II.l3) 

ou 

wa(R) (II.14) 

Il apparaît clairement que le point tournant correspond dans les deux cas à Rt = O. Ce­

pendant, la condition de pincement n'est pas satisfaite pour la même valeur de JLo = JLt 
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suivant le signe de Ils, comme l'illustre la figure (II.2). En effet ce croisement survenant 

pour 8' [w0 (Rt)] = 0, on trouve que 11t correspond aux valeurs du seuil d'émission f.1c de 

l'OPO données par l'analyse de stabilité du cas homogène. Nous traiterons donc séparé­

ment les cas Ils < 0 et Ils > O. De plus dans la suite de cette partie nous allons considérer 

que la solution OPO Off bifurque de façon continue vers l'état OPO On; ceci se traduit 

par la relation flsflp - 1 < O. 

11.2.1 Cas du detuning du signal positif (.6.s > 0) 

II.2.1.1 Analyse de stabilité linéaire au voisinage du point tournant 

Comme nous l'avons justifié plus haut, le paramètre E est supposé petit comparé 

à l'unité (c ~ 1). Ainsi, la relation (II.5a) donnant l'expression du champ de pompe 

peut être réécrite sous forme du développement en série suivant : f.1(f) = f.1oe-~êi'2 "'"' 

/1o (1- ~cf2 + O(c2
)). Nous introduisons les petits écarts au point tournant à travers les 

paramètres w0 et f.1o : 

/10 

w~ + EW1 + O(c2
) 

11~ + Ef-11 + O(c
2
). 

(II.15a) 

(II.15b) 

Finalement on obtient l'expression du pompage dans la région du point tournant comme 

suit : 

(II.16) 

Nous pouvons maintenant procéder au développement de l'analyse dans la région du point 

tournant. Celui-ci se fera en considérant deux cas de symétrie. 

11.2.1.1.1 Cas d'une symétrie radiale 

Le système est dans ce cas supposé à géométrie cylindrique. Dans cette configuration, 



Pompage inhomogène et modes globaux 58 

à l'aide de la variable f, le terme de diffraction prend la forme : 

[-k
2 + ic~ (2k d_ + k' + ~) + s ( d

2 

+ ~~- ~
2 

)] (iio + sL41 + sA2 + O(s2
)) 

dr r dr2 r dr r 2 

*exp(-iwt)exp (ic-~ 1~ k(r')dr' +il<P). (11.17) 

L'étape suivante consiste à introduire les développements (11.15), (11.16) et (11.17) dans 

l'équation (11.8), puis à regrouper les termes par puissance de s. A l'ordre le plus bas, 

nous retrouvons la relation de dispersion (11.9) évaluée au point tournant : D(w6, k) =O. 

A l'ordre O(s), l'application de la condition de solvabilité donne l'équation qui gouverne 

l'évolution linéaire de l'enveloppe du signal : 

d2 À0 1 dAo l2 
- ( 2 ) --- + -- - - Ao + Zo - Z2r Ao 

dr2 r dr r2 
0, (11.18) 

où les quantités Z0 et Z2 sont données par : 

Zo 1 ( .w1) - fJc/11 + ~-
Lls rs 

(11.19) 

1 2 
2ll f1c· 

s 
(11.20) 

L'équation (11.18) se présente sous la forme d'une équation aux valeurs propres définie 

localement. Avant toute chose, il serait judicieux de décrire les comportements asympto-

tiques de celle-ci correspondant aux cas limites r -------* oo et r -------* 0 : 

r-------* oo: l'équation (11.18) se réduit à d~~o -Z2 f 2 A0 = 0, soit, A0 (r) = f(p) exp ( -~) 

avec p = ±JZ;r2 . 

r -------* o : (11.18) est équivalente à d~~o + ~ dfro - ~~ Ao = o, dont les solutions peuvent 

se mettre sous la forme A0 (r) c:::::' r 8
• On impose alors que les solutions soient bornées 

à l'origine, ce qui donne s = l. 

Au regard des précédentes conclusions nous déduisons que les solutions A0 (r) peuvent 

se mettre sous la forme A0 ( r) = p 4 f (p) exp (- ~), où p = .JZ;r2
. La fonction f (p) est 
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déterminée en reportant l'expression de A0 (f) ci-dessus dans (II.18); ce qui nous donne 

l'équation différentielle ordinaire de Laguerre ci-après : 

pf"(p) + (l + 1- p) j'(p) + pf(p) 0, (II.21) 

avec p = ~ [ ±z~M) J -~(1+1) et f(p) = L;(p). Nous sommes donc passés d'un régime 

d'instabilités locales à une réponse globale du milieu puisque les fonctions propres de notre 

système correspondent aux modes de Laguerre-Gauss. De plus pour que les solutions soient 

physiquement acceptables, c'est-à-dire finies à l'origine et aux grandes valeurs de p il est 

nécessaire que p soit entier. Cette condition de solvabilité a pour conséquence de discrétiser 

w1 et 111, qui correspondent alors aux valeurs propres associées aux fonctions propres sous 

forme de Laguerre-Gauss; ce sont les modes globaux linéaires du système. Ainsi pour 

chaque couple de valeurs propres (w1,pz, /-ll,pl) la réponse asymptotique du système à une 

perturbation localisée sera caractérisée par la fonction propre : 

où Apt est une constante arbitraire et 2p + l + 1 = ~ ~, soit : 

f-ll,pl 

wl,pl 

(2p+l + 1) ~ 

O. 

(II.22) 

(II.23a) 

(II.23b) 

Il apparaît que la présence d'inhomogénéités dans le profil du pompage entraîne systé­

matiquement une augmentation du seuil d'apparition des instabilités, puisque f-l1,00 qui 

naturellement correspond au mode le plus instable est toujours non nul. 

La solution sera désignée par le terme de solution interne à la région du point tournant. 

L'ultime étape de cette analyse linéaire consiste maintenant à trouver le ou les critères 

de convergence entre la solution interne (II.12) de l'équation (II.8 ) caractérisée par la 
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relation (11.21 ), et la solution dite externe de l'équation (II. 7). On entend par interne la 

région de l'axe réel comprise entre les deux branches de la figure II.2f (I) et par externe 

celle de l'axe réel située de part et d'autre de ces mêmes branches (II). 

II.2.1.1.2 Convergence asymptotique avec l'approximation de WBK. 

Le but de cette démarche est précisément de faire coïncider les modes globaux donnés 

par la relation (II.21) lorsque f--* oo, et la solution (II. 7) obtenue par l'approximation de 

WKB quand r --> O. Autrement dit il faut que la continuité soit assurée lorsqu'on passe 

de la région (I) à (II) et vice-versa. Ceci se traduit donc par le fait que 

A(r--> oo, t, cp) 

et A(r --> 0, t, cp) (II.24b) 

En tenant compte que R =dr dans la relation (II.24b), la convergence asymptotique est 

obtenue pour : 

(II.25) 

Le cas de la symétrie radiale permet de généraliser la démarche présentée ci-dessus, aux 

cavités avec des miroirs courbes. Cependant, la géométrie rectangulaire, due aux miroirs 

plans dans la suite, implique l'utilisation des coordonnées cartésiennes, qui est abordée 

ci-dessous. 

II.2.1.1.3 Cas de la symétrie rectangulaire 

La démarche est analogue à celle utilisée pour la symétrie cylindrique. Nous avons donc 

utilisé les développements (II.15) et (II.16). L'équation décrivant l'évolution linéaire des 

instabilités dans la région du point tournant caractérisée par les variables f x,y , tel que 



61 Analyse de stabilité linéaire au voisinage du point tournant 

Rx,y = drx,y est obtenue sous la forme de l'équation aux valeurs propres de Weber: 

0, (II.26) 

Z0 et Z2 ont été donné précédemment. Les fonctions propres de cette équation pour les-

quelles la convergence asymptotique est vérifiée sont obtenues sous la forme des fonctions 

de Gauss-Hermite : 

n et m étant des entiers positif tel que 

n+m+l (II.28) 

Les résultats obtenus ici, généralisent à deux dimensions transverses les travaux antérieurs 

dans une cavité laser [73] à une dimension transverse. La relation (II.28) se généralise à 

une et deux dimensions en posant (2p + d) = J-Zz, où p = n + m et d le nombre de 

variables transverses. 

Finalement on trouve l'expression du seuil et la fréquence temporelle correspondante pour 

chaque mode propre d'indice p comme suit : 

/10p Jl +tl~+ (2p + d) V(iA 
Wo 

0 \lp 

0 \/p. 

(II.29a) 

(II.29b) 

(II.29c) 

A ce stade de notre analyse nous pouvons déduire plusieurs conclusions quant aux 

conséquences de la prise en compte des inhomogénéités de pompage dans un OPO. Mais 

avant il serait intéressant de rappeler brièvement les résultats obtenus lorsque l'onde de 



Pompage inhomogène et modes globaux 62 

pompe incidente est supposée homogène. Dans ce cas l'analyse de stabilité linéaire (section 

I.2) se traduit par l'existence d'une surface neutre de stabilité marginale dans l'espace 

(kx, ky, If-li). Les minima de celle-ci permettant de déduire le seuil d'émission de l'OPO et 

le nombre d'onde des modes transverses les plus instables. De plus lorsque l'amplitude de 

la pompe est supérieure à sa valeur critique (seuil d'émission), nous avons montré (section 

I.2) que tout nombre d'onde compris dans la bande instable tlk est capable de déstabiliser 

le système. 

Par contre nous avons montré ici que la prise en compte du profil Gaussien (et d'une 

manière générale les inhomogénéités dans les paramètres) du champ de pompe incident 

transforme le problème de stabilité linéaire en un problème aux valeurs propres. On déduit 

alors de ces valeurs propres la discrétisation du seuil, la sélection d'un nombre d'onde et 

d'une fréquence temporelle unique. Ce qui veut dire qu'il n'existe plus de courbe neutre de 

stabilité marginale. Les fonctions propres du problème donnant alors une réponse globale 

du système aux excitations locales de la pompe, d'où la dénomination de modes globaux. 

Ces modes qui s'expriment sous forme de fonctions de Laguerre-Gauss et de Hermite­

Gauss selon la symétrie du système, sont à différencier des modes propres de cavité [72] 

qui sont instables lorsque les miroirs de la cavité sont plans comme dans notre système. 

Ces modes constituent donc la réponse linéaire du DOPO à une perturbation localisée. 

Dans cette étude linéaire les effets dus aux mélanges des ondes, générant les non-linéarités 

dans le milieu ont été négligés. Cependant, ce sont ces non-linéarités qui sont généralement 

responsables de la saturation de l'amplitude de la solution linéaire. Les mécanismes de 

cette saturation ayant été décrits dans la section relative aux bifurcations dans le chapitre 

précédent. Ainsi pour caractériser et décrire la dynamique spatio-temporelle du signal 

émis par l'OPO il est nécessaire de prendre en compte les non-linéarités : c'est l'objectif 

de la section suivante. 
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11.2.1.2 Étude faiblement non linéaire 

La méthode que nous allons utiliser est une combinaison de deux techniques. A sa­

voir celle du développement asymptotique et de la méthode dite des échelles multiples, 

introduite lorsque plusieurs échelles spatiales et/ou temporelles sont en compétition dans 

le système. L'intérêt de cette méthode est de transformer le problème faiblement non 

linéaire en une succession de problèmes linéaires. Elle a déjà fait l'objet de plusieurs 

études dans les OPO pour différents cas de figure [34, 35,41-43,48, 74], qui sont entre 

autre l'écart au seuil, mais aussi la "petitesse" d'un des paramètres du système ( detuning, 

walk-off, ... ), etc ... Cette approche est particulièrement efficace pour décrire la dynamique 

non-linéaire spatio-temporelle au dessus, mais proche du seuil d'émission du signal. Dans 

la majorité des cas elle a abouti à l'établissement de modèles simplifiés appelés équations 

d'amplitude. Les plus connues d'entre elles obtenues pour les OPO sont : les équations 

de Ginzburg-Landau, qu'elles soient réelles [34] ou complexes [43, 48], ( quintique [34, 35] 

ou cubique [43,48]), l'équation de Swift-Hohenberg [43, 74, 75] ou encore l'équation de 

Schrodinger non linéaire [37]. Les cas de figure cités plus haut limitant souvent la va­

lidité de ces équations à un domaine fixé de paramètres. Pourtant ceci ne diminue en 

rien leur importance pour les OPO, en ce sens qu'elles permettent, primo, de caracté­

riser qualitativement les champs émis par celui-ci (seuils, profils, fréquence et longueur 

d'onde fondamentale, dynamique (stationnaire ou propagative), vitesse de groupe, etc ... ); 

secundo, elles placent les OPO dans un cadre universel, du point de vue des mécanismes 

de formation des structures dans le plan transverse puisqu'on retrouve ces mêmes modèles 

dans d'autres domaines de la physique (hydrodynamique, physique des plasmas, ... ). 

A la différence des précédentes études, ce ne sont pas les paramètres que nous allons 

utiliser pour fixer les échelles spatiales et/ou temporelles mais tout naturellement le degré 

d'inhomogénéité du pompage. Ce qui nous permettra de mettre en évidence l'impact de 

cette inhomogénéité sur la dynamique spatio-temporelle. Les détails des calculs, dévelop­

pés pour le cas de la bifurcation super-critique (1 - ~s~p > 0) font l'objet de l'annexe 

B.l. Ils montrent que la dynamique spatio-temporelle de l'OPO dégénéré au voisinage de 
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la bifurcation est décrite par l'équation de Ginzburg-Landau réelle : 

(II.30) 

avec NP = 
1 ~~l,.~p et T = rst. l-lo représente l'amplitude maximale du champ de pompe 

p 

incident. De façon inhabituelle, nous observons que le terme d'amplification linéaire de 

l'équation (II.30) est une fonction des variables spatiales transverses. Notons par ailleurs 

que l'effet de cette dépendance est d'autant plus faible que le rayon de pincement du fais­

ceau de pompe est grand. Ainsi pour le cas limite ( w0 --+ oo) correspondant à un pompage 

homogène (onde plane) on retrouve l'équation habituelle donnée dans la référence [48]. 

Cette équation (II.30) est résolue dans la même annexe (B) selon la méthode utilisée dans 

la référence [73]. Nous partons alors du principe que le mode fondamental (p = 0) ayant 

le seuil le plus bas et donc le taux de croissance le plus élevé de tous, c'est lui qui domi-

nera la dynamique spatio-temporelle des modes globaux au voisinage immédiat du seuil. 

Par conséquent la projection de (II.30) sur celui-ci permet d'obtenir (pour le cas à deux 

dimensions transverses), l'évolution temporelle de l'amplitudeS du mode fondamental au 

dessus du seuil d'émission : 

dS 
dT 

(II.31) 

/-loo étant donné par la relation (II.29a) avec p = O. On en déduit l'amplitude maximale 

que doit atteindre le mode fondamental, et le profil transverse du champ signal émis par 

le DOPO prend la forme suivante : 

As(x, y) 

avec Sm 

et W 8 

S ( x
2 + y 2

) ( .arctan (6s)) exp - exp -z 
m 2 2 ws 

2Ec(Eo- Eoo) 
1- 6 8 6p 

(II.32a) 

(II.32b) 

(II.32c) 
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Figure 11.3: Représentations graphiques de la demi-largeur à 1/e (waist) du signal (II.32c) en 
fonction des coefficients de diffraction as (a) et de detuning ~s (b) et de la taille du champ de 
pompe incident wo (c). 

où E0 et E00 représentent respectivement l'amplitude du champ de pompe incident et le 

seuil du mode fondamental. Comme il fallait s'y attendre, le profil transverse de l'ampli-

tude du champ signal est lui aussi Gaussien. Cependant, les relations (II.32) permettent de 

déterminer analytiquement les caractéristiques du signal de sortie en fonction de celles du 

champ de pompe incident. Ces prédictions offrent donc la possibilité de contrôler complè-

tement le signal de sortie à partir de la pompe à l'entrée de l'OPO. En particulier comme 

le montre la relation (II.32c), la taille ( waist) du signal est fixée par celle de la pompe 

w0 , son coefficient de diffraction as et son detuning ,0.s suivant des lois d'échelles bien 

déterminées. Les représentations graphiques de ces variations, correspondant aux figures 

II.3a), b) et c) permettent de mettre en évidence les différents comportements. Ainsi la 

taille du faisceau signal en sortie du DOPO croît de façon monotone avec celle du champ 

pompe w0 , de même qu'avec le coefficient de diffraction a8 • Elle est proportionnelle à la 

racine carrée de w0 et à la racine quatrième de as. Pour le paramètre de detuning ,0.s on 

observe deux types de comportements. Une partie croissante de 0 jusqu'en ,0.s = 1.00 où 

un maximum est atteint puis une partie de décroissance monotone. 
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11.2.2 Cas du detuning du signal négatif (.6.8 < 0) 

Nous avons montré précédemment que pour .6.8 < 0, l'état de base du DOPO est 

linéairement instable aux structures t:patialement modulées dans le plan transverse; on 

les appelle aussi instabilités modulationnelles. Elles sont caractérisées au seuil (Pc = 1) 

par le nombre d'onde critique kc = ~- Au delà du seuil c'est donc une infinité de 

nombres d'onde compris dans l'intervalle .6.k donné par le figure I.3 et centrée en kc qui 

sont susceptibles de déstabiliser le système. De ce fait la question de l'effet du pompage 

inhomogène sur la sélection du nombre d'onde, ou plus généralement son influence sur 

la phase du signal émis, vient s'ajouter à celle de la réponse du système aux excitations 

localisées. L'objectif de cette section est donc d'apporter des éléments de réponse à ces 

interrogations. 

Pour commencer, reprenons la relation de dispersion locale donnée par (II.9). La so-

lution OPO Off devient alors instable lorsque <:S [w (k, R)] ;? O. Ce qui donne à la bifur-

cation: 

(II.33) 

Dans la situation physique où les conditions de l'approximation WKB sont remplies, le 

paramètre de contrôle p(R) peut être approximé par le développement suivant : 

(II.34) 

Ainsi pour JLo proche du seuil linéaire /-Le= 1, le nombre d'onde k(R) peut être approché 

par le développement ci-dessous : 

avec 

et 

K' 

k' 2 

kc ± iK' R + k;R2 + O(R3
), 

1 

2~ 
1 

(II.35a) 

(II.35b) 

(II.35c) 
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Seule la solution k(R) = k+(R) est physiquement acceptable, conduisant à des solutions 

finies pour R -+ ±oo. Le nombre d'onde est alors une fonction de la variable d'espace 

et la phase cp du signal évolue, dans ce cas, suivant le polynôme du troisième degré : 

Il.2.2.1 Analyse de stabilité linéaire au point tournant 

Tout comme pour le cas L}.s > 0, il existe aussi ici un point tournant double Rt = O. 

Il apparaît pour les valeurs du paramètre de contrôle 116 = J1c = 1, du nombre d'onde 

k6 = kc = ~et de la fréquence temporelle wg = Wc = O. La suite du calcul se fait 

alors de façon analogue à celle du cas L}.s > 0, et l'évolution linéaire d'une perturbation 

localisée se réduit à un problème aux valeurs propres que nous mettons aussi sous la forme 

de l'équation de Weber : 

0, (II.36) 

z~ 
f-11 +iWl 

avec /s (II.37a) 2IL}.sl 
Z' 1 

(II.37b) et 2 41 L}.s 1· 

Nous déduisons alors les nouvelles expressions du seuil et de la fréquence temporelle due 

aux inhomogénéités de pompage comme suit : 

Wop 0 Vp. 

(II.38a) 

(II.38b) 

Les modes propres correspondants étant les fonctions de Gauss-Hermite, le seuil apparaît 

donc sous forme discrète. Cette discrétisation du seuil soulève une grande interrogation. 

En effet la bande L}.k, des nombres d'onde déstabilisants étant étroitement liée au pa-
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ramètre de contrôle, et compte tenu du comportement local du nombre d'onde (II.35a), 

comment le système va-t-il sélectionner celui qui sera le plus instable, et ce, pour toute 

une gamme du paramètre de contrôle donnant naissance à un comportement en escalier? 

Pour y répondre nous nous sommes inspirés de la démarche utilisée par Dewel et Bor-

ckmans dans la référence [76]. Celle-ci consiste à effectuer un double développement du 

nombre d'onde et du paramètre de contrôle au delà du seuil. On reprend ensuite le calcul 

précédent, tout en vérifiant la compatibilité des solutions aux différents ordres. Une éven-

tuelle incompatibilité aboutit au rejet de tout un intervalle de valeurs du paramètre de 

contrôle JL. Cette condition de solvabilité est alors synonyme d'unicité du nombre d'onde 

sélectionné. Dans notre cas cela revient à considérer que, si l'écart au nombre d'onde cri-

tique dû au dépassement du seuil est tel que k = kc + q, le double développement de ce 

seuil peut alors s'écrire comme suit : 

JL(f) (II.39) 

Ainsi après avoir collecté les termes aux ordres q, qd, d et E on trouve, à l'ordre 0(1) 

que As =A;. A l'ordre O(q) nous pouvons écrire que JL(l) = 2ikc, puis à l'ordre O(qd) 

on obtient : 

oAo JL(2) 
-+-Ao ar: 2 

O. (II.40) 

Aux ordres O(d) et O(E) on retrouve les mêmes équations que celles obtenues lors du 

calcul précédent. Il ressort donc que les équations (II.40) et (II.36) sont incompatibles5
. De 

plus la solution de l'équation (II.40) n'est pas physiquement acceptable car non bornée. 

Ainsi la condition de compatibilité des solutions aux différents ordres du développement 

imposent que q soit nul (q = 0). Nous en déduisons l'unicité du nombre d'onde sélectionné. 

Ce résultat qui peut paraître surprenant, en comparaison avec les études antérieures de 

la dynamique des OPO en ondes planes, et même en totale contradiction avec l'expres-

5 A0 ne peut pas satisfaire simultanément les deux équations (II.40) et (II.36). 
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sion locale donnée en (II.35a), semble générique dès lors que les paramètres physiques 

présentent une dépendance spatiale. Cette unicité du nombre d'onde s'interprète comme 

le résultat du raccordement des solutions lorsque la variation d'un des paramètres per-

met de connecter les différentes régions d'existence de la solution globale, entraînant le 

verrouillage du nombre d'onde sur la valeur qui permet cette connection. Une situation 

analogue a été rencontrée dans la référence [77], où les auteurs montrent l'existence d'un 

nombre d'onde unique pour un système d'équations de Ginzburg-Landau réelles couplées. 

Ici, si nous identifions les régions de bifurcation aux régions de stabilité de la solution 

OPO Off, il ressort que la variation du paramètre de contrôle relie au point J1(r) = 1, la 

région stable à la région instable; ce qui engendre un verrouillage sur le nombre d'onde 

global des oscillations sur celle correspondant au point tournant, où f-l(r) = fJt = 1. 

11.2.2.2 Étude faiblement non-linéaire 

La démarche utilisée est la même que celle qui nous a permis d'obtenir les équations 

aux amplitudes pour le cas ~s > O. Le détail du calcul pour le cas présent est donné dans 

l'annexe B. Il en résulte que l'évolution spatio-temporelle du signal au dessus du seuil, 

qui tient compte des effets de saturation est donnée par l'équation de Ginzburg-Landau 

suivante : 

(II.41) 

avec Nn = 1+2b.~ + l+(b.p~ 2b.s) 2 • Cette équation présente la même forme que celle donnée 

par (II.30), sauf que ici la bifurcation ne peut être que super-critique. Nous en déduisons 

pour le cas d'une dimension transverse, l'expression du signal émis par le DOPO pour 
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~s < 0: 

As(x) 

avec Sm 

Sm exp (-~)cos [ (kc + k2x
2
) x] 

2 
v'2(f.1o - /1oo) 

Nn 

70 

(II.42a) 

(II.42b) 

(II.42c) 

(II.42d) 

La différence notable avec le cas ~s > 0 provient de la taille du signal donnée par la 

relation (II.42c ), qui croît de façon monotone avec tous les paramètres de l'OPO ( w0 , a8 

et ~8 ). À partir de l'expression du signal donnée par les relations (II.42), la transformée 

de Fourier nous permet de calculer la largeur à mi-hauteur du signal en champ lointain : 

(II.43) 

Cette dernière relation montre ainsi que la prise en compte du pompage inhomogène offre 

un moyen précieux de contrôle sur le spectre du signal. 

Afin de discuter de l'opportunité de l'approximation ayant permis l'étude analytique, 

nous allons confronter les résultats précédents à ceux de l'intégration numérique du modèle 

global (gouvernant l'OPO). C'est le but de la section suivante. 

11.2.3 Simulations numériques et comparaison avec les résultats 

théoriques 

Comme nous l'avons souligné plus haut, la résolution analytique des équations du 

DOPO avec un champ de pompe incident de profil Gaussien n'a été possible que grâce 

à l'approximation E << 1. Nous avons développé un code numérique d'intégration des 

équations de l'OPO en tenant compte de la diffraction et du profil Gaussien du champ de 

pompe incident. En particulier, les résultats issus de cette intégration peuvent être utilisés 
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Figure II.4: Modes globaux linéaires issus de l'intégration des équations (I.9b) sans walk-off 
(as = 0.00) à deux dimensions transverse (x , y). Les paramètres utilisés sont : as = 2ap = 
0.01 , 6.s = 0.10, b.p = 0.00, wo = 100.00. Ces modes sont toujours stables après 5000 unités 
de temps d'intégration avec Eo = 1.00565, 1.00629 et 1.00692 respectivement pour les modes 
mn = 00, 10 et 11. 

comme des tests de validité de notre approximation. 

La méthode d 'intégration temporelle est basée sur l'algorithme de Range-Kutta d'ordre 

quatre à pas variable. Les variables spatiales sont définies par l'intermédiaire d'une grille 

de taille Lx x Ly décomposée en Nx x Ny points. Les termes de diffraction caractérisés 

par le laplacien, de même que la dérive spatiale (walk-off) sont traités dans l'espace de 

Fourier , indépendamment des termes linéaires (dissipation et désaccord en fréquence) et 

non linéaires (mélange à trois ondes). Le temps d'intégration est quant à lui normalisé 

par rapport au taux de relaxation du signalls· 

II.2.3.1 Cas .6.s > 0 

Comme nous l'avons révélé lors de l'analyse de stabilité linéaire , les conséquences 

majeures du profil de pompage Gaussien sont la discrétisation du seuil et l 'apparition des 

modes globaux sous forme de fonctions propres de Gauss-Hermite dans le plan transverse. 

Toutefois, ce régime linéaire, en dehors duquel les modes globaux d'ordre supérieur ne 

peuvent être observés, n'est obtenu numériquement que sous certaines conditions. Ces 

conditions sont remplies pour des rapports E: très petits devant 1 et des coefficients de 

non-linéarité proches de 1 (NP ---+ 1). La première condition permet de réduire les écarts 
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Figure II.5: Évolution à deux dimensions de l'intensité du champ signal dans la section trans­
verse, pour un pompage de profil transverse Gaussien. La figure a) présente la simulation effec­
tuée en démarrant avec un signal aléatoire. Pour la figure b) nous avons pris comme condition 
initiale une combinaison du mode de Gauss-Hermite d'ordre 1 et du mode fondamental (en 
faible proportion). Les paramètres utilisés sont : as = 2ap = 0.01, 6.s = 1.00, 6.p = 0.00, wo = 
20.00, Eo = 1.4345, Lx = Ly = 9.60 et Nx = Ny = 64. 
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Figure Il.6: Demi-largeur à 1/e (waist) du signal en fonction du paramètre de diffraction as. Les 
tirets représentent la variation théorique prévue par la relation (II.32c) pour 6.s = 1.00, 6.p = 

0.00, w 0 = 15.00. Les points résultent de l'intégration numérique du modèle originel (I.9b) sans 
walk-off ( CXs = 0.00) avec les mêmes paramètres. 

entre les valeurs des prédictions théoriques et celles des simulations numériques, et la 

deuxième permet de diminuer l'impact des effets de saturation. Ainsi, les simulations 

numériques effectuées dans ces conditions, ont permis de montrer l'existence des modes 

globaux sous forme de Gauss-Hermite dans le DOPO. Ces résultats sont résumés par la 

figure II.4 qui montre les profils à 2D des modes globaux d'ordre 0, 1, et 2, dont les seuils 

déterminés numériquement concordent avec ceux prédits par le calcul analytique. 

Lors de la résolution de l'équation Ginzburg-Landau inhomogène (II.30), nous avons 

montré que la dynamique spatio-temporelle des modes globaux en régime non-linéaire est 
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Figure II. 7: Demi-largeur à 1/ e ( waist) du signal en fonction de la taille du champ pompe 
incident. Les tirets représentent l'évolution théorique prévue par la relation (II.32c) pour a 8 = 
2ap = 0.01, ~s = 1.00, D..p = 0.00. Les points proviennent de l'intégration numérique du modèle 
originel (I.9b) sans walk-off (o: 8 = 0.00) avec les mêmes paramètres. 

dominée par mode fondamental, celui-ci ayant le seuil le plus bas. La première étape des 

simulations numériques effectuées pour un régime faiblement non-linéaire a donc consisté 

à vérifier ce résultat. Pour cela nous avons suivi l'évolution du profil du signal de sortie 

pour différentes conditions initiales. Il s'est agi dans un premier temps d'un signal aléatoire 

qui symbolise le bruit dans une expérience. Son évolution spatio-temporelle est présentée 

par la figure (II.5a). Ainsi même en étant au dessus du seuil du mode d'ordre un en x 

(E01 = 1.434214) c'est le mode fondamental qui se forme très rapidement. 

On aboutit au même profil en prenant cette fois comme condition initiale, le mode 

d'ordre 1 contaminé avec une très faible proportion du mode fondamental (voir figure 

II.5b). Ce qui nous permet de confirmer que c'est le mode fondamental qui domine la 

dynamique spatio-temporelle des modes globaux en régime faiblement non-linéaire. 

Nous avons comparé les variations des caractéristiques du champ signal ainsi obtenu 

par l'intégration numérique, à celles prévues par le calcul analytique. Et comme en té-

moignent les figures II.6, II. 7 et II.8, la dépendance de la taille du signal de sortie vis à vis 

du coefficient de diffraction, de la taille du champ incident et du paramètre de detuning 

sont en bon accord avec les résultats numériques. 
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Figure 11.8: Demi-largeur à 1/e (waist) du signal en fonction du paramètre de detuning ~8 • 

Les tirets représentent l'évolution théorique prévue par la relation (II.32c) pour a 8 = 2ap = 

0.01, ~P = 0.00, wo = 15.00. Les points résultent de l'intégration numérique du modèle originel 
(I.9b) sans walk-off ( et 8 = 0.00) avec les mêmes paramètres. 

L'accord entre les simulations numériques et les prédictions théoriques est d'autant 

meilleur qu'on est proche de la bifurcation. Plus on s'éloigne de la bifurcation, plus l'écart 

entre l'amplitude maximale prévue par la relation (II.32b) et celle issue de la simulation 

numérique devient important comme le montre la figure II.9. En effet lorsque l'écart au 

seuil est grand, les effets non linéaires deviennent importants et la dynamique spatio-

temporelle ne peut plus être décrite dans le cadre de la théorie faiblement non-linéaire. 

11.2.3.2 Cas ~s < 0 

Mis à part la variation de la taille du signal de sortie du DOPO en fonction du para-

mètre de detuning .6..8 , toutes les autres caractéristiques du signal présentent les mêmes 

variations que celles du cas ~s > O. Ainsi comme l'illustrent les figures II.lü et II.11, les 

croissances monotones de la taille du signal avec des lois d'échelles en puissance ~ et ~ pré-

vues par le calcul analytique, en fonction respectivement du paramètre de diffraction et de 

la taille du champ de pompe incident, sont en bon accord avec le résultat de l'intégration 

numérique. De plus sur la figure II.lü on constate bien, que plus les inhomogénéités sont 

importantes, moins l'accord est bon ( w0 < 20). En ce qui concerne donc la taille du signal 
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Figure 11.9: Évolution de l'amplitude maximale du signal en fonction de celle du champ de 
pompe incident. La courbe en tirets correspond à la représentation de la relation (II.32b). Les 
points résultent de l'intégration numérique du modèle originel (I.9) sans walk-off (Œs = 0.00) 
avec le champ de pompe E(x, y) donné par (II.5a). Les paramètres utilisés sont : a 8 = 2ap = 

0.01, ~s = 0.20, ~P = 0.00, wo = 50.00. La courbe en pointillés est celle que prévoit le pompage 
en onde plane. 

émis par le DOPO, la différence notable avec le cas traité précédemment (~s > 0), vient 

du fait que la variation de celle-ci avec le paramètre de detuning est cette fois-ci monotone 

et ne présente pas d'extremum, comme on peut s'en apercevoir sur la figure II.12 (à com­

parer à la figure II.8). À noter que le résultat de l'intégration numérique correspondant 

aux points de la figure II.12, montre une bonne adéquation avec les prédictions (tirets) 

dans la caractérisation de la taille du signal. 

Un autre résultat important contenu dans la relation (II.42a) concerne l'interaction 

du pompage Gaussien avec des structures possédant un nombre d'onde non nul au point 

tournant. Cette interaction entraîne un comportement local de celui-ci autour de sa va-

leur au seuil qui se traduit par une dépendance spatiale de la longueur d'onde critique 

du signal dès lors que le seuil est dépassé. Pour s'en assurer nous avons intégré numéri-

quement les équations de l'OPO au voisinage du seuil et ce, pour un detuning négatif. 

Ensuite nous avons représenté sur la même figure (II.13) le résultat analytique et numé­

rique. Les figures (II.13a) et (II.13b) donnant respectivement, dans le plan transverse, le 

profil du signal et le nombre d'onde correspondant, le nombre d'onde numérique étant 
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Figure II.lO: Demi-largeur à 1/e (waist) du signal en fonction du waist du champ incident 
pour un désaccord en fréquence négatif. Les tirets représentent l'évolution théorique prévue 
par la relation (II.42c) pour as = 2ap = 0.01, .6s = -0.40, .6p = 0.00. Les points résultent 
de l'intégration numérique du modèle originel (I.9b) sans walk-off (as = 0.00) avec les mêmes 
paramètres. 

4 

f 

2 

1 L---~----~--~----~--~~ 
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 

Figure II.ll: Demi-largeur à lje (waist) du signal en fonction du paramètre de diffrac­
tion as. Les tirets représentent l'évolution théorique prévue par la relation (II.42c) pour 
.6s = -0.50, .6P = 0.00, wo = 25.00. Les points résultent de l'intégration numérique du modèle 
originel (I.9b) sans walk-off (as = 0.00) avec les mêmes paramètres. 
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Figure II.12: Demi-largeur à 1/e (waist) du signal en fonction du paramètre de detuning ,6.s· 

Les tirets représentent l'évolution théorique prévue par la relation (II.42c) pour as = 2ap = 
0.01, ,6.P = 0.00, wo = 25.00. Les points résultent de l'intégration numérique du modèle originel 
(I.9b) sans walk-off (as= 0.00) avec les mêmes paramètres. 

déduit de la transformée de Hilbert du signal. La régression non-linéaire effectuée sur les 

données de cette courbe donne (k~um, k2um) = (6.19367, 0.02537), les valeurs prévues 

étant (kc, k2 ) = (6.28318, 0.02525). Ainsi pour illustrer l'accord entre les deux résultats, 

nous avons fait une translation de la courbe numérique de la quantité .6.k = kc - k~um, 

constatant alors que celle-ci et la courbe théorique sont parfaitement superposées. En 

plus de l'accord satisfaisant entre les deux résultats, la représentation sur la même fi-

gure du résultat numérique, correspondant à un pompage en onde plane avec les mêmes 

paramètres, montre l'influence des inhomogénéités du pompage qui sont à l'origine de 

l'évolution quadratique du nombre d'onde dans le plan transverse. La dépendance du co-

efficient quadratique k2 en fonction des autres paramètres physiques as, w0 et .6.s, est 

représentée par les figures (II.14 a), b) etc)) respectivement. Les courbes en tirets corres­

pondent à la représentation graphique de la relation analytique (II.42d); les points sont 

issus des simulations numériques. On remarquera la bonne concordance des prédictions 

avec les résultats de l'intégration numérique du modèle originel. 
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Figure II.13: a) Carte espace-temps du signal donné par l'intégration numérique des équations (I.9). La figure du haut représente le profil 
asymptotique du signal (trait plein). Les tirets correspondent au signal analytique donné par (II .42a) . b) Nombre d'onde local dans le plan 
transverse. La courbe noire en trait plein représente la dérivée de la phase du signal numérique de a) . La courbe rouge est la translation 
de celle de la quantité f:j.k. Les paramètres utilisés pour cette simulation sont : ~s = - 0.39, ~P = 0.00, wo = 20.00, a8 = 2ap = 0.01 et 
E0 = 1.0046. Le trait horizontal en pointillés est le résultat de l'intégration numérique avec un pompage plan, et les tirets correspondent à la 
courbe théorique k(x) = kc + k2x2. 
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Figure 11.14: La variation du coefficient k2 apparaissant dans la phase du signal avec les paramètres as (a), ~s (b) et w0 (c). Les tirets 
représentent l'évolution théorique prévue par la relation (II.42d). Les paramètres sont ~s = -0.50, ~P = 0.00, w0 = 25.00 pour a), 
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numérique du modèle originel (I.9b) sans walk-off (as = 0.00) avec les mêmes paramètres. 
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Figure Il.15: Profils du signal (issus de l'intégration numérique des équations du DOPO) pour 

deux valeurs opposées du paramètre de detuning (l~sl = v'7). La courbe en trait fin correspond 
au ~s négatif, dont l'enveloppe donnée par la transformation de Hilbert est représentée par la 
courbe en trait discontinu. Le cas ~s positif correspond à la courbe en trait épais. Les autres 
paramètres sont : a8 = 2ap = 0.067, wo = 20.00. Les régressions non-linéaires effectuées sur ces 
courbes donnent w~ = 2.44541 et w~ = 4.8702, les prévisons sont : w~ = 2.4403 et w~ = 4.8806. 
Les signaux de sortie sont bien en rapport 1/2 conformément aux prédictions analytiques. 

Compte tenu de tout ce qui précède, nous pouvons conclure qu'autour de la résonance 

(l~sl « 1), lorsque tous les autres paramètres sont fixés, plus on s'éloigne de la résonance 

plus la taille du signal augmente. Nos prédictions analytiques montrent que, proche de 

la résonance (l~sl « 1), cette augmentation suit une loi d'échelle en puissance ~ : W 8 ex 
1 

l~sl 4 . Cependant, le coefficient de proportionnalité du côté "négatif" (~s < 0) est plus 

grand d'un facteur 2 par rapport au côté "positif" (~s > 0). Le résultat général à retenir 

et qui est valable dans tous les cas de figure (pour tous les paramètres) est qu'un detuning 

positif conduit systématiquement à la réduction de la taille transverse du signal de sortie de 

l'OPO. De sorte que, si l'on fixe la valeur absolue de ce paramètre à l~s,dl = V?, le passage 

de la situation au-delà de la résonance à celle sous-résonante permet de doubler le waist 

du signal. C'est ce que nous avons illustrés par la figure II.15. Le dernier point à discuter 

maintenant est la question du domaine de validité des résultats que nous avons obtenus. 

Si le cas ~s > 0 ne nous fourni à priori aucun critère permettant de répondre à cette 

interrogation, il en est tout autre dans la configuration opposée. En effet, la présence de 

rouleaux (d'intensité) nous amène à imposer la condition ci-après : on ne pourra considérer 
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que nous sommes en présence d'un mode global de nombre d'onde central kc que si la 

demi-largeur à 1/ e du champ signal est supérieure ou égale à la longueur d'onde Àc. Cette 

condition se traduit par la relation suivante : 

Wo,min (II.44) 

où Wo,min représente la valeur du waist du champ incident en dessous de laquelle la condi­

tion énoncée plus haut n'est plus vérifiée. La relation (11.44) s'exprime aussi sous la forme: 

(II.45) 

où .6.s,max est la valeur du paramètre de detuning en dessous de laquelle le profil du signal 

émis ne peut plus être considéré comme un mode global. Nous avons alors suivi l'évolution 

du profil du signal, en fixant dans un premier temps tous les paramètres sauf le waist 

du champ incident. Puis en gardant tous les paramètres constants, excepté l'écart à la 

résonance du signal. Les résultats obtenus sont consignés dans la figure 11.16. On constate 

dans les deux cas que les ordres de grandeur donnés par les relations (11.44) et (II.45) sont 

globalement respectés. En effet comme le montrent les figures 1I.16-1c et 2c, selon le cas, 

en-dessous de 75% de la valeur limite, le profil du signal n'est plus gaussien. Si pour le 

cas de la figure 1I.16-1c ce résultat n'est pas très surprenant, car le rapportE= ~ ne wo 

peut manifestement plus être supposé petit devant l'unité, le cas correspondant à II.16-2c 

suscite quant à lui quelques interrogations. Ce comportement peut s'expliquer par le fait 

que pour les faibles valeurs du paramètre de detuning, l'évolution spatio-temporelle du 

signal est décrite à l'aide de l'équation de Swift-Hohenberg [74, 75]. La particularité de 

cette équation vient du fait qu'elle fait intervenir en plus de la dérivée d'ordre deux, une 

dérivée d'ordre 4. La dynamique spatio-temporelle de l'OPO est alors dominée par des 

fronts [47, 74], dont l'interaction avec les inhomogénéités de pompage se situe hors du 

cadre de cette étude. 

L'étude effectuée dans cette section concerne les OPO sans walk-off. La question qui 
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Figure 11.16: profils du signal (issus de l'intégration numérique des équations du DOPO) pour 
différentes valeurs de la taille du champ incident (la - wo = wo,min, lb - wo = iwo,min et le 
- wo = wo,[;'in ), avec a 8 = 2ap = 0.01, ~s = -0.39 et ~P = 0.00. 2a, 2b et 2c représentent 

respectivement les profils obtenus pour ~s = ~s,max, i~s et f),s,;ax ; les autres paramètres 
étant identiques à ceux donnés précédemment sauf wo = 20.00. Pour toutes les figures, les tirets 
correspondent à l'enveloppe donnée par la transformation de Hilbert. 

se pose maintenant est de savoir comment les modes globaux obtenus ici, se comportent 

lorsque les effets du walk-off ne sont plus négligeables. La section suivante est ainsi consa-

crée à l'étude de la dynamique spatio-temporelle des modes globaux dans des OPO en 

présence du walk-off. 

11.3 Modes globaux et walk-off dans un DOPO 

Divers effets peuvent apparaître en présence de la double réfraction dans un OPO, 

de la brisure de la symétrie x ---+ -x dans le plan transverse à l'abaissement du seuil, 

en passant par des régimes d'instabilité convectives. Pour l'OPO non dégénéré, il a été 
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Figure 11.17: Courbes neutres de stabilité marginale pour un OPO non dégénéré avec walk-off 
(trait plein) . La courbe de gauche correspond au cas Ll < 0 et celle de droite au cas opposé. 
Les courbes en pointillés représentent le cas sans walk-off [cf. [48] et [78]]. 

montré que la brisure de symétrie est caractérisée par [48, 78]la quantité ~ avec 

(II.46a) 

a (II.46b) 

Comme l'illustre la figure II.17, cette brisure de symétrie s'accompagne (.6. 8 > 0) ou pas 

(.6. 8 < 0) d'un abaissement du seuil. Le système passe alors de la classé IA à la classe 

Ic. Lorsqu'on se trouve dans le cas dégénéré avec walk-off, la grandeur a s'annule. En 

conséquence il n'y a plus ni brisure de symétrie, ni abaissement du seuil. Il ne reste que 

les effets purement propagatifs, qui vont entraîner l'existence d'un domaine d'instabilité 

convective dans le système. L'étude linéaire détaillée de ces instabilités a déjà été présentée 

dans la section 1.2.3. Nous pouvons donc dire qu'en cas de dégénérescence, la présence 

du walk-off entraîne un changement de la classe du système, le faisant passer de la classe 

IA à la classe Ic. Ceci signifie que les instabilités qui apparaissent au seuil possèdent une 

vitesse d'advection proportionnelle à a 8 (cf. Eqs. I.33c, I.34c ou Tab. I.3). Il en résulte 

une perte du recouvrement entre les champs en interaction au cours de la propagation. 

6 0n peut classer les systèmes selon la nature de l'instabilité au seuil. La classe IA correspond aux 
systèmes qui passent directement de l'état stable à l'état absolument instable. Les systèmes de la classe 
le passent quant à eux par un régime convectif avant d'atteindre le régime de stabilité absolue. 
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Figure 11.18: Contour 8' [wo(R)] = 0 dans le plan complexe R (Rr = SR(R), Ri= 8'(R)) pour 
différentes valeurs du couple de paramètres (6. 8 , f.Lo). La courbe en trait plein correspond au 
contour donné par la relation de dispersion exacte (II.4 7) et celle en tirets à la relation de 
dispersion approchée (II.49). Le trait mixte portant les flèches représente le contour d'intégration 
(réel dans le cas présent). 

Les effets spatiaux de cette dérive entrent alors en compétition avec ceux du pompage 

si celui-ci est non uniforme dans le plan transverse. Le but de cette partie est alors de 

comprendre tant qualitativement que de façon quantitative, les conséquences de cette 

compétition sur la dynamique du DOPO. D'une manière générale, nous devons avant 

toute chose déterminer la nature du point tournant (simple ou double). En effet, tenant 

compte de la double réfraction, la relation locale de dispersion est donnée par : 

rs 
(II.47) 

w (k, R) 

Les conditions cAw (k, R)lko = 0 et wb (R) = 8' {w (k0 , R)} = 0 que doit satisfaire le point 

tournant, n'expriment rien d'autre qu'en ce point le système doit être au seuil absolu, 

compte tenu des relations (!.27) et (1.28). Les instabilités y sont alors unidimensionnelles 

et kx peut donc être assimilé à k. Par l'application de la condition du point selle, nous 

sommes confrontés à la même difficulté que pour le cas homogène, à savoir qu'il n'y a 

pas de solution simple au problème. De plus, à cause de la dépendance spatiale de w [Eq. 
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~s < 0 ~s > 0 

À (r) J1c [Po - J1c ( 1 + (c;)
2

) 1 J1c ~ /10 - J1c ( 1 + (c;)2) 1 

d -2~s ~s 
l+(b. -2b.,)2+(~ r 1-b.,b.p /3r _2_ + p 'Yp 

l+b.~ r 1+( b.p- 2b.,-~ r 1 [ 1+( b.p- 2b.s+~) l l+b.~ 

(Ji 2wc (b.p-2b.,)2-1-(~ r 
0 

---;:;; [1+(b.p-2b.,- 2~c rJ [1+(b.p-2b.,+~ )] 

Tableau II.l: Tableau récapitulatif des coefficients de (II.48) suivant le signe de .6.8 • I-le étant 
le seuil convectif correspondant au cas considéré. 

(II.47)], la méthode du développement en série de Taylor n'est plus applicable. Partant 

du constat que la partie linéaire des équations non homogènes (II.30) et (II.41) permet 

de retrouver tous les résultats obtenus à partir des équations équations originelles (I.9) 

linéarisées, nous estimons que la dérivation de l'équation d'amplitudes est une méthode 

satisfaisante pour contourner la difficulté que représente la résolution directe de l'équation 

fAw (k, R)lko = O. Tous les détails liés à la détermination de ces équations d'amplitudes 

sont donnés dans l'annexe C. La forme générale de ces équations dans les deux cas ~s > 0 

et ~s < 0 reste celle de l'équation à coefficients non homogènes de Ginzburg-Landau : 

(II.48) 

dont les coefficients dépendent du signe de ~s et sont donnés par le tableau (II.1). r et 

a sont respectivement la coordonnée transverse et le paramètre de walk-off normalisés, 

introduits précédemment comme r = ~ et a = ~ . A0 est relié à As par la relation 
yas yas 

suivante · A =A ei(kcx-wct) + A*e-i(kcx-wct) avec (k w ) = ( Ct;: -"~a k ) si ~s < 0 
• S 0 0 l Cl C v -a:;, !S S C 

et (kc, Wc) = (0, 0) si ~s > O. 

Donc en régime linéaire, la relation de dispersion issue de (II.48) est, dans ce contexte, 

une expression approchée de (II.47). Elle s'écrit : 

w (k, R =Er) 

ls 
(II.49) 
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Le point Rt = 0 est alors un point tournant double avec les caractéristiques suivantes : 

f.1t 
Œ2 

(II.50a) f.1c + U' 
f.1c 

kt 
Œ 

(II.50b) -i-
2d' 

et wt O. (II.50c) 

La vérification de la condition de pincement dans le plan complexe R, à partir de la relation 

de dispersion exacte est résumée par la figure (II.18). Celle-ci confirme que le point R = 0 

est bien un point tournant double, et, au voisinage de ce dernier (c'est la région qui nous 

intéresse), nous constatons que la relation de dispersion (II.49) est une approximation 

satisfaisante pour l'OPO. Nous gardons alors la variable r = E-~ R introduite plus tôt 

pour l'analyse de stabilité dans la région du point tournant. De même, on introduira dans 

l'équation (II.48) les développements suivants : 

Ao 

w 

J.Lo 

[A+ dA1 + 0 (c)] exp ( -iwT) exp (ci~ 1r kadr') 

[A+dA1 +O(c)] exp(-iwT)exp (d~dr) 
t 

W + EW1 = EW1, 

(II.51a) 

(II.51b) 

(II.51c) 

L'ordre dominant en E donne alors l'équation régissant l'évolution de l'enveloppe du signal 

généré par le DOPO, sous la forme de l'équation de Weber avec les coefficients Z0 = 

iw1 +;cf.L1 et Z2 = i~. Les conditions d'existence des fonctions et valeurs propres de cette 

équation ont déjà été discutées au cours des sections précédentes. Celles-ci donnent /1lp = 

(2p + 1) ~et w1p = 0, soit : 

et Wcp 

r:::---:J 
f.1t + (2p + 1) _V_ usu 

Wo 

0 Vp. 

pEN, (II.52a) 

(II.52b) 
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.6.s < 0 .6.s > 0 
swo 

0 
2yl_!c(Mo-Moo) 

Rf3r 
j_!-lc(!-lo-Moo) 

Rf3r 

R v{ exp ( WsŒs rj 
4asd 

(J ....9:.L. 
2da 

Ws J2wo va;a 
Ile 

cp 0 - ~ aret an ( .6.8 ) 

kc j_-~8 
as 0 

Tableau II.2: Tableau récapitulatif des paramètres de l'enveloppe du signal (II.53a) suivant le 
signe de ~s· f.lo étant l'amplitude du champ incident et {loo le seuil du mode fondamental. 

Pour finaliser la caractérisation du signal, l'équation complète (II.48) sera résolue suivant 

la méthode donnée en annexe B.l. Ce qui donne : 

(II.53a) 

dont les expressions des paramètres S0°, CJ, W 8 , kc et cp sont données par le tableau II.2. 

La relation (II.53a) peut aussi se mettre sous la forme suivante : 

As (x) sg'" exp [ ( O"~;) '] exp [- (x -w; )'] cos ( kex) exp ( i~) (II.53b) 

soit A_, (x) ~ s;;;o exp [-(x ~;p)'] cos (keX) exp (i~)' (II.53c) 

avec s~o = S0°exp (x~). Le pic de l'enveloppe Gaussienne du signal (qui représente aussi 

la position du centre de masse de celle-ci) est alors déplacé par rapport à celui du champ 

de pompe incident de : 

2 
(II. 54) 

J1w étant la correction au seuil "homogène" pour le mode fondamental. Cette position est 

unique et dépend de la direction de la dérive (ou walk-off ;a8 ). Ceci implique qu'en présence 



Pompage inhomogène et modes globaux 88 

.6.8 = -0.50 .6.8 = 0.50 

anal. nu m. anal. nu m. 
W 8 (u.a) 4.606 4.600 ± 0.050 3.663 3.666 ± 0.050 
Xp (u.a) 2.652 2.650 ± 0.05 3.354 3.350 ± 0.050 

Tableau 11.3: Tableau comparatif de quelques caractéristiques (taille et position de piégeage) du 
signal donné par les diagrammes spatio-temporels de la figure II.19 ( num.) et des valeurs prévues 
par le calcul analytique (anal.) (voir tableau II.2). L'incertitude sur les valeurs numériques 
provient de l'erreur induite par la discrétisation de la grille. 

du walk-off le maximum de l'enveloppe du signal sera déplacé d'au moins la quantité Xp, 

qui sera d'autant plus grande que la taille de la pompe est grande. De plus, en ce point 

on a 11 ( Xp) = f.1o exp (- 4d::11~) = f.1o exp [- fla~flc J ; cela veut dire que la mesure de la 

position du maximum de l'amplitude du signal peut permettre de déterminer de façon 

assez précise certains paramètres intrinsèques du système. En effet la connaissance de 

cette position peut permettre de déduire la valeur du coefficient de diffraction, de walk-off 

ou encore du detuning, si les valeurs de deux de ces coefficients sont connues à l'avance. 

Enfin, pour vérifier la validité des résultats obtenus par le calcul analytique, nous 

avons intégré le modèle originel (1.9) de l'OPO dégénéré. Pour cela, dans chacun des cas 

.6.8 < 0 et .6.8 > 0 nous avons suivi l'évolution spatiale et/ou temporelle des différentes 

caractéristiques (taille, amplitude et position) du signal émis au seuil. Le signal de départ 

étant une Gaussienne localisée à l'opposé de la position de piégeage prévue analytique-

ment. La position du centre de masse de l'enveloppe du champ signal, de même que sa 

taille et son amplitude convergent alors vers les valeurs prédites par les relations (II.53). 

La figure II.l9 qui présente les diagrammes "espace-temps" du signal permet d'illustrer 

de façon qualitative l'évolution spatio-temporelle de la position du centre de masse x 0 (t) 

jusqu'à la position de piégeage Xp· Du point de vu quantitatif l'accord entre les résultats 

numérique et analytique est lui aussi très satisfaisant comme le montre le tableau (II.3) 

qui compare les caractéristiques (taille et position de piégeage) du signal issues des deux 

résultats pour différentes valeurs du detuning. 

Bien entendu, ces résultats ne sont rigoureusement valables qu'au seuil. Il se pose alors 
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Figure Il.19: Diagrammes spatio-temporels du signal (numérique) émis par le DOPO. Le trait 
continu repère la position du centre de masse de l'enveloppe (maximum de l 'amplitude) du 
champ signal; xo est la position de initiale de celle-ci. Les paramètres utilisés pour la simulation 
sont : as = 2ap = 0.02, wo = 75.00, b.p = 0.00, as = 0.01, avec J-Lo = 1.003 et b.s = -0.500 
pour (a) et J-Lo = 1.122 et b.s = 0.500 pour (b). 

la question du comportement dynamique de ces caractéristiques, notamment de la position 

de piégeage du signal au delà du seuil. Pour traiter cette question, nous avons fait appel 

à la méthode dite des coordonnées collectives. La section suivante est alors consacrée à 

l'application de cette méthode au DOPO à travers l'équation d'amplitude (II.48). 

11.3.1 Application de la méthode des coordonnées collectives 

L'objectif de la méthode des coordonnées collectives est d'obtenir l'évolution tempo-

relle du profil d 'une solution du système réputée robuste spatialement . L'idée est alors 

de restreindre l'analyse non-linéaire du système à une famille A0 (x, q1 ( T) ... Qn ( T) ; T) de 

solutions connues du système de sorte que pour A 0 fixé, sa dynamique soit contenue dans 

les fonctions qn ( T) . Une fois la solution test obtenue, la démarche consiste alors à résoudre 

les équations de Euler-Lagrange afin de déduire les évolutions temporelles de chacun des 

paramètres Qn (7). Concrètement il s'agit dans notre cas, d'assimiler la dynamique de l'en­

veloppe lentement variable du signal décrite par l'équation (II .48), à la dynamique de son 
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amplitude et de la position de cette amplitude dans le plan transverse. 

La mise en oeuvre de cette méthode nécessite alors la connaissance de la solution 

test A0 de (II.48) et de la densité d'énergie libre du système. Pour cela, nous effectuons le 

changement suivant: A 0 =exp (~ax- irl7) cp avec d0 = a8 d et D = /3ic/J2. Ainsi l'équation 

(II.48) se transforme en l'équation variationnelle ci-après : 

(II. 55) 

Au regard de la section précédente, nous pouvons considérer que l'enveloppe de la solution 

As (x, 7) peut s'écrire en variables séparées. À savoir cp (x, 7) = B ( 7) f (x), avec f (x) = 

exp (- :; ) qui doit satisfaire à la condition de normalisation suivante f~oo [f (x)] 2 dx = 1. 

Pour cela nous introduisons dans (II.55) la variable transverse normalisée X = ;n où 

dn = w 8 -y1". Finalement nous obtenons: 

(À (X) - :Jo) cp+ Dolc/J- f3re<>st"X cp3. (II. 56) 

6F a oF oF 
-- -----

bep ax oc/Jx ocfJ' 

avec D = ~ et F = f~oo :F (cp, c/Jx) dX où 
n 

F(c/J,c/Jx) (II. 57) 

L'analyse de la dynamique du signal à travers celle de l'amplitude et de la position du 

maximum de celle-ci est introduite comme suit : cjJ = B (7) f (X- P (7)). B (7) et P (7) 

sont respectivement l'amplitude et la position7 du centre de masse de l'enveloppe. La 

variation de l'énergie libre du système relativement aux variables conjuguées B et Pest 

7Il s'agit en réalité de l'écart à la position Xp déterminée précédemment. En effet les différents chan­

gements introduits plus haut donnent Ao = B ( T) e-ifh exp (-~-x- ~). Ce qui implique que le centre 
2 

de masse de l'enveloppe du signal est initialement en x= <>4~' = Xp· 
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alors donnée par les relations suivantes : 

8F 
8P 
8F 

et­aB 

la fonction de F étant donnée par 

où nous avons posé : 

f~= [8xf (X)]
2 
dX = ~' 

CX) ex 1 (etsdn) 2 
J_= e"fdnX f (X)4 dX = '?e2"' 2do ' 

W(P) f~= À (X+ P) f (X)
2 

dX. 

(II.58a) 

(II.58b) 

(II. 59) 

Nous déduisons alors des relations (II.58) les équations d'évolution temporelles de P et 

B: 

dP 
cl­

dT 
dB 

dT 

(II.60a) 

(II.60b) 

L'amplitude et le centre de masse de l'enveloppe du signal vont alors correspondre aux so-

lutions stationnaires P0 et B0 des équations (II.60). Celles-ci sont données par les systèmes 

d'équations suivants : 

dW 
dP 

B 0 

dW 
dP 0 et 

Dc1 +:Jo- W(P) 

(II.61) 

(II.62) 



Pompage inhomogène et modes globaux 92 

Le système (II.61) correspond à la solution triviale OPO Off. Elle ne sera donc pas consi­

dérée dans la suite. Nous déduisons des équations (II.62), l'équation que doit vérifier la 

position P du centre de masse à l'état stationnaire comme suit : 

dW 0!8 dn ( a; ( ) -+-- Dc1 +--W P) 
dP 2d 4d0 

o. (II.63) 

Ainsi à partir de l'expression de À donnée par le tableau (II.l), nous obtenons après calcul 

la fonction W (P) sous la forme : 

(II.64) 

2~. L'expression de 

W (P) ainsi obtenue est alors reportée dans l'équation (II.63) et le problème résultant 

admet comme solution : 

(II.65) 

Ces solutions P0± peuvent alors se mettre sous la forme suivante 

1 + (asdn) 2 
Ào- Àoo] 

2do À1 
(II.66) 

(II.67) 

où Àoo est relié au seuil corrigé f.1oo par .-\00 = f.1c (f.1oo- f.1c)· La condition d'existence de 

ces solutions nous permet alors de retrouver l'expression du seuil du mode fondamental 

de Gauss-Hermite donnée par l'analyse linéaire. Finalement nous avons 

A0 (T, x) ( 

1 )2 x-x s e-if2Te- Wsp 

0 ' 
(II.68a) 
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la position de piégeage Xp et l'amplitude 80 étant données par les expressions ci-après : 

2 p, 2 
1 CX 8 W 8 7r oW8 =x + x(l) (11.68b) Xp 4d + 2dn p p ' 

So 
12 1rP(5 

BoexP --2-. (11.68c) 

Ainsi, au-delà du seuil, la position du centre de masse de l'enveloppe du signal se trouve 

corrigée de la quantité x~1 ) = 7r~â:;, dans la limite où la taille du signal émis n'est pas 

très différente de sa valeur au seuil W 8 • Cet écart à la position de piégeage au seuil, induit 

par la même occasion une diminution de l'amplitude du signal par rapport à la valeur 

S~o donnée par le tableau (II.2). D'après l'analyse linéaire et la résolution non-linéaire de 

l'équation d'amplitude (II.48) par la méthode des perturbations, il apparaît qu'au seuil, 

la position de piégeage doit être donnée par Xp. Ce qui veut dire que si .>..0 = .>..00 nous 

devons avoir x~= Xp· Cette condition permet de déduire que des deux solutions P0±, c'est 

la solution P0- qui sera sélectionnée. 

Contrairement à ce qu'on pourrait intuitivement imaginer (figures II.20), il ressort que 

l'augmentation de l'amplitude du champ de pompe incident entraîne la diminution de 

l'écart entre les centres de masse respectifs de la pompe et du signal. Enfin la compa-

raison entre ces caractéristiques analytiques et les résultats des simulations numériques 

permettent de confirmer ces tendances, tout en présentant un haut degré de concordance 

entre les deux résultats. Nous pouvons conclure qu'en présence du walk-off, la méthode 

des coordonnées collectives constitue la meilleure alternative pour décrire le signal dans 

le régime non-linéaire en général. 

Les résultats que nous venons de présenter ci-dessus supposent donc que les caractéris-

tiques au seuil d'émission du signal soient très bien déterminées. Pour vérifier cela, nous 

avons comparé les caractéristiques des modes globaux du DOPO avec walk-off obtenues 

par le calcul analytique et l'intégration numérique des équations (I.9) en fonction de la 

taille du champ de pompe incident dans la figure II.21. Cette figure met alors en évidence 

le très bon accord qualitatif et quantitatif entre les résultats numériques et analytiques. 
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Figure 11.20: Variations des caractéristiques du signal (amplitude (ligne a) et position du 
centre de masse du profil de l'enveloppe (ligne b)) en fonction du paramètre de contrôle pour 
deux valeurs du paramètres de detuning .6..8 • Sur toutes les figures le trait plein correspond à la 
représentation graphique des relations données par II.68. Les tirets correspondent aux résultats 
analytiques associés au tableau II.2, tandis que les carrés sont les résultats des simulations 
numériques effectuées à partir du modèle originel pour a8 = 2ap = 0.020, .6..p = 0.000, Œs = 0.01 
et wo = 100.00 . .6../-L est l'écart relatif (en pourcentage) entre la l'amplitude du champ de pompe 

incident /-Lü et le seuil corrigé /-Loo (.6../-L = lOOJ.Lo-J.Loo). Les barres d'erreurs donnent l'intervalle de 
/-LOO 

confiance .6..x = ±0.05 du à l'incertitude sur la détermination numérique de la position x~. 
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Figure 11.21: Comportements (au seuil) numérique (points) et analytique (Eqs. II.53 et II.54) 
(trait plein) de quelques caractéristiques du signal en fonction du waist de l'amplitude du champ 
de pompe incident pour : a8 = 2ap = 0.020, /).P = 0.000 et a 8 = 0.015. 

Nous y vérifions notamment que le seuil varie inversement à la taille du champ de pompe 

et que la position de piégeage varie de façon linéaire avec ce même paramètre. 

Au delà de la validité de notre démarche qui est largement confirmée non seulement 

pour le seuil, mais aussi voisinage de celui-ci (voir respectivement les figures II.20 et II.21), 

c'est la validité de la relation de dispersion approchée qui est vérifiée. Il se trouve que la 

validité de celle-ci est mise en cause pour les faibles désaccords en fréquence. Car si on 

s'en tient à la relation (II.50a) donnant 1i, celui-ci tend vers l'infini pour .6..8 ---+ 0, ce qui 

n'est pourtant pas le cas d'après les points de la figure II.22 qui donne l'évolution du seuil 

déterminé numériquement en fonction du paramètre de detuning, puisqu'on observe une 

continuité de la courbe de seuil en fonction de .6..8 • C'est à l'étude de ce cas limite des 

petites valeurs de .6.. 8 (.6.. 8 « 1) que nous nous intéressons dans la section qui suit. 
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Figure II.22: Variations numérique (.) du seuil du mode global fondamental en fonction du 
paramètre de detuning du signal ~s· Les tirets correspondent aux seuils prédits par l'intermé­
diaire du développement de Taylor (Eq. II.52). Les paramètres a8 = 2ap = 0.050 u.a, ~P = 
0.000, wo = 100.000 et Œs = 0.015 u.a. 

11.3.2 Cas limite des faibles valeurs du detuning ~s 

Jusqu'ici l'équation de Ginzburg-Landau (Éq. II.48) nous a permis de rendre compte, 

de façon satisfaisante, de l'influence des inhomogénéités spatiales sur la dynamique spatio-

temporelle du DOPO. Cependant, comme nous l'avons évoqué dans le paragraphe précé­

dent (avec en illustration la figure II.22), il apparaît, au voisinage de la résonance parfaite 

(6 8 = 0), une divergence entre les caractéristiques analytiques et numériques du signal 

de sortie de l'OPO dégénéré. Le but de cette section est donc de comprendre l'origine de 

cette divergence et de proposer un modèle qui permet de s'affranchir de l'indétermination 

observée dans les caractéristiques issues de l'équation de Ginzburg-Landau (Éq. II.48) au 

voisinage de la résonance. 

Pour commencer, il serait alors judicieux de rappeler les résultats connus pour le 

cas idéal (pompage en ondes planes), lorsque le signal intra-cavité de l'OPO dégénéré 

est quasi-résonnant. Il a été montré dans ce cas que l'évolution spatio-temporelle du 

signal peut être décrite par l'équation de Swift-Hohenberg réelle [74]. Dans cette même 

référence, les auteurs montrent alors que les instabilités qui dominent la dynamique de 

l'OPO ne sont plus de type modulationnel mais plutôt induites par l'existence d'un front 
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de commutation. En conséquence il apparaît alors que la frontière entre les structures 

spatialement homogènes (fronts de translation uniformes) et non-homogènes (fronts de 

translation modulés) se déplace vers une quantité ~~ =/= 0 que nous expliciterons dans 

la suite. Nous pouvons alors expliquer la divergence entre les résultats théoriques et les 

résultats numériques au voisinage de la résonance par le fait que dans cette région, les 

inhomogénéités spatiales n'interagissent plus avec des structures de type Turing mais 

plutôt avec des structures de type front. 

Ainsi pour les besoins de notre étude, nous avons pris l'équation de Swift-Hohenberg 

donnée par la référence [74], dans laquelle nous considérons que le coefficient du gain 

linéaire a un profil Gaussien. Le modèle qui va nous servir de base pour notre étude est 

alors donné par : 

(II.69) 

La relation de dispersion de cette équation en régime linéaire est alors obtenue comme 

suit : 

w 

ls 
(II. 70) 

L'étape suivante, dans laquelle nous caractérisons le point tournant, et qui consiste en 

la recherche du point selle k0 tel que (~%)k=ko = 0, nous amène à résoudre l'équation 

ci-dessous : 

o. (II. 71) 

A rappeler que moyennant certains changements ( -ik -+ q, -iw -+ À), la relation (II. 71) 

est celle qui a été obtenue dans la référence [7 4], pour un champ de pompe incident 

homogène. 



Pompage inhomogène et modes globaux 98 

Pour les valeurs du paramètre de detuning supérieures ou égales à la quantité ~~ = 
1 

~ ( ~2 ) 3 , les solutions k0 sont toutes imaginaires pures (correspondant à des fronts uni-

formes en translation) , tandis que pour tout ~s < ~~ il existera des solutions possédant 

une partie réelle non nulle (fronts avec modulation). En d'autres termes, lorsque ~s ;? ~~ 

ce sont les structures homogènes qui domineront la dynamique du système, alors que 

les structures modulées en intensité (générées derrière les fronts) vont être les plus dé-

stabilisantes si ~s < ~~. C'est surtout à ces dernières que nous allons nous intéresser, 

l'interaction des inhomogénéités de pompage avec les structures homogènes étant très 

bien décrite par les résultats qui découlent de l'équation de Ginzburg-Landau étudiée 

précédemment. Ainsi pour ~s < 6.~, nous avons au point tournant Rt = 0 : 

k; + iki = ~ ( v'3 - i) ( ~ + ~;) ' (II.72a) 

2k;ki ( ~s + (k;) 2
- (k;) 2

) + ak;, (II. 72b) 

Ma= 1 + ( ~s + (k;}2
- (kf)2

) 
2

- (2k~kf) 2 - 2akf, (II. 72c) 

1 

avec " ~ ( ~) l [ 1 + 1 - ( ~;) '] 
0 

> 0; If b., < !'.;. R' ~ 0 étant un point tournant 

double, tous les développements précédents dans la région de celui-ci sont valides. Et la 

résolution de l'équation de Swift-Hohenberg (II.69) au voisinage de ce point tournant, en 

régime linéaire, conduit (voir Annexe D) comme dans le cas de l'équation de Ginzburg-

Landau (II.48), à l'équation de Weber avec les coefficients 

Zo ( iw1 + Ma/-11) ( 2, (II. 73a) 

et Z2 (Ma()
2 

' (II.73b) 

où ( 
1 

(II. 73c) 
J(3k~ + ~s) + 3ikf' 

1 J l [ 3k' ] (II. 73d) soit (r + i(i 1 . ~ 
--1 3k; + 6.8 + (g 

- ~ 2 ( 3k; + ~s + â) 2(6 
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fondamental et de sa taille (figure incluse) en fonction du paramètre de detuning du signal b.s. 
Les tirets correspondent aux seuils prédits par l'intermédiaire du développement de Taylor. Les 
paramètres as = 2ap = 0.050 u.a, b.p = 0.000, wo = 100.000 et Œs = 0.015 u.a. 

avec ( 0 = (3k~ + .6.s) 2 + ( 3~f) 
2

. Les critères de convergence des solutions de cette équation, 

qui ont déjà été présentés plus tôt, permettent d'obtenir les expressions corrigées du seuil 

et de la fréquence du mode fondamental comme suit : 

/Loo /La + ê 2 ( (Ç + (l) 1 (II.74a) 

t (i 
w - ê 2 ( (Ç + (l)" (II.74b) 

Celui-ci étant donné par : 

As (x, t) (II. 75) 

La différence fondamentale entre ce résultat et celui obtenu à partir de l'équation 

Ginzburg-Landau (II.48) de la section précédente, provient du fait que la singularité ob­

servée dans les caractéristiques du signal, obtenu à partir de l'équation (II.48) a disparu 
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(voir figure (II.23)). En outre nous avons désormais accès à la fréquencé corrigée du 

mode global au seuil. Le signe du terme correctif qui dépend implicitement du signe de 

la partie imaginaire du nombre d'onde kt (voir (II.73d)), est négatif dans le cas présent. 

Ceci implique une diminution de la fréquence du mode global par rapport à la fréquence 

obtenue pour un pompage homogène. Cette diminution de la fréquence est d'autant plus 

importante que la taille de la pompe est petite. La variation (numérique et analytique) de 

la fréquence du mode global (normalisée par rapport à la fréquence au point tournant) en 

fonction du paramètre de detuning pour deux valeurs de w0 , est représentée sur la figure 

(II.24). En particulier pour w0 = 20 u.a, la fréquence relative ~~ chute de 22% entre les 

valeurs de ~s allant de -0.05 à 0.05. On peut constater, sur cette même figure, que l'esti­

mation numérique est en bon accord avec la prédiction analytique. En conséquence, nous 

devons nous attendre à ce qu'il existe une zone de paramètre de ~s dans laquelle, l'effet 

des inhomogénéités spatiales compense celui du walk-off. En d'autres termes la frontière 

entre les structures homogènes et les structures spatialement modulées intervient plus 

tôt en présence du pompage inhomogène. Pour confirmer ce résultat, nous avons procédé 

comme suit : dans un premier temps nous avons déterminé pour w0 = 20 u.a, la valeur de 

~s pour laquelle l'effet du walk-off se trouve entièrement compensé. C'est le point (1) de 

la figure II.25. Ensuite cette valeur à été utilisée pour effectuer l'intégration numérique du 

modèle originel de l'OPO dégénéré. Le diagramme spatio-temporel issu de cette simula­

tion numérique, représenté sur la figure II.25, montre une structure spatialement localisée 

et homogène. Enfin nous avons effectué une nouvelle simulation numérique du modèle 

originel du DOPO avec les mêmes paramètres, mais cette fois pour un champ de pompe 

incident homogène. La fréquence estimée pour cette simulation correspond au point (2) 

de la figure II.25. Le diagramme spatio-temporel résultant présente alors des rouleaux 

d'intensité inclinés dans la direction du walk-off. Nous vérifions ainsi que ce sont bien les 

inhomogénéités spatiales qui sont à l'origine de la compensation de l'effet du walk-off. 

Un autre phénomène qui découle de l'interaction entre le pompage inhomogène et le 

8Il s'agit ici de la fréquence de passage des franges, pour un observateur dans le référentiel fixe. 
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Figure 11.24: Variation de la fréquence relative du mode global (normalisée par rapport à 
celle au point tournant) en fonction du paramètre de detuning du signal ~8 • Les (.) et (*) 
correspondent aux fréquences déterminées numériquement à partir du modèle originel du DOPO, 
pour les paramètres a8 = 2ap = 0.050 u.a, ~P = 0.000 et Œs = 0.015 u.a. 

walk-off est le piégeage des structures localisées. En effet nous avons montré que pour 

chaque ensemble de paramètres, il existe une position unique qui, une fois atteinte par 

le maximum de l'enveloppe du signal, entraîne une immobilisation de celui-ci (voir fi­

gure II.26b-2). Nous avons pour cela comparé les diagrammes spatio-temporels issus des 

simulations numériques des équations (I.9) respectivement pour un pompage en ondes 

planes (figures II.26a) et un pompage de profil Gaussien (figures II.26b ). On constate 

alors qu'au seuil d'émission du signal, dans le premier cas (pompe homogène) celui-ci 

se propage jusqu'à ce qu'il sorte de l'espace transverse, alors qu'avec la pompe de profil 

Gaussien, le signal reste piégé à la position Xp· Comme on peut le constater sur les fi-

gures II.26, correspondant aux profils asymptotiques de la pompe (figure II.26b-1) et du 

signal (figure II.26b-2), ce n'est pas à la frontière absolu/convectif mais plutôt au point 

où 11 = l1c + E ( 2(r ( 2 ) que le signal s'immobilise. Cette valeur de 11 correspond au seuil 
2 Cr+ i 

convectif corrigé par la même quantité que le seuil absolu . Les variations analytiques et 
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Figure 11.25: Variation de la fréquence en fonction du paramètre de detuning du ~s et dia­
grammes spatio-temporels du signal émis par l'OPO dégénéré au seuil. La courbe en trait plein 
correspond au résultat analytique pour un pompage de profil Gaussien et les tirets au cas du 
pompage en ondes planes. Les points (1) et (2) correspondent aux simulations numériques ayant 
données les diagrammes (1) et (2). Les paramètres étant les mêmes que ceux de la figure II.24. 

numériques de cette position, en fonction du paramètre de detuning, sont alors présentées 

dans la figure II.26d. Nous avons aussi représenté sur cette figure le résultat obtenu à 

partir de l'équation de Ginzburg-Landau inhomogène (II.48). Il apparaît alors que la sin-

gularité en ~s = 0, constatée pour ce cas, a été levée grâce à la prise en compte des termes 

d'ordre supérieur à 0 (k2 ) dans le développement de Taylor de la relation de dispersion. 

Dans ce chapitre nous avons étudié l'effet d'une variation spatiale de l'amplitude de 

l'onde de pompe incidente sur le processus d'amplification paramétrique dans un OPO. 

Nous avons pour cela considéré que le profil transverse de la pompe est Gaussien. Un 

travail analytique est alors possible si cette variation, caractérisée par le taux d'inhomo-

généité, est assez faible. Nous avons montré que c'est le cas lorsque le temps mis par la 

pompe pour parcourir une distance de l'ordre de la distance de Rayleigh, est très grand 

par rapport à son temps de vie dans la cavité. Dans cette configuration le régime linéaire 

est régi par l'équation aux valeurs propres de Weber. Les fonctions propres de cette équa-

tion étant les fonctions de Gauss-Hermite, elles correspondent à un spectre discret et non 
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continu, contrairement au cas d'un pompage homogène (onde plane). Il en résulte une 

discrétisation des seuils d'apparition des modes et la suppression de la courbe neutre de 

stabilité marginale. En présence du walk-off le mode global le plus instable se trouve piégé 

en une position décalée par rapport au centre de masse de la pompe, avec une fréquence 

d'oscillation plus faible que celle donnée pour un pompage en ondes planes. Ainsi les os­

cillations induites par la double réfraction peuvent être totalement atténuées bien avant 

la frontière classique (pour un pompage en ondes planes) entre les structures modulées et 

les structures homogènes. Nous montrons aussi que pour certaines valeurs de l'écart à la 

résonance nous sommes en mesure de générer des structures solitoniques oscillantes dans 

le temps mais piégées dans le plan transverse (Fig. II.27). 
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Fig ure II.27: Évolution spatio-temporelle du signal obtenu par l'intégration numérique du 
DOPO pour : as = 2ap = 0.050 u.a, l::::.p = 0.000, !::::.s = 0.150, wo = 100.000, Eo = 1.021 et 
as = 0.015 u.a. 
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Chapitre III 

Effets non-linéaires du walk-off dans 

des OPO 

Dans ce chapitre, nous étudions les effets non-linéaires induits par le walk-off, au 

cours du processus d'interaction paramétrique dans les OPO. A l'instar de la grande 

majorité des systèmes optiques, les OPO sont capables de générer une grande diversité de 

structures ordonnées et cohérentes. Dans nombres des cas, la dynamique des structures 

est directement liée à la présence d'un flot d'advection dans le plan transverse, ou alors 

elle y est très sensible. A la différence de certains systèmes où cette dérive est introduite en 

intervenant sur la géométrie du dispositif (inclinaison des miroirs [79], incidence oblique 

[80], etc ... ), elle apparaît de façon spontanée dans l'OPO, du fait de la double réfraction 

utilisée pour réaliser la condition d'accord de phase. Et l'action de ce walk-off, qu'elle soit 

directe ou résultante du couplage entre celui-ci et d'autres effets transverses (diffraction, 

dépendance spatiale des paramètres, etc .. ) sont à l'origine de divers phénomènes. On 

peut citer, entre autre, le déplacement du seuil d'oscillation, la brisure de la symétrie 

du système, ou encore la modification du domaine d'existence de certaines structures 

[46, 78]. La plupart des phénomènes qui viennent d'être énumérés sont dûs principalement 

aux effets linéaires du walk-off. Cependant, certaines observations finissent de convaincre 

que, vue la complexité du système d'équations aux dérivées partielles modélisant l'OPO, 
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l'action du walk-off ne pourrait s'arrêter à des effets purement linéaires. Pour illustrer ce 

propos, nous allons reprendre l'équation d'amplitude (II.48) pour un detuning du signal 

~s négatif. Les avantages que présentent les équations d'amplitude pour un système tel 

que l'OPO ont déjà, été discutés en 11.2.1.2. Ils ne seront donc pas rediscutés ici, si ce 

n'est pour préciser le caractère universel qu'elles confèrent à l'OPO, car les résultats qui en 

découlent peuvent être étendus à d'autres systèmes décrits par le même type d'équation. 

Si dans l'équation (II.48) nous faisons tendre w0 ----t oo (ce qui revient à supposer que 

le pompage est homogène), celle-ci prend la forme suivante : 

avec f3r et f3i donnés par le tableau ILl et le signal As est tel que As ex A 0 exp [i (kcx- Wct)]+ 

Aô exp [-i (kcx- Wct)], où (kc, Wc) = ( ~' -{saskc). Cette équation est identique 

(pour une dimension transverse) à celle donnée dans la référence [81]. Et les auteurs 

montrent que si l'on tient compte des non-linéarités dans le mécanisme de sélection du 

nombre d'onde transverse, il apparaît une brisure de symétrie entre les modes +kc et 

-kc. La figure liLl extraite de la même référence, donne l'évolution du degré de la dis­

symétrie R, défini comme étant la racine carrée du rapport des intensités de chacun des 

modes +kc et -kc tel que R 2 =lA; (kc)l /lA; (-kc)l, en fonction du paramètre de walk-off 

du signal as. On constate alors que cette dissymétrie disparaît en l'absence du walk-off 

(R2 _ 1). On remarque aussi que pour un walk-off non nul, la brisure de symétrie est 

d'autant plus importante que l'écart au seuil l'est. On a donc là un exemple des effets à 

la fois non-linéaires (intensité) et non-variationnels (f3i -=/:- 0) que le walk-off peut induire 

dans le comportement dynamique de l'OPO. On imagine alors l'importance que peuvent 

avoir les effets non-linéaires induits par la biréfringence, surtout lorsque les termes de 

saturation sont importants, au voisinage du seuil par exemple pour une bifurcation sous­

critique [34]. C'est donc à ce cas, pour un OPO dégénéré, que nous allons nous intéresser 

dans ce chapitre. La méthodologie consiste à établir d'abord l'équation d'amplitude mo-
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Figure III.l: Le paramètre de dissymétrie non-linéaire entre les modes kc et -kc, en fonction du 
paramètre de walk-off as, pour des écarts au seuil de 5% (courbes noires) et 10% (courbes bleues). 
Les traits pleins correspondent aux prédictions et les traits mixtes aux résultats numériques. Les 
paramètres utilisés sont : as = 2ap = 1.00 , b.p = -0.20, b.s = -0.50, l s = /p = 1.00. Cette 
figure a été extraite de la référence [81]. 

délisant la dynamique du système au dessus du seuil d'émission du signal. Cette étape 

constitue la première partie de ce chapitre. Ensuite, vue le caractère universel de l'équa-

tion de Ginzburg-Landau ci-dessus, cette étude est étendue au cas général, dans la seconde 

partie, sans se restreindre aux liens microscopiques des coefficients spécifiques à notre sys-

tème. Enfin, des simulations numériques mettant en évidence les résultats significatifs, 

dans le cas de l 'OPO dégénéré, constituent la dernière partie de ce chapitre. 

, 
liLl Equation d'amplitude pour le DOPO bistable 

en présence du walk-off 

Il est utile, pour la dérivation des équations aux amplitudes, d 'introduire dans les 

équations d'enveloppe données par le système (I.9), les changements suivants : Ap = 

f-t+ (1 - ib.p)B, As = Jl + !::::,.~A1 et E = f-t (1 + ib.p)· Les équations (!.9) s'expriment 

alors dans les nouvelles variables sous la forme : 

(III. la) 
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L'oscillateur paramétrique optique est en régime bistable, ce qui implique que la bifur­

cation de la solution de base OPO Off (A~, A~) = ( E~l;~~p), 0) est sous-critique, avec 

la condition !:::.j:)>.P- 1 > 0 (voir section 1.2.2). Cette étude concernera seulement le cas 

~s > 0, le cas ..6.8 < 0 ayant été largement étudié [35,42,48, 78]. L'étendue du domaine de 

bistabilité peut être directement proportionnel au carré de la quantité b3 = (~s~p- 1). 

En effet, l'expression de la valeur du paramètre de contrôle f.L = /-Lbst = L\s+L\p pour 
~ 

laquelle la bifurcation selle-noeud apparaît, peut être réécrite comme suit : 

/-Lbst (III.2) 

Donc si ~s et ..6.P sont de ordre de l'unité, de sorte que b3 « 1, on peut écrire que 

/-Lbst ~ f.Lc - t L\2 ). Ce qui implique que pour tout f.L pris au voisinage de la bifurca-
2J.Lc 1+ p 

tion, l'écart au seuil /Je = J1 + ~~ peut être mesuré par l'intermédiaire du paramètre 

E « 1, tel que f.L = f.Lc + c2 f.L2 avec E ~ b3 et f.L2 de l'ordre de l'unité, est la grandeur 

caractérisant le cycle de bistabilité. Dans ce cas les detuning ..6.8 et ..6.p peuvent être liés 

par le développement suivant : ..6.p = L + E. La bifurcation étant sous-critique, on dé­

duit [34,35] que les solutions des équations du DOPO (Eq. (III.1)) peuvent être exprimées 

par le développement asymptotique suivant : 

(III.3) 

Les v(i/2) = ( B(i/2)' Aii/2
)' Aii/2)*) T étant des fonctions lentement variables du temps et 

de l'espace, dont les différentes échelles sont fixées comme suit: x= Xo+EX, y= Yo+EY 

et t = T0 + ET1 + E2T2 . Le detuning ..6.8 étant positif, cela signifie que (wc, kc) = (0, 0). 
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Nous déduisons dans ce cas que : 

EOy, 

2>72 
E v _i(X,Y) · 

Nous reportons ensuite tous ces développements dans les équations (III.l). Ce qui nous 

permet d'obtenir aux différents ordres les équations suivantes : 

( Ôr0 - Lo) V(1/ 2) 0 0 ( El/2) 

( Ôr0 - Lo) V(l) N(l) 0 ( E1
) 

( Ôr0 - Lo) V(3/ 2) ( -Ôrl + LI) V(l/2) + N(3/2) 0 ( E3/2) 

( Ôr0 - Lo) V(2) ( -Ôr1 + L1) V(l) + N(2) + iN(l)' 0 (E2) 

(ôr0 - Lo) V(5/ 2) ( -Ôrl +LI) V(3/ 2) + ( -Ôr2 + L2) v(l/2) + N(5/ 2) + iN(3/ 2l'. 0 ( E5/2) 

Les expressions des opérateurs L 0 , L 1, L 2 , N(i/2) et N(i/2)' (i = 1, 2, 3, 4, 5) sont données 

dans l'annexe E. La résolution de ces équations, avec pour condition de solvabilité l'alter­

native de Fredholm, donnent respectivement aux ordres 0 ( E112) , 0 ( E1) , 0 ( E312 ) et 0 ( E2) 

les solutions suivantes (Voir aussi l'annexe E pour le détail des opérations) : 

v(l/2) (0, eie, e-ie)T rp, 

- ( e2ifJ' 0' 0) T rp2' 

(0, z, z*f, 

(
-i 2ll.s rn[) rn- _j_rn4e2ifJ 0 o)T 

"'(p}jc r T1 r LJ. 8 r ' ' 

où e 2i0 = l-ill.s = e-iarctanll.s z = _i_rn3eie et rn l'enveloppe lentement variable Les 
}je ' 2lJ. 8 r r' · 

évolutions spatio-temporelles de celle-ci, obtenues par l'application de la condition de 
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solvabilité aux ordres 0 ( c312) et 0 ( c512
), sont données respectivement par : 

Avec 
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(III.4a) 

(III.4b) 

L'équation gouvernant la dynamique de signal du DOPO au voisinage du seuil prend alors 

la forme de l'équation de Ginzburg-Landau suivante : 

(III.5) 

1 = 'Ys. Nous avons par ailleurs introduit la variable T = lst et la fonction 1/J qui est liée aux 
"(p 

enveloppes des champs de signal et pompe respectivement par As = Jl + 6~ exp( iB)'lj; et 

B =- (l~::p) 'lj;2. Le terme Vnz'l/J2ox'l/J, que nous désignerons par la suite par terme de gra­

dient non-linéaire, est un terme nouveau qui n'a encore été observé dans aucune équation 

modélisant la dynamique du signal émis par un DOPO [34, 35, 43, 66]. Le coefficient de ce 

terme est directement proportionnel au rapport des taux de relaxation des champs signal 

et pompe, mais aussi au walk-off, et ne peut disparaître que si celui-ci est nul ou si on sup-

pose que le walk-off est trop faible (du même ordre que 0 (c)) [34]. L'équation d'amplitude 

est dans ce cas identique à l'équation (III.5) sans le terme de gradient non-linéaire : 

(III.6) 
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Les solutions stationnaires de l'équation (III.5) sont1 
: 

0, 

b3 ± yib~ + 4b5À 

2b5 

(III.7a) 

(III. 7b) 

Nous appellerons respectivement branche haute et branche basse les solutions 1/J-: et 'lj;~. 

L'équation (III.6) de Ginzburg-Landau réelle d'ordre 5, de même que son équivalent 

complexe2
, a fait l'objet de nombreuses études [82-93]. Si pour des coefficients complexes, 

elle est capable de générer une grande diversité de structures stables [83-86, 89, 93], il n'en 

est pas de même pour l'équation de Ginzburg-Landau réelle donnée par (III.5), car les 

seules solutions stables connues à ce jour sont les fronts [83, 84, 86, 87, 89]. Ceux-ci sont 

alors classés en deux catégories et les critères de leur stabilité ont été énoncés par P. C. 

Hohenberg et W. Van Saarloos [84], qui seront complétés plus tard par J. M. Chomaz [92]. 

Selon que l'on tienne compte ou pas des non-linéarités, l'expression de la vitesse sera 

différente. Ainsi si on appelle vNL la vitesse tenant compte des termes non-linéaires et v* 

celle donnée par l'analyse de stabilité linéaire, nous pouvons écrire (lorsque a 8 = 0) que : 

ÀL étant le point pour lequel vNL = v* est donné par ÀL = !~! (11L = f.1c + 4::t) et la 
1 

vitesse correspondante est notée vL = b3 ( ~:) 2 . Alors les fronts sont dits linéaires (non-

linéaires) si leur vitesse de translation correspond à v* ( vNL). En absence donc du walk-off, 

1Compte tenue de la symétrie 7/J ----+ -7/J nous considérerons que les solutions positives. 
2 C'est-à-dire lorsque les coefficients À, d, b3 et b5 sont complexes. L'équation prend alors la forme 

suivante: 
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l'équation (III.6) possède le potentiel de Lyapunov suivant : 

où V ( ~) = - >.. ~2 12 - b3 ~4 14 + b5 ~6 16. Ce potentiel possède deux minima dans la zone 

de bistabilité Às < À < 0 (Ms < M < Mc) où Às = -bV 4b5 (Ms = Mc - bV 4b5Mc) qui cor-

respondent aux branches basse et haute. La solution ~; , qui, elle, existe uniquement 

dans cette zone, est un maximum du potentiel et y est donc toujours instable. Pour tout 

>.. < Às la solution ~~ qui est le seul minimum du potentiel est donc linéairement stable. 

Le point de Maxwell, pour lequel les branches haute et basse ont le même potentiel est 

atteint pour ÀM = -3bV16b5 (tLM =Mc- 3bV16b5J.lc)· De sorte que pour Às < ).. < ÀM 

(Ms < f-L < MM) ~~ = 0 est non-linéairement stable et la branche haute est dite métastable, 

tandis que pour ÀM < >.. < 0 (!-LM < M < Mc) c'est la branche basse qui est métastable et 

'lj;d est stable. Enfin lorsque >.. > 0 (tL > Mc) ~~ devient un maximum du potentiel V ( ~), 

il devient alors linéairement instable au profit de la branche haute. 

Le walk-off introduit un degré de liberté supplémentaire, car le nombre de paramètres 

indépendants dans (III.6) ne peut être réduit à moins de deux paramètres, pour donner 

l'équation suivante : 

(III.8) 

X - b3 T - b~ V - 1 {i;; A - b5 ' - {b;";, C . . l. l avec - v'dbSx, - b
5 

T, g - b3V ([vg, - b~A, u - y b;,'Y· ec1 1mp 1que que a 

dynamique peut être entièrement décrite par l'intermédiaire du coefficient de l'advection 

et de celui de l'amplification linéaire. La vitesse du front dans le référentiel de laboratoire 

(fixe) est alors donnée par vf =as- Vj, où Vj =v* ou VNL. Le domaine de métastablilité 

de la branche basse est alors scindé en deux, l'un dit domaine d'instabilité convective non-

linéaire et l'autre appelée domaine d'instabilité absolue non-linéaire. Dans la première 

zone, toute perturbation localisée d'amplitude finie, évolue vers deux fronts se déplaçant 

avec des vitesses de même signe, tandis que dans la zone d'instabilité absolue, elle évolue 
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vers deux fronts ayant des vitesses de translation de signe opposé. Le seuil d'instabilité 

absolue (non-linéairé) est alors obtenu en posant V1 =O. Ce qui donne : 

pour 
(III.9) 

pour 

En tenant compte du terme de gradient non-linéaire, il n'est plus possible de réduire 

le nombre de paramètres indépendants à deux. En effet, la normalisation des variables 

(l'enveloppe '1/J, les variables d'espace x et temporelle t) de l'équation (III.5) donne : 

(liLlO) 

où ~nl = ~~~ . Cette équation fait alors apparaître un troisième paramètre indépendant 

qui s'ajoute à A et Vg. Nous examinons maintenant les conséquences de la présence de ce 

terme, qui à première vue s'oppose à l'effet du walk-off. 

111.1.1 Dynamique des fronts de translation en présence du gra-

dient non-linéaire 

Nous allons dans cette section examiner les conséquences du terme d'advection non-

linéaire pour le DOPO. Pour cela, les fronts étant les solutions stables de l'équation de 

Ginzburg-Landau (III.6), nous allons commencer par déterminer l'effet du gradient non-

linéaire sur celles-ci. Ensuite nous appliquerons aux OPO dégénérés, les résultats ainsi 

obtenus. 

111.1.1.1 Caractérisation des solutions de type front 

L'équation de Ginzburg-Landau d'ordre 5 a été résolue avec plusieurs méthodes qui 

aboutissent d'une manière générale à la même solution, en ce qui concerne les fronts [88,89, 

3 Le terme non-linéaire est mis ici pour mettre l'accent sur le fait que ce sont les fronts non-linéaires 
qui gouvernent la dynamique. 
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91]. Dans le cadre de notre étude c'est la méthode dite de WTC (Weiss,Tabor,Cariello) [91, 

94, 95] que nous avons retenue. Cette méthode peut être résumée comme une adaptation 

de la technique de résolution multi-échelles pour les équations aux dérivées partielles. Elle 

consiste à supposer que la dérivée seconde joue ici le rôle d'une perturbation singulière et 

que par conséquent la solution de (III.5) peut s'écrire sous la forme : 

1/;(x,t) cp (x, t) [Œ (x, t)] 13 , (III. 11) 

avec O" (x, t) la variété singulière et (3 une puissance négative qui reste à déterminer. Cette 

détermination se fait en imposant que les termes dominants (c'est-à-dire de degré le plus 

bas en O") de la dérivée seconde en x se compensent par les non-linéarités saturantes. Dans 

ce cas les différents termes apparaissant en (III.5) sont donnés par : 

Ce qui implique alors que cp (Œx) 2 
0"/3- 2 est du même ordre que cp5

Œ
5i3. On en déduit que 

(3- 2 = 5(3, soit (3 = -~. On constate alors que le terme le plus bas dans le gradient 

non-linéaire 0"3/3-l = Œ-~, est du même ordre que celui des non-linéarités d'ordre 5. Il en 

est de même pour l'advection ( 1/Jx) et les termes non-linéaires d'ordre 3. Nous recherchons 

donc les solutions de (III.5) sous la forme : 

1j; (x, t) 
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Cette expression est reportée dans l'équation (11!.5), et après avoir regroupé les termes 

par puissance de Œ, nous obtenons le système d'équation différentiel suivant : 

4Yt Àqy + 4Yrr - a:1Jr, (III.12a) 

Œt 2 ~ Œr + O"rr - Œ:Œr - 2V~z1J1Jr - 2b3qy2
, (III.12b) 

(J2 2 1 2 4 4 
(III.12c) r 3Vnz1J Œr + 3b5qy , 

où r = Jri, ex~= % et v~z = ~- À partir de la dernière équation, nous déduisons que 

bi avec ± 

b' _.~..2 
±'f' ' 

Ainsi lorsque le coefficient Vnz est petit nous avons 

(III.13a) 

(III.13b) 

(III.13c) 

Il suffit donc de déterminer l'expression de qy pour en déduire celle de Œ. La suite de la 

méthode consiste à transformer les équations aux dérivées partielles couplées (III.l2a) et 

(III.12b) en un ensemble d'équations différentielles ordinaires. Pour cela nous égalisons 

les relations (III.13a) et (III.12b) après les avoir dérivé respectivement par rapport à tet 

r. Nous obtenons ainsi l'équation 

qui avec (III.12a), donne l'équation différentielle ordinaire suivante : 

(III.14) 
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qui admet des solutions de la forme cp (r) = cp0 e~'r avec 

À.b
1 

(3b
1 

- 2v
1 

) l 1 + ± ± nl 
b2 0 

3 

La forme algébrique compliquée de K,
1 se simplifié d'une manière significative, si l'on tient 

compte de l'expression de la solution stationnaire 1/J": : 

(III.15) 

Ensuite l'équation différentielle ordinaire décrivant l'évolution temporelle de cp est obtenue 

en reportant la solution cp(r) = cp0 e~'r dans (III.12a). Il en résulte 

L'expression finale de cp (r, t) est alors donnée par la relation : 

cp (r, t) A. e~' (r-et) 
'f'O ' 

avec c 
1 1 À 

a -"" --. s K,l 

On en déduit que 

J (r, t) 

4D'après la relation (III.13b) , nous avons 

3b~- 2v~1 
b~ (3b~- 2v~1 ) 

donc, K,1 

-3b=f 

-3b~b~ = 4b5 
.----. 

_ __12_ [ 1 4b5Àl =- 2b5 "/,±2 
3b' 1 ± + b2 3b' o/ 8 0 

=f 3 =f 

(III.16) 

Comme b5 = - ~b~b'__, nous obtenons finalement K,± = bt '1/J~e. Nous déterminerons par la suite laquelle 
des solutions '1/J!' sera effectivement sélectionnée. 
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et la solution globale de l'équation d'amplitude, en fonction des variables physiques, prend 

la forme: 

(III.17) 

avec K., = 'J-a et Vp1 = Œ8 - >-+:1';2 
qui correspondent respectivement à la raideur et à la 

vitesse de translation du front connectant les solutions 1/J~ et 1/J!'. La solution 1/J; étant 

instable nous ne garderons que celle reliant la branche basse ( 1/J~ = 0) et la branche haute 

( 1/Ji). Ainsi le nombre de valeurs que K., passe de quatre à deux : 

K., K.,± = b; 1/J -:2 (III.18a) 

b± G~) [1 ± 
12db5 

avec 1+--2 
Vnz 

(III.18b) 

Les signes de ces deux valeurs, déterminés par celui de b±, sont donc opposés et carres-

pondent l'un au front montant (kink) et l'autre au front descendant (anti-kink). 

- Le front montant ( kink) 

Le front est dit montant lorsque celui-ci part de la branche basse vers la branche haute. 

Cela se traduit ici par le fait 1jJ (x -----+ -oo) -----+ 0 et 1jJ (x -----+ +oo) -----+ 1/Ji, ce qui implique 

que K., doit être positif; d'où K., = K.,+ = b; 1/Ji2 > O. C'est donc vers ce front que tend 

asymptotiquement le bord lent d'une perturbation localiséè (selon les conventions que 

nous avons utilisées jusqu'à maintenant), avec pour vitesse 

(III.19a) 

- Le front descendant ( anti-kink) 

Dans ce cas le front part de la branche haute vers la branche basse. Nous avons alors 

1jJ (x-----+ -oo) -----+ 1/Ji et 1jJ (x-----+ +oo) -----+ 0, donc K., doit être négatif, d'où K., = K.,_ = 

5 Le terme localisé est utilisé ici pour toute perturbation de taille et d'amplitude finie. 
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b:;'l/J;2 < O. C'est donc vers ce front, dont la vitesse est donnée par 

v nt 
f -

À 
Œ8 - dr;,_--, 

K,_ 

122 

(III.19b) 

que le bord rapide d'une perturbation localisée va évoluer de façon asymptotique. 

Ainsi aux temps longs, le profil de toute perturbation localisée pourra s'écrire : 

1 + tanh [~+ ((- (~)] j1 + tanh [~- ((- (~)] 
2 2 ) (III.20) 

(~ et C sont les positions des centres de masse (correspondant aux points d'inflexion) des 

fronts à un instant t donné. Afin de mettre en évidence les effets du gradient non-linéaire 

dans ces solutions nous examinons les cas de figure suivants : 

1) Cas sans advection et sans gradient non-linéaire 

En l'absence du terme d'advection et du gradient non-linéaire, la relation (III.18b) donnant 

b± se réduit à 

b± ±b0 = ±2~, 

d'où ~± = ±~0 = ±'f'l/J; avec 1/Js = 'lfJ;. Chacun des bords d 'une perturbation localisée 

va alors évoluer vers deux fronts, montant et descendant, de même raideur et de même 

vitesse vj = ±v0 =±>.:~"il et donc symétriques, comme l'illustre la figure III.2.1c. Dans 

cette figure qui donne les variations des vitesses vj en fonction du paramètre de contrôle 

À, nous avons grisé le domaine de stabilité de l'état de base. Le point d'intersection de 

ces deux courbes où les vitesses changent simultanément de signe, donne alors la frontière 

entre les différents régimes de stabilité de la branche basse. Cette branche est dite stable 

et la branche haute est métastable si les fronts se déplacent l 'un vers l 'autre. Dans le 

cas contraire (si les fronts s'éloignent l 'un de l'autre) les stabilités des deux branches 

s'inversent (Figure III.2 .1). C'est ce que montre la figure (Figure III.2.1a), qui représente 
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l'évolution d'une perturbation localisée, pour des valeurs du paramètre de contrôle prises 

de part et d'autre du point d'inversion des signes des vitesses vj et vj. Les figures NLA 

et NLS montrent alors les deux cas de figure possibles. En effet, dans le premier cas, les 

fronts s'éloignent l'un de l'autre avec la même vitesse et asymptotiquement, le système 

converge vers la branche haute. Le cas NLS montre la stabilité de la branche basse, les 

fronts se déplaçent l'un vers l'autre avec la même vitesse, et asymptotiquement le système 

converge vers la branche basse. 

2) Cas avec advection et sans le gradient non-linéaire 

Les expressions de b+ et b_ ne changent pas par rapport au cas précédent et les fronts 

ont toujours la même raideur. Par contre les vitesses vj = CYs - v0 et vj = CYs + v0 

du kink et de l' anti-kink sont différentes. Il apparaît alors, pour tout observateur dans le 

référentiel de laboratoire, une brisure de la symétrie de translation entre les deux parois de 

domaine, d'où les notions d'instabilité convective et absolue non-linéaire introduites plus 

tôt. Cependant cette brisure de symétrie est plus ou moins relative (apparente) car elle 

n'est pas perceptible dès lors que l'observateur mobile se déplace à la vitesse d'advection 

CYs. En effet pour un tel observateur les vitesses de translation des fronts sont données 

vj=- CYs = ±v0 • Ceci est bien visible sur la (Figure III.2.2c) en traçant la nouvelle droite 

horizontale passant par le point d'intersection des courbes donnant les deux vitesses vj et 

vj. Du point de vue spatio-temporel, il existe maintenant deux situations pour lesquelles 

la branche basse est stable. En effet, s'ajoute au cas stable présenté dans le paragraphe 

précédent la situation où les deux fronts se déplacent dans la même direction avec des 

vitesses différentes, et la vitesse du front montant est plus grande que celle du front 

descendant. Le premier finit alors par entrer en collision avec le second et la solution 

asymptotique correspond donc à la branche basse. Ces deux cas de figure de la stabilité 

spatio-temporelle de la branche basse sont schématisés par la (Figure III.2.2a). A ces 

cas, s'ajoute aussi la situation dans laquelle les deux parois de domaine se déplacent 

toujours dans la même direction, mais la vitesse du front montant est inférieure à celle 
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Figure III.2: Comportement (spatio-temporel) caractéristique des fronts dans les différents do­
maines : de stabilité non-linéaire (NLS) et d'instabilité non-linéaire convective (NLC) et absolue 
(NLA), pour les trois cas de base de l'équation de Ginzburg-Landau (III.5). Les figures 1), 2) et 
3)c donnent les évolutions typiques des vitesses dans ces cas. 
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du front descendant. Ainsi la perturbation s'élargit tout en étant advectée, et la branche 

basse retrouve asymptotiquement sa stabilité. C'est le cas qui correspond à l'instabilité 

convective (Figure III.2.2b, NLC), dont le domaine est donné par la zone en gris clair sur 

la figure III.2.2c. 

3) Cas avec le gradient non-linéaire (avec ou sans l'advection) 

En présence du gradient non-linéaire, avec ou sans la dérive, l'égalité b+ = -b_, observée 

pour les cas précédents, n'est plus vérifiée. En d'autres termes nous avons lb+ 1 =J. lb-1, 

ce qui implique que toute perturbation localisée évoluera vers deux fronts de raideur dif­

férente ( 1 h:+ 1 =J. 1 h:_l). Alors les vitesses des fronts données par les relations (III.19a) et 

(III.19b) sont elles aussi différentes même sans l'advection. Ainsi, quel que soit l'obser­

vateur, la dissymétrie introduite par le gradient non-linéaire sera toujours perceptible. 

De plus, l'effet de convection introduit par ce terme (non-linéaire) est opposé à celui du 

walk-off. Lorsque les deux effets sont combinés, la définition du seuil absolu dépend de 

celui qui prédomine. Si c'est le walk-off qui l'emporte alors, dans le domaine convectif, 

le kink et l' anti-kink se déplacent dans le même sens vers la droite, et le seuil absolu 

est atteint quand la vitesse du kink s'annule. La vitesse de celui-ci étant plus petite, 

le seuil absolu sera alors plus bas dans ce cas. Par contre, quand l'effet de l'advection 

non-linéaire l'emporte sur celui du walk-off, le kink et l' anti-kink se déplacent vers la 

gauche en régime convectif. Il en résulte que toute perturbation localisée se déplacera à 

contre-courant de l'advection linéaire. Ceci se traduit par un impact considérable sur la 

dynamique non-linéaire, notamment sur la nature convective et/ou absolue des régimes 

d'instabilité. Il apparaît une différence significative entre les valeurs effectives des seuils 

non-linéaires observées et estimées numériquement et celles fournies par l'analyse de sta­

bilité linéaire. Dans le cas de l'équation de Ginzburg-Landau traitée dans cette thèse, 

notre méthode permet de prédire et donner l'expression analytique des seuils convectif et 

absolu non-linéaires (Figures III.2.3). 
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111.1.2 Application à l'oscillateur paramétrique optique dégé-

né ré 

Contrairement au cas général, à partir duquel nous avons obtenu les solutions de 

l'équation de Ginzburg-Landau avec le gradient non-linéaire, dans le DOPO, les para-

mètres ne peuvent pas être fixés indépendamment les uns des autres (voir Eq. (III.5)). 

La présence du walk-off entraîne automatiquement celle du gradient non-linéaire, dès que 

les effets de saturation deviennent importants. Ce qui signifie que la présence de la dérive 

spatiale dans le DOPO (walk-off), va créer obligatoirement un terme source de gradient 

non-linéaire dans le milieu. La dynamique, en termes de stabilité convective et absolue, 

est alors la résultante de la compétition entre les effets linéaires et non-linéaires de la 

dérive. Ces effets étant opposés nous nous attendons à ce que la vitesse de translation des 

fronts dans le DOPO soit plus petite que prévue, et par conséquent que les seuils absolus 

effectifs soient plus faibles aussi. En ce qui concerne la géométrie du système, il apparaît 

alors une brisure de la symétrie x -----+ -x. Cette dissymétrie sera plus ou moins marquée 

selon la configuration du système. Nous avons donc comparé, en fonction du paramètre 

de contrôle, les vitesses théoriques du front avec et sans le gradient non-linéaire et celles 

données par l'intégration du modèle originel de l'OPO dégénéré. La figure (III.4) montre 

clairement que le vitesse effective des fronts du DOPO est en excellent accord avec nos 

prédictions analytiques à partir de l'équation d'amplitude de Ginzburg-Landau, en tenant 

compte du gradient non-linéaire. Les seuils absolus et convectifs étant étroitement liés à la 

vitesse des fronts, il s'en suit un abaissement des seuils. Ceci peut être interprété comme 

étant une des conséquences de l'accentuation de brisure de symétrie par le gradient non­

linéaire. Pour étudier cette dissymétrie nous introduisons le coefficient TJ = 1 :: 1 comme 

le rapport des raideurs des fronts descendant et montant : 

1 
_ 2vnl 

Vnl + Jv;1 + 12dbs 
(III. 21) 

Ainsi TJ = 1 pour des fronts symétriques, en absence du terme du gradient non-linéaire 
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Figure 111.3: Comportement du coefficient de dissymétrie non-linéaire en fonction du walk-off 
et du rapport des taux de relaxation des champs intra-cavité. Les courbes (trait plein) cor­
respondent au prévisions et les points sont obtenus suite à l'intégration numérique du modèle 
originel du DOPO. Les paramètres utilisés sont les mêmes que ceux de la figureiii.4. Le trait 
plein rouge et le trait mixte sont les profils numériques pour les points (1) et (2). 
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( Vnz) et permet de quantifier le degré de dissymétrie induit par celui-ci. L'écart absolu du 

rapport Tl à l'unité (iTt- li) est alors d'autant plus grand que le coefficient Vnz est grand et, 

par conséquent, la dissymétrie plus importante. Dans le cas présent, celui-ci dépend à la 

fois du walk-off et du rapport des taux de relaxation 1 = 'Ys = !_tp des champs intra-cavité 
"fp s 

( tp et ts sont les temps de vie respectifs des champs pompe et signal dans la cavité). Ceci 

traduit le fait que, non seulement la brisure de la symétrie est plus ou moins marquée 

selon que la dérive est plus ou moins rapide, mais aussi qu'elle est plus importante si le 

champ de pompe intra-cavité a une durée de vie plus longue que celle du signal (cf. Figures 

III.3) . Pour ce faire, nous avons examiné numériquement l'importance de l'assymétrie en 

fonction des paramètres physiques du DOPO. Les résultats de cette étude sont présentés 

dans la figure (III.3) qui donne le comportement du degré de dissymétrie en fonction 

du walk-off, pour deux valeurs du rapport 1 : 0.80 et 1.25. Outre le bon accord entre 

nos prévisions analytiques et les résultats numériques, nous observons (par exemple pour 

1 = 1.25) que la dissymétrie relative entre les fronts montant et descendant peut atteindre 

et même dépasser les 100%. La comparaison des profils transverses en intensité du signal 

pour CYs = 0.0 et CYs = 0.1 pour le rapport 1 = 0.80, permet de visualiser la dissymétrie 

induite par le walk-off dans ce cas. 

Ces résultats obtenus pour une seule dimension transverse, sont encore valables à 2D. 

En effet, la coupe transverse (en y = 0) du signal 2D issu de l'intégration du modèle 

originel de l'OPO à été comparé aux résultats de l'intégration de l'équation de Ginzburg-

Landau, avec et sans le terme de gradient non-linéaire. Les résultats sont consignés dans 

la figure (III.5). Cette figure permet à la fois de comprendre l'origine de la dissymétrie 

observée sur le signal émis par l'OPO en présence du walk-off et de montrer la validité de 

notre modèle (Eq. (III.5) ). La symétrie observée avec l'équation de Ginzburg-Landau sans 

le terme de gradient non-linéaire, disparaît lorsque ce terme est pris en compte. De plus, 

le signal issu de l'intégration de cette équation (III.5) coïncide de façon très satisfaisante 

avec celui émis par l'OPO dégénéré. 

Nous avons réduit le système d'équations couplées décrivant l'évolution des champs 
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gradient non-linéaire. Le paramètres utilisés sont les mêmes que ceux de la figure III.4 
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Figure III .6 : Figure issue de la référence [96], le profil dissymétrique du signal numérique d 'un 
amplificateur paramétrique optique. 

dans un DOPO, à une seule équation dite équation d'amplitude. Elle nous a permis de 

mettre en évidence un couplage entre les non-linéarités du système et la dérive spatiale 

introduite par la biréfringence du milieu. Nous avons montré que la brisure de symétrie, 

induite par les effets linéaires associés au walk-off, peut être soit atténuée ou aggravée par 

ces effets non-linéaires. Cette atténuation des effets linéaires s'accompagne de la brisure de 

symétrie (x---+ -x) entre les parois de domaine montante et descendante de toute pertur­

bation localisée dans le système. Nous avons quantifié analytiquement cette dissymétrie 

en définissant un coefficient qui mesure l 'impact du gradient non-linéaire induit par le 

walk-off. Dans le cas de l 'OPO dégénéré, les résultats obtenus à partir de l'équation d 'am-

plitude sont en très bon accord avec ceux donnés par l'intégration numérique du modèle 

originel. Les paramètres pertinents dans la description des effets non-linéaires sont alors le 

walk-off et la différence des temps de relaxation des champs signal et pompe intra-cavité. 

Nous tenons donc avec le gradient non-linéaire dû au walk-off, une des causes, sinon la 

cause de la dissymétrie observée dans certains OPO [13], de même que dans certains sys­

tèmes paramétriques, dès que le walk-off n 'est plus négligeable. On peut citer en exemple 

le cas de l'amplificateur paramétrique optique (OPA) [96] dont est issue la figure III.6. 



Chapitre IV 

Auto-compensation du walk-off par 

couplage avec la diffraction et/ ou les 

non-linéarités dans des OPO 

Dans les chapitres précédents, nous avons vu que l'interaction entre le walk-off et 

la dépendance spatiale du champ de pompe, ou encore, entre le walk-off et les non­

linéarités dans l'OPO dégénéré, pouvait conduire à une modification drastique de la 

dynamique spatio-temporelle de celui-ci. Ce changement de comportement va de l'at­

ténuation (couplage walk-off/non-linéarité) à l'annulation pure et simple (couplage walk­

off/inhomogénéités) des effets de la dérive. Cependant, le DOPO reste un cas limite (les 

champs signal et complémentaire sont identiques conduisant à une interaction à deux 

ondes), qui offre une grande opportunité de comprendre le comportement général des 

OPO (interaction à trois ondes). En conséquence nous pouvons imaginer que les effets 

observés dans ce cas dégénéré soient plus ou moins accentués, dans le cas où le signal et 

son complémentaire ne sont plus indissociables. L'interaction entre diffraction et walk-off 

en est un parfait exemple [48]. En effet dans cette référence [48], les auteurs H. Ward et 

al. y montrent que contrairement à ce que l'on pourrait penser de prime abord, la perte 

de recouvrement due à la dérive n'entraîne pas forcément une augmentation du seuil 

131 
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d'émission de la paire signal et idler, mais plutôt sa diminution. Il est alors possible de 

générer des structures convectivement stables en dessous du seuil linéaire classique (sans 

walk-off). C'est principalement à ce type d'interaction associant le walk-off à d'autres phé-

nomènes, qu'ils soient linéaires (diffraction) ou non (saturation non-linéaires), que nous 

nous sommes intéressés dans ce chapitre. Après un rappel de l'analyse de stabilité linéaire 

classique dans la première partie, la seconde partie sera consacrée à l'étude du couplage 

walk-off/diffraction. Nous y examinerons la capacité de l'OPO à générer des structures 

absolument stables en dessous du seuil linéaire classique et ce pour une bifurcation super-

critique. Enfin dans la troisième et dernière partie, nous étudions l'interaction walk-off et 

non-linéarités. A cet effet, pour comprendre comment le terme de gradient non-linéaire 

observé dans le chapitre précédent (pour l'OPO dégénéré) intervient dans la dynamique 

en cas de non-dégénérescence, nous considérerons le cas de la bifurcation sous-critique. 

Cette bifurcation conduit à un régime d'instabilité dans lequel nous examinons l'effet du 

walk-off sur les structures localisées de type solitons; ceci grâce à une équation d'am-

plitude contenant des termes supplémentaires qui permettent de décrire correctement la 

dynamique non-linéaire de l'OPO en présence de walk-off. 

IV.l Rappels sur l'OPO non dégénéré avec walk-off. 

Pour l'OPO non dégénéré (Éqs. (I.8)) au delà du seuil d'oscillation, les expressions 

des champs émis par ce dernier peuvent s'exprimer sous forme de famille d'ondes planes 

progressives. Ces solutions que nous dénommerons aussi par OPO On se mettent alors 

sous la forme suivante [35, 42, 48] : 

E-C2éP 

l+i~p 

Cexp (ik.r+iwt) 

CéP exp ( -ik.r- iwt) 

(IV.l) 
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Figure IV.l: Représentation graphique du cercle d'équation (IV.7) donnant les composantes du 
nombre d'onde critique de l'OPO pour un detuning effectif .6.e positif. Les tirets correspondent au 
cas sans walk-off (a= 0) et le trait plein au cas avec walk-off (a= 0.135). Les autres paramètres 
sont : "(8 ="fi = 1, .6.8 = .6.i = -0.14, a 8 = 0.5, ai = 0.45 et ai = 0 [78]. 

k (kx, ky) et r(x, y) sont respectivement le vecteur d'onde (caractéristique de chaque fa-

mille d'ondes progressives) et le vecteur position dans le plan transverse. La fréquence 

temporelle w, le déphasage cp entre les champs signal et idler et leur amplitude C sont 

reliés aux paramètres de l'OPO par les relations suivantes : 

cos (cp) 

w 

l+b.~+Cf 
E 

"(s'Yi [b.s-b.i+k 2 (as-ai)+(as+ai)kx J 
'Ys+'Yi 

il "(sb.s+'Yib,.i 
"/s+'Yi 

a "(sas+'Yiai 
'Ys+'Yi ' 

a "fsOés -"(iOéi 
'Ys+'Yi ' 

(IV.2) 

(IV.3) 
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sont respectivement les valeurs effectives du detuning, de la diffraction et du walk-off. 

L'analyse de stabilité linéaire classique (à partir de la solution triviale; OPO Off) [35, 42, 

48] permet alors de déterminer la valeur du paramètre de contrôle J1 = l+fb.p pour laquelle 

l'OPO bifurque de la solution Off vers la solution (IV.1), mais aussi et surtout l'expression 

du nombre d'onde au seuil. En effet, la relation de dispersion obtenue en introduisant la 

décomposition en modes normaux ci-après 

(IV.4) 

dans les équations (I.Sb) et (I.Sc) linéarisées autour de la solution de base s'écrit comme 

suit : 

0, (IV.5) 

avec 

bs -"!s [1 + i (~s + ask2 + Œskx)], 

et bi -li [1- i (~i + aik2
- Œikx)]. 

On en déduit la courbe neutre de stabilité marginale (R (D) = 0) 

(IV.6) 

et la fréquence correspondante <J (D) =w. Le nombre d'onde sélectionné au seuil, est celui 

qui minimise la courbe neutre. En présence du walk-off ce nombre d'onde ne dépend pas 

uniquement du signe du detuning effectif, mais de la quantité ~e = o:2
- 4aA. Ainsi quand 

~e est positif (ce qui est vérifié quelque soit A < 0), le nombre d'onde critique obéit à 

l'équation du cercle 

( kc ~)2 kc2 
x+ 2a + Y 

(IV.7) 
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et le seuil correspondant est donné par f.lth = f.lc = 1 . On remarque, par rapport au cas 

sans walk-off, que si le seuil reste inchangé, le cercle1 (IV. 7) caractérisant les modes les 

plus instables à ce seuil se trouve quant à lui déplacé de la quantité ~ dans la direction 

(x) de la dérive. De plus, ce déplacement entraîne une variation du module des vecteurs 

d'onde des structures au seuil (cf. figure IV.l). 

Pour ile< 0 (Li> 0 et a petit), 1111 (k) atteint son minimum à (k~, k~) = ( -~, 0) et 

l'expression du seuil est donnée par 

f.lth (IV.8) 

soit à l'ordre dominant en a 

/1th (IV.9) 

avec f.lc = J1 + ,ii2. 

Enfin, quelque soit le signe de Li., la nature de la bifurcation au seuil linéaire va 

dépendre du signe de la quantité lleflp - 1. Lorsque cette dernière est positive, les deux 

solutions Ci coexistent pour ~~~~e ::( f.1 ::( f.lth' donnant ainsi naissance à une bifurcation 
p 

de Hopf sous-critique. Dans le second cas (lleflp- 1 < 0) seule la solution C~ existe, ce 

qui va donner lieu à une bifurcation super-critique au seuil. Dans la suite nous allons 

traiter le cas ile < 0, qui entraîne un abaissement du seuil, et ce pour chacune de ces 

bifurcations. 

IV.2 Abaissement du seuil d'émission de l'OPO 

Les expressions du seuil linéaire données par la relation (IV.8) ou (IV.9) indiquent 

qu'en présence du walk-off, ce seuil sera toujours plus bas que celui du cas sans dérive. 

Cependant, l'analyse de stabilité spatio-temporelle [48] montre qu'à ce seuil les structures 

1Ce cercle correspond à la projection (au seuil) de la surface neutre de stabilité marginale (IJLI, kx, ky) 
dans le plan (kx, ky)· 
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qm y apparaissent sont convectivement instables. Cela signifie que par rapport à une 

perturbation localisée, l'abaissement du seuil observé n'est pas un abaissement effectif, 

puisque pour une telle perturbation et sans source de bruit dans le système, ce dernier 

retrouve son état de base asymptotiquement. Dans cette section nous analysons alors 

la capacité de l'OPO à générer des structures absolument stables sous le seuil linéaire 

classique, car c'est seulement à ce cas que correspond un abaissement effectif du seuil 

c'est-à-dire indépendemment du type de perturbations initiales, étendues ou localisées. 

Pour cela nous avons utilisé l'équation d'amplitude donnée par la référence [48], obtenue 

pour le cas d'une bifurcation super-critique. 

IV.2.1 Description du modèle 

L'équation d'amplitude modélisant l'OPO en régime faiblement non-linéaire, pour une 

bifurcation super-critique, qui nous sert de point de départ dans notre étude a été obtenue 

suite à la dérivation du modèle de l'OPO en champ moyen (I.8) dans la limite des faibles 

valeurs de la dérive [48] 

T3tAl =(dl+ id2) (11- !-le) Al+ (cr+ ici) \73__A + (vg + iwg) axAl- (Nl + iN2) [Al[ 2 Al. 

(IV. lü) 

Les coefficients de celle-ci sont reliés à ceux du système originel par les relations suivantes 

[48]: 

T -
1
- [Crs+ li)

2 +Crs -li)
2 Li2] 

lsli 

2 ( 1 +Li 2) ~ (rs +li) 1 

1 

-2 ( 1 + Li2
) 

2 
(/s -li) Li, 

2aLi (ls +li), 
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bs- 'Yi) (as- ai) Li2
- bs +'Yi) (as+ ai), 

2Lia ('Ys +'Yi) , 

1- Li~ 
2 1 + ~/ bs +'Yi)' 

p 

1- Li~ 
-2 1 + ~2p bs- 'Yi)· 

p 

(IV.ll) 

Cette équation donne donc une idée de la simplification de la dynamique qu'entraîne la 

dégénérescence ramenant l'OPO (modèle à trois champs) à l'OPO dégénéré (modèle à 

deux champs : signal et idler identiques). En effet celle-ci implique d'après les relations 

(IV.ll) l'annulation des termes effectifs de la diffraction [ci (a;+ a;) Al], de l'oscillation 

temporelle [d2A1] et de l'auto-modulation de la phase [d2N 2 JA1 J2 Al], qui correspondent 

toutes à des termes non-variationnels. Mais en plus de ces termes qui font la particularité 

de l'OPO non-dégénéré nous avons ici un terme de vitesse de groupe "complexe". Nous 

utilisons ici le terme de vitesse de groupe complexe car le terme Wg correspond bien à 

sa partie imaginaire et il est proportionnel à la dérive (walk-off). Il est responsable de 

l'apparition, en plus de la vitesse de groupe Vg, d'un nombre d'onde au seuil généré par 

la présence du walk-off. Les deux termes apparaissent simultanément avec le walk-off et 

disparaissent en son absence. Une fois ce nombre d'onde mis en évidence, un changement 

de variable approprié permet son élimination. À noter que ce terme apparaît aussi dans 

d'autres travaux dont nous citons en particulier l'étude récente de la dynamique des semi-

conducteurs de la référence [97]. C'est donc sur les conséquences de l'interaction de ce 

terme avec les termes non variationnels de l'OPO que nous avons concentré cette étude. 

IV.2.2 Analyse de stabilité linéaire 

Il s'agit ici d'effectuer l'analyse de stabilité linéaire spatio-temporelle à partir de la 

relation de dispersion du système linéarisé, autour de la solution de base de l'équation 
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(IV.lü) : 

w (IV.12) 

L'application des conditions en (!.2.3) permet de caractériser les différents seuils d'insta-

bilité comme suit : 

a) Instabilité convective 

Le régime convectif est atteint pour 

ILeon v (IV.13a) 

et les structures qui y apparaissent sont caractérisées par : 

kconv (IV.l3b) 

Wconv (IV.l3c) 

V con v (IV.l3d) 

b) Instabilité absolue 

Les instabilités absolues apparaissent pour 

f.Labs f-Lc- 4 (c;: cl) d
1 

(w9 - v;) (w9 - v;) (IV.14a) 

et kabs 
CiVg- CrWg .CrVg + CiWg 

2(c;+cl) +z2(c;+c;)' 
(IV.14b) 

IV.2.3 Discussion des résultats et application à l'OPO 

A l'analyse de la relation (IV.13a), il apparaît que si la partie imaginaire de la vitesse de 

groupe est non nulle, le seuil convectif sera toujours plus bas que le seuil linéaire (classique 
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sans walk-off). De même, on peut constater sur la figure (IV.2), que la courbe de variation 

de ce seuil convectif en fonction du paramètre2 w9 , est toujours symétrique. Comme nous 

l'avons évoqué précédemment, le régime convectif ne correspondant à un abaissement 

effectif du seuil qu'en présence de source permanente de bruit, nous ne nous attarderons 

pas sur ce cas. Nous allons donc nous intéresser dans la suite au régime d'instabilité absolu 

(de la solution triviale). 

Pour ce régime d'instabilité, l'analyse de la relation donnant l'expression du seuil 

(IV.14a), nous permet de déduire que le signe du terme additionnel à /1c est déterminé 

par celui de la quantité ( w9 -v:) ( w9 -v;;). En effet, les coefficients Cr = 2aLS. hs +'li) 
1 

et d1 = 2 ( 1 + .3.2
) 

2 
( 'ls +'li) sont toujours positifs dans le cadre de notre étude. Ceci 

implique que la quantité ( 
2 

cr 2 ) est toujours positive. Cela veut dire que le seuil absolu 
4 cr+ci d1 

ne sera inférieur au seuil linéaire classique que si w9 - v; et w9 - v;; sont de même signe. 

L · d c;-~ + c;+~ ' d.ff' l l es expresswns e v;; = cr 'v9 et v9 = cr 'v9 etant 1 erentes orsque e 

coefficient du terme de la diffraction est non nul, il apparaît dans ce cas une dissymétrie 

dans la courbe représentative du seuil absolu en fonction du coefficient w9 (voir figure 

IV.5). Par contre, lorsque le coefficient ci est nul nous avons vt' = ±v9 , ce qui se traduit 

par le fait que la courbe de variation de /1abs en fonction de w9 est symétrique. Ceci 

nous amène alors à considérer les deux cas de figure suivants : celui où le coefficient de 

diffraction effective est nulle (ci = 0) que nous appellerons le cas symétrique et le cas où 

ci =/= 0 qui correspond au cas asymétrique. 

1. Cas symétrique : w9 =/= 0 et ci= 0 (as= ai et 'ls ='li)· 

Pour l'OPO cela signifie que le champ signal et son complémentaire ont le même 

taux de relaxation ( 'ls ='li) dans la cavité, en plus d'avoir les mêmes coefficients 

de diffraction (as =ai ). Ceci implique l'annulation des coefficients d2 et N 2 , donc 

respectivement de l'oscillation temporelle linéaire et de l'auto-modulation de phase. 

2La variation du coefficient w 9 provient de celle du walk-off effectif a= ,,a.,~ri<>i. 
/s 'Y-t 
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Figure IV.2: Variation des seuils convectif (tirets) et absolu (trait plein) de l'OPO non dégénéré 
en fonction de w9 en l'absence de diffraction (ci= 0). Le trait mixte horizontal repère le seuil 
linéaire classique. Les régions grisées I et II correspondent au domaine d'instabilité absolu de 
l'OPO. La région en gris foncé (II) représente le domaine d'abaissement effectif du seuil par 
rapport au seuil linéaire classique. Les points (C) (w9 , Eo) = (0.685, 1.555) et (A) (w9 , Eo) = 

(0.685, 1.587) correspondent aux seuils numériques obtenus pour : a8 = ai = 0.075, ap = .005, 
~s = ~i = 1.250, ~P = 0.00, {s = {i = {p = 1.00, Œ8 = 0.275, Œp = 0.001. Ces seuils ont été 
déterminés numériquement à partir du modèle originel de l'OPO. La figure (IV.3) montre les 
évolutions spatio-temporelles. 

Dans ce cas nous obtenons : 

f.1abs 

2 
1 ( 2 2) vg 

f.1c - -
4 

d W g - V g = f.1conv + -
4 

d , 
Cr 1 Cr 1 

(IV.15a) 

1 . 
-- (w - zv). 

2cr g g 
et kabs (IV.15b) 

Des structures absolument stables peuvent alors être générées sous le seuil linéaire 

dans la mesure où la partie imaginaire de la vitesse de groupe ( w9 ) est plus grande 

que sa partie réelle (v9 ). Il apparaît de même que le maximum d'écart entre le seuil 

absolu et le seuil linéaire classique est obtenu quand la vitesse de groupe ( v9 ) de 

la paire signal et idler est minimum. Le nombre d'onde d'oscillation (dans la direc-

tion du walk-off) ~ (kabs), des structures qui apparaissent au seuil absolu, est alors 

inchangé par rapport à celui des structures qui dominent la dynamique au seuil 

convectif. 

Maintenant que nous avons des conditions permettant de déterminer des ensembles 
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Figure IV.3: Évolution spatio-temporelle du signal de l'OPO en régime absolu correspondant 
au point (A) de la figure (IV.2). 

de paramètres conduisant à un abaissement effectif du seuil, nous allons nous intéres-

ser à la vérification numérique de cette diminution du seuil d'oscillation. Pour cela, 

après avoir fixé un ensemble de paramètres pour lequel l'OPO est potentiellement 

capable de générer des structures absolument stables sous le seuil linéaire classique, 

nous avons effectué l'intégration numérique du modèle originel à trois champs, afin 

de déterminer les seuils absolu et convectif. On constate alors que ceux-ci sont en 

bon accord avec les prévisions analytiques comme le montrent les figures (IV.2) 

et (IV.3). Dans la première figure nous avons représenté graphiquement les courbes 

théoriques des variations des seuils absolu et linéaire en fonction de w9 , sur lesquelles 

nous avons placé les points correspondant au seuils numériques. Dans la deuxième 

figure ce sont les évolutions spatio-temporelles issues des simulations que nous avons 

représentées à travers des profils transverses pour des instants donnés. Les coupes 

transverses effectuées sur la partie réelle de ces profils en champ proche et en champ 

lointain, nous ont alors permis de tracer les diagrammes spatio-temporels de ces évo-

lutions et de comparer le nombre d 'onde des structures aux seuils absolu et convectif 

sur la figure (IV.4). Ainsi comme le prévoyait l'étude analytique, nous montrons que 

les nombres d'onde estimés à chacun de ces seuils sont les mêmes et concordent de 

façon satisfaisante avec les prédictions analytiques (knum = 0.95 , kth = 0.91). 

2. Cas asymétrique : w9 =/: 0 et ci =/: O. 

Les quantités [vi [ sont alors différentes , et le seuil absolu est inférieur au seuil 

linéaire seulement si les quantités ( w9 -v:) et ( w9 -v;) sont de même signes. Cela 
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Figure IV.4: Diagrammes spatio-temporels de la partie réelle du champ du signal de l'OPO 
en régime absolu et convectif correspondant respectivement aux points (A) et (C) dans la figure 
(IV.2). Les transformées de Fourier respectives montrent l'existence du nombre d'onde généré 
par le walk-off sous le seuil. 

fait donc apparaître une dissymétrie dans la variation du seuil absolu en fonction du 

paramètre w9 , due au couplage entre le walk-off et la diffraction, selon le sens (droite 

ou gauche) vers lequel la dérive effective entraîne le signal (voir figure IV.5). En effet 

en changeant uniquement le signe du paramètre de walk-off effectif (a = 1·a·~1,a; ) 
'Ys Î't 

, nous passons du régime absolu (point (A)) au régime convectif (point (C)). Il nous 

faut alors augmenter l'intensité du pompage pour obtenir à nouveau le régime absolu. 

En effet nous passons d 'une diminution relative du seuil de 3.3% à augmentation 

relative de 2.5% par rapport au seuil linéaire classique (voir fig. IV.5) , confirmant 

ainsi l'asymétrie induite par le couplage walk-off/diffraction. 

A ce stade de cette étude, nous nous sommes intéressés à l'analyse de stabilité linéaire 

permettant la description de la dynamique spatio-temporelle de l'OPO (modèle à trois 

champs), proche du seuil d 'émission de la paire signal-idler. Quelles sont les distributions 

spatiales transverses des champs en interaction au dessus du seuil? Quelle est l'influence 

des effets mis en évidence par l'analyse linéaire et notamment l'interaction walk-off et 
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Figure IV.5: Variation du seuil absolu (trait plein) en fonction de w9 avec la diffraction (ci-=/= 0). 
Le trait mixte horizontal repère le seuil linéaire classique. Les régions grisées (I et II) corres­
pondent au domaine de stabilité absolu de l'OPO. La région en gris foncé (II) représente le 
domaine d'abaissement effectif du seuil par rapport au seuil linéaire classique. Les points (A) 
( w9 , Eo) = (0.636, 1.530) et (C) ( w9 , Eo) = ( -0.636, 1.530) correspondent aux seuils numé­
riques obtenus pour : a8 = 0.125, ai = 0.005,ap = .005, ~s = 1.200, ~i = 1.200, ~P = 0.00 
rs = ri = rp = 1.00, Œs = 0.275, Œi = 0.01. Les évolutions spatio-temporelles correspondantes 
sont présentées par la figure (IV.6). 
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Figure IV.6: Évolutions spatio-temporelles du signal de l'OPO en régime absolu (A) et convectif 
(C) correspondant respectivement aux points de même nom dans la figure (IV.5). 



Auto-compensation du walk-off 144 

effets non variationnels, sur la dynamique spatio-temporelle non-linéaire au dessus du 

seuil? Autant d'interrogations que nous allons tenter d'élucider dans la suite. 

IV.2.4 Solutions de l'équation de Ginzburg-landau et structures 

spatiales transverses des OPO 

Dans cette section, nous étudions la dynamique spatio-temporelle faiblement non­

linéaire de l'OPO au dessus du seuil. Pour cela, nous déterminons les profils transverses 

pouvant apparaître dans l'OPO à travers les solutions de l'équation d'amplitude [98-

100]. La présence du walk-off (dérive) nous amène à ne considérer que deux types de 

solutions. En effet, puisque nous n'étudions que le comportement asymptotique de la 

réponse du système à une perturbation localisée, nous avons alors deux possibilités : soit 

la perturbation reste localisée sans s'étaler, conduisant à un profil d'enveloppe du signal 

résultant de type pulse, soit elle s'étale dans l'espace, dans ce cas le profil du signal sera 

dominé par des solutions de type front. La recherche de ces deux types de solutions à 

fait l'objet de plusieurs études et continue de susciter l'intérêt de différents groupes de 

recherche [86, 99-102]. Nous adoptons ici la démarche la plus utilisée qui consiste à chercher 

les solutions de l'équation (IV.10) sous la forme suivante : 

Ao ((, T) 

avec: a(() 

a(() 

a(() exp (i,Bln [a(()]- iwT), 

BCsech (B() 

g [1- tanh (1'1;()] 

(pulse) 

(front) 

où ( = x+ VconvT et ,8, B, C, w, 1'1; et g des constantes fixées par les paramètres de 

l'équation de Ginzburg-Landau (IV.10) avec T = tjT. A0 est relié à A1 par 

avec À = f.L - f-lc· 
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Du point de vue de la dynamique, les solutions les plus simples de type front carres-

pondent dans l'espace de phase, à des orbites hétéroclines connectant la solution triviale 

instable à la solution OPO On. Ces fronts constituent une famille de solutions, caractérisée 

par un nombre d'onde k et une vitesse v. Cependant toute condition initiale suffisamment 

étroite [55, 82], contribuera à sélectionner un seul mode caractérisé par le nombre d'onde 

kconv ou kabs, suivant que le régime d'instabilité est convectif ou absolu. Les fronts sont 

donc, dans le cas général, toujours ( convectivement ou absolument) stables quand ils 

existent. Quant à la solution de type pulse elle correspond, dans l'espace de phase, à une 

orbite homocline connectant la solution triviale A1 = 0 à elle même. La description corn-

plète de cette dernière a fait l'objet d'un certain nombre de publications, notamment les 

références suivantes [86, 98, 99, 103]. En suivant la méthode de la référence [86], on obtient 

la solution pulse A0 ( (, T) citée ci-dessus dont les constantes f3, B, C, w sont données par 

les expressions suivantes : 

f3± 

B 

c 

w 

Cr ((32 - 1) + 2f3ci 

3(3 (c~ +ci) 
Nlci- N2cr 

2f3cr - Ci ((32 
- 1) 

2f3ci + Cr ((32 - 1) 

(IV.16a) 

(IV.16b) 

(IV.16c) 

(IV.16d) 

Cette solution de type pulse correspond à une structure spatiale localisée. On parle alors 

de soliton spatial dissipatif. Contrairement aux solutions de type front, le pulse donné par 

les relations (IV.16) n'existe que si B, qui caractérise sa taille, est réelle. De plus, il a été 

démontré [86] que la condition nécessaire, mais pas suffisante, à la stabilisation de cette 

solution, est que le produit (d1.\) soit négatif. Il faut en plus de cette condition, que le 

produit d1.\N1 soit positif pour que des solutions de type pulse stable [86, 102, 103] puissent 

être observées. Ce qui implique que les structures localisées de type pulse étudiées ici ne 
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peuvent être stabilisées que dans la zone de bistabilité d'une bifurcation sous-critique. 

Nous pouvons donc conclure que lorsque la nature de la bifurcation de la solution triviale 

vers la solution On est super-critique, les solutions de type pulse sont instables au profit 

des solutions de type front en régime faiblement non-linéaire. 

C'est la raison pour laquelle nous allons nous intéresser au cas de la bifurcation sous-

critique. En effet, comme nous l'avons évoqué précédemment les solutions de type pulse 

de l'équation de Ginzburg-Landau ne sont stables que si le produit d1)..N1 est positif avec 

d1À < O. Dans l'OPO, ceci conduit à la condition 1- ~PLi < O. Dans cette configuration, 

les non-linéarités cubiques n'étant plus saturantes, l'équation (IV.16) ne permet plus de 

rendre compte de la dynamique spatio-temporelle faiblement non-linéaire de l'OPO. Il 

nous faut alors procéder à la dérivation des équations du modèle à trois champs dans le 

cas d'une bifurcation sous-critique en présence du walk-off. La section suivante y est alors 

consacrée. 

, 
IV.3 Equation d'amplitude de l'OPO non dégénéré : 

bistabilité et effet non-linéaire du walk-off 

Dans cette section nous présentons l'étude complète de l'OPO en tenant compte à 

la fois de la diffraction et du walk-off. Dans un premier temps nous présenterons les 

principales étapes de la dérivation de l'équation d'amplitude de l'OPO non dégénéré, le 

signal et son complémentaire étant distincts lorsque la bifurcation au seuil est de type Hopf 

sous-critique. La démarche sera donc similaire à celle entreprise dans [35] et nous mettrons 

l'accent sur les différences notables entre le cas de l'OPO dégénéré et non dégénéré. Le 

calcul détaillé des opérations étant consigné dans l'annexe E. 

Pour la clarté des calculs, nous introduisons préalablement dans les équations (I.8) les 

nouvelles variables suivantes :AP = 11 + (1- i~p) B, As= J1 + ~~A1 , Ai = J1 + ~~A2 

et E = 11 (1 + i~p)· Nous obtenons ainsi le système modélisant les écarts à la solution de 

base comme suit : 
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(IV017a) 

otAl 'Ys [- (1 + i!:ls) A1 +MA;+ ias \73_ A1 - o:soxAl + (1- i!:lp) BA;JIV017b) 

otA; 'Yi[- (1 + i!:li) A;+ !LA1- iai\73_A;- o:ioxA2 + (1 + i!:lp) B*A11IV017c) 

Pour introduire l'écart au seuil linéaire nous avons posé IL = /Lth + é2 
{L2 0 Les échelles de 

temps et d'espace sont les mêmes que celles qui ont été utilisées pour le DOPO (voir [35] 

et Chapitre III); soit x= X 0 +EX, y= Yo + EY et t = T0 + ET1 + E
2T20 Par ailleurs nous 

déduisons du développement de fL précédemment donné que les solutions V- (B, A1, A;f 

des équations de l'OPO (IV017) peuvent être mises sous la forme 

v L ék/2v(k/2), 
k';>l 

où les V(k/2) = ( B(k), Aik), A~k)*) r est la solution à l'ordre 0 ( ék/2) 0 Nous obtenons pour 

les différents ordres un système analogue à celui donné par le cas dégénéré : 

( Or
0 

- Lo) V(l/2) 0 0 (él/2) 

( Or
0 

- Lo) V(l) N(l) 0 (é1) 

( Or
0 

- Lo) V(3/2) ( -Orl +LI) v(l/2) + N(3/2) 0 ( é3/2) 

(or
0

- Lo) V(2) ( -orl + L1) vcl) + NC2l + iN(1l' 0 (é2) 

( Or
0 

- Lo) V(5/2) ( -Orl +LI) V(3/2) + ( -Oy2 + L2) v(l/2) + N(5/2) + iN(3/2)' 0 0 (é5/2) 

Les nouvelles expressions des opérateurs L 0 , L1, L2, N(k/2), N(k/2)' étant données en annexe 
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(voir E). Nous avons alors comme solutions : 

avec, 

z 

( 
-iO )T 2 - e , 0, 0 l<t?l , 

(0 z z * eiO) T ei(wcTo+kcXo) 
' ' ' 

( -i'Y~:h Orl (l<t?n- ~e 14?14 e-iO, 0, 0) T 

l+i~e 

J.Lth ' 

-'Y~~~; [Lls- Lli +(as- ai) ,:
2
2- (as+ ai)~], 

_ _Q_ 

2a 

. 2 2L l<t?l <p. 
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Les évolutions spatio-temporelles de l'enveloppe complexe <p obtenues, aux ordres 0 (c312
) 

et 0 (c512), à partir de la condition de solvabilité peuvent alors s'écrire comme suit: 

avec 

T 

d 

et c 

Vg 
-2-ox<p 

T 
(IV.18a) 

(IV.l8b) 
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cl, c2 et c3 sont des fonctions de rp qui s'écrivent : 

Après calcul, l'équation d'amplitude réécrite dans les variables physiques du système prend 

la forme suivante : 

Les coefficients Vnl, b3, b5 sont donnés par : 

avec 1 = 1 
/pT 

Les champs intra-cavités sont, à l'ordre dominant, reliés à l'enveloppe 

complexé 1jJ comme suit : 

Par analogie avec la propagation des impulsions ultra-courtes (sub-picoseconde) dans 

les fibres optiques, le terme du gradient non-linéaire dans l'équation (IV.19) apparaît 

3 À noter qu'en cas de dégénérescence de la paire signal et idler hs = 1'i, Œ 8 = Œi, .0.8 = lli, a8 =ai), 
les coefficients figurants dans l'équation (IV.l9) deviennent tous réels, de même que l'enveloppe lentement 
variable 'lj;. Nous retrouvons alors l'équation d'amplitude (III.5) issue de la dérivation des équations à 
deux ondes du DOPO. 
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comme l'équivalent dans le domaine spatial de l'auto-décalage de fréquence (self-frequency 

shift). Ce phénomène résulte d'un processus de type Raman [93, 101, 104, 105], et a été 

mis en évidence pour la première fois dans les fibres optiques [106]. Il est principalement 

à l'origine du décalage vers les hautes fréquences [104, 106]. Ce terme est dans notre cas, 

directement proportionnel au walk-off et disparaît avec ce dernier. Ainsi, dès l'instant où 

le walk-off n'est pas négligeable ce terme doit être pris en compte. 

Il est à signaler que ce gradient non-linéaire et ses effets ne sont pas spécifiques à 

l'OPO. Son existence et ses effets ont été discutés dans de nombreux systèmes dissipatifs 

non-linéaires [93, 105, 107-110]. Cependant, la spécificité de l'OPO provient du fait que 

cette contribution non-linéaire est induite par un effet purement linéaire (le walk-off). 

Cet effet n'aurait pas pu être mis en évidence analytiquement sans le concours précieux 

de l'équation d'amplitude permettant une description faiblement non-linéaire de la dy­

namique spatio-temporelle de l'OPO. La suite de notre étude consiste à déterminer les 

conséquences d'une telle équation pour l'OPO non-dégénéré avec la méthodologie sui­

vante : dans un premier temps nous allons considérer l'OPO sans walk-off. Les termes 

de dérive ( vgl3x'l/J) et de gradient non-linéaire ( Vn1'l/J8x (l'l/JI 2
)) sont alors nuls. L'équation 

d'amplitude résultante sera considérée comme le cas idéal de notre problème, dont nous 

allons caractériser analytiquement et/ou numériquement les solutions de type pulse. Une 

fois ces solutions obtenues et leur existence dans l'OPO vérifiée numériquement, nous 

examinerons ensuite les effets non-linéaire du walk-off sur ces dernières. 

1. Cas de l'OPO sans walk-off 

Dans ce cas l'équation d'amplitude de l'OPO se met sous la forme suivante : 

(IV.20) 

Cette dernière admet deux types de solutions pulses [105]. Le premier type est dit à 

intensité statique (figure IV. 7) car l'enveloppe lentement variable 'ljJ reste constante dans 

le temps. La caractérisation de ces structures à fait l'objet de nombreux travaux [86, 105, 
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Figure IV. 7: Evolution spatio-temporelle du signal de l'OPO non dégénéré sans walk-off, au 
seuil de génération des structures localisées. Ici ce seuil à été estimé à J.Lo = 1.51 pour les 
paramètres suivants : ap = 0.02, as = 0.01, ai = 0.01, "'(p = 1.0, 'Ys = 1.0, 'Yi = 0.8, b.p = 1.5, 
b.s = 1.2, b.i = 1.20. 

110, 111]. 

Le second type sera désigné par pulse à intensité oscillante, dû au fait que ce type 

de solution se caractérise par une oscillation du module de l'enveloppe. Cette oscillation 

traduit un déphasage entre les composantes réelles et imaginaires comme c'est le cas 

lorsque les paramétres de detuning et/ou de diffraction des champs signal et idler sont 

différents (figure IV.8). Ce sont les effets non-linéaires du walk-off sur ces structures que 

nous allons examiner numériquement. 

2. Effets non-linéaires du walk-off 

Ces effets seront analysés à travers le gradient non linéaire de l'équation (IV.19). Il 

est intéressant de noter les travaux de H. Brand et al. [107-109] ou plus récemment 

ceux de H. P. Tian et al. [93, 110] et de O. Descalzi [105]. Il en ressort que dans le cas 

où le coefficient du terme de gradient non-linéaire est purement imaginaire, l'effet 

de ce dernier consiste uniquement à déplacer la fréquence d'oscillation (des parties 

réelle et imaginaire) de l'enveloppe du signal. De plus pour le pulse à intensité os-

cillante, ce terme de gradient entraîne une variation de la fréquence d'oscillation de 

l'intensité. Cependant, le coefficient Vnz pour l'OPO est complexe et sa partie réelle 

est non nulle (Éq. IV.19). Nous devons donc nous attendre à un effet supplémen-

taire du gradient non-linéaire. Pour identifier cet effet revenons un instant au cas 

de l'OPO dégénéré. Pour celui-ci (voir Chapitre 3), nous avons obtenu l'équation de 
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Figure IV.8: Diagramme spatio-temporel de l'intensité du signal de l'OPO et évolution tempo­
relle des composantes réelle [~(As)] et imaginaire [~(As)] du même signal, et ce en l'absence du 
walk-off. Les paramètres suivants ont été utilisés : ap = 0.02, as = 0.01, ai = 0.0025, "'p = 1.0, 
'Ys = 1.0, 'Yi = 1.0, b;.p = 1.5, b;.s = 1.2, .6.i = 1.20. 

Ginzburg-Landau quintique réelle (III.5). Le coefficient du terme de gradient non-

linéaire y apparaissant, est dans ce cas réel. Et nous avons montré que ce terme 

est principalement responsable de la dissymétrisation du signal, accompagné d'une 

diminution de la vitesse de translation des structures observées. Ainsi nous pouvons 

donc nous attendre à ce que dans le cas non dégénéré aussi, ce terme induise une 

diminution de la vitesse de translation du pulse, accompagné de la dissymétrisation 

de l'enveloppe de ce dernier. Pour résumer nous devons nous attendre à ce que le 

walk-off entraîne à la fois une modification (diminution ou augmentation) de la fré­

quence d'oscillation des composantes des champs signal et idler , sous l'effet de la 

partie imaginaire du gradient non-linéaire. La partie réelle de celui-ci va quant à elle 

induire un ralentissement des pulses, accompagné de la dissymétrisation de l'enve-

loppe des champs (signal et idler) de sortie. Enfin pour le pulse à intensité oscillante, 

s'ajoute à ces effets un changement de la fréquence d'oscillation de l'intensité. 

L'étude numérique a alors consisté dans un premier temps à vérifier que c'est bien le walk-

off qui est à l'origine du gradient non-linéaire. Pour cela nous avons effectué les simulations 

des équations originelles de l'OPO sans walk-off avec différentes valeurs (on en a choisit 
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Figure IV.9: @Variation du soliton de l'OPO en fonction du rapport ~ pour plusieurs valeurs 
de 1 = 1/rpT : [+, /p = 0.1 +--+ 1 = 3.250] et [•, /p = 1.0 +--+ 1 = 0.325]. Les pointillés 
correspondent à la représentation graphique de la vitesse v9 donnée par (IV.18b). Les autres 
paramètres sont les mêmes que ceux de la figure (IV.8), excepté as =a-i= 0.05 et E = 1.51. 
@ Evolutions spatio-temporelles correspondant aux points (1) et (2) de la figure@. 

deux pour la figure IV.9) du rapport 1 = 1/rpT. Et ce afin de vérifier un résultat connu 

des équations d'amplitudes affirmant que le taux de relaxation de la pompe (rp) n'a pas 

d'influence sur la dynamique du signal proche du seuil. Cependant, en présence du walk-

off, l'équation d'amplitude (IV.19) montre que c'est le rapport du walk-off et du taux de 

relaxation de la pompe (rp) qui caractérise l'importance du gradient non-linéaire dans 

la dynamique de l'OPO. Pour mettre en évidence cet effet nous avons fixé la valeur du 

walk-off et nous avons réeffectué, avec les précédents paramètres, l'intégration numérique 

du modèle de l'OPO. Il ressort de cette étude numérique deux constats importants. En 

effet la présence du walk-off entraîne d'une part un ralentissement du soliton qui est 

d'autant plus marqué que le rapport 1 est grand comme le montre les figures IV.9. D'autre 

part ce ralentissement s'accompagne d'une augmentation de la fréquence d'oscillation des 

composantes (réelle et imaginaire) de l'enveloppe du signal ( IV.10). Ce qui permet de 

vérifier que le walk-off induit des effets non-linéaires via le gradient non-linéaire, avec un 

coefficient physique caractéristique donné par 1v9 . 

Nous avons examiné dans ce chapitre les effets linéaires et/ou non-linéaires du walk-off 
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F igure IV.lO: Évolutions spatio-temporelles du maximum de l'enveloppe du signal de sortie 
de l'OPO avec :[@ /p = .3, Œs ,i = 0.0, E = 1.487], [@ /p = .6, as ,i = 0.1, E = 1.487], [© 
rp = .3, Œs ,i = 0.1 , E = 1.490]. Les autres paramètres sont : ap = 0.03, as,i = 0.0075 /p = 1.0, 
'Ys = 1.0, ri = 0.36, b.p = 1.5, 6 s,i = 1.2. 

dans l'OPO non dégénéré. Dans le cas super-critique, nous avons montré que les effets 

purement linéaires de la dérive générée par le walk-off, permettent d'abaisser le seuil de 

l'OPO. Ce qui rend alors possible, la génération de structures absolument stables sous le 

seuil linéaire sans walk-off. Dans le cas sous-critique, en plus de cet effet de diminution 

du seuil, le walk-off entraîne des effets non-linéaires qui ont pour conséquence le décalage 

du nombre d'onde transverse vers les courtes longueurs d'onde. A cet effet, s'ajoutent la 

dissymétrisation de l 'enveloppe de la solution de type pulse du signal, la diminution de 

sa vitesse d 'entraînement , et la diminution de son intensité. Ainsi, par analogie avec la 

propagation des impulsions ultra-courtes dans les fibres optiques, le walk-off est à l'origine 

de comportements non-linéaires en introduisant dans le plan transverse, l'équivalent (dans 

l'espace) du self-steepening et du self-frequency shift. 



Chapitre V 

Caractérisation des solitons 

dissipatifs des OPO avec absorbant 

satura ble 

Dans les chapitres qui précèdent, nous avons toujours considéré que les pertes dans la 

cavité de l'OPO étaient linéaires. Dans ce chapitre nous nous intéressons à la dynamique 

spatio-temporelle de l'OPO, en présence d'absorbant saturable. La présence de celui-ci 

permet de générer des structures localisées de large amplitude. Ces structures sont obte­

nues à l'aide de l'absorbant saturable, grâce auquel le ou les champs s'amplifie(nt) jusqu'à 

atteindre l'intensité dite de saturation, à partir de laquelle le milieu devient transparent. 

On obtient alors l'émission d'un signal jusqu'à ce que le milieu redevienne absorbant et le 

cycle peut alors recommencer. C'est l'une des méthodes utilisée pour générer des impul­

sions lasers courtes et intenses. Dans ce chapitre, nous examinons le cas de l'oscillateur 

paramétrique optique dégénéré, dans lequel le milieu amplificateur est associé à un ab­

sorbant saturable, agissant sélectivement sur le signal. Dans cette étude (essentiellement 

numérique), nous nous sommes intéressés aux solitons dissipatifs observés dans l'OPO 

dégénéré avec absorbant saturable [ 69, 71]. Nous avons alors accordé un intérêt particulier 

à la caractérisation de leur vitesse de translation, mais aussi à la transition des solitons 
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symétriques immobiles vers les solitons asymétriques en translation uniforme dans le plan 

transverse. Notre objectif, dans ce dernier chapitre, étant de fournir des informations 

numériques qui guideront peut-être l'élaboration d'une méthode analytique, permettant 

d'accéder aux caractéristiques de ces impulsions. 

V.l Présentation du modèle 

Désormais le cristal non-linéaire n'est plus seul dans la cavité, ce qui impose une 

réécriture du modèle régissant l'évolution des champs en présence de l'absorbant saturable. 

Cette réécriture se fait alors en deux étapes [71] (ne sera considéré ici que le cas de l'OPO 

dégénéré) : 

la première consiste à écrire séparément les équations des enveloppes des champs pour 

chacun des milieux traversés (x(2), AS ) dans la cavité. Ainsi, après la propagation libre 

dans le cristal non-linéaire d'ordre 2, les évolutions des champs de pompe et signal sont 

gouvernées par le système d'équations suivant, 

~ \73_ AP + iA; exp ( i/:::,.kz) , 
(V.1) 

obtenu à partir des équations de Maxwell standards. Ap,s = Ap,s (x, y, z, T) sont respecti-

vement les enveloppes lentement variables de la pompe et du signal. l:::,.k = 2n8 k8 - npkp 

mesure l'écart à la condition d'accord de phase et \73_ = 2k (~~ + ~~), avec ks = ~~, 
s x y 

est le laplacien transverse normalisé par la longueur de diffraction ( c est la vitesse de la 

lumière dans le vide) et np,s sont les indices de réfraction linéaires respectifs de la pompe 

et du signal dans le cristal. Lorsque la propagation a lieu dans l'absorbant saturable, ces 

enveloppes doivent alors vérifier les équations ci-après : 

(V.2) 



157 Présentation du modèle 

Dans ces équations, r et s représentent respectivement les coefficients d'absorption et de 

saturation du milieu absorbant, et cp est l'écart entre la fréquence d'absorption du milieu 

et celle du champ signal. La présence de la cavité (en anneau de longueur L) se traduit 

par les expressions 

Ap (x, y, 0, T + d) 

As (x, y, 0, T + d) 

A~n + Rp exp (iep) Ap (x, y, L, T), 

Rs exp (ies) As (x, y, L, T), 
(V.3) 

qui donnent les conditions de bord à l'entrée du cristal. A~n et d représentent respecti­

vement le champ de pompe incident et le temps de parcours dans la cavité. Ces rela-

tions font intervenir par ailleurs les coefficients de réflexion Rp,s et les désaccords ep,s = 

4np,skp,sL ( mod27r) aux fréquences de résonance de la cavité associées respectivement à la 

pompe et au signal. Si on ajoute à ces conditions l'approximation du champ moyen [72], 

qui se traduit ici par 

As,p (x, y, 0, T + d) As,p (x, y, 0, T + d) + dorAs,p (x, y, 0, T), 

on obtient après calcul [71], les équations gouvernant l'évolution des enveloppes lentement 

variables de la pompe comme suit : 

(1 + ·A ) E + E*E R(1+i8)E1 + ·n2 E 
- Zu.1 1 1 2- 1+82+SIEII2 Z v j_ 1, 

(V.4) 
-~ [(1 + i~2) E2 + E{- E] + ~V}_E2, 

où on a introduit les changements ci-après: (E1 , E 2 , E) = ( 1:-, ~'~)et (~2 , ~1 , R, S, 6, r) = 

( 
RpBp RsBs r s 'P 1-Rp) b - 1 R tb - ylb (1 R ) P 1 "t - 1-Rp,- 1_Rs, bp, b~, bp, l-Rs , avec p - - s e P - s - P . our a SUl e nous 

allons considérer que le champ signal est parfaitement résonant avec le milieu absorbant, 

ce qui implique l'annulation de 6. Le modèle résultant constitue alors le point de départ 
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de notre étude : 

(V.5) 

Les solutions stationnaires homogènes de ce système d'équations sont données par (Ef, Eg) = 

( 0, l+~llp) pour la solution triviale (solution Off) et (Ef, Eg) = ( VJP exp (ici>), E-~r;;X~2i<Pl) 

pour la solution non-nulle, tel que 

lf
2 

+ 2/f ( 1 + l+~If - ~1~2) + (1 + ~~) [ ( 1 + l+~If r + ~Î] 
(V.6) 

cos (24>) 
ll2J0 

~1+~ 

L'OPO avec absorbant saturable est alors bistable lorsque la condition ~1~2 > (1 + R) [1 - RS (1 + ~ 

est réalisée. La stabilité linéaire de ces solutions dans une configuration à une dimension 

spatiale a été largement étudiée [112]. Il en découle que la courbe neutre de stabilité 

marginale de la solution de base (triviale), est obtenue sous la forme liLl = ~ = 
l+ll2 

V(l + R) 2 + [~1 + k2]
2

. Pour les detunings (du signal) positifs, le seuil linéaire du DOPO 

avec absorbant saturable (DO POSA) est alors atteint pour ILe = V (1 + R) 2 + ~Î et le 

nombre d'onde des structures y apparaissant est nul, kc = O. Si au contraire le detuning 

du signal est négatif, le nombre d'onde minimisant la courbe neutre de stabilité marginale 

est donné par kc = ~' et le seuil vaut dans ce cas Pc = 1 + R. Quant à l'analyse 

de stabilité linéaire de la solution On, pour laquelle on a introduit les perturbations u 1,2 

telle que E1,2 = Ef,2 + u1,2 exp (> .. t + ikx), elle révèle deux types d'instabilités. En effet 

dans ce cas, la relation de dispersion du système est obtenue sous la forme du polynôme 

caractéristique 

0, (V.7a) 
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avec 

Jo k4

2 

(26.1 + k2) [ 4r2 + (2rll2 + k2)
2
] + 2rif [2r (If+ 1 + {JR) - (2rll2 + k2) (6.1 + k2)], 

h 2rk2 (26.1 + k2) + ~ (1 + {JR) [ 4r2 + (2rll2 + k2)
2
] + 4rif (r + 1 + {JR), 

h k2 (26.1 + k2) + ~ [4r2 + (2rll2 + k2)
2 + 16r (1 + {JR)] + 4rif, 

h 2 (r + 1 + {JR) , 

J4 1, 

(V.7b) 

où {3 = 1+1Ip. Des solutions de ce polynôme, va alors dépendre la nature des structures 

qui déstabilisent la solution stationnaire non-nulle du DOPOSA. Deux types d'instabilités 

pouvant naître dans un tel système correspondent aux cas suivants : 

- le polynôme (V.7a) admet une solution nulle, ce qui implique que le coefficient 

Jo est lui aussi nul. Les instabilités correspondantes sont alors de type Turing (ou 

modulationnelles). Elles conduisent, dans le plan transverse, à la formation de struc-

tures stationnaires périodiques, de nombre d'onde kr, obtenu par la résolution de 

l'équation d~1r = 0, où Jo (I1r) = 0, peut être exprimée comme suit : 

(V.8a) 

(V.8b) 

+4 (1 + fJrShr) ( r- 4{3~RShr)) l1r· 

Cette solution correspond au cas où Ll1 = 2rll2. 

- le polynôme (V.7a) admet une paire de solutions purement imaginaires. Dans ce 

cas l'instabilité est de type Hopf et conduit à des structures oscillantes dans le 

temps, dont l'expression de l'amplitude est donnée, dans le cas de la résonance 
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Figure V.l: Profils en champ proche des parties réelles ((al) et (bl)) et en champ lointain 
((a2) et (b2)), des champs de pompe et signal obtenus pour les mêmes valeurs de paramètres, 
pour des conditions initiales différentes . Les paramètres sont : R = 5.0, S = 1.0, a1 = 2a2 = 
1, .6.1 0.4, .6.2 = 0.5, 1 = 0.56 et E = 6.1. 

parfaite(.6.1 = 0), par 

0, (V.9) 

avec Ç± = 1 + (1 ± f3HSI1H) Rf3H et f3H = l+JI
1
H. 

En plus de ces instabilités que le système peut potentiellement exhiber, il a été observé 

dans le domaine de bistabilité un autre type de solution de type solitonique [69, 71] de 

vitesse non-nulle, de large amplitude et présentant une forte dissymétrie (voir figure V.1). 

C'est la caractérisation analytique, et/ ou numérique de cette solution qui a motivé cette 

étude. Compte tenu du caractère complexe des interactions qui peuvent exister dans ce 
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Présentation du modèle 

Figure V.2: Digramme de bifurcation du DOPOSA pour différentes valeurs de 'Y· Les cercles 
représentent la solution asymétrique mobile et les carrés correspondent à la solution symétrique 
immobile. Les paramètres utilisés sont : R = 5.0, S = 1.0, .6.1 = 0.4, .6.2 = 0.5. 

système, nous nous sommes rendus à l'évidence qu'aucune méthode linéaire classique n'est 

capable de rendre compte du comportement de ce pulse. En effet d'une part, l'analyse de 

stabilité linéaire de la solution de base découple entièrement l'évolution des champs, ce 

qui ne peut conduire qu'à des relations partielles entre les caractéristiques du pulse et 

les paramètres du système [71]. D'autre part, comme nous venons de le voir, l'analyse de 

stabilité de la solution On donne quant à elle, quatre valeurs propres qui, faute de critères 

adéquats, ne peuvent rendre compte que de certains cas particuliers comme les instabilités 

de Hopf ou de Turing. De plus, comme le montre le diagramme de bifurcation de cette 

solution (voir figure V.2), son domaine d'existence et notamment le point le bifurcation, 

est étroitement lié au rapport des taux de relaxation de la pompe et du signal 1 = "fp 
'Ys 

Nous avons alors axé notre étude sur la caractérisation numérique de cette solution. 
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Figure V.3: Évolution du nombre d'onde des oscillations de relaxation de la pompe en fonction 
du paramètre de contrôle. La courbe en trait plein correspond à l'interpolation des points semi­
analytiques donnés par (V.ll). Les barres d'erreurs donnent l'incertitude sur la détermination 
numérique des points. Il s'agit ici de l'erreur due à la discrétisation de la grille d'intégration. Les 
paramètres utilisés sont : R = 5.00, S = 1.00, 6.1 = 0.40, 6.2 = 0.50, "( = 0.45, a1 = 2a2 = 1.00. 

V.2 Détermination semi-analytique de la vitesse du 

soliton asymétrique 

Le premier constat est que la formation des différents types de solitons est fortement 

sensible aux valeurs du paramètre r· Le second constat qui a été fait, concernant la 

dynamique de cette solution, est le lien entre sa vitesse v, et le nombre d'onde, noté kp, 

des oscillations de relaxation de la pompe. À l'ordre le plus bas en /, cette relation est 

donnée par kp = 2v [71]. Afin de donner la relation complète entre ces deux grandeurs, 

nous avons effectué l'élimination adiabatique du signal par rapport à la pompe. Ensuite, 

nous avons cherché des solutions stationnaires en introduisant la variable z = x - vt. Il 

en résulte pour le champ de pompe, l'équation différentielle ordinaire suivante : 

2irE, (V.lO) 

où les primes représentent les dérivées de E 2 par rapport à z. 

Les solutions de cette équation de la forme E 2 = 1+~~2 - Ap exp (kz) donnent les 
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relations suivantes entre kn ki et v : 

(V.ll) 

On retrouve ainsi, dans la limite de 1 petit, la relation kp =kt ::::::. 2v. La dépendance 

du nombre d'onde, par rapport au paramètre de contrôle, n'est donc pas explicite car 

incluse dans v. Pour preuve nous comparons dans la figure (V.3) les évolutions du nombre 

d'onde donné par le spectre de Fourier de la pompe et de celui donné par kp (V.ll), où 

la vitesse v a été estimée numériquement. A noter le bon accord entre ces deux résultats. 

Cependant, nous avons observé numériquement, une chute brutale, non présentée sur la 

figure, du nombre d'onde des oscillations de relaxation vers O. Elle (la chute) correspond 

à la transition du soliton asymétrique mobile vers le soliton symétrique immobile. Hormis 

la différence de symétrie entre ces deux solutions, nous avons remarqué que pour le soliton 

fixe, les pics des champs de pompe et signal sont localisés au même endroit, alors qu'il 

existe toujours un décalage entre ces pics lorsque le soliton est asymétrique et mobile. 

De plus, si dans l'équation (V.lO) la fonction décrivant le profil de E 2 (z) est symé­

trique, soit E (z) = E ( -z), E' ( -z) = -E' (z) etE" ( -z) = E" (z) , l'invariance z----+ -z 

ne peut être vérifiée que si la vitesse v est nulle. Ceci montre que le soliton symétrique ne 

peut être qu'immobile, et par conséquent, seuls les solitons asymétriques peuvent avoir 

une vitesse non-nulle. 

Nous nous sommes alors intéressés au lien entre cette vitesse et la différence entre 

les positions des pics d'intensité du signal et de la pompe qui caractérise l'asymétrie. Le 

résultat de cette analyse est donné dans la figure (V.5). Il apparaît que la vitesse est 

reliée à l'écart entre les maxima d'intensité des champs. Nos investigations numériques 

montrent que pour certaines valeurs de paramètres (cf. figure V.5bl), cette relation est 

linéaire du type v = v0 + p6.x, où /:).x représente l'écart entre les pics, et v0 , la vitesse au 

seuil d'apparition du pulse. v0 et p étant tous les deux des fonctions des paramètres du 
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Figure V.4: Variation de la vitesse au seuil en fonction de 'Y· Les barres d'erreurs donnent 
l'incertitude sur la détermination des points (carrés) numériques, due à la dispersion des données. 
Les paramètres utilisés sont : R = 5.0, S = 1.0, 6.1 = 0.4 pour toutes les figures. E = 5.5 pour 
(al et bl) et 6.2 = 0.5 pour (b2). 

système. On s'est ensuite intéressé au lien entre cette vitesse et les paramètres du système, 

principalement le rapport 1· Il apparaît que cette relation est complexe, comme on peut 

l'apercevoir dans la figure (V.4). En effet, cette figure montre que la variation de v en 

fonction du rapport 1 est fortement non-linéaire. 

Nous avons étudié numériquement, avec la méthode du split-steep Fourier (voir Cha­

pitre II), les caractéristiques du signal émis, sous forme de soliton asymétrique mobile, en 

régime bistable, par l'OPO dégénéré avec absorbant saturable. Nous avons montré que 

cette asymétrie est à l'origine de la mobilité du soliton. Nous avons aussi montré que les 

solitons symétriques sont immobiles. Nous avons observé que la transition d'un soliton 

symétrique fixe vers un soliton asymétrique mobile n'est pas adiabatique, dans la mesure 

où le soliton mobile apparaît avec une vitesse finie. Après son apparition, la vitesse du 

soliton mobile dépend de son degré d'asymétrie. Ce dernier est relié au décalage dans les 

positions des maximas d'intensité des champs signal et pompe. Nous avons en particulier 

mis en évidence une relation linéaire entre la vitesse du soliton et l'écart entre la position 

de son maximum d'intensité et celle de la pompe. Nous avons aussi déterminé l'allure de 

la courbe d'évolution de la vitesse au seuil d'existence du soliton asymétrique en fonction 
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Conclusion 

Au terme de ce travail théorique, nous avons étudié deux effets qui l'ont été très peu 

jusqu'ici. Ce sont les effets des inhomogénéités spatiales introduites en optique en général, 

et dans les OPO en particulier, à travers un pompage non uniforme. Ces inhomogénéités 

ont pour conséquence, le piégeage des structures. Le second effet est celui de la dérive qui 

provient de la biréfringence du milieu, et qui est mis à profit pour réaliser la condition 

d'accord de phase. Cette dérive est connue pour faire apparaître des domaines d'instabilité 

convective et absolue dans l'OPO. Nous avons alors proposé l'étude de ces effets séparé­

ment dans un premier temps, puis lorsque cela à été possible nous avons étudié l'effet de 

leur interaction. 

Nous nous sommes intéressés en premier lieu à l'impact des inhomogénéités de pom­

page de type Gaussien, sur la qualité de l'émission de l'OPO dégénéré en accord de phase 

de type I. Nous avons déterminé que, dans la limite où la longueur d'onde de diffrac­

tion reste grande comparativement à la taille de la pompe, le formalisme de WKB peut 

s'étendre à l'OPO. Le travail théorique (analytique et numérique) qui s'en suit, sur la base 

de ce formalisme, s'est articulé autour de deux axes. Dans la première partie nous avons ef­

fectué l'étude du cas idéal sans walk-off. En réaction donc aux excitations locales du milieu 

dues à la variation du profil transverse de la pompe, le système réagit d'une façon globale 

par l'émission de modes propres sous la forme de modes transverses de Laguerre-Gauss 

ou de Gauss-Hermite, selon la symétrie du système. Cela a alors pour conséquence de 

discrétiser le seuil. De plus, dans le cas où les structures au seuil linéaire sont modulées en 

intensité, la phase de celles-ci s'en trouve aussi modulée. La dérivation de l'équation d'am-
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plitudes et la résolution du modèle résultant, pour des valeurs du paramètre de contrôle 

légèrement au dessus du seuil du mode fondamental de Gauss-Hermite, nous a permis de 

compléter la caractérisation de la dynamique faiblement non-linéaire de l'OPO. Dans la 

seconde partie, l'interaction entre le walk-off et ces inhomogénéités du pompage est alors 

considérée. Le comportement dynamique s'en trouve complètement affecté; la combinai­

son entre walk-off et inhomogénéités entraînant une atténuation de l'effet de la dérive. 

Le centre de masse du signal qui résulte de ce couplage walk-off/inhomogénéités n'est 

alors plus confondu avec celui du champ de pompe comme dans le cas idéal, mais déplacé 

à la frontière entre les seuils absolu et convectif corrigés par une quantité inversement 

proportionnelle à la taille du faisceau de pompe. 

Nous nous sommes ensuite intéressés aux effets non-linéaires du walk-off dans les OPO 

en régime bistable et ce pour le cas dégénéré puis non-dégénéré. Dans le cas dégénéré, nous 

avons mis en évidence l'existence d'un terme supplémentaire de gradient non-linéaire dans 

l'équation d'enveloppe réelle de Ginzburg-Landau quintique, modélisant la dynamique 

spatio-temporelle du signal. A travers les solutions exactes de type front de translation 

que nous avons obtenues, nous avons été en mesure d'expliquer, grâce à ce terme, l'origine 

de la dissymétrisation du signal observé en présence du walk-off, dans les OPO. Cette 

dissymétrisation s'accompagne d'un ralentissement du front montant et une accélération 

du front descendant qui constituent alors le profil transverse du signal émis. Ces effets 

sont d'autant plus accentués que le walk-off et l'intensité du signal sont grands. Il apparaît 

aussi que le rapport entre les taux de relaxation du signal et de la pompe joue un rôle de 

choix dans ce processus. L'étude du cas non dégénéré a apporté une meilleure compréhen­

sion de l'effet de ce terme de gradient non-linéaire. En effet, la dérivation de l'équation 

d'amplitude, dans ce cas, donne l'équation de Ginzburg-Landau complexe d'ordre cinq 

avec un terme équivalent à l'auto-décalage de fréquence ( self-frequency shi ft). A ce terme 

qui n'a, en principe, pas d'incidence sur l'intensité du signal, s'ajoute celui qui est respon­

sable de la dissymétrisation de l'enveloppe. L'effet de ce dernier est alors analogue à celui 

du self-steepening. En ce qui concerne la bifurcation super-critique, nous avons montré 
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qu'il est possible de générer des structures absolument stables sous le seuil linéaire de 

l'OPO. 

Nous avons terminé cette thèse en ouvrant une perspective sur l'OPO avec absorbant 

saturable, en considérant notamment les solutions de type soliton émises par ce système 

en régime bistable. Ces solitons sont soit asymétriques et mobiles, soit symétriques et 

immobiles. La transition entre ces solutions a alors été caractérisée numériquement, de 

même que les propriétés des solitons asymétriques. Nous avons ainsi mis en évidence qua­

litativement les relations entre ces propriétés et les paramètres de l'OPO avec absorbant 

saturable, qui pourront guider des approches analytiques dans le futur. 
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Annexe A 

Analyse linéaire dans la région du 

point tournant 

Les équations en champ moyen de l'OPO dégénéré (sans walk-off) données par le 

système ci-après, constituent le point de départ de cette étude. 

OtAv iv [- (1 + i~v) Av+ E(x, y)- A;+ iav \73._Av] 

OtAs / 8 [- (1 + i~s) As+ A;Ap + ias \73._ As] 

La linéarisation de ce système autour de sa solution triviale (A~, A~) 

donne le système découplé suivant : 

otA~ lv [- (1 + i~v) A~+ iav \73._ A~] 

otA~ rs [- (1 + i~s) A~ +f-LA~* + ias \73._ A~] . 

Dans ces équations A~ = Av -f-Let A~ = As, représentent les écarts à la solution de base 

(dans la suite nous enlèverons les prime). Ce découplage des équations signifie alors que 

l'évolution du champ de pompe intra-cavité suit adiabatiquement celle du signal. Nous 
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allons donc dans la suite prendre que l'équation relative au champ signal : 

(A.1) 

A.l OPO dégénéré (DOPO) à désaccord en fréquence 

du signal positif (Ils > 0) 

La variation du champ de pompe incident étant lente dans le plan transverse, nous dé-

duisans que l'évolution du champ signal en régime linéaire peut être décrite par l'équation 

suivante: 

0, (A.2) 

L'analyse linéaire au point tournant, consiste alors à remplacer dans la précédente équation 

As, w et fL par leurs développements respectifs : 

[Ao(f) + c-~A1 (f) + 0 (c-)J exp ( -iw9 t + ic--~ 1~ k(r')dr' + ilcp) ~A.3a) 
w6 + c-w1 + O(c-2

), (A.3b) 

1 ( 2) 2 ( f.Lc + 2E 2/11- J.Lcf + O(c- ). A.3c) 

Le laplacien de As est alors donné par l'expression (II.17). Ainsi en regroupant les termes 

en puissance de E, on trouve à l'ordre O(c-0 ) : 

O.(A.4) 
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Ceci n'est rien d'autre que la relation de dispersion locale estimée au point tournant. A 

l'ordre O(d) on a: 

avec L1 
2 

0, 

-2i~s 2k- +- +- . ( 
d dk k) 
dr dr r 

(A.5) 

Enfin à l'ordre O(c) 

On obtient alors l'équation de l'évolution linéaire de la perturbation en appliquant l'al-

ternative de Fredholm. Ce qui nous donne : 

o. (A.7) 

A.2 OPO dégénéré à désaccord en fréquence du si-

gnal négatif ( ~s < 0) 

La démarche est identique à celle utilisée pour le cas ~s > 0, sauf que dans le cas 

présent c'est l'équation relative au signal1 (A.1) qui constitue le point de départ. Les 

développements suivants pour (As, A~) et J1 : 

exp(-iw9t+iE-~kcr) [(Ao, Ao*) +d (A1 , A1*) +O(c)] (A.8a) 

1 
1 + 2c(2J.11 - f 2

) + O(c). (A.8b) 

1 Nous avons aussi ajouté à celle-ci son complexe conjugué pour des raisons de commodité de calcul. 
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Le développement de wg étant le même que (A.3b ). L'ordre O(t:0 ) est ainsi caractérisé par 

l'équation qui suit : 

(A.9) 

On trouve alors que A 0 =A~, lorsque nous remplaçons kc par sa valeur. A l'ordre O(d) 

nous obtenons l'équation : 

(A.lO) 

Enfin à l'ordre O(t:), 

0 (A.lla) 

O. (A.llb) 

Ce qui donne l'équation de Weber suivante : 

O. (A.l2) 



Annexe B 

Dérivation de l'équation aux 

amplitudes du DOPO sans walk-off 

Dans cette annexe, nous présentons l'analyse détaillée de la dérivation des équations 

d'amplitude pour le DOPO pour tous les cas de figure rencontrés dans le corps de la thèse. 

Le point de départ de toutes ces analyses est le système suivant : 

[ 
2 z 2 ] /p -(1 + i!::,.P)B- As+ 2\7 j_B 

rs [ -(1 + i!::,.s)As + f-L(r )A;+ i\73_ As - aorAs + A;B] . 

(B.1a) 

(B.1b) 

Dans ces équations, les enveloppes lentement variables Ap et As représentent les écarts 

à la solution de base ( OPO Off) du DOPO. Par souci de clarté et de commodité, c'est 

la forme matricielle de ce système (B.2), où nous avons ajouté l'équation conjuguée de 

(B.1 b), que nous utiliserons par la suite (à noter que ce travail sera effectué pour le cas 

de la bifurcation super-critique) : 

(B.2) 
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L 

-rp (1 + i~p) + rp~6_j_ 

0 

0 

0 

/sf..L 
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0 

/sf..L 

B.l OPO dégénéré à désaccord en fréquence du si-

gnal positif (~s > 0) 

Nous supposons maintenant que le système se trouve légèrement au dessus du seuil du 

mode fondamental de sorte que 

f..Lo (B.3) 

avec /-LI > f..Lw. De plus si nous gardons les variables lentes (r]x, T/y) = d (rx, ry) in-

traduites lors de l'analyse linéaire dans la région du point tournant, nous obtenons les 

développements suivants : 

v dv(1/ 2l + EV(l) + E~V(3/2l + O(E2), 

N EN(l) + dN(3/ 2) + 0(E2), 

où V(i/2) = (Bi/2, Ai/2, A7;2)r (i = 1, 2, 3), N(ll = ( -rpAi12 , rsA;'12 BI/2, rsAl/2 * B~12)r 
et N(3

/
2

) = ( -2rpAl/2Al, rsAÎ;2Bl, rsAl/2 * B~) T. L'opérateur linéaire L s'écrit : 

L 
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avec 

La 

OPO dégénéré à désaccord en fréquence du signal positif (fls > 0) 

Lp 0 0 

0 Ls 'Ysf.Lc 

0 'Ysf.Lc L* s 

iE (orxO'r/x + Ory(},TJy) 

0 

0 

0 

0 

0 0 

2iE (orx o'r/x + ory o'r/y) 0 

0 - 2iE (orx o'r/x + ory a'rJJ 

0 0 

'Ys (f.Ll - ~c ( 77; + 77;)) 
-ifs6. c_;:x,'r/y) 

les deux nuls lorsque fls est positif, l'opérateur L1; 2 s'annule lui aussi. Par ailleurs nous 

introduisons aussi le temps lent, suivant la variation de l'inhomogénéité comme suit : 

t =ta+ Et1. Ainsi à chaque ordre E, les équations non-linéaires s'écrivent sous la forme de 

la série de problèmes linéaires suivante : 

0 (él/2) 

0 (é) 

0 (é3/2) 

(Ota -La) V(l/2
) = 0 

(ota- La) V(l) = N(l) 

(ota- La) V(3/2) = ( -Otl +LI) v(l/2) + N(3/2) 

Ces équations n'ont de solution que si leur second membre est orthogonal au noyau 

de l'opérateur adjoint (at- La)* = (8t- La)T : c'est l'alternative de Fredholm. Elle se 

traduit par 

(U, SM) 0, (B.4) 

où U représente le vecteur propre de l'opérateur adjoint (at- La)* et (, ) le produit 
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scalaire tel que 

(f(x),g(x)) = J j*gdx. (B.5) 

Même si l'alternative de Fredholm garantie l'existence d'une solution, l'unicité de celle-ci 

ne l'est pas. Aussi on impose aux solutions aux différents ordres d'être orthogonales entre 

elles : 

o. (B.6) 

C'est la méthode que nous utiliserons pour résoudre tous les problème de ce genre. 

À l'ordre O(d) 

Nous trouvons : 

vO) (o eie e-ie)T A 
' ' o, 

e-2ie 1 + iLl8 avec 
Mc 

et u (o, -i() 
e ' 

eie) T. 

À l'ordre O(c-1
) 

Ici nous obtenons que 

La condition d'orthogonalité donne alors que A1 = Aî =O. 

À l'ordre O(d), la condition (B.4) nous donne 

1 ~ A [ Mc ( 2 2)] A ;\ "(ryx, T/y)A 1- LlsLlpA3 
-utl o = Mc M1- 2 Tlx + Tly o + usL...:>j_ o- 1 /:l2 o· 
Îs + p 

(B.7a) 

(B.7b) 

(B. 7c) 

(B.8) 

En reportant dans cette équation les développements effectués au départ (As = c- 112 A 0 , 

Tlx,y = E
1
/
2 (rx, ry), Ot = EOt1 )où rx = k etE= ~'nous obtenons l'évolution de l'en-
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veloppe du signal dans les variables physiques de l'OPO : 

Afin de résoudre l'équation (B.8), nous allons considérer l'écart au seuil corrigé (Mcp) 

comme suit : 

puis on introduit les développements suivants : 

Après avoir reporté tous ces développements dans l'équation (B.8) nous avons : 

À l'ordre 0(8) 

~ 6 (ryx, 'l]y) A + [ Mc ( 2 + 2)] A o s j_ 01 Mc M1p - 2 rJx Tly 01 · 

La solution de cette équation peut se mettre sous la forme suivante : 

00 

A01 D(T')Aoo (rJx, 'T/y) + LAop (rJx, 'T/y, T'). 
p:;ioO 

Ainsi au voisinage immédiat du seuil du mode fondamental, nous pouvons négliger la 

contribution des modes d'ordre supérieur. On écrit alors que A01 = D(T')A00 (Tlx, f/y), 

avec Aoo (rJx, f/y) =exp [-~ (rJ; + rJ;) J. 
À l'ordre 0(83 ) 
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A 1\ (TJx, T}y)A- + [ /-le ( 2 + 2)] A-U..sL::, j_ 03 /-le /-llp - 2 flx fly 03 

D'après l'alternative de Fredholm, 

soit : 

1 
-8t' D 
Îs 

1 

192 

0, 

Avec N = 
1 ~~,;,_~P , !1 = f~oo A60drJxdrJy et h = f~oo A60drJxdrJy pour le cas à deux 

p 

dimensions transverse, ou h = f~oo A60 drJx et !2 = f~oo A60 drJx à une dimension. En 

revenant aux paramètres physiques du système nous obtenons l'évolution de l'amplitude 

maximale du signal : 

/-le (J-Lo- /-loo) Ar; - ~ (Ar;)3 

/-le (J-Lo -/-loo) Ar; - ~ (Ar;)3 

(2 dimensions) 

(1 dimensions) 

B.2 OPO dégénéré à désaccord en fréquence du si-

gnal négatif (~s < 0) 

Dans cette section nous effectuons la dérivation de l'équation d'amplitude du DOPO 

pour un detuning négatif. Pour cela nous allons reprendre tous les développements in-

traduits à la section B.l. Cependant la présence d'un nombre d'onde non nul au point 

tournant (kô = ~) implique que l'opérateur L1; 2 est non nul. De plus nous ne consi-
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dérerons ici que le cas à une dimension. Ainsi aux différents ordres nous avons : 

Q ( El/2) 

0 (E) 

Q (E3/2) 

À l'ordre O(d) 

(8to- L 0 ) V(1
/

2
) = 0 (B.9a) 

( Oto - Lo) V(l) = L1;2 V(l/2) + N(l) (B.9b) 

( Oto - Lo) V(3/ 2) = L1;2 V(l) + ( -Ot
1 

+ L1) V(l/2) + N(3/ 2) (B. 9c) 

0 

On trouve donc que A1; 2 = A0 eikcrx + A~e-ikcrx. 

À l'ordre O(E) 

[- (1 + iflp) B1 + ~a;XB1] 
[- (1 + ills) A1 + w;xA1 +An 

Nous avons alors B = - 2 IA61 - . 1 (A2e2ikcrx + (A*) 2 e-2ikcrx). En posant 1 l+tfl.p l+t(fl.p-2fl.s) 0 0 

A 1 = Ai+l) eikcrx +Ai-l) e-ikcrx, nous pouvons écrire : 

' 3 
A l'ordre 0(E2) 
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Si nous faisons la somme de cette équation avec son complexe conjugué nous obtenons : 

En négligeant les harmoniques d'ordre supérieur nous avons finalement : 

(B. lü) 

Celle-ci se résout de façon analogue à (B.8). 



Annexe C 

Dérivations des équations 

d'amplitude du DOPO avec walk-off 

Nous avons gardé pour ce cas les mêmes développements que dans le cas sans walk-off. 

La seule différence est qu'en présence de la dérive, l'opérateur L1; 2 n'est pas nul quelque 

soit le signe du detuning bo 8 • La dynamique étant unidimensionnelle, nous avons posé que 

'T!x- 'Tl et rx r 

C.l Cas du désaccord en fréquence du signal positif 

L'opérateur L 1; 2 prend la forme suivante : 

0 

0 

0 

0 

195 

0 

0 
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Dans ce cas, aux différents ordres, les équations sont données par (B.9). Les solutions de 

l'ordre 0 (d) sont données par (B.7a). À l'ordre 0 (c1
) nous avons 

-!sO:OryAo, 
e2i8 

---A2 
1 + i/::;.P o· 

La solution de l'ordre 0 (c312) est obtenue identique à (B.8) pour une dimension trans-

verse, soit : 

L'équation d'amplitude finale est alors donnée par OtAo = dat
112

Ao + EOt1 A0 , soit: 

C.2 Cas du désaccord en fréquence du signal négatif 

Ici l'opérateur L1; 2 s'écrit : 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

et les équations gouvernant les différents ordres sont identiques à celles du cas sans walk­

off. Cependant la solution de l'ordre 0 ( d) diffère à cause du walk-off et elle prend la 

forme suivante : 
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avec kc = ~et Wc = -!8 0!kc. À cause de cette fréquence temporelle non nulle, les 

coefficients des termes de seconde harmonique de la solution de la composante de la pompe 

E 1 sont alors différents : 

Quant à la solution de la composante du signal, elle est gouvernée par l'équation suivante: 

En ajoutant à cette équation son complexe conjugué nous obtenons 

Par contre en effectuant une soustraction nous trouvons 

avec Ai+l) et Ai-l) tels que définis précédemment. L'application de l'alternative de Fred­

holm nous donne A1 +Ai =O. L'ordre 0 ( d) est gouverné par l'équation suivante : 

[ -1;18toA3/2 - (1 + ills) A3;2 + w;A3/2 - aor + A;;2] 

+i8~A1;2 + (I-Ll - 17
2) A1;2 + 2io;ryAl + E1Ar;2· 

Le calcul bien que long dans le cas présent à cause des coefficients différents dans E 1 est 

analogue au cas correspondant sans la dérive et nous obtenons : 
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qui est l'équation de Ginzburg-Landau dans laquelle le coefficient de l'amplification linéaire 

est inhomogène dans le plan transverse. 



Annexe D 

Résolution des équations 

d'amplitude au point tournant 

D.l Equation de Ginzburg-Landau pour l'OPO dé-

, , , 
genere 

À l'aide de la variable f introduite plus haut l'équation de Ginzburg-Landau prend la 

forme suivante : 

Le terme de l'advection s'élimine en posant As =As exp (- 2~f), soit : 

Si maintenant on pose À (r) = Jlc [11t- Jlc + E (111 - ~cr) J et que nous utilisons le déve­

loppement de As comme suit 
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nous obtenons à l'ordre 0 (c0
) (en régime linéaire) : 

t a - 2 -( 2) /-le f-l - f-ic -
4
d Ao - dk Ao O. 

On a donc k = 0 puisque f-it = J-Lc+ ~~. Finalement nous trouvons à l'ordre 0 (c) l'équation 

de Weber suivante: 

o. 

D.2 Modèle de Swift-Hohenberg pour l'OPO dégé-

, , 
nere 

Nous utilisons ici l'équation de Swift-Hohenberg obtenues pour un OPO dégénéré en 

ondes planes [74], des petites valeurs du paramètre de detuning du signal(~s « 1). Puis 

le terme d'amplification linéaire de cette dernière est pris de profil Gaussien. Le point de 

départ de notre analyse est alors donné par l'équation suivante : 

On effectue alors le développements suivant 

et les expressions différentielles sont données par 

e-i(wt+Ew1)
7 expC:\1f ktdr') (ikt+c~ar) (Ao+c~Al) 

e-i(wt+Ewl)T exp (ci~ 1f kt dr') ( -kt2 + cbiktaf + cai) (Ao + c~ Al) 

e-i(wt+Ew1)
7 exp (ci~ 1r ktdr') (kt4 -d4ikt38r-c6k28i+ ... ) (Ao+c~Al). 
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Si nous utilisons le développement de f-t (f) donné précédemment nous avons alors J-t (f) 2 = 

J-tt
2 + 2E (~-t 1 ~-tt - f.L;

2 

f 2
) + 0 ( d). Ainsi à l'ordre le plus bas nous avons : 

On en déduit la relation de dispersion au point tournant. À l'ordre 0 ( d) nous avons : 

Cette relation est toujours vérifiée d'après l'équation (II. 71) donnant le nombre d'onde 

du point selle à l'origine des front modulés observé dans des DOPO au voisnage de la 

résonance ( ~s « 1). 

Nous obtenons finalement à l'ordre 0 (E) : 

0, 

qui est l'équation de Weber qui a été obtenue et décrite précédemment. 





AnnexeE 

Dérivation de l'équation d'amplitude 

de l'OPO bistable 

Nous allons considéré ici le cas où le diagramme de bifurcation des solutions station­

naires de l'OPO présente un cycle de bistabilité. Notre l'objectif est d'obtenir à partir du 

système à trois équation couplées, une seule équation permettant de modéliser l'évolution 

des trois champs hors de l'état d'équilibre de l'OPO. Pour cela nous introduisons dans 

les équations (1.8), les nouvelles variables B, A1 et A2 comme étant enveloppes lentement 

variable symbolisant (dans le même ordre) les écarts à l'état d'équilibre des champs de 

pompe, signal et son complémentaire. Elles sont liées aux variables Ap, As et Ai par les 

relations suivantes : Ap = J1 + (1- iflp) B, As = J1 + fl~A1 , Ai= y'1 + fl~A2 , où le pa­

ramètre de contrôle f-l est donné parE= f-l (1 + iflp)· Le systèmes d'équations (E.1) ainsi 

obtenu, dans lequel celle relative au complémentaire à été remplacée par son complexe 

conjuguée, est le point de départ de ce calcul. 

(E.1) 
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Les opérateurs L et N et ainsi que le vecteur V contenant les enveloppes des champs, de 

la notation matricielle introduite précédemment, sont alors donnés par: V= (A0 , A1 , A;)r, 

L= 

-ÎP (1 + it:.p) A1A2 

N = Îs (1- it:.p) BA~ 

Îi (1 + it:.p) B*A1 

0 

0 L* 
! 

avec Ls,i = Îs,i [- (1 + il:::.s,i) + ias,d::::.l_- O:s,i8x] La première étape de ce travail consiste à 

déterminer les différentes échelles de variations spatiales et temporelles. De celles-ci nous 

déduisons le développement asymptotique des enveloppe lentement variables. Elle peut 

se résumer comme suit : si les detunings sont de l'ordre de 0 (1) et que t:.P '"" L + E, 

alors pour tout paramètre de contrôle f-i, pris au voisinage de la bifurcation, nous pouvons 

' . 2 ecnre f-i = f-ic + c /-L2. 

Pour fixer les échelles de variation spatiale et temporelle, nous allons faire appel à la 

figure I.5b. Cette figure montre que pour un écart au seuil linéaire de l'ordre de 0 (c2
) 

la bande des nombres d'onde excité est de l'ordre de 0 (c). Dans cette zone, à l'ordre 

dominant, nous pouvons écrire que 

avec A (f, t) B, A1 ou A2 • Compte tenu des inégalités 0 < c « 1, l'expression précédente 

peut se réécrire comme suit : 

A (f, t) d (A ( R =cf, T =Et) eik:.r-iw(kc)t + c.c) ' 

où w (kc) est obtenu de la relation de dispersion du système. Nous déduisons alors les 
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développements multi-échelles du temps et du vecteur position r(x, y)dans le plan trans-

verse : 

x X 0 +EX et 

Soit 

Tous les développements ainsi obtenus sont reportés dans les équations (E.l), en tenant 

compte du fait que le walk-off intervient que dans la direction x, nous donnent les équations 

suivantes 

( Or
0 

- Lo) V(l/2) 

( Or
0 

- Lo) V(l) 

(or
0

- Lo) V(3/ 2) 

( Or
0 

- Lo) V(2) 

( Or
0 

- Lo) V(5/ 2) 

( -or
1 

+ L1) V(l/2) + NC3/ 2) 0 ( é12) 

( -Or
1 
+ L1) V(l) + N(2) + iN(l)' 0 (c2 ) 

( -or
1 
+ L1) VC3/ 2) + ( -or

2 
+ L 2 ) V(l/2) + NC5/ 2) + iNC3/ 2)'. 0 ( c512) 

(E.2) 

où les différents opérateurs linéaires Lk (k = 0, 1, 2) et non-linéaire N(k/ 2) (k = 2, 3, 4, 5) 

et N(k/ 2)' (k = 4, 5) sont donnés par : 



N(l) = 

-rp (1 + __i__) A (1/2) A (1/2) 
.6-e 1 2 

-~P (1 + __i__) [A (1/2) A (1) +A (l)A(l/2)] 
.6-e 1 2 1 2 

0 

0 

, N(3/2) = rs (1 - __i__) B(1l A (l/2)* 
.6-e 2 

Îi ( 1 + L) B(l)* AF/
2
) 

-{p ( 1 + ~e) [ Ail/2) A~3/2) +Ail) A~l) + Ai3/2l A~l/2)] 

N(2) = 1 rs ( 1 - L) [ B(3/2) A~l/2)* + B(l) A~l)*] 

Îi ( 1 + ~e) [ B(3/2)* All/2) + B(l)* All)] 

N(5/2) _ 

N(l)' = 

_r (1 + __i__) [A (1/2) A (2) + A (2) A (1/2) + A (3/2) A (1) + A(l)A(3/2)] 
P .6-e 1 2 1 2 1 2 1 2 

Îs ( 1 - L) [ B(2) A~l/2)* + B(l) A~3/2)* + B(3/2) A~l)*] 

ri ( 1 + ~e) [ B(2)* All/2) + B(l)* Al3/2) + B(3/2)* All)] 

-~ A (1/2)A(l/2) 
p 1 2 

0 

0 

, N(3/2)' 

-rp [ Ail/2) A~l) +Ail) A~l/2)] 

-rsB(l) A~l/2)* 

riB(l)* A (1/2) 
1 

Îp [- ( 1 + L) + iapD ~) J 0 0 

Lo = 1 0 Îs [- (1 + iL}.s) + ias D ~) -asOx0 ] Îsf-Lc 

0 rif-le -{i [ (1 - ii}.i) + iai D ~) +aiOx0 J 

t:J 
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0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 

0 

où 6 ~l = ( a_ka + a~a). La seconde étape consiste à résoudre successivement les équations 

(E.2), avec la même méthodes que dans les annexes précédentes. De plus la dynamique 

aux temps longs étant unidimensionnelle en présence du walk-off, nous effectuerons les 

calculs pour une dimension transverse dans la direction de ce walk-off. L'ordre dominant 

0 ( E 112
) est alors gouverné par les équations suivantes : 

l_a A(l/2) 
'Ys Ta 1 

_ (1 + . A ) A(l/2) + . a2 A(l/2) _ a A (1/2) + A (1/2)* ZL.J.s 1 zas Xa 1 Œs Xa 1 J1c 2 

.l_a A (1/2)* 
'Yi Ta 2 

_ (1 _ . A·) A(l/2)* _ .. a2 A(l/2)* _ .a A (1/2)* + A (1/2) 
ZUz 2 zaz Xa 2 Œz Xa 2 J1c 1 ' 

dont les solutions peuvent se mettre sous la forme (A1 , A2) = (1, éP) u (X, T1 , T2 ) ei(wcTa+kcXa), 

avec 
l+i~e 

/.Lth ' 

- "'s+"'i. [ils - fli + (as - ai) 4a
2
2 - ( Œs + ai) 2a ] , 

"/s 'Yz a a 

a 
2a 

"(sŒs -"(;Œ; 

2("(sas+"!iai) · 

-:-:-----::::---:-T 

Les valeurs propres de l'opérateur adjoint de (aTa- La), donné par (aTa- La) sont alors 

solution du système ci-après : 

/s [- (1- ifls) Vp- iasa_kavP- ŒsaXaVp] + /iJ1cVi 

/i [- (1 + ifli) Vi+ iaia_kavi- ŒiaXaVi] + /sf.1cVs· 

Celle-ci admet comme solution (Vs, vi) = ( /i, rse-i'P) ei(wcTa+kcXa). Le vecteur propre auquel 
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doivent être orthogonaux les seconds membres des équations (E.2) s'écrit alors comme 

suit : 

0 

Vv= li 

Cas de l'OPO dégénéré 

avons ~e = ~8 , a= as et a = 0 soit f-1th = P,c, Wc = 0 et kc = O. Les opérateurs La et l1 

sont alors donnés par 

La= 

avec e2iB = 1-ii'.s. 
!Le 

0 

0 

-'l{p 

0 

0 

0 0 

ls/1c 

0 0 

0 

0 

0 

Dans les deux situation la suite du calcul est alors une succession d'opérations matri-

cielles comme dans les annexes précedentes. Ils ont aboutis aux résultats donnés dans la 

section (III.l) pour le DOPO et la section (IV.3) pour l'OPO non-dégénéré. 





R 
, , 
esume: 

Les oscillateurs paramétriques optiques (OPO) sont des sources optiques susceptibles 
de produire par interaction non-linéaire à trois ondes au sein d'un cristal à forte sen­
sibilité quadratique, des faisceaux de lumière cohérente et accordable en fréquence. Ils 
sont classés parmi les systèmes optiques à cavité non-linéaire, dans lesquels des struc­
tures spatiales transverses auto-organisées peuvent se former de façon spontanée. Dans 
ce travail nous nous intéressons à la capacité des OPO à générer de telles structures, 
notamment celles conduisant à un confinement de l'énergie, appelées structures spatiales 
localisées (SSL). La première partie de cette thèse a été consacrée à l'étude de la dy­
namique spatio-temporelle de l'OPO en tenant compte des inhomogénéités spatiales du 
champ de pompe incident. Nous montrons que cela permet la formation de SSL piégées 
ou modes globaux sous forme de solutions d'un problème aux valeurs propres, ce qui se 
traduit par la quantification du seuil d'oscillation. Dans la seconde partie, la modélisation 
des effets non-linéaires et/ou non-variationnels du walk-off conduit en régime monostable 
à l'abaissement du seuil d'oscillation de l'OPO sous le seuil linéaire classique et en régime 
bistable à l'apparition surprenante d'un terme de gradient non-linéaire dans l'équation 
d'amplitude gouvernant la dynamique spatio-temporelle des champs intra-cavité. Il en ré­
sulte une auto-dépendance de la fréquence et de la vitesse d'entraînement des structures 
spatiales de l'OPO, vis à vis de leur intensité. Ce qui permet d'expliquer l'auto-décalage 
de fréquence, le freinage et la dissymétrie observée dans l'enveloppe des champs émis par 
l'OPO. 

Abstract : 

Optical parametric oscillators (OPO) are sources capable of producing coherent, fre­
quency tunable light bearn by nonlinear three-wave interaction in a crystal. They are 
classified among nonlinear cavity optics, in which spatial dissipative structures can be for­
med spontaneously. In this work we are interested in the ability of OPO to generate such 
structures, in particular the so-called localized structures (LS), leading to confinement of 
energy. The first part of this thesis was devoted to the study of spatio-temporal dynamics 
of the OPO by tacking into account the spatial inhomogeneities of the pump field. We 
show that this allows the formation of trapped LS or global modes in the form of solutions 
of an eigenvalues problem, which imply the quantification of oscillation threshold. In the 
second part, the modeling of the nonlinear and/or nonvariational effects of the walk-off 
leads in monostable regime to the lowering of the OPO oscillation threshold under the 
classical linear threshold and in bistable regime to the surprising appearance of a nonli­
near gradient term in the amplitude equation governing the spatio-temporal dynamic of 
intra-cavity fields. It leads to a self-dependence of frequency and velocity of transverse 
structures in the OPO, with respect to their intensity. What makes it possible to explain 
the self-frequency shift, the slowing down and the dissymmetry observed in the envelope 
of fields emitted by the OPO. 
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