Lilie
n° d’ordre
H529

UNIVERSITE DE LILLE I

THESE

présentée pour obtenir
[ habilitation a diriger des recherches
Spécialité Mathématiques
Par

Asst N°GUESSAN

Approches statistiques de I’évaluation d’une
mesure : cas de la sécurité routiére

Soutenue le 23 octobre 2006 devant la commission d’examen :

M.  Frangois Bellavance Rapporteur
M. Jean-Louis Bon Examinateur
M.  Claude Langrand Directeur
M.  Sylvain Lassarre Rapporteur
M.  Michel Roussignol Rapporteur

I

Uy

o
C
O o

(88
(S

T~ o~



Remerciements

Ce mémoire synthétise mon travail de recherche de ces derniéres années et de nombreuses
personnes physiques et morales ont contribué de loin ou de pres a sa réalisation. Je profite donc
de ce court espace pour leur exprimer ma gratitude et ma reconnaissance.

Si aujourd’hui je peux présenter ce mémoire c’est grace au soutien constant de Monsieur le
Professeur Claude LANGRAND, qui a dirigé mes recherches et m’a toujours guidé avec une
extréme compétence et de grandes qualités, tant humaines que scientifiques, depuis mes pre-
miers balbutiements de chercheur. Il m’a apporté le goiit de la recherche et je le remercie tres
vivement.

Je tiens a remercier Monsieur le Professeur Michel ROUSSIGNOL qui, apres ma these de
doctorat, a encore bien voulu étre rapporteur de ce mémoire, pour l'intérét qu’il continue de
porter & mon travail de recherche et pour 'ensemble de ses remarques.

J’adresse mes sinceres remerciements a Monsieur le Professeur Francois BELLAVANCE pour
avoir accepté d’étre rapporteur de ce mémoire de recherche sur la sécurité routiére. Ses remar-
ques et ses données d’accidents m’ont permis d’améliorer certains points de ce travail.

Je tiens a exprimer ma reconnaissance a Monsieur Sylvain LASSARRE, Directeur de recherches
a 'INRETS (Institut National de Recherche sur les Transports et leur Sécurité), qui m’a ac-
compagné tout au long de mes travaux de recherche et qui a bien voulu étre rapporteur de
ce mémoire; qu’il soit remercié pour ses remarques et les idées qu’il m’a données pour les
développements futurs de ce travail.

Malgré ses préoccupations scientifiques et ses lourdes charges administratives, Monsieur le pro-
fesseur Jean-Louis BON a accepté d’étre membre du jury de cette soutenance. Je le remercie
sincerement d’avoir accepté de juger ce manuscript.

Un grand merci aussi a tout le personnel de I’Ecole Polytechnique Universitaire de Lille et a
celui du laboratoire de Mathématiques Paul Painlevé qui m’ont donné le confort nécessaire a
la réalisation de cette synthese scientifique.

Messieurs Patrick LE BRETON du SETRA (Service d’Etudes Techniques des Routes et Au-
toroutes) et Marcel TRUFFIER du CETE (Centre d’Etudes Techniques de ’'Equipement) Nord-
Picardie m’ont constamment soutenu dans la recherche de données d’application et m’ont tou-
jours associé aux différents projets de recherche en sécurité routiere. Je tiens a leur dire merci.

Enfin, je ne peux resister au plaisir de remercier mon épouse Joélle, mes enfants Cécilia,
Antoine et Louis, pour la chaleur et Paffection qu’ils n’ont cessé de m’apporter durant tout ce
temps consacré a ma recherche.




Résumé

Le but de ce travail de recherche est 1’évaluation statistique d’une mesure de sécurité routiere
par prise en compte de plusieurs sites expérimentaux ; chacun comporte différents types d’ac-
cidents liés a la gravité et est associé a une zone de controle. Nous construisons, sous certaines
hypotheses, des distributions multinomiales permettant de répartir les données d’accidents de
chaque site expérimental entre les différents types d’accidents et les périodes avant et apres la
mise en place de la mesure. Les probabilités de classe de chacune de nos distributions multino-
miales combinent les données des sites expérimentaux et des zones de controle ; elles prennent
en compte le parametre effet moyen de la mesure, les poids aléatoires utilisés pour pondérer les
coefficients de controle ainsi que la tendance moyenne des variations dans la zone de controle
de chaque site. L’estimation des parametres liés a nos modeles statistiques est établie en util-
isant les propriétés du maximum de vraisemblance sous contraintes. Par la suite, nous étudions
I'existence et la convergence théoriques ainsi que numériques des estimateurs du maximum de
vraisemblance sous contraintes de I’effet moyen et des risques d’accidents. L’étude de I’existence,
de la convergence ainsi que de la distribution asymptotique des estimateurs passe par I'inversion
des matrices d’informations associées a nos modeles d’analyse et par 'obtention des éléments
diagonaux de leurs inverses. Or, ces matrices d’information sont généralement tres creuses et
leurs dimensions sont des fonctions linéaires croissantes du nombre des sites expérimentaux
et des types d’accidents. Leur inversion directe par les procédures classiques pose souvent des
problémes d’instabilité numérique et on n’est pas certain de la qualité des inverses numériques
obtenus. Nous proposons une approche par complément de Schur pour contourner ces difficultés
et estimer par la méme occasion la variabilité des parametres des modeles en calculant directe-
ment certains éléments d’une matrice de variances covariances. L’utilisation de la méthode du
complément de Schur permet également de vérifier de fagon formelle la condition d’inversibilité
des matrices d’information et d’obtenir une expression formelle de la variance des estimateurs ;
ceci permet I’étude de leur comportement asymptotique ainsi que la construction d’intervalles de
confiance et de tests d’hypothese relatifs a la nullité de Uefficacité moyenne de la mesure. Nous
appliquons ces résultats théoriques a des aménagements routiers effectués sur certaines routes
nationales de la région Nord Pas de Calais ainsi qu’a I’évaluation de 'impact sur les nombres
d’accidents de 'installation de panneaux-réclame le long de certaines autoroutes de Montréal.
Enfin, nous étudions et obtenons la loi asymptotique de certaines statistiques utilisées pour
éprouver 'hypothese d’égalité des effets moyens par site ou par type d’accidents. Les conclu-
sions et perspectives sont structurées autour de I'utilisation de nouvelles méthodes d’estimation,
de l'introduction de nouvelles familles de modeles multivariés et de la recherche de solutions
initiales adaptées aux données de nos approches statistiques de I’évaluation d’'une mesure.
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Chapitre 1

Introduction générale

Le but de ce travail de recherche est ’évaluation statistique d’une mesure de sécurité routiere
par prise en compte de différents types d’accidents liés ou non a la gravité. Dans ce domaine
de I’évaluation d’une mesure de sécurité routiére ou les approches statistiques n’ont pas un
statut méthodologique bien établi [8, 10, 11, 16, 27, 30, 34, 35, 43, 49, 50, 62, 79, 84, 103, 106],
une méthode et trois questions principales ont motivé ce travail : la généralisation du modele
statistique de Tanner[103] & des tableaux de données intégrant la dimension type d’accidents;
Iestimation de l'effet moyen de la mesure, de différents types de risque d’accidents et de leur
variabilité ; la comparaison des effets moyens dans les sites expérimentaux et pour les différents
types de risque d’accidents.

La méthode statistique mise en place par Tanner est la plus ancienne, la plus couramment
citée et utilisée. Elle consiste, en considérant un seul type d’accidents, a combiner les effectifs
observés avant et apres la mise en place de la mesure de sécurité, relevés sur plusieurs sites
expérimentaux a ceux provenant de plusieurs zones associées a ces sites expérimentaux. Cette
combinaison se fait au moyen d’un modele et de tests parameétriques sous diverses hypotheses
de travail. En particulier, une des hypotheses de base effectuée par cet auteur consiste a sup-
poser que les coefficients utilisés dans son modele et obtenus & partir de rapport de nombres
d’accidents observés dans les zones de controle sont fixes et sans erreur. Or indépendamment de
la mesure, des facteurs extérieurs (conditions météorologiques, trafic moyen, vitesse moyenne,
comportement des usagers de la route, etc) concourent a la réalisation et & ’aggravation des
accidents de la route. L’hypothese qui consiste alors a supposer que les coeflicients de controle
sont fixes et sans erreur semble difficile a tenir car ces coefficients sont calculés a l'aide de
nombres d’accidents soumis aussi & des influences aléatoires et que méme si la mesure n’est
pas directement appliquée dans les zones de controle, elle peut conduire a des modifications
de comportement : la vitesse moyenne baisse localement aux alentours des radars fixes alors
qu’elle augmente sensiblement quelques kilometres plus loin. Une meilleure connaissance de la
structure (distribution de probabilité, tendance moyenne) des coefficients des zones de controle
permettrait de mieux modéliser les données d’accidents des sites expérimentaux, de mieux
évaluer 'effet de la mesure et devrait permettre une bonne appréciation des risques d’accidents
dans les zones de controle ainsi que dans les sites expérimentaux.



6 Assi N’GUESSAN

Nous avons donc cherché & la fois a étendre le modele de Tanner & plusieurs sites expérimen-
taux chacun comportant plusieurs types d’accidents et a lever 'hypothese effectuée sur les
coefficients de controle. Ceci implique donc de généraliser le modeéle de Tanner & de grands
tableaux (section 2.2) dans lesquels on peut lire, pour chacun des sites expérimentaux et pour
chaque type d’accidents, les effectifs observés avant et apres la mise en place de la mesure et de
supposer que les coefficients de controle sont 'objet d’une certaine influence aléatoire dont il
faut tenir compte. Pour cela, nous avons utilisé le modeéle multinomial, généralisation naturelle
du modele binomial de Tanner, et considéré que la mesure avait un effet multiplicateur sur
la moyenne des accidents (on congoit aisément dans le domaine de la sécurité routiere qu’une
mesure tend a faire baisser la variable aléatoire d’un certain pourcentage et non pas d’un certain
incrément), ainsi nous avons obtenu trois généralisations (section 2.3, annexes A02 p.65, A04
p.101 et A05 p. 110) du modele de base de Tanner.

Les deux premieres distributions multinomiales ainsi construites permettent de répartir les
données d’accidents de chaque site expérimental entre les différents types d’accidents et les
périodes avant et apres. L’hypotheése concernant les coefficients de controle a été levée en
pondérant ces coefficients, pour une zone de controle fixée, par une loi de probabilité discrete
inconnue dont les caractéristiques sont utilisées pour construire les probabilités de classe de
nos distributions multinomiales. Ces probabilités de classe combinent les données des sites
expérimentaux et des zones de controle et prennent en compte le parametre effet moyen de la
mesure, la distribution de probabilité associée aux coefficients de controle ainsi que la tendance
moyenne des variations dans les zones de contréle de chaque site. Ces résultats font I'objet des
annexes A02 p. 65 et A05 p.110 (voir aussi les paragraphes 2.3.1 et 2.3.2 de la section 2.3).
Une approche classique de la modélisation d’une mesure de sécurité routiere est de considérer
le logarithme de l'effet moyen plutét que l'effet moyen. En utilisant ce principe, nous avons
construit une fonction bijective qui transforme 1'effet en son logarithme et laisse invariant les
autres parametres de nos modeles. Ainsi, nous avons obtenu un troisiéme modele (annexe A04
p. 101 et paragraphe 2.3.3) dont la structure formelle s’apparente aux modeles multinomiaux
a lien logistique.

Le probleme de l'estimation des parametres liés aux modeles reste la question centrale des
approches que nous proposons. Or, il s’avere que les modeles statistiques obtenus comportent,
par construction, deux ensembles de parametres. Un ensemble de dimension un relatif a 'effet
moyen de la mesure et un autre ensemble, de dimension strictement supérieure a un, décrivant
les différentes lois de probabilité utilisées pour pondérer les coefficients de contréle de chaque
zone. Par conséquent le vecteur parametre associé a chaque modéle est soumis & des contraintes.
De ce fait, la question cruciale de I’estimation de l’effet moyen de la mesure et des risques d’ac-
cidents revient & un probleme d’optimisation sous contraintes. Nous avons utilisé les propriétés
(voir paragraphe 2.4.2) de lestimateur du maximum de vraisemblance sous contraintes pour
répondre a cette question. Nous avons ainsi adapté les résultats généraux proposés par Crowder
([20]) au cas de la sécurité routiere.

L’existence et la convergence théoriques des estimateurs du maximum de vraisemblance sous
contraintes de l'effet moyen et des risques d’accidents sont ainsi étudiées (voir annexe All p.
195).
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Pour étudier la distribution asymptotique des estimateurs, il est nécessaire d’estimer la vari-
abilité de l'effet moyen et des risques d’accidents. Cela passe par ’obtention des éléments diago-
naux de l'inverse de la matrice d’information de Fisher. On note que les matrices d’information
de Fisher associées & nos modeles d’analyse sont généralement trés creuses et leurs dimen-
sions sont des fonctions linéaires croissantes du nombre de sites expérimentaux et de types
d’accidents. Leur inversion directe par les procédures classiques pose souvent des problémes
d’instabilité numérique et on n’est pas certain de la qualité des inverses numériques obtenus.
Nous proposons une approche par complément de Schur (voir par exemple [28], [80] [95],[100]
[110]) pour contourner ces difficultés et estimer par la méme occasion la variabilité de Veffet
moyen et des risques d’accident en calculant directement certains éléments d’une matrice de
variances covariances. Il y a trois avantages a l'utilisation de la méthode du complément de
Schur, le premier est qu’elle permet de vérifier de fagon formelle la condition d’inversibilité des
matrices d’information, essentielle pour établir 'existence du maximum de vraisemblance sous
contraintes, le deuxieme est d’éviter numériquement l'inversion de la matrice d’information de
Fisher, le troisieme est d’obtenir une expression formelle de la variance des estimateurs per-
mettant 1’étude de leurs comportements ainsi que la construction d’intervalles de confiance.
Nous utilisons pour cela certaines propriétés (paragraphe 3.2.2) du complément de Schur d’une
matrice et celles du produit de Kronecker de deux matrices.

Les résultats algébriques obtenus sont exposés au paragraphe 3.3.2 (voir aussi annexe A03 p. 85).
Ces résultats sont ensuite utilisés pour déduire la structure générale de la distribution asymp-
totique (annexes A07 p.142 et A09 p. 154) de estimateur du maximum de vraisemblance sous
contraintes de 'effet moyen et des risques d’accident. En utilisant toujours le complément de
Schur, nous exploitons en profondeur cette structure générale pour obtenir ’expression formelle
explicite des variances et des covariances asymptotiques (paragraphe 3.3.3 et annexe AO01 p.
51) des composantes de ’estimateur sous contraintes. Ces expressions analytiques sont alors
utilisées pour construire (paragraphe 3.3.4 et annexe A04 p. 101) des intervalles de confiance
et des tests d’hypothese relatifs a la nullité de I'efficacité moyenne de la mesure.

Quelques exemples d’application de nos travaux de recherche sur I’évaluation font I’objet des
annexes A02 p. 65, A05 p. 110, A06 p. 130 et A10 p. 174. Les annexes A02 et A05 traitent des
aspects pratiques de 'existence et de la convergence des estimateurs en utilisant des données
simulées. L’objectif visé dans ces deux premiers travaux est de soumettre notre approche d’esti-
mation a différents tableaux de données d’accidents et d’étudier le comportement de la solution
des équations de vraisemblance sous contraintes. Dans un premier temps, nous nous sommes
intéressés a 'estimation de l’effet moyen et des tendances moyennes des variations en nombre
d’accidents dans les zones de controle (paragraphe 4.2.2 et annexe A05). Dans un deuxiéme
temps, nous avons étudié numériquement 'existence et la convergence des lois de probabilité
utilisées pour pondérer les coefficients de contrdle de chaque zone. Pour ce faire, nous avons
utilisé une approche graphique comparant les histogrammes des différentes lois de probabilité
en nous servant de plusieurs tableaux de nombres d’accidents simulés (voir paragraphe 4.2.3 et
annexe A02). L’annexe A06 représente la premiere grande application de nos approches a des
données réelles. En effet, nous montrons comment analyser les données liées a la transforma-
tion de sept carrefours en ronds-points traitée par Tanner. Nous appliquons notre principe de
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pondération aléatoire des coefficients de controle aux données de ce dernier auteur et obtenons
les mémes résultats sans étre obligé de recourir a une procédure de test pour estimer ’écart-
type de leffet moyen. Dans 'annexe A10 (voir paragraphes 4.3.4 et 4.3.5), nous présentons
trois études de cas réels et récents. Les deux premieres applications proviennent d’une série
d’opérations d’aménagements de sécurité effectués sur les routes nationales du département
Pas de Calais (France). Ces opérations visent & résoudre les problemes de sécurité sur le réseau
existant, en s’attachant a traiter en priorité les zones repérées comme les plus dangereuses.
La derniere application est relative a I’évaluation de leffet de panneaux publicitaires installés
le long de certains échangeurs et de certaines autoroutes de la ville de Montréal (Québec,
Canada). L’ensemble des exemples d’application montre bien que nos approches statistiques de
I’évaluation s’appliquent a la fois & des tableaux de données d’accidents de petits effectifs et de
grands effectifs.

Nous avons structuré les conclusions et perspectives autour de trois grands points. Dans

un premier point, nous abordons la question récurrente en évaluation statistique d’une mesure
appliquée & plusieurs sites comportant plusieurs types : a-t-on le méme effet pour tous les sites
ou tous les types d’accident ?
Cette question revient a tester '’hypothese d’égalité des effets moyens par site ou par type
d’accident. Nous proposons des modeles et des statistiques (paragraphe 5.1) pour éprouver
cette hypothese. La loi asymptotique de ces statistiques est obtenue (voir annexe A08 p. 148
et paragraphe 5.1.3) sous certaines conditions de régularité grace a I’étude de certaines formes
quadratiques aléatoires. Différentes statistiques du type chi-deux sont ainsi déduites et utilisées
pour éprouver I’homogénéité de l'efficacité moyenne de la mesure. Les distributions asympto-
tiques obtenues montrent clairement la place importante occupée par la statistique du chi-deux
dans les approches d’évaluation. Nous proposons, dans un deuxiéme point, une deuxieme ap-
proche d’estimation (paragraphe 5.2.2 et annexe A12 p. 208) basée sur la méthode du chi-deux
minimum modifié (voir par exemple [17] p. 425-426, [36]). Dans un troisiéme point (voir para-
graphe 5.1.3), nous présentons quelques perspectives d’amélioration de nos résultats actuels.
Ces perspectives vont de la méthode d’estimation & l'introduction de nouvelles familles de
modeles multivariés en passant par la recherche de solution initiale adaptée aux données de nos
approches statistiques de ’évaluation d’une mesure.



Chapitre 2

Modeles et estimation sous contraintes

2.1 Introduction

Les modeles statistiques utilisés dans 1’évaluation de 'efficacité d’'une mesure de sécurité
routiere dépendent fortement des données disponibles et des objectifs fixés lors de la mise en
place de cette mesure [2, 4, 5, 6, 7, 8, 16, 22, 23, 37, 40-48, 51, 57-62]. Quel que soit le modele,
le principe de base de I’évaluation consiste a prédire la valeur moyenne de la variable aléatoire
utilisée (ou critere d’appréciation) si la mesure n’avait pas été appliquée. En pratique, on utilise
souvent, le nombre d’accidents comme variable aléatoire.

Pour un seul site par exemple, on compte les nombres d’accidents survenus avant ’application de
cette mesure (période t;) et apres celle-ci (période t5) et il faut pouvoir juger si la modification
du nombre des accidents (passant par exemple de ny & my,) est significativement différente
de celle qu’'on aurait observée si la mesure n’avait pas été appliquée ou n’était pas efficace.
L’interprétation des résultats doit tenir compte d’un certain nombre de facteurs (évolution
du trafic, conditions météorologiques, comportement des usagers, ...); si en étudiant d’autres
données (par exemple les variations du nombre des accidents sur un site équivalent non soumis
a la mesure) on s’apercoit que le nombre d’accidents est multiplié par un facteur ¢ (coefficient
de controle, ou d’évolution), la modélisation de 'efficacité de la mesure doit tenir compte de ce
facteur c.

Lorsqu’une mesure est appliquée simultanément a plusieurs sites (supposés étre un échantillon
représentatif de ’ensemble des sites), il n’est pas en général réaliste de considérer, pour des
raisons de localisation, ou de similarité des sites ([44]) , ou de régression vers la moyenne [1,
15, 23, 24, 55, 101, 107, 108] par exemple, que le méme facteur ¢ puisse étre utilisé quel que
soit le site. C’est pourquoi Tanner (1958) a introduit la notion de zone de contréle et défini un
coefficient de controle pour chaque site expérimental a I’aide du quotient nombre des accidents
“apres” sur nombre des accidents “avant” dans la zone de controle. Par suite, il a proposé
un modele binomial pour combiner les données d’accidents de chaque site expérimental avec
celles de la zone de controle qui lui est associée. Son modele dépend non seulement du parametre
décrivant Deffet de la mesure au site expérimental considéré mais aussi du coeflicient de contréle
spécifique a ce site. Or une hypotheése fondamentale de travail effectuée par Tanner est le fait
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qu’il suppose que ces dits coefficients de controle, obtenus & 1’aide de rapports de nombres
d’accident, sont sans erreur et soumis & aucune variation aléatoire.
Y

Dans cette partie de notre travail de recherche, nous continuons d’utiliser cette approche

avant-apres avec zone de controle mais supposons que les coefficients de controle sont soumis
a des aléas. Nous proposons une approche probabiliste pour prendre en compte ces aléas en
construisant des distributions de probabilité utilisées pour pondérer les différents coefficients de
controle. Les poids ainsi attribués permettent de moduler la variabilité entre les coefficients de
controle et de construire des modeles statistiques multivariés applicables a des tableaux avant-
apres sans agréger les données qui correspondent a différents types d’accidents. On consideére
dans ce mémoire qu'une mesure de sécurité routiere est appliquée a plusieurs sites et que I'on
dispose du nombre total d’accidents pour chaque type et pour chaque site expérimental au
cours des deux périodes d’analyse (période précédant et période suivant I'instauration de la
mesure). Une telle démarche induit une troisieme dimension (typologie d’accidents) dans I’ap-
proche avant-apres d’une mesure de sécurité routiere et impose de modéliser I'effet moyen de
cette mesure par rapport a des tableaux de données d’accidents en incorporant la modélisation
de différents types de risque d’accidents. Les différents modeles obtenus (annexes A02, p. 65
A04 p. 101, A05 p. 110) sont béatis sur le principe du modeéle multinomial et permettent d’es-
timer a la fois 'effet moyen de la mesure et des indices de risques associés aux différents types
d’accident de 1’étude considérée.
Ainsi, nous construisons plusieurs modeles statistiques multivariés (voir [9], [70], [79-89]) perme-
ttant de combiner des tableaux de données d’accidents avant-apres avec controle et proposons
différentes généralisations du modele d’évaluation de Tanner. Au paragraphe 2.3.1 (voir an-
nexe A05 p. 110), nous exposons le premier modele multinomial dont la dimension est égale &
deux (les deux périodes d’analyse de la mesure) fois le nombre de types d’accidents retenus. Ce
modele prend en compte le parametre effet moyen de la mesure a tous les sites, le coefficient
spécifique & chaque type d’accidents de la zone de controéle, le poids aléatoire associé a chaque
coefficient de contréle ainsi que la tendance moyenne des variations en nombre d’accidents dans
la zone de controle associée a chaque site expérimental. Ce premier modele utilise directement
le coefficient de controéle spécifique a chaque type d’accident dans la construction de la loi multi-
nomiale permettant de répartir le nombre total d’accidents de chaque site expérimental. Or,
ces coeflicients individuels peuvent étre souvent instables et soumis & d’éventuelles variabilités.
De ce fait, nous construisons un deuxieéme modele (paragraphe 2.3.2). Ce deuxiéme modele
évite l'utilisation directe des coefficients individuels et prend plutot en compte la tendance
moyenne des variations en nombre d’accidents des zones de controle. Ces tendances moyennes
ont 'avantage d’étre plus stables.

La construction de ces deux modeles multinomiaux est basée sur une approche de répartition
aléatoire du nombre total d’accidents de chaque site expérimental entre d’une part les deux
périodes d’analyse et d’autre part les différents types d’accidents. Les lois de probabilité des
deux modeles statistiques dépendent, par construction, d’un vecteur parametre constitué de
l’effet moyen de la mesure et des poids associés aux différents coefficients de chaque zone de
controle. De ce fait, ’espace des parametres est constitué du produit de la demi droite réelle
positive avec des simplexes. L’estimation de ce vecteur parametre est une estimation sous
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contraintes faite a ’aide de la méthode du maximum de vraisemblance. Outre les propriétés
asymptotiques bien connues du maximum de vraisemblance, on montre en sécurité routiere
(voir par exemple [103]) qu’il est préférable d’estimer le logarithme de leffet moyen plutot
que l'effet moyen lui méme. En utilisant ces résultats asymptotiques, on modifie le vecteur
parametre a ’aide de 1’application qui laisse invariant les poids et transforme 1’effet moyen en
son logarithme. Cette transformation bijective permet d’obtenir un troisieme modeéle exposé
dans le paragraphe 2.3.3 (annexe A04 p. 85) dont la structure s’apparente & celle des modeles
a lien logistique ([52], [68]).

2.2 Données et objectifs

On considére donc qu’une mesure de sécurité routiere (aménagement d’'un carrefour, revé-
tement d’un trongon d’autoroute, ...) a été appliquée a S(S > 0) sites. On suppose disposer,
sur chacun des S sites expérimentaux, du nombre total d’accidents avant et apres 'imposition
de la mesure pour des périodes de longueurs convenables. La question qui est posée ici est la
suivante : comment modéliser et estimer 'effet moyen de la mesure relative a ’ensemble des S
sites, dans le cas ot chacun d’eux comporte R(R > 1) types d’accident ?

2.2.1 Structure des données

Les données dont on dispose se trouvent dans le tableau 1 suivant :

type 1 type j type R | type 1 type j type R | total
site 1 T111 Tij1 T1R1 Ta1 Toj1 Z2R1 ny
site k | Tupg T1jk T1Rk To1k T2k TRk ng
site S | Tug Tijs T1RS T218 Tajs T2RS ns

table 1 : Sites expérimentaux

oll Z1;, (resp. aq;i;) représente le nombre d’accidents du type j enregistré au site expérimental
k avant (resp. apreés) la mise en place de la mesure, n, = Zle(xljk + Z2jx) le nombre total
d’accidents observés au site k(k =1,2,...,9).

Des facteurs (comme par exemple la tendance générale du trafic routier, les variations des
limitations de vitesse, les conditions météorologiques, ...) ainsi que le comportement des usagers
(en particulier des conducteurs vis & vis de la mesure : changement d’itinéraire de conduite par
exemple) peuvent avoir une influence directe ou indirecte sur l'effet visible de la mesure prise.
Pour prendre donc en compte ces facteurs extérieurs sur les données d’accident, on suppose
qu’a chaque site expérimental est associée une zone (ou site) de contréle ot la mesure n’est pas
directement appliquée. On suppose alors que les nombres d’accidents pour les sites de controle
et pour les mémes périodes avant-aprés sont connus, disponibles pour I'ensemble des types
d’accident sous forme de coefficients de controle fournis par la table 2 suivante :
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typel --- typej --- type R
controle 1 c11 Cj1 CR1
controle k Cik e Cik ‘e CRE
controle S | ¢ ces cis e CRS

table 2 : zones ou sites de controdle

ou pour une zone de controle fixée, ¢j; est le rapport du nombre d’accidents du type j de la
période apres sur celui de la période avant.

2.2.2 Objectifs principaux et formulation du probléme

Comment modéliser et estimer I'effet moyen de la mesure de sécurité routiere sur différents

types d’accidents, et prendre formellement en considération les informations (nombres d’ac-
cidents) dans les zones de controle sans agréger systématiquement les données d’accidents
disponibles 7
L’approche que nous proposons consiste a combiner les données des sites expérimentaux et
des zones de controle en utilisant le principe des modeéles multiplicatifs [48, 90-92, 93] souvent
adopté en sécurité routiere. Cette approche permet la prise en compte du parametre effet moyen
de la mesure de sécurité routiere ainsi que la construction, pour chaque site expérimental &k, d’un
vecteur parametre de dimension R. Chaque vecteur parametre de dimension R ainsi construit
est alors utilisé pour pondérer les coeflicients de la zone de controle associée au site expérimental
k. De ce fait, au probleme de modélisation et d’estimation de ’effet moyen s’adjoint celui de S
vecteurs de probabilités (ou de poids) chacun de dimension R.
Le premier objectif est donc de construire des modeles statistiques paramétriques qui combi-
nent simultanément les données d’accidents des tables 1 et 2, I'effet moyen de la mesure et
les différents vecteurs de poids. Le deuxiéme objectif est d’estimer I’ensemble des parameétres
liés aux modeles afin de quantifier Pampleur de effet de la mesure et de son incidence sur les
différents types de risques d’accident présents dans 1’étude.

Par la suite, on note Xy, (resp. Xy;) la variable aléatoire donnant effectif du nombre
d’accidents du type j sur le site expérimental k avant (resp. apreés) 'implémentation de la
mesure. On s’intéresse alors, pour un site expérimental & fixé, a la loi de probabilités du vecteur
aléatoire discret (Xlk,ng)T de dimension 2R, étant donné n; le nombre total d’accidents
enregistrés a ce site, avec

Xk = (X1, Xaoks - > Xomn) " (vesp.Xop = (Xoak, Xooks - - > Xorw) ")

le vecteur aléatoire de dimension R donnant les effectifs d’accidents, avant (resp. apres) la
mesure.
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2.3 Modeles statistiques

Nous exposons partiellement, dans cette section, le mécanisme de construction des modeles
statistiques utilisés pour répartir Deffectif total d’accidents de chaque site expérimental a la
fois entre les deux périodes et entre les différents types d’accidents. le principe de base de cette
construction est présentée dans I’annexe A05 p 110.

2.3.1 Modele I (annexe A05)

Pour modéliser 'effet moyen de la mesure de sécurité, on suppose que le nombre moyen
E(Xyji) d’accidents du type j au site k qu’on pourrait s’attendre a observer dans la période
“apres” si ce site expérimental avait un comportement semblable & celui de la zone de controle
associée est :

0" cikE(X14) (1)

ou E(X1;x) est I'espérance mathématique de la variable aléatoire Xi;;, et

Sous ces mémes hypotheses et en utilisant les données d’accidents des tables 1 et 2, et en
estimant E(Xy;;) par i;x, on déduit que les proportions d’accidents espérés par type au site
expérimental k au cours des deux périodes (avant et apres) sont estimées par :

Plk Poe Pre  Ofcuply 07capl,  0°CrePRa 2)
1+0%c;’ 1+0%;  "1+0¢ 1+0*’ 1+6% 146

en posant

R R
* * *
Pk = xlmk/( E l’uk), Cp = E CmkPmk-

j=1 m=1

Pj est une estimation de la probabilité pour qu’un accident qui se produit au site expérimental
k avant la mise en place de la mesure soit du type j, avec

R
pj, > 0, Zp;kzl, (k=1,2,...,9),
j=1

et ci, pour k fixé, est la somme des valeurs c;i; de la table 2 pondérées par les pj,. cj, représente
une estimation du coefficient de contréle moyen associé au site k si ce site se comportait comme
sa zone de controle associée.

On pose alors

Djk * 0" cirjy,

_ Dk e MR 9. R 3
1+ 6 kT T Y (3)

* —
Tk =
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Par construction, les mf;, (t = 1,2) représentent la répartition du nombre total d’accidents
espérés au site expérimental k£ en 2R catégories mutuellement exclusives entre les périodes
“avant” et “apres” si le site k se comporte comme sa zone de controle et si 6% est 1'effet moyen

de la mesure. On a
R
S = )

En s’inspirant de ces deux derniéres relations, on fait ’hypotheése que, pour k fixé, le vecteur
(X1x, Xox)T suit une loi multinomiale notée M (ny; I114(0), g1 (0)), ol

Htk(@) = (’/Tﬂk(@>, thk(@), N ,WtRk(@))

est le vecteur de dimension R de composantes . : IR***" —]0; 1[ données par :

QCjkpjk

Dik _
1+ 6 me:l CmkPmk ’

= j=12,...,R), (5)
1+HZTIZ:1 CmkPmk

71%(©) ;o Tk (O)

o © = (0, PT)T de dimension (1 + SR) est le vecteur des parametres, (6 > 0) le parametre

effet moyen de la mesure et ot P = (PL, PL,..., PE)T avec P, = (pix, pok, - - -, Pre) ", vecteur
de dimension R est tel que :
R
R—1
P € S;E ) = {(P1s p2ts - - - Prr)” € RF  pjye > O,ijk = 1}. (6)
j=1

2.3.2 Modele 2 (annexe A02)

Bien que le modele 1 soit une extension considérable de celui de Tanner (1958) & des types
d’accidents, il comporte, & travers la structure du parametre oy, les coefficients individuels c;y,
supposés fixes et connus. Mais, les données d’accidents dans les zones de controle sont également
aléatoires. Et comme précédemment notifié, il peut exister une variabilité entre les valeurs cjy
d’un méme site expériemental et le fait de ne pas corriger cette variation dans la modélisation
peut avoir une influence sur 'estimation des parametres. Pour améliorer la conception du modele
1 et proposer une alternative, on modifie le parametre 7y, en remplacant le coefficient individuel
c;r par la tendance moyenne cg. On en déduit un deuxiéme modele multinomial en supposant,
pour k fixé, que le vecteur (X, Xox)T suit une loi multinomiale notée M(ny; [114(0), Il (0)),
ol

Htk(@) == (ﬂ’tlk(@), 7Tt2k(@>, [P WtRk(@))

est le vecteur de dimension R de composantes my, : IR +]0; 1[ données par :

Op; R mklPm .
(@) = P Lma OBy Ry ()
1 + 0 Zm:l CmkPmk

_ Dik
146 Zfl:l CmkPmk

15 (©)
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o © = (6, PI)T de dimension (1 + SR) est le vecteur des parametres, (6 > 0) le paramétre

effet moyen de la mesure et ot P = (P, Py, ..., PE)T avec Py = (pik, P2k, - - -, PRE)", vecteur
de dimension R est tel que :
R
Pk € S,E:R_l) = {(p1k7p2k, . ,ka)T € IRR,pjk > O,ijk, = 1}. (8)
j=1

Le vecteur © comporte deux ensembles de parametres; 4 et les vecteurs Pg. Or, par construc-
tion, chaque sous-vecteur P, appartient au simplexe d’ordre R. De ce fait, le vecteur parametre
© est soumis & des contraintes de bornes (8 > 0), 0 < p;x < 1) et & des contraintes linéaires :

hk(@) =<1,,P.>—-1=0, (k =1,2,.. .,S), (9)

oll <, > est le produit scalaire classique et 1, = (1,...,1)T € IR” le vecteur des unités.

2.3.3 Modele 3 (annexe A04)

Dans la pratique de I’évaluation d’une mesure de sécurité routiere, il est souvent indiqué de
considérer le logarithme de leffet plutot que Ueffet lui-méme. Une des raisons de cette pratique
se trouve dans le résultat asymptotique obtenu par Tanner. En partant de ce résultat, nous
avons construit la transformation bijective gy

g1 : R RSE © 91(©) =0,

qui laisse le vecteur P invariant et transforme 6 — (§ = log.(#). Une conséquence intéressante de
la bijection g; est qu’elle permet de passer outre la contrainte sur le parameétre € en transférant
la recherche numérique de solution pour leffet moyen de ]0,+oo[ dans | — oo, +oo. Un tel
transfert donne plus de souplesse & l’estimation des parametres et en particulier a celle liée
au parametre §. En utilisant cette fonction bijective, on obtient un troisieme modele multino-
mial. Ainsi, pour k fixé, on suppose que le vecteur (Xiz, Xoz)? suit une loi multinomiale notée

M(ng; 1 (01), 1ok (©4)), ou

[1x(01) = (mak(©1), 726 (©1), - - ., TerE(©1))

est le vecteur de dimension R de composantes my : RI+SE +—]0; 1] données par :

Dik €"CikDik .
m15(01) = ; ma(©1) = , (G=12...,R),
Uk( 1) 1+eP 2717%1:1 CrkPmk N ( 1) 1 +eﬁ Zfz:l CmkPmk ( )
(10)

0, = (8, PT)T de dimension (1 + SR) est le vecteur des parametres ot 3(3 €] — oo; +00])

représente le logarithme de l'effet moyen et ot P = (P, Pf,..., PY)T avec Py, = (pix, Poky - - - PRE) s

vecteur de dimension R est tel que :

R
P € SV = {(puk, powr - prx)” € R pji > 0, pix=1} (11)
=1
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Par construction des modeles, chaque vecteur auxiliaire P, appartient au simplexe d’ordre
R. Par conséquent, chacun de ces vecteurs peut étre associé & une loi de probabilité qui faut
estimer (voir section 2.4) au méme titre que le parametre lié & effet moyen de la mesure.
Selon la fagon dont on estime le vecteur P, (voir par exemple Pexpression (2) p. 13), chaque
composante p;i, pour k fixé, peut étre interprétée comme un risque d’accidents. En pratique,
on aménage un site parce que les risques d’accidents avant 'aménagement sont anormalement
élevés par rapport & d’autres entités du réseau. L’effet espéré de Paménagement routier (mesure
de sécurité routiere) est donc de faire baisser les risques d’accidents. De ce fait, pour mieux
apprécier I'impact de la mesure de sécurité routiere sur les différents types de risque d’accidents,
il convient de distinguer la période avant de celle d’apres et d’inclure les données de controle
dans la définition de ces risques. A cette fin, nous utilisons, pour le site expérimental k fixé, le
parameétre 7y (0) (resp. mo;,(©)) comme indicateur du risque d’accident du type j au cours
de la période avant (resp. aprés). En effet, la probabilité conditionnelle (conditionnellement au
nombre total d’accidents observés au site expérimental k et aux données de la zone de controle
associée) m1;,(©) (resp. ma;i(©)), représente, par construction, la probabilité quun accident
survenu au niveau du site expérimental k soit du type j avant (resp. aprés). La connaissance
de ces différents risques d’accidents avant et apres et donc de la loi de probabilité des vecteurs
aléatoires ( X1y, Xo)? passe par 'estimation du vecteur ©.

2.4 Estimation multivariée sous contraintes

2.4.1 Introduction

Apres la modélisation, nous nous sommes intéressés dans cette partie de nos travaux, a l'es-
timation des parametres liés & nos approches statistiques en utilisant la méthode du maximum
de vraisemblance sous contraintes. Il est hors de nos propos de faire une revue complete de cette
approche d’estimation car différents auteurs [3, 13, 20, 26, 31, 35, 38, 63, 64, 65, 66, 77, 79, 84,
88,96, 98, 99, 104, 105] ont déja abordé la question et proposé des résultats asymptotiques sous
des conditions de régularité diverses et variées.

La méthode d’estimation que nous proposons correspond au cas particulier ou les variables
de I’échantillon sont supposées indépendantes non identiquement distribuées et dont les lois
sont soumises a des contraintes linéaires et de bornes. Dans une premieére série de travaux
(paragraphe 2.4.2 et annexe A1l p. 190), nous avons étudié l'existence théorique de solutions
en adaptant les conditions de régularité proposées par Crowder [20] et que nous rappelons
ci-dessous. Ensuite, nous exploitons les conditions et les résultats de ce dernier auteur pour
analyser la distribution asymptotique (annexes A07 p. 142 et A09 p. 154) de l'estimateur du
maximum de vraisemblance sous contraintes relatif a I’effet moyen et aux risques globaux d’ac-
cident.

On suppose que {(Xix, Xox)T,1 < k < S} est un échantillon de S couples de vecteurs
aléatoires indépendants tels que la loi de chaque couple soit une loi multinomiale donnée par
'un des modeles (par exemple le modele 1) de la section 2.3. On note £(©) la log-vraisemblance
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associée a cette suite et supposée contintment différentiable. La recherche de l'existence de
'estimateur © du maximum de vraisemblance de ©° (la vraie valeur) revient au probléme :

Maximiser £(©) sous les contraintes hi(©)=0; k=1,2,...,8. (12)

ol h(©) sont les fonctions de contraintes supposées également contintiment différentiables.
Cette recherche de solution au probléme de I’évaluation multidimensionnelle d’'une mesure de
sécurité routiere est donc un cas particulier du probleme plus général de maximum de vraisem-
blance sous contraintes. Cette recherche de solution est équivalente & la résolution du systéme

oL T4 .
(—5@—)@ +H;A=0, h(©)=0 (13)
ot A = (A1, Ag, ..., Ag)T est le vecteur de dimension S des multiplicateurs de Lagrange, h =

(h1,ho, ..., hs) et ou Hg = (H;, Hs) est la matrice de dimension S x (1 + SR) avec

00’ " 06

ohy Ohs

— Z TTUONT
H; = ( aP’”"(S‘P)

)T , Hy= (
respectivement des matrices de dimension S x 1 et S X (SR) des dérivées partielles des fonctions
de contraintes par rapport aux composantes du vecteur parametre ©. On pose par la suite

O*L

Jo = E(=55507)

la matrice d’information de Fisher. La recherche d’une solution aux équations de vraisemblance
sous contraintes est intimement liée au fait que la matrice d’information de Fisher et la matrice
des contraintes soient de plein rang. Afin d’étudier l'existence d’une telle solution, on admettra
dans un premier temps que ces matrices sont définies positives. Les résultats obtenus sur la
question d’inversibilité formelle des matrices d’information sont exposés au chapitre 3.

2.4.2 Résultats asymptotiques généraux

Nous donnons dans ce paragraphe les conditions générales utilisées pour établir ’existence
et la convergence en probabilité et en loi de 'estimateur du maximum de vraisemblance sous
contraintes. Ces conditions ne sont pas uniques et dépendent souvent de la structure du modele
et des contraintes. Les conditions utilisées dans ce travail sont similaires a celles utilisées par
Crowder [20] .

On admet les conditions de régularité suivantes :

(C1) Jo et HoJg'HE sont définies positives;
(C2) E[25] = 0 et Var[(85)eo] = Joo;
(C3) Ve > 0 il existe 6 € (0, €] tel que

s
Proba [sup”@_eo”:é(@ —O%TF(X;0) < §?] —1, nget N = Z ng — + 00
k=1
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ot F(X;0) = (Issr = PoHo){J5' (55 )en + Mo (0~ 0°)} avec Mo = Jg* (Jo + (35}

est une matrice (1+SR) x (14 SR) , ®e = J5 ' HL(HeJ5' HE) ™" est une matrice (1+SR) x S

et X le vecteur aléatoire constitué des S couples (Xix, Xok) ;

(C4) Mg frote o, Oy — oo frobe | ®eo |< +oo quand ng et N =% np — +00

(C5) (2&)eo "R N(0, Jeo).

Les conditions (C1) et (C2) sont des conditions classiques relatives & la fonction score (le
gradient de la log-vraisemblance). La condition (C1), par exemple, est essentielle car elle sert a
construire la fonction F(X; ©) utilisée pour établir 'existence théorique de 6. Si cette condition
(C1) n’est pas vérifiée, certains auteurs (par exemple [97, 99, 102]) proposent de modifier la
matrice d’information en utilisant convenablement la structure du modele et des contraintes.
La condition (C3) permet ensuite d’utiliser une version probabiliste du théoréme du point fixe
évoqué par exemple dans Aitchison et Silvey [3]. Les conditions (C4) et (C5) servent & établir
la convergence en probabilité et en loi de 'estimateur du maximum de vraisemblance sous
contraintes. '

Théoréme 2.4.1 (Anneze All) o
Sous les conditions de régularité (C1) a (C4), il existe (©, \) une solution convergente aux
équations du mazimum de vraisemblance sous contraintes.

Globalement, la démonstration consiste & appliquer le théoréme de la moyenne (c’est-a-dire
un développement limité d’ordre 1 des équations de vraisemblance) dans un voisinage compact
(au sens de la topologie euclidienne) de ©°. Ensuite, on montre, dans ce voisinage compact,
que les équations de vraisemblance sous contraintes sont équivalentes a

F(X,0) - (6 - 6% = 0.

En appliquant, enfin, un équivalent du théoreme du point fixe, une solution © existe, avec
|© — ©°)| < 4, si avec une probabilité tendant vers 1, (© — ©°)T{F(X,0) - (6 — 0%} < 0
pour [|© — 0% =§

Théoréme 2.4.2 (Anneze A0T et A09)
Sous les conditions (C1) a (C5) , il existe une solution convergente aux équations de vraisem-
blance sous contraintes et on a asymptotiquement (ny et N = Zle ngy — +00)

(6—6°) =" N (0; 5" - J5' HE (Ho 5  HE) ™ HoJ5") (14)

On utilise le méme principe du théoréme de la moyenne dans le méme voisinage compact
pour montrer que le vecteur aléatoire constitué de estimateur du maximum de vraisemblance
sous contraintes et une transformation des multiplicateurs de Lagrange est asymptotiquement
normalement distribué.



Chapitre 3

Complément de Schur et
approximation d’erreurs standards

3.1 Introduction

La plupart des méthodes multivariées en statistique appliquée exige l'inversion de matrices
d’information. En effet, les algorithmes itératifs du type Newton-Raphson utilisés pour estimer
les parametres nécessitent a chaque itération I'inversion d’une matrice. D’autre part, on a besoin
de connaitre, en fin d’itération, une approximation de la précision relative de chaque parametre
du modele. Ceci va nous conduire & étudier les éléments de I'inverse d’une matrice d’information.
Dans le cas des approches statistiques de I’évaluation proposées, nous connaissons la structure
formelle des matrices d’information et de la matrice de contraintes. Il faut donc en extraire les
écart-types en utilisant les résultats du théoréme 2.4.2. Or ces matrices sont souvent creuses
et de tailles croissantes par rapport aux dimensions des tableaux de données d’accident. Il
faut alors pouvoir vérifier la condition fondamentale (C1) relative & la non singularité de nos
matrices d’information et surtout pouvoir disposer d’une expression analytique de la variance de
chaque parameétre afin de batir des outils simples d’aide a la décision (intervalles de confiance
et tests d’hypothese). Cela passe non seulement par I’étude de l'inversibilité de la matrice
d’information considérée mais aussi par Panalyse détaillée des éléments de son inverse. A cet
effet, nous utilisons la technique du complément de Schur [28, 80, 95, 100, 110] brievement
rappelé a la section 3.2. Ainsi, nous démontrons 'inversibilité de nos matrices d’information et
obtenons de surcroit 'expression analytique des composantes de chaque inverse en fonction des
données du probléme et des parametres du modele utilisé. Au paragraphe 3.3.2 (voir annexes
A03 et A0T), nous présentons les résultats obtenus sur 'inversibilité des matrices d’information
liées a notre problématique. Nous exploitons alors ces résultats pour estimer les variances et
covariances (paragraphe 3.3.3 et annexe A01) de I’estimateur sous contraintes de 'effet moyen et
des risques d’accident. Ces variances sont utilisées pour construire (paragraphe 3.3.4 et annexe
A04) des intervalles de confiance et pour batir des tests d’hypothese relatifs & la nullité de Veffet
moyen de la mesure et des risques d’accident.
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3.2 Complément de Schur

3.2.1 Définition et premieres propriétés

Considérons la matrice partitionnée suivante

u-(59)

oll la matrice carrée P est supposée non singuliere (inversible). Alors le complément de Schur
de P dans M est défini par
(M/P)=S —RP'Q.

En utilisant cette définition, on a la formule de diagonalisation par blocs de Aitken cité par
Zhang et al [110] :

<‘RIP_1(I)>(§(§)<(I’ _PI_1Q>=(1;(M(;P)> (1)

Il s’en suit alors deux grands résultats algébriques concernant les calculs de rang et de déterminant
de matrices. On montre en effet que si le complément de Schur de P dans M existe alors

rang(M) =rang(P) + rang((M/P))

=rang(P) + rang(S — RP7'Q)

et
det(M) =det(P) x det((M/P))

=det(P) x det(S - RP'Q)
Le résultat concernant le calcul de rang est souvent cité dans la littérature comme la formule
d’additivité de rang de Guttman alors que celui relatif au déterminant est appelé formule du
déterminant de Schur. Comme la matrice P est supposée non singuliere, l'inversibilité de M
est équivalente & celle de (M/P). Cette derniére propriété a fait 'objet de notre attention dans

nos travaux. Nous rappelons brievement quelques résultats principaux concernant 'inversion
de matrices.

3.2.2 Quelques applications a l’inversion formelle de matrices

Théoréme 3.2.1 On suppose que la matrice carrée

u-(%9)

est non singuliére (inversible) avec P et S deux matrices carrées. On a les résultats suivants :
(i) st P est non singuliére alors le complément de Schur (M/P) = S—RP™'Q est également
non singuliére et de plus

M-1 ( P-! +P71QM/P)"'RP™! —-P1Q(M/P)! )
a —(M/P)"'RP! (M/P)~ ’
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(it) st S est non singuliére et P non nécessairement inversible alors le complément de Schur
(M/S) =P — QSR est également non singuliére et de plus

vt (M/S)RP ~(M/S)"'Qs™!
- ( ~STIR(M/S)™! S+ S 'R(M/S)1QS! ) ’

(i15)  si maintenant P et S sont toutes deux non singuliéres alors les compléments de Schur
(M/P) =S —RP'Q et (M/S) =P — QS™'R sont également non singulicres et de plus

(P-QS™'R)'=P'+P!Q(S-RP!Q)'RP

Corollaire 3.2.2 On suppose que la matrice carrée

_( P q
M= ()

est non singuliére (inversible) avec P matrice carrée inversible, q et v deux vecteurs et s un
scalaire non nul. Alors le complément de Schur (M/s) s’écrit

1
(M/s) =P — ~qr”
s
et on a .
P—Z -1 _ P—l P—l TP—l
( s I ) + s—rTP~1q qar

ot le complément de Schur (M/P) = s — rTP~1q est un scalaire supposé non nul.

D’autres résultats algébriques ainsi que des cas particuliers d’inversion de matrices utilisant le
complément de Schur sont disponibles dans la littérature (voir par exemple Zhang et al 2006,
Ouellette 1981). Ces derniers auteurs donnent également une revue importante des applica-
tions du complément de Schur a la statistique. Dans le cadre de nos travaux de recherche sur
I’évaluation, nous combinons cette technique du complément de Schur et la structure parti-
culiere des modeles statistiques pour démontrer l'inversibilité formelle des matrices d’informa-
tion et déduire 'expression analytique des écart-types des parametres. Les résultats obtenus
sont exposés dans les annexes A01, A03, A04, A07 et A09. Nous donnons, ci-apres, un extrait
de ces résultats.

3.3 FEtude des matrices d’information lides aux modéeles d’évaluation

3.3.1 Structure générale des matrices d’information

Les conditions générales et théoriques utilisées pour établir I’existence, la convergence en
probabilité et en loi de I'estimateur du maximum de vraisemblance sous contraintes reposent
essentiellement sur I'inversibilité de matrices d’information partitionnées de la forme :
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J@ HT TO UT :I
o = ® 1 Jo= © 2
© { He Qss J © [ Us Be 2)
ou 179 = E(— gezéco) est un scalaire strictement positif, Ug = E(—{f;—aﬁj) est un vecteur de

dimension (SR), Be = E(— 8P8P) est une matrice de dimension (SR) x (SR) et Ogs la
matrice S x S constituée de zéros. D’apres le point (7) du théoreme 3.2.1, Vinversibilité de
la matrice d’information I'g est équivalente a celle des matrices Jg et HgJg ng. La forme
explicite des composantes de chacun des blocs (par exemple pour le modele de la proposition
2.3.1 du chapitre 2) est donnée dans les annexes A03 et A04.

Différentes méthodes (voir par exemple [39, 63-65, 97, 102, 107]) peuvent étre utilisées pour
étudier la non-singularité de la matrice I'g. Nous démontrons 'inversibilité formelle de cette
matrice et obtenons I'expression analytique explicite des éléments de son inverse en utilisant les
propriétés algébriques du complément de Schur et du produit de Kronecker de deux matrices.
Les résultats exposés au paragraphe 3.3.2 sont relatifs au modele de la proposition 2.3.1 (modele
1) et s’appliquent parfaitement aux autres modeles (propositions 2.3.2 et 2.3.3) du chapitre 2
en utilisant la décomposition proposée dans I'annexe A04.

3.3.2 Etude de l'inversibilité des matrices d’information

Pour k = 1,2,...,S fixé, on note Z = (c1x, Cox, - - - ,ch)T, le vecteur de dimension R des
coefficients de controle associés au site expérimental k et on définit le scalaire strictement positif
Y = nk/(l +6 < Zk,Pk >),

1/2 14+ 9C1k 14 961%;)
’

V _9—1—/2 ket Q@Jc:d?;ag( O
Dk PRk

respectivement vecteur de dimension R et matrice diagonale de dimension R x R. En utilisant
le modeéle 1, on montre que

Teo = Zle ’Yk(< Zk, Py >)/(9 (1 + 0 < Zy, P, >)), Ug = (Ug,l’ ceny Ug’S)T avec
3/2

Uer = Jﬁ/—ﬂ/@,lc et Be = Bloc-diag(Be 1, .., Bes) avec Box = m(Qeok — VorVa)-
k

)

Théoréeme 3.3.1 (Anneze AQ7)
En utilisant par exemple le modéle 1, on montre que
() 1 2o < <2582

(@) | Vor ”Q(:)}k <l
Théoréme 3.3.2 (Anneze A07)

On pose t, = (1 — || Vo lléélk)_l pour (k=1,2,...,s). On montre alors que Bg' existe

et que
Bg'! = Bloc—dz’ag(Bé,ll, e 73(5,15)

Bole =71 Q) + 11051 Ve i Ve 16k
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Pour démontrer l'existence de Bg 1 on démontre d’abord linversibilité de la matrice Bo i =
E (—%) en construisant une nouvelle matrice de dimension (R+1)x(R+1) de telle sorte que
I'un des compléments de Schur de cette nouvelle matrice soit égale a Bg ;. Ensuite, on montre

que les deux compléments de Schur de cette nouvelle matrice existent et sont inversibles. On
en déduit alors I'inverse de Bg  en utilisant le point (4i¢) du théoréme 3.2.1. Les deux résultats
suivants permettent d’obtenir I'inverse des matrices d’information désirées.

Théoréme 3.3.3 (Annezxe A03)
On montre que
i) (Jo/Be)>0, i) (Jo/re) ' = Bg'+ (Jo/Be)'Bs'UsUdBg*
ot (Jo/Be) (resp. (Jo/Te)) est le complément de Schur de Bg (resp. de 7o) dans Jo et défini
par (Jo/Be) = 10 — UE B5'Us (resp. (Jo/To) = Be — Uatg'UE ).

Connaissant l'inverse des deux compléments de Schur associés a la matrice d’information de
Fisher Jg, on peut alors en déduire 'inversibilité de cette matrice d’information. Le résultat
ci-dessous finalise objectif fixé & savoir la vérification de la condition (C1) du paragraphe 2.4.2.

Théoréme 3.3.4 (Anneze A03)
On définit

BO _ { Bor —1r } A _ { Ao &e ] AL _ [ Ao —&o }
0.k 1% 0 3 (<) gg 0 3 (S é-g (JG/BG) 3

respectivement une matrice de dimension (1 + R) x (1 + R) et deuz matrices de dimension
(1+S5)x (1+S) avec

Ao = diag [(BS)/Bey), -, (BSs/Bes)] (3)
une matrice de dimension S X S et
¢o = HyB5'Us (4)

un vecteur de dimension S. On montre que
(i) (Bg)}c/B@,k) >0 pourk=1,2,...,5;
(ii) HeoJg'HJ est inversible et on a
(HoJo HE)™ = (A6)/(Jo/Be)) ™
= Ag! — Ag'Eo((Jo/Bo) + (AS) /Ae)) ' €BAG!

ot (Ag)/(J@/B@)) est le complément de Schur de (Jo/Beo) dans Ag).

Corollaire 3.3.5 (annezxe A03)
(i) 1
H (G /(Jo/Bo)) ™ H> = Ao & 1k,
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une matrice (SR) x (SR) ot ® est le produit de Kronecker, 1 est la matrice R X R des
UNItEs ;
Ao = ((Akm)) est la matrice S x S dont le (k,m)¢ élément est donné par

_ Oem [(Ag)/Ae)]_ltktm%’YmAe,kAe,m
N e P el 1 el e B ()
R liBgl kftmll 2R At Il HR AlBgY

Ok,m est le symbole de Kronecker, Ag , = Z,?Qg)}klR, k=12,...,5;
(1i)
(Jo/70) ™ Hy (AS)/(Jo/ Be)) " Ha(Jo/70) ™" = Geo
ot Go est la matrice (SR) x (SR) dont lélément Gy, est également une matrice Rx R donnée

par
s
=2

ZAl]Jkl 1RR} ij (7)
avec km = 1,2,...,S.

Corollaire 3.3.6 (annexe A03)
I'e est inversible

— W@ CI)@ :l [: W@( 3
st = A . We =
o Tl et ~tosstmyy | e

ot Wo(1,1) est un scalaire strictement positif, We(2,2) et Weo(2, 1) respectivement une matrice
(SR) x (SR) et un vecteur de dimension (SR) donnés par :

Wo(l,1) = (A5 /Ao)™
Wo(2,2) = (Jo/7e) ™" — (Jo/7e) 'H3 Rg'Ha(Jo/T0) ™" 9)
We(2,1) = —(Jo/Be) ' [Bg'Us — (Jo/T0) " Hj Rg'e].

ot Re = —(T'g/Jo) est l'opposé du complément de Schur de Jo dans Te.

La matrice Wg est le développement formel de la matrice de variances covariances de 1’es-
timateur du maximum de vraisemblance sous contraintes ( voir théoréme 2.4.2) relativement
aux modeles et aux contraintes exposés au chapitre 2. Les résultats des paragraphes suivants
permettent non seulement d’expliciter ces composantes mais aussi de les interpréter. En parti-
culier, on montre que la composante Wg(1,1) est une estimation de la variance de la premiere
composante de O clest-a-dire du parametre associé a 'efficacité moyenne de la mesure. On en
déduit alors des intervalles de confiance pour l'effet moyen de la mesure et les risques d’accident
ainsi qu’une procédure de test d’hypothese.
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3.3.3 Application a I’estimation des écart-types de ’effet moyen et des différents
types de risque d’accidents

Les résultats de ce paragraphe donnent les détails techniques des composantes de la matrice
de variances et covariances de ’estimateur du maximum de vraisemblance sous contraintes.
On utilise pour cela le modele 1 ainsi que les contraintes linéaires associées. On rappelle que
le but poursuivi est de fournir la structure explicite des variances et de covariances des com-
posantes du vecteur des parametres afin de batir des intervalles de confiance et construire des
statistiques pour évaluer '’hypothese d’effet moyen nul c’est-a-dire comparer 6 a 'unité. Les
deux théoremes ci-dessous et leur corollaire résultent de manipulations algébriques combinant
les caractéristiques du modele 1, les contraintes, le produit de Kronecker et les propriétés du
complément de Schur. Les détails algébriques sont exposés dans les annexes A03 et A07. Les
résultats statistiques font I'objet de 'annexe AO01.

Théoréme 3.3.7 (annexe A01)
Sous les conditions (C1) & (C5) et en utilisant le modéle 1, on démontre que le vecteur de
dimenston R des covariances asymptotiques entre 8 et le vecteur P, est donnée par :

COU(pk;é) :S@Jc X Zk, k= 1,2,...,S (10)
ot Zy = (Cigs Cony- -+, CrE)L est le vecteur de dimension R des coefficients de contrile, Se . la

matrice R X R dont les éléments Se r(i,7) sont donnés par

Ve Pk _ (1+pe.k Cik) Ph, =i
T+0cs — TRIZ_y (+0cu)? =J
tk e,k
Sox(t,J) = ———5—— (11)
nk(A(e)/A@) N (14-po .k Cik)Pik Pk i g
TLRI7_; (146 car) (1+0c56) J
o,k

avec (Ag)/A@) le complément de Schur de Ao dans Ag), 1rr = 1g1% la matrice R x R des
unités et

_ ti Do g 02 Vi

, Dox=Zr0%0 1R ti=(1—|| Vo 5-1)7" (12)
nk: ’ 9,k

Po.k

Sous les conditions de régularités déja énoncées, on montre les égalités suivantes :

.. 1 _ 1rr -
CO’U(Pk; 9) = —m Ir — @,lkr_——— @,lkU@»k

3
| 1g ”Bé}k

et
17972

BilUg) = =&
0.,k ) Nk

uZr » BojlrrQey =" [Qer(rlr+ perZilp)e )]
On déduit par substitution la matrice de covariances suivante :

cov(ﬁk;é) = Sor X Zg
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ol Se est la matrice R X R ci-dessous.

t -1 1 —1 Tyy—~1
Sop=———m— | %o} — Qox(1rRr + porZilr) o
nk(AG)/Ao) R ,

Corollaire 3.3.8 (anneze A01) )
L’expression explicite de la covariance asymptotique entre 0 et ppy, est donnée par

AL A R 1 2
ne(Ag’/Ae) [cov(ﬁmk,ﬁ)] _ | __kPmk ( +2,09,k Crnke) Pk e
tk 1+ Hka ” 1R H élk (1 + Gcmk)Q

(13)

(1 + p@ykcmk)pmk Pmk Cmk
Q.k — T
| 1 IIlek (1+ 0 cmp) ’ 1+ Ocmp

pourm=1,2 ..., R.

Théoréme 3.3.9 (anneze A01)
Sous les conditions (C1) a (C5) et en utilisant le modéle 1, on démontre que la matrice
R x R des variances et covariances asymptotiques entre les vecteurs Py, et P, est donnée par :

S S
COU(pk; Pm) = Jk,m —_ Z [(Z Ai’ij’i)lR’R:l Jj,m (14)

j=1 { i=1

km = 1,2,...,8 avec Jym la matrice R x R donnée par le complément de Schur de (Jo/Be)
dans la matrice (1 4+ R) X (1+ R) définie par

{ (Jo/Be) Ug,mBéilm }
B(S,lkU@,k 5k,mBe_),k ’

Ok.m le symbole de Kronecker et Ay, des coefficients réels définis au corollaire 3.2.7.

Dans le cas d’une mesure de sécurité routiére appliquée a un seul site expérimental (S = 1)
comportant plusieurs types d’accident (R > 1), les résultats sont plus affinés et permettent
d’obtenir 'expression analytique de la covariance entre les différents risques d’accident ainsi
que celle de leur variance. Les corollaires ci-apres exposent le contenu de ces résultats.

Corollaire 3.3.10 (annexe A01)
En supposant (S = 1) et (R > 1), la covariance asymptotique entre les différentes com-
posantes du vecteur Py est donnée par

cov(Pjis Prak) = Vi  WikWnk [Ek Ve Cik Cmk — Ak Vi Tjk Tk » J#m=1,2,...,R  (15)
. 2
ot Wi = 1fg’zjk les éléments de la matrice diagonale Qg ep = %; [92 — (Jo/Be)™? %],

ik =14+ Dorcin; (1=1,2,...,R).
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Corollaire 3.3.11 (anneze A01)
_ En supposant (S =1) et (R > 1), la variance asymptotique de chaque composante du vecteur
P, est donnée par

o®(Bjn) =1 " [wik + wi(Ee e S — Ak The) | (16)
ot (j=1,2,...,R).
On montre dans ce cas particulier que
cov( Py, P) = Jek — Ak e xR eIk K
ol la R X R matrice Ji 1, est donnée par
Tk =Y [Qok + xS ZuZs Qo] -
D’ou le résultat

CO’U(pk, pk,) = "yk_l [Q(;,lk + Qé}k(ek’ykaZ,? — Akyk’yk_lkag)Qé’lk]

oul Xy le vecteur de dimension R et de coordonnées T, = 1 + € Aok VkCmk-

Corollaire 3.3.12 (anneze A01)
En utilisant le modéle 1, on a les résultats suivants :

. R
(1) Doy =D 252E,

@) 1 1n g, =i trace(@GL) + t

0? 1’kAe) k]

1 s 2 tRAZ
(44 <Ag>/A@>=>:k:1%’,§[<~—<Zkﬁ> e I Ze log) + mpime }
(—3,

Dans le cas particulier ou la mesure est appliquée a un site expérimental avec plusieurs types
d’accident, on obtient la variance asymptotique (voir annexe A06 p. 130) de l'effet moyen a
I'aide de 'expression :

2(0) = !

2 t A
£ s - a0 2y + o

Kl
Be.k

Ces derniers résultats permettent d’étendre le probléme d’estimation ponctuelle & une approche
d’estimation ensembliste en construisant des intervalles de confiance non seulement pour l'effet
moyen de la mesure mais aussi pour les différents risques d’accident associés & cette mesure. Par
ailleurs, ces résultats ont 'avantage d’offrir des outils simples et accessibles & tous les praticiens.
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3.3.4 Construction d’ intervalles de confiance et de tests d’hypothese

Théoréme 3.3.13 (anneze A04)

Sous les conditions (C1) a (C5) et en utilisant le modéle 1, on montre que les intervalles de
confiance asymptotiques de niveau (1 —a)100% associés aux parameétres B = loge(8) et p;i, sont
donnés par

5 Zaf2 2 Zaf2
IC - ﬁ = ﬁ - ;6 +
1-lf) AD /Ao )2’ (AD /A6, )12

IC _o(pjr) = [maa(0; pjx — Zaj26jk); min(L; ik + Za/20k)]
(k=1,2,...,8;5=1,2,...,R)

0U Zqyy €l &J‘?k sont respectivement obtenus a partir de la table de la loi normale standard et des
éléments diagonaux de la matrice (SR) X (SR) donnée par

(Jel/Tel)_l - (‘]@1/Tel)ﬁngR(SllHQ(J91/T®1)_1

(17)

Corollaire 3.3.14 (anneze A04)
Sous les conditions (C1) a (C5) et en utilisant le modeéle 1, on montre que Uintervalle de
confiance asymptotique de niveau (1 — «)100% associé au paramétre 6 est donné par

Za/2 )

Ze/2 )
(AG)/Ae,)?

P(B+ (18)
Corollaire 3.3.15 (anneze A04)

Sous les conditions (C1) a (C5), on évalue Uefficacité moyenne de la mesure relativement
au modéle 1 en testant

Hy: =0 contre Hy: 3#0

et en utilisant le fait qu’asymptotiquement on a

A

g

Distr. .
TS E R 1)

Les résultats d’extraction de variances et de covariances ainsi que ceux relatifs & la con-
struction des intervalles de confiance peuvent étre étendus au modele 2. Il suffit, pour cela,
de définir et de décomposer convenablement la matrice d’information de Fisher associée a ce
modele. L’hypothese Hy : 3 = 0 est équivalente a comparer ’effet moyen de la mesure a I'unité
c’est-a-dire a I’hypothese Hy : 6§ = 1 consistant a dire qu’en moyenne l'efficacité de la mesure
est nulle : il n’y a aucun impact statistiquement significatif. Si Hy est rejetée et que 6 < 1
ou 3 < 0 alors la mesure tend a faire baisser en proportion le nombre moyen des accidents
pour I’ensemble des sites et des types d’accidents analysés. Sinon, cette mesure semble a priori
inefficace par rapport aux nombres d’accident observés et aux coefficients de controle utilisés.



Chapitre 4

Quelques exemples d’application

4.1 Introduction

Nous proposons, dans ce chapitre, les résultats (annexes A02, A05, A06 et A10) concer-
nant la mise en ceuvre pratique de nos travaux de recherche théorique. Dans les annexes A02
et A05, nous utilisons des données simulées. Notre ambition est d’analyser, par simulation, le
comportement (existence et convergence) de la solution des équations de vraisemblance. Nous
avons donc soumis l'approche d’estimation a des tableaux de données simulées en faisant varier,
le nombre de sites expérimentaux, le nombre de types d’accident et les effectifs marginaux des
tableaux. L'étude des erreurs quadratiques moyennes et des histogrammes des lois de proba-
bilités permettant de pondérer les données de controle montrent de trés bonnes approximations.
Dans 'annexe A06 (voir paragraphe 4.3.3), nous appliquons notre approche méthodologique &
la transformation de sept carrefours en ronds-points traitée par Tanner. L’objectif est double. Il
s’agit de montrer que les approches statistiques mises en place sont applicables moyennant une
réorganisation des données de Tanner. Ensuite et surtout, il s’agit de pondérer aléatoirement les
coefficients de contréle en utilisant la distribution de probabilités d’une variable aléatoire dont
la loi est & estimer au méme titre que l'effet moyen de Paménagement des sept carrefours. Dans
les paragraphes 4.3.4 et 4.3.5 (voir annexe A10), nous présentons trois exemples d’étude de
cas réels et récents. Les deux premiers exemples (installation de giratoire et modification d’une
signalisation au sol) proviennent d’une série d’opérations d’aménagements routiers effectués
dans le département du Pas de Calais (France). Ces opérations d’aménagement de sécurité
s’inserent dans la démarche sécurité des usagers sur les routes nationales existantes mises en
place par les autorités de tutelle. Cette démarche vise a résoudre les problemes de sécurité sur
le réseau existant, en s’attachant a traiter en priorité les zones repérées - selon des criteres
pré-définis - comme les plus dangereuses du réseau. Le dernier exemple (paragraphe 4.3.5) con-
cerne l’évaluation de l'effet de panneaux-réclame le long de certains échangeurs et de certaines
autoroutes de Montréal de la province du Québec (Canada). Ces exemples montrent bien que
nos approches statistiques s’appliquent a la fois a des tableaux d’accidents de petits effectifs et
a des tableaux d’accidents de grands effectifs.
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4.2 Données simulées

4.2.1 Principe de simulation des données d’accident avant-aprés avec controle

En pratique, 'on dispose de tableaux de données avant-apres sur les sites expérimentaux et
sur les zones de contréle. Le vecteur © (voir section 2.3) qui définit Peffet moyen de la mesure
et les différentes lois de probabilité associées aux controles individuels n’est pas connu et doit
étre estimé a l'aide de ces données. Dans cette partie nous exposons les travaux de recherche
sur Pestimation numérique (annexes A02 et A05) de ces parametres.

Notre intention n’est pas de faire une étude de cas mais de soumettre notre méthodologie a
plusieurs configurations de données ; allant de tableaux dont les effectifs marginaux sont faibles
a des tableaux dont les effectifs marginaux sont élevés. Pour ce faire, nous avons simulé, pour
chaque modele, plusieurs tableaux de données d’accident en faisant varier a la fois le nombre
de sites expérimentaux, le nombre de types d’accident et I'effectif total par site. La vraie valeur
©° du vecteur O est fixée quelle que soit la configuration.

Des programmes FORTRAN permettant de simuler des lois multinomiales ont été mis en
place a cet effet. Une fois les tableaux de données obtenus, nous faisons appel a l'algorithme
de Newton-Raphson via la bibliothéque numérique NAG [76] pour résoudre les équations du
maximum de vraisemblance sous contraintes. Nous comparons ensuite la solution numérique
de chaque configuration a la vraie valeur en utilisant différents critéres statistiques.

4.2.2 Estimation et convergence numeériques de solutions

Nous étudions ’existence d’une solution aux équations du maximum de vraisemblance sous
contraintes ; pour le modéle 1 par exemple (voir annexe A05), les équations de vraisemblance
sous contraintes sont :

S R nop—berny _ .
_ Pwbie(fertl)
n']k 1+éék 07
(k=1727537 ]:1)2aaR),

~ R ~
ck:ijlcjkpjk‘) (k:]~727"' 78);
sous les contraintes

Ef:lﬁjk =1, (k=12,---,9).

Les équations de vraisemblance relatives au modele 2 (voir annexe A02) sont identiques & un
vecteur additif pres. Ensuite, nous montrons la convergence de cette solution vers la vraie valeur
du parametre en utilisant l'erreur quadratique moyenne définie par :

{ é>0; 0 <pj <1
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Bien que la dimension des espaces de solution soit une fonction croissante du nombre de sites
expérimentaux et du nombre de types d’accident, les résultats (voir annexes A02, A05) obtenus
montrent que MSE ~ O(107¢) avec d > 1. Un exemple de ces résultats est présenté dans
la figure 4.1. Dans ce graphe, on a fixé le nombre de types d’accidents a 10 et fait varier
le nombre de sites expérimentaux de 5 a 20. Pour un couple (S, R) fixé, on estime 6 pour
différentes tranches (“Accident slices”) de valeurs de nombres d’accidents par site expérimental :
n, € {]0;30],]30;50[, . ..,]11000; 13000[}. On calcule ensuite lerreur quadratique moyenne en
utilisant les équations de vraisemblance liées aux modeles. La figure 4.1 (voir annexe A06 p.
130) utilise le modele 1 et permet de montrer que pour la premiére tranche d’accidents (faibles
effectifs d’accidents : ny € {]0;30[), la MSE est de Pordre de 1072 alors qu’elle est de I'ordre
de 107 pour les tranches plus élevées (grands effectifs d’accidents : n; > 8000).

01 — T T T T T T T
s=5 ——
=10 ----
s=20 -----
0.01 |
S 0001
£ 5
o
©
3
o
(7]
C
3
2 00001 }
16-05
:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Accident slices

Fic. 4.1 - R=10.

En plus de 1’étude de l'existence et de la convergence de l'estimateur du maximum de
vraisemblance, nous avons examiné la convergence du parametre effet moyen de la mesure ainsi
que celle des coefficients de contréle moyens associés aux zones de controle. L’étude consacrée
aux controles moyens (annexe A05 p. 110) est motivée par le role important joué par ces
controles dans la conception des modeles proposés, dans U'interprétation de I'effet moyen et donc
de I’évaluation de cette mesure. La définition de ces controles moyens passe par la pondération
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des coefficients de contréle individuels. De ce fait, pour chaque site, nous avons analysé les lois
de probabilité servant de poids aux coefficients de controle individuels.

4.2.3 Analyse des lois de probabilité liées aux différents risques d’accidents

Les résultats sont exposés dans les annexes (A02 p. 65 et A05 p. 110). Dans ces deux travaux,
nous avons mis l'accent sur 'estimation des lois de probabilité liées aux différents risques
d’accident et utilisées pour pondérer les coefficients individuels de chaque zone de controle. En
effet, les poids pj;, et les coefficients moyens ¢, = Zle ¢jkPjk, par construction et par définition,
représentent la loi de probabilité et 'espérance mathématique des variables aléatoires associées
aux coefficients de contréle de chaque zone k. Il est donc important de bien estimer la loi de
ces variables. Clest cette question cruciale qui est examinée dans les annexes A02 (pour le
modele 2) et A05 (pour le modele 1). On compare par simulation I’histogramme et I’espérance
mathématique des vraies distributions & ceux obtenus par notre approche. On montre que
lorsque les effectifs marginaux d’accident augmentent, on obtient une tres bonne approximation
des lois de probabilité associées aux coefficients de controle individuels de chaque zone k. Les
graphiques 4.2 et 4.3 montrent que, pour S et R fixés respectivement a 2 et a 5, il y a une bonne
adéquation entre la loi de probabilité théorique et celle estimée par notre approche lorsque 1'on
passe de petits effectifs a de grands effectifs d’accidents.

PiK —
ESmslion s

Site 1 Site 2

F1G. 4.2 — S= 2.;R=5.; n;, €]0;30]
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4.3 Quelques études de cas réels

Nous exposons (voir annexe A10) les premiéres applications de nos approches théoriques a
des études de cas réels. Ces mesures de sécurité routiére concernent un seul site expérimental
associé a une zone de controle et en présence de différents types de risque d’accidents. Les
quatre exemples d’application sont extraits des annexes A06 et A10 et utilisent le modele de
Pannexe A05. Le premier exemple (paragraphe 4.3.3 et annexe A06) est une application de nos
approches aux données d’accident de Tanner. Les deux exemples suivants proviennent d’une
série d’opérations d’aménagements routiers effectués dans le département du Pas de Calais
(France). Le dernier exemple d’application concerne l'installation de panneaux publicitaires le
long de certains échangeurs et de certaines autoroutes de Montréal (Québec, Canada).

4.3.1 Notation et modéle

En utilisant annexe A05, on note R(R > 1) le nombre de types d’accidents, z1; ( resp.
T2;) le nombre d’accidents du type 7 (j = 1,2,..., R) observés avant (resp. apres) la mise en
place de 'aménagement routier, n = Zle(xlj + x3;) le nombre total d’accidents enregistrés
dans la zone aménagée durant les deux périodes d’observation, ci,c¢s, ..., cr les coefficients
de contréle, Xi; (resp. Xy;) la variable aléatoire donnant le nombre d’accidents du type j de
la période avant (resp. apres) Paménagement, dont une valeur observée est xy; (resp. Za;).
D’apres le modele 1 (voir section 2.3.1), la loi de probabilité conditionnelle (conditionnellement
au nombre total d’accidents observés dans le site expérimental et aux coefficients de controle)
de la paire (X1, X3) on X7 = (X11, X19,..., X1r)T et Xo = (Xo1, Xoo,..., Xog)? est donnée
par la loi multinomiale, de dimension 2R, de parametres n, m;(©), m;(0©) avec

m,;(0) = , Ti(©®) = , =1,2,...,R, 2
lj( ) 1+92ﬁ:1pmcm 2]( ) 1+92Z:1pmcm ’ ()
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sous les contraintes
R

p;>0, et > pi=1 (3)

j=1

© = (6, PT)T, de dimension (1 + R), est le vecteur des paramétres inconnus du modele ol
6 (6 > 0) décrit leffet moyen (ou indice d’efficacité moyenne) de 'aménagement et ot
P = (p1,ps,-..,pr)T, de dimension R, est un vecteur de probabilités. Il s’agit d’estimer ©.

4.3.2 Estimation de ’effet moyen et des différentes lois de probabilité

Cette estimation est obtenue a l'aide de la méthode du maximum de vraisemblance. Il s’agit
de maximiser la fonction log-vraisemblance donnée par

L(X1, Xs; ©) = constante

R R
=+ Z {XOjloge(pj) + Xleo.ge(e) - Xojloge(l + 0 Z Cmpm)}

m=1

(4)

j=1

avec Xo; = X1;+Xy;. En prenant les dérivées partielles premieres de £L( X1, X»; ©) par rapport &
0, p1,pa, - .., Pr et en égalant a zéro, on montre que 'estimateur du maximum de vraisemblance
© de O , ¢’il existe, est solution du systéme d’équations non linéaires :

N
Zf:l{XQj — X, 2 Zmerembn 1

J 1+é 25:1 cmPm

o Pallred) = 1,2, R): 5
Xoj = e P—- =0, (j=1,2-,R); (5)

0 < p; avec Zleﬁj = 1.

La mise en ceuvre de la méthode du maximum de vraisemblance sous contraintes passe par la
résolution numérique ce systéme. Cette résolution fait appel a une procédure itérative du type
Newton-Raphson. Le point de convergence de cette procédure est une estimation ponctuelle de
é, P, P2, - - -, Pr. Pour apprécier I'impact de 'aménagement routier sur les nombres d’accidents,
on compare la valeur estimée du parameétre 6 a 1. Une valeur de 6 significativement supérieure
a 1 indique que 'aménagement routier a eu un effet non bénéfique sur le nombre moyen des
accidents de la zone aménagée par rapport aux données de la zone de controle. Au contraire,
une valeur de 8 significativement inférieure a 1 témoigne d’une baisse en proportion du nombre
des accidents de la zone aménagée par rapport a la zone de controle. Enfin, une valeur de 6
non significativement différente de 1 indique que 'aménagement routier n’a pas eu d’effet par
rapport a I’évolution moyenne du nombre des accidents observés dans la zone de controle :
on parle d’efficacité moyenne nulle. Pour mieux estimer les parametres des modeles et évaluer
I'impact de la mesure, on construit des intervalles de confiance en utilisant les résultats de
lannexe A04. On obtient les intervalles de confiance a (1 — «)100% suivants :
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IC1_o(0) = [max(o;é —eappo(0)); 6+ ea/Qa(é)] :
ICy_a(p;) = [max(0; 55 — €as0(35)); min(1; 55 + €as0(5)] (6)
(] = ]‘7 2? M 7R)7

oll €4/ est obtenu de fagon usuelle & ’aide de la table de la loi normale centrée et réduite, o(e)
Verreur standard (E.S) c’est-a-dire ’écart-type estimé de chaque composante du paramétre O.
Les valeurs ponctuelles de é, P1, P2, - .., Pr sont ensuites utilisées pour obtenir une estimation
des probabilités conditionnelles 71;(©) et m;(©) et apprécier U'incidence de I'aménagement
routier sur les risques d’accidents avant et apres la mise en place de celui-ci.

4.3.3 Données de Tanner 1958 (annexe A06)

Dans Pannexe A06 p. 130, nous réexaminons les données fournies par Tanner (1958). 1
s’agit, dans son travail, de données provenant de la transformation de sept carrefours en ronds-
points. Dans son exemple, chaque rond-point est un site expérimental auquel il associe une
zone de controle. I1 propose une méthode pour évaluer 'effet moyen de cette transforma-
tion en supposant que chaque coefficient de controle est sans erreur. L’ensemble de ces sept
sites appartenant a une méme entité géographique, nous proposons donc d’appliquer notre ap-
proche multivariée & ces données de la fagon suivante : chaque carrefour transformé (chaque site
expérimental) représente un type d’accident. L’entité géographique comporte donc sept types de
risque d’accidents. Les sept coefficients individuels ne sont plus sans erreur mais sont pondérés
par des poids aléatoires qu’il faut estimer au meéme titre que ’effet moyen de la transformation.
Les résultats obtenus a ’aide de notre approche sont les suivants :

Tableau 4.1 : Estimation des parametres du modele
parametres estimation (E.S) Bins 8 95% Bsup 8 95%

9 0.2833 (0.0800) 0.1265 0.4401
1 0.1103 (0.0389) 0.0340 0.1865
P2 0.1356 (0.0417) 0.0538 0.2173
Ps 0.2173 (0.0524) 0.1145 0.3200
P 0.2568 (0.0465) 0.1656 0.3479
Ps 0.1545 (0.0449) 0.0664 0.2425
Pe 0.0552 (0.0267) 0.0028 0.1075
b1 0.0703 (0.0295) 0.0124 0.1281

On obtient la méme estimation (0, 2833) que Tanner c’est-a-dire une efficacité moyenne de
71,67%. L’écart-type estimé est 0,08 obtenu en utilisant approche par complément de Schur.
Cela évite le calcul d’un coefficient complexe proposé par Tanner pour estimer la variance
de Deffet moyen. L'intervalle [0, 1265; 0,4401] contient la vraie valeur de leffet moyen réel du
changement avec une probabilité de 0, 95. En utilisant cet intervalle de confiance au niveau 95%
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associé au parametre 6, on teste la significativité de 'effet moyen de la transformation de sept
carrefours en ronds-points. En effet, puisque 1 ¢ [0,1265;0,4401], on rejette 'hypothese nulle
Hy : 8 =1 (ou de fagon équivalente log(f) = 0) contre H; : § # 1 avec un risque 5%, concluant
ainsi & une efficacité moyenne significative du changement apporté.

4.3.4 Evaluation d’aménagements de sécurité sur certaines routes nationales (an-
nexe A10)

Les deux exemples d’application de cette sous-section concernent certaines opérations d’amé-
nagements routiers effectuées dans le département du Pas de Calais (France). La premiére
application est relative a ’aménagement, de 1997 & 1998, d’un giratoire sur la route nationale
43 au niveau de la commune de Vermelles. La deuxiéme étude traite de la modification du
marquage au sol sur un trongon de la route nationale 17 afin d’empécher les dépassements
anarchiques de certains usagers. Ce deuxieme aménagement routier a eu lieu en 1999 et se situe
au niveau des communes de Vimy et d’Avion.

Installation d’un giratoire sur route nationale

Un giratoire (rond-point) a été aménagé au niveau de la commune de Vermelles (département
du Pas de Calais) au croisement de la route départementale 75 (RD75) et de la route nationale
43 (RN43). Les travaux ont duré deux ans (de 1997 a4 1998). Afin d’évaluer cet aménagement
de sécurité, on a relevé le nombre des accidents mortels (M), des accidents graves (G), et des
accidents 1égers (L) au niveau de la zone aménagée (site expérimental : Vermelles) au cours des
quatre années précédant le début des travaux et des quatre années suivant la fin de ceux-ci.
Les données d’accident cumulées sur chaque période de 4 ans sont consignées dans le tableau
4.2 suivant :

Tableau 4.2 : Données d’accidents du site expérimental

période avant (4 ans) | période apres (4 ans)
M G L M G L | total
@ne aménagée | 3 5 6 0 0 3 17

Pour des périodes d’observation de longueur 4 ans, les accidents mortels sont passés de 3
avant & 0 apreés. Il y a eu donc 3 accidents avec au moins un tué au cours des 4 années précédant
les travaux et 0 accident avec au moins un tué au cours des 4 années suivant les travaux. De
méme, les accidents graves (accidents avec au moins un blessé grave et aucun tué) sont passés
de 5 avant & 0 aprés. Quant aux accidents légers (accidents sans tué ni blessé grave) ils ont
baissé de moitié. Pour analyser et apprécier convenablement 1'effet moyen de I'aménagement
ainsi que son impact probable sur les risques de gravité, on combine, pour des périodes de
méme longueur, les données d’accident du site expérimental a celles relevées sur une portion de
la RN43 servant de zone de controle. Les données de cette zone de controle sont fournies sous
forme de rapports de nombres d’accidents (tableau 4.3) :
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Tableau 4.3 : Valeurs des coefficients de controle
C1 Co Cg
rzone de controle | 0.6666 0.3930 0.5000

Par exemple la valeur 0.6666 est le rapport du nombre total des accidents mortels enregistrés
sur la portion de la RN43 servant de zone de controle au cours des quatre années suivant la fin
des travaux sur le nombre des accidents mortels durant les quatre années précédant le début
des travaux. On note, de fagon générale, une baisse du nombre de chaque type d’accident apres
les travaux au niveau du site aménagé et une baisse en proportion du nombre de ceux-ci sur
la portion de la route nationale servant de controle. Par exemple pour les accidents graves,
on est passé au niveau du site expérimental de 5 accidents graves au cours des quatre années
précédant 'aménagement & 0 au cours des quatre années le suivant, pendant que sur toute la
portion de route nationale servant de controle, on a observé un rapport de controle de 0.3930
soit une baisse en proportion d’environ 60, 70% des accidents graves.

Les estimations de I'effet moyen de ’'aménagement et de la loi de probabilités servant de poids

aux coefficients de controle sont disponibles dans le tableau 4.4. Les valeurs entre parentheses
représentent lerreur standard (E.S) c’est-a-dire I'écart-type estimé de chaque parameétre du
modele. La valeur estimée de l'effet moyen de cet aménagement est de 0, 4328 soit une baisse
moyenne en proportion de (1 —0,4328) x 100 = 56, 72% des accidents de la zone aménagée par
rapport a la tendance moyenne de ’évolution des accidents survenus dans la zone de contrdle
au cours de la période de quatre ans suivant 'installation du giratoire. I.’intervalle de confiance
au niveau 95% associé a effet moyen est [0;0,9738] avec une borne supérieure plus petite que
1. Ainsi, avec 95 chances sur 100, un tel aménagement a apporté, dans la période de quatre
ans apres sa mise en place, une baisse moyenne en proportion statistiquement significative du
nombre des accidents de la zone aménagée comparativement a la tendance moyenne du nombre
des accidents de la zone de contréle.
Les valeurs estimées des parametres pi, py et p3 a l'aide de la méthode du maximum de vraisem-
blance sont respectivement 0, 1663, 0, 3052 et 0, 5285. Ces valeurs donnent un ordre de grandeur
du niveau de risque de chaque type d’accidents de la zone aménagée au cours des quatres années
précédant I'aménagement si I'on tient compte des données de la zone de controle. Par exem-
ple, apres ajustement a l’aide des coefficients de controle, on estime en moyenne que 16, 63%
des accidents survenus dans la zone aménagée au cours des quatre années précédant 1’installa-
tion du giratoire ont été mortels. L’intervalle de conflance au niveau 95% ([0; 0, 3419]) associé
au parametre p; montre qu’il est fort probable que le risque d’accidents mortels de la zone
aménagée ne soit pas statistiquement significative différent de 0 au cours des quatre années
précédant l'installation du giratoire.

Tableau 4.4 : Estimation des parametres du modele
parameétres estimation (E.S) Bins 8 95% Bgup & 95%

0 0.4328 (0.2760) 0 0.9738
Py 0.1663 (0.086) 0 0.3419
Ps 0.3052 (0.1175) 0.0749 0.5355

D3 0.5285 (0.1329) 0.2680 0.7889
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En revanche, il est fort probable que le risque d’accidents graves de la zone aménagée soit statis-
tiquement significativement différent de 0 au cours des quatre années précédant 'aménagement
du giratoire car 'intervalle de confiance au niveau 95% associé & p, ne contient pas 0.

Pour apprécier, au niveau de la zone aménagée, I'incidence de l'installation du giratoire sur

A

les différents risques d’accidents, on utilise la valeur des probabilités conditionnelles 75;(O) et
m2i(©). Le calcul de ces risques d’accidents par période de temps utilise les valeurs estimées des
parametres et celles des coefficients de controle. Les valeurs obtenues sont disponibles dans le

tableau 4.5 :

Tableau 4.5 : Estimation des risques d’accidents par période de temps

différents types de risque avant : m;(©) apres : mo;(0)
accidents mortels 0.1370 0.0395
accidents graves 0.2513 0.0426
accidents légers 0.4352 0.0942

Par exemple, si 'on estime l'effet moyen de I'aménagement & 0,4328 et si les coefficients de
controle sont ceux donnés par le tableau 4.3 alors au cours de la période des huit années
d’analyse, le risque d’avoir un accident mortel avant I'aménagement de la zone de Vermelles
est de l'ordre de 0,1370 = 0,1663/(1 + 0,4328 x 0,4950) ou 0,4950 = 0, 1663 x 0, 6666 +
0,3052 x 0,3930 + 0,5285 x 0,5000. De méme, conditionnellement aux données de controle
et aux valeurs estimées des parameétres du modele, on a 3,95% de chances, soit 0,0395 =
0,1663 x 0,4328 x 0,6666/(1 + 0,4328 x 0,4950), qu'un accident qui s’est produit pendant les
huit années d’analyse soit un accident mortel survenu au cours de la période des quatre années
suivant 'aménagement. Dans les mémes conditions, on a 25, 13% (resp. 4, 26%) de chances qu’un
accident qui s’est produit pendant les huit années d’analyse soit un accident grave survenu au
cours de la période des quatre années précédant (resp. suivant) I’aménagement du giratoire. Les
valeurs du risque d’accidents légers avant et apres sont obtenus de facon similaire en utilisant
0, 5285 et 0, 5000. Globalement, selon les données disponibles, la longueur des périodes utilisées
et les valeurs estimées des parametres, on pense vraisemblablement que cet aménagement a eu
localement (au niveau de la zone aménagée) un impact significatif sur les différents types de
risque d’accidents de I’étude.

Analyse de la modification d’une signalisation au sol

Un autre aménagement routier a été effectué en 1999 sur la route nationale 17 (RN17) au
niveau des communes de Vimy et d’Avion du département Pas de Calais. En effet, la route,
entre ces deux communes, était une trois voies classique, a deux sens. L’aménagement a consisté
a ce que 'on appelle un “marquage a I'Italienne”. On modifie le marquage au sol pour qu’il
soit impossible de doubler en méme temps dans chaque sens. Sur une courte distance, on donne
deux voies pour un sens (on peut alors doubler dans ce sens) et une seule voie sur l'autre
sens séparées par une ligne continue. Plus loin, on inverse pour que 'autre sens puisse doubler
et ainsi de suite. Les données relevées au niveau de la zone aménagée (Vimy-Avion) sont les
suivantes (tableau 4.6) :
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Tableau 4.6 : Données d’accidents du site expérimental

période avant (4 ans) | période apres (4 ans)
M G L M G L | total
@ne aménagée | 4 4 16 1 1 7 33

Pour des périodes d’observation de longueur 4 ans, les accidents mortels sont passés de 4 avant
a 1 apreés. Il y a eu donc 4 accidents avec au moins un tué au cours de la période précédant les
travaux et 1 accident avec au moins un tué au cours de la période suivant ceux-ci. Pendant ce
temps les accidents légers (accidents sans tué ni blessé grave) répertoriés ont baissé plus que de
moitié. Pour les mémes longueurs de périodes, on observe, sur la portion de la RN17 servant
de zone de controle, les rapports de nombres d’accidents suivants (tableau 4.7) :

Tableau 4.7 : Valeurs des coefficients de contréle

C1 Co C3
| zone de controle | 0.5190  0.4220  0.5600

Globalement on note une baisse en proportion du nombre des accidents de la zone de controle,
entre la période de 4 ans suivant les travaux et la période de 4 ans précédant ceux-ci. Les
résultats numériques relatifs & ces données d’accidents sont les suivants (tableau 4.8) :

Tableau 4.8 : Estimation des parametres du modele

parametres estimation (E.S) Bing & 95% By & 95%

0 0.7054 (0.2759) 0.1646 1.2462
P 0.1525 (0.0643) 0.0264 0.2785
P 0.1605 (0.0672) 0.0287 0.2922
Ps 0.6870 (0.1023) 0.4864 0.8875

L’indice d’efficacité moyenne estimé a ’aide des données des tableaux 4.6 et 4.7 est de 0, 7054,
ce qui correspond & une baisse moyenne en proportion de 29,46% = (1 — 0,7054) x 100% du
nombre d’accidents de la zone aménagée (Vimy-Avion) par rapport a la tendance moyenne du
nombre des accidents de la zone de contréle. Les valeurs estimées des trois parametres py, ps et
p3 sont respectivement 0, 1525, 0, 1605 et 0, 6870. Ces valeurs permettent d’apprécier le niveau
probable des trois types de risque d’accidents du site expérimental au cours des quatre années
précédant la mise en place des travaux de marquage au sol. Les intervalles de confiance au
niveau 95% associés & ces trois parametres montrent qu’au cours des quatre années précédant
les travaux de marquage au sol, on estime, avec une probabilité de 0,95, que le risque d’observer
un accident mortel est compris entre 2,64 et 27, 85%, celui d’observer un accident grave entre
2,87% et 29,22%, celui d’observer un accident léger entre 48, 64% et 88, 75%.

On teste la significativité de I'effet moyen de ce type d’aménagement en utilisant l'intervalle de
conflance au niveau 95% associé au parametre 6. Cet intervalle de conflance montre qu’on a une
fourchette de valeurs dont la borne inférieure (resp. supérieure) est strictement plus grande que
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0 (resp. 1). En effet, comme 1 € [0.1646; 1.2462], on ne peut rejeter 'hypothése Hy : 6 = 1 contre
Hji : 0 # 1 avec une erreur de premiére espece de 5%. La valeur estimée de § pouvant excéder 1,
il est fort probable que ce type d’aménagement routier n’apporte aucun impact significatif sur le
nombre moyen des accidents au niveau de la zone aménagée par rapport a I’évolution du nombre
moyen des accidents de la zone de controle. Méme si dans le cas présent, on note une baisse
en proportion de 29,46% du nombre moyen des accidents de la zone aménagée (Vimy-Avion),
le test ci-dessus montre que la valeur de l'indice d’efficacité moyenne n’est pas statistiquement
significativement différente de 1 pour conclure de fagon systématique a une efficacité avérée de
ce type de marquage au sol.

Cependant, on peut apprécier I'impact de ce type de marquage sur les différents types de
risque d’accidents par période de temps au niveau du site expérimental si 'on admet que effet
moyen de cet aménagement sur les nombres d’accidents est de 'ordre de 0,7054 et que les
rapports de nombres d’accidents sont ceux donnés dans le tableau 4.7. On utilise les valeurs
estimées des probabilités conditionnelles le((:)) et o () du modele multinomial. Ces valeurs
estimées sont présentées dans le tableau 4.9 :

Tableau 4.9 : Estimation des risques d’accidents par période de temps

différents types de risque avant : m1;(0) apres : m;(0)
accidents mortels 0.1109 0.0400
accidents graves 0.1167 0.0347
accidents légers 0.4996 0.1973

L’interprétation de ces probabilités est identique a celle de l'installation du giratoire. Si on
estime a 0, 7054 'effet moyen de cet type de marquage sur les nombres d’accidents de la zone
aménagée et apres ajustement avec les coefficients de controle alors on a 11,09% (resp. 4%) de
chances qu’un accident qui s’est produit pendant les huit années d’analyse soit un accident mor-
tel survenu au cours de la période des quatre années précédant (resp. suivant) aménagement.
Dans les mémes conditions, on a 11,67% (resp. 3,47%) de chances qu’un accident qui s’est
produit pendant les huit années d’analyse soit un accident grave survenu au cours de la période
des quatre années précédant (resp. suivant) 'aménagement du giratoire. Les valeurs du risque
d’accidents légers avant et apres sont obtenus de facon similaire en utilisant 0, 6870 et 0, 5600.
Ces valeurs estimées des risques d’accidents sur les huit années d’analyse du marquage au sol
donnent deux enseignements : le premier enseignement est qu’on a, par période, sensiblement
la méme probabilité d’avoir un accident mortel ou grave; le deuxieme enseignement est que
ce type de marquage au sol semble avoir localement un impact probable significatif sur les
différents types de risque d’accidents de la zone aménagée.

4.3.5 Evaluation de D’effet de panneaux-réclame le long de certaines autoroutes
(annexe A10)

Des panneaux-réclame ont été installés en octobre 1993 au niveau de I’échangeur Décarie
(jonction des autoroutes 15 et 40) de 'ile de Montréal. Dans le tableau 4.10, nous présentons
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les nombres d’accidents survenus dans cet échangeur pour les 12 mois avant et les 12 mois
apres apparition des premiers panneaux-réclame, soit de novembre 1992 & octobre 1993 et de
décembre 1993 a novembre 1994.

Tableau 4.10 : Données d’accidents de I’échangeur Décarie

période avant (12 mois) période apres (12 mois)
MG L DMS MG L DMS | total
@hangeur Décarie 11 50 325 12 43 300 741

Les accidents mortels ou graves (MG) sont passés de 11 avant l'installation des panneaux-
réclame & 12 apres. Il y a eu donc 11 accidents avec au moins un tué ou un blessé grave au
cours des 12 mois précédant l'installation des panneaux-réclame au niveau de I’échangeur contre
12 accidents avec au moins un tué ou blessé grave au cours de la période des 12 mois suivant
celle-ci. De méme, les accidents légers (L) sont passés de 50 avant a 43 apres et les accidents avec
dommages matériels seulement (DMS) sont passés de 325 avant & 300 apres. Afin d’évaluer
leffet des panneaux-réclame sur les accidents dans cet échangeur et apprécier son incidence sur
leur gravité, on a relevé les mémes types d’accidents sur une zone de controle constituée de
I’échangeur Anjou et d’un trongon de 'autoroute 40 secteur Est. Les données d’accident ainsi
obtenues ont permis de dresser les coefficients de controle du tableau 4.11.

Tableau 4.11 ;: Valeurs des coeflicients de controle

C1 Co C3
| zone de controle | 1~ 0.9428  1.0424

Ces coefficients de controle font apparaitre une stabilité des collisions mortelles ou graves
(¢; = 1) au niveau de la zone de controle, une petite baisse en proportion de 5,72% des
accidents légers (co = 0,9428) de la période apres par rapport & la période avant, et une
légeére augmentation en proportion de 4, 24% des accidents avec dommages matériels seulement,
(c3 = 1,0424). Les parametres estimés a partir des tableaux 4.10 et 4.11 sont présentés dans le
tableau 4.12.

Tableau 4.12 : Estimation des parametres du modele
parametres estimation (E.S) Bins & 95% Bgyp 8 95%

f 0.8946 (0.0657) 0.7656 1.0235
1 0.0314 (0.0065) 0.0187 0.0442
o 0.1307 (0.0131) 0.1051 0.1563
Ps 0.8379 (0.0252) 0.7884 0.8875

En moyenne, apres ajustement a l'aide des coefficients de controle, on estime que le nombre
d’accidents a dimunié de 10, 54%, soit (1 — 0, 8946) x 100%, sur la période de 12 mois apres par
rapport & la période de 12 mois avant 'apparition des premiers panneaux-réclame. Cependant,
cette dimunition n’est pas statistiquement significativement différente de 0. En effet, 'intervalle
de confiance au niveau 95% associé au parameétre 6 contient la valeur 1.
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Tableau 4.13 : Estimation des risques d’accidents par période de temps

différents types de risque avant : m;(©) apres : m;(0)
accidents MG 0.0163 0.0146
accidents L 0.0681 0.0575
accidents DMS 0.4365 0.4070

On peut conclure qu’il n’y a, en général, aucun impact statistiquement significatif des panneaux-
réclame sur les nombres d’accidents répertoriés dans I’échangeur Décarie au cours de la période
de 12 mois suivant leur installation comparativement & 1’évolution moyenne des accidents de
la zone de controle. En ce qui concerne la gravité des accidents durant les 12 mois précédant
Iinstallation des panneaux, on note que le risque d’accidents mortels ou graves est estimé a
3,14%, celui des accidents légers & 13,07%, et le risque d’accidents avec dommages matériels
seulement s’éleve a 83,79%. Le tableau 4.13 montre qu’il n'y a pas d’incidence importante
(statistiquement significative) sur les différents risques d’accidents de la période de 12 mois aprés
par rapport a la période de 12 mois avant 'installation des panneaux-réclame dans I’échangeur
Décarie.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

5.1 Tests d’hypothese d’égalité des effets

5.1.1 Introduction

En pratique, on cherche souvent a comparer 'effet moyen de la mesure au niveau des
différents sites expérimentaux ou des différents types d’accidents. Par exemple, si une mesure
est prise pour différentes villes expérimentales (disons dix villes pour fixer les idées) avec pour
chacune différents types de gravité d’accident (blessés graves, blessés légers, dégats matériels
uniquement), on cherche & comparer Peffet moyen dans ces villes ou pour différents types de
gravité. La mesure a-t-elle fait baisser le nombre d’accidents de fagon identique dans chacune
des dix villes 7 Peut-on affirmer que la mesure a eu, en proportion, le méme effet sur chacune
des gravités d’accident 7
La question fréquemment rencontrée dans la pratique est donc de savoir si la mesure (ou l'in-
tervention) imposée a eu en moyenne le méme effet au niveau de chaque site expérimental.
D™un point de vue statistique, cette question revient a tester 'hypothése d’égalité des effets
moyens relativement aux sites expérimentaux ou aux différents types d’accidents. L’hypothese
de base (ou hypothese nulle) & éprouver est donc 1’égalité des effets moyens. En effet, il s’agit de
comparer, sous cette hypothése nulle, un ensemble de valeurs espérées (théoriques) de nombre
d’accidents issues d’un modele spécifique a un ensemble de valeurs observées apres de la mise
en place de cette mesure.

Diverses statistiques du type chi-deux [9, 12, 14, 18, 19, 21, 29, 32, 36, 61, 69, 71, 72, 73, 75,
78] peuvent étre utilisées pour ajuster un tel modele théorique a des données. L’utilisation
pratique de ces statistiques exige la connaissance exacte de leur distribution asymptotique.
Cette derniere est elle méme liée & la structure des données et & la méthode d’estimation des
parametres du modele d’analyse.

Dans le domaine de la sécurité routiere et lorsque les données sont mises sous forme d’un tableau
avant-apres avec controle pour chaque site expérimental, nos statistiques représentent une ex-
tension immédiate de celle proposée par Tanner pour éprouver I’hypothese d’égalité de Ueffet
di & la transformation de carrefours en ronds-points. Nous avons établi la distribution asymp-
totique des statistiques utilisées en étudiant la loi de certaines formes quadratiques aléatoires.
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Nos résultats (annexes A08p.148 et A12p.208) s’appliquent également aux situations partic-
ulieres correspondant & un seul site expérimental et plusieurs types d’accidents ou & plusieurs
sites expérimentaux et un seul type d’accidents. Pour ce faire, nous construisons des extensions
des deux modeles de N’Guessan et al (2001, 2006) (voir annexes A02p.65 et A05p.110). Les
méthodes utilisées pour estimer les parameétres sont le maximum de vraisemblance et le -
minimum modifié [17, 36]. Il existe d’autres méthodes d’estimation (voir par exemple [25, 53,
54, 56, 67, 94]) non abordées dans ce travail de recherche.

5.1.2 Modeles statistiques (annexe A08)

Les deux modeles d’analyse de cette section sont extraits de I’annexe A08. Le principe de
leur construction, exposé dans [79], est similaire & celui des modeles de la section 2.3.1. On note
0r(0r > 0) le parametre effet moyen de la mesure au site expérimental k, £k = 1,2...,5. En
s’inspirant du modeéle 1 de la section 2.3.1, on fait ’hypothese que, le vecteur (Xiz, Xox)? suit
une loi multinomiale notée M (ny; 15 (¥), Hax (), olt

D (V) = (me (), T2k (T, . . ., i (0))

IRS+SR

est le vecteur de dimension R et de composantes my, : —]0; 1[ données par :

Dik OrcikDjk .
(W) = i (W) = , (y=12,...,R), (1
1]k( ) 1 + (gk Zﬁ:l CrmkPmk 2]k( ) 1 + ek 2221 CmkPmk ( ) ( )

U = (601,06,,...,0g, PT)T de dimension (S + SR) est le vecteur des parametres et o P =

(PL PT, ..., PE)T avec Py = (pik, Dok, - - -, PrE) T, vecteur de dimension R est tel que :
R
b, e S,ER‘” = {(pwk, P2t - - -, prr)" € R™ pjp > Oyzpjk =1}. (2)
=1

De meéme, en s’inspirant du modele 2 de la section 2.3.2, on déduit un deuxiéme modele
multinomial en supposant, pour k fixé, que le vecteur (Xyx, Xo)? suit une loi multinomiale
notée M (ny; 11 (), gk (7)), ol

Htk(qf) == (ﬂ'ﬂk(qf), thk(\I/), ey WtRk(\Il)

est le vecteur de dimension R et de composantes 7, : IR®T*® +]0; 1| données par :
R

_ Djk Ok Dt Ck Pk
= R = R

L+0k> 0,1 CmkPmk 1+ 60k 1 CrkDmbk

U = (641,0,,...,05, PT)T de dimension (S + SR) est le vecteur des paramétres et oit P =
(PL,P], ..., PEYT avec Py = (pi, Paks - - -, Pre) T, vecteur de dimension R est tel que :

Tk (¥) ;o k(W) , (U=12,...,R), (3)

R
P € SV = {(puks pow, -, )T € RE py > O,ijk =1} (4)
j=1
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Ces deux modeles ainsi que ceux de la section 2.3 peuvent aussi s’obtenir, sous certaines
conditions, a I’aide de variables de Poisson conditionnellement & leur totaux [74].

5.1.3 Statistiques de test et loi limite

On propose des statistiques pour décider de 'existence ou non de variation entre les différents
effets moyens et on étudie leur loi asymptotique. Il s’agit d’éprouver ’hypothese :

H0191:92=...=95‘:0.
On considere pour cela :

soit la statistique

oit © représente, sous I’hypothese Hy, I’estimateur du maximum de vraisemblance sous con-
traintes de U déduit de celui de © (annexe A05 pour le modele 1 et annexe A02 pour le modeéle
2) obtenu au chapitre 2.

soit la statistique

k=

1j=1 t=1 n Tk (©)

oll © représente, sous 'hypothése Hy, estimateur du x? minimum modifié ([17] p. 424-425)
sous contraintes de ¥ basé sur 'ensemble des données. On étudie, dans 'annexe A0, la dis-
tribution asymptotique de ces statistiques. En plus des conditions de régularité du paragraphe
2.4.2, on suppose

(C6) np = np(N) et N = Z,‘jzl nE —— +oo tels que

ny(N)
N
Cette condition supplémentaire décrit le comportement de Veffectif total d’accidents par
site expérimental au cours des deux périodes quand le nombre total d’accidents de 'ensemble
des sites tend vers 'infini. Les deux théoremes ci-dessus et leurs corollaires établissent les lois
asymptotiques des statistiques utilisées.

LimN_,+oo = (p < +00.

Théoréme 5.1.1 (annexe A08)
Sous U'hypothése Hy et les conditions (C1) a (C6) la statistique A% g est asymptotiquement
distribuée selon x%p_, (une lot du chi-deuz @ SR — 1 degrés de liberté).
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Théoréme 5.1.2 (annexe A08) 3
Sous Uhypothése Hy et les conditions (C1) a (C6) la statistique Ag’R est asymptotiquement
distribuée selon x%p_1 (une loi du chi-deuz & SR — 1 degrés de liberté).

On déduit alors les corollaires ci-dessous. Ces corollaires permettent d’appliquer nos résultats
& des situations particulieres comme par exemple lorsque S = 1 et R > 1 (la mesure est
appliquée a un site expérimental comportant plusieurs types d’accidents) ou lorsque S > 1 et
R =1 (on est ici dans le cas particulier des résultats de Tanner). Les premiers corollaires sont
associés a estimation du maximum de vraisemblance sous contraintes et les deux suivants a
la méthode du chi-deux minimum modifié sous contraintes.

Corollaire 5.1.3 (annexe A08) X
Sous Uhypothése Hy, les conditions (C1) a (C6) et si S =1 et R > 1 la statistique Al , est
asymptotiquement distribuée selon x%_, (une loi du chi-deuz & R — 1 degrés de liberté).

Corollaire 5.1.4 (anneze A08) R
Sous Uhypothése Hy, les conditions (C1) a (C6) et S > 1 et R = 1 la statistique A%, est
asymptotiquement distribuée selon x%_, (une loi du chi-deuz ¢ S — 1 degrés de liberté).

Corollaire 5.1.5 (annere A08) 3
Sous Uhypothése Hy, les conditions (C1) a (C6) et si S =1 et R > 1 la statistique AT j, est
asymptotiquement distribuée selon x%_ (une lot du chi-deuz & R — 1 degrés de liberté).

Corollaire 5.1.6 (annexe A08) .
Sous I'hypothése Hy, les conditions (C1) 4 (C6) et S > 1 et R = 1 la statistique A%, est
asymptotiquement distribuée selon x%_, (une loi du chi-deuz o S — 1 degrés de liberté).

Lemme 5.1.7 (anneze A08)
Sous les mémes conditions que les théorémes 5.1.1 et 5.1.2, on montre que le vecteur aléatoire
Y de dimension (2SR) x 1 et de composantes

Xejie — i (©°)
(namejr(©°))1/2

Yiie =

est asymptotiquement normalement distribué de moyenne nulle, de matrice de variances et
covariances Q0 = Iygp—ITV2(TIV2)T | 00, TTV/? est le vecteur de dimension 2SR et de composantes
[74£(©)]2, et Lsr la matrice identité de dimension 2SR.

Pour obtenir la distribution asymptotique de ces statistiques, il est nécessaire d’étudier la
loi (voir par exemple [69, 98 p.57-69]) des formes quadratiques aléatoires du type Y7 AY ou Y
est un vecteur aléatoire multinormal de moyenne nulle, de matrice de variances covariances §2*
et A une matrice carrée symétrique. On sait alors que Y7 AY est distribuée comme un Xfr( AQ%)
si et seulement si la matrice AQ* est idempotente.
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Dans le cas des approches statistiques de ’évaluation d’une mesure que nous proposons, on
montre que A = Iyggp — D(DTD)"1 DT oti la matrice D est telle DTD = Jgo (la matrice d’infor-
mation de Fisher) sous Hy et Q* donnée par le lemme 5.1.7. Différents résultats intermédiaires
permettent alors de déduire que tr(AQ*) = SR — 1. Il s’agit pour V’essentiel de considérer, sous

Hy, la fonctionnelle qui laisse # invariant et transforme le vecteur B, = (pir, Pok, .- - PrR-1k)"
en P, = (pix, Poky - - - s PR-1k, PRE = 1 — Zfz_ll pjx)T. La détermination de la trace de la matrice

AQ* est alors obtenue & l'aide de I’algorithme proposé par Gerstein [33] et utilisé dans [79].

Ces résultats permettent de disposer d'un outil d’aide & la décision relativement a 1'ho-
mogénéité de lefficacité moyenne de la mesure de sécurité routiere au niveau de l’ensemble
des sites expérimentaux. Cette décision est conditionnée par 'ensemble des données dont on
dispose et par l'erreur de premiere espece choisie.

Pour éprouver pratiquement I’homogénéité de l'efficacité moyenne de la mesure de sécurité
routiere, on compare généralement la statistique A% 5 ou A% 5 & la valeur x%,_,., que dépasse
une variable aléatoire de loi de chi-deux & SR — 1 degrés de liberté avec une probabilité o (0,01
ou 0,05). Si la valeur calculée de A% r (par exemple) est plus grande, on rejette au niveau o
I'’hypothese Hy (il y a vraisemblablement une différence significative dans 'effet moyen de la
mesure aux différents sites expérimentaux). Sinon, il n’y pas de raison apparente de rejeter Hy.
Pour éprouver Hy, on peut aussi envisager d’estimer une probabilité de signification adaptée a
la statistique utilisée et de s’en servir pour prendre une décision appropriée.

5.2 Estimation & ’aide de la méthode du x* minimum modifié

5.2.1 Principe de la méthode

Classiquement, on a recours a la méthode du maximum de vraisemblance avec ou sans
contraintes pour estimer 'effet d’une mesure de sécurité routiere. Les raisons proviennent des
propriétés bien connues (convergence et normalité asymptotique) de cette famille d’estimateurs
qui permettent d’obtenir des intervalles de confiance. Les raisons sont aussi numériques car sa
mise en oeuvre pratique est facilitée par l'algorithme de Newton-Raphson [31, 94] qui fournit
par la méme occasion une approximation de la précision des estimations. Dans certaines ap-
plications, comme par exemple la modélisation dans les tableaux de contingence a 'aide de
distributions multinomiales, il est connu que I'estimation du maximum de vraisemblance et la
méthode du x? minimum modifié coincident ([17] p. 425-426). De plus les résultats, que nous
obtenons, montrent clairement la place importante occupée par la statistique du x? dans nos
approches d’évaluation.

L’estimateur ¢ du x? minimum modifié de Deffet moyen et des risques d’accident, s’il existe,
est solution du systeme d’équations

® GG Xii — ey omy;
SNNS o ’“”’“xa”’“=0; m=1,2...,1+S(R—1), (5)
k=1 j=1 t=1 Mgk Om

oll ¢, représente la m® composante du vecteur ¢ = (6, 87,67, ..., BE)T, avec

B = (P1ks D2k, PR-1 k)T et my, obtenu en utilisant les modeles de la section 2.3. Nous
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construisons une suite (¢, ! > 1) convergente de vecteurs dont la limite & est solution du systéme

d’équations ci-dessus. En combinant la solution ¢ et la fonctionnelle qui laisse 6 invariant et
transforme le vecteur Oy en Py = (pik, Poks - - - » PR—1k, PRE). avec ppp = 1 — Zf;ll Dik, (k =

1,2,...,S5), nous montrons I’existence de g%

5.2.2 Résultats asymptotiques

Théoréme 5.2.1 (anneze A12) )
On montre qu’il existe un estimateur du x* minimum modifié ¢ de ¢° (la vraie valeur) tel
que pour ey > 0 donné

S
16 — ¢°ll —0 quand N =3 "y — + o0
k=1

avec une probabilité plus grande que 1 — 6;,2, ot Ey— + 00 quand N = Z,le ng — + oo tel
que N~=4/2e2 —0.

Pour obtenir les résultats asymptotiques (existence et convergence en probabilité) de <5, on

construit donc une suite de vecteurs de Cauchy dans un voisinage V(¢°) compact non vide de
#°. Dans le cas de nos modeéles, on note :

Dy la matrice de taille (2SR) x (1 +S(R — 1)) dont chaque élément est donné par
(7rtjk)1/2 a¢m $=¢0 ’

) /2 v L1/
1 .
I'y? = Diag (WQR, le/—QIQR, . ~-,ﬁ[2}z) ;

la matrice (2SR) x (2SR) ou I est la matrice identité d’ordre 2R,
et on montre que I’estimateur du x?-minimum modifié est obtenu de facon équivalente par la
forme matricielle

(¢ — ¢°) = N"Y2(DITw Do) "M (TR Do)TY + (DITn Do) E(9) (6)

avec

E(®) = (€(0),Ex(), - .-, Evvsr-1)(#))"

vecteur de dimension 1+ S(R — 1) et de composantes

1S
gm = N Z nkfk,m(gb)
k=1
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otl &m(¢) est une fonction réelle contintiment différentiable et définie en utilisant m ;% () et
ses dérivées partielles premiéres par rapport a ¢. Réciproquement, il s’agit de montrer qu’il
existe asymptotiquement un point de V(¢°) vérifiant la forme matricielle ci-dessus et donc
solution de '’équation (5) du paragraphe 5.2.1. Les résultats ci-dessous permettent de montrer
cette réciproque. Les lemmes 5.2.2 et 5.2.3 permettent de construire une suite de points de
V(¢%) et d’étudier sa convergence en probabilité. Le théoreme 5.2.1 permet de montrer 'unicité
asymptotique de la solution.

Lemme 5.2.2 (annexe A12)
Avec une probabilité plus grande que 1 — €3* , on a

- — EN

| 6n(6) = En(9) 1< | (#2) = G| (6 = ¢l + 112 = ¢°ll + & <5 )
ol ¢1 est une constante positive indépendante de ¢V, ¢, m, N et ey— + 0o quand N =
S g — + 00 tel que N™V2e%—0, (2 = My — o[> oney (2], 9O et 3 deus points
de V(¢°) un voisinage non vide de ¢°.

Lemme 5.2.3 (annexe A12)
On définit (¢,1 > 1) une suite de points de V(¢°) telle que ¢y = ¢° et

$1 = ¢+ N"V2(DIT Do) (TY>Do)TY + (DET N Do) (1)

Alors, avec une probabilité plus grande que 1 — e,_\,2 ,onaVli>0

1/2 EN
| fre1 — ¢1 1< cal(2e2 + ¢/ )03]Z(W)l+l
ol co et c3 sont des constantes positives indépendantes de N et |, ey—> + o0 quand N =

Z}j:l nk — + oo tel que N~/2e3,—0, Cé/Q = limNHJroo[Zf:l(’}—\’;)l/g].

5.3 Quelques perspectives

La méthode d’estimation des parametres (effet moyen et différents risques d’accident) reste
un point crucial dans les approches d’évaluation traitées dans nos travaux de recherche. En
général, les parametres des modeles sont estimés a 1'aide de ’algorithme de Newton-Raphson
appliqué a la log-vraisemblance sous contraintes : 'espace des parametres est égal a la demi-
droite réelle positive croisée a des produits de simplexes. Dans le cas de I’évaluation d’une mesure
a l'aide de tableaux de données d’accident, 'application de cet algorithme a nos modeles donne
des résultats tres satisfaisants.

Néanmoins, ces tableaux de données d’accident peuvent étre, en pratique, tres creux. Par exem-
ple, les périodes d’observations peuvent étre trés courtes ou le nombre de sites expérimentaux
et de types d’accident élevé ou la zone aménagée est de nature particuliere de telle sorte que
certains effectifs d’accident soient tres faibles voire nuls. A ce probleme d’effectifs d’accident,
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il faut ajouter celui de la dimension de l'espace des parametres qui est, par construction, une
fonction croissante du nombre de sites expérimentaux et du nombre de types d’accident, et le
fait que la majeure partie des parameétres est a rechercher dans des produits de simplexes. On
est donc face a une problématique d’estimation ol certains parametres sont dans des intervalles
10, 1] et leur nombre peut, trés rapidement, devenir gigantesque. De telles situations, inhérentes
a nos approches statistiques, peuvent rendre difficile le calcul de la log-vraisemblance et com-
pliquent I'obtention d’une solution initiale adaptée a notre méthode d’estimation.

Pour remédier a ces différents problemes spécifiques aux approches statistiques proposées, et
mettre des outils simples a disposition du praticien, nous comptons explorer plusieurs pistes
de recherche. Pour la recherche d’une solution initiale adaptée a nos procédures d’estimation,
nous comptons décomposer les équations de vraisemblance de 'annexe 05 (voir paragraphe
2.4.3) en plusieurs sous-systémes linéaires et adapter certaines propriétés du complément de
Schur lides aux systemes d’équations linéaires. Ainsi, on pourra contourner le probleme de la
dimensionnalité, fournir et automatiser une solution initiale.

Une deuxieme piste de recherche serait 'adaptation de certaines méthodes d’estimation comme
par exemple 'EM algorithme et ses extensions [25, 67, 109] ou le MM algorithme [31, 53, 54,
56, 94 p. 253-255]. Enfin, une autre voie de recherche semble étre une reparamétrisation des
modeles d’évaluation en s’inspirant de la transformation logarithmique proposée dans ’annexe
A04. Ceci permettrait alors de résoudre en partie la sensibilité des sous espaces de solutions,
introduirait une structure logistique (voir par exemple [52, 68]) dans la loi de nos modeles
multinomiaux, et établirait un pont entre les modeles de regression logistique et nos approches
statistiques d’évaluation d’une mesure de sécurité routiere.
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Annexe AO01 :
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A covariance components estimation procedure when mod-
elling a road safety measure in terms of linear constraints
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This paper deals with the asymptotic estimation of the covariance between the average effect of a road
safety measure and the accident risks when the multidimensional parameter of interest is constrained.
The explicit asymptotic covariance is achieved through Schur complements technical method. This
approach also provides a powerful tool to formally compute the explicit covariance between two
different accident risks whatever the experimental sites. The easiness of the obtention of the asymptotic
covariances without matrix inversion is an attractive aspect of this new approach. Some examples of
formal estimation are discussed to back up the method.
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1. Introduction

The purpose of this paper is to give a formal and analytical expression of the asymptotic
covariance between the components of interest of a constrained vector parameter arising in a
linear problem of restricted maximum likelihood estimation (RMLE) of road safety measure
modelling.

The general framework for RMLE is well-known and is not discussed here. Aitchison
and Silvey [1] consider the case of i.i.d. observations along the lines due to Cramér [2]
and prove, under certain conditions, asymptotic existence, consistency and normality of the
RMLE. Silvey [3] considers the i.i.d. case, but allowing the Fisher information matrix to be
singular. He uses the alternative approach to prove consistency due to Wald [4]. Magnus [5]
considers an alternative way of dealing with RMLE asymptotic results in the case of non i.i.d.
observations using linear structures properties. Crowder [6] considers the case of non i.i.d.
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observations when the parameters are constrained. His asymptotic results and formal methods
stem from those of Aitchison and Silvey [1] and Silvey [3]. Also, more emphasis is placed in
Crowder’s [6] paper on the precise manner in which the constraints may be used to construct a
suitable nonsingular version of Fisher information matrix and the connection with parameter
identifiability. Don [7] generalizes the well-known results of Aitchison and Silvey [1] using
g-inverses approach [8]. He deals properly with the loss of rank in the bordered information
matrix, while the assumption of i.i.d. is replaced by some much more general assumptions.
Neuenschwander and Flury [9] give an alternative proof of a theorem by Silvey [3] for the
asymptotic covariance matrix of the maximum likelihood estimation (m.l.e.) under different
types of constraints in the parameter space. They show how the different types of constraints
can be treated in a unified way. Some related studies are also connected to RMLE [10-14].
‘Whatever the case considered and the method used in RMLE, it is clear that a central role
is played by the inverse, if it exists, of the bordered information matrix which has the form

Jo H}
Fa=(Hq O)’ (H

where parameter ¢, Fisher information matrix J, and constraint matrix H, are best defined
subsequently. The general version of matrix (1) was extensively studied by Rao [15] and Rao
and Yanai [8]. All the results on the inverse of matrix (1) are characterized under some rank
conditions on the block matrices in the partitions. In the present paper, we consider a version of
matrix (1) connected to multidimensional road safety measure modelling and thoroughly study
the analytical expression of the block elements apart from the diagonal of its inverse using
the Schur complements approach [16-18]. One particularly focuses attention on the explicit
formula of the covariance between any two components of the unknown vector parameter.

Section 2 is devoted to the bordered multinomial model and the information matrix of
interest. Section 3 is exclusively centred on the main results. We particularly use the model
and constraints mentioned subsequently to clarify the covariances. Some formal examples are
discussed in section 4 to back up the method. More particularly, we have matrix (1) dimensions
vary in order to fully prove what our method offers. Some technical lemmas are derived in
Appendix A in order to support the foregoing main results.

2. Bordered multinomial model and information matrix

2.1 Bordered multinomial model

Let us consider a collection (Y11, Y21), (Y12, Y22), - .., (Y15, Y25) of s independent couples
of 2r— dimensional random vectors with » > 1 such that each couple has a multinomial
distribution whose cell probabilities are linked to an unknown vector parameter « subjected
to a set of restraints h(a) = 0 where h = (hy, ha, ..., hy).

Following N’Guessan et al. [19] and N’Guessan [20-22], we assume, for fixed k, that

(Y1g, Yor) ~ M (nk§ l_[(a), 1_[(06))
1k %

where

n(a) = (@), mak(e), ..., Tn@));  t=1,2
th
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and ng(n; > 0) is a given integer, @ = (By, B7)T € R!**" is the unknown vector para-
meter, Bo(Bo > 0) a scalar, B = (BT,..., BNT € R with B = (Bix, Bok» .-, Bri)T €R”
and B;; > 0. The cell probabilities m;;; (o) of the r x 1 vector probability I (a) are given
by a continuous differentiable functional link g: R'*" 110, 1[so that (o) = g(zk, @)

Fﬂﬂ_(j%ﬁ t=Lj=12....r
8(Zy, o) = P *
zjxPobBik =2j=12....r

14+ Bo(Zk, Br)

with

h(e) =1, p)—1; k=12 ...,s 3
where (,) is the usual inner product, Z; = (zix, 22k, . .. » Zrk) | a given exira set of observa-
tions connected to each couple (Y, Yo ) and 1, = (1, ..., 1)T € R’, the vector of unity. The

construction mechanism of the statistical pattern mentioned earlier is displayed in N’ Guessan
et al. [19]. Let us indicate that in road safety modelling So represents the average effect when
combining all data and vector B, for fixed &, denotes the probability distribution (or accident
risk) connected to extra data Z; such that 3 "_; B;x = 1. This is the natural and practical
interpretation of constraints (3).

2.2 Bordered information matrix

Let L(o) denote the logarithm of the likelihood function for a given s independent couples
of 2r — dimensional random vectors (Y1, Y2;) from a true model has an unknown parameter
value a®. We know that o satisfies a set of restrictions iz (%) =0,k = 1,2, ..., s. Then the
well-known RMLE problem is

Max L(«) subjectto iy () =0; k=1,2,...,s 4

where L(«) is given to one additive constant

L@) =) (ylog.(Bx) + yajeloge(Bo) — yjuloge (1 + Bo(Zi, B))}  (5)

k=1 j=I

with y. 5+ = y17% + y2x and h(«) given by equation (3).

This is not the place to study sufficient conditions for the existence and consistency [5, 7]
of a solution @. N’Guessan et al. [19] study numerically the existence and consistency of &
via wide simulation results and mean square error. We will follow assumptions and lines due
to Crowder [6] and used in N’Guessan [20-22].

Let us assume, then, that a restricted ML estimator & exists asymptotically almost surely
and is strongly consistent. Furthermore, the asymptotic Fisher information matrix J, is then
given by the following (1 4 sr) x (1 4 sr) matrix:

92L
Jo=E{ ———=
“ ( dor BaT)

evaluate at different points on the line segment joining o® and &, the restraint ML,
and the s x (1 + sr) constraint matrix H, = (H,, H;) with Hy = (dh/38y) an s x 1



APPROCHES STATISTIQUES DE L’EVALUATION D’UNE MESURE: CAS DE LA SECURITE ROUTIERE

55

306 A. N’Guessan and C. Langrand

matrix, H, = (dh/98) ans x (sr) matrix. Consequently, the (1 + s(r + 1)) x (1 + s(r 4 1))
bordered information matrix is given by

J H' 1, UT
[y = * * s Ju= * * , (6
Hy Ogss U, B,

where Jy is a (1 + sr) x (I + sr) matrix and H, is an s x (1 + sr) matrix as follows

Uz By O -+ O 0o 1" o ... o
Ve B : 0 o 1T :
ve=| s m=| 0 DoHe=|, 0]
’ : O S PO P 0
Uss O -+ O Bgs 0 oF ... oF 1T
)

with 1, = E(—32L£/3B,38y) a scalar, Uyr an r x1 vector whose components
are E(—Bzﬁ/aﬂo Bix),(j=1,2,...,r), Byx an r xr matrix whose entries are
E(—azﬁ/aﬂjk Bui), (J,m=1,2,...,r), and Of =(0,...,0) an r x 1 vector of zero. So
taking the second derivative of the negative of £(«) with respect to the components of «, one
shows that

372
14
Ugi = _kl_zva,k, Box = Vi(Quk — Var Vi) ®)
/ \
Bony
with
1/2
14 . 1+ Boz1 1+ Bozk
Va,k=I30k1—/2(21k»Z2k,---,Zrk)T; 2k :dlag( L ,
ny Bix Bri
where
5
V4 s
yk:———nk———, fork=1,2,...,s and razz ve{Zx, Pr) .
1+ BolZ, Bi)

=1 Bo(1 + BolZ. Br))
The rest of the paper looks at the analytical expression of the covariance between any two
components of the constrained ML estimator &. The following theorems and corollaries
concern the main results and give the formal expressions of the asymptotic covariances using
Schur complement. More precisely, we are interested in the asymptotic covariance between
the parameter of interest § (the average effect of aroad safety measure) and any element of the
subparameter 8 € R*" which denotes the accident risk in control areas and in the asymptotic
covariance between two different accident risks.

3. Main results

This section sketches the demonstration of the main results concerning the asymptotic covari-
ance between the different components of vector &. Thus, for any number of experimental
sites, Theorem 3.1 and Corollary 3.2 deal with the explicit formal expression of the covariance
between the average effect of a road safety measure and the different types of risk whereas
Theorem 3.3 discusses the structure of the covariances between the different accident types,
whatever the accident type and the experimental site considered. In particular, Corollary 3.4
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sets the explicit covariance matrix between the different types of accident risks when the
measure is applied to a single site only.
The restraints m.l.e. (RMLE) of «g, provided it exists, is vector & which satisfies

aL A
(—) +HJA=0, h(@ =0 9
du &

where A is a vector of s Lagrange multipliers.Let My = J7 Uy + (32L/3a da)) a(1 + s7) x
(14 sr) matrix, Ry = Ho(J,/7,) ' H an s x s matrix, &, = J;'HIR;" a (1 +57) x5

matrix, & = HB,'Uy ans x 1 vector, Ay = dlag(lllrllB b ]|1,||é,,, e ||1,]|24) ans x §
0.2 a,s
matrix with le”é;i =1TB 1, and
Aoz _"Sot
At(){l) = ST ﬁ (10)
o Ba

an (s + 1) x (s + 1) matrix. We assume for the rest of the work that the following conditions
are verified:

(AD) (&, i) is a consistent solution of the latter equation.

(A2) M; FProba, 0, D5 — Pyo—> Proba, —> 0, |®go| < 00, whenngand N =Y ;_ np — o0

(A3) (AL /) " N(0, Jp0).

THEOREM 3.1 Under conditions (A1)—(A3) the asymptotzc r x 1 subcovariance matrix
between the r x 1 vector ﬁk and the scalar ﬂo of the RMLE & is

cov(Bi; fo) = Sak X Zi: k=1,2,...,s an

where zi is anr x 1 given data vector and Sy is the r X r matrix with entries Sq (i, ) as
follows

whixw (A + Pa i Zik) B j
, L+ Bozie 11, ”é_;{(l + Pozix)?
Sukliy J) = ———— (12)
ni(ba /Aa) | (1 + poxzik) BikBi .

1, ”12?‘1-(1 + Bozi) (1 + Bozjx)

with (A / Ay) the Schur complement of Ay in AP, 1,, = 1,17 the r x r matrix with unity
and

Dok B3 Vi _ _
Pak =T ek = Zy Qe te=(1 = IVaulg:)™ (13)
k o

Proof (Outline) Under conditions (A1)-(A3) and combining model (2), constraints (3) and
Lemmas 1-7 (Appendix A) we show that the r x 1 asymptotic covariance matrix between
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vector Bk and scalar 30 is given by

5 5 1r r 1
cov(B; Bo) = - B! B Ug
( (1)/Aa) r o,k “1}‘”3_1 ok~
fork=1,2,...,s.Nowusing expression of B ,1( (Lemma 1, part iii) and the relation between
vectors Uy ; and Z;, we get the relations
ek
B, Uqi = ——Qaka and B L.,Q0 ) =¥ '[9 1] + pa e Ze 1) ]

So after matrices manipulations, we obtain

cov(Br; Bo) = Sux X Zi

where the 7 X r matrix S, 4 is as follows

Tk -1 -1 Tyy-1
Sak = ———a— | Nk — k(L + Pk Z 1D
o ma P | g, w
and the entries S, (i, j) follow from a straightforward calculation. ]

COROLLARY 3.2 Under the same assumptions as Theorem 3.1, the explicit expression of the
asymptotic covariance between /30 and any other estimator ﬂmk is given by

AD/A, " A 1 mic) B2
n(Ag’/ )[COV(ﬂmk,ﬁo)] _|_ Y Bk N ( j‘pa.kz i) Bk -
142 1+ :BOZMk “L’"B—llc(l + :BOka)z

1+ pa,kzmk)ﬂmk (A _ Bk Zmk > (14)

11, “23',1(1 + Bozmi) 1+ Bozmk
form=1,2,...,r

Remark 1  The proof of this corollary stems from a straightforward development of the result
given in Theorem 3.1 and uses the expression of A, ; displayed in Lemma 5 (Appendix A).
So we leave out the details.

THEOREM 3.3  Under the same assumptions as Theorem 3.1, the r x r between covariance
matrix of B, and B, is

COV(B\k; /ém) = Jk,m - Z [(Z Ai,j-’k,i)L’,r] Jj,m (15)

j=1 i=1

k,m=1,2,...,s, where Ji_» isanr x r matrix given by the Schur complements of (J,/By)
inthe (1 +r) x (1 +r) matrix

-1 1
Ba,kUavk (Sk,m .k

[(Ja/Ba) ur., —]

and
6k,m _ (Ag)/Aa)_l Telm YeYm Aa,k Aa,m
11, ”234;11: NN le”?g;ll( Illr”%a—’l"

with 8 ., the usual Kronecker symbol.

Ak,m =

, (16)
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Remark 2 The proof stems from an algebraic manipulation of the (sr) x (s7) matrix
Wy (2,2) given in Lemma 6 of the Appendix A. So we just give the outline. Using the
Kronecker product, we deduce that HY R; ' H, = A, ® 1,.,, where A, is the s X s matrix with
(k, m)th element given by Ay . So we get the result, using Lemma 3, the postmultiplication
of H} Ry H, by (J,/7)" and finally the premultiplication of the same matrix.

COROLLARY 3.4 Under the same assumptions as Theorem 3.1 and when the measure is
applied to a single site (s = 1) with different accident types (r > 1), the covariances between
the different components of the r x 1 vector By are as follows

cov(Bir, Bm) = Vi Wik Wk OeViZjezmk — Acayy XXk, JAEmMm=1,2,...,r (I7)

where wjk = (ﬂjk/(l + Bozjx)) the diagonal elements of matrix Qak o O = (tk/nk)[ﬁg —
(Ju/Ba) 7" tev2 /) Xjx = 1+ 6Bk Vi 3k G = 1,2, ..., 7).

Proof (Out]me) For s =1 and r > 1, and in view of Theorem 3.3 and of expression of
matrix Ba & (see Lemma 1 below), the covariance matrix of the r x 1 vector ,Bk is given by

cov(Be. B) = Tex — Axadrilrr Tk
where the r x r matrix J; ; is as follows
Tee = v 19255 + v Q1 Zi ZE 2 .
So after a manipulation of matrices, one obtains

cov(Br, B) = v [ s + Qak O ZiZE — Acavi X XD 4]

where X is the r x 1 vector of elements x,,x = 1 + 64 Ay k Vi Zmi- The result follows from the
elements beside the diagonal of the latter matrix. ]

4. Examples

The main aim of the examples of formal estimation provided subsequently is to back up
the covariance estimation approach proposed in this work. These examples also enable us
to realize our method’s importance and usefulness when the dimensions of the considered
matrices are great.

4.1 ExamplelI:s =landr =2

We suppose here that the number of experimental sites is equal to one and that there are two
accident types with ny, the total number of accidents for the site, and Z; = (z1x, z2¢) " the data
from the control area. The parameter is defined by & = (B, Bx)* € R* and Bx = (Bix, Bu)" €
R? with By > 0, B;; > 0and Bix + Bar = 1. So the dimension of the parameter space is three
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and we have one constraint. We show that the 4 x 4 constrained Fisher information matrix is

y3/2 J/3/2
T(X 5 1/2 vlk 5 1/2 Uzk O
Bory, ﬁOnk
y3/2
k k
£ T2 Uik by by 1
Fa - IBOnk
y3/2
k k
* 1/2 Vak bél) ng) 1
ﬂonk
0 I 1 o

where 7, = (¥2(Zx, Be))/ Bortks Umk = Bo "> /1 amis vi = m/ (1 + BolZi, Bi)), and

1+ Bozie  Bizhve Bizixzok Vi
(k) (k) - -
<b11 bn) y Bk ny ni
=Y
&
by by _ Bozaziyi L+ Bozx  Bstaun
ng Bk ng

In order to get the asymptotic covariance matrix of the constrained m.le. &, the classical
approach consists of inverting matrix I', and take the leading 3 x 3 submatrix. The method
proposed here enables us to avoid doing this inversion by using main results as follows: setting

v 1+ 4
&
T, 7 Vi 2 Potik 0
J = Bony . o= Bk
@ 3/2 ’ @k = 1+ Bozox
Ll/fva,k Ba,k 0 ﬁ2k
0Ny

with By = yilQak ~ Vak VIl @ 2x2 matrix, Vi = fo(v*/n/*) @ik 220)Ts Ha =
(1, 1), and using Corollaries 3.2 and 3.4 we obtain both the covariance between the 2 x 1
vector ﬁk and the scalar 30 and the covariance within the vector ﬁk i.e. covariance between
the elements ,31 % and ﬁzk as follows:

-1 B 1
PO n, t (1 + poirzic)Aa,
cov(Bix, Bo) = D & P _Vk11k+‘———_pmk21k ok )
(A’ /AN + fozue) | 11l
B 7]
-1
A4 n, 't (1 + po r22k) Ag,
cov(Ba, o) = —5 i tiPa —VkZok + “pa—kzzﬁ—aﬁ
(AL /M) + Bozar) e

and
A4 1 -1
cov(Bir, Pox) = ¥, wiWui O vazikzon — Arx¥y XuXoxl

So we obtain the analytical expressions for covariance between any two components of the
3 x 3 vector &.
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42 Example2:s =2andr =2

We have two experimental sites and two accident types with ng, n,, the total number of
accidents in each site and Z; = (z1x, 22¢) " Zm = (Zim, Zom)" the data from each associ-
ated control area. The parameter and the constraints, defined by o = (Bo, Bi, Bu)' € R®
where By = (Bix, Box)T € R?, B = (Bim. Bom)" € R with o > 0, Bi; > 0, B + P = |
and Bi,, + Bam = 1. So the dimension of the parameter space is five and we have two con-
straints. One notes that the additional experimental site to Example 1 has extended the
dimension of the parameter space by two and constrained information matrix is a 7 x 7 matrix
given by

y3/2 )/3/2 )/3/2 )/3/2
Ta k1/2 Vik k 173 Uk m1/2 Vim m]/2 Uom 0 0
ﬂonk ﬂonk ﬁOnm ollm
3/2
Yk k) 105)
mvlk bll b12 0 0 1 0
k
)/3/2
k k
ﬁ—;”—zvzk b/ by 0 0 1 0
T,=| "%
)/3/2
_m (m) )
,Bon]/zmm 0 0 b} b 0 1
m
)/3/2
AL (m) )
Igonl/Z U2 0 0 sz b2; 0 1
m
0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0

where 7, = (¥ (Zk, Br)/Boni) + (V2 {Zm, Bm)/Ponm) and the other terms are defined in the
same way as in Example 1.

Let us suppose for example that we wish to estimate cov(f}o, 32,,,), i.e. the covariance
between the measure’s average effect and the type 2 accident risk in the second experimental
site. Applying Corollary 3.2 results, we obtain the desired covariance as follows:

_ Y Bom (1+ pa,mZZm)ﬂ%m )
Lt Bozam 11,15, (L+ Bozan)? | ™

1+ pa,mz2m)/32m (A Bamzom )
2 am T T
1, ”BJ},, (1 + Bozam) 1+ Bozom

A (Ag)/Aa)

m

[cov(Bam, Po)] = (

with

AP Y2l ({Zi, B))  witi 5 i Ai,i
=) — N Zillg ) +
Aq Bo ni i) nillLllpa

n:
ictkm} '

For the covariance between the different accident risks, we use Theorem 3.3 calculating the
following 2 x 2 matrices

2 2
COV(Bk; Bm) =Jim— Z I:(Z:Ai.j']k.i) lrv":l Jj,m

j=1 i=1
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k,m = 1, 2 and taking the elements outside the main diagonal. The explicit form of the latter
matrix is obtained after some matrix developments. The problem of the 7 x 7 matrix inversion
is thus replaced by a 2 x 2 matrix addition problem.

4.3 Example 3: s =20andr =10

In this example, the dimension of the matrix of interest I', is 221 x 221. The latter matrix’s
analytical expression is not given here for a question of space. To estimate the covariances
between the different components of estimator &, our method consists of using Corollary 3.2
and Theorem 3.3 formulas. This approach consists of making 10 x 10 matrix additions rather
than inverting a 221 x 221 matrix. On the whole, we note that the size of the constrained
information matrix is an increasing function of the experimental site number and the number
of accident types linked to the road safety measure. To obtain the desired covariances, sophis-
ticated numerical and statistical tools are needed to invert matrices whose dimensions grow
rather rapidly. The approach we suggest in this paper replaces the direct inversion of such a
matrix with products/multiplications and additions of smaller-size matrices. It also enables
us to have the explicit analytical expression of the desired covariances.
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Appendix A

Technical lemmas used in the main results of section 3 are given subsequently, without demon-
stration. These intermediate technical results stem from those of N’Guessan [20-22] and use
some Schur complement properties [23]. So we leave out the proof.

LEMMAl Fork=1,2,...,s

W 1Ze2., < 2P
wk Bo
BolZk, Br) -1
1+ BolZk, Br)

(iii) matrix By is nonsingular and

(i) Va2 s <

Bu = v (i + 109 Var Va k2% 1)

with fi = (1= [ Vagll) ™"

LEMMA 2 (i) J|Uy II%,1 < Ty, (1) (Jy/By) > 0, where (Jy/By,) is the Schur complement of
By in J,. ‘
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LEMMA 3 (Jy/T,) the Schur complement of Ty in Jy is a (sr) X (sr) nonsingular matrix with

SRS =M,

where each block Jy , is anr X r matrix given by the Schur complements of (J,/By) in the
(1 4+r) x (1 +r) matrix

(Ju/Bs) UJ,BL
ByiUsk SkmBy} |

LEMMA 4 The s x s matrix Ry = Hy(Jy /7o) "' HJ is nonsingular and
Ry = A — LA /AT AT By AL
LEMMA 5 We get the following results

() Agi = Z BnkZmi

m=1 1+ BoZmk ’
.. _ _ ,‘32)/kAz k
G 1112 =¥ {trace(ﬂa}() +
.k ny
N 2 22

Vi (Zi, Bty vele 2 1ALk
(i) (AP /Ay =) £ ( = —NZllGg1 | + ——5—

* * ; g3 Bo ni Qg ngll1, Ilévi

LEMMA 6 Matrix T, is nonsingular and

. W, J7UHTR]!
* R H,J! —R!

o
where Wy, the leading (1 + rs) x (1 + sr) matrix, is given by

w,(1,1) Wl
W2 ) Wa(2,2)

with W,(1, 1), W, (2, 1), and W,(2,2), respectively, a scalar, an (sr) x 1 vector and an
(sr) x (sr) matrix as follows:

Wo(1,1) = (AL /A, ™!
Wo(2, 1) = —(Jo/Bo) "' [By ' Uy — (Jo/Ta) " Hy R} 'E,]
Wo(2,2) = (Jo/Ta) ™ = (Jo/Ta)  HY Ry H (o /)"
LEMMA 7 Under conditions (A1)~(A3) the asymptotic distribution of RMLE & is:

A Distr.

6~ N(©° Wyo)

where Wy = J;' — J-VHYRVH, J 7V is a (1 + sr) x (1 + sr) partitioned matrix given by
the latter lemma.
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Abstract

The combination of road accident frequencies before and after a similar change at a given number of sites are considered. Each
target site includes different accident types and is linked to a specific control area. At any one target site it is assumed that the total
number of accidents recorded is multinomially distributed between the before period and the after period and also between several
mutually exclusive types. The parameter of the distribution depends on the different accident risks in the control area linked to each
site as well as on the average effect of the change. A method of estimating simultaneously the average effect and the accident risks in
control areas is suggested. Some simulated accidents data allow us to study the existence and consistence of the linear constrained
estimator of the unknown vector parameter.
© 2005 Elsevier B.V. All rights reserved.

Keywords: Road safety measure; Accident data; Multinomial model; Constrained maximum likelihood; Accident risk; Mean square error;
Before—after estimation; Simulation

1. Introduction

In this paper, we consider that a road safety measure (crossroad lay-out, surface of a motorway section, etc.) is
simultaneously applied to several sites (experimental sites), each site presenting several mutually exclusive types of
accidents (fatal accidents, seriously injured people, slightly injured people, material damage, etc.). We also consider
that to each experimental site a control area is associated, with the same accident types, but where the measure is not
directly applied. The control areas are used not only as comparison sites but also and mainly enable us to take into
account the impact of some factors (as traffic-flow and speed variations before and after the applied measure, weather
conditions, experimental sites location, etc.) on the applied measure effect. These factors have a direct or indirect
influence on the observed data in the control areas and act upon the accident risks in these areas. We therefore have to

* Corresponding author. Tel.: +33 328 76 74 57, fax: +3332876 73 01.
E-mail addresses: assi.nguessan@polytech-lille.fr (A. N°Guessan), essai@ano.univ-lillel.fr (A. Essai), nzim@ucocody.ci (M. N°Zi).

0167-9473/% - see front matter © 2005 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.csda.2005.09.002
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include the impact of these factors into the statistical models used to analyse the measure mean effect if we want to
interpret correctly the scope of this measure at the experimental sites.

The statistical models used in the analysis of a road safety measure efficiency heavily depend on the data and on the
target set along with the measure (see for instance Hauer, 1997; Barry et al., 1999; Beenstock et al., 2001; Abdel-Aty
and Radwan, 2000; Gaudry and Lassarre, 2000; Lassarre, 2001). According to some points of view and some practices
in the field of road safety, it is advisable to model the accident data according to Poisson distribution (see for example
Lassarre, 1977; Hauer, 1997), conditional or truncated Poisson distribution (for example, Danielson, 1986, Danielson,
1988; Hauer, 1997), negative binomial distribution (Hauer, 2001; Allain and Brenac, 2001). Even if Poisson model or
conditional Poisson model is a common and convenient assumption in accident count analysis, are accidents Poisson
distributed? It is very important to evaluate this Poisson assumption in practice using statistical tests (see for example
Nicholson, 1985, 1986; Nicholson and Wong, 1993). The question is which approach and assumption give the better
results and under what conditions.

In this paper we have adopted Tanner (1958)’s before—after philosophy. In fact, the latter author introduced the notion
of control area and defined a control coefficient for each experimental site using the ratio of the accident number after to
before in the control area. Thereafter, he proposed a binomial model to combine accident frequencies. The difficulties
in that modelling approach mainly lie in the choice of the control area and in the ‘free from error’ assumption he
makes about control coefficients. Hauer (1991) suggested a notion of similarity to choose a comparison site. However,
it seems rather difficult to ground the choice of a comparison site only on this notion of similarity. It is vital that the
accident number on the supposed comparison site or control site should be large enough whatever the accident types
for the random phenomenon inherent to accident counting on this site not to impair the accuracy of the estimation
of the safety measure’s average effect. Our approach includes that random phenomenon on the control site data by
generalising Tanner’s model through the random distribution of the control coefficients. The model’s construction and
the estimation method stem from those of N’Guessan (1993), N’Guessan et al. (2001, 2005).

This material is organised as follows. Section 2 presents the available before—after accident data tables and the main
purpose of the paper. Section 3 deals with construction mechanism of the parametric statistical pattern used to combine
simultaneously the accident data tables of experimental sites and control areas. We build a multinomial model for each
experimental site taking into account the periods, the different accident types and the parameters to be estimated. We
also give some remarks to justify the choice of our model choice. Section 4 presents the estimation method for the
unknown vector parameter (i.e. the measure’s average effect and accident risks in control areas) based on the constrained
maximum likelihood estimation. Section 5 is exclusively centred on the numerical simulated results . We first deal with
the way we simulate the available Tables land 2. Then we prove the numerical existence and convergence of a solution
for the constrained maximum likelihood equations using different simulated accident data tables. Thereafter, we study
the existence and convergence of both the measure’s average effect and the accident risks in each control area. Section
6 puts forward the general analysis of the simulated results and some concluding remarks. Section 7 presents some
discussions about the statistical pattern building strategy used to combine data from experimental sites and from
control areas. Further simulated results about existence and convergence are given in Appendix A. The constrained
log-likelihood function and its first derivatives are displayed in Appendix B.

2. Data and main purpose

This paper considers that a road safety me asure (crossroad lay-out, surface of a motorway section, etc.) has been
applied to S sites. Each target site counts R{R > 1) mutually exclusive accident types and is linked to a specific control
area where the measure is not directly applied. Let us suppose that the accident numbers are known for each site and
each type before and after the measure for significant periods (often equal to and generally longer than one year). Then
the available data are found in Table 1, where 19, (resE). nars) stands for the number of type r accidents on site s before
(resp. after) the setting up of the measure, and ng = ;_ Zle nyys for the total accident number recorded at each site
s(s=1,2,...,5). Let us also suppose that, for the same periods, we know the accident data for control areas which
are linked to the target sites. The available control coefficients data are found in Table 2, where ¢, is the multiplying
coefficient which has to be used in the control area linked to site s and for type # accidents to convert the accident
number in the before period into the accident number in the after period. Due to external factors (such as traffic flow,
speed limit variation, weather conditions, etc.) and random phenomena inherent to accident counting, we also suppose
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Table 1
Before After Total
Type 1 e Type r e Type R Type 1 .- Type ¥ e Type R
Site 1 niin A n1R1 a1 a1 nIR1 ny
Site s s Hips n1Rs 1 Hopg ) Rs g
Site § ns nirs HIRS n1s nars n2RS ng
N
Table 2
Type 1 cen Type r e Type R
Control area 1 11 cee Cr1 CR1
Control area s Cls e Crs CRs
Control area S c|s Crs CRS

that the control coefficients are not free from error i.e. we make the assumption that the control coefficients linked to
each site come from an unknown probability distribution.

So the main purpose of this paper is to estimate the measure’s average effect for the whole set of sites and for the
whole set of types including the estimation of the random distribution of the control coefficients among the accident
types. One then has to combine Tables 1 and 2 data to efficiently estimate both the average effect of the measure and
the random distribution (interpreted as accident risks) connected to each control area.

3. Statistical pattern building strategy

In the following we denote by X 1,5 (resp. X2,5) the random variable giving the type # accident number on experi-
mental site s in the period before (resp. after), one observed value of which is ny,; (resp. na,5). We are here interested

mainly in the joint probability distribution of the 2R- dimensional random vector X®) = (X fs), X;s)) for a fixed
experimental site s i.e. the joint distribution of the sequence

(X115, X1265 -+ +» X1Rs» X215 X225, .., X2Rs)

given ny the total number of accidents recorded at site s. The retrospective repartition of n; accidents accounts into
2 R-types of accident is analogue to the random placement of n, indistingushable objects into 2R-containers. It is
similar to the partitions of combinatorial analysis. So we make the assumption that the sequence

X115, X125s -+ » X1Rs» X215, X225, -+ » X2Rs)

is the result of n; independent trials with 2 R-possible outcomes, each trial involving the random allocation of one of the
n observations to one ofthe 2 R-types of accident. Hence the natural joint probability of the (X114, X125, - . . » X1Rs, X215,
X235, ..., XoRrs) is given by a multinomial distribution denoted

M Ny T, W25y -« o TlRss T21gs T225s «+ 5 T2Rs) 5 (H
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where

R
Z Z s = 1,

r=1 t=1

with 7y (0 < mrs < 1) the theoretical cell probability associated to the random component Xy,

So we have to construct a link function (for a fixed s) between 7;,; and the parameters describing both the mean effect
of the measure linked to Table 1 and the probability distribution linked to each data line in Table 2. The construction
of this link function is based on a forecast principle used in the modelling of a road safety measure’s effect. Actually,
studies about the road safety effect of interventions are usually retrospective quasi-experiments. Therefore, one key
task is to predict what the safety of the experimental site would have been without the intervention i.e. if that site had
a similar performance to that of the linked comparison site. Such predictions can be made by several methods, one of
them is to combine fittingly control area data and the hypothesis according to which the measure has a multiplicative
effect (see for instance Oppe, 1979; Hauer et al., 1991) on expected numbers of accidents in the after period whatever
the site and the type of accident may be. We will use this latter idea in the statistical pattern building strategy.

So given data from Tables 1 and 2, and if experimental site s has a similar performance to that of the linked control
area, then we assume that the mean number of type # accidents that could be expected in the after period is given by

G ctnis (r=1,2,....R), ()

where

S R

S R R
A DIDDICIH VA DI BEIV R DR
s=1

s=1 j=1 j=1 r=1

R
P:S :n]rs/ Z Rijs | (3)

J=1

are respectively the apparent average effect of the safety measure (i.e. the ratio of the total number of accidents recorded
in the after period to the total number of accidents which could be expected in that period if each site performed as
its own control area), the apparent mean control coefficient of site s (i.e. the sum of ¢, values in Table 2 weighted by
values of p},), and pj, the apparent risk of type r accidents of site s with Zle pr, =1, for a fixed site s. So under
the same assumptions and considering the before and after periods, the total number of expected accidents in site s is
estimated thanks to

R
ni = (1+6%) Z Hirs. 4)

r=1

Then if site s performs as its control area and if the measure’s average effect is estimated by the apparent average effect
0, we deduce an estimate 7/, of the theoretical probability 7., as follows:

Py 0 cy pfy
nTrs-:l—-{—rQ—‘*C;‘, ﬂ;rs:ﬁ‘—e*LC;‘ (r:l,2,...,R). (5)

Through construction, the values of ni}. represent the apparent repartitions of n} accidents into 2R mutually exclusive
categories between the before and the after periods if site s performs as its control area and if the measure’s average
effect is estimated by 6*.

Now, we know that, in practice, an experimental site will never exactly behave as its associated contro! area
where the measure is not directly enforced. It is therefore important to randomly combine Tables | and 2 data if
we want to model correctly probabilities 7y-; according to the measure’s mean effect and the accident risks in the
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control areas. So let us denote by 8(f > 0) the unknown parameter average effect of the road safety measure for
all sites and accident types and let us define Z; the random variable taking values c;, 25, . . ., cgy Of Table 2 line
s with

R
0<pjs=Proba[Z; =cj] and ijs =1 (s=1,2,...,95). (6)
j=I1

Drawing our inspiration from the structure of the proportions 7}, above, we then assume that for a fixed site s the joint
probability of the sequence

(X115, X125, - -+ » X1Rs» X215, X225, - - -, X2Ry)

is given by the multinomial distribution

M (g5 Ti1g, T2y - - oy K1Rs» M215s 2255 -+« » T2Rs)
with
ii—e =1, r=1,2,..,R,
c
Titrs = 8 (0~ Py = BprsC: 7N
—;, 25 r:1727' 9R9
1 + ¢,
where Py = (pis, P2ss - -« » pRS)T is the unknown R x 1 vector of accident risks connected to the control area s,

Cy = Zle cjsPjs is the unknown mean control coeflicient of control area s i.e. the mean of random variable Z;.

Remark 1. Another way of building the joint distribution above is to use the well-known conditional Poisson model
property. In fact, assuming that X1, X125, ..., X1Ry, X215 X225, - .., X2Rs i @ sequence of independent random
variables where X1,¢ (resp. X2,5) is @ Poisson distribution with mean 1,5 (resp. cy41,4), then their conditional joint
distribution (conditional to the total number of accidents in both the before and the after periods) is a multinomial
distribution similar to model (7) above. We will use this common Poisson model assumption in the simulated data
below.

Remark 2. From some points of view, an alternative model choice (see for instance N’Guessan et al., 2001, 2005a,b;
N’Guessan, 2003a—c) of the probabilities in the after period is 8¢, pys/ (1 + 8cg). Our choice here i.e. the use of ¢
instead of ¢, in the after period is also governed by some further motivations. The first one is that the individual control
coefficients are usually unstable and not free from error because calculated from ratio of accidents in control areas
whereas mean values c¢; are more stable, free from error and constant. The second one is that our model represents a
natural generalisation of Tanner (1958)’s binomial model.

4. Constrained maximum likelihood estimation of average effect and accident risks

Through construction of the pattern, two types of parameters can be spotted out among those linked to S target
sites and R accident types: 6, the interest parameter, and the set of auxiliary parameters Py = (pis, P2s» .- - » pRs)T,
s=1,2,..., 5. Asthis paper unfolds, one focuses on the simultaneous estimation of those parameters and one then poses
e=(0.p.P,..., PST)T, the element from R'+5 thus defined (or actually from R!+S(R=D since 3% p.c =1).
We then assume that the sequence of random vectors XV, x@ . x) are independent and follow a multinomial
distribution whose form is given by (7). So according to Tables 1 and 2 and the log-likelihood function linked displayed
in the appendix, we show that the constrained maximum likelihood estimator @ of @, if existing, is the solution
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to the system of non-linear equations:

N R N2rs — ecsnlrs
Zy: r=1 —‘":—‘_ =0,
1+ 6¢
Ry ﬁrs (QCH + 1) le,slars (6‘3 — Crs) (8)

Nyrs — ™ — L =0,

1+ 0¢ &y
s=12,....5 r=12,...,R),
CAS:Z;I‘Llcrsﬁrs s=1,2,...,95),

under the constraints

0>0, 0<prs<l,
and
SR (brs=1 (s=1,2,...,9).

Let us note that (:), the solution to the system above, is clearly a maximum likelihood estimation method under restraints
(RMLE) which is an approach to estimation that maximizes the likelihood over a restricted space. This is not the place
to study theoretical sufficient conditions for existence and consistency of O. The general framework for RMLE is
well-known and is not discussed here (see for instance Aitchison and Silvey, 1958; Silvey, 1959; Crowder, 1984;
Neuenschwander and Flury, 1997; Haber and Brown, 1986; Matthews and Crowther, 1995). We here numerically study
the existence and consistency of & and thereafter the probability distribution of each random variable Z; (s=1,2, ..., S)
via wide simulation results and graphic (curves and histograms) comparisons.

5. Numerical simulated results

The main object of the simulation is first to look for a solution (i.e. existence) to the constrained equations above
and secondly to focus on the convergence of components P1, P2, .. Ps of @ in order to estimate the probability
distribution of control ratios connected to each site. The numerical study of the constrained likelihood equations above
and therefore of the numerical existence and convergence of 2] imply the knowledge of data Tables 1 and 2. So
numerical simulated results count two main phases. The first phase deals with the simulation of control coefficients ¢,¢
(Table 2) and of the before—after data table (Table 1) by a FORTRAN programming of the multinomial pattern built in
Section 3. Then comes the resolution phase proper (the numerical research of @) with the use of NAG (2003) software
of optimisation algorithms referring to the above-mentioned tables.

5.1. Simulation principle of before—after data with control area

Given S (the number of target sites) and R (the number of accident types), one supposes that coefficients ¢,
(s=1,2,...,8r=1,2,. R) come from a random variable of law Uy; /2 521 (a uniform law between % and %). To
fill in Table 1, one poses 00 =5 L and assumes that the components of Vector P0 (p1 o stv cees p%S)T, the true value
of vector P, come from a random variable of law Upy, 1« (with o0 = 1073 so that the log-likelihood can be written)

and are normalised such as Zr 1 pd =1;5=1,2,...,S. Using those values, one then defines the true mean control
ratio for each site as follows:

R
:Z c,spgs s=1,2,...,9)
r=1

and then the true probabilities

0 900
0 = P 0 PV Sy R

Ty
T 4690 14 6°c0
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linked to the multinomial distribution of X, Finally, for a set value of s (s=1, 2, ..., ) we generate the total number
ng of accidents on site s from a Poisson distribution. We then retrospectively distribute n; among the 2R-types of
accidents using both the probabilities n?rs and ngr . and a FORTRAN program. The observed values of ns of Table 1

with R 52 ny=ns,s=1,2,..., S are then found. Several tables of different sizes and with different numbers
have been generated by setting the values of S and R and by choosing 7, in different accident intervals. The numerical
results are found for n; belonging to the following accident intervals 17, ..., Tjo:

{10, 30[, 130, 50(, 150, 300[, ]300, 1000[, 11000, 3000[, 13000, 5000],
15000, 7000[, 17000, 9000(, 19000, 11 600[, 111000, 13 000[}.

5.2, Numerical existence and convergence of ©

R1+SR

The true value of parameter vector @ € which has to be estimated is

T
0 0 or or or
0" = (¢, PT. AT, PYT)

with 6° setto 0.5and PO, P?, ..., Pg being vectors of dimension R. We look for a solution O tothe likelihood equations
and then study the convergence of O to 6° using the analysis of the mean square error (MSE) which measures the
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1y -5

adequacy between © and ©° and which is defined by (Figs. 1 and 2)

1 1+RS R 2
MSE (@, @0) - 3 (@m - @}31) :

m=

5.3. Estimation of accident risks in control areas

We compare ﬁl, 132, e, 133 the RMLE to the true R-dimensional probability vectors PP, PZO, AU Pg by analysing
their histogram for different values of S and R. Part of the results are displayed below.

6. General analysis of the results and concluding remarks

Table 3 gives the different values of vector 0, the solution (i.e. existence) to likelihood equations for fixed S =4 and
R=2. The first column of Table 3 gives the true value of parameter @°. In the next columns we find the solution & for n
belonging to some of the accident intervals (column 7). Those solutions belong to R? for Table 3. We notice a decreasing

order of magnitude of MSE ((:), @0> when numbers ng go from }0, 30[ to }11 000, 13 000[ i.e. the convergence of 6
to ©°. Table 4 completes this first study of MSE (@, @0) for the whole set of the accident intervals (column T) and

for relatively high values of S and R. The order of magnitude reaches 10~* for the four columns of Table 4 where the
space of the parameters is included in R>! in the first case and in R'%! in the second case.

A second set of studies was carried out to evaluate the performance of MSE ©, 6°) forsmall and important numbers

of accidents. The value of n; was then set in a given interval and S, the site number, and R, the type of accidents, were
made to vary. That enables us to note an important improvement in the estimation and in the convergence when
the numbers go from ]0, 30[ to ]1000; 3000/, i.e. when the accident numbers per site grow. That convergence of

MSE ((:), (90) to 0 with the increase of accident numbers can be seen on flow charts 1 and 2 for different set values of

Sand R. The charts obtained for the first values of S and R clearly show that MSE (@, @0> is approximately 102 for

values of n; €]0, 30[ and 10~ for values of n; €]11000, 13 000[. One notes a certain stability of the MSE from charts
1to 2, i.e. when number R of the accident types grows. Likewise, graphs 1 and 2 as well as Table 4 results show a very
good stability of the MSE when the value of the R accident type number is set and when the number of experimental
sites S goes from 2 to 5 or from 5 to 10.

Along with those studies, we have analysed the results obtained for the probability distribution connected to each set
of control area ratios. Part of the results are recorded in Tables 5 and 6. Thus, the values given in those tables are obtained
by using elements of @° and O of Table 3 except the first component. So we have four experimental sites and two types
of accident. One notices (in Tables 5 and 6) that the higher the numbers of accidents (n; €]0, 30[ and n; €]7000, 9000[)

Table 3 A
Existence of @ for S=4and R =2
e° (x 10—1) 2]

T=1 T=2 T:4(x10“]) T:6(x10_1) T:S(xlO“l) T:9(x10—1) T=10 (xlo—l)
5.0000 5504 x10~1 5208 x10~!1  4.690 4.803 4.899 4490 4.895
0.8430 1.000 x10~%  0.6390 10~ 0.6220 0.6390 0.8140 0.888 0.8160
9.156 9.999 x10~! 9361 x10~!  9.3780 93610 9.1860 9.112 9.184
02710 0223 x10~1  1.000 x10~* 05730 0.2980 0.2700 0.280 0.250
9.728 9.777 x10~1  9.999 x10~1  9.4260 97020 9.7300 9.720 9.750
4059 5917 x10~1 52160 x10~!  4.370 4.1880 4120 4.098 41770
5.940 4082 x10™1 47830 x10~!  5.6290 5.8120 5.880 5.902 5.823
7163 881710~} 7.1320 x10~!  7.445 7.1320 7.166 7.102 7.109

2.836 1.182 x10™1  2.8670 x10~1  2.5540 2.8670 2.834 2.898 2.891
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Table 4 )
Convergence of © for the 10 accident intervals
T R=2 R=10
§=5
1 3.8451x10™2 2.0127x10~2
2 2.0946x 1072 2.1294x1073
3 1.0205x1072 9.6242x10™4
4 8.9454 %102 43707x10™*
5 5.0994 %1073 3.3561x10~4
6 3.8658 1073 2.6104x10™4
7 4.5289%1073 2.3812x10~4
8 48712x1073 2.3464 %1074
9 4.8080x103 1.8590x1074
10 4.8539%1073 1.9941x 104
S=10
1 2.9566x10~2 7.4789x1073
2 8.4961x10~3 2.4548x 1073
3 42690x1073 9.2732x10™4
4 4.4180x1073 3.6441x1074
5 3.6573x1073 2.4489%10~4
6 3.7994 x 1073 2.2200x10™%
7 3.8811x1073 2.2637x1074
8 3.8863x1073 22379%x10™4
9 3.9175x1073 2.2019x104
10 3.7677x1073 2.2000x 104
Table 5
RMLE of the probability distributions
ns €Ty Py Py
Site 1
Type 1 0.0843 0.0001
Type 2 0.9156 0.9999
ns €T Py 8
Site 2
Type 1 0.0271 0.0223
Type 2 0.9728 0.9777
ng € T1p PIO 13]
Site 1
Type 1 0.0843 0.0814
Type 2 0.9156 0.9186
Hg € T]2 P20 132
Site 2
Type 1 0.0271 0.0270
Type 2 0.9728 0.9730

are, the closer to the true values of P;) the values of P are. That convergence of the RMLE probability distribution to
the true distribution is confirmed by the histograms displayed in Figs. 3—10 and in the appendix (Figs. 11-16). Each
block of three figures represents the same number of S and R. We obtain good approximations of the true probability
distribution of the control area ratios when 7, shifts from 10, 30[ to 111 000, 13 000[. For example Figs. 3—5 concern the
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Table 6
RMLE of the probability distributions
ng € Tl‘ P30 ﬁ3
Site 3
Type 1 0.4059 0.5917
Type 2 0.5940 0.4082
nsg € Ty P;? }34
Site 4
Type 1 0.7163 0.8817
Type 2 0.2836 0.1182
ng € T1p P30 };3
Site 3
Type 1 0.4059 0.4120
Type 2 0.5940 0.5880
ns € Ty Pf 134
Site 4
Type 1 0.7163 0.7166
Type 2 0.2836 0.2834
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Fig. 3. R=135,§ =1, slice No. 1.

estimation of the probability distribution for one experimental site and five types of accident andthree slices of accidents
(J0, 30{, 11000, 3000(, 111000, 13 000[). The black histograms of each figure gives the true probability distribution
and the other one the RMLE probability distribution. Figs. 3 and 5 show that the higher the accident number grows,
the closer the RMLE probability distribution P; tends to the true distribution PY. The conclusion is the same for
Figs. 15 and 16.

The method’s drawback is that the dimension of the parameters’ space increases with the number of sites and accident
types. Yet the results show that the MSE isa O (1 0~") with o > 1. We also have good fittings between true and estimated
values of accident risks. We now are thinking of using the Schur complement approach (see N’Guessan and Langrand,
2005a,b) results about covariance matrices computing in order to get the precision of both the average effect and the
accident risks.
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7. Discussion

Our main aim is to estimate a road safety measure (intervention)’s mean effect in the presence of several control
coefficients per control site. Because of variability and instability in the definition of the control coefficient ratios, we
begin with modelling the different control coefficients of each control site. Then we combine this information with the
data from the different experimental sites using the multiplicative pattern approach.

7.1. Modelling ratios of two random counts

Since each of the control coeflicients ¢, is ratio of two accident counts of the same type in the same control area, these
coeflicients are therefore automatically random because they are ratios of two random variables. So the assumption that
the control coefficients are free from error (see Tanner, 1958) is unrealistic. If the two counts are large, the variance of
the estimate of control coefficients will probably be small. But if the two accident counts in the control areas are small
then the control coefficients are often not stable and of potentially huge variability. A basic question is then raised: how
to model the observations of a random variable coming from the ratio of two random variables? Two answer strategies
are possible. The first one consists in considering that the two accident counts enabling to calculate the ratios stem from
a certain known or assumed distribution (generally poisson law) and to deduce the ratio’s distribution when possible
(see for instance Pham-Gia and Turkkan, 2005). The second strategy consists in modelling directly the ratios without
making a prior assumption of distributions on the two accident numbers used for the calculation. This is what we
present in this paper. Consequently, one defines a probability distribution linked to the ¢,s coefficients of each control
area. This is the direction we give to the random variables Z;. The distribution estimation and the use of the average
of each Z; enable to take the variability and the inconstancy problems into account.

7.2. The multiplicative effect assumption in road safety measure modelling

In view of the definitions in (3), the assumption in (2) seems difficult to accept and unrealistic for any real intervention.
Really, expression (2) comes from the use of the assumption of the multiplicative effect generally developed in an
intervention analysis (Oppe, 1979). In fact, if after the measure, the experimental sites behaved as the linked control
sites, we suppose, for a fixed experimental site, that the mean type » accident number one could expect in the period
after the intervention is given by

E(X2r) =0*c'E(X1ys) (r=1,2,...,R), ®

where

S R S R

0 =33 E(Xars) DY EX |,

s=1 r=1 s=1 r=1



APPROCHES STATISTIQUES DE L'EVALUATION D’UNE MESURE: CAS DE LA SECURITE ROUTIERE 79

14 A. NGuessan et al. / Computational Statistics & Data Analysis 111 ARY 1E-11

¢t = Zle crsply With pf = E(X1rs) / [Zﬁzl E(X 1,,“.)] are respectively an estimation of the average and of the
distribution probability of each random variable Z;, E (Xy,s) (resp. E (X2,5)) denotes the unknown mean type r accident
number on site s for the before (resp. after) period. Therefore, if under the assumption of a similar behaviour between
the experimental sites and their linked control areas, we estimate E (X1,5) by n1,5 and E(X2,5) by na, the available
data in Table 1, then we deduce expressions (2) and (3) from (9).
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Appendix A

Further numerical results about existence and convergence are given in Figs. 11-16.
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Appendix B. Constrained maximum likelihood equations

Through construction of the pattern, two types of parameters can be spotted out among those linked to S target

sites and R accident types: 0, the interest parameter, and the set of auxiliary parameters Py = (pis, p2s, - - - » pRs)T,
s=1,2,..., 5. Asthis paper unfolds, one focuses on the simultaneous estimation of those parameters and one then poses

o=(0,prPL P ... P;)T, the element from R'*5% thus defined (or actually from R'+5R=D since 3% p, . =1).
We then assume that the sequence of random vectors X, X . X5 is independent and follows a multinomial

distribution whose form is given by (7). According to Tables 1 and 2, the likelihood function linked to the sequence of
XM x@ xS s

N
L (X(n, X@, . x®. @) =TT (X(‘); @) , (10)

s=1

R Hrs 9 R ) ) N2y
7! Prs Zj:] CisDjs

D) R Hrs ?
1 R
Hz:l Hm:l Rims: o (1 + 0}:]':1 stpj;")

I, (x<s>; @) = (11)

with n .y = ny,5 + n2,5. The log-likelihood is given to one constant additive

S R
# (X0, XD, XD 0) = 3 3" {nslog, (prs) + m2rslog, (0)

s=1 r=1

R
— n_,sloge 1+ 6 Z Cms Pms

m=1

R
+n2rs10ge Z Cms Pms

m=1
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It is sufficient to derive the function

S R
h(h, o, Asi @)=Y " dnyslog, (prs) + n2rlog,(0)
s=1 r=1
R
- ”.rlegg 140 Z Cms Pms
m=1

R
—|—n2,-sloge Z Cms Pms

m=1
s R
+ Z As |1 — Z Prs
s=1 r=1
according to parameters & where A1, A2, ..., As are Lagrange’s multipliers. We obtain:
J Hory — Rirsbc
rs rs Ry
B X ().
andfork=1,...,8;j=1,...,R

Oh  n.jk mlcjr  naxcji
apjk Dk 14 Oc; Ck

= 4k

where na ; = 251:1 H2mk. Multiplying this last equation by p j;, summing on j and setting to zero, we deduce that

L n + s g e e g M

Setting the partial derivatives of 4 to zero and replacing A by its expression, we obtain the maximum likelihood
equations under the linear restraints of paragraph 4.
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Abstract

This paper deals with the determination of the analytical expression of a real partitioned matrix inverse. A for-
mal inversion method is suggested through Schur complements and the elements of any inverse matrix block are
explained, irrespective of the size of the considered matrix. The suggested approach does not need any matrix inver-
sion numerical program. This methodology is applied to a Fisher information matrix relating to a multidimensional
modelling of road accident data when a road safety measure is applied on different experiment sites. An example
of formal calculation and interpretation is given to support our approach.
© 2004 Elsevier B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

Most statistical studies involving data collecting (random phenomenon modelling, experiment plan-
ning, opinion poll, etc.) not only bring out the problems of parameter estimation (looking for optimal
solutions) but also those related to the evaluation of the accuracy of those estimations. In many of the
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statistical evaluation problems, particularly in multivariate statistics, interest parameters are not func-
tionally independent, which means there are relations—constraints—between them. These constraints
add further difficulties in bringing out the solutions (estimations) and their accuracy. One of the most
popular—as well as the most frequently used—statistical tools to overcome those difficulties still used
is the inversion of the so-called Fisher information matrix. This matrix definition uses both the notion of
partial derivative of the logarithm of the likelihood function and the linear operator called mathematical
expectancy, a notion to which we will come back later in our paper. The concept of the Fisher information
matrix is well known and of capital importance in the theory of the parameter statistical estimation (see
for example [4,7,9,10,18,22]) and even in the theory of linear systems (see for example [17,20]). Indeed
this matrix intervenes in many estimation iterative algorithms, with or without constraints, and its inverse,
called asymptotic variance and covariance matrix, generates a measure of the estimation accuracy and
of the degree of the linear relations which may exist among the different parameters of the considered
model.

In this paper, we focus on the analytical expression of the elements of some blocks of the inverse of
a particular Fisher information matrix arising from a statistical model analysis of a road safety measure
set up by N’Guessan et al. (see [13,16]). There are certainly other methods (for example [6,23,24,27])
to reach this expression but the one we suggest is based on the Schur complement approach [2,8,19,26]
and enables us to get the formal expression of the desired elements. This work stems from N’Guessan’s
one [14]. Our results go further than those of the latter author and explain the analytical structure of
the elements of any block of the inverse of the information matrix considered, irrespective of the size
of this matrix. The paper is thus organised. Section 2 states all the work notations and hypotheses used
thereafter. Section 3 presents the main technical results and sketches their demonstrations. Section 4
offers an illustrative example coming from the multidimensional modelling of a safety road and accident
risk measure. We conclude with an appendix describing the mechanism to obtain the analysed Fisher
information matrix structure.

2. Notations and assumptions

Let us consider s(s > 0) and r(r > 1) two given integers; ny (ny > 0) a given integer, k =1,2,...,s;
2k = (Z1k> 22k - - -» Zrk) ar x | vector of givenreal datawith zj; > 0,k=1,2,...,s; j=1,2,...,7;
and note, a = (f;, ﬂT)T a (1 4+ sr) x 1 unknown vector parameter, where f,(f, > 0) is a real number,
B=L. B3, ..., BDT € R, with B =By, Pogs - - -» Brp) ' ar x 1 vectorand f; > 0; fork=1,2,...,s
v = ni/(1 + By{zk, Bi)) areal number, where (, ) is the usual inner product,

Bovk T
Vak = -n—(Zlk, ks e Trk)
k

ar x 1 vector,

1 1 1
0, 4 = diag ( + Bozik 1+ Bozok + ﬁozrk> ’

Bik Bok Brk

ar xrmatrix, By y = 7 (Quk — Vark ng), ar X r matrix.
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Then, we assume that the unknown vector parameter o is subjected to s set of restraints

(A1) hg(x) =0, k=1,2,...,s, where functions Ay : R'*" > R are given by
(A2) h() =1, By —Twithl, =(1,..., DT e R, the vector of unity. Therefore we note that

oy UJ J, HT
J = x x s I'y= x * 9 1
* [Ua Ba:l x [H“ os,s] D
where 14, Uy, By are, respectively, a positive real number, a (s7) x 1 vector and a (sr) x (sr) matrix
given by
A
vk (Zks Br) T 45T T \T
Ty = ’ U - (U ’ U 9Ty U ) ’
’ ; Bo(l + Bolzw, )" 7 xR

B, = bloc-diag(By,1, Bx2, ..., Bas)
with Uy i = (y4/Po) Vak and Hy = (Hy, Hy) a s x (1 + sr) matrix, where

. (am ohs 6hS)T u (6h1 ohs 6hs)T
1 — Ty T e v ey N 2= T T Ty e ey T
oo By B0 o op op

are, respectively, s x 1 and s x (sr) matrices. In the present paper, we investigate the inversion of

matrices J, and I'y under assumptions (A1) and (A2) and using the Schur complement approach
(see for instance [19]).

3. Main results

Theorem 3.1. Fork=1,2,...,s

(M flzx ”é_i < (2k» B}/ Bos
(i) 1 Vaklig s < Boters Bid/(1+ Bolaw B < 1.
Proof. (i) Using the fact that x/(1 + x) <1 for all x >0, one obtains after matrix manipulations,

l2illr < A/ Bo) et Bact) = (2 B/ Bo-

(ii) This part follows from (i) and the relation between vectors Vj; and zx. [

Theorem3.2. (i) Fork=1,2, ..., s, matrix B,y is nonsingular and Ba_,l :y,:] (Q;}(-{—th;’,l( Vak ngQ;,lc)
with te = (1 [ Vail2_) 7"
o,k

(i) WUy < T
x

Proof. (i) Let us define

Q(ll)c _ I:Qo%k Voc,k:l
% VO(,k ]
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a(l+r)x (1 +r)matrix and (QSI)C/Q%’,() (resp. (QS,)C/I)) the Schur complement of @, 4 (resp. of 1) in
QS,)( Theorem 3.1 implies that

1
(@)3/900) = 1= [ Vaillg > 0.

So using Woodburry [29] formula (see also [21, pp. 73-78; 19, pp. 201-204]), we can deduce that (QS,)( /D
is nonsingular and

1 — — _ 1 _ _
@0/ =9+ O Vak (@0 /@) T V2

The result follows from the relation B, ; = y; (QS,)(/ .
(ii) Matrix manipulations and relations on one hand between vectors U, x and V, ; and on the other
hand between matrices B, ; and Q, x imply that

2
s Tkl Vakll,-
Vil

U2 = — ) 2 )
TR T = IVl
Using Theorem 3.1, one obtains
hY
7k (1 + Bolzk, B))
1Ual? s <D ;2 EWVaklifo <t O (3)
k=1 0 '
Theorem 3.3. Let us define
B(O) — BO( Uoc Fk — (Jm/ch) Uo}:mBac_,rL
* LU 0 TP LB Unk bkmBLy
respectively, a (1 +sry x (1 + sr)y matrixand a (1 +r) x (1 +r) matrixwithk,m=1,2, ..., s and
Ok.m the Kronecker symbol. Then
. 0
(i) (Ju/Bo) =14+ (B /By) > 0;
(i) (Jy/ty) is a (sr) X (sr) nonsingular matrix and
TS U S T S U
_ Sy S oo S
Vo)t =| 0 0 T )
Js,l Js,2 cee Js,s

where each block Ji , is a r x r matrix given by (I'x n/(Jx/ By)), the Schur complement of (J,/By)
inlgm.
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Proof. (i) Matrix manipulations and relations on the one hand between vectors U,  and V, ; and on the
other hand between matrices B ,i and Q;}C imply that

o s el Vaell? -
~BO/B)=— > ————2
i i ,; L= Vil

ok

So doubly using part (ii) of Theorem 3.1, we obtain

—(p©® - Y2k Be) =
(Bg /B“)<;ﬁo(l+/)’o<1k’ﬂk)) -

Therefore, we can deduce that (J,/B,) is nonsingular and
(Ju/By) =1 + (B /B,) > 0. )

(i) Since B U exists and (J,/By) > 0 then, using the same argument as in part (i) of Theorem 3.2, the
(sr) x (sr) matrix (J4/7,) is nonsingular and

(Ja/t) "' = By + (Jo/B) "' B 'UU, B (6)
The result follows from matrix manipulations. [J

Theorem 3.4. Let us define

0) Byr 1, 0) . Ay 51 )y _ Ay '"éoc
B = i , 4 , A, ,
ak [ ];f 0 :| Ed fT 0 6T (Jx/ Bs)

respectively, a (1 +r) X (1 4+ r) matrix and two (1 + s) x (1 + s) matrices, where
Ay = diag[—(BL)/Ba 1), - ... —(BL)/Bys)] (7
is as x s matrix and
&= HB; ' U, (3
isas x 1vector. Then

() —(BY)/Byi) > 0fork=1,2,.
(i) (A /(J4/ B)), the Schur complement of (Jy/By) in AV is a's x s nonsingular matrix and

(AP /(Jaf B)Y = 47" = A7 E((Uaf Bo) + (AL 420) 7 E A ©)
Proof. (i) By is nonsingular so (Bo({olz /By k) exists and
—(B{}/Bxi) =17 B, 1, >0
fork=1,2,...,s
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(i) Part (i) implies that A, is nonsingular. Since (J,/B,) > 0, then (Agcl)/(]“/Ba)) is nonsingular and
AP /U B)) =471 = A7 (AP 147 A
= A" = A T/ B) + (AQ /4 54 O (10)

Theorem 3.5, Let us note Ry=—(I'y/ Jy), the s X s matrix given by the negative of the Schur complement
of Jy in Ty. Ry is nonsingular and

RV = A7  — (/B + (AW y a0y 1A e, 60 A, (11)

Proof. Using Theorems 3.2 and 3.3 and the well-known results of Schur complements about the parti-
tioned matrix inverse (see for instance [19, pp. 201-204]), matrix J, is nonsingular and

71— [ (Ju/By)"! —(Jx/Bx)*UTB;I]

—B;'U,(J2/By)™! o)) (12)

Now using assumptions (A1) and (A2) above and the expression of (J,,/ 1) ! (see the proof of Theorem
3.3), we obtain

Ry = Hy(Jy/1,) " Hy
= Ay + (Ju/Bx) ' E8,
= (A" /(Ju/ By)). (13)

The result follows from Theorem 3.4. [

Theorem 3.6. Let us note ai = [(Agc])/Am)]_l, where (Agcl)/Aa) is the Shur complement of A, in Aél);

1, the r x r matrix of unity; Ay i =zzQ;}€1,, k=1,2,...,5; Ay =(Ar m)), amatrix s X s with (k, m)th
element
5k,m O%tktm?kyonc,kAa,m
em =T TR (14)
11, ”Bizi niim |1y ”B;,: |1, ”Ba_,rh
Then
(i

HYR,'Hy=A4,®1,,
is a (sr) x (sr) matrix, where ® is the Kronecker product,
(i)
13T p—1 -1 _
(Ju/t2) " Hy Ry Ho(Jy/12) = Gy,
where Gy is a (sr) x (sr) matrix, where each Gy, block is also ar x r matrix with
s 5
Gk,m = Z |:<Z Ai,ij,i) lr,r:| Jj,ms (15)
j=1L \i=1

wherek,m=1,2,...,s.
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Proof. This proof stems from an algebraic manipulation of matrices. So we give the outline.
(1) Using Theorems 3.4 and 3.5 and the relations

titm Ay 14
lr,ngg_,liUx,kUT B_l lr,r = * ”'l“‘“—a(,k = 1r,r» (16)

A,m A M
' NiNy

we can deduce that
HYR'Hy=A,®1,,. an

X

(ii) In view of Theorem 3.3, the r x r elements Ji ,, of(Ja/rl)_l are
Jim =0 mBy — (Ju/Bo) " By Up iU, By

So using part (ii) of Theorem 3.3, the postmultiplication of HzTR;IHz by (J,/75)~! and finally the
premultiplication of the same matrix, we get

Un/ta) ™ HY R (/)7

K} § K 3 K} K} T
)RR Jl,iAi,j) L1 X [(Z Jl.iAi,j> lr,r:l Jipg oo X [(Z Jl,iAi,j) lr,r:' Jjs
=1L \i=1 ] j=1] \i=1 j=1 | \i=1
s ( 5 7 S 5 S )
= Z Z ']2,1‘Ai,j 1r,r J] 1 Z Z J2,iAi.j 1r,r Jj,2 . Z Z D i A j 1, Jj $
j=11 \i=1 i j=1 i=1 ) j=1 i=1
5 B 5 N hY ¥ s )
Z (Z Js,iAi,j) 1r.r J] 1 Z [(Z Js.i A ]) lr,r:| Jj,Z . Z [(Z J.\',iAi,j 1r,r jj,s
Lj=1| \i=l ] j=1 i=1 j=l1 i=1 .
(18)
and thereafter we obtain matrix G,. O
Theorem 3.7, Matrix I, is nonsingular and
1 Wi JVHIR!
Iy _liR;‘HaJa_l -R;1 (19)
where Wy, the leading (1 + rs) x (1 + sr) matrix, is defined by
_ (w0 wlen
o= [Wu(z, D W,2.2) 20

with W, (1, 1), W, (2, 1) and W, (2, 2), respectively, a scalar, a (sr) x 1 vector and a (sr) X (sr) matrix
as follows:

Wy(1,1) = (A /4,) 71,

We(2, 1) = —(Jo/B) "' [B U, — (Ju/t) TV HIR1E,

Wi(2,2) = (Ju/10) ™ = (Ju/1) T HY RV Ho (U /1) @

Proof (Outline). Combining well-known results about the inverse of partitioned matrix (see for instance
[1, Lemma 3]) and the theorems above, we get the expression of I"; I above, where

We=J I THY RV HL I (22)
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Sousing (A1), (A2)and the expressionof J ~ ! (see proof of Theorem 3.5), we obtain the block-components
of matrix W, as follows:

Wo(1, 1) = (Jo/By) ' — (Ju/Bx) VTR E,(Ju/ By,
W2, 1) = =B, 'Up(Ju/ By) ™' + (Ju/12) T HY RV, (J/ B) L,
Wa(2,2) = (Ju/t2) " = (Ju/7) "V HY RV Ho Uy /1) 7

The result follows from matrices manipulations. O

Lemma 3.8. We get the following results:

(@)

(i)

(iii)

(iv)

) 2
— (Blik/Bot,k) = le”B“—lz

- - pEy2 42
_— l:trace(Qa RN Ly
’ n
k

s A2
i f (@i Bi) it
JafB) =) -t (ﬁ— - ,;—f|1z,-||§2_;) :
0 I %,

=1

—(AP/4) = 15,01
X 242 42
A

= 2 2
i=1 nl‘ “17'”31—11

k]

(AP /4,) = (Ju/By) — (4D ) 4,).

(23)

@4

(25)

(26)

@7n

Remark 1. Lemma 3.8 provides from matrix manipulations. So we leave out the proof. Details are
displayed in a recent technical report [15].

4. Application to road safety measure modelling

4.1. Problem formulation and data

We apply the above results to a statistical road accident data modelling when a road safety measure is
applied on different target sites. Our model and estimation method stem from those of N’Guessan et al.
[13,16]. The latter authors deal with a multidimensional combination of road accident frequencies before
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and after a similar change (crossroad lay-out, surface of a motorway section, etc.) at s (s > 0) target sites.
Each target site counts r(r > 1) accident types (fatal accidents, seriously injured people, slightly injured
people, material damage, etc.) and is linked to a specific control area. In order to take some external
factors into account (such as traffic flow, speed limit variation, weather conditions, etc.) they suppose
that they know the data set (z1¢, 22, - . . , 2L, (k=1,2, ..., ) forthe specific control areas, where the
measure (or change) is not directly applied, but which are linked to the target sites. They built a statistical
model to share the total accident number ni(k =1, 2, ..., s) in each site. The unknown vector parameter
o of their model depends on the global average effect ) of the change as well as on the vector of accident
risks (B1x> Bag, - - -» Pi) | of each control area k such that

> Bik=1, (28)
i=1

where k=1, 2, ..., s. Their method of estimating simultaneously the global effect and the accident risks
in control areas, i.e., «, is based on the maximization of function

L(@)=Cte+ Y > {yjulog,(B;i) + y2jxlog, (Bo) — y.jx log, (1 + Bolz, B} 29)
k=1 j=1

under assumptions (A1) and (A2), where y_jx = y1jk + y2;x and yi jx (resp. y2 jx) stands for the number
of type j of accidents on site k before (resp. after) the setting up of the change and ny = Z;Zl Y.jk-
Function # (o) is called log-likelihood and the method proposed is clearly the restricted maximum
likelihood estimation (RMLE) method which is an approach to estimation that maximizes the logarithm
of a likelihood over a restricted space. This approach of estimation is the well known applied mathematical
method that maximizes a function subjected to restraints. The general statistical framework is well known
and is not discussed here (see for instance [1, 3, 5, 6, 10, p. 172; 11, 12, 25, 28]}).

4.2. Computing information matrix using second partial derivatives

Information matrix I", defined below and related to function #(«) and assumptions (Al) and (A2)
plays an important role in RMLE method. Not only does it provide the solution for unknown vector
parameter « but its inverse, if it exists, is also used to compute the covariance matrix of RMLE estimates.
The general statistical framework shows that a central role is played by the inverse, if it exists, of the
bordered information matrix

(7 Hy
=7 %) 60)

where the (1 + sr) x (1 + sr) Fisher information matrix J, uses the second partial derivatives of the
negative of function . () with respect to the elements of « and defined as follows:
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with E(.) the usual statistical expectation operator (see the appendix for details). Taking the second partial
derivatives of the negative of function ¥ (o) and setting

niBx nkfixzjxBo
Eyijp) = ————~ B =——"7"""+. €2y
T+ Bolew B) T 1+ otz Br)
we obtain the general form of the elements of matrix J, as follows:
t Uygy U, ... UL
Uwpr Bxyi 0 ... 0
Jo=|Us2 0 Bya - . (32)
E : . .0
Uys O ... 0 By,

4.3. Computing the inverse of the information matrix and interpretation

Without loss of generality, we suppose that s = 1 and r = 2 i.e., the number of experimental site is
equal to one and there are two accident types with 7nx the given total number of accidents on the site and
2t = (z1k, z2x) " the given data from the control area. Parameter o is defined by o = (Bo, ﬁk)T e R3 and
Br = (Big, o) ' € R? with ;> 0, Bji > 0,and B3 + By = 1. So the dimension of the parameter space
is three and we have one constraint. We show that the 4 x 4 constrained or bordered Fisher information
matrix is

Yk Yk
T —vik vk O
, * Bo ﬁok
B
3(: 0 )
7 k k
—kUZk bél) béz) 1
Bo
0 1 1 0

where 1, = V]%(Zlm Bi)/ Bolks Ymk = viBozmk/Mie> v = ni /(1 + Bo(zk, Br)) and

Boc = Ba,k
i
b b
Nt BR0R BBl
=7k ﬁlkz 2.2 ﬁ n% 2.2 .2 (33)
_ Bozeznk 1+ Bozak  Bozuk
n,% Bor ni

In order to reach the variances (accuracy) and covariances (linear relations) of the components of sub-
parameter

Br = (glk) e R% B+ pu=1,
2%
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we must get the elements of the 4 x 4 symmetric matrix

r;'a, n r;11,2) ry1(,3) r;1a, 4

1 ry'e2 r;'es r;'e
* r;'¢,3 r;'G4e
;14,4

and thereafter we take the 2 x 2 element-block

-1, 2 r-1e,3
cov(B, Pi) = <§31§2, 3; r“—1§3, 3%) ’

where F;1(2, 2), I'y 13,3 and I % 12, 3) are, respectively, interpreted as the precisions related to the
estimation of parameters f;, ff»; and the degree of linear relation between $;; and f,;.

The method proposed here allows us to avoid doing this inversion and gives the analytical expressions
of the elements of matrix cov(f, f;) by using Theorem 3.7 as follows:

1
o yT, + Bozik 0
L=1. bo "), .= B
‘&VQ(.]( Bx,k ’ 0 _l.._i—_ﬁoﬂ_
Bo Bo
and By x = 1[5k — Vak ng] a2 x 2 matrix and
Bovk (Zlk T (1)
Vo = —— ., Hy = .
A= T\ 2 1
We show that the Schur complement of B, in J, is given by
2
Vi ({2 B) vkt 2 2 2 2
(Jx/By) = . ( By Z”Zk”g);li , ”Zk”fl;‘,i = Q127 + 02Uy
with
wj = LT S
| I+ Bozjk

the elements of the 2 x 2 diagonal matrix Q;}( and

2,2 2
Ytk duk

PR with 4, = o1ez1x + @222k
nk|| ’”34
o,k

1all51 =

So using Theorems 3.6 and 3.7 we get

cov(Br, Br) = Jik — Ak Jkx 12,20k ks (34)
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a 2 x 2 matrix, where

lho = [1 1] Tk =77 [w”‘ + Okt 23y Ok 1,2k }
» 1 s .

1 Ox o1,k w2k + ka%kzgk
with
, 2,22 42
wr . 1 O-xtkykAx,k
= 508 — a/ By ™ i) and - Ak = oy = 5
n ril -1 n rilp-1
k Bxk k B“tk
with

0% = [(J2/B2) + 1 &l517"

Thereafter, we deduce the explicit expressions of the variances and the covariances of subparameter 5,
as follows:

PG +1, i+ D =P B) = ok + 0% 0z — Acirg *20)) j=1,2,
J J J J

~ —1 —
r;'2,3) = cov(Bys Box) = 75 o102 [Bkz1kzon — AxiVy xiexal,

where xjx = 1 4 0x 44 12 jx. The main strength of our approach is its applicability to any dimension of
matrix I'y without having to invert it. It saves considerable time and enables great precision in calculations
and is accessible to everyone. We do not need any numerical inversion program to succeed in doing it,
only matrices manipulations (product and addition) are called for.
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Appendix A. Computing of the Fisher information matrix

Differentiating . () with respect to each of the (1 + sr) components of o, we obtain the first partial
derivatives as follows:

0L (o) . S Yomk — ylmkﬂ0<zk’ ﬂk) }
oo ;2 { Bol + Bozk, Be)) J

0L () _ Y.mk _ y,.kﬁOka
6ﬁmk ﬁmk 1+ ﬁO(Zk, ﬁk)
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where y k= Vimk + Yomg and y x = Zr,-:]y.mk. So we deduce the second partial derivatives as follows:

a@(a):i {_._ygﬁ vl )Y

Bodo = | B A +Bola B
622(@ Y. kZmk
- ) =1, <, » S, ]77:1,2, s b
BoBmi (1 + Bolzks Bi))
0 if k£ # p,

y..kkaijﬂ%

FL@ | A+ Poler. B’
aﬂjpaﬂmk _ Yok ,V..k/)’(z)Z,z,,k
Bux " (1 + Bolax. Bi))?

ifk=pand j #m,

itk=pand j=m

k,p=1,2,...,5;m,j=1,2,...,r

and thereafter the general structure of the (1 4 sr) x (1 4 sr) matrix J, is given by

T80.89 J;;,ﬁl J/}ro,ﬂz J/};)J?s
Jpo-br BB s 0
a=1J58, 0 Jppy
: : ‘ 0
I8, 0 - 0 Jg.5,

where Jg, g, is a scalar given by

P G 1)
Folo =\ " apocho

|1 {2k, Bi))?
= —E(y24) — E(y.x)t-
]; {ﬁ% (y2.4) A+ foter, f))? y k)]

Jg,.p, is ar x 1 vector given by

2 2 2 T
| (LE2@) (2@ (P
BoPk 0By 0Pox Bo0Prk

with the mth element given by

P m
E ( @ ) ok E(y )

T PBotBur | (1 + Bolzr Bi))

and Jg, g, ar x r matrix with (j, m)th elements

B ZmkZ kB E i
. (_ & #(a) ) _ ] (4 Bota, B (z"z) 7z
OB jkOBmi —21—[E(y_mk) - Py it =,

ﬁmk 1+ ﬁO (ks ﬁk))z
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Now setting

nifrzjkBo
1+ Bolzx. i)

nifjk

_ 2 F L) —
1 +ﬁ0(Zk, ﬁk) ()’ZJk)

E(yijx) =

fork=1,2,...,sandm=1,2,...,r, we get Jg, g, =7, Jp,.p, = Upx and Jg, p, = By .
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A CONFIDENCE INTERVAL ESTIMATION PROBLEM USING
THE SCHUR COMPLEMENT APPROACH, WITH
APPLICATION

ASSI N°'GUESSAN AND FRANCQOIS BELLAVANCE
Presented by Vlastimil Dlab, FRSC

ABSTRACT. We present a method based on the Schur complement
approach to build asymptotic confidence intervals linked to the maximum
likelihood estimator of a vector of parameters under constraints. This ap-
proach makes it possible to obtain the formal expression of the standard
error of each component of the vector without direct inversion of the Fisher
information matrix. We then give an application of this method to the mod-
elling and the confidence interval estimation of the average effect of a road
safety measure and the accident risks of different types.

REsuME. Nous proposons une méthode basée sur la technique du
complément de Schur pour construire des intervalles de confiance asympto-
tiques relatifs & P’estimateur du maxiroum de vraisemblance d'un vecteur
parameétre soumis 3 des contraintes. Cette méthode permet d’obtenir I'ex-
pression formelle de I’écart-type de chaque composante du vecteur sans
inverser directement la matrice d’information de Fisher. Nous indiquons
ensuite une application de cette méthodologie & la modélisation et & ’esti-
mation par intervalle de confiance de ’effet moyen d’une mesure de sécurité
routiere et de différents risques d’accident.

1. Introduction and assumptions. Let’s consider {(X1z, X2k),1 < k<
s}, a collection of s pairs of discreet independent random vectors where Xix =
(X11k, X12k, - - s X1rk)T and Xox = (Xo1k, Xo2k, - - -, X2rk)T are 7 X 1 random
vectors with 7 > 1. We assume that, for fixed k, each pair (Xjz, Xox) has a
multinomial distribution denoted by M(ny ; 1% (), H2x(8)), where ny (nx > 0)
is a given integer, I;x(8) = (mu1x(6), me2k(0), ..., mre(0)) t = 1,2, is a7 x 1
vector of cell probabilities, 8 = (7, 57)T an unknown vector of parameters whose
dimension is (1 + sr) x 1, v being a real number, 8 = (87,47, ...,87)T being
a vector whose dimension is (sr) x 1, and Bk = (B1k, Bak, . - -, Brk)T € RT with
0 < Bjx < 1. We propose an estimation method for the asymptotic confidence
interval of each element of §. This estimation method is based on the formal
inversion of the Fisher information matrix using Schur complement (see Ouellette
[11], Zhang [16]). There are certainly other methods (see for instance Don (3],
Rao and Yanai [12], Tanabe and Sagae [14]) to invert the Fisher information
matrix but the one we suggest is based on the Schur complement approach and

Received by the editors on March 14, 2005.

AMS subject classification: 15A09, 62F12, 62F25, 62F30, 62H10, 62H12, 62P30.

Keywords: logistic multinomial model, constrained maximum likelihood, confidence inter-
val, Fisher information matrix, formal asymptotic variance, Schur complement, road safety
measure, accident risk, accident data.
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generalizes N’Guessan’s results [7].

Let £(8) = Y 5, Lx(6) the log-likelihood linked to the s pairs with L£;(6),
the one associated to pair k, and we assume for the rest of the work that the
following conditions are verified:

(A1) Vk, Lk(6) is continuously differentiable such that

0Ly (0) '
R =0, ktm, km=12,...
56,0 #m m=1 s

where 0, is a r x 1 vector of zeros;
. . . . _ L)y - " .
(A2) Fisher information matrix Jy = E("__(“izaa 57 ) is thus partitioned:

[ U
#=[5 5

where 7 is a real number, Up is a (sr) x 1 vector and By a (sr) x (sr)
matrix, respectively defined by

0%L(9)
Oy
By = block-diag(Bg,1,Bs,2,.--,Bs,s)

Te —_—'E(— )y Us = (Ug:lrUg‘Zv-"’Ug:s)T’

with, for a fixed value of k, Ug x a r X 1 vector of components ]E(——g%—ég%)

and Bgk, an r X 7 matrix with elements E(—ar‘g:k—c(-aggn—k), (G=1,2...,r;
m=12...,7); _

(A3) Vk, there exists Qg k, a nonsingular r X r diagonal matrix, Vo r, a 7 x 1
vector, ax and bg two strictly positive real numbers such that

(1)

Box = ax(Qw.k — Vo e Vi),
(i)
Usk = bi Vi ks
(Ad) VE (k=1,2,...,5), we set
Q -V B -1
- vl el

two (r +1) x (r + 1) matrices and we assume that
(i) .
< QD) /) <1,
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(1)
oy B (600

79,
k=1 % 1— (91(9(,)1):/ Qo,)

(i)
0 < (B{%)/Boy),
where (ng,)c /S%,x) (resp. (B,S?,l /Bs k) is the Schur complement of Qg x
in Qg?,)c (resp. the Schur complement of By x in B‘g?,)c ;

(A5) Vk, there exists hy: R™*" — R, 6 — hi(6) a continuously differentiable
function such that

(@)
hi(6) =0,
(ii) oh
—55 =0,,
(iii) ohe
B = Skm1r,

k,m=1,2,...,s with d,, being the Kronecker symbol, 0, = (0,...,0)T €
R% and 1, = (1,...,1)T € R".

2. Preliminary results using Schur complement.

THEOREM 2.1. Under (Al) to (A4), we show that

(i) (Jo/Be) >0,
(i) (Jo/7e)~! =By + (Jo/Be) *By UsU¥ B;?,

where (Jg/Bg) (resp. (Jo/ 7)) is the Schur complement of By (resp. of 19) in Jp
and is defined by (Jo/Bg) = 19 — UF By *Us (resp. (Jo/7e) = Bg — Usry *UY ).

THEOREM 2.2. Let Ha = (H.,, Hp) the s x (1 + sr) matriz with H,

(%’}}, %’fy - ,%h;)T = (B}Zi ,é’g yeees aﬁ )T being respectively s x 1 and

s X (sr) matrices, £p = HﬁB s being an s x 1 vector,
A = diag((BS)/Boya), .., (BS)/Be,s))

an s X s matriz,

@ _ A _ [ H;-"]
As {6@" (Je/Ba)] F9~[H9 Os,s
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being respectively (s + 1) x (s+ 1) and (1 + st +5) x (1 4 sr + s) matrices with
Os,s the s x s matriz with all entries equal to zero. Then, under conditions (Al)
to (A5), we show that

(i) Ry = —(Tg/Js), the negative of the Schur complement of Jy in Ty, is a
nonsingular s x s matriz and R = A;! - A;lfg(Agl)/Ag)_1§gA;1.
(ii) Matriz Ty is nonsingular and

-1 W Jy'HT Ryt _[We(1,1) WF(2,1)
(1) Fa - [R;—IHGJG—I _Re—l ) W9 - Wg(2, 2)

where the diagonal components Wy(1,1) and Wu(2,2) of matriz Wy are
respectively a scalar and an (sr) x (sr) matriz defined as follows:

2) Wa(1,1) = (A§V/Ag) ™
Ws(2,2) = (Jo/76)"" — (Jo/76) " Hj Ry Hp(Js/76) "
We(2,1) = —(Jo/Bs) ™ [B; *Up — (Jo/70) "*HE Ry &5).

REMARK 1. We give an outline of the proofs of Theorems 2.1 and 2.2.
From matrix manipulations and (A3) (i) and (A4) (i) we obtain

‘ S0 (6)/%0)
3) (Jo/Be) =0 gakl_mg?,z/ng,o'

Now using (A4) (i) and (A3) (ii), we get part (i) of Theorem 2.1. The rest of
the proof uses theorems in N’Guessan {7, Section 2] and N’Guessan and Lan-
grand [10, Section 3] and general applications of well-known results of Schur
complement about the inverse of a partitioned matrix.

3. Asymptotic confidence interval.

THEOREM 3.1. Let My = J; ' (Jp + (g—:%gl)) a (1 + sr) x (1 + sr) matriz,
oy = JJIHER? a (1 + sr) x s matriz, A the s x 1 vector of the Lagrange
multipliers, 6° the true value of the vector of parameters 8, and we suppose that,
in addition to conditions (Al) to (A5),

(A6) (B, ), the mazimum lkikelihood estimators of & and ), exist and converge.
(AT) M; Proba, 0, ®5—g0 Froba, o, |®go| < 0o whenng and N =y p_; nk —
“+00. :

D)JUV.
(A8) (%L)po D5

N0, Jgo).
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Then the asymptotic confidence intervals, at the (1 — &) confidence level, for the
0 parameter components are given by the following formal expressions:

IC—o (7) =

- Raf2 N Za/2
Y- ;Y +
| A e 1 G g
4 - . . N n
@ IC1_a(Bjk) = [max(0; Bjx — 2a/20;5k) ; min(1; Bk + 2a/20 1))

(k=1,2,...,85=12,...,1)

where 2,2 and &?k are respectively obtained through the standard normal law

table and the elements of the main diagonal of the (sr) x (sr) matriz (Jo/76) " —
(Jg/To)—lHgR;lHﬁ(Jg/To)_l.

REMARK 2. The main point of the proof consists in applying the mean value
theorem, in the neighbourhood of 6°, to the constrained maximum likelihood

equations and uses a version of a theorem in Crowder [2, Section 3] to show that
asymptotically

o0 )

with n; = jo\ being a s x 1 vector and Wy = Jg'l - ngHgRngng_l a
(1 + sr) x (1+ sr) matrix obtained by inverting matrix I's with the Schur com-
plement method. We then use conditions (A1) to (A5) along with Theorems 2.1
and 2.2 to deduce the asymptotic variance structure of the components of 6.
Part of the method proposed here is clearly related to the constrained maximum
likelihood estimation (RMLE) method which is an approach to estimation that
maximizes the logarithm of a likelihood over a restricted space. This approach
of estimation is the well-known applied mathematical method that maximizes a
function subjected to restraints. The general statistical framework is well known
and is not discussed here (see for instance Aitchison and Sylvey [1], Sylvey [13],
Don [3], Magnus [5, p. 172]). However one recalls that the size of matrix T'g
increases very quickly with r and s. The main strength of the Schur complement
approach is its applicability to any values of s and r, i.e., to any dimension of
matrix I'g, without being obliged to invert it. v

4. Application: Evaluation of a road safety measure.

4.1. A logistic multinomial model. We apply the above results to a statistical
road accident data modelling problem when a road safety measure is applied
on different sites. We consider a multidimensional combination of road accident
frequencies before and after the introduction of a road safety measure (crossroad
lay-out, surface of a motorway section, etc.) at s (s > 0) experimental sites.
Each site counts r (r > 1) accident types (fatal accidents, seriously injured
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people, slightly injured people, material damage only) over a fixed period of
time. To model the average effect of the safety measure and the accident risks of
different types, let’s consider the period before (resp. after) the introduction of
the safety measure (or change) and note X5 = (X11x, X2k, X1rk)T (resp.
Xor = (Xao1ky Xook, - - -, Xark)T ) the random vector giving the r accident types
number on experimental site k. In order to take some external factors into
account (such as traffic flow, speed limit variation, weather conditions, ... ), each
experimental site is matched to a control site where the safety measure was not
applied. We further assume that the vector of accident data for control site k
(k=1,2,...,5), over the same time period, is fixed and known and is given by
Ye = (Yik, Y2ks- - - ,Urk) T where y;r denotes the ratio of the number of accidents
of type j for the period after to the period before in control site k& and uses a
version of a control ratio defined by Tanner [15].

We then assume that {(X1x, Xok),1 < k < s} is a collection of s independent
2r-dimensional random vector and that, for fixed k, each couple (X%, X2k ) has a
logistic multinomial distribution (see Hosmer and Lemeshow [4], Mehta and Patel
[6]) denoted by LM (nj ; T1x(6), M2k (F)), where ng (nx > 0) is the observed total
accident number in experimental site k,

ik (9) = (thk(e)’ T2k (9), ceoy Mrk (9))

is the r x 1 vector of cell probabilities with component 7k : R > 10; 1{ given
by a logistic link as follows:

_ Biik )
l1+ev Erm=1 ymkﬁmk '

YikBike”
1+e7 Z:n=1 YmiBrmi ’

m15%(6)

(6)

szk(o) = (.7 = 1,2,...,7‘),

and where § = (v,B%)% is the (1 + sr) x 1 unknown vector of parameters
with ~ the logarithm of the average effect, 8 = (87,87%,...,85)T with B =

(Bik, Baks - - -, Brk)T & 1 x 1 vector of accident risks connected to the control site
k such that

(M BeeST™ ={(BunBons- -, Ber)” € R, B > 0,3 B =1}
i=1

The logistic link between 7 (#) and vector § comes from the combination of
the multinomial model built by N’Guessan et al. [9] and used by N’Guessan (8]
and the functional g: R**" s R¥*", 6 — g(#) = (e7,87)T which leaves the
vector f invariant and transforms v in 7. Likewise, the fact that the sub-vector
Br belongs to the simplex Skr_l) means that the vector of parameters ¢ has the
following restraints (0 < B;x < 1) and the linear constraints hi(f) = 0 with

(8) hk(e) = (lr’ .Bk) -1, (k =12,... 13)
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where (, ) is the classic inner product. The latter functions show that assump-
tions (A5) is satisfied and

. 17 of ... of
T T . T
H’Y'_ : ERS; Hﬁ— Or 1r ’ Or
0 : L OT
T T T
of ... of 1T/

Using model (6), we show that assumptions (A1) to (A4) are also satisfied with
(9)
L(6) = consta.nt+z Z{ T jk 10ge(ﬂ]k)+z2jk7 Z ik log.(1+€” Z ymkﬂmk)}

k=1 j=1

where z_j}c = Zyjk + 25k and 5k (resp. Zo;x) stands for the number of accidents
of type j on site k before (resp. after) the introduction of the safety measure.

4.2. Asymptotic confidence interval for the average effect. Taking the second
partial derivatives of the negative of £(f) and using the usual statistical expec-
tation operator, we obtain

ap=——F = ak
1+ e {yx, Bx)’ (1 + e {yx, Be))M/?’
. (14 yiee? 1+ yrke?
Qg 1. = Dia yeees ,
(10) ‘ ok g( Bik Br )

e T
%,k - (1 + <yk,ﬁk>e7)1/2 (ylk) . --:’.Urk) .

Using the latter expressions, we obtain the explicit expression of the asymptotic
variance of 4 as follows

1w @)= <A_§,>1}K?) (AP /Ag) = (Jo/ Bs) + (A /Ag),
with
7 (Y, Bre) (Qz(aol)c/ Qo)
(Jo/Bs) = Za 1 + e {yx, Bk) - 1— (S,Zg?l)c/ﬂﬂk)}
A2
(43" he) = ,; Z—Z{ <B;?,z;39,k> [1- (né‘,’z';ne,knz J
and

Ay —
welg
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an (s +1) x (s + 1) matrix, Agx = 17 Q5 llch,k a scalar. Thereafter, we deduce
the asymptotic confidence interval. We can also get the confidence interval for
the other components of the vector of parameters §. We only need matrix ma-
nipulations (see N’Guessan [8], N'Guessan and Langrand [10] for useful technical
details).
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RESUME

On s’intéresse 4 I’estimation de 1'effet d'une mesure de sécurité routiére appliquée a -
S sites expérimentaux, une zone de contrdle étant associée & chacun d’eux. On suppose que
chaque site comporte R (R > 1) types daccidents mutuellement exclusifs. On fait ["hypothese
que les données d’accidents relatifs a4 cette mesure sont mises sous [a forme de tableaux
avant-apres. On construit alors, pour chaque site expérimental, un modéle multinomial prenant
en compte I'effet moyen 2 tous les sites et la tendance moyenne des variations en nombre
d’accidents dans la zone de contrdle de chaque site. On propose une méthode pour estimer le
vecteur parametre i€ au modele: Des tableaux de données d’accidents simulés nous permettent
de résoudre numériquement les équations du maximum de vraisemblance et d’étudier Ierreur

quadratique moyenne.

Mots-clés : Mesure de sécurité routiére, Accident de la route, Méthode avant-aprés, Modéle
multinomial, Maximum de vraisemblance sous contraintes, Erreur quadratique moyenne.

ABSTRACT

We deal with the estimation of the etfect of a road safety measure applied on S target
sites with a control area for each site. We suppose that the accidents data recorded at each site
are classified in R (R > 1) mutually exclusive types. We adopt the before-after technique and
assume that at any one target site the total number of accidents recorded is multinomially
distributed between the periods and the types of accidents. An estimation method of the
unknown vector parameter is suggested. Some simulated accidents data allow us to solve
numerically the maximum likelihood's equations and to study the consistence of the estimator
via the mean square error.

Keywords : Road Sufery meusure, Accident data, Before-dfrer method, Multinomial partern,
Restraints Maxinuun likelihood, Mean Square Error.
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1. Introduction

Les méthodes statistiques utilisées dans I'estimation avant-apres de ’efficacité
d’une mesure de sécurité routiere dépendent fortement des données disponibles et des
objectifs fixés lors de la mise en place de cette mesure (voir Lassarre (1985) [8], Hauer
(1997) [7]). Quelle que soit la méthode, le principe de base de I’estimation consiste 2
prédire la valeur moyenne de la variable aléatoire (ou critére d’appréciation) utilisée
si la mesure n’avait pas été appliquée. En pratique, on utilise souvent le nombre
d’accidents comme variable aléatoire. Pour un seul site par exemple, on compte les
nombres d’accidents survenus avant ’application de cette mesure (période t;) et
aprés celle-ci (période t3) et il faut pouvoir estimer si la modification du nombre
des accidents (passant par exemple de n., a m.,) est significativement différente
de celle qu'on aurait observée si la mesure n’avait pas ét€ appliquée ou n’était
pas efficace. L'interprétation des résultats doit tenir compte d’un certain nombre de
facteurs (évolution du trafic, conditions météorologiques...); si en étudiant d’autres
données (par exemple les variations du nombre des accidents sur un site équivalent
non soumis 4 la mesure) on peut voir que le nombre d’accidents est multiplié par
un facteur ¢ (coefficient de contréle, ou d’évolution), I’appréciation de I’efficacité
de la mesure doit tenir compte de ce facteur ¢. Lorsqu’une mesure est appliquée a
plusieurs sites en méme temps, il n’est pas en général réaliste de considérer, pour
des raisons de localisation des sites par exemple, que le méme facteur ¢ puisse Etre
utilisé quel que soit le site. C’est pourquoi Tanner (1958) [15] a introduit la notion
de zone de contrdle et défini un coefficient de contréle pour chaque site a I’aide du
quotient nombre des accidents « aprés » sur nombre des accidents « avant » dans
la zone de contrdle. Supposons maintenant que, la mesure ayant été appliquée a
plusieurs sites, oh dispose du nombre total d’accidents pour chaque site expérimental
au cours des deux périodes. Puis, de fagon rétrospective, on s’intéresse au niveau
de chaque site a I’effet de la mesure sur un certain nombre de types d’accidents
(accidents mortels, blessés graves, blessés légers, dégits matériels, etc). Une telle
démarche induit une troisitme dimension (typologie d’accidents) au modele et a
la statistique de Tanner et impose d'estimer 'effet de la mesure par rapport a des
tableaux avant-aprés de données d’accidents. C'est dans cette optique que N’guessan
et Langrand (1993) [13] ont généralisé I’ approche de Tanner a des tableaux de données
d’accidents avant-apres avec contrdle. Ils supposent que la méme mesure de sécurité
routiere est appliquée & plusieurs sites chacun comportant différents types d’accidenis
mutuellement exclusifs et étant associé 2 une zone de contrdle spécifique. Ils suggerent
des tests statistiques pour juger si I’effet de la mesure est le méme quel que soit le site
et quel que soit le type d’accident. On s’intéresse essentiellement dans ce travail 4 la
recherche par simulation d’une solution aux équations du maximum de vraisemblance
et & la convergence numérique de cet estimateur. La section 2, est consacrée aux
données et 4 la formulation du probleme. On expose dans la section 3 le mécanisme
de construction du modéle statistique utilisé pour répartir ["effectif total d’accidents
de chaque site & la fois entre les deux périodes et entre les différents types d”accidents.
La méthode d’estimation du vecteur parametre li€ & ce modele et incorporant I'eftet
moyen de la mesure est exposée  la section 4. La section 5 est exclusivement dédide
aux résultats numériques sur données simulées. On étudie en particulier I"ordre de
grandeur de I'erreur quadratique moyenne pour des tableaux avant-apres de faibles
et grands effectifs d’accidents.
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2. Données et formulation du probléeme

On considére dans ce travail qu’une mesure de sécurité routiére (aménagement
d’un carrefour, revetement d’un trongon d’autoroute,...) a été appliquée a S sites. On
suppose disposer, sur chacun des S sites, du nombre total d’accidents avant et aprgs
I’imposition de la mesure pour des périodes de longueurs convenables (généralement
égales et souvent d’au moins un an). La question qui est posée ici est la suivante :
Comment estimer 1’effet moyen de la mesure relative & "ensemble des S sites, dans
le cas ol chacun d’eux comporte R(R > 1) types d’accidents? Les données dont on
dispose se trouvent dans le tableau 1 suivant :

TABLEAU 1
Avant Apres
type 1 type r type R | type 1 type r type R | total
site 1 | miny Ti1rl niR1 | Noil N2r1 NaR1 ny
site s | mi13s Nirs N1Rs | M2ls N2rs N2Rs N
site S | ni1s nirs MRS | N21s Nors ners | ns
N

olt ny.s (resp. na.s) représente le nombre d’accidents du type r du site s avant
(resp. aprés) la mise en place de la mesure, n; le nombre total d’accidents du site
S

set N = Z”S Afin de tenir compte de certains facteurs extérieurs (tendances

s=1
générales des débits de circulation, variations des limitations de vitesse, conditions

météorologiques...) on suppose également disposer pendant les mémes périodes de
données sur des zones de contrdle non soumises a la mesure et associées aux sites
expérimentaux qui permettent de construire le tableau de coefficients de contrsle

suivant :

TABLEAU 2
type 1 type r type R
site 1 oy Cr CR1
site s Cls Crs CRs
site S cls Crs CRs
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crs €tant le coefficient multiplicatif qu’il faut employer dans la zone de contrble
associée au site s et pour le type r d’accidents pour passer du nombre d’accidents
observés dans la période « avant » au nombre observé dans la période « aprés ». Il
s’agit alors de combiner les données des tableaux 1 et 2 pour estimer convenablement
I'effet moyen de la mesure relativement a tous les sites et types d’accidents et de
proposer ainsi une réponse a la question précédente.

3. Modele statistique

Considérons la période avant (resp. aprés) I’'implémentation de la mesure et
notons X,s (resp. Xors) la variable aléatoire (v.a.) donnant le nombre d’accidents
du type r sur le site expérimental s. Pour modéliser I’effet moyen de la mesure de
sécurité, on suppose que le nombre moyen E(Xs,,) d’accidents du type r au site
s qu’on pourrait s’attendre a observer dans la période « aprés » si ce site avait un
comportement semblable a celui de la zone de controle associée est :

e*cr'sE(Xlrs) (1)

olt E(X1,s) est I'espérance mathématique de la v.a. X, et 6* le rapport des
espérances mathématiques du nombre total d’accidents observés dans la période
« aprés », et du nombre d’accidents qu’on pourrait s’attendre 4 observer dans cette
période si chaque site se comportait comme sa zone de controle :

S R
DY E(Xors)

x __s=lr=l
0" = R

Z Z Crs E(JYIT‘S)

s=1r=1

Si le site s a un comportement semblable 4 celui de 1a zone de contréle associée
et si 'on estime B{X1,s) par ny,,, valeur observée de X, lue dans le tableau 1,
alors I’expression (1) devient

% Creniiys. (2)

Sous ces mémes hypotheses et en considérant les périodes « avant » et « apres »,
le nombre total d’accidents espérés au site s est estimé par :

Ny =nygs s o+ g 0L F 0 easnos o 4+ 0%cpan s

Cette dernigre égalité implique que les proportions daccidents espérés par type
au site 5 au cours des deux périodes (avunt et aprés) sont estimées par

Tils Thios Nyps O7cranins @ easna. B cratiyns N
(e DLl il I . (3)

n, o n n ny n

~



APPROCHES STATISTIQUES DE L’EVALUATION D’UNE MESURE: CAS DE LA SECURITE ROUTIERE 115

ESTIMATION MULTIDIMENSIONNELLE DES CONTROLES MOYEN ET.. 89

soit encore par

p;s p;b L. p*Rs e*clsp;s G*CQ.SPES . G*CRSP;{S
146" 140%" 146’ 14+6%" 1+6°c 7 1+6*c

en posant

R R
* * z : *x
p'rs = nl"S/(Z nlj3)> Cs = c7‘$p7'5'
j=1 r=1

D;, est une estimation de la probabilité pour qu’un accident qui se produit au site s

avantlamise en place de la mesure soitdu type r, avec Zlep.,‘fs =1,s=1,2,---,5.
Pour s fixé, c; est la somme des valeurs c,, du tableau 2 pondérée par les p;,
(r = 1,2,---,R). c; représente une estimation du coefficient de contrdle moyen
associé au site s si ce site se comportait comme sa zone de contréle associée.

On pose alors

* g* 73
Prs 2 GsPrs L _19... R. (4)

Qirs = m’ Qors =

Par construction, les g3, (¢ = 1 ou 2) représentent larépartition des n} accidents
en 2R catégories mutuellement exclusives entre les périodes « avant » et « aprés »
si le site s se comporte comme sa zone de contrdle et si §* est 'effet moyen de la
mesure; on a )

R

2
YD g =1 (5)

r=]t=1

Les considérations précédentes nous conduisent & proposer la modélisation
suivante : on considere le vecteur aléatoire (v".a.)

‘Y(s) = (Xllle?.sy' e 7X1R51X‘21.€:"—2237' o 7X'3R»h‘) s=1,2,...,8

prenant simultanément en compte les v.ia. X115, X126, s X1 Rs» X214y X2250" 4
Xy nombres d’accidents des R types avant et aprés la mesure au site expérimental
s.de valeurobservée n(*) = (114, N2 -+ 701 Ry PaLss N22ss - - -, N2 pzy) (ligne s du
tableau 1). Pour s fixé, on s’ intéresse i la loi de probabilité du v".a. X *) étant donnés
les tableaux [ et 2. En s’inspirant des relations (4) et (5). on fait alors I'hypotheése que
pour 5 fixé le T.a. X est de loi multinomiale :

2R
ny!
1

Proba[X™) = n'] = R a— H H T (6)

~ 1 (=1r=1
[T

t=1r=1
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Qo= P g el 0 R @)
1rs 1+9CS, T8 1+9059 y ~ +

avec 6 (8 > 0) parametre effet moyen de la mesure de sécurité routidre relative
4 ’ensemble des sites et des types d’accidents, les p,., (0 < p,y < 1) étant des
parametres auxiliaires liés aux zones de contrdle et aux sites expérimentaux tels que

R R
Zprs =1, Cs = Z CrsPrs- (8)
r=1 r=1

Si on note C; la v.a. prenant les valeurs ¢y, Cas,- -+, Crs de la ligne s du
R
tableau 2 avec les probabilités p1 5, p2s, -, prs alors ¢; = Z CrsDrs €5t 'espérance
r=1
mathématique de la v.a. Cj et est appelé coefficient moyen de contrdle associé au site
expérimental s. Les parametres auxiliaires (p,s)1<r<r Sont interprétés comme loi de
probabilité de Cs. Les ¢1,¢cq, - - -, cs seront entierement déterminés une fois les lois
de probabilité ((prs)1<r<r)1cs<s CONNUES.

4. Estimation simultanée des coefficients moyens de contrdle
et de Peffet moyen de la mesure

Par construction du modele, on peut distinguer deux types de paramétres parmi
ceux associés aux S sites expérimentaux et R types d’accidents : le parametre
d’intérét @ et I'ensemble des paramétres auxiliaires Ps = (p1s,DPas," -1 PRs) . »
s =1,2,---,S. Dans la suite de ce travail, on s’intéresse  ’estimation simultanée
de ces paramgtres et on pose alors © = (0, PT, P¥, ..., , PT)T I'élément de R**5%

R
RM*5(R=1) puisque Zprs = 1). On fait alors
r=1
I’hypothése que les 7".a. X (U, X (@) . X(5) sont indépendants et suivent chacun
une distribution multinomiale dont la forme est donnée par (6) et (7). Etant donné
les tableaux 1 et 2, la fonction de vraisemblance associée A la suite des 7 .a.
XM x@ X5 est:

ainsi défini (en réalité on est dans

s
LxXW, X L x8e) = []Lx®; ) (9)
s=1
on
R
" ! P (06)"
LX) 0) = TR H R ) (10)

H H Tpans! =t (146 Z st]),,',‘-)””""
J=1

t=1m=1
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avec m s = Nirs + Nops. La log-vraisemblance est donnée a une constante additive
pres par :

LxM x® x50
R

S R
= Z Z rlege prs) + n’relOge (‘9) —TNrs lOge(l +0 Z cmsp'"w)}' (11)

m=1

En dérivant la fonction © — L(X X® X(5).0) par rapport aux
composantes de © et en annulant les dérivées partielles ( tout en tenant compte de ce
R

que Zpr9 =1,8=1,2,...,5)onmontre que I’estimateur, s’il existe, O de O est

r=1

solution du systéme d’équations non linéaires sous contraintes :

S o
Nors — ecsnl'rs .
_Z 2 T1ée, U

_ sprs(ﬁcuﬁ- 19

Nors
1+ fé,
(s=1,2,---,8;, r=1L12,---,R);
>0, 0<prs <l (12)
R
é:&)‘:ZC'I'Sﬁ‘I‘S! 3=1723"'1S;
r=1
R
Zﬁrs:la S=1a2)"'1S'
r=1

O est I'estimation du maximum de vraisemblance sous contraintes linéaires et de
bornes (voir par exemple, [1], [2], [S], [I11]). On aborde ici uniquement les aspects
numériques de I'existence de © par résolution et simulation du systeme (12).

5. Résultats numériques de simulation

5.1. Principe de simulation des données avant-aprés avec controle

L'étude numérique des équations de vraisemblance (12) et donc de I'existence
numérique de © nécessite la connaissance des tableaux de données (tableaux 1 et
2). Cette résolution numérique comporte deux grandes phases. Une premiére phase
de simulation du tableau des coefficients de contrdle ¢,., (tableau 2) et du tableau
des données avant-apres (tableau 1) par programmation en FORTRAN du modéle
multinomial construit 3 la section 3. Puis suit la phase de résolution proprement dite
(recherche numérique de 0) par utilisation des algorithmes (EQ4ZCF et EO4UCF)
d’optimisation du logiciel NAG [11] faisant appel aux tableaux ! et 2 précédemment
simulés.
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Etant donné donc S (le nombre de sites expérimentaux) et R (le nombre de types
d’accidents), on suppose que les coefficients ¢,s (s = 1,2,---,5;r =1,2,--- R)

proviennent d’une v.a. de loi Uy s¢ (loi uniforme entre % et 75;). Pour I'obtention

du tableau 1, on pose 69 = % et on fait ’hypothese que les composantes du vecteur

PO = (p9,,p3,, -+, PR, )T vraie valeur du vecteur P; proviennent d’une v.a. de loi

Ula,1—a) (avec o = 1072 de maniére a permettre I’écriture de la log-vraisemblance)
R

et sont normalisées de maniére que Zpgs =1,s =1,2,---,5. En utilisant ces

r=1
valeurs, on détermine alors les vrais coefficients moyens de contrble

R
Cg:chspgs» (3=1,2,"',S)
r=1

puis ensuite les vraies probabilités

pgs qO — CT‘SaOp?s r=12..- R
146907 T 1490 o

0 _

Qirs =

associée a la distribution multinomiale relative au v".a. X{*). Enfin pour s (s =

1,2,---,.5) fixé, on génere Ieffectif total ns du site s et on répartit de fagon aléatoire

ns entre les périodes « avant » et « aprés » par utilisation des probabilités ¢%,., et

R 2
q3,,. On obtient ainsi les valeurs observées n;,s du tableau I avec Z Z Trs = Ts,
r=1 t=1

s = 1,2,---,5. Plusieurs tableaux de différentes tailles et de différents effectifs

ont été générés en fixant les valeurs de S et R et en choisissant n, dans différentes

tranches d’accidents. Les résultats numériques (voir paragraphe 5.3) sont obtenus
pour 1, appartenant aux tranches d’accidents 17, . .., Ty suivantes :

{10, 30[, 130, 50[, ]50, 300[, ]300, 1000[, ]1000, 3000[, ]3000, 5000,
15000, 7000[, ]7000.9000[, ]9000, 11000[, ]11000, 13000[} -

5.2. Estimation et convergence de ©

IRH—SR

Le vecteur parametre i estimer © € a pour vraie valeur

e() - ((){)’P{)T‘ 13‘_;')7‘1 . ‘7P3T)T
avec 69 fixé 2 0.5 et PP, PY.---, Py des vecteurs de dimension R. L objectil

principal de la simulation est de rechercher d"abord une solution © aux équations
de vraisemblance et d’étudier la convergence de © vers U par I"'intermédiaire de
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I’analyse de I’erreur quadratique moyenne (EQM) qui mesure I’adéquation entre ©
et ©° et est définie par

1 1+RS
M A 0 — ‘v o 2‘
EQM(8,6°) = 7= Z= (6m —60)
On utilise ensuite les composantes 151, }52, ey 155 de © pour estimer (voir

paragraphe 5.3) et étudier la convergence des ¢ vers ¢ en analysant 'EMC (Ecart
Moyen de Contrdle) et 'EQMC (Ecart Quadratique Moyen de Controle) définis ci-
apres

|

EMC(és,c

Cl)l

5
D (& -

S
Z -8 EQMC(e,,0) =

Enfin on se focalise sur le comportement de la premiére composante (paragraphe
5.4) 8 de © qui est I’estimateur de I’effet moyen de la mesure de sécurité dont la vraie
valeur est 8% = 0.5.

TABLEAU 3
Valeurs de © pour S =4 et R =2

Q0 8]
T=1|T=2 |T=4 |T=6 |ITT=8 | T=9 T=10
5.0000e-1 {5.3094e-1 {5.0439¢-1 {4.6923e-1 {4.7080e-1 {4.7807e-1 |4.8208e-1 {4.8236e-1

9.3099¢-1 [8.047%-1 [8.6918e-1 |9.2232e-1 |9.2797e-1 19.3141e-1 [9.3126e-1 [9.3174e-1
6.9010e-2 | 1.9521e-1 |1.3082e-1 |7.7680e-2 |7.2030e-2 |6.8590e-2 |6.8740e-2 |6.8260e-2
6.8019e-1 [9.9999%¢-1 |5.0774e-] |6.8164e-1 |6.9053e-1 |6.9104¢-1 {6.9561e-1 |6.9461e-1
3.1981e-1 {1.0000e-5 |4.9226¢-1 |3.1836e-1 {3.0947e-1 {3.0896¢-1 {3.0439¢-1 {3.0539-1
4.1127e-1 {4.6512e-1 {3.8411e-1 {3.9899¢-1 {4.1712e-1 {4.1677e-1 |4.0974e-1 {4.1172e-1
5.8873e-1 [5.3488e-1 {6.158%-1 |6.0101e-1 |5.8288e-1 |5.8323¢-1 [5.9026e-1 |5.8828e-1
6.6746e-1 |8.8382¢-1 |6.6582e-1 |6.6267e-1 |6.6807e-1 |6.6211e-1 [6.7331e-1 |6.6320e-1
3.325de-1 [1.1618e-1 {3.3418e-1 |3.3733e-1 {3.3193e-1 {3.3789%¢-1 [3.2669e-1 |3.3680e-1

EQM  [3.7420e-2 {7.6237¢-3 | 1.6095¢e-4 |1.2821e-4 |9.2758¢-5 |9.6645e-5 |8.5027¢-3
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TABLEAU 4
Valeurs de © pour S =4 et R = 3.
Qo )

T=1|T=2 | T=4 | T=6{T=8 {T=9 [T=10
5.0000e-1 |4.1035e-1 [4.588%¢-1 [5.0496¢e-1 {4.8721e-1 {4.9125e-1 |4.8978e-1 }4.9024e-1
2.6775e-1 {1.5461e-1 12.7960e-1 {2.7525e-1 |2.7457e-1 12.7090e-1 [2.7097e-1 |2.7167e-1
1.9850e-2 | 1.0000e-5 | 1.0000e-5 |1.6330e-2 | 1.7380e-2 | 1.9180e-2 | 1.8730e-2 | {.8800e-2
7.1241e-1 |8.4538e-1 7.203%e-1 [7.0843e-1 [7.0805e-1 {7.0991e-1 {7.1030e-1 {7.0953e-1
2.1941e-1 13.9929¢-1 |1.9002e-1 {2.2650e-1 |2.2371e-1 12.2338e-1 [2.2374e-1 [2.1945¢-1
3.2103e-1 |6.0070e-1 |5.1472e-1 |2.9518e-1 |3.085%-1 [3.2144e-1 |3.2393e-1 |3.2357e-1
4.5956e-1 11.0000e-5 {2.9526e-1 [4.7832e-1 {4.6770e-1 |4.5518e-1 {4.5233e-1 [4.5698¢-1
3.1570e-1 {6.0772e-1 |3.5021e-1 13.3186e-1 {3.1235e-1 {3.1378e-1 |3.1286e-1 |3.1667¢-1
1.5729e-1 | 1.0000e-5 | 1.5312e-1 {1.5034e-1 11.6176e-1 |1.5443e-1 |1.5581e-1 |1.5422¢-1
5.2702e-1 }3.9227e-1 14.9667e-1 }5.1780e-1 15.2589¢-1 |5.3180e-1 |5.3133e-1 )5.2911e-1
3.9505e-1 14.8206e-1 14.3417e-1 |3.7513e-1 {3.8995¢-1 {3.9367e-1 {3.8916e-1 {3.9118e-1
4.8130e-1 {4.2259%¢-1 {4.257%¢-1 |4.9792¢e-]1 |4.9061e-1 |4.8124e-1 [4.9242¢-1 |4.8983¢-1
1.2365e-1 |9.5350e-2 |1.4004e-1 {1.2695¢-1 [1.1945¢e-1 [1.2509e-1 {1.1843e-1 {1.1900e-1

EQM 3.8512e-2 [5.7439¢-3 | 1.7372e-4 |4.9044e-5 | 1.2835e-5 |3.1863¢-5 |1.9789¢-5
. TABLEAUSS
Valeurs de EQM(©, ©°) pour les 10 tranches d’accidents.
S=5 S =20
T R=2 R=10 T R=2 R=10
1 | 2.6850E-2 | 1.8480E-2 1 | 3.8793E-2 | 1.6054E-2
2 | 5.3214E-3 | 1.8482E-3 2 | 6.0657E-3 | 2.3454E-3
3 1 8.9237E-4 | 4.8812E-4 3 | 2.4164E-3 | 8.5019E-4
4 | 7.8695E-4 | 1.9116E-4 4 | 45135E-4 | 1.5882E-4
5 | 2.6904E-4 | 3.2655E-5 5 | 7.2394E-5 | 4.0908E-5
6 | 3.8576E-5 | 2.4412E-5 6 | 3.2943E-5 | 2.2612E-5
7 { 3.9579E-5 | 1.4034E-5 7 | 3.0454E-5 | 1.8778E-5
8 | 1.5870E-5 | 9.5464E-6 8 | 4.8501E-5 | 1.1726E-5
9 | 1.6832E-5 | 9.4963E-6 9 [ 2.3679E-5 | 9.3814E-6
10 | 8.2177E-6 | 8.2518E-6 10 | 2.1514E-5 | 8.3590E-6
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Valeurs de EQM(©, ©°) pour n, €0, 30[.

TABLEAU 6

95

S/R

2

3

4

5

6

7

8

9

10

[

=R - - Y

2.347e-2
1.282e-2
1.145¢-2
3.742¢-2
2.685e-2
6.811e-2
5.306e-2
4.241e2
5.680e-2
1.613e-2

2.726e-2 1.270e-1

9.293e
3.002e
3.851e
4.082¢
5.576e

3 5.170e-2
2 2.444e-2

-2 4.879%-2
-2 1.217e-2

-2 1.08%-2

1.740e-2  1.683e-2

1.865¢

-2 1.564e¢-2

4.341le-2 3.78le-2
2.726e-2 1.377e-2

1.930e-3
2.160e-3
5.957e-3
2.322e-2
1.421e-2
2.455e-2
3.150e-2
6.814e-3
2.049e-2
3.513e-2

1.342e-2 5.890e-3
9.044e-3 1.474e-2
2.209e-2 1.155e-2
8.693e-3 3.092e-2
1.409e-2 1.994e-2
1.816e-2 1.230e-2
1.133e-2 2.406e-2
2.715e-2 1.805e-2
1.697e-2 8.426e-3
1.389%e-2 1.58%e-2

1.772¢-2 4.711e-2
2.196e-3 4.206e-2
8.153e-3 7.182e-3
1.228e-2 1.290e-2
1.094e-2 6.691e-3
1.825¢-2 2.182e-2
2.084e-2 1.100e-2
7.295e-3 [.45le-2
2.703e-2 1.005e-2
1.548e-2 4.664¢-3

6.632e-3
2.440e-2 |
1.917e-2
6.966e-3
1.848e-2
1.055e-2
1.710e-2
1.692¢-2
7.622¢-3
1.084e-2

TABLEAU 7
Valeurs de EQM(©, ©°) pour ns €]1000, 3000].

SR

2

3

4

5

6

7

8

9

10

~

O 0 3 O s W

9.171e-4
6.568e-3
1.778e-5
3.430e-4
2.690e-4
3.238e-5
1.575e-4
2.852¢-4
1.538e-4
9.104e-5

1.600e-3 2.722e-4
1.309e-4 6.783e-5

2.159%

-4 6.407e-5

6.474e-5 1.279%-4
7.882e-5 9.696e-5
1.68%-4 4.080e-5

2.163e

-4 9.277e-5

1.147e-4 1.109%-4

9.020e

-5 7.464e-5

1.236e-4 9.078e-5

4.290e-4
1.333e-4
8.938e-5
8.235e-5
1.288e-4
9.685e-5
1.103e-4
7.999-5
1.086e-4
8.324¢-5

4,496e-4
5.466e-5

6.360e-5
5.424e-5
4.810e-5
8.133¢-5
1.462e-4 5.997e-5
4.888e-5
6.406¢-5

9.135e-5
6.447e-5

3.142e4
5.733e-5
1.053e-4 7.605e-5
8.585¢-5
5.920e-5
3.265e-5
1.03%e-4

1.083¢-4 9.9[S5e-5
1.10le-4 6.047e-5
7.212e-5 6.265¢-5
1.220e-4 7.270e-5
4.764e-5 5.065e-5
7.108e-5 4.138e-5
4.449e-5 5.136e-5
5.060e-5 4.875e-5
4.992e-5 4.37%e-5
6.046e-5 7.232e-5

2.02%¢-4
3.740e-5
7.335e-5
4.409e-5
3.266e-5
6.603e-5
5.366e-5
5.415e-5
4.923¢-5
5.495e-5

TABLEAU 8

5.3. Estimation et convergence des contrbles moyens

Estimation des contrbles movens pour S =4 et R = 2.

0

Cy

13522
1.9271
1.3618
1.0523

T=1

17I=2

T=4

=6

=38

T=9

I =10

1.5012

24512

1.3865
8.9612e-1

1.4252
1.6444
1.3493
1.0535

1.3624
1.9294
1.3562
10358

1.3558
1.9440
1.3645
1.0519

1.3517
1.9449
1.3643
1.0562

1.3519
1.9523
1.3611
1.0481

1.3513
1.9507
1.3620
1.0554

EMC

1.3540e-1

5.5232¢-2

2.6107¢-3

5.6889¢-3

5.9208e-3

5.0079e-3

6.5096¢-3

EQMC

8.0487¢-2

1341e-2

3.8520e-5

7.6836¢-5

8.4519e-5

1.643le-4

1.4231e-4
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TABLEAU 9
Estimation des contrdles moyens pour S =4 et R = 3.

Cs

1.5513
1.3377
1.0763
1.3383

T=1

T=2

T =4

T'=26

T=8

T=9

T=10

1.5759
1.4667
1.2720
1.2550

1.5308
1.2303
1.1061
1.3219

1.5458
13561
1.0880
1.3550

1.5469
1.3477
1.0753
1.3389

1.5497
1.3427
1.0733
1.3403

1.5493
13422
1.0731
1.3388

1.5491
1.3369
1.0758
1.3377

EMC

6.6486e-2

2.8671e-2

1.0301e-2

1.2852¢-3

5.5014e-4

9.7155e-5

1.0570e-3

EQMC

1.5611e-2

3.2824¢-3

1.9652¢-4

3.0317e-5

1.0155e-5

8.8405e-6

1.6337¢-6

TABLEAU 10
Valeurs de EMC pour ns €]0, 30,

S/R

2

3

4

5

6

7

8

9

10

~

O 0 N N N R W

1 1.147e-2
1.346e-1
3.564e-2
1.354e-1
4.316e-3
1.862e-2

1.012e-1

10 | 1.863e-2

1.122e-1

1.034e-1

2.550e-2 4.328e-1
1.103e-1 2.688e-1
1.556e-1 3.277e-2
6.649e-2 1.018e-1
2.296e-1 3.215e-2
5.818e-2 1.594e-3
1.173e-2 6.156e-2
2,05%-2 9.182e-2
6.315e-3 1.82te-1
4.172e-2 5.736e-2

8.25%-2
3.929e-2
5.591e-2
1.736e-1
9.013e-2
1.504e-1
7.971e-2
3.437e-2
1.196e-1
1.137e-2

1.531e-2
4.097e-2
1.907e-1
4.203e-2
6.403e-2
5.499e-2
7.701e-3
5.015e-2
2.248e-2
2.724e-3

1.073e-1 3.668e-2 7.383e-1
8.928e-2 5.126e-2 3.24%e-1
4.254e-2 4.983e-3 1.36le-3
9.166e-3 4.907e-2 3.12%-2
7.545¢-2 8.186e-3 1.508e-2
7.606e-2 1.397e-1 4.484e-2
7.682e-2 9.809¢-2 {.75le-2
1.209e-2 7.337e-2 7.725e-2
4.765e-2 1.43%-1 1.504e-1
4.354e-2 1.066e-1 1.338e-2

9.564e-2
1.708e-1
2.470e-1
1.278e-2
5.714e-2
3.997e-2
8.651e-2
7.207e-2
2.233e-2
3.226e-2

TABLEAU 11
Valeurs de EMC pour n, €]1000, 3000].

S/R

2

3

4

bl

6

5

8

9

10

[P IS

-

T Ty W

1 3.643e-4
5.777¢-3
2.108e-3
8.725¢-3
6.571e-3

9.869e-4

2.856e-2 2.818e-2
1.629e-2 3.887c-3
2.901¢-3 2.383e-3
2.323e-3 1.723e-3
5.984¢-3 4.482¢-3
2.167¢-3 7.422c-3 1.556¢-3

1.674e-3 5.131c-4 2.960c-

1.950e-3

1.920e-3

3
9.858¢-3 5.267c¢-4
5.584¢-3 8.248e-3
2.858¢-3 7.850e-3

1.784e-2
8.571e-3
4.995¢-4
9.243¢-4
4.655¢-3
8.796¢-3
1.236e-3
3.522¢-3
9.781e-4
4.333¢-3

3.720e-2
3.637e-3
6.700e-3
6.826e-3
1.173e-3
3.866e-4
1.381¢-2
2361c-3
3.620e-3

6.714e-5

9.270e-3 2.117e-3 2.466e-2
1.98%e-2 7.520e-4 1.614e-2
6.573¢-4 1.10le-2 6.698e-3
4.683c-4 4.377¢-3 1.849¢-4
2.954e-3 3.996e-3 4.507¢-4
6.370e-3 2.710e¢-3 5.346e-3
9.190e-3 2.399¢-3 6.367c-4
1.026¢-3 4.723¢-3 4.985¢-3
5.889¢-3 2.667¢-3 8.648¢-4
9.285e-4 3.228e-4 1.814e-3

6.808e-3
2.83%¢-3
3.923e-3
9.939¢-3

2.726e-3
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TABLEAU 12

Valeurs de EQMC pour n, €)0, 30(.

97

S/R 2

3 4

5

6

7

8 9

10

1.315e-4
2.031e-2
2871e-2
8.049¢-2
2.505e-3
1.869e-2
6.582e-2
3.227e-2
1.066e-1
2.209e-2

O 0 Y N R W —

=)

6.501e-4 1.873e-1 6.82le-3
1.282e-2 1.550e-1 7.661e-3
6.841e-2 3.149e-2 1.109e-2
1.561e-2 4.747e-2 6.469¢-2
1.147e-1 1.525e-2 2.960e-2
4.478e-2 1.805e-3 7.734e-2
1.827e-2 2.495e-2 8.567e-2
2.201e-3 3.174e-2 1.206e-2
5.492e-2 1.472e-1 6.402e-2
1.475e-2 1.819e-2 9.020e-3

2.343e-4
1.705e-3
8.077e-2
1.908e-2
9.892e-3.
5.667¢-2
3.131e-2
7.312e-2
1.482e-2
2.016e-2

1.151e-2

1.129e-2'

2.057e-2
1.753e-2
1.207e-1
7.960e-2
3.218e-2
5.255¢-3
2.739-2
3.946¢-2

1.3d5e-3 5.450e-1 9.147e-3
1.102e-2 2.846e-1 3.104e-2
3.156e-2 8.86le-3 1.565e-1
3.084e-2 7.883e-3 4.49de-3
1.860e-3 1.281e-2 4.845e-2
3.936e-2 2.602e-2 8.418e-2
3.634e-2 7.098e-3 4.656e-2
1.165e-2 8.066e-2 1.22le-2
1.250e-1 4.800e-2 2.331e-2
6.558¢-2 7.523¢-3 2.303e-2

TABLEAU 13
Valeurs de EQMC pour ns €]1000, 3000].

S/R 2

3 4

5

6

7

8 9

10

1.327e-7
4.801e-5
1.348e-5
6.198e-4
1.043e-4
3.132e-5
2.096e-4
4.351e-4
3.502e-4
8.210e-5

VW X0 3 N U = WY -

S

8.156e-4 7.941e-4 3.182e-4
4.124e-4 5.512e-5 4.185e-4
3.752e-4 3.936e-5 5.443e-5
2.019%-5 9.667e-5 6.508e-5
7.047e-5 8.137e-5 2.580e-4
2.407e-4 6.797e-5 2.15%-4
2914e-4 1.466e-4 1.531e-4
2.342e-4 2.074e-4 2.066e-4
2.687e-4 2.367e-4 2.632e-4
2.082e-4 1.573e-4 1.601e-4

7.397¢-4
1.727e-5
1.173e-4
5.416e-5
1.192e-4
[.741e-4
3.350e-4
3.829e-4
3.385e-4
1.123e-4

8.593e-5
4.05le-4
1.691e-4

2.711e-5"

1.006e-4
1.196e-4
4.119¢-4
1.925e-4
1.640e-4
1.018e-4

4.482¢-6 60794 4.635-5
3.988e-6 2.767e-4 1.792e-4
3.880e-4 1.165e-4 2.089%e-4
6.954e-5 6.220e-5 1.009e-4
1.674e-4 1.426e-4 8.175¢-5
1.280e-4 2.99le-d 2.41le-4
1.263e-4 6.231e-5 1.67%-4
1.972e-4 2.418e-4 9.696¢-5
9.895e-5 6.178¢-5 7.156e-5
8.255¢-5 2.191e-4 7.166e-5

5.4. Estimation et convergence de Ueffet commun de la mesure

TABLEAU 14
Valeur de |0 — %I pour S =4,

IT'=1 T=2

IT'=4

T=6

I'=8 T=9

T=10

P =2 IR B NV R R PR N )

3.094e-2 4.394e-3
8.965e-2 4.11le-2
1.440e-1 8.236e-4
1.990e-1 4.665e-2
2.237e-1 3.798e-2
2.466e-1 7.232e-2
3.006e-2 4.634e-2
2.562e-2 1.688e-1
1.771e-1 5.026e-2

3.077e-2
4.961e-3
2.65%-3
3.570e-2
9.156¢-3
2.417e-2
1.461e-2
4.343¢-4
3.456e-2

2.920e-2
1.279¢-2
2.079¢-2
7.751e-3
9.118e-3
1.413e-2
2.392¢-2
4, 114e-3
1.711e-2

2.193e-2 1.792e-2
8.748e-3 1.022e-2
1.820e-2 2.048e-2
2.235e-5 2.907e-3
1.311e-2 1.763e-2
1.754e-2 1.130e-2
1.638e-2 1.991e-2
1.388e-2 1.140e-2
1.761e-2 2.150e-2

1.764e-2
9.765e-3
1.860e-2
5.794e-3
1.724e-2
1.049¢-2
1.717e-2
1.118e-2
1.648e-2
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TABLEAU 15
Valeur de |6 — %I pour R = 4.

S T=1 T=2 T=4 T=6 TIT=8 T=9 T=10
1 |5.000e-1 5.686e-2 1.236e-2 1.439e-2 2.832e-2 3.703e-2 3.562e-2
2 | 3.388e-1 7.728e-2 2.21le-4 8.970e-3 3.814e-3 8.832e-3 9.407e-3
3 | 8.473e-2 3.753e-2 3.694e-2 2.320e-2 2.955e-2 2.993e-2 2.886e-2
4 | 1.440e-1 8.236e-4 2.65%9e-3 2.07%-2 1.829%-2 2.048e-2 1.860e-2
5 | 9.64le-2 4.448e-2 2.952e-2 1.520e-3 2.829e-3 4.496e-3 3.655e-3
6 | 1.86le-2 1.474e-2 1.25le-2 1.785e-3 4.581e-3 4.886e-3 4.831e-3
7 | 1.935e-1 2.695e-2 5.266e-2 2.582e-2 1.693e-2 1.406e-2 [.25]e-2
8 | 1.744e-1 8.770e-2 1.661e-3 4.951e-3 1.905¢-3 1.468e-3 6.916e-4
9 | 4.464e-2 3.109e-2 4.067e-3 2.074e-3 8.238e-4 5.313e-3 2.534e-3
10 | 7.171e-2 2.162e-2 9.62%-3 9.504e-4 1.859%-3 4.166e-3 5.709%-3

5.5. Analyse générale des résultats

Le tableau 3 (resp. 4) donne les différentes valeurs du vecteur © solution des
équations de vraisemblance pour § = 4 et R = 2 (resp. R = 3) fixés. La premigre
colonne de chacun des deux tableaux donne la vraie valeur ©° du paramétre. Les
colonnes suivantes sont les solutions obtenues pour n, appartenant a 7 tranches
(colonne T : T = 1,...,T = 10) d’accidents. Ces solutions appartiennent & IR®
pour le tableau 3 (resp. R pour le tableau 4). On constate une décroissance de
’ordre de grandeur de EQM (O, 0°) lorsque les effectifs n; passent de ]0,30[ a
]11000, 13000[. Pour les tableaux 3 et 4 EQM (©, ©°) passe de O(10~2) 2 O(1073).
Le tableau 5 complate cette premiére étude de EQM (6, ©°) pour I'ensemble des
10 tranches (colonne : T) d’accidents et pour des valeurs de S et de R relativement
élevées. L’ordre de grandeur atteint 10~6 pour la deuxieme (S = 5; R = 10) et
quatrieme colonne (S = 20; R = 10) du tableau 5 ol I’espace des parametres est
inclus dans IR®! dans le premier cas et dans R*°! dans le second cas.

Une deuxiéme €tude a été mise en ceuvre afin d’apprécier le comportement
de EQAMI(6,©°) pour des effectifs d’accidents faibles et élevés. On a alors fixé la
valeur de n, dans une tranche donnée et fait varier le nombre de sites S et de types
R d’accidents. Les tableaux 6 (resp. 7) donnent des valeurs de EQA[(@, ©°) de
I"ordre de 1072 (resp. 1075, 1ls permettent d’observer une amélioration notable
de I'estimation et de la convergence lorsque les effectifs passent de ]0,30[ a
]1000: 3000 c"est-a-dire lorsque les effectifs d’accidents par site augmentent. Cette
convergence de EQA(O,0") vers 0 quand augmentent les effectifs d’accidents
est visible sur les figures 1 4 3 obtenues pour différentes valeurs fixées de S et R.
Les graphes obtenus pour les premiéres valeurs de S et de /2 montrent bien que
EQA(6, ©°) est approximativement de 10~ pour les n, €]0, 30 et de 10~3 pour
les n, €]11000, 13000].
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En paralléle a cet ensemble d’études, nous avons analysé les résultats obtenus
pour les coefficients moyens de contrdle (espérance mathématique des v.a. Cs) et pour
1’effet commun de la mesure. Les résultats sont consignés dans les tableaux 82 15. Le
tableau 8 (resp.9) est li€ au tableau 3 (resp. 4). Ainsi les valeurs de 2 et ¢; données
dans ces tableaux sont obtenues en utilisant la formule (8) et les éléments de ©° et
de © du tableau 3 (resp. 4) sauf la premigre composante. On remarque, par exemple
pour le tableau 8, que les valeurs de & sont d’autant plus proches des vraies valeurs
c? que les effectifs sont élevés (colonne T' = 4,...,T = 10). Cette convergence
est mesurée par les crittres EMC (Erreur Moyenne de Contrdle) et EQMC (Erreur
Quadratique Moyenne de Contrdle) dont I’ordre de grandeur respectif varie de 10!
(pour n, €]0,30[) 2 10~3 (pour n, €]11000, 13000() et de 10~2 (pour n, €]0, 30)
2 107° (pour n, €]11000, 13000[). On obtient méme des approximations de 1’ordre
de 105 et 1078 lorsque que R passe de 2 2 3 (tableau 9). Quant aux tableaux 10 et
12 (resp. 11 et 13), ils vont de paire avec le tableau 6 (resp. 7). Ces quatre tableaux
permettent d’apprécier une assez bonne stabilit€ de I'ordre de grandeur des deux
crittres EMC et EQMC. Enfin les tableaux 14 et 15 donnent "estimation de 'effet
commun de la mesure c’est-2-dire la premiére composante de O et complétent les
résultats des tableaux 3 et 4. On note dans les tableaux 3 et 4 que plus les effectifs
d’accidents augmentent plus 8 tend vers 0.5 la vraie valeur de |'effet commun. Cetie
convergence est confirmée par la stabilité de I"ordre de grandeur des valeurs des
tableaux 14 et 15, la valeur absolue de I'écart entre I’estimation et la vraie valeur
atteint quelques fois 107*,
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6. Remarques et conclusion

Selon certains points de vue et certaines pratiques dans le domaine de la sécurité
routiere  (Lassarre 1977 [9], Danielson 1986 [3] et 1988 [4], Hauer 1997 [7]), il est
souhaitable de modéliser les données d’accidents i 1’aide de distribution de Poisson.
Nous avons adopté dans ce travail la philosophie de Tanner. Les difficultés dans
I"approche de modélisation de ce dernier résident essentiellement dans le choix de la
zone de contrdle et dans ’hypothése « non aléatoire » qu’il fait sur les coefficients
de contrdle. Hauer (1991) [6] a proposé une notion de similarité pour choisir un
site de comparaison. Néanmoins, il semble assez difficile de baser le choix d’un site
de comparaison sur cette seule notion de similarité. Il est essentiel que le nombre
d’accidents du site supposé de comparaison ou de contrdle soit suffisammment élevé
afin que le phénoméne aléatoire inhérent au comptage des accidents sur ce site ne
dégrade pas la précision de I’estimation de l'effet de la mesure de sécurité. Notre
approche inteégre ce phénomene aléatoire sur le site de contrdle en imposant que les
coefficients associés a ce site proviennent d’une distribution de probabilité estimée
simultanément avec |’effet commun de la mesure.

Nos résultats généralisent I’approche de Tanner par le fait que les coefficients
de contrble sont distribués de fagon aléatoire entre les types d’accidents et completent
ceux de N'Guessan (1993) [12], N’Guessan et Langrand (1992) [ 14]. L'inconvénient
de 1a méthode est que la dimension de ’espace des paramétres croit avec le nombre
de sites et de types d’accidents. Cependant, les résultats montrent que |'erreur
quadratique moyenne est un O(10~) avec 8 > 1.
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Abstract : We consider a multidimensional combina-
tion of road accident frequencies before and after the
introduction of a road safety measure at different expe-
rimental sites with a control site for each of them. Each
experimental site counts several mutually exclusive types

of accidents over a two fixed periods (before and after)

of time. A multinomial distribution is proposed to model
the total accident number in each experimental site. An
estimation method of the parameters and their asymp-
totic standard errors is suggested. Some simulated acci-
dents data allow us to solve numerically the constrained
maximum likelihood equations and to study the exis-
tence and the convergence of the estimator via the mean
square error. We then reanalyse a set data concerning
the effects of installing approximatively circular rounda-
bouts at cross-roads. '

Keywords: Road Safety Méasure, Accident data, Pois-
son model, Conditional Poisson model, Multinomial mo-
del, Constrained Maximum Likelihood, Risk accident,

Mean square error, Before-after Estimation, Simulation. -

1 Introduction

We consider a statistical accident frequencies mo-

delling problem when a road safety measure (crossroad
lay-out, surface of a motorway section, etc) is simulta-
neously applied on different experimental sites. Each
experimental site counts several mutually exclusive
types of accidents (fatal accidents, seriously injured
people, slightly injured people, material damage only)
_over two fixed periods (before and after) of time. Then
we are interested in the modelling and the estimation

of the average effect of the measure for the whole set -

of experimental sites and for the whole set of accident
types. However one knows that some external factors
(as traffic-flow and speed variations before and after
the applied measure, weather conditions, experimental
sites location, etc) have a direct or indirect influence
on the road accident frequencies before and after the

Proceedings of the Fourth International Conference on Information and
Management Sciences, Kunming, China, July 1-10, 2005, pp. 243 - 252.

claude.langrand@univ-lillel.fr

introduction of a road safety measure (or change). We
therefore have to include the impact of these factors
into the statistical models used to analyse the average
effect of the measure if we want to interpret correctly
the scope of this road safety measure at all experimental
sites and all types of accident. The question is which
approach and model we must use if we want to take
into account the impact of these external factors on the
applied measure average effect.

The statistical models and methods used to over-
come this problem heavily depend on the data and on
the experimental set along with the measure (see for

instance Hauer 1991, 1997, Barry et al 2000, Beenstock

et al 2001, Abdel-Aty et al 2000, Lassarre 2001). Accor-
ding to some points of view and some practices in the
field of road safety, it is advisable to model the accident
data according to Poisson distribution (see for example
Lassarre 1977, Hauer 1997), conditional or truncated
Poisson distribution (for example Danielson 1986 and
1988, Hauer 1997), negative binomial distribution
(Hauer 2001, Allain and Brenac 2001). Even if Poisson
model or conditional Poisson model is a common and
convenient assumption in accident count analysis, are
accidents Poisson' distributed? It is very important
to evaluate this Poisson assumption in practice using
statistical tests (see for example Nicholson 1985 and
1986, Nicholson and Wong 1993).

In this paper we have adopted Tanner(1958)’s
before-after philosophy. In fact, this author introduced
the notion of control area and defined a control coeffi-
cient for each experimental site using the ratio of the
accident number after to before in the control area.
Thereafter, he proposed a binomial model to combine
accident frequencies. The difficulties in that modelling
approach mainly lie in the choice of the control area
and in the ’free from error’ assumption he makes about
control coefficients. Hauer (1991) suggested a notion of

similarity to choose a comparison site. However, it seems

rather difficult to ground the choice of a comparison
site only on this notion of similarity. It is vital that the
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accident number on the supposed comparison site or
control site should be important enough whatever the
" accident types for the random phenomenon inherent to
accident counting on this site not to impair the accuracy
of the estimation of the safety measure’s average effect.

With that in mind, N’Guessan et al (2001) and
N'Guessan (2003b) generalised Tanner's approach to
before-after tables of accident with different control
area ratios for each site. In their papers they supposed
that the same road safety measure had been applied
_to several sites, each one including mutually exclusive
different accident types and linked to a specific control
area. N'Guessan et al (2001) are interested in the
multidimensional estimation of the mean control and
the mean effect of a measure on different sites and
different types of accidents. The latter authors deal
with the maximum likelihood estimation of both the
average effect of the road safety measure and the mean
control ratios of each control area via simulation studies
and mean square error for wide before-after data tables.
But they don’t include the estimation of the probability
distributions connected to their model and used to
define each mean control ratio. Our approach completes
" N’Guessan et al’s (2001) model and method through the
use of the conditional Poisson model and through the
estimation of the probability distributions (interpreted
as accident risks) used to define the mean control ratio
connected to each control site.

This material is organised as follows. Section 2 is de-
voted to the observed accident data frequencies-and the
main purpose of the paper. Section 3 deals with the sta-
tistical pattern used to combine simultaneously the acci-
dent data tables of experimental sites and control sites.
We build a multinomial model for each experimental site
taking into account the periods, the different accident

types, accident data from experimental sites and from -

control sites, and the parameters to be estimated. The
model obtained is based on the conditional Poisson mo-
del. Section 4 presents the estimation method for the
unknown vector of parameters (i.e. the measuie’s ave-
rage effect and accident risks in control sites) based on
the constrained maximum likelihood estimation. We also
propose a method based on Schur complement approach
in order to reach the asymptotic standard errors of the
components of the vector of parameters. Section 5 is ex-
clusively centred on the numerical results. We first study
the numerical existence and convergence of a solution
for the constrained maximum likelihood equations using
different simulated accident data tables. Thereafter we
apply our method to-a set of real data provided from
Tanner’s (1958) results. The constrained log-likelihood
function and its first derivatives , the constrained Fisher

information matrix and the Schur complement estima-

tion of the standard errors are displayed in the appendix
A and B.

2 Data and Notations

We consider a multidimensional combination of road
accident frequencies before and after the introduction of -
a road safety measure (crossroad lay-out, surface of a
motorway section, etc) at S(S > 0) experimental sites.
Each site counts R(R > 1) accident types (fatal acci-
dents, seriously injured people, slightly injured people,
material damage only) over a fixed period of time. We
suppose that the total accident number is known for each
experimental site and the available data are given as fol-

lows :
type 1 type J type B
sitel | 13 o+ om0 Tim
_ sit;e k 5131.11: $1'jk e lek
sﬁté S 171.13 | 231','3 311;13

table 1a : before

where Ty« (resp. 2;x) stands for the number of type
J of accidents on site k before (resp. after) the setting up

of the measure. :

type 1 type j type R
sitel | zonp- -+ Togjn v Tom
sitek | zak o0 Zok v Tomk
site S I918 rer I2;8 s ZToRS

_table 1b : after

~ In order to take some external factors into account
(such as traffic flow, speed limit variation, weather condi-
tions,...), each experimental site is matched to a control
site where the safety measure was not applied. We fur-
ther assume that the accident data for control sites, over
the same time period, are fixed and known and are given
by the following control coefficients table : -

type 1 type J type R
controll | 233 - Zi1 e ZR1
controlk | z1x o+ oz - ZRk
control S | zs -+ zs -+ zRg

table_ 2 : Control sites
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where z;; denotes the ratio of the number of accidents
of type j for the period after to the period before in the
control site k and uses a version of a control ratio defined
by Tanner (1958). One then has to combine accident fre-
quencies from all the whole set of experimental sites and
- from the whole set of types including the ratios of the
number of accidents of the whole set of control sites. In
the following we note X1x (resp. Xa;x) the random va-
riable giving the type j accident number on experimental
site k in the period before (resp. after).

3 Statistical pattern

For a fixed experimental site k, we then are interested
mainly in the joint probability distribution of the 2R—
dimensional random vector (Xik, Xok) ,
served total number of accidents recorded at experimen-
' tal site k, where Xy = (X11k, X12ks-- -, X1RE)" (resp.
Xop = (ka,ngk,'...,Xsz)T) is the random vector
giving the R accident types number on experimental site
k before (resp. after) the introduction of the safety mea-
sure (or change). The construction of this joint probabi-
lity distribution is based on a forecast principle used in
the modelling of a road safety measure’s average effect.
Actually, when a road safety measure is applied, we sup-
pose that it has a multiplicative effect (see for instance
Oppe 1979, Hauer et al. 1991) on the expected numbers

of accidents whatever the site and the type of accident.

may be. So, for fixed experimental k, we assume that
(X11ky - -+, X1REs Xo1ky - -
pendent random variables, where X1, (resp. Xpj) is
Poisson distributed with mean Aijk (resp. Azjx), with

(G=12..,R). (1)

Bo (Bo > 0) is the unknown parameter average effect
of the road safety for all experimental sites and all ac-
cident types. Then, for fixed experimental site k and
using the conditional Poisson distribution (conditional
to the observed total number of accidents in both the
before and the after periods) property, the joint proba-
bility distribution of the 2R— dimensional random vec-
tor (X1, Xok) is given by the multinomial distribution

Azik = Bo zjk Mjk,

denoted M(nk,Hlk(e) 12x(©)) , where ng (0 < ng =

Zt - Zm_ T¢mk) is the observed total accident number
in experimental site k,

M (0) = (Ftl_k(@),ﬂtzk(e),--

is the R x 1 vector of cell probabilities with com-
ponent .y, : IRM5% 1]0; 1 given as follows :

Tk (@) ij

" 146 Em—l zmkpmk

(3)
ﬁozlkp,k

1+ﬂ0 2 zmkpmk :

25k(0) =

given the ob- -

Xoge) is a sequence of inde-

-,WtRk(e)) (2) ‘

(j=1,2,...,R), and where
= (6o, PT)T is the (1 + SR) x 1 unknown vec-

tor of parameters with f; the average effect, P =

(PT,P,..., PT)T with S
Py = (pik, D2k, - - :pRL) a R x 1 vector of probabilities

connected to the control site k such that P, € S(R 2
with

R
R-1
SIE ) :{Pk E].R,R,pjk > O,Zp]kzl} (4)

i=1

Likewise, the fact that the sub-vector Py, belongs to the
simplex of order R means that the vector of parameters
© has the following restraints (0 < pjx < 1) and the
linear constraints

he(©) =0; 1 (6)

R
=1- pj, (5)
j=1

with (k =1,2,...,5). Drawing our inspiration from the
constraints and the structure of cell probabilities 7 (©)
, we then define (i the random variable taking values-

Z1k; 22k, - - - 2Rk Such that , for fixed control site k,
pik = ProbalGi = zixl; Y _psk=1. (6)
Jj=1

So the main purpose of this paper is to estimate both
the safety measure average effect (5;) for the whole set
of experimental sites and for the whole set of accident
types and the accident risks (pjx,j = 1,2,...,Rjk =

'1,2,...,5) including the estimation of their asymptotic

standard errors. One then has to combine accident data
from experimental sites (tables 1a , 1b) and from control

‘sites (table 2) to efficiently estimate both parameters and

their asymptotic standard errors.

4 Constrained Maximum likelihood esti-
mation

4.1 Joint estimation of the average effect and
. the accident risks

Through construction of the pattern, two types of
parameters can be spotted out among those linked
to S target sites and R accident types : g, the in-
terest parameter, and the set of auxiliary parameters
B = (plk,kaa"' >ka)T) k = L,2,--. $S' As this
paper unfolds, one focuses on the simultaneous esti-
mation of those parameters and one then poses © =
(Bo, PT, P,...,, PT)T, the element from R'*S® thus
defined (or actually from R**S(®-1) gince E_f:l Dk =
1.) We then assume that the sequence of random vectors
(X1, X21), (X12, X22), ..., (X215, X25) are independent
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and follow a multinomial distribution whose form is gi-

ven above. So according to tables 1a, 1b and 2 and the
log-likelihood function linked displayed in the appendix,
.. we show that the constrained maximum likelihood esti-
mator © of O, if existing, is the solution to the system
of non-linear equations :

ZL _ 21_1 Izz'k—ﬁoékmlik _ 0;

(ﬂ1+ﬂock)
n-kpzk oz1k+1
gk = 1+Boék =0, (7)
(k=1a2;"' aS; j_=1:2"" :R):
Ge = Yjey zikbiey  (k=1,2,--,8);
under the constraints
. Bo>0; 0<pp<]y @)
Zj:lﬁjk = 1) (k = 1121' v 18)

Let’s note that © , the solution to the system above, is
clearly a maximum likelihood estimation method under
restraints (RMLE) which is an approach to estimation
that maximizes the likelihood over a restricted space.
This is not the place to study theoretical sufficient condi-
tions for existence and convergence of ©. The general
framework for RMLE is well-known and is not discussed
here (see for instance Aitchison and Silvey 1958, Silvey

1959, Crowder 1984). N'Guessan et al (2001) numerically -

study the existence and convergence of © via wide simu-
lation results and graphic cuirves comparisons. A few part
of their simulated results are displayed below. We add to
those simulated results a real application provides from
Tanner’s (1958) data concerning the effects of installing
circular roundabouts at’cross-roads.

4.2 Asymptotic standard . errors estimation
using Schur complement -

In order to reach the asymptotic standard errors of
the components of the vector of parameters, we need
the diagonal elements of the inverse of the matrix (see

“appendix for details)

- { Je Hg > '

Te = ( He QOss )’ (9).
where Jo, He, Os,s are, respectively, the (1 + SR) x
(14 SR) Fisher information matrix, the S x (1 + SR)
matrix of constraints, the S x § matrix with all entries
egal to zero. The general version of the latter matrix
was extensively studied by Rao (1973, section 4i.1) and
Rao and Yanai (1985). All the results on the inverse of
this matrix are characterized under some rank conditions
on the block matrices in the partitions. However one re-
calls that the size of matrix I'g increases very quickly
with the number § of experimental sites and the number
R of &ccident types. So to obtain the desired variances

and therefore the desired asymptotic standards errors,
sophisticated numerical and statistical tools are needed
to invert matrices whose dimensions grow rather rapidly.
We propose another way to overcome this problem.
The approach we use in this paper is based on the
notion of Schur complement (see Quellette 1981, Zhang
2005) and provides from the recent results obtained by
N’Guessan (2003a,b) and by N’Guessan and Langrand
(2005a,b). This approach replaces the direct inversion of
such a matrix with products/multiplications and addi-
tions of ‘smaller-sizes matrices. It also enables to have

" the explicit analytical expression of the desired asymp-

totic standard errors. The main'strength of the Schur
complement approach proposed is its applicability to any
values of number of experimental sites and of number of
different types without being obliged to invert matrix
Te. ‘

For example when the measure is applied to a single
experimental site (S = 1) with different accident types
R(R > 1), then the asymptotic variances are given by
(see appendix for details) =

o*(bo) = ((Je/Be) + 7'3 e 7 (10

nt || 1z |2 B2l
and -
o (Bik) = 75 wik + Wl (Orvezdy
— Arive Ak (1)
J= 1, 2) . sR: ’
where
'7]3 Zf,,,—_l ZmkDmk
(Jo/Be) = _[(—_T_— : -
TUom A 1)
Yetk
” Zy, IIQ— )

with yjx = 14 0k’)'kAe K2k and tx, '
| Z ”2_1 N 1r ”B"1 y Wik, Akk, Aok , and O best de—

fined in appenchx below The explicit analytical expres-
sions of the asymptotic standard errors of the measure’s
average effect and the accident risks are obtained via the
square root of 02(f) and o%(p;x ). Thereafter the asymp-
totic confidence intervals, at the (1—a) confidence level,

for the measure’s effect and the accident risks are given

by the following formal expressions

IC1-a(Bo) = [LCI(Bo); UC(fo)) ;
Icl—a(ibjk) [ (Pyk) UCI(PJ'I:)] (13)
( =1 2,. R)3

where

LCI(By) = max(b;ﬁo — €a/20 (56) '
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UCK(Bo) = o + a2 (o)

- LCI(pjk) = max(0; pjk — €ay20(Bs))
UCI(pjx) = min(L; Hx + €a20(Djk))
with €4/, obtained through the standard normal law
table.

5 Numerical results

‘The numerical results count two parts. The first part
presents some few numerical simulated studies of the
constrained likelihood equations above and therefore of
the numerical existence and convergence of © (see for
example N’Guessan et al 2001 for wide simulated re-
sults). The second part concerns a numerical example
provided from Tanner’s (1958). We then re-analyze the
data concerning the effects of installing approximately
circular roundabouts at cross-roads.

5.1 Numerical simuléted study : Existence and
convergence

We look for a solution © to the likelihood equations
and then study the convergence of © to ©° using the

analysis of the mean square error (MSE) which measures

the adequacy between © and ©° and which is defined by :
' | 14ES

A a0\
1T RS Zl(@mf@m)-

The numerical results are found for ny belonging to the
following accident intervals : Ty =]0,30{, T2 =]30,50],
Ty =]50,300(, T; =300,1000[, T5 =]1000,3000], Ts =
13000, 5000[, T =]5000, 7000, Ts =]7000, 9000[ Ty =
19000, 11000, Tyo =]11000, 13000]:

Table 3 gives the different values of MSE(8, @") for
ns belonging to the different accident intervals .

MSE(6,0°% =

R=2 R=10
Ty | 3.8793E -2 | 1.6054F — 2
T; | 6.0657E —3 | 2.3454F — 3
T3 | 2.4164E ~3 | 8.5019FE — 4
Ty | 4.5135E — 4 | 1.5882F — 4
Ts | 7.2394FE -5 | 4.0908E — 5
T | 3.2943E -5 | 2.2612E —5
T; | 3.0454F ~5 | 1.8778E -5
I3 | 48501F -5 | 1.1726E -5
Ty | 2.3679E -5 | 9.3814E ~6
Ty | 2.1514E -5 | 8.3590F — 6

R=2 R=10 .

T: | 2.6850E —2 | 1.8480FE -2
T, { 5.3214E -3 | 1.8482E -3

{ T3 | 8.9237TE -4 | 4.8812E -4
Ty | 7.8695E —4 | 1.9116E -4
Ts | 2.6904E —4 | 3.2655E -5
"Ts | 5.8576E —5 | 2.4412E -5
Tr; | 3.9579E -5 | 1.4034E -5
Ty | 1.5870E -5 | 9.5464E -6
Te | 1.6832E -5 | 9.4963F ~6
Tio | 82177TE—6 | 8.2518E —6

table3: S=5

These solutions belong to IR! and IR™ for table 3. We

notice a decreasing order of magnitude of M SE(6,0°) ,

when numbers ns (observed total accident numbers per
experimental site) go from ]0,30[ to ]11000,13000] i.e,
the convergence of © to ©°.

tabled4: S=20

Table 4 completes this first study of MSE(6, 0°) for
the whole set of the accident intervals and for relatively
high values of S and R. The order of magnitude reaches
1078 for table 4 where the space of the parameters is in-
cluded in IR* in the first case and in IR”®® in the second
case. Further studies was carried out to evaluate the per-
formance of MSE(6, ©°) for small and important num-
bers of accidents. The value of n, was then set in a given
interval and S, the experimental site number, and R, the

 type of accidents, were made to vary. That enables us to

note an important improvement in the estimation and in
the convergence when accident numbers go from ]0,30]
to |1000; 3000(, i.e. when the observed accident numbers

per site grow. Figure 1 below completes the convergence

of the solution and shows a certain stablhty of the MSE
for different values of S

o — —

5 8
Accident slicas

F16. 1 - R=10.

5.2 Application : Tanner’s (1958) data

Here we revisit Tanner’s data. His data concern the
effects of installing approximately circular roundabouts
at seven sites of the same country. We transform the
seven sites in seven types. (column #; to t7) of accident
and the country in one site. So the data are as follows :
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Accident data : Before j)eriod
ti |t |ta| 24 | t5 | te | t7
1161911610215

Accident data : After period
t | ta |t | ta | ts |26 | tr
613|551 012]0

control data
3} t2 i3 t4 ts ts | t7
1.04 112511111236 ] 1.13| 1.69 | 1.61

Thus for type 1, there was 1 accident in the before period,
6 in the after period, while in the whole of the control
site concerned, there were 4% more casualities in the
after period than in the before period.

The estimation of the average effect and of the risks
accident are given by (7). To solve this system, an ini-
tial value of © was inserted in a fortran program of NAG
(2003) software of optimisation algorithms. So we get the
value of parameters (column ©) below. The standard er-
rors (column S.E.) are obtained using Schur complement,

expressions (10), (11) and Microsoft Excel. The average -

effect of changing crossroads to roundabouts is estima-
ted at 0.2833, that is to say an efficiency of 71.67%. We
obtain the same results than Tanner.

Estimation of parameters
parameter O © S.E. -

effect - Bo  0.2833  0.0800
risk-1 pix  0.1103  0.0389
“risk 2 por ~ 0.1356  0.0417
risk3  psx 02173  0.05624
risk 4 par 0.2568  0.0465
risk 5 pse 0.1545  0.0449
risk 6 per  0.0552  0.0267
risk 7 pre 0.0703  0.0295

With regard to the risks of accident in the control sites, .

we observe a high value (25.68%) for the control site
number 4, fitting well with an increase over 136% of ac-
cidents in this site from the before period to the after per-
iod. On the other hand, the risks are less high in the sites
6 and 7, even though the variations of the accidents num-
bers for the periods before and after remain large. Using
the standard errors (S.E.) and the expressions 12 and 13,
we get 95% confidence intervals for the set of parameters
of the model ; these confidence intervals put forward more
general conclusions about the effect and the efficiency of
the change in consideration (crossroads to roundabouts).
Thus, the intérval [0.1265;0.4401] contains, with a pro-

bability of 0.95, the true value of the average effect of the

chénge_. So, the real average efficiency vary from 55.99%
to 87.35%, with a probability of 95%.

95% Confidence Intervals
parameter © LCI UCI

effect Bo 01265 0.4401
risk 1 pr  0.0340  0.1865
risk 2 pax  0.0538 0.2173
risk 3 pae - 0.1145  0.3200
risk 4 pa 0.1656  0.3479
risk 5 pse 0.0664  0.2425
risk 6 per  0.0028  0.1075

0.0124 0.1281

“risk 7 - prk

It’s too possible to test the significance of the average
effect of the change, using the confidence interval of the
Bo parameter : since 1 ¢ [0.1265;0.4401], we reject the
hypotesis Hy : o = 1 against Hy : fp # 1 with a risk
of 5%, concluding therefore to the average efficiency of
the change. Likewise, using the confidence intervals for
Djk, we can judge the risks of the 7 types of accident.
We prove Hp : pjx = 0 against Hy : pjx # 0 for (j =
1,2,...,7). With a risk of 5%, we conclude that theses
nsks are not null, except may be,for the type number 6,
where LCI(pgy) = 0.0028. :

Appendix A : Computing of the Constrained
Maximum Likelihood Equations and of the infor-

- mation matrix

This appendix gives the recent main results concerning
the Schur complement approach for computing subcova-
riance matrices (see N’Guessan and Langrand 2005a).
Through construction of the pattern, two types of pa-
rameters can be spotted out among those linked to §
experimental sites and R accident types :-f, the in-
terest parameter, and the set of auxiliary parameters
Py = (pak, P2k, -+ ,PRE)T, k=1,2,--+ 5. As this paper’
unfolds, one focuses on the joint estimation of those para-
meters and one then poses 6. = (8o, PT, P{,...,,PT)T,
the element from IR**5® thus defined (or actually from
RM5E-1) gince EFI pjk = 1) . We then assume that
random vectors (X11,Xa21),(X12, X22), .+, (X15,X28),
are independent and follow a multmormal distribution
whose form is given by (4). So according to tables 1a, 1b
and 2, the likelihood function linked to the sequence of
(X11, X21), (X12, X22)s .. ., (X185, Xag) I8 :

S
0)= [ u(®) (14)

k=1

where

R

w(©)=ck) ] Pfk"‘(gozrk)m. )
. r=1 (1 + 6o szkpjk)z""

=1
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with z . = T1,k + Tork and

nk!
2 R

[T 1T oot

t=1 m=1

C(k) =

The log-likelihood is given by :

S R
£(8) = constante + Z Z{z;rkloge(prk)

k=1r=1
+ oanoga(f). (16)

- -771kloge 1+ﬁ0 z zmkpmk }

m=1

It is sufficient to derive the function

9001, 2, -, As;0) = L(6)
S R
4 Z)\k(l - Zprk)
k=1 r=1

according to parameters © where Aj, Ay, ...,

Ag are the
- Lagrange’s multipliers. We obtain : :

$2r3 - -'511'.9:6033
5ﬂo 2; Bo(1 + focs) B+ Bocs) |

andfork=1,...,S;J=1,...,R

O9 _ zgk _ mePoZik
Opik Dk
Multiplying this last equation par p;, summing on j and
setting to zero, we deduce that
~ nk
/\k = =
1+ PoCk

Setting the partial derivatives of g to zero and replacing
Xe by its expression, we obtain the maximum likelihood
equations under linear restraints.

Furthermore, the asymptotic Fisher information matrix

k=1,...,5.

Jo is then given by the following (1 + SR) x (1 + SR)
mafrix : oL
To =H(-555e7)

evaluated at different points on the line segment joining
©° and 6 the constrained ML, and the S x (1 + SR)
constraint matrm Ho = (H1,Hy) with H; = 5 8 Sx1
P a § x (SR) matrix. Consequently, the
x (1 + S(R + 1)) bordered information

matrix, Hy =
(1+S(R+1))x
matrix is given by

_ Ja Hg - [ T UT ]
Te= [ Ho Oggs },' %=1 vs Be a7)

where Usg is a (SR) X 1 vector as follows
T
Up = [Ug 1) Ue 2: U@ S] ) (18)

and Jg and Hg are matrices as follows

Bes O ... O

Be = O o ., (19)
: 0
O ... O Bes
0 1% of ... 0%

: ' T 1T .. @ |

Hp = 0 O_R o , (20)
T 14
0 0% 0% 1%

with 79 = E(— 8ﬂ aﬂ ) ascalar, Ug  a Rx1 vector whose

components are E(- W) ( = 1,2,...,R), Box a
20 .

R x R matrix which entries are E(— m) (jym =

1,2,...,R),and 0} =(0,...,0) a R x 1 vector of zero.

So taking the second derivative of the negative of £(©)

with respect to the components of ©, one shows (see
N’Guessan and Langrand 2005a for details) that

- Vi < Zg, P >
Te = , 21
;ﬂo(1+ﬂo<zk,1’k >) )
where ' ‘ A
< anPk >= Z ZmkDmk
m=1
with
Ty = (o 2ok, 2mE)
and, fork=1,2,...,5,
_ Nk
. ™= T 8 < Zg, P >’
/2
Uo i = —tVok (22)
ﬂoni/z
and
Box =1k ~ Vo sV ) (23)
‘ with 12 ‘

Vo = ﬁol'f;gzk
N

1
Qo = diag ( .+,3021k,_”, 1+730sz> .
: Dk DRk

lemmal Fork=1,2,...,s
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() 1 2 logy, < <2472
2 Z,P
(i) | Vo lagy, < e ies <1i
(1)  matriz Bg i is nonsingular and

B3k =7 (Q5k + 1% % Vo i Vo 1265,

with te = (1= | Vo gz, )™
lemma 2 \ .
(i) |lUs ”351 <Tg,

(ii)  (Jo/Be) > 0, where (Jo/Be) is the Schur com- ‘

plement of Bg in Jo.

lemma 3

(Jo/Te) the Schur complement of T in Jg is a (SR)
(SR) nonsingular matriz with

(Jo/70)™*

where each block Jim is a R x R matriz given by the

Schur complement of (Jo/Be) in the (1+ R) x (L+ R)
matriz
(Je/ Be) Beim

- with 8 m s the Kronecker symbol.
lemma 4

The S x § matriz Qe

= Hy(Jo /7o) H is nonsin-
gular and :

Qa' = A" - [(AG'/Ke) A5 ¢060AG .

lemma 5 We get the following rés_ulté

’ R
, ' ZmkPmk
1) Agr= —
©) Lo m2=:1 1+ Bozmk

(i) 11 353, = [troce(%g )

- Bam A
1, 020k
Tk

Z’Yk[ <Zk,P]g>
poet By -

'thk
| 2k HQ—: )

ter,k
g | 1R-“,2961k

(i) (AS/Ae)

J

R 2
. 2. PrkZpy
) Zi o<1 = LA Tme
( ) ” “Qe,lk mel 1 + ﬂozmk

Appendix B : Computing of the asymptotic
standard errors

- This appendix gives the recent main results concerning

the asymptotic covariance estimation using Schur com-

- plement (see N’Guessan and Langrand 2005b). The re-

straints m.l.e (RMLE) of ©p , provided it exists, is vector
8 which satisfies

oL Ay
(3506 + +HA=0, R(6)=0 (24)
‘where X is a vector of § Lagrange multipliers. Let
Mo = J5'(Jo+(s5f)) & (1 + SB) x (1 + SR)
matrix , Qo = Ha(Je/re) 'HY a.§ x § ma-
tix , % = J3'HZQs' a (1 + SR) x S
matrix , g = HzBeer a S x 1 vector,
ho = dingll1r I3z, Ta lBzs, - 12 13ot)
§ x S matrix with || 1 ”gé.lu = l'ng.lkl R,and
Ae o
A“’=[ 7 ] 25
S = & (Jo/Be) (%)

a (§+1) x (S+1) matrix. We assume for the rest of the

- work that the following COHdlthDS are verified :

(A1) (6,})isa

consistent solution of the latter equation.

Proba Proba

(A2) Mg I8 0, 3 — B0 %0,
| ®oo |< 00, When ng and N = Zk=1 ng —00
(A3) (§B)en " N(0, V).

Theorem 1 Matriz I'g is nonsingular and
T’ =[ --1We -1 Jéng?él ]
Qs Heolg Qs

where Weg, the leading (1 + SR) (1 + SR) matriz, is
gwen by

, We(l,1) WZI(2,1
=] wZEmi wo |

with We(1,1), We(2,1) and Wo(2,2) respectively a sca-
lar, a (SR) x 1 vector and a (SR) x (SR) matriz as

follows :

We(1,1) = (AS’/Ae)f1

. 26
= o*(fo) ()
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We(2,1) = ~(Jo/Be)[B5"Ue where wj = B
- (Jo/T0) " H; Q5'¢6) (27) the diagonal eleme;zts of matriz Qg,lk,
=00V (f; B 00 = 1 [68 - (Jo/ Bo) 2],
We(2,2) = (Jo/70) ™! vk =14 Bebojmasy; (= 1,2, B).
- Uofre) B Q5 alofre) (3
= COV(B;B)

Theorem 2 Under conditions (A1) - (A3) the asymp-
totic distribution of © is :

g Puir N(@o; Weo)
where Wo = J5' - Jg HS Qg  HoJg' is the (1+SR)x
(1'+ SR) partitioned matriz given above.

Theorem 3 Under the same assumptions as theorem
above, the R x R between covariance matric of P, and
P, 1s

COV (Py; Pr) = Jim

S .S
=S 102 Ai,ij,i)]-R,R:| Ji,m
=1 L =1 |

(29)

km = 1,2,...,S. Where Jxm 18 a R x R matriz given by
the Schur complement of (Jo /Be) in the (14+R) x (1+R)
-matriz v " '
(Jo/Bo) Ug',mBGim ]
' Bé}kUe,k . Jk,mBé,k '

and

o = 5k,m .

e =~

11

(Y /A0) Mitm W tmAe kBom

2 112 ’
NNl 1R ”Bg}k 1z ”BS.Im

with & m the usual kronecker symbol and 1p p =1 Rl}r{
the R x R matriz with all entries egal to one.

Corollary 4 Under the same assumptions as theorem

above and when the measure is applied to a single site
(S = 1) with different accident types (R > 1), the co-
variances between the different components of the R x 1
vector By, are as follows

cov(Bjk, Prmk) = Vi Wik Wk Ok Ve ZikZmk
— Ak kT YikYmk) (31)
(j#m=12,...,R)

g (Pﬂ») ['wak

+wl Gemezdy — Ak h), (32

(j=1,2,...,R)

(30)
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Annexe AQ7 :

C. R. Acad. Sci. Paris, Série 1, 337, 219-
222 (2003)

Constrained estimation of a road safety covariance ma-
trix using Schur complements
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Abstract

We consider a collection (Y14, Y21), ..., (Y15, Ya5) of 5 independent couples of 2r-dimensional random vector with r > 1.
We assume that each couple has a multinomial distribution linked to an unknown vector parameter and an extra set data. We
deal with a formal inversion of a Fisher’s information matrix connected to those couples using Schur corhp]ements approach.
To cite this article: A. N’Guessan, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 337 (2003).
© 2003 Académie des sciences. Published by Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Estimation sous contraintes d’une matrice de covariances dans ]a modélisation d’accidents de la route par
complements de Schur. On considere (Y, Y21), ..., (Y15, Y25) une collection de s couples indépendants de vecteurs aléatoires
de dimension 2r avec (r > 1). On suppose que chaque couple est distribué selon une Joi multinomiale dépendant 2 Ia fois d’un
vecteur parametre inconnu et d’un ensemble de données supplémentaire. On étudie I’inversion formelle de I’information de
Fisher issue de ces s couples par le biais de la technique des compléments de Schur. Pour citer cet article : A. N’Guessan, C. R.

Acad, Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
© 2003 Académie des sciences. Published by Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction and motivation

N’Guessan, Essai and Langrand [6] deal with the multidimensional estimation of the effect of road safety
measure applied to s (s > 0) entities (sites), each one including r (r > 1) mutually exclusive different accident
types and linked to a specific control area. They consider a collection (Y11, Y21), (Y12, Y22), ..., (Y15, Ya5) of 5
independent couples of 2r-dimensional random vector and assume that, for fixed k, each couple (¥ix, Ya;) has
multinomial distribution denoted by M (ny; ITir (o), [Ta (et)), where

Mu(e) = (mrie(@), mor(@), ..., mrk (@),

E-mail address: Assi.Nguessan@polytech-lille.fr (A. N’Guessan).

1631-073X/$ ~ see front matter © 2003 Académie des sciences. Published by Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights

reserved.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00309-1
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nk (ng > 0) is a given integer, @ = (Bo, BNT € R'*™*" a unknown vector parameter, 8o (o > 0) a scalar,
B=(BT,....BNT € R with Bt = (Bik, ok, ---, Bre)T € R” and Bji > 0. The components (@) of the
r x 1 vector probability ITx(a) are given by a continuous differentiable functional link g:R'*" > 10, 1{ so
that ;¢ () = g(z, @) and

Pk _qij=12..m
1+ Bo(zk, Br) o

glzx, ) = _ ,
___ZJL'BOﬁL, t=2; j=1,2,...,r,
14 Bolzx, Br)
where (,) is the usual inner product, zx = (Z1k, 22k - - - ze)T a given extra set data connected to the control area

of each couple k. The latter authors are interested in the m.l.e. @ of @ and its numerical consistency under the
restraints Ag (¢) = 0 where
hr()=1,,8:)—1; k=1,2,...,s, 2

with 1, = (1,..., )T € R”, the vector of unity. The main motivation of this Note is to make their paper complete
by investigating the asymptotic precision of &, i.e., the asymptotic variances—covariances matrix.

2. Technical intermediate results

In the following we note H, = (Hi, Hz) the constraints matrix with H; = 5‘%”5 a s x 1 matrix, Hy = g—% a
s % (sr) matrix, h = (h1, ha,..., hs), L(a) the log-likelihood function based on the s couples, J, = E(— aa:_al&)'
the (1 + sr) x {1 + sr) information matrix evaluated at different points on the line segment joining a9 (the true
vector parameter) and &. Statistical aspects of asymptotic results of restraints m.l.e. & and related problems have
been extensively discussed in Aitchison and Silvey [1], Crowder [2,3], Harville {4], Lee [5], and Van Eeden [9]. It
can been shown under regularity conditions, that & is asymptotically normally distributed and its covariance matrix
strongly depends on the fact that both J, and HyJ; ' HJ are nonsingular. Technical lemmas below elaborate
these points. The technical demonstrations and further straightforward matrix manipulations are displayed in

N’Guessan [7].

Lemma 2.1. Let us note Vy ;= W%%Zﬁ_k)(z'k' 2%, .., Zr) T ar x 1 vector and 2y = diag(-‘iﬁﬂ, %Z—Z"
1+B0zrk ; — e 2 {ze Br). 33 2 Bolzk.Bi)

covs —IG%E) ar x v matrix. Then for k =1,2, ..., 5: (i) IIZkIIQ‘;}‘ < =B (i) "Vk”f?;} < T < 1.

Lemma 2.2. Let us note By x = yi(2ax — ValkV;r'k) with y; = mfém Then (i) fork=1,2,...,s; Bc:,lC =

7 (2ap + 2 Vak VIR Qi o= (1= WVl ™" G0 Ul < i where By = Bloc — diag(Ba, ...

Bays), U= (UL |,..., UL )T a(sr) x 1 vector with Unx = % Vo and ta = 3§ _, Wﬁ%

Using model (1) above and after some straightforward derivations and matrix manipulations one obtains:
(= U
(g )
Following Ouellette [8] we note (J,/Bg) (resp. (Jo/7a)) the Schur complement of B, (resp. 1) in Jy and defined
by (Ju/By) =ty — UT B ' Uy (resp. (Ju/Ta) = Ba — Uaty ' UD.

Lemma 2.3. () (Jy/Bg) > 0; (i) (Jo/Ta) is nonsingular and
(Ja/ta) ™ = B + (Ju/Ba) "' By ' Ua U By . 3)
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Lemma 2.4. (i) J; ! exits and

71 ( (Ju/Ba) ™! —(Ju/Ba)"'UTBI .
¢ " \-B;'Ua(Ja/Bo)™! e/ Ta) ™! ' @)
(ii)
- - - - _ _
(Halg ' Hg) ™ = 45" = ((a/Ba) + 16l ) ™ A ab 47, )
where £y = HyBT ' Uy a s x 1 vector and Ay = diag(||1, “i_‘, lelli_; yeres lllrlli}_l) as x s matrix.
a,l a2 o, 8

Remark 1. Lemmas 2.3 and 2.4 provide from general applications of well-known results of Schur complement
about the inverse of partitioned matrix (see Ouellette [8], pp. 201-204) and combine model (1) and constraints (2).

3. Main result

The restraints m.l.e. of ¢g, provided it exists, is the vector & which satisfies
aL .
— HIX=0, h(&@)=0,
() +afimo. o o
where A is a vector of s Lagrange multipliers.
Let My = J7' (Ja + (2L)) a (14 57) x (1 + 5r) matrix, R = Ho(Ja/72) ' H a s x s matrix, ®q =
J7VHTRS a (1 +s7) x s matrix.

Theorem 3.1. Suppose that

(A1) (&,R) is a consistent solution of (6).

(A2) M; T80, @5 — B0 =220, [@,0] < oo

Distr.

(A3) (8E)p0 ~ N(O, Jp0).

Then the asymptotic components of the covariance matrix of & are:

o2 (o) = ((Ja/ Ba) + Wl 1) ™
Var(B) = (Ju/Ta) ™" = (Ju/T) " Hy RS H2 (o /7)™,
COV(B, fo) = —(Ja/Ba) ™ (BS 'Ux — (Ju/Ta) ™ HY Ry ' Ea).

Proof (outline). Application of the mean value theorem at o to (6) and Lemma 2.4 give

oL A 0 TS

= - e — HT) =0,
<6a>a0+Ja(Ma Iysr) (8 — %) + Hy -
Hy(@ —af)=0.

Under constraints (2) and (A1) to (A3) and using a version of a theorem of Crowder ([3], Section 2), then

& — a®\ Disu. 0./ Wy O
< e )“‘N<(o>'( 0 Rao)>’ ®

where Wy = J7! = J7VHTRZVHL IS na = R k. Now using formula (4) of Lemma 2.4 and after some matrix

[+

manipulation (N'Guessan [7], Appendix A.2) the components of W0 above fellow. We will make capital out
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of those results at subsequent papers in order to bring forward asymptotic confidence intervals and correlation
coefficients (N’Guessan [7], Section 5). O
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Sur la distribution asymptotique de certaines statistiques
utilisées dans le domaine de la sécurité routiére

Assi N’GuessaN et Claude LANGRAND

Résumé — L’étude porte sur I'effet d’une mesure de sécurité routiére; on dispose, avant et aprés
cette mesure, des effectifs d’accidents enregistrés dans s sites comportant chacun r types d’accidents.
On note 6, le paramétre effet de la mesure au site k(k=1, 2,..., 5). On propose une statistique
pour éprouver I'hypothése Hy:0,=8,=...=86,=8 et on étudie sous certaines conditions la loi
asymptotique de cette statistique.

On the limiting Distribution of some statistics used in road safety studies

Abstract — To evaluate the effectr of a road safety measure, the number of accidents before
and after the measure, classified in r categories, are observed on s sites, with 0, the effect of the safety
measure for the site k(k=1,2,...,5). We propose a statistic to test the hypothesis
Ho:0,=8,=...=08,=0. Its asymprotic distribution is given under certain conditions.

1. INTRODUCTION ET MODELES. — On considére le probléme de I’évaluation statistique
de lefficacité d’une mesure de sécurité routiére dans le cas ou les observations portent
sur des sites traités et sur des sites de contréle sur lesquels la mesure n’est pas directement
appliquée. Pour tenir compte des difficultés liées au choix de la période d’observation,
au choix des sites traités et des sites témoins (voir [1], [2]), on a utilisé des rapports de
contréle calculés pendant la méme période sur des zones étendues entourant le site
expérimental pour « corriger » le nombre d’accidents escompté aprés la mesure. On
suppose ainsi disposer de I'observation avant et aprés cette mesure des effectifs d’accidents
enregistrés dans différents sites expérimentaux comportant chacun plusieurs types d’acci-
dents. Des modéles basés sur une distribution multinomiale permettent de répartir les
accidents de chaque site expérimental entre les différents types en tenant compte de
I'évolution de I'effectif de ceux-ci observés indépendamment de la mesure imposée (notion
de sites de contrdle). On propose une statistique pour éprouver I’hypothése H, et on
étudie sous certaines conditions la loi limite de cette statistique. On note :

s le nombre de sites expérimentaux ou la mesure est appliquée;

r le nombre de types (catégories) d’accidents retenus dans I'analyse;

X=X Xyags - - -» X [resp. X =Ko Xazg - - -2 Xan)] le vecteur aléatoire
(v.a.) donnant les effectifs desr types d’accidents sur le site expérimental k&
(k=1,2,...,s) avant (resp. aprés) la mesure et dont une valeur observée est (x,,,
Xigks - - o X100 [T€SP- (X534 X200 - - -5 X2nd];

x. ., Deffectif total des accidents survenus dans le site & au cours des deux périodes,
(x. ., est détermingé);

. s

N= ¥ x., le nombre total d’accidents enregistré au cours des deux périodes;
k=1
i k=1,2,...,5 j=1,2,...,r) le rapport de contrdle spécifique 4 la catégorie j
du site k (c; >0, non aléatoire et parfaitement bien déterminé par les effectifs d’accidents
observés, avant et aprés, dans le site de contréle associé au site k);

Note présentée par Robert FORTET.

0764-4442/93/03170401 $ 2.00 © Académie des Sciences
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Pi:(0<py<1) la probabilité pour qu'un accident qui se produit dans le site expéri-

mental k avant la mesure soit du type j, Y, pu=1;
j=1
. J
6= Y. CjPj le coefficient moyen de contrdle au site k.
i=t
On suppose que les v.a. (X, X0, (k=1,2,...,5) sont indépendants et suivent
chacun une distribution multinomiale :

M (X5 9116 B Py - - o5 @1nk O Pi) @21 (Bn, Py - - -, 424(8, PY)

modéle 1 :

Pk O Cu P .
+ (8, PY= L 2 (0, P )= L&) =1,2,...,r
g1 (O ) 1+6,c, 925 00 Py) 116, c, { )
modéle 2 :
P By e Pk .
(8, P)= —"E— . (0,, P )= —“—-& =1,2,...,r
q1jx 6, PY) 1+6,0c, g2 (O P 1+6,c, U )

avec Po= (D1 P2 - - -» Pri) ER” et 6, (0<0,) le paramétre effet de la mesure au site
expérimental k. On propose ci-dessous un test d’adéquation pour décider de I’existence
ou non de variations entre les différents effets 6,. On considére pour cela :

— soit la statistique

r 2 ~ A
A2 = Z Z Z (Xu'k_x“qujk(ea Pk))z
s, r k=1 j=1t=1 X. .kq,j,‘(e, P)

ot & et P, représentent, sous I'hypothése H,, les estimateurs de O et P, déduits de
Pestimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de ®=(8, PT, ..., PDT basé sur
I'ensemble de toutes les données (voir [3]);

— soit la statistique
A2 _Zs: é 22: (lek—x"kqtjk(g) By
k=1 j=1t=1 Xk qzjk(g’ Pk)

ou B et P, représentent, sous I’hypothése H,, les estimateurs de © et P, déduits de
Pestimateur du x*> minimum modifié de ®=(0, P, ..., PDT basé sur I'ensemble de
toutes les données. On se propose d’étudier le comportement asymptotique (N — o0) de
ces statistiques.

2. DISTRIBUTIONS ASYMPTOTIQUES DE A2, ET A2 .

THEOREME 1. — Sous la condition (c) imposée pour k=1,2,...,5s:
(¢) N et x. ,=x..,(N) tendent vers oo de sorte que lim (x..,(N)/N)=r1,,;

N-cw©

la statistique Ai, a méme distribution asymptotique (N — co0) que la variable aléatoire
l+s(r—1)

(v.a): x2,=Z+ Y A, Z2, ou Z est une v.a. de loi de y%_,, ou les v.a. Z,, sont
m=1

iLid de loi A (0; 1), indépendantes de Z, et ou les A, (0<X,, < 1) peuvent dépendre de 0
etdesppk=1,2,...,5/=1,2,...,1.

THEOREME 2. — Sous la condition (¢) du théoréme 1, la statistique Ai . a pour distribution
asymptotique (N — co) une loi de y2_,.
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La condition (c) traduit le comportement du nombre x. ., d’accidents observés au cours
des deux périodes sur le site & quand le nombre total N d’accidents enregistrés sur
I'ensemble des sites tend vers P’infini. Les résultats sont obtenus dans le cadre du modéle 1
et utilisent certaines techniques de [4]. Des calculs similaires montrent que le modéle 2
donne les mémes conclusions. On pose :

Q=% ..., QF ..., QDeR™,
Qi=(4:1:(® Py - . -, 41, (8, P, 9214 (8, P, . - -, 92,4 (6, PY)eR¥,
Bi=P1 - > Pro1 s k=12,...,5)%
o=, L, ..., B, ..., BD)T

g I'application de R~V dans R!** qui 4 ® associe g (P)=0
o=, ... I0F, . .., I eR>

on
HI= (7[1 lk(e’ Bk)’ coes Ty (ea Bk): Tork (e’ Bk)’ o s‘ Tark (97 Bk))e RZr

et T, 6, Bo= ik 8, Po;

D, la matrice de taille (2sr, 1+s(r— 1)) dont chaque élément est donné par I’expression
;% (O, /00,,) évaluée au point ®=®°, ou ®° est la vraie valeur du paramétre ®;

YeR* le v.a. tel que Y, =X, — x. , tl/[x. o nip]V/? avee 1l =, (0°).

Le point (8, P,) [resp. (6, By)] est déduit de @ (resp. @) par l'intermédiaire d’une
application laissant invariant 8 et transformant (P7,...,PL, ..., PDT fresp. (BT, ...,
Br, ..., BD" en Py (resp. By). Afin d’alléger les notations, on utilise dans la suite g, (®)

pour g, (8, P,) et n;, (@) pour m,; (8, By

LemME. — Lev.a. Y est asymptotiquement (N — o0) normalement distribué de moyenne
. . . o T . ‘
nulle et de matrice de variance-covariance 1,,—TIY2TIY*", ou T1'/? est le vecteur & 2sr
dimensions de composantes les (n)'/? et L,,, la matrice identité de R**".

2.1. Démonstration du théoréme 2. — A Paide de 'application g, on raméne la démons-
tration au point ®eR!**¢~ 1, L’estimateur ® de ® obtenu avec la méthode du y?
minimum modifié est solution du systéme d’équations :

3

r 2
vy y KeTxaTd Mooy o 1),

’
k=1 j=1t=1 Tk a0,

Par différentiation du membre de gauche de I’égalité ci-dessus au voisinage de ®° et
puisque la matrice D=A'2D, [on AY?=diag (A}?, A}? ..., Al?) est une matrice
bloc-diagonale de taille 2sr avec A}/?=(x. )2 1,,] est de plein rang, on a

(@-2%=(D'D) ' DTY+o,(1).
Soit AeR?* le v.a. défini par A ;=X ;= x. . T BIx. o7 ()12 En utilisant le

développement de Taylor en probabilité de (®) 4 'ordre un au voisinage de ®°,
I'inégalité de Tchebycheff et I’expression de (& — ®%) ci-dessus, on montre que :

A=(1,,-D(D'D) ! D) Y+o,(1).

1l faut donc connaitre la distribution asymptotique de ATA ol
A=(1,,-D®D'D)"'DNY.
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2sr

En vertu du lemme on montre que ATA est distribuée comme Y. 1, Z2 oules v.a. Z,,
m=1

sont i.i.d. de loi 47 (0; 1) et ou les A, sont les valeurs propres de la matrice
0=1,,— "2 [1*?"-D(DTD)~! DT.
Or () admet (sr— 1) valeurs propres égales 4 1 et (sr+ 1) valeurs propres égales a 0.

2.2. Démonstration du théoreme 1. — On note a une constante additive prés
E r 2 '

L@)=73 Y ) xuylog (m(8, B)) la log-vraisemblance relativement au paramétre @
k=1 j=1 =1 )
et J la matrice d’information de Fisher associée et définie par
Ju=-—E [(az L (®)/00, ad)t)(o=o°)]-
En calculant le terme entre crochets, on montre que :
J=D'D+J*

5 r 2
w5 £ e (25) ]
k=1 j=11t=1 TCtjk((D ) 6d>,6¢',,, (©=0%,

D’autre part, 'EMV & de ® est obtenu en résolvant le systéme d’équations :

dL
<E>@)—O’ m=1,2,..., 1+s(r—1).
En utilisant ces équations et la décomposition ci-dessus de la matrice J, on montre que
(®-2°)=(DTD+IJ*) DY +o,(1).

Si on note maintenant A € R?" le v.a. obtenu en remplagant ® par & dans I'expression

de A, on montre de fagon similaire que :
A=[l,,~D(D'D+J* DT Y+o0,(1).
2sr

La statistique A2, a méme distribution asymptotique que Y. A, ZZ2 o les v.a. Z,, sont

m=1

avec

i.i.d. de loi A" (0; 1) et ou les A, sont les valeurs propres de la matrice
£'1=IZS,——II”’I'I”ZT—D(DTD+J“)‘1 DT-DDTD+J*)"1J*(D*D+J*)"!DT.
On démontre que Q posséde (sr— 1) valeurs propres égales 4 1, s valeurs propres nulles
et (1+s(r— 1)) valeurs propres comprises entre 0 et 1.

Note remise le 16 mars 1993, acceptée le 22 avril 1993.
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Abstract

One is interested in the asymptotic matrix of the constrained m.l.e. (maximum likelihood
estimator) of a multidimensional parameter connected to a road safety measure. He
achieves the explicit asymptotic covariance matrix of the constrained m.l.e. and the
explicit form of certain estimated standard errors through Schur complements technical
inversion method. This approach also provides a powerful tool to compute formally the
explicit estimated between and within variances covariance’s matrices of block-
components of the restraint m.l.e. ease of implementation without matrix program
inversion is an attractive aspect of this new approach. Some examples of formal
estimation are discussed to back up the method.

Keywords: Road safety measure, multinomial model, constrained maximum likelihood,
Schur complements, asymptotic covariance’s matrix, formal estimation.

Résumé

On s'intéresse a la matrice de covariances asymptotique du m.l.e. (estimateur du
maximum de vraisemblance) sous contraintes d’'un paramétre multidimensionnel lié a
une mesure de sécurité routiére. Il fait appel a une technique formelle dinversion
matricielle appelée compléments de Schur pour obtenir explicitement la matrice de
covariances asymptotique du m.l.e. sous contraintes ainsi que I'estimation formelle de
certains écart-types. Cette approche est un outil puissant qui permet également
d’estimer la structure analytique des matrices de variances covariances inter et intra de
bloc d’éléments du m.l.e. sous contraintes. La mise en ceuvre simple et sans obligation
de programmes informatiques d’inversion matricielle de cette nouvelle approche le rend
d’autant plus intéressante. Quelques exemples d’estimation formelle sont fournis pour
étayer la méthode.

Mots-clés: mesure de sécurité routiere, modele multinomial, maximum de
vraisemblance sous contraintes, compléments de Schur, matrice de
covariances asymptotique, estimation formelle.
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1. Introduction and review

In many estimation problems, particulary in multivariate statistics, the parameters in a model are not
functionally independent, that is, there exist certain relations connecting them. Nevertheless, it may be
undesirable to eliminate redundancies for reasons of symmetry, or because the natural interpretation of
the parameters would be lost, or because of mathematical untractability. Statistical aspects of estimation
in restricted parameter spaces, asymptotic results for constrained estimation and related problems have
been extensively discussed (see for example Harville 1997, Lee 1979, Van Eeden 1996).

More precisely, Aitchison and Silvey (1958) consider the case of i.i.d. observations. They prove, un-
der certain conditions, asymptotic existence, consistency and asymptotic normality of a solution of the
likelihood equations. Silvey (1959) deals with the i.i.d. case, but allowing the information matrix to be
singular. He uses the alternative approach to proof of consistency due to Wald (1949). Crowder (1984)
considers the case of non i.i.d. observations when the parameters are constrained and uses inequality
constraints as an application. His asymptotic results and formal methods stem from those of Aitchison
and Silvey (1958) and Silvey (1959). Also, more emphasis is placed in Crowder’s (1984) paper on the
precise manner in which the constraints may be used to construct a suitable nonsingular version of the
information matrix and the connection with parameter identifiability. Neuenschwander and Flury (1997)
give an alternative proof of a theorem by Silvey (1959) for the asymptotic covariance matrix of the max-
imum likelihood estimation (m.l.e.) under different types of constraints in the parameter space. They
show how the different types of constraints can be treated in a unified way and applied to a variety of
statistical estimation problems.

N’Guessan et al (2001) deal with the constrained estimation of the average effect of a road safety
measure using before-after accident data tables. The latter authors consider independent non i.d. multi-
nomial observations under linear constraints and are interested in the existence and convergence of the
restraint m.Le. connected to their model via simulation studies and mean square error. But they don’t
include the accuracy of the constrained m.l.e. i.e. the asymptotic covariances matrix. Also, their method’s
drawback is that both parameters’s space dimension and constraints’s number increase with the size of
before-after data tables used and thereafter the dimension of Fisher’s information matrix to invert. One
knows that this situation sometimes affects the numerical inversion results and impair the accuracy of
standard errors.

The main motivation here is to make their paper complete by investigating the asymptotic variances
covariances matrix of their m.l.e. in order to obtain an explicit form of estimated standard errors without
calling numerical matrix inversion programm. The formal methods combine Fisher’s information matrix
related to model below, the notion of Schur complements for the inversion of partitioned matrix (Ouellette
1981; N’Guessan 2003a) and the results of Crowder {1984).

The constrained multinomial model and notation in section 2, used to share the total accident number
in each experimental site at the same time between both periods and among the different accident types,
stem from those of N’Guessan et al (2001). In section 3 some techinical intermediate results are derived
to support the foregoing theoren and its corollaries. We particulary use the model and constraints below
to derive that the Fisher’s information matrix is nonsingular. Section 4 is exclusively centred on the main
result. its proof is given in the appendix. In section 5 some formal estimation examples are discussed to
back up the method . Some concluding remarks are displayed in section 6.
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2. Statistical Model and notation

The statistical models used in the before-after estimation of a road safety measure efficiency heavily
depend on the available data and on the targets set along with the measure(see for example Danielson
(1986 , 1988), Hauer (1997) , Barry et al (1999), Abdel-Aty et al (2000), Gaudry and Lassarre (2000),
Beenstock et al (2001). Some factors such as traffic evolution or weather conditions, etc... must be con-
sidered when interpreting the estimation results; if when studying other data (such as the variations of
the accident number on a similar site where the measure is not applied) one can notice that the accident
number is multiplied by a ¢ factor (control or evolution coefficient), that factor must be taken into account
when appreciating the measure’s efficiency. When a measure is simultaneously applied to several sites,
considering the use of that very factor whatever the site is generally not realistic because of site location
for example. That is why Tanner (1958) introduced the notion of control area and defined a control coef-
ficient for each site using the ratio of the accident number after to before in the control area. Let’s now
suppose that, the measure having been applied to several sites, the total number of accidents for both
periods in each target site is avalaible. Then let’s retrospectively focus on the measure’s average effect
in each site on a certain number of accidents (fatal accidents, seriously injured people, slightly injured
people, material damage, etc...). Such an approach introduces a third dimension (accident typology)
to Tanner's pattern and statistics and imposes the estimation of the measure’s average effect through
before-after tables of accident data. With that in mind, N’Guessan (1993), N’Guessan and Langrand
(1993) generalised Tanner's approach to before-after tables of accident with control area. In their papers
they supposed that the same road safety measure had been applied to several sites, each one including
mutually exclusive different accident types and linked to a specific control area. Recently, N'Guessan et
al (2001) are interested in the constrained m.l.e. of the average effect of a road safety measure in presence
of random control area data and focus their attention on its numerical convergence via the value of the
mean square error for before-after tables. They deal with the multidimensional estimation of the average
effect of road safety measure applied to s(s > 0) entities (sites), each one including r(r > 1) mutually
exclusive different accident types and linked to a specific control area. They consider a collection

(Ylla Y21)1 (Y121 YZ?); DRI (Y151 }/28)
of s independent couples of 2r— dimensional random vector and assume that , for fixed k, each couple
(Yik, Yor) has multinomial distribution denoted by M(ny; Iix(a), [Izx(c)) , where
ek (@) = (mak(@), meak(@), - - ., Terk()),

ng(ne > 0) is a given integer, o = (Bo,67)T € IR'™*" a unknown vector parameter, Fo(fo > 0) a
scalar, 8 = (B7,...,80)T € R*" with B¢ = (Bik, B2k, -+ k)T € IR™ and Bjr > 0. The components
Terk () of the r X 1 vector probability Il () are given by a continuous differentiable functional link
g: IRMeT 10,1 so that mi(a) = g(zk, @) and

Bk .
t=1; j=1,2,...r
1+ 6o < 2k, Bk > .
9(zk, @) = (1)
25k Bobsw t=2; j=1,2,....1
1+ 6o < 2k, Bk >
where <, > is the usual inner product, zx = (z1k, 22k, - .-, 2rk)T a given extra set data connected to the

control area of each couple k. The latter authors are interested in the m.l.e. & of o and its numerical
consistency under the restraints hy(a) = 0 where

hk(a) =< 1raﬂk>"1;k=1121"'15 (2)

3
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with 1, = (1,...,1)T € IR" , the vector of unity. The construction mechanism of the statistical patter
above is displayed in N’Guessan et al (2001). Let’s indicate that in road safety modeling o represents
the average effect when combining all data tables and vector 8y , for fixed & , denotes the probability
distribution (or risk accident) connected to extra data 2 of control area k such that Z;=1 Bjx = 1. This
is the natural and practical interpretation of the constraints (2).

In the following we note H, = (Hy, Hz) the constraints matrix with H; = a%% a s X 1 matrix, Hy = g%
a s X (sr) matrix, b = (hy,ha,...,hs), L(a) the log-likelihood function based on the s couples, J, =
E(—%), the (1 4+ sr) x (1 + sr) information matrix evaluated at different points on the line segment
joining o (the true vector parameter) and &. It can been shown under regularity conditions, that & is
asymptotically normally distributed and its covariance matrix strongly depends on the fact that both J,
and H,J; 1H2 are nonsingular. Technical lemmas below elaborate these points. The foregoing theorem
concerns the main result and gives the formal expressions of the components of the asymptotic covariance
matrix connected to model (1) and constraints (2). We achieve those explicit forms through the notion of
Schur complements well presented by Ouellette (1981). She also presents an unified traitment of standard
results on inverses , and g-inverses of partitioned matrices using Schur complements and discribes some
areas of statistics in which this notion arises. It is the same for spatial prediction and temporal backcasting

(Le et al. 2001) or log-linear model estimators (Rivest and Lévesque, 2001) or longitudinal data models
(Frees, 2001) and so on.

3. Technical intermediate results

lemma 1 Let’s note V, 1, = T%?%,S(Zlk’ 29Ky .., zrk)T ar X 1 vector and

o,k = diag( 1oz Hg::”‘ ey 1+§°:"‘) ar X r matriz. Then fork =1,2,...,s

; < > . B>

i) | ze nn-l < SEmbe> ) || Vak ||Q-1 < gl < L

Proof. i) Usmg the fact that - <1 for all z > 0, one obtains after matrix manipulations,

| z& II?‘:;‘k < 3 (Zm 1ﬁmkzmk) = 52_13253

ii) This part follows from i) and the relation between the vectors Vi and 2z, =
lemma 2 Let’s note By x = Ye(Qak — Vo,kV, k) with vk = Then
i) Fork=12,...,s

Bk =7 0k 4O Var VEQTL) te= (1~ || Vak llg-1) ™"

i) || Ua “23;1 < Ta; where By = Bloc—diag(Ba,1,...,Ba,), Us = (UL,..., UL )T a(sr)x1 vector

. _ — o VSR, P>
with Ua k= EV k and T, = ZZ 1 ﬁo(l";‘;;:zkv;’:>)

Proof. i) Lemma 1 implies that ¢, > 0 for all k, so B k follows from Woodburry (1950) formula (see
also Press et al (1992) pp. 73-78 , Ouellette 1981) or Sherman Morrison formula (1950).

ii) Matrix manipulations and relatlons on the one hand between vectors Uy, x and V,, r and on the other
hand matrices B, x and Q, x imply that

PR (7 S
14+B0<2k,0k >’

2
1 & Vil Ve, ”n;‘k

| U 52 = e
“ '30 k=1 1- ” Va,k ”Q;lk

3)

Using lemma 1, one obtains
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S

| Ua ”?3;1 < Z (1 +ﬁ05<g zk, Bk >) Il Vok “?7;,‘;: < T (4)
k=1

Now we are ready to deal with the inversion of J, and H,J;'HT. Using model (1) above and after some
derivations and matrix manipulations one obtains:

Ta Ug
Jo = .
U, B,

Following Ouellette (1981), and N'Guessan (2003a, appendix B) we note (Jo/Ba) (resp. (Jo/7a)) the
Schur complement of B, (resp. 7o) in Ju and defined by (Jo/Ba) = 7o — UL BZ1U, (resp. (Ju/Ta) =
Bo — Uy 1UT).

lemma 3
(i) (Ja/Ba) >0

(i) (Ja/Ta) is nonsingular and

(Ja/Ta)—l = B;1 + (Ja/Ba)—lBganUch:l (5)

Proof. i) is a consequence of lemma 2 part ii)
i) This result is derived from the combination of lemma 2 and Woodburry formula a special case of Schur
complements inversion. =

lemma 4
i) J;l exits and

. Ja/Bo)™'  —(Ja/Ba)'UTBZL 6
* N\ SBIWalda/Ba)t (Jafma) |

i)
(Hod g HI)™ = AZY — ((Ja/Ba) ¥+ Il a I%2) " AT Eab DAL (7)

Proof. i) uses lemma 2 and the formal inversion of partitioned matrix via Shur complements.

ii) combines the constraints functions (2) and 7). More precisely, straightforward derivations of constraints
(2) show that

Shi
9Bm

where i is the Kronecker symbol. So using the latter formula , part :) of lemma 4 and i) of lemma 3
we can write:

=176 k=1,2...,5m=0,1,2,...,8 (8)

HoJ; Hy = Ha(Ja/7a) " HY — H1(Jo/Ba)7'¢X
= Hy(Jo/7a) 'HT (9)
= Ao + (Ja/Ba) " €at]

The same arguments used for part i) of lemma 2 are applied. =

5
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4. Main result

The restraints m.l.e of ag , provided it exists, is the vector & which satisfies
oL .
(508 +HIA=0, h(&)=0 (10)

where ) is a vector of s Lagrange multipliers. Let M, = J;! (Ja + (ai:g“—a ) a (14 sr)x (1+ sr) ma-

trix , Ry = Ha(Jo/Ta) *HY a s x s matrix , &, = J;'HIRZ! a (14 sr) X s matrix , &, = HoB; U,
a sx1vector, A, = diag(|| 1~ H%_xl, | 1- ”28"2’ NN - H%;l‘) a s X s matrix with || 1, ”23_1;‘ = I,TB;}CIT .

Theorem 4.1 Suppose that

Assumption A1 : (&, ) is a consistent solution of the latter equation

Assumption A2 : M4 Proba 0, 5 — Pyo Probay | Poo |< 00.

Assumption A3 : (85) a0 Digtr. N(0, Jyo)

Then the asymptotic components of the covariance matriz of & are:
0*(Bo) = (Ja/Ba) ™! = (Ja/Ba) ™2 | €a [I7,-1

COU(&BO) = _(Ja/Ba)—l [Ba—an - (Ja/Ta)~1H2TR;1£cx] .
Var(B) = (Ja/Ta)™ = (Ja/Ta) " Hf R Ha(Ja /Ta) ™!

Remark

The proof of the theorem and of the corollaries below are given in appendix. Let’s note that assump-
tion (A1) seems natural and the numerical behaviour is discussed in N'Guessan et al (2001). Theorit-
ical behaviour are displayed for example in Crowder (1984) . Assumption (A2) is designed to support

D;‘}Da Proba 1 1+s(r+1) in the proof where alternatives are possible . Matrices D;ol and Dg are also
defined in appendix. The behaviour in (A43) is for instance discussed in Crowder (1975) and is used to
compute matrix £, . One also notes that H,J IHZ = Rq4. So using lemma 4, R, is nonsingular and

B3 = 05! = (o)A €at DA (11)
Corollary 4.2
UZ(ﬂo) = ((‘]G/Ba)+ “ a "2;1)-1 (12)
where 2
S t2 2 Aa
L et T (13)
k=1 k ” 11‘ “B;lk
with
Bk = 70l (14
and
2 - - ﬂO'YkAa,k
|1~ ”3;,1" =7 1 ':trace(Qa’i) +tk(___nk_)2 ) (15)
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Corollary 4.3 Under the same assumptions than theorem above, the r X 1 covariance vector between the
restraints m.le. of B and By is

Cov(Bk; Bo) = Sa,kzk (16)
where Sy k s the r X 7 matriz as follows
tra?(8 _ 1 _ _
Sok = - bro (o) #Q0% — k(L + P2k 17)Q0 % (17)
e LN TR |
with
tkA Y 2,.,2
Pak = _—_an/;ﬂO’Yk (18)
k
fork=1,2,...,5 and 1., = 1,17 is the r x r matriz with unity.

Corollary 4.4 Under the same assumptions than theorem above, the r x r between covariance matriz of
Bk and By, is
S §
Cov(B; Pm) = Jk,m — Z [(Z Ai,ij,i)lr,r:I Jjm (19)
i=1 L i=1

km = 1,2,....s. Where Jx (resp. Jem for m # k) is the Schur complement: of (Jo/Ba) in the (1 +
7} x (1 4+ 7) matriz

(Ja/Ba) UsiB) (Ja/Ba) Ug mBarm
' R (resp. . ’ ),
B iUk Bii B\ Uak 0
and X
) m 2 tm mAa a,m
o = b _ o*(Bo)tk '7;7 ,k% m (20)
| 1 “B;_l,c NN | 1r “32,1::“ 1, ”B;,‘m
If k = m then we obtain the within v X r covariance of Bk as follows
Cov(Br; Br) = ik — Z [(Z Ai,ij,i)lr,f} Jjk (21)
_ =1Ll i=t ‘ -

k=12...,s.

5. Examples
5.1. example 1: s =1 andr =2

We suppose here that the number of experimental site is equal to one and there are two accident types
with ny the total number of accident of the site and zx = (21x, z2x)T the data from the control area. The
parameter is defined by a = (8o, 8x)T € R® and B = (Bik,P2x)T € IR? with Gop > 0, Bik > 0, and
Bk + Pk = 1. So the dimension of the parameter space is three and we have one constraint. Following
asymptotic results (Crowder 1984 or Neuenschwander & Flury, 1997) and using model (1) and constraints

7
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(2), and after some labouring derivations of the log-likelihood (N’Guessan et al. 2001), we show that the
4 x 4 constrained Fisher’s information matrix is :

k Tk
77-01 g—ovlk [3_0U2k 0
k (k) (k)
—Vik b b 1
r.-| A i1 12

2
e <zk, B> — YkBozmk —_ Tk
where 74 = L5285 4y = == Y = T¥fe<enBes and

Bork K
® 0 14+ fozie  Bozdi _ Bzti2hvi
biv b2 | _ - Bk ni n?
bs) b __,ng%szk'yﬁ 1+ Bozak B3 25 Vi
i Bk ng

In order to get at the asymptotic covariance matrix of the constrained m.l.e & , one must obtain I';!
and take the leading 3 x 3 submatrix. The method proposed here allows everybody to avoid doing this
inversion by using theorem 4.1 as follows; '

setting
1
Ja = 0 ) Qa,k = 1k
Ve Bay 0 1+ ozax
Bo Bak

and Bo k= Y& [Qa,k — Va,ng:k] a 2 X 2 matrix and

k

Va,k = IBO’Y (Zlk,ZQk)T', Hg = (1,1) y
ng

and using corollary 4.2, the estimated standard error of [% is

SE(Bo) = [(Ja/Ba)+ 1€ 132

with X o
(Ja/Bay= B (S20Be> ey o Yoy e Fekla
_ A ] ML
it . R o) el = e
&,k

. Now using the corollary 4.3, one obtains the covariances between the

and As, = -LBiezik Bakzak
&k 1+Bozik :‘k 1+foz2k

subvector parameter 3; and the first component 3, as follows (appendix B)

s oy k0 (B0) [ WBmkzmk . (1 + PakZmi)BmkDak
CO'U(ﬂmkvﬂO) - Tk 1 +ﬂozmk + (1 +ﬂ02mk) “ 11- ”28-—1,‘ (22)

for m = 1,2. Now in view of the proof of corollary 4.4 (see appendix B for details) we obtain
Var(Be) = Jex — A e kv odi i
a 2 x 2 matrix and thereafter we deduce
o*(Bje) = 1" [wik + whe(Bezde — Arpri XJ)] 35 = 1,2

R . o (23)
cov(Bak; Bak) = Vg ‘wikwsk {Bkz1ezar — Ak ke * X1k X k)

8
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wjk is the diagonal elements of Q;}k and
tYE (a2 -1
Or = o (B3 — (Ja/Ba) Mtivk) s Xjk =14 6cDakzik-
k
5.2. example 2: s =2 andr =2

We have two experimental sites and two accident types with ng, n,, the total number of accident
in each site and zx = (z1x,228)T , zZm = (Zlm,22m)T the data from each associated control area. The
parameter and the constraints are defined by a = (ﬂo,ﬁk,ﬁm)T € IR® where By = (ﬂlk,ﬂgk)T € R?,
B = (Bim, Bom)T € R? with fo > 0, Bij > 0, P1k + B2k = 1 and Bim + P2m = 1. So the dimension of
the parameter space is five and we have two constraints. One notes that the additional experimental site
to example 1 has extended the dimension of the parameter space by two and the constrained information
matrix is a 7 x 7 matrix given by

Ta ﬁovlk %U% ’};, Uim 'Z;Lv2m 00
Teoe B pE o 0 10
Bo :
%m U SN 0 10
To= %"lvlm o o M WP o1
0
T im0 0 B b 01
Bo
0 11 0 0 00
o 0 0 1 1 00

7*i,z'sz> + 7"‘7,2'7’;”3 ™2 and the other terms are defined in the same way as in the example

1. It is the same for vectors V,, k , Va,m and matrices Qa K and Q;}n. Setting

where 7, =

Box 1100
Jo=| 2Vew Bax O |, Baz|BP* O m-
7'50 O Bam 0011
_ﬁ%— a,m O Ba,m

and in view of corollary 4.2, the estimated standard error of the first component is

A -1/2
SE(Bo) = [(Ja/Ba) 11 €6 3.1 ]
with
s ~272 A2
52 (< 2, B it Yiti DG
ValB = 3 B (——ﬂ— el u) lealip= 2 o
ie(kmy " Bo i o © defkmy E T UBLL

The covariances between ﬁo and the two other estimators ﬁk and Bm are obtained in the same way as.in
example 1. We have here (see appendix B) one between covariances matrix C’ov(ﬂk, ﬂm) and two within
covariances matrices Var(f;) and Var(3,). So the standard errors of ﬁ]k and ﬁ]m are obtained with
the square root of the diagonal elements of each within covariances matrix. We don’t need any numerical

9
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inversion programm to succed in doing it, only matrices manipulations (product and addition) are called

for. For example (see for furthers technical details in appendix B) the 2 x 2 within matrix Var(ﬁk) is
obtained as folows

Var(By) = TGk + Q0% [Bemzeal + akm(261T + 1,20) — Aepri 2 Xe XE ] Q)
where

-1 —1 2 -2 -1 A-1
bkm = Yk Or + 2Ak,mvk,m7k O — Am,mvk,mAa,ka ak,m = Ak,mUk,m7g Aa,k-

and
-1 tk'YkAa,k tm')’mAa,m
ng Nm )

Vk,m = (Ja/Ba)

6. Concluding remarks

We can use any inversion method (Guttman 1946, ouellette 1981 pp. 255 - 266) or any computer
programm (Press et al 1992, N’Guessan 1993) to calculate numerically and directly the asymptotic co-
variances matrix W, (see appendix) by inverting the matrix

Jo HY
H, ©

and thereafter standard errors are obtained by taking the square root of the diagonal elements of the
covariance matrix equal to the leading (1 + s7) X (1 + sr) submatrix in I';? i.e. W,. However one recalls
that the dimension of the parameter space and the number of constrained related to the model above are
very closed to s and r . So the size of matrix I',, increases with them i.e. with the dimension of accident
data tables which are to be combined. Of course this latter relation may seriously affect the numerical
values of T';! when s and r are large, and sometimes leads to instability in the coefficients of ;! and
therefore in those of W,. The main strength of our approach is its applicability to any dimension of
matrix I'y without being obliged to invert it. It saves a considerable time and precision in calculations
and is accessible to everyone. Theorem 4.1 provides a powerful tool to compute asymptotic variances and
covariances based on relatively straightforward calculations and a reduction of dimensionality. Once data
2z, i have been given and scalars vy, 7o and vectors V, 4, and matrices €04 & have been found, theorem
4.1 gives a general formula for the asymptotic covariance matrix W,. Moreover, if W, denotes the matrix
Wy evaluated at the restraint maximum likelihood estimate & , then estimated variances and covariances
of the parameter estimates can be easily computed, estimated standard errors are obtained by taking
the square root of the diagonal elements of the same matrix, and asymptotic normal theory confidence

regions can be constructed as well. For example, the standard error of ﬁo the element of interest of & is
obtained as follows

. —1/2

SE(Bo) = [(Ja/Ba)+ Il €a 1.1

and without matrix inversion. We can also get asymptotic correlation coefficients by capitalizing on the
elements apart from the diagonal. Furthers numerical developments will make capital out of those results
and remarks at subsequent papers in order to bring forward asymptotic confidence intervals and correla-
tion coeflicients for all components of the restraint m.l.e. &.

Appendix A : Proof of the main result

10
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Proof. of the theorem 4.1
Application of the mean value theorem at o to (10) gives

oL %L . o %
(-5(—1—)0‘0 + (ba—‘az)a(a — ) + Ha’\ =0
(24)
H,(&—a°%) =0.
Now combining lemma 4 and the constraints (2), then likelihood equations can be written as
(%L;)a" + Jo(Ma = Tnysr)(G — ao) + HES‘ =0
(25)

A matrix version of the latter is as follows

R _1,0L -
Da (Oﬂ'—ao) _ ('Jal 6_0.)010) (26)
Né 0

Iyer — Mo —@,4 )
Do=|" © na = Ho(Jo/7a) LHTA.
H, 0,

where

The matrix J;! and D, are evaluated at any point of the line segment joining o and &. Under (41) and
{A2) and using a version of a theorem of Crowder (1984, section 2), then the latter system of equations

can be written as
oL
- 0 -1
a—a Distr. _ J, (_)a° PN
XDl % oa (27)
Na 0

Dao _ Il+sr _(Dao ; D;ol — IH—sr - QaOHaO ¢cz" .
Ho 0O —H o I

By (A3) the asymptotic distribution of the right-hand side of (27) is N(0,X,0) where

JS0
Vo = D;ol o (D;OI)T-
0 0

After some matrix manipulation, we obtain the formal expression of ¥, as follows

where

W, 0
T, = i Wa=J7'—J7'HTRI'H, Y
0 R, :

Now using part i) of lemma 4 and remindering that H; = O, we get:

Jagr _ [ ~Ua/B) L
T\ Ue/r) T H

11
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a (1 + s7) x s matrix and
HJZ' = (~(Ja/Ba)™"€a, Ho(Ja/Ta) ")

a s X (1 + sr) matrix. One deduces the formal compoments of W, as follows

| WerBa)T —Ua/Ba)UEBS | [ (a/Ba) L
| —BrWala/Ba) (JafTe)! (Ja/Te) " HT

RC—!I {_(Ja/Ba)—lgmHg(Ja/Ta)_l] .

After some manipulations, the formal expressions for the variances covariances of & are

WED = (Jo/Ba) ™" = (Ja/Ba) €1 R: 6a(Ja/Ba) ™!

WD 2No/Bo) U B3 + (Ja/Ba) €L B3 Ha(Ja /7o) ™
W = ~B7 Ua(Ja/Ba) ™" + (Ja/7a) " HE R €a(Ja/Ba) ™
Wo(lzz) - (Ja/'ra)—l — (Ja/7—&)—1H2TR;1H2(Ja/Ta)‘1.

Proof. of Corollary 4.2
Using lemma 4 part ii), one obtains

Ri'a = (A" = ((Ja/Ba)t |l €a 1220)7 A5 6atTASY) €

= (1= (Ua/Ba)+ I €a I32) ™" | o 32 ) A2
Y-S B,
(Ja/Ba) + 1 €a Iz

then
| €a Izt = €2 RS o
= LelBe) e
(Ja/Ba) + “ €a ”f\;‘ &M
We deduce

0%(Bo) = (Ja/Ba) ™ — (Ja/Ba) 2| €a 21
1

T (Ja/Ba) + 1 &a P

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

The explicit expressions of || £, Hi;x and || 1, H?B_xk provide from a formal application of lemma 2 as

follows

12
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| €a I3 = ETA
=UTB;YHT A H,BZU,
= (UI,B;1....,UL,BZYY Hy A7 Hy (B3 Uay, -, BZ MUas)
S T
0 .. O
| 1- “B;‘1
1,17
O T
= (UZ1Bz}, - Ua,B3) - 1152, (BZiUat,-- BztUay)
: .0
117
O O —I—
] e ey |
> 11T
=) UasBohi— B Uak
&= I o
_ 7 TQ-1 1,17 ~1
- n2 “kak 2 o,k %k
k=1 g “ 1. ”B;lk
=~ 17
[l €a I3 o
Aa kZ g 1 50 “B“
(33)
and
I Izt = 17 BZL1,
= 131'71:1(901 ke, kVa kVTkQ;}c)lr
= ; '[trace(Q7 ) + ti ﬂo’y" 1707 zk2{ Q3 10 (34)
ni
- - SR
= 7y '[trace(Q7}) + tk~—°~;2—"°1
k
m Proof. of Corollary 4.3
Notice that
COU(B; ,30) = Wém
so using lemma 3 and 4 we deduce
P 1
Cov(; o) = — [Ba'Ua — BL H AZ o)
(Ja/Ba) + Il éa I35
i (35)
=_ s—Isr — By 'HT A7 Ho|BZ1U,
(Ja/Ba) + | &a ”A;1
with r
T
HIAZH, = Bloc-diag(—r — ., 2l
‘ fl 1~ HB;‘"1 1, ”B;‘s

a (sr) x (sr) matrix where each bloc k(k =1,2,...

13

,S) is a r X r matrix given by the expression
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1...1
SE
1 r 12 (36)
=
' ' .1
Hence
P 1 _ 1., ~1
Cov(By; fo) = — (I ~ By, ——"5—) B \Ua (37)
(Ja/Ba) + || éa ”A;‘ - | 1 ”B«:.lk *
for k =1,2,...,s. Now using part i) of lemma 2 we show that
t
BIlUnk = 22Q71 5, (38)
4 nk ¥
and
B0k =7 [ 004 (11T + pasn D] (39)

So after some algebraic manipulations, one obtains the expression of matrix S, and the result of the
corollary. m
Proof. of Corollary 4.4

This proof is an algebriac manipulations of matrices. So we just give the outline. From theorem 4.1 Var(ﬁ)
is the (sr) x (sr) matrix

Var() = (Ja/Ta) ™ = (Ju/Ta) " H RZ Ha(Ja/7a) "

-1

Now using lemma 3 and matrix B! = Bloc-diag(B ,B3%), one shows that

T
By} O ... O] [ B;1U., ]
- O Bgy - _1 | BapUas
Va/ra) = | 7 T — (Ja/Ba)™! . [UZ’,IB;‘“ UT,B3S, .. U;QSB;}S]
. .. . O
L O ... OB, | BaUa,s |
So (Ja/Ta)™t = ((Jem)); k,m =1,2,...,5 a (sr) x (sr) matrix whose entry is also a 7 x r matrix such
that
Jem = OumBrk = (Ja/Ba) " ByAUaiUZ , BSL,. (40)
In view of (11), and the relations
lr,rB;’tUa,ka’I,:mB;,]}nlr,r = t_kt_’"A__a”“A&ﬂlr,r

NkNm (41)
Aok =24 0751, =170 |2z

we deduce
HIR;'Hy = A, ® 1., (42)

where ® is the Kronecker product, Aq = ((Ak,m)) a s X s matrix whose entry is given by (20). So
postmultiplication and premultiplication of HY R;1Hj by (Ja/74) "1, we get

14
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(Ja/Ta)™ 1H2T R;YHo(Jo/7a) L =

s

Z[(Zjl,iAi,j)lr,r]Jj,l Z Zjlz ,])17'1‘]']]2 Z Zjl,i i,])lr,r]J],s

J =1 i= 1 ] =1 7,— j=1 i=1
s 3

Z[(Z J21. 1,_7 1rr 71 Z (Z -]21 1] r-r ] 2 e Z[(Z JZ"L.Ai’j)l-r,r]ijs (43)
=1 =1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Z[(ZJS,iAi,j)lr,r]J',l Z[(Z-Is,iAi,j)lr,r]Jj,2 Z ZJSzA %,7 rr gs

| §=1 =1 j=1 i=1 j=1 i=1

.

So, we obtain the second term of the right hand of (19). The result follows from matrices addition. m

Appendix B: Some technical details for examples 1 and 2
Example 1

For s =1 and r > 1, and in view of lemma 2 part i), the r x r Schur complement matrix Ji ; is

Jek =1t [Q" e+ GkQa L 2k2E Q) k] (44)
So using the latter expression of Ji x and after some matrices manipulations, one obtains

Var(Be) = Jkx — AcpJeplrr ik

1 e _ ’ _ - (45)
=7t [Qalk + Qa,lk(gkzksz — Ak kg leXIZ)Qa,lk]
where X = (Xik,.. .,X,.k)T a T x 1 vector of elements Xjr =1 4+ 0 Ay k25k. In this way, we deduce
o (Bi) = 15t [wik + wh(Ox2 — Arrvi ' X%)] 57 = 1,2,. (46)

cov(Bi; Brmk) = Vi ' wikwmk [Okzikzmk — Ak ke Xk Xmk] 3 # m=12,...,r

A straightforword development of the 7 x r matrix S,k of corollary 4.3 implies the covariance between
Bo and any other estimator Gk as follows

nk Vi Bmk (1 + Pokzmk) Bk
T A o mey - - - Zm +
oy o) = T\ T G T (1 o ) ™ “
+ (1 + pa,k2mk)Bmk (A - Bk Zmk )
1|12 - (14 Bozmk) \” ™" 1+ Bozmk
form=1,2,...,r.
Now for r = 2,
TPk (1 + pa,kz1k) B _ (14 paxzik)PrrBok
t.o2(B 1+ fozx [ 1+ |12 - (14 Bozik)? || 15 1320 (14 Bozie)(1 + Bozax)
5., = b (Bo) -
& nk B (1+ pa, k22k).32k,61k i B2k (1 4 po,kz2k) Bk

I 1- 12 -1 (14 Bozak)(1 + Bozie) 1+ Pozar || 1r 51 (1+ Bozek)?
&, G,k
we get more details for the covariances between the 2 x 1 vector B¢ and fo of example 1 as follows

15
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Tk B1k (1 4+ pakzik) 5%
th( o)m(ﬂ o) == | 7 ok | 17 -1 (14 Poz1k)2

21kt

(48)
(1 + pa,k21k) Bk Pok

AT (1 Bozus) (1 + fozar)

22k

and

(1 + pa,k2z2k) Brk B2k
tka2(ﬁ0)co 2ok o) = | 5 s L+ Pozue) L+ Bozar)

YeBak (14 pakzar)Ba -
L+ Bozar || 1r 1521 (1 + Bozak)?
&,k

Example 2

For s = 2 (two experimental sites noted k and m ) and 7 > 1, A, (resp. HF R71H;) is a 2 x 2 (resp.
2r x 2r) matrix given by

A A Akl Arml,
Ay = ok Sk , (resp. H;‘r'R;”ng: fok fom S ).
Alc,m Am,m Ak,mlr,r Am,mlr,r
Therefore we have
J Jem
(Jafra) ™= | HF TR (50)
Jm,k Jm,m

a 2r x 2r matrix. So,

Z: Jk,iA'L',j lr,ri,k Z Jk,iAi.jlr,ri,m

(Ja/Ta)—leTRZIH2(Ja/'ra)_l — | Gae{km} (4:i)e{k.m}
Z Jm,iAi,jlr,ri,k Z Jm,iAi,jlr,ri,m
(4,))e{k,m} (5. 9)€{kym}

and we deduce two r x r within covariances matrix and one r x r between covariance matrix as follows

Var(,@k) =Jrr — Z Jk,iAi,jl,-,,-Jj,k (51)
(.9 E{k,m} i
Var(ﬁm) = Jm,m - Z Jm,'iAi,jlr,ri,m (52)
(4,i)€{k,m}
and o
Cov(Bii fm) = Jem — Y Jridijlrsdim, k#m. (53)
Gii)€{k,m}

For example

Var(Be) = Jik - Z JriAijlrrdk
G e{k,m}
= Jr ke — Ak ki ke Ji o —
= Ak,mdkmlerJek — AkmJiklreImie — Ammdk,m e e Imik-

(54)

16
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Setting A A
t tm m o
Uk = (Ja/Ba)—l EYkBa,k tmY: ,m
Tk T

then

TkmLerdik = =Vkm ¥ A0 (2.1 + Oela ezl )T

Jk,klr,er,k = —Uk,m'Yk_lA;,le;,lk(lrz;{ + OkAO‘,ksz;{)Q;,lk (55)

So we deduce

where

[ 1 2

2z1k  zZwe 22k ... Z1k T+ Zrk 2 Z1kZ2k - .- Zlkzrkw
2
T T 2ok + 2k 270k ... Zok + 2Zrk T ZokZ1k  Zap - .- 22kZrk
zkl, + 1,2, = ] ] T ZkZp =
2 22

| 2k + 21k Zrk ] | Zrk21k .- k]

a2 -2 -1 Tn—1
Jk,mlr,r-]m,k = Uk,mAa,kQa,kzkzk Qa,k’

Var(Be) =7t [0k + 02k Gkaeat — Axprs X XD)0ZL] +
+ Ak,mvk,m'y,:lA;le;lk [zklz + 1rz,? + QGkAa,kzsz] Q;lk— (56)

2 -2 0n-1 To-1
- AmrmvkymAa,kﬂa,kzkzk Qa,k

and the r x 7 matrix Xx X is given as follows

(1 +0rAq k21k)? (14 OkAakz1e)(1 + 0cAa kz2k) .. (L 4+ 0kAnkz1e) (1 + 0l kzrk)
(1 +0cAakz1k)(1 + O A ik 22k) (L4 0xA g k2z2k)? coe (L4 0kDq k2o ) (1 + Ok Ag e 2rk)
| (14 0kBakz1k)(1 + Oc Dok zrk) e (1 + 0kDo k2zrk)? |
So R
Var(Be) = v ' Q0% + Q5% [brmzizi + akm(26l] + 1oz]) — Ak v 2Xe XE] Q7%
where
¢Ic,m = 'Yk_lek + 2Ak,,mvk,m'Y[:19k - Am,mvz,mA;,zk, Qk,m = Ak,mvk,m'Yl:lA;,lk'
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Abstract

‘We propose the evaluation of a road safety layout using crash data that
occured on an experimental site and a matched control site. The crash
data in both sites are divided in several mutually exclusive types and in
two observation periods (before and after). We use a specific multinomial
pattern to model the total number of crashes in the experimental site
while taking into consideration the number of crashes in the control site.
We estimate the model parameters and their standard errors. We applied
this approach on new road safety layouts done on the Nord Pas de Calais
national road network and also on the impact of roadside billboards on
accident rates in their immediate vicinity.

Résumé

Nous proposons 1'évaluation d’une mesure de sécurité routiére & partir
des données d’accidents survenus en un site expérimental et dans une
zone de contréle qui lui est associée. Les données d’accidents du site ct
de la zone sont réparties en plusieurs types mutuellement exclusifs et en
deux périodes d’observation (avant et aprés). Nous utilisons un modéle
multinomial particulier pour modéliser le total des accidents observés au
niveau du site expérimental en tenant compte du nombre des accidents
de la zone de controle. Ensuite, nous estimons les paramétres du modéle
ainsi que leurs erreurs standards. Nous appliquons cette approche & des
aménagements routiers effectués sur le réseau des routes nationales du
Nord Pas de Calais ainsi qu’a I’évaluation de limpact sur les nombres
d’accident de l'installation de panneaux-réclame le long des autoroutes.

Keys Words - Road Safety Measure, Accident data,
Multinomial model, Constrained Maximum Likelihood, Schur complement.

AMS Classification - 62F10, 62F12, 62F25, 62F30.
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1 Introduction

Les modifications des conditions de la route (installation de giratoires, construc-
tion d’ilots en dur, modification du marquage au sol, etc), effectuées sur des
zones reconnues dangercuses ou pas de certaines routes ou autoroutes, font par-
tie des mesures de séeurité routiére prises pour essayer de résoudre les problémes
d’insécurité sur ce type de réseau routier. Une fois les modifications terminées
et la circulation rétablie, se pose la question de I'évaluation de la mesure prise,
le changement des conditions de la route a-t-il fait baisser ou non de fagon signi-
ficative la dangerosité de la zone concernée? Autrement dit, comment évaluer
Pefficacité de tellles modifications routiéres? Ces mémes questions se posent
aussi lorsque 'on installe des panneaux-réclame le long de certaines routes en
milieu urbain.

A cette fin, on reléve les nombres d’accidents mortels, graves et légers de la
zone aménagée (site expérimental) et ceux d’une zone de controle. Les données
ainsi obtenues sont relatives & deux périodes d’observation : une période précé-
dant le début des travaux et une autre suivant la fin de ceux-ci. Il s’agit donc
d’utiliser ensemble de ces données pour non seulement répondre & la question
posée mais aussl analyser I'impact de 'aménagement sur les différents types
de gravité d’accident. La méthode d’évaluation que nous préconisons consiste &
utiliser les données d’accidents de la zone de controdle sous forme de rapports
d’accidents et & appliquer le principe méthodologique mis au point par N’Gues-
san et al (2001). En effet, ces auteurs ont proposé un modéle et une méthode
pour évaluer l'effet d’'une mesure de sécurité routiére appliquée & plusieurs sites
expérimentaux et plusieurs types d’accidents, chaque site étant associé & une
zone de contrdle dont le but est de prendre en compte ’effet de certains fac-
teurs indépendamment de la mesure (intensité du trafic, conditions météorolo-
giques, ...). Dans [6], ils ont étudié la convergence numérique de solutions 4 leur
probléme & Paide de données simulées. Ensuite, ils ont utilisé la technique du
complément de Schur (N’Guessan et Langrand 2005) pour obtenir expression
formelle des variances et des covariances relatives aux estimateurs du maximum
de vraisemblance des parameétres de leur modéle.

Notre objectif est done d’appliquer leurs résultats & des études de cas. Dans
la section 2, nous exposons le modéle statistique utilisé pour combiner les don-
nées des deux entités d’observation. Ensuite, nous donnons une interprétation
concréte des paramétres du modéle statistique en terme d’effet de aménage-
ment et en terme de risques probables d’accidents. Dans la section 3, nous pré-
sentons la méthode d’estimation de I’effet moyen de la modification des condi-
tions de la route et de son incidence sur les différents types de risque d’accidents.
Cette section 3 s’achéve sur un rappel de résultats récents relatifs a U'estimation
d’écart-types et d’intervalles de confiance. La section 4 traite des études de cas.
En effet, nous analysons deux opérations du plan régional d’aménagements de
sécurité routiére effectuées entre 1997 et 1999 dans le département du Pas de
Calais. La premiére application concerne 'aménagement de 1997 a 1998 d’un
giratoire sur la route nationale 43 au niveau de la commune de Vermelles. La
deuxiéme étude traite de la modification du marquage au sol sur un trongon de
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la route nationale 17 afin d’empécher les dépassements anarchiques de certains
usagers. Ce deuxiéme aménagement routier a eu lieu en 1999 et se situe au ni-
veau des communes de Vimy et d’Avion. Les deux derniers exemples concernent
l'évaluation de Veffet de l'installation de panneaux-réclame le long de certaines
autoroutes de la ville de Montréal et de son incidence sur différents risques
d’accidents. Nous discutons, dans la section 5, de I'incidence de la structure des
données utilisées sur les résultats obtenus ainsi que des limites et des possibilités
d’extension du modéle statistique. L’annexe reprend quelques uns des récents
résultats théoriques de N’Guessan et Langrand (2005) concernant lestimation
théorique de variances et de covariances par complément de Schur ([10], [12]).

2 Modélisation de l'effet moyen d’un aménage-
ment routier en présence de plusieurs types
d’accidents

Pour modéliser et estimer leffet moyen d’un aménagement routier sur dif-
férents types d’accidents, et prendre formellement en considération les informa-
tions (nombres d’accidents) dans les zones de controle, nous utilisons la méthode
proposée par N’Guessan et al. (2001). Cette méthode est une extension, du test
décrit par Tanner (1958) pour évaluer l’effet moyen d’une modification apportée
au réscau routier, au cas ou plusieurs types d’accidents sont considérées dans le
méme modéle, comme par exemple dans la présente étude, les accidents mor-
telles, avec blessés graves, avec blessés légers ou avec dégits matériels seulement.

En utilisant les notations données dans [6], on pose R (R > 1) le nombre
de types d’accidents, x1; ( resp. xy;) le nombre d’accidents du type j (j =
1,2,..., R) observés avant (resp. aprés) la mise en place de ’aménagement rou-
tier, n = Zle(x]_j + @2;) le nombre total d’accidents enregistrés sur la zone
aménagée durant les deux périodes d’observation. On suppose également dis-
poser, pendant ces deux périodes, des données d’accidents relatives 4 une zone
de controle et on note c1,c¢s,...,cr les coefficients de controle ot ¢; est le quo-
tient du nombre d’accidents du type j enregistrés au cours de la période suivant
les travaux d’aménagement sur le nombre d’accidents du type j enregistrés au
cours de la période précédant ccux-ci. Par la suite, on note pour la zone amé-
nagée Xy; (resp. Xy;) la variable aléatoire donnant le nombre d’accidents du
type j de la période avant (resp. aprés) aménagement, dont une valeur ob-
servée est x1; (resp. 2;). On montre (voir N’Guessan et al 2001) que la loi
de probabilité conditionnclle (conditionnellement au nombre total d’accidents
observés avant et aprés au niveau du site expérimental) de la paire (X7, X5) o
X; = (X113, X12,.., X1r)T et Xo = (Xo1, Xo2,...,X2g)T est une loi multino-
miale de dimension 2R dont les probabilités de classe sont données par 71;(©)
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et m;(©) avec
D Bocip; )
7r1j(®)= y 71'2]'(@): s j=1,2 R,
1+ /o Zﬁbzl PmCm 148 Zﬁ:l PmCm , ’ )
(1
sous les contraintes R
p;i>0, et Y pj=1 (2)
=1

O = (By, PT)T, de dimension (1+ R), est le vecteur des paramétres inconnus du
modeéle ou By (B > 0) décrit U'effet moyen (ou indice d’efficacité moyenne) de
I’aménagement, P = (p1,ps,...,pr)’, de dimension R, est un vecteur de para-
métres auxiliaires dont les composantes servent de poids aux coeflicients indivi-
duels ¢; et permettent de définir le coeflicient de contrdle moyen : Z,}Z:l PmCm
(évolution moyenne du nombre d’accidents de la zone de controle associée & la
zone aménagée). Si l'on se référe au principe de base de la construction du mo-
deéle mutinomial utilisé ¢’est-a~dire a la loi du couple (X1, X2) (voir [6]), le poids
aléatoire p; est un parameétre auxiliaire dont une valeur estimée, sous certaines
conditions, est donnée par le rapport du nombre d’accidents du type j avant sur
le nombre total d’accidents avant au site expérimental. Dans ces conditions, p;
représenterait la probabilité qu’un accident survenu dans la zone aménagée avant
le début des travaux soit de type j si I'on n’utilise que les données d’accidents
avant. Néanmoins, les contraintes sur les composantes du vecteur P montrent
clairement qu’elles peuvent, certe, étre associées a une loi de probabilité mais
que leur estimation n’est pas unique. On propose, par la suite, d’estimer les
composantes du vecteur P en méme temps que Pestimation du paramétre Fo
en combinant les données d’accidents de la zone aménagée aux valeurs des co-
efficients de controle (voir section 3.1). La valeur estimée de p; ainsi obtenue
représente un ordre de grandeur probable du risque d’accidents de type j au
niveau de la zone aménagée avant le début des travaux. Cette valeur est ensuite
utilisée pour construire des fourchettes de valeurs (voir section 3.2) probables
pour la vraie valeur du risque d’accidents de type j avant ’aménagement.

En pratique, on aménage un site parce que les nombres ou les risques d’acci-
dents sont anormalement élevés. L'effet escompté de 'aménagement routier est
donc de faire baisser les risques d’accidents du site expérimental. Néanmoins
on constate, sur le terrain, que d’autres facteurs peuvent, dans le temps, avoir
un impact sur le nombre des accidents (exemple : conditions météorologiques,
densité du trafic, déplacement des accidents de la zone aménagée vers une zone
environnante ...). De ce fait, il est important, dans la définition et le calcul
des risques d’accidents, de distinguer la période avant de la période aprés et
d’intégrer les données d’accidents de la zone de contrdle associée si ’on veut ap-
précier convenablement 'impact de cet aménagement sur les différents risques
d’accidents du site expérimental. On propose d’utiliser la probabilité condition-
nelle 71;(©) (resp. m2;(©)) comme indicateur du risque d’accident du type j
au cours de la période précédant (resp. suivant) 'aménagement du site expéri-
mental. En effet, si leffet escompté de 'aménagement est 3y et si ’on pondére
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chaque coefficient individuel ¢; par p; alors m1;(©) (resp. m2;(©)) représente,
par construction du modéle statistique, la probabilité qu’un accident survenu au
niveau de la zone aménagée au cours des deux périodes d’analyse soit du type
J avant (resp. aprés) 'aménagement. Par conséquent, ces probabilités peuvent
s'interpréter comme des indicateurs du risque d’accidents du type j avant (resp.
aprés) au niveau de la zone aménagée conditionnellement aux données de la
zone de controle associée. La comparaison de leur valeur peut ainsi permettre
d’apprécier 'impact probable de Paménagement de sécurité sur les différents
types de risque d’accidents au niveau du site expérimental.

3 Estimation des paramétres du modéle et de
leur erreur standard
3.1 Estimation ponctuelle de I'effet moyen et des diffé-
rents types de risques d’accidents

L’évaluation de l'effet moyen de 'aménagement et de son impact sur les
différents types de risque d’accidents passe par l'estimation des paramétres

8o, P1, P2, ..., pr. Cette estimation est obtenue & Paide de la méthode du maxi-
mum de vraisemblance. Il s’agit de maximiser la fonction log-vraisemblance
donnée par

L(X71, X2;0) = constante+

R R
Z {X.leQe(pj) + X2jloge(:30) - Xojlo.ge(l + ﬂO Z Cmpm)}
j=1 m=1
3)

avec Xej = X1; + X2;. Du fait de (2), Pestimation des paramétres se fait dans
le cadre de la méthode du maximum de vraisemblance sous contraintes (voir
par exemple Aitchison et Silvey 1958, Crowder 1984, Haber and Brown 1986,
Matthews and Crowther 1995). En prenant les dérivées partielles premiéres de
L(X1, X2;0) par rapport & £y, p1,p2,--.,Pr et en égalant & zéro, on montre
que l'estimateur du maximum de vraisemblance © de © , ¢’il existe, est solution
du systéme d’équations non linéaires :

Ej_;l{ij Xoj 148, 221:1 Cmﬁm} =0

o pi(l+eiBo) L . : 4
Xeoj n1+Bo R i CmPm =0, (=12 s R); (4)

0 < p; avec Zle p; =1.

La mise en oeuvre de la méthode du maximum de vraisemblance sous contraintes
passe par la résolution numérique du systéme (4). Cette résolution fait appel
4 une procédure itérative du type Newton-Raphson. Le point de convergence
de cette procédure est une estimation ponctuelle de Gy, p1, P2, ..., Pr- Pour
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apprécier 'impact global de 'aménagement routicr sur les nombres d’accidents,
on compare le coefficient Gy & 1. Une valeur de Gy significativement supérieur & 1
indique que 'aménagement routier a eu un effet non bénéfique sur le nombre des
accidents de la zone aménagée par rapport aux données de la zone de contréle.
Au contraire, une valeur de §; significativement inférieur & 1 témoigne d’une
baisse moyenne importante en proportion du nombre des accidents de la zone
aménagée par rapport 4 la zone de contréle. Enfin, une valeur de 3y non si-
gnificativement différente de 1 indique que Paménagement routier n’a pas eu
d’effet.

3.2 Approximation des erreurs standards par complément
de Schur

Le processus d’évaluation de I’aménagement routier passe par la construction
d’intervalles de confiance et par la mise en place de tests d’hypothése comme, par
exemple, tester 'hypothése d’efficacité moyenne nulle. Pour ce faire, on a besoin
d’inverser la matrice d’information associée aux paramétres et aux contraintes
et d’en extraire les éléments diagonaux. Dans le cas particulier d’un seul site
aménagé et de plusieurs types de gravité d’accidents, cette matrice prend la
forme particuliére suivante :

[ ol ER EmPm 12 c1 12 cR 0 ]
n/30 n 22 e , 77é
e (Atfocr _ 380cn) _aBgeicn
- G o L
2 252 22
a2 _ 3 Bgezan . _ °Bjcacn 1
T'e = n n ' n
. 2 52 ' 2 2
Y CR _ 2 Pocrer (Lifoen _ 2Poch)
n n e PR 7
| 0 1 0

(5)
ou v =n/(14+78 Zﬁb CmPm)- Cette matrice d’information sous contraintes li-
néaires est de dimension (2+ R) x (2+ R) et est obtenue & 'aide de I’espérance
des dérivées partielles secondes de £(X;,X5;0) par rapport aux composantes
du vecteur paramétre, Une fois les données d’accident connues et les paramétres
estimés, l'inversion de I'g peut alors étre effectuée 4 l'aide des résultats de
N’Guessan et Langrand (2005a,b). Ces résultats, basés sur la technique du com-
plément de Schur, ont 'avantage de remplacer 'inversion directe de I'g par des
produits et des sommes de matrices de dimensions plus petites que celles de I'g.
De plus, ces résultats s’appliquent 4 un nombre quelconque de sites expérimen-
taux et de types d’accidents et permettent d’obtenir I'expression analytique de
la variance de chaque composante. On peut alors construire des intervalles de
confilance (N’Guessan et Bellavance 2005) et batir des tests d’hypothése relatifs
a l’effet moyen de 'aménagement et aux différents types de risque de gravité
d’accident. En utilisant la technique du complément de Schur (voir [5],[7], [8] et
[9]), on obtient les intervalles de confiances & (1 — «)100% suivants :
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IC1—a(Bo) = [max(0; o = €a20(fo)) ;s fo + cap0(Bo)]

IC)_o(p;) = [max(0; p; — €a20(p5)) ; min(L;p; + easao(®;))], ()
(j = 1,2,...,R),

Ol €47 est obtenu de fagon usuelle & l'aide de la table de la loi normale centrée
et réduite, o(e) est 'écart-type de chaque composante du paramétre ©. L’ob-
tention de ces écart-types est partiellement rappelée en annexe. Les intervalles
de confiance complétent les valeurs ponctuelles des paramétres et permettent
d’obtenir des fourchettes de valeurs probables pour ensemble des paramétres
du modéle ct de pouvoir , ainsi, juger de 'impact (négatif ou positif) de 'ameé-
nagement routier sur le nombre des accidents ct sur les risques d’accidents.

4 Applications

4.1 Evaluation d’aménagements de sécurité sur certaines
routes nationales

Les deux exemples d’application de cette sous-section concernent certaines
opérations d’aménagements routiers effectuées dans le département du Pas de
Calais (France). La premiére application est relative & "aménagement, de 1997
4 1998, d’un giratoire sur la route nationale 43 au niveau de la commune de Ver-
melles. La deuxiéme étude traite de la modification du marquage au sol sur un
trongon de la route nationale 17 afin d’empécher les dépassements anarchiques
de certains usagers. Ce deuxiéme aménagement routier a cu lieu en 1999 et se
situe au niveau des communes de Vimy et d’Avion.

4.1.1 Installation d’un giratoire sur route nationale

Un giratoire (rond-point) a été aménagé au niveau de la commune de Ver-
melles (département du Pas de Calais) au croisement de la route départementale
75 (RD75) et de la route nationale 43 (RN43). Les travaux ont duré deux ans
(de 1997 a 1998). Afin d’évaluer cet aménagement de sécurité, on a relevé le
nombre des accidents mortels (M), des accidents graves (G), et des accidents
légers (L) au niveau de la zone aménagée (site expérimental : Vermelles) au
cours des quatre années précédant le début des travaux et des quatre années
suivant la fin de ceux-ci. Les données d’accident cumulées sur chaque période
de 4 ans sont consignées dans le tableau 4.1 suivant :

Tableau 4.1 : Données d’accidents du site expérimental

période avant (4 ans) période aprés (4 ans)
M G L M G L | total
[ zone aménagée | 3 5 6 0 0 3 17
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Pour des périodes d’observation de longueur 4 ans, les accidents mortels sont
passés de 3 avant a 0 aprés. Il y a eu donc 3 accidents avec au moins un tué
au cours des 4 années précédant les travaux et 0 accident avec au moins un
tué au cours des 4 années suivant les travaux. De méme, les accidents graves
(accidents avec au moins un blessé grave et aucun tué) sont passés de 5 avant
a 0 aprés. Quant aux accidents légers (accidents sans tué ni blessé grave) ils
ont baissé de moitié. Pour analyser et apprécier convenablement 'effet moyen
de 'aménagement ainsi que son impact probable sur les risques de gravité, on
combine, pour des périodes de méme longueur, les données d’accident du site
expérimental & celles relevées sur une portion de la RN43 servant de zone de
controle. Les données de cette zone de contrdle sont fournies sous forme de
rapports de nombres d’accidents (tableau 4.2) :

Tableau 4.2 : Valeurs des coefficients de controdle

(&1 Ca C3
| zone de controle | 0.6666 0.3930 0.5000

Par exemple la valeur 0.6666 est le rapport du nombre total des accidents
mortels enregistrés sur la portion de la RN43 servant de zone de contrdle au cours
des quatre années suivant la fin des travaux sur le nombre des accidents mortels
durant les quatre années précédant le début des travaux. On note, de facon
générale, une baisse du nombre de chaque type d’accidents aprés les travaux
au niveau du site aménagé et une baisse en proportion du nombre de ceux-ci
sur la portion de la route nationale servant de controle. Par exemple pour les
accidents graves, on cst passé au niveau du site expérimental de 5 accidents
graves au cours des quatre années précédant 'aménagement & 0 au cours des
quatre années le suivant, pendant que sur toute la portion de route nationale
servant de controle, on a observé un rapport de contrdle de 0.3930 soit une baisse
en proportion d’environ 60, 70% des accidents graves.

Les estimations de l'effet moyen de 'aménagement et de la loi de probabilité
servant de poids aux coefficients de controle sont disponibles dans le tableau
4.3. Les valeurs entre parenthéses représentent 'erreur standard (E.S) ¢’est-a-
dire ’écart-type estimé de chaque paramétre du modéle. La valeur estimée de
Peffet moyen de cet aménagement est de 0,4328 soit une baisse moyenne en
proportion de (1 — 0,4328) x 100 = 56, 72% des accidents de la zone aménagée
par rapport a la tendance moyenne de évolution des accidents survenus dans
la zone de contrdle au cours de la période de quatre ans suivant l'installation
du giratoire. L’intervalle de confiance au niveau 95% associé a 'effet moyen est
[0;0,9738] avec une borne supérieure plus petite que 1. Ainsi, avec 95 chances
sur 100, un tel aménagement a apporté, dans la période de quatre ans aprés sa
mise en place, une baisse moyenne en proportion statistiquement significative
du nombre des accidents de la zone aménagée comparativement & la tendance
moyenne du nombre des accidents de la zone de controle.

Les valeurs estimées des paramétres py, ps et p3 & 'aide de la méthode du
maximum de vraisemblance sont respectivement 0, 1663, 0, 3052 et 0, 5285. Ces
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valeurs donnent un ordre de grandeur du niveau de risque de chaque type d’acci-
dents de la zone aménagée au cours des quatres années précédant 'aménagement
si I'on tient compte des données de la zone de contréle. Par exemple, aprés ajus-
tement & P’aide des coeflicients de contrdle, on estime en moyenne que 16,63%
des accidents survenus dans la zone aménagée au cours des quatre années pré-
cédant D’installation du giratoire ont été mortels. L’intervalle de confiance au
niveau 95% ([0;0, 3419]) associé au paramétre p; montre qu'il est fort probable
que le risque d’accidents mortels de la zone aménagée ne soit pas statistiquement
significativement différent de 0 au cours des quatre années précédant 'installa-
tion du giratoire.

Tableau 4.3 : Estimation des paramétres du modéle
parameétres estimation (E.S) Binys 8 95% Bsup 3 95%

9 0.4328 (0.2760) 0 0.9738
b 0.1663 (0.086) 0 0.3419
Po 0.3052 (0.1175) 0.0749 0.5355
ba 0.5285 (0.1329) 0.2680 0.7889

En revanche, il est fort probable que le risque d’accidents graves de la zone amé-
nagée soit statistiquement significativement différent de 0 au cours des quatre
années précédant 'aménagement du giratoire car l'intervalle de confiance au
niveau 95% associé & pp ne contient pas 0.

Pour apprécier, au niveau de la zone aménagée, 'incidence de Uinstallation
du giratoire sur les différents risques d’accidents, on utilise la valeur des pro-
babilités conditionnelles m2;() et 72;(©). Le calcul de ces risques d’accidents
par période de temps utilise les valeurs estimées des paramétres et celles des
coefficients de controle. Les valeurs obtenues sont disponibles dans le tableau
4.4 :

Tableau 4.4 : Estimation des risques d’accidents par période de temps

différents types de risque avant : m1;(0) apres : m;(0)
accidents mortels 0.1370 0.0395
accidents graves 0.2513 0.0426
accidents légers 0.4352 0.0942

Par exemple, si I'on estime D'effet moyen de 'aménagement a 0,4328 et si les
coefficients de contrdle sont ceux donnés par le tableau 4.2 alors au cours de
la période des huit années d’analyse, le risque d’avoir un accident mortel avant
Paménagement de la zone de Vermelles est de 'ordre de 0,1370 = 0,1663/(1 +
0,4328 x 0,4950) ou 0,4950 = 0,1663 x 0, 6666 + 0,3052 x 0, 3930 + 0, 5285 x
0,5000. De méme, conditionnellement aux données de controle et aux valeurs
estimées des paramétres du modele, on a 3,95% de chances, soit 0,0395 =
0,1663 x 0,4328 x0,6666/(1+40, 4328 x 0,4950), quun accident qui s’est. produit
pendant les huit années d’analyse soit un accident mortel survenu au cours de la
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période des quatre années suivant Paménagement. Dans les mémes conditions,
on a 25,13% (resp. 4,26%) de chances qu'un accident qui s’est produit pendant
les huit années d’analyse soit un accident grave survenu au cours de la période
des quatre années précédant (resp. suivant) 'aménagement du giratoire. Les
valeurs du risque d’accidents légers avant et aprés sont obtenus de fagon similaire
en utilisant 0,5285 et 0,5000. Globalement, selon les données disponibles, la
longueur des périodes utilisées et les valeurs estimées des paramétres, on pense
vraisemblablement que cet aménagement a eu localement (au niveau de la zone
aménagée) un impact significatif sur les différents types de risque d’accidents de
Pétude.

4.1.2 Analyse de la modification d’une signalisation au sol

Un autre aménagement routier a été effectué en 1999 sur la route nationale
17 (RN17) au niveau des communes de Vimy et d’Avion du département Pas
de Calais. En effet, la route, entre ces deux communes, était une trois voies
classique, 4 deux sens. L’aménagement a consisté a ce que ’on appelle un “mar-
quage & I'Italienne”. On modifie le marquage au sol pour qu’il soit impossible de
doubler en méme temps dans chaque sens. Sur une courte distance, on donne
deux voies pour un sens (on peut alors doubler dans ce sens) et une seule voie
sur 'autre sens séparées par une ligne continue. Plus loin, on inverse pour que
Pautre sens puisse doubler et ainsi de suite. Les données relevées au niveau de
la zone aménagée (Vimy-Avion) sont les suivantes (tableau 4.5) :

Tableau 4.5 : Données d’accidents du site expérimental

période avant (4 ans) période aprés (4 ans)
M G L M G L | total
| zone aménagée | 4 4 16 1 1 7 33

Pour des périodes d’observation de longueur 4 ans, les accidents mortels sont
passés de 4 avant 4 1 aprés. Il y a eu donc 4 accidents avec au moins un tué au
cours de la période précédant les travaux et 1 accident avec au moins un tué au
cours de la période suivant ceux-ci. Pendant ce temps les accidents légers (ac-
cidents sans tué ni blessé grave) répertoriés ont baissé plus que de moitié. Pour
les mémes longueurs de périodes, on observe, sur la portion de la RN17 servant
de zone de controle, les rapports de nombres d’accidents suivants (tableau 4.6) :

Tableau 4.6 : Valeurs des coeflicients de contréle

C1 Co C3
[7one de controle | 0.5190 0.4220 0.5600

Globalement on note une baisse en proportion du nombre des accidents de la
zone de controle, entre la période de 4 ans suivant les travaux et la période de 4
ans précédant ceux-ci. Les résultats numériques relatifs 4 ces données d’accidents
sont les suivants (tableau 4.7) :
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Tableau 4.7 : Estimation des paramétres du modéle

paramétres estimation (E.S) Bins 4 95% Bgup 8 95%

0 0.7054 (0.2759) 0.1646 1.2462
1 0.1525 (0.0643) 0.0264 0.2785
Bs 0.1605 (0.0672) 0.0287 0.2922
3 0.6870 (0.1023) 0.4864 0.8875

L'indice d’efficacité moyenne estimé & l’aide des données des tableaux 4.5 et
4.6 est de 0,7054, ce qui correspond & une baisse moyenne en proportion de
29,46% = (1 — 0,7054) x 100% du nombre d’accidents de la zone aménagée
(Vimy-Avion) par rapport 4 la tendance moyenne du nombre des accidents de
la zone de contrdle. Les valeurs estimées des trois paramétres py, ps et ps sont
respectivement 0, 1525, 0, 1605 et 0,6870. Ces valeurs permettent d’apprécier le
niveau probable des trois types de risque d’accidents du site expérimental au
cours des quatre années précédant la mise en place des travaux de marquage au
sol. Les intervalles de confiance au niveau 95% associés & ccs trois parameétres
montrent qu’au cours des quatre années précédant les travaux de marquage
au sol, on estime, avec une probabilité de 0,95, que le risque d’observer un
accident mortel est compris entre 2,64% et 27, 85%, celui d’observer un accident
grave entre 2,87% et 29,22%, celui d’observer un accident léger entre 48, 64%
et 88, 75%.

On teste la significativité de ’effet moyen de ce type d’aménagement en utilisant
I'intervalle de confiance au niveau 95% associé au parameétre 6. Cet intervalle de
confiance montre qu’on a une fourchette de valeurs dont la borne inférieure (resp.
supérieure) est strictement plus grande que 0 (resp. 1). En effet, comme 1 €
[0.1646; 1.2462], on ne peut rejeter 'hypothése Hy : 6 = 1 contre Hy : 6 # 1 avec
une erreur de premiére espéce de 5%. La valeur estimée de 8 pouvant excéder 1,
il est fort probable que ce type d’aménagement routier n’apporte aucun impact
significatif sur le nombre moyen des accidents au niveau de la zone aménagée
par rapport a évolution du nombre moyen des accidents de la zone de contrdle.
Méme si dans le cas présent, on note une baisse en proportion de 29,46% du
nombre moyen des accidents de la zone aménagée (Vimy-Avion}, le test ci-dessus
montre que la valeur de 'indice d’efficacité moyenne n’est pas statistiquement
significativement différente de 1 pour conclure de fagon systématique & une
efficacité avérée de ce type de marquage au sol.

Néanmoins, on peut apprécier I'impact de ce type de marquage sur les dif-
férents types de risque d’accidents par période de temps au niveau du site ex-
périmental si 'on admet que leffet moyen de cet aménagement sur les nombres
d’accidents est de Pordre de 0,7054 et que les rapports de nombres d’accidents
sont ceux donnés dans le tableau 4.6. On utilise les valeurs estimées des pro-
babilités conditionnelles 71;(©) et m2;(0) du modéle multinomial. Ces valeurs
estimées sont présentées dans le tableau 4.8 :

Tableau 4.8 : Estimation des risques d’accidents par période de temps
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différents types de risque

avant : 71;(0)

aprés : mp;(0)

accidents mortels 0.1109 0.0400
accidents graves 0.1167 0.0347
accidents légers 0.4996 0.1973

L’interprétation de ces probabilités est identique & celle de l'installation du

giratoire. Si on estime a 0,7054 'effet moyen de cet type de marquage sur les
nombres d’accidents de la zone aménagée et aprés ajustement avec les coeffi-
cients de contrdle alors on a 11,09% (resp. 4%) de chances qu'un accident qui
s’est produit pendant les huit années d’analyse soit un accident mortel survenu
au cours de la période des quatre années précédant (resp. suivant) Paménage-
ment. Dans les mémes conditions, on a 11,67% (resp. 3,47%) de chances qu'un
accident qui s’est produit pendant les huit années d’analyse soit un accident
grave survenu au cours de la période des quatre années précédant (resp. sui-
vant) Paménagement du giratoire. Les valeurs du risque d’accidents légers avant
et aprés sont obtenus de fagon similaire en utilisant 0,6870 et 0, 5600.
Ces valeurs estimées des risques d’accidents sur les huit années d’analyse du mar-
quage au sol donnent deux enseignements : le premier enseignement est qu’on
a, par période, scnsiblement la méme probabilité d’avoir un accident mortel
ou grave; le deuxiéme enseignement est que ce type de marquage au sol semble
avoir localement un impact probable significatif sur les différents types de risque
d’accidents de la zone aménagée.

4.2 Evaluation de ’effet de panneaux-réclame le long de
certaines autoroutes de la ville de Montréal

4.2.1 Echangeur Décarie

Des panneaux-réclame ont été installés en octobre 1993 au niveau de I’échan-
geur Décarie (jonction des autoroutes 15 et 40) de l'lle de Montréal. Dans le ta-
bleau 4.9, nous présentons les nombres d’accidents survenus dans cet échangeur
pour les 12 mois avant et les 12 mois aprés ['apparition des premiers panneaux-
réclame, soit de novembre 1992 & octobre 1993 et de décembre 1993 & novembre

1994.
Tableau 4.9 : Données d’accidents de ’échangeur Décarie
période avant (12 mois) | période aprés (12 mois)
MG L DMS | MG L DMS | total
| Décarie | 11 50 325 12 43 300 741

Les accidents mortels ou graves (M G) sont passés de 11 avant l'installation des
panneaux-réclame & 12 aprés. Il y a eu donc 11 accidents avec au moins un tué
ou un blessé grave au cours des 12 mois précédant 'installation des panneaux-
réclame au niveau de I'échangeur contre 12 accidents avec au moins un tué
ou blessé grave au cours de la période des 12 mois suivant celle-ci. De méme,
les accidents légers (L) sont passés de 50 avant & 43 aprés et les accidents
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avec dommages matériels sculement (DMS) sont passés de 325 avant a 300
aprés. Afin d’évaluer leffet des panneaux-réclame sur les accidents dans cet
échangeur et apprécier son incidence sur leur gravité, on a relevé les mémes
types d’accidents sur une zone de contrdle constituée de I’échangeur Anjou et
d’un trongon de I’autoroute 40 secteur Est. Les données d’accident ainsi obtenues
ont permis de dresser les coefficients de controle du tableau 4.10.

Tableau 4.10 : Valeurs des coeflicients de controle

C1 C2 C3
| zone de controle | 1 0.9428 1.0424

Ces coefficients de controle font apparaitre une stabilité du nombre des ac-
cidents mortelles ou graves (¢; = 1) au niveau de la zone de contrdle, une petite
baisse en proportion de 5,72% des accidents légers (cz = 0,9428) de la période
aprés par rapport & la période avant, et une légére augmentation en propor-
tion de 4, 24% des accidents avec dommages matériels seulement (cz = 1,0424).
Les paramétres estimés & partir des tableaux 4.9 et 4.10 sont présentés dans le
tableau 4.11.

Tableau 4.11 : Estimation des paramétres du modéle
paramétres cstimation (E.S) Bins 3 95% Beup & 95%

7 0.8946 (0.0657) 0.7656 1.0235
P 0.0314 (0.0065) 0.0187 0.0442
Po 0.1307 (0.0131) 0.1051 0.1563
Ps 0.8379 (0.0252) 0.7884 0.8875

En moyenne, aprés ajustement & 1'aide des coefficients de controle, on estime
que le nombre d’accidents a dimunié de 10,54%, soit (1 — 0,8946) x 100%,
sur la période de 12 mois aprés par rapport i la période de 12 mois avant
Papparition des premiers panneaux-réclame. Cependant, cette dimunition n’est
pas statistiquement significativement différente de 0. En effet, U'intervalle de
confiance au niveau 95% associé au parameétre € contient la valeur 1.

Tableau 4.12 : Estimation des risques d’accidents par période de temps

différents types de risque avant : 71;(©) apres : m2;(0)
accidents MG 0.0163 0.0146
accidents L 0.0681 0.0575
accidents DMS 0.4365 0.4070

On peut conclure qu’il n’y a, en général, aucun impact statistiquement significa-
tif des panneaux-réclame sur les nombres d’accidents répertoriés dans I’échan-
geur Décarie au cours de la période de 12 mois suivant leur installation com-
parativement & ’évolution moyenne des accidents de la zone de controle. En
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ce qui concerne la gravité des accidents durant les 12 mois précédant l'instal-
lation des panneaux, on note que le risque d’accidents mortels ou graves est
estimé & 3,14%, celui des accidents légers a 13,07%, et le risque d’accidents
avec dommages matériels seulement s’éléve & 83,79%. Le tableau 4.12 montre
qu’il n’y a pas d’incidence importante sur les différents risques d’accidents de la
période de 12 mois aprés par rapport a la période de 12 mois avant 'installation
des panneaux-réclame dans ’échangeur Décarie par rapport aux évolutions des
nombres d’accidents de la zone de controle.

4.2.2 Echangeur Turcot

En juillet 1995, de nouveaux panncaux-réclame ont été installés au niveau
de I’échangeur Turcot (jonction des autoroutes 15, 20 et 720) de Vile de Mont-
réal. Pour évaluer leffet de ces nouveaux panneaux, on combine les nombres
d’accidents de cet échangeur & ceux d’une zone de contrdle obtenue par fusion
de Péchangeur d’Anjou et de la jonction des autoroutes 13 et 40. Le tableau 4.13
présente les nombres d’accidents survenus dans I’échangeur Turcot pour les 12
mois précédant (juillet 1994 a juillet 1995) Papparition des panneaux et pour
les 12 mois suivant (aott 1995 4 juillet 1996) celle-ci.

Tableau 4.13 : Données d’accidents de 1’échangeur Turcot

période avant (12 mois) | période aprés (12 mois)
MG L DMS | MG L DMS | total
| Turcot | 4 20 133 3 29 143 | 332

Pour les mémes périodes, des coeflicients de controle ont été calculés pour chaque
type d’accidents en utilisant les données de la zone de contrdle précédamment
définie. Le tableau 4.14 ci-dessous présente la valeur de ces coefficients.

Tableau 4.14 : Valeurs des coefficients de controle

C1 (&) C3
| zone de controdle | 4.5 1.4230 1.5519

On note que tous les coeflicients de contrédle sont largement supérieurs & 1. Par
conséquent, il y a eu, dans la zone utilisée comme contrdle, de trés importantes
augmentations en proportion de tous les types d’accidents de la période des 12
mois aprés apparition des panneaux par rapport a la période des 12 mois avant.
Il y a eu 4,5 fois plus d’accidents mortels ou graves (plus de 300% d’augmenta-
tion) dans la zone de controle au cours de la période suivant Pinstallation des
panneaux par rapport a la période précédant celle-ci. Pendant les mémes pé-
riodes de temps, on dénombre 1 seul accident mortel ou grave dans I'échangeur
Turcot. Les valeurs estimées des parameétres du modéle 4 I'aide des tableaux
4.13 et 4.14 sont :
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Tableau 4.15 : Estimation des paramétres du modéle
parameétres estimation (E.S) Bins 2 95% Bsup 3 95%

0 0.7131 (0.0785) 0.5590 0.8671
1 0.0106 (0.0039) 0.0027 0.0184
Pa 0.1549 (0.0212) 0.1132 0.1966
Ps 0.8345 (0.0390) 0.7579 0.9110

L’estimation de ’effct moyen de I’apparition des panneaux-réclame dans ’échan-
geur Turcot sur les nombres d’accidents est de 0,7131. Par conséquent, on es-
time, en moyenne, que le nombre d’accidents a baissé¢ de 28,69%, soit (1 —
0,7131) x 100%, sur la période de 12 mois aprés par rapport a la période de 12
mois avant et 4 I’évolution moyenne des accidents de la zone de controle. Il y a
une probabilité de 0,95 que l'effet moyen réel de ’apparition de ces panneaux
dans I’échangeur Turcot soit compris entre [0,5590;0,8671]. Cet intervalle de
confiance ne contient pas la valeur 1, nous pouvons conclure, par rapport a la
tendance moyenne des accidents de la zone de controle, qu’il y a un impact béné-
fique probable des panneaux-réclame sur les nombres d’accidents survenus dans
I’échangeur Turcot au cours de la période de 12 mois suivant leur installation.
Cependant, cet impact bénéfique (baisse de 28,69% du nombre des accidents)
de Dinstallation des panneaux-réclame dans ce cas précis est en bonne partie
expliqué par 'augmentation en proportion beaucoup plus importante (coeffi-
clents de controle largement plus grands que 1) dans la zone de controle que
dans P’échangeur. L’intervalle de conflance au niveau 95% associé, par exemple,
au parameétre p; montre qu’on a une probabilité de 0,95 que la vraie valeur du
risque d’accident mortel ou grave avant I’apparition des panneaux-réclame dans
I’échangeur Turcot soit comprise entre 0,27% et 1,84%. Les valeurs estimées
données dans le tableau 4.16 montrent une faible (on passe de 7,32% a 7,43%)
augmentation du risque d’accidents légers ainsi que du risque d’accidents avec
dégats matériels seulement (on passe de 39,44% a 43,68%) de la période aprés
installation des panneaux 4 celle avant. La hausse relative du risque d’accidents
mortels ou graves proviendrait de Putilisation du coefficient de controle élevé des
accidents mortels ou graves de la zone de contrdle. On note que les deux risques
du tableau 4.16 liés aux accidents mortels ou graves appartiennent a l'intervalle
de confiance au niveau 95% associé au paramctre p;. Par conséquent, avec 95
chances sur 100, 'installation des panneaux n’a pas eu d’incidence sur le risque
d’accidents mortels ou graves statistiquement significative.

Tableau 4.16 : Estimation des risques d’accidents par période de temps

différents types de risque avant : 71;(0©) aprés : m2;(0)
accidents MG 0.0050 0.0161
accidents L 0.0732 0.0743

accidents DMS 0.3944 0.4368
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5 Discussion

Ces différents exemples illustrent parfaitement le fait qu’en pratique, les
données d’accidents du site aménagé peuvent étre faibles ou importantes, les
cocflicients de contrdle faibles ou élevés quelle que soit la longueur des périodes
d’étude. Les interprétations doivent alors tenir compte de ces valeurs : en par-
ticulier celles des coefficients de controle car ils ont un impact important dans
les estimations.

Une limite des deux premiéres études est le nombre peu élevé d’accidents ré-
pertoriés malgré la longueur importante des périodes utilisées. Dans le premier
cas, un total de 17 accidents a été observé sur une période de huit années d’ob-
servation dont seulement 3 accidents dans la période suivant 'aménagement du
giratoire. Dans le cas du marquage a l’italienne sur une portion de la route
nationale n%17, 33 accidents ont été répertoriés dont 9 au cours de la période
suivant la mise en service de la zone aménagée. Ces petites fréquences d’acci-
dents influent sur le calcul des écart-types et donc sur la longueur des intervalles
de confiance pour 'estimation de ’effet moyen des aménagements de sécurité
routiére.

Dans le premier cas, Peffet de l'installation du giratoire est tellement impor-
tant qu’il est statistiquement significatif au niveau de confiance de 95% car la
borne supérieure de l'intervalle de confiance est légérement inférieure & 1. Par
contre dans le deuxiéme cas, malgré un effet qui semble appréciable avec une
dimunition en proportion du nombre des accidents de 29, 46% (Bo = (), 7054), le
petit nombre d’observations et la faible valeur des coefficients de controle font
en sorte que cette baisse en proportion n’est pas statistiquement significative,
la borne supérieure de 'intervalle de confiance étant beaucoup plus grande que
1. Dans ces conditions, il n’est pas possible de porter un jugement définitif sur
Pefficacité avérée des aménagements routiers du type “marquage a l'italienne”
sur les nombres d’accidents.

Les deux exemples (en particulier celui de I’échangeur Turcot) concernant 'éva-
luation de leffet de panneaux-réclame montrent également que la valeur des
coefficients de contrdle influencent P'estimation des paramétres ainsi que des
risques de gravité malgré les effectifs d’accidents élevés. A cause de l'impact
que peut avoir la valeur des coeflicients de contréle dans P'estimation de Peffet
moyen des panneaux-réclame, et qu’a priori on pourrait penser que l'ingtallation
de ces derniers le long des routes en milieu urbain augmenterait les probabilités
d’avoir un accident, il serait intéressant de refaire les analyses (en particulier
Vexemple de 1'échangeur Décarie) avec des coefficients de controle égaux 4 1 :
c’est-a-dire évaluer leffet des panneaux en utilisant que les données d’accidents
de la zone ou ils sont installés.

Enfin, le modéle permet d’estimer un effet moyen d’un aménagement routier
sur la sécurité des usagers. Il serait intéressant de modifier le modéle de ma-
niére 4 obtenir une estimation de l'effet pour chacun des types d’accidents. 11
faudrait alors remplacer le 5y par un ;. Dans ce contexte, il faut alors voir s’il
est possible d’obtenir sans trop de difficultés les estimateurs du maximum de
vraisemblance sous contraintes de ces paramétres.
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Annexe : Approximation d’erreurs standards par complément de
Schur

La matrice d’information I'g peut se mettre sous la forme partitionnée

o UE 0
I'e=| Us Be 1gr

T
0 1 O
N ¥ Z cmpm . . " e Ales ¥ er\T
ol T = R est un réel strictment positif, Ug = (72, 12, T21)
est un vccteur de dimension R et
2 .2 2 02 232
1+8gcy yBgeT Y Bc1es Y Byeicr
7( p1 - n ) - n T - n
_7*BRezen (1+§0C2 _ 'vﬁgc%) . _7’Bicacr
_ n v n ) n
Bg = p2
_2*B3erer _7*Bicres ~(Ltfoer 1@&9?1)
- - R G Py

une matrice de dimension R x R. On pose alors

[ e UE o 1+ fBocr 1 + Bocr 2
J@—[Ue B@jl’ Q@—dwg( P PN R s V@—ﬁonT/Z-Z

respectivement deux matrices de dimension (1 + R) x (1 + R) et R x R et un
vecteur de dimension R. On montre alors (voir N’Guessan et Langrand 2005a,b)

les résultats suivants :
W) 1255 < <5225 () Ve oo < o555 < 1;
(ili) Bo est formellement inversible et

Bg' =~1(Q5" +t95'VeVE Q5Y),

3/2

avec t = (L= | Vo I§52)™, < Z,P >= Y empm, U = zhamVe,
Bo = 7(Qe — VoVd)

& 2 A2
@) Re :;ﬁ%ﬁ (i) 1 1r 3o =7 lrace(23h) + 120728
(ii)) (Jo/Be) = {% %t | 2150,
. 2 pmc
() 12 llgg = Z T+ oo

(Jo/Bo) est le complément de Schur de Bg dans Je.
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On montre que

cov(pj, Pm) = ¥ Wjwn [07¢iCm — A y5yml,
(j#m=1,2,....R)

o?(py) = v Hws + wi(0veF — Av )],
(j=1,2,...,R)

et

1 o2 (ﬂo)t2’)’2Aé
2 - 4 :
YTy
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Résumé

Soit (X1, Xak) , £ = 1,2,...,s, une suite de vecteurs aléatoires
indépendantes suivant chacun une distribution multinomiale M(z_,; 1(1+4
fer),0ci (1 + Bci)) ou les cx(er > 0) sont des réels donnés et 8 le
paramétre & estimer. Nous discutons dans ce travail de I’existence
asymptotique de 'estimateur du maximum de vraisemblance de 4.

Abstract

Let (X1, Xo), k£ = 1,2,...,s, be independent random vector
with multinomial distribution M(z_x; 1414 8er),8cr 1+ 8cy)) where
the (e > 0) are given positive real numbers and 6 the parameter to
be estimated. This paper deals with the asymptotic existence of the
maximum likelihood estimate of 4.
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1 Introduction

The whole problem of existence of the maximum likelihood estimate (m.l.e)
of a common road safety effect is closely connected to the estimation of a
finite dimensional parameter subject to restraints. Naturally this problem
has received considerable attention {Aitchison et Silvey (1958), Silvey (1959),
Crowder (1984), Tadashi (1984), Sutradhar (1996)). This existence involves
the introduction of various assumptions.

The problem we are confronted with is that described for example in Sil-
vey 1959 1.e. we are given z_; observations on a radom vector X; whose prob-
ability density function depends on parameters 8, p11, py2,...,pr1 , .2 Obser-
vations on a random vector X; whose probability density function depends
on parameters 8, p12, P22, ... ,Pr2,- - - , L..s Observations on a random vector X,
whose probability function depends on parameters 8, p1y, P2s, . . -, Prs. And we
are presented with the problem of estimation the true parameter

Q= (Govp?hpgl)-' wpgla vee ,pf,,pgs,- . ’pgS)T e R+

belongs to aset ¥ = {© € R™™",§ > 0; 2(0) = 0} where & = (hy, ho, ..., &),
he(©) = 35 psx—1. We will denote by z a givenset of N = z 1 +z.2+...+
z., observations on the random independents vectors (X3, Xs,..., X,), and
{(X;8) =log L{X; ©) will denote the value of the log- likelihood function at
the point O, where

! z,mk(ec )zzmk
L1 L - e _ s_. I k ) Hr _ pmk - mk
( ) ( ) k=1 (H:n=lzlmk!$2mk! m=1 (1 +0 Ei=1 cjkpjk)xnk

T T
where T k= Em:l Tomky T2k = Zm=1 Zoamk and Tomk = Timk + Tomk-
So, apart from an additive constant,

(X;0)= i fe(Xx: 0)
k=1

where fi(Xy;0) = z2.4log(8) ~z 4log(1+037 7 ciepjx) + > irlog(pi).
If Ho denotes the (14+s7) x s matrix (Ohr /00, ), if A is a lagrangian multiplier
in R?®, then we propose to estimate the unknown parameter ©¢ by a solution ;
if such exists, of the equations

(1.2) I(X;0) + Ho) = 0.
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(1.3) h(©) = 0;

where I'(X; @) is the point in R***" whose m'* component is 8/(X; ©)/90,,.
We now introduce matrix Bg = —E(9* | 80,,00)) the Fisher’s information
matrix which is supposed to be positive definitive and E denotes expected
value when O is take as the true parameter. We also assume throughout the
“usual regularity conditions” : E[I'(X;00)] = 0 and var[l'(X;0y)] = Be. If
Bo is not positive definitive, then the model or the constraints can be used
to construct a suitable non-singular version of Bg (see Silvey 1959, Crowder
1984). Also, conditions imposed on k are to get HgBg'Hg non singular
(since Hg is supposed to have full rank at ©g) and a closed neighbourhood
of Oq so that det(Hngngj is bounded away from zero. Now, if Oy € v
then under certains conditions, asymptotics res-lts for the constrained m.l.e.
stem from those of Aitchison et Silvey (1958), Silvey {1959) and Crowder
(1984) can be used to show that the mle. © of the common road safety
effect exists, is near ©y when z 4,2 3,...,2., and N are all large. The
general formal method will be set out in a subsequent paper. We study here
the special case of Tanner’s model (Tanner, 1958) i.e. when s > 2 and r
equal one.

2 General existence theorems

We present in this paragraph existence theorems of m.l.e. subject to res-
traints. In order to prove that the constrained m.l.e. exists in Us (some
neighbourhood of ), if § is sufficiently small, we will require the following
lemma (see Aitchison et Silvey, 1958).

Lemma 2.1 If g is ¢ continuous function mapping R™ into itself with the
property that, for every © such that ||Q| = 1, 0Tg(0) <0, then there erists
a point @ such that ||O] < 1 and g(0©) =0.

Proof : The proof of this result is indebted to Aichison and Silvey (1958,
lemma 2). We suppose that g(@) # 0 for any © such that |@|| < 1. Then
the function ¢, defined on the unit sphere in R* by

9(®)
91(0) = ==,
{0 oo
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is a continuous function mapping of this unit sphere into itself. Hence by
the fixed point theorem there is a point ©* in the unit sphere such that
0" = ¢1(0*). Also since ||g1(©*|| = 1 for every © in the unit sphere, it follows
that [|©*]] = 1 and ©*7¢,(0*) = 0°TO* = 1 > 0. But this contradicts the
fact that ©7g(0) < 0 (and consequently that ©T¢,(0) < 0) for every ©
such that [|O]] = 1. Hence there is a point © in the unit sphere such that
9(®) = 0. It is obvious that [|®|| # 1. Hence ||O]| <1.

Now, let us give the general existence theorems of ©. Application of the
mean value theorem at @p to the equations (1.3) and (1.4) gives :

(2.1) '(X;80) +1"(60,0)(© — ©o) + H(©,0)X =0,

(2:2) HT(00,0)(0 —60) =0;

The general notation H(©;,0;) is used to convey that the rows of the
matrix are evalueted at possibility different points on the line segment joining
@1 and @2. Let

R(X;0) = Bg'{Be +1"(©0,0)}

Q(©) = B3 H(8o,0){H (80,0)B5'H(©,0)} ™!
W(X;0) = [I14er — Q(O)HT (0, 0)].{B3(X;00) + R(X;0)(© — O0)}.

Theorem 2.2 (Crowder, 1984) There ezists a consistent solution of the
likelihood equations if for every e >0 36 € (0,¢] s.t.

Proba] sup (@ — Qg)TW(X;0)< 8] -1 as N — oo
[le-0oll=¢

Proof : Equation (2.1) is equivalent to
- (2.3) U(X;00) + Bo{R(X;0) — I11,,}(© — ©p) + H(©,0) -1 =0,
where
(2.4) A= —{H7(0,,0)B5'H(0,0)} 'HT(0,,6).Z(0)

with
Z(©) = {B5'I'(X;00) + R(X; 0)(© - 0o)}.

On multiplying (2.3) by Bg' and substituting for A one obtains
(2.5) W(X;0)—(0—-0y)=0.
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The pair (2.4), (2.5) are equivalent to the original equations (2.1), (2.1) :
if (2.5) has a solution, say @, the A is defined by (2.4) and these are solutions
of (2.1), (2.2). Now apply the equivalent of Brouwer’s fixed point Theorem (
lemma 2.1 ) : a solution © exists, with ||©—of| < 6, if (0-0)T(W(X;0)—
(O — By)) is strictly negative for ||@ — Oql| = 6.

Theorem 2.3 {Crowder, 1984) There ezists a consistent solution of the
likelihood equations if for everye >0, IM < o0, d >0, 6§ >0, p € [0,1] s.t.
$ < min(d, <) and

o (i) |Q(O)HT(®o, ®)|| < M forl|® — O] < d and all N,

o (ii) Prob[||B3*'(X;00)|| < p§(M + /1T +sr)"}] =1 as N —
when ||© — Q|| = 4,

o (iii) Prob[]|R(X; )| < (1 —p)(M++v1+sr) Y —1as N - =
when ||© — Q)| = é.

Proof : This is based on the following, which holds for ||© — Gf[ = § :

(0 = ©o)"W(X; )] < §|W(X;(O)]| < 8l{14er — Q(O)HT (5; 0)] - A(O)

where

A(©) = {[|1B5"I'(X;8)l| + IIR(X; ©)f}.
From (i), supje_gq|j=s [|114+sr — QOYHT (G0, ©)| < M + /T + s7. Hence

Prob] sup (O ~0o)TW(X;0)< 6] >Prob| sup [W(X;0)| < 6]
19 -O0l]=# ||©=Bol}=6

Prob[“ sup , [[W(X;0)|l < 6] = Prob[A; N A,)

-pll=

where
Ay = {supyo-oy1ms | B3 1(X: O0)| < pE(M +vIT57) )
and

Az = {supje_eyp=s | R(X;O)|| < (1 — p}(M + VT +5s7)71}
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R(X,0) is ©-continuous and {0;]|© — Q|| = 6} is compact, so {iii)
implies Probafsupye_eq|j=s |R(X, O)| < (1 = p)(M + 1+ sr)7] = 1; sim-
ilarly for Bg'l{(X;®,). Hence (2.6) — 1 and the criterion of Theorem 2.1 is
fulfilled.

Now, for ||©—0,]| = &, {©;(0—0g)T(W(X;0)~(0~6,)) < 0} isequal
to {©; (0 ~ 8p)TW(X;0) < §?}. Hence with probability one when N — oo
equation W(X;0©) — (0 — 0p) = 0 has a solution O such that ||© — Q] < é
and W(X;0) — (6 — 0g) = 0 Lemma 2.1.

3 Analysis of R(X;0) and B5'I'(X;6y).

Without any loss of generality we assume that r =1 and s > 2. This is the
case of the so popular Tanner’s model used in road safety measure (Tanner,
1958). In this case equations (1.3) and (1.4) reduce to the unique equation

(3.1) I(X;0)=0, 8> 0;

where F(X;0) = Y1 {M&‘}, Xix and X, are respectively, the

0(1+0ck)

random “before” and “after” counts of accidents at target site k. Obser-
vations of these random variables are denoted, respectively, z1x and 5 and
z . denotes the ovorall total count of accidents at site k£ during both periods.
¢i is and adjustement factor which is positive, non-random and defined by
the number of accidents observed “before” and “after” at the control site k ad
8 is the mean policy effect parameter (§ > 0). When¢, =, = ... =¢, = ¢,
equation (3.1) is immediately solved and the m.l.e. of 8 is given by:

0‘" = Z::l sz .

¢ ZZ=1 Xk
Since the denominator is a random variable, this is a biased estimator. An
- approximate correction for the bias and other estimators of safety effect are
proposed in Hauer (1992). We do not compare in this paper the performance
of those estimators. When, the adjustment factors ¢; are differents it is not
immediately obvious how the average effect (8) of the road safety measure
should be estimated. We focus one’s attention on the asymptotic (N — oo)

cxistence solution of equation (3.1).
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We suppose that (Xyx, Xor), (k = 1,2,...,s) are independent random
vectors. Using (3.1), equations {2.1) and (2.2) become

(3.2) I(X;60) + Bs{R(X;0) — 1}(0 ~80)=0,8>0;

where By = p(0)/0, p(0) = Foioh it (1+0ck) 15

s

o L [ zaa Xp ) o~ o [ Xa— 6 X
R‘“"")"Zp(w{(weakv o(1+0ck)} Z,,(){ (L 0cx)? }

k=1 k=1

0 O~ [ KXo ~ Ooci X
B X:00) = — { 2k 0Ck 1;:}‘
s T{Xibo) p(6) ; 8o(1 + bock)

Theorem 3.1 For fized s, let ¢ = Cmin | Cmax, WheTe Copin = min(c), Cmax =
max(ce), k£ € {1,2,...,8}. For every ¢ > 0, there ezists g.(N) > 0 s.t.
ge(V) > 2(ceN)7/?

Probal[R(X; )| < ¢.(N)] = 1 as N — co.

Proof : The sequence of random vectors (X, sz) are mdependent and
has multmormnal distribution with parameter z i, 75— +9Ck and -2 Hence,

1+8¢c;
fork=1,2,.
T z 3 0c
E(Xu) = m—2 | B(Xp) = 2%
(Kus) (1 + Ocz) (Xar) (1 + ci)
I,‘.kack x,kéck
Va.l'(Xlk) = Va.I‘(sz) = m, COV(X]]‘,XZ[;) = —m.

So E(R(X;8)) =0 and

T C0 1
(3.3) var(R(X;8)) = 9 2(9 Z (1 -{-’:Hck;c = 0p(8)

Application of Tchebychev inequality gives, for every given ¢ > 0,

var( R(X; 8)) ‘

Probal|R(X;6)| > €] < =
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Using formula (3.3), one obtains

(3.4) Proba[|R(X;0)| > €] < ROER

Now it is easy to show that
8 - Nemin ON Cmax
—_— T <Lf < —_
T+ omaef = PO S T e
The function 8 — Ocmin/ (1 + cmar)? is bounded by ¢ and similary the
function @ — fcmax/ (1 + Ocmin)® is bounded by .. Hence we get

(3.5)

(3.6) X <o < X

Using (3.8) and (3.4), one obtains

3.7) Proba [|R(X;6)| > €] < ?éj—v

Let ¢.(N) > 0 so that g, (N) > 2¢~/2~1/2N~1/2 then
(3Byoba {|R(X;6)| > ¢.(N)} < Proba {|R(X;0)| > 2c™/21/2N"1/2},

Application of (3.7) gives

Proba.{]R(X; 0)| > 2 } < ( : €,

cl/2gl/2N1/+2 c_l/—zcllg—jw/ﬁ')zav -
SO
1 — ¢ < Proba{|R(X;0)| < q.(N)} <1

for every given ¢ > 0 and N — oo (N large).

Theorem 3.2 Let u(0;) = (1+00Cmax)?/ Cmin, Where cmay and cmin are defined
as in theorem 3.1 and 84 the true value of parameter . For everye > 0, there
ezists p.(N) > 0 s.t. p(N) > E—,,‘%Qﬁ Proba[|B;'I'(X;60)| < pe(N)] — 1 as
N — o0 and 8 near 8y.



204

ANNEXE All

XI-10

Proof : Using Tchebychev inequality, one obtains

var (B; H'(X, 85))
62

(3.9) Probal|B; 1'(X;00)| = €] <
for every given ¢ > 0. Now using expression of B;1I'(X; 8o), we get

xkeock
var( By '1'(X; 6,)) 2(9 9 Z (14 foce)?’

0 k=1
50 N8
17 . < :
(3.10) var (B; (X 6p)) < 2
For 8 near 6, (3.10) becomes
- N (1 + Gt)cmax)‘4
. (X;60)) < <
(3.11) var(By H(X; 60)) < IO R =
Hence 1+0 v
- + 00Cm
(3.12) Proba{|B;1'(X;80)] = ] < Neid :‘

Now let p.(N) > 0 so that p.(N) > :!72(?31 7 and using (3.12), one obtains

Probal|B;*1'(X; 6)| > pe(N)] < Proba[|B;'(X;60)| > f/zl%ql)ﬁj <e.

Hence 1 — ¢ < Proba[|B;1(X;8)] < pe(N)] €1 for N — oo and 8 near 6.

4 Asymptotic existence of the m.l.e.

Function W(X;8) is defined by :
(4.1) W(X;0) = By'U(X;6,) + R(X;0)(6 — 6).

A solution § exists, with |é — 0| < 8,if (6 - HT{W(X;0)—(0—00)} is
strictly negative for | — 8] = 6.

Theorem 4.1 There exists a consistent solution of the likelihood equation
(3.1) if for everye > 0, 3q.(N) € [z, 1, 6§ > 0 5.8, 6 > bt

and
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o (i) Proba[|R(X;8)] < ¢.(N)] — 1 as N — co when |§ — 8] = 4.

. (zzl) Probal|B; 1 '(X;00)] < (1 — .(N))§] = 1 as N — co when |§ —
Go] = 4.

Proof : For |§ — 8] = 6.

(4.2)|(8 — 60) W(X;6)] < 6|W(X;6)] < 6{|1B7HV'(X; 60)| + 6| R(X; 0)]}.
Using theorem (3.1) there exists ¢,(N) > %y so that

(4.3) Proba[|R(X; 0] < ¢;(N)] - 1as N — co.
Similary using theorem (3.2), we get (p.(N) > p(8o)e~/2N-1/?)

Proba[|B; 1I'(X;6)] < p(N)] = 1 as N — oo and 8 near 8 (ie. &
sufficiently small). So with probability one and 8 near 6,

(4.4) [B71'(X; 80)] + 6| R(X; 6)| < pe(N) + 8g.(N),
and p(N) + 6g.(V) < §ie pAN) < (1 ~g(N))§if 1~ g(N) > 0 and
6 > Z‘:(hivlzl)

This implies that
(4.Broba(|B; 1 '(X; 80)] < pe(N)] < Proba[|B; ' (X;60)| < (1 — ¢.(N))é].

Condition (ii) implies that Proba[|B; 'I'(X;60)] < pe(N)] — las N — oo
when |6 — 8p] = §. Using expressions (4.5) and (4.3), one obtains

B 1 (X; 80)] + SIR(X: 8)] < (1= 0.(V))6 + bq, = &
Hence, for |§ — 8o} = &
(6~ 07 W(X;0)] < EIW(X:0)] < 8{(1 ()6 + 6 ()} = &,
with probability one as N — oo i.e. condition of theorem 2.1 is then fulfilled.

Remark. Uselul discussions about theorem 2.1 and theorem 2.2 are given
in Crowder (1984). Theorem 2.2 gives a breakdown of the single condition
of theorem 2.1 into more manageable bits. The reduction depends critically
upon (i) of theorem 2.2, that Q(®)HT(Q,,®) should be bounded uniformly
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in both N and © . However with regard to the special case r =1 and s > 2
there is no constraints. Hence Q(©)H7T (0o, 0) is egal to nul function and
any positive real number can be used as M. On the other hand, one can take
pe(N) equal to u(8o)(eN)~F and ¢.(IN) equal to 2(ecN)~% in such a way that

(4.6) eE>6>

for a given € > 0 and N large.
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Etude asymptotique de I’existence d’un estimateur lié a
des données d’accidents de la route
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Résumé

On considere (Yiz, Yar), {(k =1,2,--+,8), s € N une suite de couples
de vecteurs aléatoires (v.a.) indépendants suivant chacun une distribution
multinomiale dont les probabilités de classe dépendent d’un vecteur para-
métre inconnu @ € R%, d € N*. On s’intéresse & 'estimation de ° (la vraie
valeur du parametre) lorsqu’on utilise la méthode du chi-deux minimum
modifié. On montre, sous certaines conditions, qu'il existe asymptotique-
ment un estimateur & convergeant en probabilité vers $°,

Abstract
Let (Yik,Yak), (k=1,2,---,38), s € N*, be independent random vec-
tors with multinomial distribution where the cell probabilities depend on
an unknown parameter ® € R%, where d € N". One shows, under certain
conditions, that there exists asymptotically an estimator derived from the
modified chi-square method which converges in probability to ®° (the true
value of the parameter).

Key words : Road safety measure, road accident, multinomial distribution,
Estimation, chi-deux minimum method, asymptotic existence, convergence in
Probability.

Mots clés : Accident de la route, Mesure de sécurité routiére, distribution
multinomiale, Estimation, chi-deux minimum, Existence asymptotique.

A.M.S. Subject classification : 62 F 10, 62 I 12, 62 H 12.
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1 Introduction

On considére k = 1,2,---,s (s € N*) et Y1z = (Yi1s, Y12k, -+, Yirk) (vesp.
Yor = (Ya1k, Yook, -+, Yark)) le vecteur aléatoire (v.a.) donnant les effectifs de
r (r € N*) types d’accidents sur le site traité k avant (resp. aprés) la mise
en place d’une mesure de sécurité routiere. Afin de tester ’hypothése selon la-
quelle Pindice d’efficacité de la mesure est 1é méme quelque soit le site traité et
quelque soit le type d’accidents considéré, N'guessan et Langrand( 1993 )
ont mis au point certaines statistiques et étudié leur distribution asymptotique.
Ces statistiques ont été élaborées en supposant que les couples de v.a. (Yig, Yar),
(k=1,2,---,s) sont indépendants et suivent chacun une distribution multino-
miale (voir N'guessan 1993 pour la construction du modéle multinomial).

M(nk; 7T11k(‘1’),"‘ ,7l‘1jk(‘I’),'“ ,7F1r‘/c(‘1’) )
m21x(8), -+, w2k (B), -+, mark (@)

o ng est Veffectif total des accidents survenus dans le site & au cours des
deux périodes (ny est déterminé), & € Ri*+5("—1) un vecteur paramétre de vraie
valeur ®° inconnue. Pour construire et établir la loi asymptotique d’une de leur
statistique, ces auteurs ont utilisé ®, Vestimateur du x? minimum modifié (voir
Cramer p. 425-426) de ®° c’est-a-dire une solution, si elle existe, du systéme
d’équations :

(1) Zi ~ Yo —mamge Ok o 1+s(r—1)
k=1 j=1 t=1 Ttjk 08 — 7T .

Cependant les résultats asymptotiques ainsi obtenus n’abordent pas le probléme
primordial de l’existence de ®. On se propose donc d’étudier, dans ce travail,
Iexistence asymptotique (N = > ;_, ng — oo) de @.

2 Principaux résultats

On note :
Dy la matrice de taille (2sr,1 + s(r — 1)) dont chaque élément est donné par
Pexpression ﬂ;},’;/ 2 (Omej | OPm) évalué au point & = @°;
D = AY2D, [on AY? = diag(AY2, AL . 1/2) est une matrice bloc-diagonale
de taille 2sr avec Ai/ - n,lc/ 2.[2-,-] ;
Z € R le v.a. tel que Zyjx = [Yijp — gy ]/ [namgy]'/? avec nfy, = mije (8°);
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T

A = STl L (b))

st Tk OPm nfjk 0%,
z 2 1 37rt Tk 1 Ttik
- ,2:‘1; Ttjk — Ty [W a@J _w—gj;(agm)o}
r o2 1 P 1+s.(r 1) a
B Z—;; wfjk( Wm) [(W‘J" k) = g mjk - ‘I’?)}

k=1,2,---,8;m=1,2,---, 1+ s(r — 1) fixés.
On admettra dans la suite les conditions ci-dessous;

(H1) Z;=1 ZLI Tk (®) =1pour k=1,2,---,s

(H2) 8mijx | O%m et O%wyjx | 8mOP, sont continues

(H3) la matrice de taille (2sr,1+s(r—1)) dont les éléments sont 87, | 0%m
est de rang 1 +s(r — 1);

(H4) mejx(®) > p* > 0 pour tout k,j et t;

(H5) ng = ng(N) pour k = 1,2,---,5 et N et ng(N) tendent vers co de
telle sorte que

nk(N _
Nh_{fxloo N = T <00 .
Soit 6y > 0 donné, pour k,; et t fixés et d’aprés 'inégalité de Tchebycheff, on
a
7o (1 —mP. Tos
(2) PTOba[]Yth — nmgl > yny!/ 2] < 'ﬂf‘(“z‘ﬂ 5
Par conséquent
(3) IYtjk - nkﬂ':jk| < 6anlc/2 Vk,j,t

avec une probabilité plus grande que 1 — 5,'\}2 On supposera dans la suite de ce
travail que les Y}, satisfont & la relation (3) et que dy — oo quand N — oo de
telle sorte que N~1/243, — 0. On pourra prendre dy = N° (0 < a < }).

Lemme 1 Soientvy(®°) un voisinage ouvert non vide de ®° et R(®) € Ri+s(r—1)
le vecteur aléatoire (v.a.) de composantes Rm(®) = & 3 =1 nyR¥(®), 3 €

un(®°). Sous les hypothéses (H1) & (HS5) et avec une probabilité plus grande
que 1 — 8657, on a pour @ et (V) de vy (2°)

- 9 o o 95
B ()~ Rn(8)] < Co | 80— || (I 302 || + || 8%)-° | +73/2 %)

ot Cy est une constante positive indépendante de ) &) m, N et by — oo
quand N — 00,avec 65N~"Y2 50, et 1/% = limy o0 3o 1(N)l/2
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Lemme 2 Sous les hypothéses (H1) d (H5), on définit ®, une suite de points
de un(g-) telle que $o = ° et

3, = 8° + N"VHDITDy) ™ (LV2Dy)T Z + (DT Do) "1 R(®,-1)
otp=1,2,---, /2= 71—]_\,_/&“1/2 . Alors, avec une probabilité plus grande que
1—6;,2, on a pourp >0

| @511~ @5 IS Ca[(2C; + T01/2)03]p(%)17+1

ot Cy et C3 sont des constantes indépendantes de N et p et ot Tol /% gt R(.) sont
définies comme au lemme 1.

Théoréme 1 Sous les conditions (H1) a (H5), il existe asymptotiquement (N —
o) un estimateur du x2 minimum modifié ® de ®° tel que V6 > 0 donné

| & -&°||—+0 quand N —

avec une probabilité plus grande que 1 — 4652, 0t 6y — o0 quand N — oo tel que
N=Y%53 = 0.

3 Ligne de démonstration

3.1 Démonstration du théoréme

Soit & I'estimateur du x? minimum modifié, s’il existe, de ®°, alors $bus les
hypotheses (H1) & (H5), le systéme d’équations (1) est équivalent & la forme
matricielle

(4) $ = ®° + N"VHDIT D)~ (T2 De)T Z + (DIT Do) R(3)

ol & € un(®°) (N — o), [V/2 = N~V/2AY2 et R(®) donné par le lemme 1.
Par suite, tout point ® € vy (®°) solution de (1) se met sous la forme {4).
Réciproquement, il 5’agit de montrer qu'il existe asymptotiquement un point
de vy (®°), vérifiant ’expression (4) et donc solution de (1). On considére done
®, la suite de points de vy (8°) définie par &g = @° et '

(5) @, = 3°+ N~VY2(DITDy) Y (T2 Dy)T Z + (DIT Do) ' R(®;-1) ,£> 0.
D’apres le lemme 2, il existe des constantes K» et K3 indépendantes de N et £
telles que

5N )l+1
VN

avec une probabilité plus grande que 1—35? quand N = oo tel que N=1/26}, —
0. Par conséquent pour N — co la suite &, ®a,- - de uy($°) converge vers un
point ®* € yy(®°) avec

(7) 3% - 9° = (B ~ B°) + (Pa— @) + (D3 — Do) +---

(6) | ®e41 - B¢ IS Ka[(2K + /") K]* (
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Par construction de la suite (®,, £ > 1), ®* satisfait & I'équation matricielle (4)
et donc est solution de (1) avec une probabilité plus grande que 1 —d52. D’apres
le lemme 2 et en utilisant la décomposition (7), on a que || * — ®° ||— 0 quand
N — o0 avec une probabilité plus grande que 1 —-6]\}2 c’est-a-dire tendant vers 1
quand N — co. Il existe alors, avec une probabilité tendant vers 1, une solution
du chi-deux minimum modifié au systéme (1).

Soit maintenant & € vy (®°) une autre solution de (1) tendant vers ®° quand
N — oo alors d’aprés le lemme 1 on a

(8 18-o* || = | (DITD)™(R(2") - R()) |

* __ & 5 _ &° * o 1/2‘5N
Coller— | (I1&-a |+ & - 8" |+ )

Puisque || @* — ®° || et || & — ®° || tendent vers 0 quand N — oo tel que
N~1/2§2, - 0 alors & = * avec une probabilité plus grande que 1 —§5° quand

N — 0. Par conséquent, il existe asymptotiquement une solution unique $ au
systéme (4) et donc & (1) convergeant en probabilité vers &°. :

IA

3.2 Démonstration du lemme 1

On considre 32 et ®(!) deux points quelconques de vy ($°). Soient k et m
fixés alors on obtient la relation ci-dessous

e (+) - (x)

2 Yijx — ngmy, k 1 Omesk 1 Omesik
Z Z - . [Wtjk(@(l)) ( 8@1 )<I>(1) - Wtjk(é(z)) (64:; )<I>(2)]

j=1t=1
ro2 . O .
+j§;<ﬂ't1k (@(1)) - Wtjk) [Wtjk (1¢(2)) (6:;::)q>(2) B Tejk (1<I)(l)) (Zgj:)q,(x)]
ro 2 O ’
+ ; ; (7thk (8®) — mejn (q:(l))) [“‘jk (1(1)(2)) ( 67;: )@(2) B ﬁ;jk (aagj: )@D]

350 (2 e (89) - i (@)

j=1t=1 ' tik
1+s{r—1)

> (Gar), (2 - )]

La preuve du lemme consiste & majorer en probabilité chacun des termes
du second membre de cette égalité. En utilisant la relation (3), les hypothéses
(H1) et (H5) et le développement de Taylor a 'ordre 1 au voisinage de ®°,
le premier terme du second membre de 1'égalité est majorée par Dexpression

K || 3 — 3™ th/%, avec une probabilité plus grande que 1 — §5° ot K,
k
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est une constante indépendante de k,m et ng (k = 1,2,---,5). En appliquant
le méme raisonnement aux trois autres termes, on montre que :

| R (20) - RD(e) | < Ky -0 | S
Ty

+ K || 20 -0 ™ — 33
+ Kafl 9® - ol jjj () — 2@ -
(9) + K@@ —a® 2

En posant Cy = max(Kl, K> + K4,K3 + K), il s’en suit, avec une probabilité
plus grande que 1 — §3° N que

(10)
| R (80) - R (8@) [< Co | 2 - 8 | ([ 80 — 3O | 4+ [ 8 — 2 | 42X _TE 7))

o1 Cy est une constante indépendante de m, k,ny (k =1,2,---,5), ®1) et (.
On déduit de cette derniere inégalité que pour IV = o

_ _ 1<
| B (0) = B (2®) | < £ 3 ne | P (8®) - RP (3] |
k=1
(1) < Gl 8 -e® | (] 2® - 8® |+ & - 30
1/2, N
+ 15 \/N)
ol ré/z = imy—eo 2:___1(%)1/2, 8n — oo avec N de telle sorte que 64, N~1/2 —

0.

3.3 Démonstration du lemme 2
Par construction des Rﬁ,’f)(@) on a que R (<I>°) = 0 Vm et k. Par suite on

a
(12) $; —8° = N~Y2(DITDy) "} (1'/?Dy)T Z
et pour p > 0

(13) Bpp1 - %, = (DgFDO (R(‘bp) - R(‘I)p 1)

D’apres (H5), les matrices (DT Do)~ (T2 D)7 et (DT D)~ sont asymp-
totiquement (N — oo) indépendantes de N. Par conséquent en combinant les
relations (3), (12) et 'hypothése (H4), on obtient

N

(14) | &1 —2° i< CZ\/N



APPROCHES STATISTIQUES DE L’EVALUATION D’UNE MESURE: CAS DE LA SECURITE ROUTIERE 215

VII-8

ou Cy est une constante indépendante de N. En utilisant de la méme facon la
relation (13) et le lemme 1, on a pour p > 0

(15)

o o 2 5N
| @t =25 1< Cs | @5 = @pes | (11 85 = 8 1)+ 1 250 — 8° | 45" )

ol C3 est une constante indépendante de p et N. En combinant maintenant les
inégalités (14) et (15), on montre par un mécanisme similaire & celui de Cramer
(1946,p.430-431) que

2 )
| ®p1 — &, |I< Cal(2C, + Té/‘)c's]p(\/—%)pﬂ , p>0

avec une probabilité plus grande que 1 — 6;,2 et dy — oo avec N tel que
SFANY2 = 0.
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