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Résumé

La méthode de Lanczos est 'une des méthodes itératives les plus utilisées pour la ré-
solution des systémes linéaires. Les polynémes orthogonaux formels permettent la mise
en ccuvre des différentes méthodes de type Lanczos. Cependant, des divisions par zéro
("breakdown") peuvent étre rencontrées dans le calcul de ces polynéomes par des rela-
tions de récurrence. Dans la premiére partie de cette thése, nous avons effectué une étude
détaillée de ce phénoméne, le rapport entre les différentes situations de breckdown qui
affectent les relations de récurrence a été établi. Cela nous a permis, d’une part, de donner
une nouvelle implantation du processus de Lanczos par des récurrences & deux termes,
d’autre part, d’appliquer le look-ahead & la méthode du Gradient Biconjugué. Les poly-
némes orthogonaux formels sont ensuite utilisés pour introduire le préconditionneur dans
quelques méthodes de type Lanczos qui utilisent le look-ahead (MRZ-stab, HMRZ-stab,
BIORES non générique, QMR et CSBCG).

Ensuite, nous nous sommes particuliérement intéressés a I'algorithme MRZ-stab qui est
une variante de Palgorithme Lanczos/Orthodir dans laquelle nous appliquons le look-ahead
pour éviter le breakdown et qui souffre de probléme d’instabilité numérique. Une norma-
lisation de ces vecteurs de direction par des produits scalaires nous a permis la mise en
ceuvre d’un algorithme qui évite les situations de dépassement de capacité qui sont trés
fréquentes dans 'algorithme MRZ-stab. Une adaptation de ’algorithme obtenu au cas sy-

métrique non-défini positif est proposée.

A la fin de cette thése, pour la résolution des systémes linéaires multiples AX = B avec
Ae RVN, X, B e RV® et s < N, nous avons proposé une nouvelle approche basée sur
une projection oblique par rapport aux sous-espaces de Krylov matriciels, nous avons défini
la procédure du Lanczos global qui nous a permis de développer le processus de Lanczos
global, ainsi que les méthodes de type Lanczos globales telles que le Gradient Biconjugué
global (GL-BICG) et le BICGSTAB global. Des situations de breakdown peuvent survenir
dans ces algorithmes, pour résoudre ce probléme, nous avons proposé des versions avec

look-ahead de certaines méthodes de type Lanczos globales.

Mots clefs

Mé¢thodes de Lanczos, polynémes orthogonaux formels, breakdown, look-ahead, schéma
de Horner, préconditionneur, over flow, under flow, normalisation, sous-espace de Krylov

matriciel, projection globale, méthodes de type Lanczos globales.






Abstract

The Lanczos method is one of the most famous iterative methods for solving linear sys-

tems. Formal orthogonal polynomials allows to implement several Lanczos-type methods.
However, breakdowns can occur in the computation using recurrence relations. In the first
part of this thesis, we study more precisely this phenomenon and we establish a genera-
lization for all situations which lead to a breakdown. At first, this generalization gives a
new implementation of the Lanczos process based on two-term recurrences. At last, we
apply look-ahead to the Biconjugate Gradient method. Formal orthogonal polynomials are
then used to introduce preconditioning in some Lanczos-type methods using look-ahead
(MRZ-stab, HMRZ-stab, non-generic BIORES, QMR and CSBCG).
After that, we focus on the MRZ-stab algorithm, which is a variant of the Lanczos/Orthodir
algorithm in which we apply look-ahead to avoid breakdowns. It is known that this variant
has some numerical instabilities and we propose a normalisation of directional vectors by
some scalar products which avoids the overflows generally present in the MRZ-stab me-
thod. An adaptation of this algorithm to the non-definite symmetric case is proposed.

The second part of this work deals with the resolution of multiple linear systems
AX = B with A € RVY, X,B € R"*® and s < N. We introduce a new approach
based on an oblique projection onto matrix Krylov subspaces. We define a global Lanczos
procedure, deduce the global Lanczos process and global Lanczos-type methods (global
Biconjugate Gradient and global BICGSTAB). Some breakdowns can occur in these al-
gorithms and we propose versions with look-ahead of these global algorithms to avoid

breakdowns.

key words

Lanczos methods, orthogonal polynomials, breakdown, look-ahead, Horner’s rule, precon-
ditioning, overflow, underflow, normalization, matrix Krylov subspace, global projection,

global Lanczos-type methods.
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Introduction générale

La résolution des systémes linéaires est un sujet classique de 'algébre linéaire qui inter-
vient dans de nombreux domaines et qui reste néanmoins toujours d’actualité. La modéli-
sation des problémes que nous rencontrons en physique, en mécanique, en électrotechnique
et d’une fagon générale dans l'ingénierie, conduit, éventuellement aprés une discrétisation,
a la résolution de systémes d’équations linéaires de dimension finie. Citons par exemple la
discrétisation par la méthode des différences finies ou par la méthode des éléments finis de

certains problémes d’équations aux dérivées partielles.

Soit & résoudre le systéme linéaire & N équations et N inconnues
Az = b, (1)

on Ae RVN be RN etz e RN,
Pour une matrice A carrée réguliére de dimension N, le calcul numérique d’'une valeur
approchée de la solution exacte z = A71b se fait de deux manieres différentes, I'une directe

et Pautre itérative.

Les méthodes directes consistent & factoriser la matrice A en un produit de matrices
faciles a inverser. En pratique, la stabilité numérique d’une telle factorisation a une impor-
tance capitale. Les deux factorisations LU avec pivotage et QR de la matrice A sont les
plus utilisées en raison de leur stabilité numérique. Cependant, dans le cas d’'une matrice
A de grande dimension NV, ces deux factorisations nécessitent un stockage de 1’ordre de

O(n?) et un cott algorithmique élevé de I'ordre de O(n?).

Les méthodes itératives consistent & générer des suites de vecteurs convergeant vers la
solution du systéme (1). Contrairement aux méthodes directes, ces méthodes sont le plus
souvent utilisées lorsque la matrice A est d’une grande dimension et surtout si A est creuse.
La programmation de ces méthodes ne modifie pas la structure de A et nécessite, en gé-
néral, un stockage et un cott algorithmique convenables. De plus, ces méthodes itératives
sont les mieux adaptées au calcul paralléle. Une classe de ces méthodes itératives est basée

sur la minimisation d'une certaine norme de Perreur sur un sous-espace de Krylov. La
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convergence des méthodes de cette classe vers une valeur approchée de la solution exacte
est obtenue, en général, en un petit nombre d’itérations par rapport, bien sir, a la taille de
la matrice A. Parmi les éléments de cette classe, citons la méthode du gradient conjugué
(CG : Conjugate Gradient method) due & Hestenes et Stiefel [44] qui est utilisée lorsque la
matrice A est symétrique définie positive ainsi que les méthodes de type CG suivantes :

- MINRES (Minimum Residual method) et SYMMLQ (Symmetric LQ) dues & Paige et
Saunders [56] qui supposent seulement que la matrice A est symétrique. Notons que la
méthode MINRES est mathématiquement équivalente a la variante CR (Conjugate
Residual) de la méthode CG sauf qu'elle résout un probléme aux moindres carrés

obtenu grace au processus hermitien de Lanczos [50] pour minimiser le résidu.

-~ La méthode CG appliquée respectivement aux équations normales AA™y = b avec
x = A*y et AAx = A*b nous donne respectivement les méthodes CGNE due a
Craig [24] et CGNR due & Hestenes et Stiefel [44]. Ces deux méthodes ne supposent
aucune condition sur la matrice A et minimisent respectivement la norme euclidienne
de Perreur et du résidu. Cependant, il est connu que la matrice AA* (ou A*A) peu

étre mal conditionnée, ce qui entraine une convergence lente de ces méthodes.

- LSQR (Least Squares QR), due 4 Paige et Saunders [57], est mathématiquement
équivalente & CGNR. Mais LSQR est plus stable numériquement que CGNR.

— USYMLQ (Unsymmetric LQ) et USYMQR (Unsymmetric QR) sont dues & Saunders,
Simon et Yip [68]. Ces deux méthodes ont une caractéristique particuliére qui consiste
& projeter la solution du systéme sur une somme de deux sous-espaces de Krylov.
Notons cependant que ces deux méthodes présentent un probléme de division par
zéro auquel nous ne pouvons remédier que par un changement des vecteurs qui sont

choisis initialement.

11 est important de noter que CGNE, CGNR, LSQR, USYMLQ, USYMQR sont utilisées
pour une matrice A quelconque. En général, sans préconditionnement, ces méthodes ont
une convergence lente, ce qui a poussé les chercheurs a développer d’autres méthodes plus

compétitives. Nous en citons ci-dessous quelques unes.

— ORTHOMIN est due & Vinsome [78]. Les résultats théoriques sur la convergence de
cette méthode ont été analysés par Axelsson [2] et les auteurs de [26, 27]. Cette
méthode est aussi connue sous le nom de GCR. (Generalized Conjugate Residual me-
thod) dans [27].

— Orthores et Orthodir sont dues a Young et Jea {81]. Orthomin, Orthores et Orthodir
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différent seulement dans la fagon de générer le résidu. Mais il s’avére que Orthomin

est la plus stable numériquement.

FOM (Full Orthogonalization Method), due & Saad [61], utilise le processus d’Ar-
noldi et la condition d’orthogonalité de Petrov-Galerkin pour se ramener, 3 chaque
itération, a un systéme linéaire dont la matrice est de Hessenberg. Cette derniére
peut étre singuliére, ce qui est considéré comme un handicap. Nous disons aussi que
FOM souffre d'une division par zéro causée par la condition de Petrov-Galerkin.

GMRES due a Saad et Shultz[63] minimise le résidu et utilise le processus d’Arnoldi,
ce qui lui permet d’éviter les problémes de divisions par zéro. GMRES consiste & se
ramener, griace au processus d’Arnoldi, a un probléme de minimisation au sens des
moindres carrés, qui se résout & l'aide d'une factorisation QR obtenue par rotations
de Givens. GMRES utilise une orthogonalisation compléte du processus d’Arnoldi. 11
est bien connu qu'une telle orthogonalisation nécessite un cotit algorithmique élevé.
C’est pourquoi Wu et Saad ont utilisé la technique d'orthogonalisation incompléte
[59], pour définir la méthode DQGmres [60]. Une autre technique souvent utilisée est

~ celle du redémarrage.

BICG (Biconjugate Gradient method), due & Lanczos [50] et rendue populaire par
Fletcher [29], utilise le processus non hermitien de Lanczos et la condition de bior-
thogonalité de Petrov-Galerkin. BICG est une extension de la méthode du gradient
conjugué au cas non- symétrique. Malheureusement, sa convergence peut étre irré-
guliére en plus cette méthode souffre d’une division par zéro qui correspond & la
singularité de la matrice de Lanczos. La méthode BICG souffre éventuellement d’une
deuxiéme division par zéro qui est celle du processus de Lanczos. Cette derniére peut

étre évitée grice aux stratégies de look-ahead [31, 58].

QMR (Quasi Minimal Residual method) est due a Freund et Nachtigal [34]. QMR uti-
lise le processus de Lanczos pour se ramener 4 un probléme de "quasi-minimisation"
qui évite une éventuelle division par zéro due a la singularité de 1la matrice de Lanc-
zos. La division par zéro due au processus de Lanczos peut étre évitée de la méme

facon que dans le BICG par les stratégies de look — ahead.

CMRH (Changing Minimal Residual method based on the Hessenberg process) due
a Sadok [67], utilise la technique de "quasi minimisation" du résidu comme pour la

méthode QMR et le processus de Hessenberg
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— CGM (Conjugate Gradient Multiple) est une classe de méthodes introduite simul-
tanément par Brezinski [6] et Gutknecht [43]. Ce type de méthodes est aussi connu
sous le nom de "Lanczos-type product methods" (LTPM). Les deux méthodes CGS
due a Sonneveld {73] et BICGSTAB due a Van Der Vorst [77] sont de type CGM.
Cette classe CGM est basée sur la méthode de Lanczos et donc ce type de méthode

subit aussi des divisions par zéro.

Ici nous nous intéressons plus particuliérement a la méthode de Lanczos [50, 51], le
résidu de cette méthode s’écrit sous la forme ry = b — Az, = Pi(A)rg, ou Py est un po-
lynéme orthogonal formel par rapport & une fonctionnelle ¢ bien déterminée. De ce fait,
nous pouvons mettre en ceuvre cette méthode en utilisant les différentes relations de récur-
rence satisfaites par la famille des polynémes orthogonaux formels et/ou celle de la famille
adjacente [19]. L’existence de ces familles n’est pas toujours assurée, plus précisément, elle
dépend de certains déterminants de Hankel; lorsque ces derniers sont nuls, une division
par zéro survient dans les algorithmes de type Lanczos. Cette situation est appelée "true-
breakdown" ou pivot-breakdown. Un autre type de breakdown peut également survenir
dans la méthode de Lanczos di au fait que le polynéme Py n’est pas exactement de degré
k ce qui provoque I'impossibilité d’utilisation de certaines relations de récurrence. Il est

connu sous le nom de "ghost-breakdown" ou Lanczos-breakdown.

Pour remédier a de telles situations, différentes procédures ont été définies récemment.
Elles consistent soit & considérer uniquement les polynoémes orthogonaux réguliers (ceux qui
existent) qui peuvent étre calculés et & chercher les relations de récurrence qu'ils vérifient
(look-ahead), soit & calculer les polynémes orthogonaux réguliers en passant par d’autres
polynémes intérmidaires (look-around et ALA), soit encore & modifier la méthode de Lanc-

zos pour éviter ce genre de probléme.

Un autre probléme qui a attiré 'attention de nombreux auteurs ces derniéres années

concerne la résolution des systémes d’équations linéaires & plusieurs seconds membres
AX =B, Ae RV*N ot Be RV*®, avec s< N.

Il survient dans plusieurs applications, notamment en chimie, en électromagnétisme, en
mécanique des structures ...

Ainsi, difféerentes méthodes classiques de type Krylov (s = 1) ont été généralisées (BICG
[29], QMR [34], GMRES [63]).

Dans le cas symétrique défini positif, la méthode du Gradient Conjugué par bloc (Bl-
CG) [55] et ses variantes [54] sont trés efficaces. Lorsque la matrice A est quelconque, le
BL-BICG [55], le BL-GMRES [71, 79] et le BL-QMR [33] sont les généralisations par bloc
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les plus connues. L'idée commune & ces méthodes est de construire une suite d’approxima-
tions matricielles Xy = Xo 4+ Zj ol Zj, est une correction appartenant a ’espace de Krylov
par bloc Ky (A, Ro) avec Xo une approximation de départ, Ry = B — AX et Ki(4, Ro)
I’espace vectoriel engendré par les colonnes des matrices A*Ry pour i = 0,...,k — 1. La
correction Zj, est déterminée soit par une condition de (semi)minimisation, soit par une
condition d’orthogonalité.

Notons que les méthodes par bloc, notamment la méthode de Lanczos par bloc [37, 38] et
celle d'Arnoldi par bloc [65], sont aussi utilisées dans le calcul des valeurs propres pour les

matrices de grande taille.

D’autres approches ont été également proposées pour résoudre les systémes linéaires &
plusieurs seconds membres. Citons les méthodes "Seed". Ces méthodes consistent & choisir
un systéme linéaire particulier, & le résoudre avec une méthode de type Krylov et & projeter
les résidus des autres systémes sur I'espace de Krylov obtenu. Le processus est répété avec
un autre systéme jusqu'a 'obtention de toutes les solutions. Cette technique a été utilisée
dans 23, 72] pour le Gradient Conjugu¢ et dans [71] pour la méthode du GMRES.

Dans cette thése, deux thémes essentiels sont abordés. Le premier concerne les mé-
thodes du look-ahead pour éviter le probléme du breakdown dans les méthodes de type

Lanczos, le second est consacré & la méthode de Lanczos globale et ses variantes.

Dans le chapitre 1, nous étudions les polynémes orthogonaux formels utilisés dans la
mise en ceuvre de la méthode de Lanczos. Une étude détaillée du phénomeéne de breakdown
qui risque de se produire dans les relations de récurrence utilisées dans le calcul de ces po-
lynémes est établie. Nous donnons, suite & cette étude, un schéma représentant le rapport
entre le true et le ghost-breakdown. Ces résultats permettent la généralisation, dans le cas
d’un breakdown, de toutes les relations de récurrence en particulier celles dans lesquelles
il se produit les deux types de breakdown. Une premiére application de ces résultats est
proposée & travers une implantation du processus de Lanczos basée sur des relations de
récurrence a deux termes dans lesquelles nous évitons le true et le ghost-breakdown. Ces
relations de récurrence sont établies en utilisant un formalisme qui consiste & exprimer
certains polynomes particuliers dans des bases formées par les polynémes orthogonaux ré-
guliers et des polynémes complémentaires qui remplacent les polynémes orthogonaux qui

n’existent pas.

Dans le chapitre 2, nous appliquons le look-ahead & la méthode BICG en utilisant
les résultats, obtenus dans le premier chapitre, sur le rapport entre le "true" et le "ghost-

breakdown". Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous utilisons les polynémes orthogo-
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naux formels pour introduire le préconditionneur dans quelques méthodes de type Lanczos
qui utilisent le look-ahead, & savoir : La méthode MRZ-stab et HMRZ-stab, la méthode
BIORES non générique, la méthode QMR avec look-ahead et la méthode CSBCG. Les
exemples numériques présentés 4 la fin de ce chapitre permettent la comparaison de ces

méthodes.

Dans le chapitre 3, nous proposons une normalisation de l'algorithme MRZ-stab. Elle
consiste a remplacer les vecteurs de direction de MRZ-stab par des vecteurs normalisés
par un produit scalaire ce qui permet de réduire le nombre de vecteurs et coefficients sto-
ckés. L’algorithme obtenu se comporte d’une maniére plus stable numériquement et permet
d’eviter les dépassements de capacité appelés over flow et under flow provoqués par les
multiplications successives des matrices A et AT par les vecteurs de directions. Des va-
riantes de cet algorithme dans le cas symétrique non défini positif sont proposées. Nous
montrons que dans le cas d'un breakdown, selon certains choix des vecteurs initiaux, le
saut effectué ne peut pas dépasser deux. En tenant compte de ce résultat, ces vecteurs
initiaux nous permettent de définir des versions de l'algorithme Lanczos/Orthodir dans

lesquelles il ne se produit pas de breakdown.

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons a la résolution des systémes linéaires mul-
tiples. Nous introduisons la procédure du Lanczos globale qui consiste & projeter le résidu
sur un sous-espace de Krylov matriciel. Ceci va nous permettre de définir le processus de
Lanczos global ainsi que les méthodes de type Lanczos globales telles que le Gradient Bi-
conjugué global (GL-BICG) et le BICGSTAB global. Des situations de breakdown peuvent
survenir dans ces algorithmes. Pour résoudre ce probléme, nous établissons le lien entre
les méthodes globales et les polynémes orthogonaux formels. Ceci va nous permettre de
proposer des versions avec look-ahead de certaines méthodes de type Lanczos globales.



Chapitre 1

Les polyn6mes orthogonaux et le

probléme du breakdown

Les polynoémes orthogonaux formels sont 4 la base de plusieurs applications en analyse
numérique. Ils interviennent implicitement dans la méthode de Lanczos [13, 15, 19, 31],
dans les approximants de Padé [5, 75] ainsi que dans des méthodes d’extrapolation |8] pour
accélérer la convergence des suites.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux familles des polyndmes orthogonaux formels ad-
jacents utilisés dans la mise en ceuvre de la méthode de Lanczos pour la tridiagonalisation
d’une matrice et aussi pour la résolution des systémes linéaires. Ces polynomes peuvent
étre calculés par des relations de récurrence dans lesquelles il risque de se produire des
divisions par zéro. Cette situation est appelée ”breakdown”.

Le calcul de ces polyndomes peut générer deux types de breakdown, que nous appelons true
et ghost-breakdown. Ces deux problémes sont dus 4 I'inexistence des polynémes orthogo-
naux calculés et dans certains cas & impossibilité de l'utilisation de certaines relations de
récurrence. La technique du look-ahead apporte une solution 4 ce probléme. Elle consiste
a calculer les polynomes orthogonaux réguliers en sautant ceux qui n’existent pas. Cepen-
dant, cette technique a été appliquée & des relations de récurrence dans lesquelles il ne se
produit qu'un seul type de breakdown. Par exemple, le true-breakdown a été compléte-
ment résolu par Brezinski, Redivo-Zaglia et Sadok {13, 15, 17|, ainsi que par Draux [25]
dans le cas des polynémes orthogonaux unitaires. Gutknecht lui, a proposé ’algorithme du
BIORES non générique, qui est une version du BIORES dans laquelle on évite le ghost-
breakdown [40].

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment nous pouvons éviter & la fois le ghost
et le true-breakdown lorsque ces derniers se produisent dans une relation de récurrence.
Pour cela nous commencons par faire une étude détaillée des polynoémes orthogonaux for-

mels. Nous obtenons un schéma qui représente les polynémes orthogonaux formels réguliers
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dans les différents cas de breakdown possibles ainsi que le rapport entre le ghost et le true-
breakdown.

Les résultats obtenus vont nous permettre d’appliquer le look-ahead aux relations de ré-
currence dans lesquelles risque de se produire les deux types de breakdown. Nous allons
prendre l'exemple des relations de récurrence utilisées dans la mise en ceuvre du proces-
sus de tridiagonalisation de Lanczos par des récurrences a deux termes. La technique du
look-ahead sera appliquée & travers un formalisme qui consiste tout simplement & expri-
mer certains polynémes particuliers dans des bases formées par les polynémes orthogonaux
réguliers et complémentaires (les polynémes complémentaires seront définis dans le sous

paragraphe 1.3.3).
Ce chapitre est organisé comme suit :

Au paragraphe nous rappelons les polynémes orthogonaux formels utilisés dans
la mise en ceuvre de la méthode de Lanczos en donnant quelques-unes de leurs propriétés.
Nous expliquons aussi le probléme du breakdown qui peut survenir lors du calcul de ces

polynomes par des relations de récurrence ; nous en distinguons deux types.

Au paragraphe nous proposons un schéma représentant les différentes situations
de breakdown possibles. En nous commencons par étudier les deux familles de dé-
terminants de Hankel responsables de 1'existence des polynémes orthogonaux. En

nous établissons le rapport existant entre les sauts effectués par ces polynomes.

Au paragraphe nous proposons un formalisme qui nous permet de développer
les généralisations de toutes les relations de récurrence en évitant le breakdown. Nous
commencons par appliquer ce formalisme aux relations de récurrence & trois termes pour
retrouver le processus du Lanczos classique avec look-ahead. Ensuite, nous donnons une
généralisation des relations de récurrence a deux termes qui nous permettra de mettre en

ceuvre le processus de Lanczos avec look-ahead par des récurrences & deux termes.

Le dernier paragraphe sera consacré aux résultats numériques.

1.1 Polynémes orthogonaux formels

1.1.1 Résultats préliminaires et définitions

Soit ¢ la fonctionnelle linéaire définie sur ’espace des polynémes réels R[X] par

c)=¢ pouri=0,1,..., (1.1)
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ol les ¢; sont des constantes réelles.
La famille des polynémes orthogonaux formels Py, par rapport & la fonctionnelle ¢ est définie

par

P, dedegre <k
et
c(EP(£)) =0 pour i =0,...,k—1. (1.2)

Les conditions (1.2) sont appelées conditions d’orthogonalité et sont équivalentes &

e(p(€) Pe(€)) =0

pour tout polynéme p de degré au plus égal 4 £ — 1.

Soit
Pe(€) = ao + ar€ + - + axt”.
Les conditions d'orthogonalité (1.2} appliquées au polynéme Py nous donnent le systéme

de k équations et k£ + 1 inconnues suivant
aopC; + a1Ci+1 + -+ + axCiyr = 0, 1=0,...,k—1. (1.3)

Pour pouvoir déterminer Py, nous rajoutons a ce systéme une k + 1¢éme équation, appelée
condition de normalisation. Ainsi, Le polynéme Py existe si et seulement si la matrice du
systéme obtenu est inversible.

Dans ce qui va suivre, nous donnons deux conditions de normalisation permettant de dé-
terminer les deux types de polynémes orthogonaux formels utilisés dans la méthode de

Lanczos.
o Nous notons par Py le polynéme orthogonal formel normalisé par la condition
ag = Pk(O) =1.

Ces polynémes interviennent naturellement dans la méthode de Lanczos. Nous allons voir,
dans le deuxiéme chapitre, que ces polynémes permettent la mise en ceuvre des différentes
méthodes de type Lanczos.

A partir de cette condition de normalisation, le systéme (1.3) devient

Ck-1 Ck "+ Cok—1 ak 0
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Alors, Py peut s’écrire comme le rapport de déterminants suivant

1 £ ... 1%
Cl P Ck
Cp Ci e Ck ) )
P(€) = . . . / : :
' . . Ck - Cok-1
Ck-1 Ck C2k—1
Lemme 1.1.1
Le polynome Py existe et est unique si et seulement si
Cl e ck
1 . .
Cp ++° Cok-1

De plus, Py est de degré exactement k si et seulement s

Cp Ck—1
HO = o |#0

Cp—1 *°°  Cok-2

¢ Notons P,SO) le polynéme orthogonal formel par rapport & ¢ dont le coefficient du
terme de degré k est égal & 1 (polynome orthogonal unitaire ax = 1). Comme nous allons
le voir dans la deuxiéme section de ce chapitre, les polynomes PISO) permettent la mise en
ceuvre de la méthode de tridiagonalisation de Lanczos.

Dans ce cas, le systéme (1.3) s’écrit

cyp o Cp—1 Ck ag 0
Ck—1 *°* Cok-2 Cok—1 ag—1 0
0 0 1 ag 1
et nous avons
CO cl « v Ck
Ck—1 Ck ‘' Cog—1
k
PO =1 ¢ ‘
k - ©
Hk

Lemme 1.1.2

Le polynéme unitaire P}go)

existe si et seulement si H,(CO) #0.
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Definition 1.1.1
Le polynome P,SO) tel que H,EO) £ 0 est appelé polyndome régulier. Sinon il est dit singulier.

Nous avons le Théoréme suivant dii & Draux [25]. La démonstration proposée ici n’est
pas la méme que celle donnée dans [25] et les arguments que nous utilisons nous sont utiles
pour la suite. Ce Théoréme nous permet de trouver la taille des sauts existants entre deux

)

N s 0 .
polynomes réguliers P,S successifs.

Théoréme 1.1.1

Si H}go) £ 0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) c€PO©) =0 pour i=0,....k+m-2 et (" 1POE) #£0,
(ii)Hi(O)::O pour i=k+1,....,k+m—-1 et H,ﬁ)m#o

Preuve :

Nous avons H, Igo) # 0, alors Pk(o) existe et vérifie la condition d’orthogonalité suivante

(e PP(€) =0 pour i=0,....k—1. (1.4)
CO e c’i_l
D’autre part, si nous notons MZ-(O) = : : , alors det(Mi(O)) = Hi(o).
Ci—1 -+t C2-2

L’hypothése H lgo) # (0 montre que la matrice M}go) est inversible.
Prenons
P = Ao+ M€+ + Apr€FT1 4 £E.

(1) = (1)
D’apres (i), pour tout k+1<j <k+m—1, nous avons
(e POE) =0 pour i=0,...,5—1 (1.5)
Notant x = (Ao A1, ..+, Ak—1,1,0...,0)7 € R’, en tenant compte de (1.5) et du fait que
c(fiP,go)) =M+ + Cpp—1Ap—1 + Ckyi; Dpour tout i€ IN, (1.6)

nous cbtenons

oMo+ -+ Cg—1Ak—1 T Ck C(PIEO)) 0
My = : = : =1
Cj—l/\O + -+ cj+k—2/\k—1 + Cjtk—1 C(fj_lplgo)) 0
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Or, puisque x # 0, alors MJ(O) est une matrice singuliére pour j=%k+1,...,k+m—1.

Nous en déduisons que

HJ(O)—_—O pour j=k+1,...,k+m—1.

Montrons maintenant que si en plus nous avons c(f’”m_lP,gO) (€)) # 0 alors H,E(Bm #£ 0.
Pour cela nous considérons la matrice D; = (dj,) de dimension j x j pour j > k, telle que

dy=1 pour [=1,...,7,

dip = Aitl—p pour p=k+1,...,7 e l=p—k,...,p—1,
dy, =0 ailleurs.

En multipliant la matrice M,£O+)m A droite par la matrice réguliére Dy, nous obtenons

1 0 X 0
Co Ck—1 Ck+m—1 .
vO p _ 1 Ag Ao
k4m™ktm = Ck—1 "¢ Cok—2
1
0 Ak~1
Ck4m—-1 " Ck4m—-2 - C2k+4+2m—2
0
M E,
= Ck Cok—-1
E,
Ck+m—-1 '  Cok+m-—2

E; est une matrice de dimension k x m et E5 une matrice de dimension m X m qui ont les
formes suivantes
c(gOP]gO)) . c(gm_lP}SO)) c(é’“P,EO)) ce c(gk+m-—1p]§°))
Ey = : : B = : :
C(fk_lplgo)) L c(§k+m_2P]§0)) c(gk+m——lp}£0)) L c(§k+2m—2P}§0))
Grace a (1.5) et & ’hypothése (i), nous obtenons
0 . 0 C(£k+m—1P}§O))

E1:O et EQZ
0

c(§k+m—1pk(0)) L C(§k+2m_2pk(0))
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Ainsi, le complément de Schur de M.” dans M%) Dism, noté (M), Diyml/M®), est

égal & la matrice F». Et nous avons

det(M® Dirml /M) = det(M) det(E,).

comDram) = det(M”)) det([M)

k+m

. . 0 . s
Puisque les matrices M ,5 ) et Dy 4+m sont non-singuliéres, alors

HY =0 <= ™ 1p0) =0.

k+m

(id) = (2)

Par définition, le polynéme P,SO)

vérifie la relation suivante
c(¢PPE) =0 pour i=0,...,k—1.

Pour 7 = k, nous montrons que sous I’hypothése (i) (en particulier H,g(l)l = 0) nous avons
0

c(¢* Py = 0.

En multipliant & droite la matrice M, ,5331 par la matrice réguliére Dy 1, nous obtenons

MO 0
M) Dy = k :
k+17k+1 < o o ’c(ngk(o))

En tenant compte du fait que H ,EO) #0etque H 15(321 = 0, le calcul du déterminant de ces

deux matrices nous permet d’avoir c(§kP,£0)) =0.
De la. méme maniére, nous montrons que c(ij,gO)) =0pourj=k+1,....m+k—234
partir de c(fiP,gO)) =0pouri=0,...,5—1 et de P'hypothése (i7)

O

Dans le Théoréme qui va suivre, nous donnons un premier résultat qui nous permet de

)

vérifier 'existence des polynémes P par I'intermédiaire des polynémes PISO .

Théoréme 1.1.2
Si H,EO) # 0, alors les deur propriétés sutvantes sont équivalentes
. 0
(i) B(0) = 0.
(ii) H =0
Preuve :
Puisque H }go) # 0, d’apreés sa définition, PISO) existe et vérifie

PO(0) = (~1)F (1.7)

D’ou le résultat.
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O
A partir de la définition de Py et P,SO), nous avons le résultat suivant
Lemme 1.1.3
Si H}go) #£0 et H,gl) £ 0 alors
(0)
B.(€)
Pi(e) = ko (1)
Pe(0)

D’aprés les lemmes 1.1.1, 1.1.2 et 1.1.3 nous avons les remarques suivantes

Remarque 1.1.1
- Si Py existe, alors il est de degré ezactement égal ¢ k si et seulement si le polynome
P,EO) eriste.
~ Les polynémes Py, lorsqu’ils eristent, peuvent étre calculés & partir des polynomes
P9

Lemme 1.1.4
St Py, existe et est de degré k, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) c(&Pc(€)) =0 pour i=0,....,k+m—2,
(€M1 P (£)) £0
(i3) Hi(o) =0 pour i=k+1,....k+m-—1,
HO +o.

Preuve :

Puisque P existe et est de degré égal 4 k, alors H}go) #£ 0 et P,SO) existe et vérifie
P,EO)(O) # 0. D’aprés la relation (1.8) donnée dans Lemme 1.1.3, nous avons

0 0
P& = BO(0)Py(¢).
Grace au Théoréme 1.1.1, nous pouvons montrer 1'équivalence.
d

Dans ce Lemme, nous retrouvons les conditions d’existence des polynémes P,go) que nous
pouvons donc déterminer & partir des relations d’orthogonalité vérifiées par les polynomes
FBy. Ce Lemme, comme le Théoréme 1.1.1, nous permet de détecter les sauts entre les
polynémes orthogonaux formels P,EO) qui existent. Toutefois, ces relations d’orthogonalité
ne nous permettent pas de connaitre le saut entre les polynoémes réguliers F.
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1.1.2 Relations de récurrence

L’une des propriétés les plus intéressantes des polynémes orthogonaux formels est le
fait de pouvoir les calculer & partir de relations de récurrence [4, 7, 13, 25]. Par exemple,
les polynémes orthogonaux Py (ainsi que P,SO)) vérifient la relation de récurrence & trois
termes suivante

Pry1(8) = (o€ + Br) Pe(€) + e Pr—1(8), (1.9)
avec P_1(§) =0 et Py(¢) #£0.
Gréce & cette relation, nous pouvons calculer récursivement la famille des polynomes { Py}
(ainsi que {P,SO)}) lorsque ces derniers existent.
La condition de normalisation de ces polynémes nous fournit une relation supplémentaire
nous permettant de calculer les coefficients oy, Bk et vx. Nous donnons les expressions de
ces coefficients en utilisant les deux conditions de normalisation établies précédemment.

1. Les polynémes P; avec la condition de normalisation : P,(0) =1 Vk.

En appliquant cette condition & la relation de récurrence (1.9), nous obtenons d’abord
une premiere relation Bk + v = 1.

Ensuite, nous multiplions la relation (1.9) par un polynéme arbitraire U; de degré
exactement égal & ¢, et nous lui appliquons la fonctionnelle c.

Les conditions d’orthogonalité (1.2) nous permettent d’avoir
pour i = k-1 ogc(€Up—1P) + mc(Up—1FP5-1) = 0,
pour i = k arc(EUk Pr) + Bre(Up Pre) + vec(Up Pre-1) = 0.

Ainsi, nous obtenons un systéme de trois relations & trois inconnues. Son déterminant

est donné par
Dy = c(§Ux-1Pe)[c(Ux Pr—1) — c(Up Py)] + ¢(€Ux Pi) + c(Ug~1Pe-1),
Si Dy, = 0, alors il se produit un breakdown dans la relation de récurrence. Le choix

de Uy, est arbitraire, nous pouvons prendre par exemple Uy = P, ou bien Uy = &F.
2. Les polynémes P}go) avec la condition de normalisation : P,SO) polynémes unitaires.
A partir de cette condition, nous avons ay = 1 et la relation de récurrence (1.9)
devient
B (&) = €PO(©) + 8P (€) + P (6).
Nous pouvons obtenir les coefficients (i et v, en procédant de la méme maniére que
dans le premier cas de normalisation. Ainsi, nous obtenons
e(€Ux-1 P)
U P
c(€URB) + (U BO))
. (VP |

Ye =

Br =
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Si c(UkPIEO)) = 0 un breakdown se produit dans la relation de récurrence. Le choix
U = P}go) nous permet de simplifier les calculs grace aux conditions d’orthogonalité.
Le polynéme Py peut aussi étre calculé par cette relation en divisant le polynome
P,£0+)1 par le coefficient Pk(i)l(O). Ce dernier est obtenu par récurrence a partir de la
relation

PO, 0) = 8.2 (0) + nP2,(0).

Il existe une autre procédure pour calculer récursivement les polynémes orthogonaux
formels. Elle consiste a calculer simultanément la famille des polynémes orthogonaux for-

mels par rapport & la fonctionnelle ¢(1) définie par
V() = c(¢) = i i=0,1,...

Nous notons {P,gl)} la famille des polynomes orthogonaux formels unitaires par rapport a

¢, Ces polynomes vérifient les relations d’orthogonalité suivantes
<WepMg) =0 pour i =0,...,k—1, (1.10)

et peuvent s'écrire sous la forme

C1 C2 - Ck4t
Ck Ck+1 '+ Co2k
1 £ ... ¢k
1
Plg )(§> = H(l)
k

Avant de donner un exemple de ces relations de récurrence, établissons d'abord quelques-

unes des propriétés des polynomes P,gl).

Lemme 1.1.5
Le polynéme P,El) eziste sous la condition H,El) #£ 0.

Definition 1.1.2
Le polynéme P,gl) tel que H,El) %0 est appelé polynome régulier. Sinon il est dit singulier.

Nous avons le Théoréme suivant dont la démonstration est similaire & celle du Théo-

réme 1.1.1.

Théoréme 1.1.3

Si H,El) # 0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

() D(EPYE) =0 pour i=0,....k+m—-2, et D(erm=1ple)) o0,
(iz')Hi(l)zo pour i1=k+1,....,k+m—1, et H,g_)m:;éo.
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Remarque 1.1.2

Le Théoréme 1.1.8 permet de trouver la taille des sauts eristants entre deuz polynémes
réquliers P,gl) successifs. D’autre part, comme les polynomes Py existent sous la condition
H,gl) # 0, alors, ce Théoréme nous donnent également le saut entre deux polynémes réguliers

Py, successifs.

Les deux familles de polynémes { Py} et {P,SU} sont dites familles adjacentes de polynomes
orthogonaux formels.
Il existe plusieurs relations de récurrence reliant ces deux familles de polynomes [4, 5, 7, 9,

25]; par exemple, nous avons les relations

Pe1(6) = antPL(€) + BPu(6),
et (1.11)

Plgi)l(é) = WP (6) + 6 P(E),

avec Pp(§) =1 et Pél)(é) =1

Les conditions de normalisation des polynémes P et P,gl

)

nous fournissent deux relations
supplémentaires qui nous permettent de calculer les coefficients ag, Ok, Y& et Ok.
En effet, soient {U;} et {V;} deux familles de polynomes arbitraires telles que U; et V;

soient de degré exactement égal & ¢, Vi € INV.

— Sous la condition : Yk, Py(0) =1, nous obtenons §; = 1.
Ainsi, la premiére relation de (1.11) devient

Piet1(€) = axt BE) + Py(e).

Nous multiplions cette relation par Ug. Ensuite, nous lui appliquons la fonctionnelle

c et grace aux relations d’orthogonalité (1.2) et (1.10), nous obtenons

_ cUkB)  c(UrP)
Qp = — =

UPD) (U PY)

Compte-tenu du fait que les polynémes Pk(l) sont unitaires par définition, et d’aprés
les relations (1.11), oy, représente le coefficient de degré & + 1 du polynéme Py;.
Ainsi, nous avons
1 Pt

T T T T dURy)
Pour le calcul de 8k, nous multiplions la deuxiéme équation de (1.11) par Vi et nous
lui appliquons la fonctionnelle ¢!) pour obtenir, grace aux conditions d’orthogonalité
(1.2) et (1.10), la relation suivante

W (ViPey1)  c(€ViPis1)

6 = — =
FT TR O WED) T T e(Velr)
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Nous remarquons que les deux relations proposées ici permettent de calculer Py, et
Pk(i)l sous les conditions ¢(ViPy) # 0 et c(l)(UkPlgl)) # 0. Dans le cas contraire, il se
produit un breakdown dans les relations de récurrence.

0)

— Les polynémes Pk( sont unitaires, alors o = v = 1.

Dans ce cas, les deux relations (1.11) deviennent

PO &) = ep©) + 8RO,
© = PO +arMe).

Les coefficients O et 0 sont calculés de la méme fagon que dans le premier cas, ce

qui nous donne

0
DWRM) s €D

k= — k 1.
c(U P (v PMY

Ici, le calcul des polynomes PkJr)1 et P,g ) dépend des conditions ¢ (VkP ) # 0 et
(©
c(U Py £ 0.
Comme dans le cas des relations de récurrence a trois termes, nous remarquons que
le polynéme Pj41 peut aussi étre calculé en divisant P/£+1 par le coefficient Pk+)1( 0)

donné par la récurrence

PO (0) = B PO (0).

Nous venons de citer deux exemples de relations de récurrence permettant de calculer les
polynémes orthogonaux formels. Dans ces relations, en général, nous faisons des divisions
par des quantités qui peuvent étre égales a zéro, ainsi nous risquons d’avoir des divisions
par zéro (breakdown). Dans la sous-section suivante, nous effectuerons une étude détaillée

de ce phénomeéne.

1.1.3 Probléme du breakdown

Les polyndmes orthogonaux formels peuvent étre calculés par des relations de récur-
rence dans lesquelles il risque de se produire un probléme de breakdown. Prenons I’exemple
des relations (1.11) avec Uy et Vi deux polyndmes arbitraires de degré exactement égal &
k. Le calcul du polynéme Py; dépend de la condition c(l)(UkP,gl)) # 0. D’apres le Théo-
réme 1.1.3 nous avons c(l)(UkP,gl)) = 0 si et seulement si H,(cir)l = 0, et dans ce cas les deux
polynémes Py 41 et P,gi)l n’existent pas.

Definition 1.1.3

Nous disons que dans une relation de récurrence nous avons un true-breakdown [13, 16]

& la k8™ME itération si et seulement si H,gl) =0.
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D’autre part, I'existence des polynémes Fi4+1 et Pk(—1+-)l n’est pas suffisante pour pouvoir
utiliser les relations (1.11) puisque nous avons aussi la condition c(UgPy) # 0 et ¢(Vi Pr) #
0. D’aprés le Lemme 1.1.4, nous avons c¢(UpPy) = 0 si et seulement si H,g?l =0.

Definition 1.1.4
Dans une relation de récurrence, nous disons que nous avons un ghost-breakdown [18, 16]
kéme

ala itération s1 et seulement si H,EO) =0.

Remarque 1.1.3

1. Nous constatons ici que le ghost-breakdown n’est pas di a linexistence des polyndémes
Py et P,Ei)l mais plutét eu fait que le polynéme Pyy1 ne soit pas de degré égal a
k+1 (Hgw1 = 0), ce qui rend impossible 'utilisation des relations (1.11) puisque ces
derniéres exigent que le polynéme Py soit de degré égal a k, VEk.

2. Les relations de récurrence (1.11) nous permeitent ausst de calculer les deux familles
de polynémes {P,EO)} et {P,Sl)}. Le calcul du polynéme P,Si)l dépend de la condition
c(UkP,EO)) # 0. Dans le cas contraire nous avons H,§°+>1 = 0. Il se produit ainsi un
ghost-breakdown dans les relations de récurrence, ce qui est équivalent & linexistence
du polynéme P,gi)l.

3. Nous avons une autre condition lie au calcul du polynéme P,gi)l : il S’agit de
c(l)(VkPlsl)) # 0. Dans le cas ou cette quantité est égale & zéro, ce qui est équi-
velent & H,gi)l =0, il se produit un true-breakdown di & l'ineristence du polynéme

P

Nous venons de définir les deux types de breakdown susceptibles de se produire dans

le calcul des familles des polynémes orthogonaux formels P, P,Sl) et P,go).

— Le true-breakdown, di a l'inexistence des polynémes P et P,gl), H,gl) =0.

) et aussi au fait que les

— Le ghost-breakdown, di & Pinexistence des polynémes P}go
polynémes Py ne sont pas de degré exactement égal & k, H IEO) = 0.
Le ghost-breakdown peut rendre impossible I'utilisation de certaines relations de récur-

rence malgré 'existence des polynémes orthogonaux que nous cherchons a calculer.

Il existe plusieurs stratégies pour résoudre le probleme de breakdown.

— Nous savons qu’il est possible d’obtenir le polynéme orthogonal régulier suivant &
partir de ceux qui le précédent en résolvant un systéme régulier. I suffit alors de
sauter les polynomes qui n’existent pas et de calculer seulement ceux qui existent,
cette technique est appelée look-ahead [9, 13, 15, 25, 40, 58].

— Le breakdown correspond & un bloc carré de polynémes adjacents presque identiques
dans la table des polynémes orthogonaux formels. Il est possible de tourner autour
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d'un tel bloc au lieu de sauter des polynémes. Cette stratégie s’appelle look-around
[39].
~ La procédure appelé ALA consiste a calculer les polynémes réguliers en passant par

des polynomes biorthogonaux {3].

1.2 Propriétés des polynémes orthogonaux formels réguliers

Les déterminants de Hankel H O ot H, 1) ont un rapport direct avec le ghost et le
true-breakdown qui peuvent se produire dans les relations de récurrence. Dans ce qui va
suivre, nous commencons par étudier les deux familles des déterminants {H lgo)} et {H ,gl)},
en particulier le rapport entre ceux différents de zéro. Ensuite, nous donnons un schéma
pour l'existence des polynoémes Pk, P,El) et P}go)’ ce schéma, représente le rapport entre le

ghost et le true-breakdown.

1.2.1 lien entre les déterminants {H,(CO)} et {H,El)}

Dans cette partie, nous donnons des propriétés vérifices par les déterminants {H, Igo)} et

{H ,gl)} qui illustrent les liens existants entre ces déterminants.

Lemme 1.2.1
Si H,Eg_)l #0 et H,gi)l =0 alors
(&) BV #0,
.. 0 1
1) PO () = ePM o).

Preuve :
Nous avons H,gi)l # 0. Alors, le polynéme P}gi)l existe et vérifie la relation d’orthogo-

nalité suivante
(&P9)=0  pour i=0,...,k (1.12)

Or, puisque H,g+)1 =0, d'aprés le Théoréme 1.1.2 nous avons P,C(EIJ_)I(O) = 0 et nous pouvons

donc écrire
PO (€) = eBi(e)

ot P est un polynéme unitaire de degré exactement k donné par

pk(&) = )\o+/\1§+...+>\k_1§k—1 +§k‘

La relation (1.12) devient

c(.fiP,Ei)l) =c(€B) =cM(EP)=0 powr i=0,...,k. (1.13)
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= (4)
Notons L+ la matrice de dimension (k+1) x (k+1)

1 0 -+ 0 X

Liyr = .0 ¢
1 A

1

En multipliant la matrice M,g(jr)l 4 droite par la matrice Lg4+1 et en utilisant (1.12), nous

obtenons
Co - Cg—1 C(Pk)
(P, P
0 1 Ck ¢ (Fy) co - k-1 | c(F)
M,g+)1Lk+1 =1 . . : = < MO { 0
: : : k
ek o0 copm1 cD(EFTIR)
¢y o Ck
avec M,gl) =
Ck v Cok—1

Puisque les deux matrices M, ,E(_),_)l et Ly sont réguliéres, par un simple calcul de détermi-
nant nous en déduisons que H,gl) = det(M,gl)) £0 et c(Py) #0.

= (it
Par( d>éﬁnition, P,Sl) est I'unique polynéme de degré au plus égal & k vérifiant la condi-
tion d’orthogonalité (1.10). Puisque Py est de degré k et vérifie les relations (1.13) donc
B =PY, don P (€)= PP (o).

O

Théoréme 1.2.1
Soient H® 0, HY £0 et m > 1.
S1 Hi(o)=0 pour t1=k+1,....k+m—1 et H,gi)m7é0,

alors HV =0 pour j=k+1,..k+m—2 et HY | £0.

Preuve :

)

Par hypothése, d’aprés le Théoréme 1.1.1, le polynome P,SO existe et vérifie les relations

suivantes
c(§iP,£0)(§)) = 0 pour i=0,...,.k+m-—2
c(em1pO) # o
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Puisque m > 1, nous pouvons écrire ces relations sous la forme suivante

(PO = DERYE) =0 pour i=0,....k+m—3 (L14)
e(gEm-2+1 PO () = D (gtm2p0(e)) £ 0.

Notons PISO)(E) =X+ ME+ - N EFL 1 gk

Pour tout k-+1<j <k+m— 2, nous multiplions la matrice M;l)

par le vecteur
X =0y M1, 1,0,...,0T € R,

et nous obtenons

Ao
cp - c'k: Ck-+1 . C] : c(l) (PIEO)>
) Ak
1 k-1
M]( W=l e o e e o Chage ] =
. D (g3-1p0)
Gt Gitk-1 Civk o C25-1 0
0

Grace a (1.14), nous avons M;I)Xj = :
0

est singuliére, d’ou

Puisque ¥? # 0, la matrice M}l)

H}l) :det(MJw) =0 powr j=k+1,...,k+m—2.

Considérant maintenant la matrice Dgm-1 déja défini dans la preuve du Théoréme 1.1.1,

1

le produit M,E ) D tm~1 est donné par

+m—1
(1)
Mk E
(1)
M 1 Dktm—1 = Ck+1 Cok
: F
Ck4+m—-1 " °° Cok+m—2

E est une matrice de dimension k x (m—1) et F une matrice de dimension (m—1)x (m-—1),

qui ont les formes suivantes
c(l)(Pk(:O)) e C(l)(gm—?Pk(:O))
E= : :
c(l)(gk—lPIgo)) ... C(l)(£k+m—3P}£0))
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C(l)(ﬁkpé())) o c(l)(gk—i—m—ZPk(:O))
F = : :
c(l)(gk-i-m—?plgo)) - c(l)(§k+2m—4P]SO))
Nous obtenons, gréice a (1.14)
0 e 0 c(l)(§k+m—-2P]§0))
E=0 et F=
0 . :

c(l)(§k+m—2P]§0)) o c(l)(§k+2m—-4plgo))

Par un simple calcul de déterminant, nous obtenons

|det(M,§2m_1Dk+m_l)| = ldet(Mlgl))l % I[C(l)(€k+m_2PIEO))]’"—1’,

avec det(M,gl)) = H,gl) g)é 0 et det(Dk+m_1)l7é 0. 5
Puisque c(l)(EHm‘zPIS )#0 alors det(Méﬁm_l) = H,£+m_1 # 0.

Théoréme 1.2.2
SoientH,gO)#O etH,(cl)zo.
SiH® =0 pour i=k+1,.. . k+m—1 e HZ #0,
alors ngl_)lyéo,Hj(l)=0pourj=k+1,...,k+m—1 et H,Sr)m#o.

Preuve :

En supposant H,(CO) #0et H,(cl) = 0, grace au Lemme 1.2.1, nous avons H,El_)l # 0 etle
polynéme P,gl_)l existe et vérifie P,ﬁ")(g) = §P,££)1(§).
D’autre part, d’aprés le Théoréme 1.1.1, le polyndéme P,EO) vérifie les relations suivantes

c@P¢) = 0 pour i=0,....k+m—2
o(g+mtpO(g)) # o,

donc, nous pouvons écrire

c(§i+1P,£1_)1(§)) = c(l)(EiP,gl_)l(ﬁ)) =0 pour i=0,....,k+m-—2
c(g(k+m—l)+1plgl—)1) _ c(l)(gk+m—1p]§1_)l) # 0.

Ainsi, en appliquant le Théoréme 1.1.3 au polynéme P,gl_)l, nous obtenons

a - (1)
H;’=0 pour j=k+1,....;k+m—1 et H/ #0.
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1.2.2 Lien entre les sauts de Pk(l) et ceux de P,SO)

Les Théorémes 1.2.1 et 1.2.2, établis dans la sous-section précédente, nous donnent le

) différents de zéro. Cela nous donne le rapport

rapport entre les déterminants H}go) et H,gl
entre 'existence des polynémes P,SO) et celle des polyndmes P,gl) et P.. Nous allons main-
tenant construire un schéma qui représente les polynomes réguliers P,EO), P,gl) et Py ainsi
que le lien existant entre les sauts effectués par ces polynomes.

Nous notons par O0=ng <nj; <ng <--- < ng < --- les degrés des polynémes PT(zi)
qui existent (i.e H,(Lt) # 0 ). Cette condition nous garantit 'existence des polynomes P,
sans qu'ils soient nécessairement de degré ny.

Notons m; la longueur du saut qui existe entre PT(L,IC) et PT(lt)H, le nge1=ng+mg.
D’aprés Le Théoréme 1.1.1, my est défini par les conditions

c(l)(fiPr(Li)) = 0 pour i=0,...,n+mg — 2, (1.15)
# 0 pour t=mnp+mE—1.

Notonspar 0 = fip < iy < fig < -+ < Ay < -+ les indices des polyndmes unitaires

réguliers Pf(L?) qui existent (i.e H,%?) # 0). Ces polynémes vérifient les relations suivantes

c(@PPY = 0 pour i=0,...,7+my—2, (1.16)
# 0 pour 1= +my—1.

avec ™y le saut entre P,—(l?) et P

e M+l = T -+ my.

Dans le cas ou le polynéme F,, est de degré exactement égal & ny, il existe | € IN tel
que ny; = 7y ; dans ce cas HT(L(,)C) = H,%(l)) #0et H,%) = H&) # 0.

Lemme 1.2.2
Soit B, de degré ezactement €gal d ny, v.e 3l € IN tel que ny = 7.
Si HY =0 alors HY), #0.

N+

Preuve :

P, existe et est de degré exactement ng (3 1 € IN tel que ny = 7;), donc le polynéme
unitaire P,—(l?) existe.
Commencons par donner la relation de récurrence permettant de construire tous les poly-

nomes unitaires réguliers {PISO)}. Pour cela nous exprimons le polynéme Pf(l?lz — M PT-(L?J)rl

de degré ny41 + My41 — 1 dans la base suivante

0 0 Froy— 0 0 0 oy — 0 0 7 -
(PP, .. emo=1p) P RO, 1RO PO PO .. gmnam1p0 3

7o g
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et nous obtenons alors la relation

PY, = o' PR +olVePR) 4 4 aﬁiio &7 PO
+a(()l P(O) +a(l)€P(0) gml IP(O
14+1) (0 I+1) 2 p(0) 1+1 0 " 0
(+ )PTEI-?-l t+a (+ €P7§l+1 +a£n-;_+1)* éml“ 1P( ) +£ R, T(lu)-l
En utilisant les relations d’orthogonalité (1.16), nous avons
o = 0 pour i=0,...,m;—1 et j=0,...,0—1
agl) = 0 pour s=1,...,m;~1.
Ce qui nous permet d’écrire
PO, = ol PO +al™PRO 4+ ol jemn 1B pemapl) o (117)

Supposons que gy = = 0, il nous faut montrer que HY # 0.

Ty 41 42
Cela est équivalent, d’aprés le Théoréme 1.1.2, & supposer que P,(”il( ) = 0 et & montrer
0
que P'ISH),g( ) 7& 0
Ainsi, & partir de (1.17), nous pouvons écrire

FL0) = o BD(0) + ol ™V RD (0)

42 41
! 0
= o' P0).

Puisque F,, existe et est de degré exactement ny = 7i;, nous avons P,—E?(O) # 0.

D’autre part, grace aux conditions d’orthogonalité (1.16), nous pouvons calculer les coef-
ficients de (1.17), et en particulier oz(()l).

En effet, en multipliant (1.17) par ™7™ =1 et en appliquant la fonctionnelle ¢, nous obte-

nons grace a (1.16)

c(£m1+1+ﬁ[+ﬁu IP(O) ) (fn’+1+ml+1 IP() )

ny41

off -

D) e ED)
Puisque 7 et My, sont déterminés par les conditions d’orthogonalité (1.16) appliquées

respectivement aux polyndmes P(O) et P,(L(l)i ,» C'est & dire

c(giPé?)) = 0 pour 1=0,...,7 +my — 2,
# 0 pour i=n;+my—1,
et

c(&’P(O) ) = 0 pour i=0,...,7yp1 + My — 2,

T+

# 0 pour =41 +m41—1,

nous en déduisons que a(()l) £ 0, et donc 0) # 0. D’ou le résultat.

nl+2(
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O

Le résultat de ce Lemme montre que si, & une itération donnée nous avons ng = 7y, alors
la longueur du saut entre les polynémes réguliers PT(l,lc) et PT(IQ%—I ne peut pas dépasser la
valeur my + My41, i.e mg < My + Mig1.

En particulier lorsque nous n’avons pas de ghost-breakdown, ¢’est-a-dire Vk € IN H 76 0,
la longueur des sauts entre les polynémes réguliers P,gk) ne dépasse pas la valeur my = 2.

Ce résultat a permis de construire 'algorithme du CSBCG da 4 Chan et Bank [21, 22].

Théoréme 1.2.3

On suppose que Py, est de degré ezactement ny ( i.e ny est égal & un indice 7y tel que P( )
existe ), alors on a les propriétés suivantes :

(1) si my =1 et mg #1 alors my = My +1

(i) si my # 1 alors my, = my — 1. De plus

1. si myy1 # 1 alors myyy = Myp1 + 1 et my + mpy1 = my + Mg,

2. st mgy1 =1 alors mg + mg = My,

Preuve :

Les sauts my et my sont déterminés par les relations (1.15) et (1.16). Le polynéme
Pn,c étant de degré exactement égal & nyp = 7;, nous avons alors H(O) = HT(;,)C) # 0 et

HY) = HS) #0.
= (41)
Dans le cas ou ™y # 1, grace au Théoréme 1.1.1, nous avons
Hl.(o) =0 pour i=m+1,...,y+m—1 et H,%?lml # 0,
et, en appliquant le Théoréme 1.2.1, nous obtenons
Hi(l)zo pour =7+ 1,..., 2 +m —2 et nz+mll#0

Comme ny, = 7, ces relations montrent, grace au théoréme 1.1.3, que my = my — 1.

= (13.1)
D’apreés (i), nous avons my = m; — 1 alors ngyq = A1 — 1, donc H,(Lk)Jrl = 7(511 1 #0.
Par définition, Hm+1 # 0 et le saut 741 est déterminé par (1.16) appliquée au polyndme

P,%?J)r .+ Ce qui est équivalent &

0 . _ _
Hi():o pour ¢=fy41+1,.. ., A1+ —1 et Hr(zz+1+mz+17éo
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Par hypothése, my+1 # 1, donc Y =g =

g1+l gy
Alors, en appliquant le théoréme 1.2.2, nous obtenons

1) _ L= = = (1)
H W =0 pour i=fyp+1,..., %1 +myp1—1 et Hevmy #£0,
et comme N1 = fiy+1 — 1, nous pouvons écrire

1 , _ 1
Hl( ) = 0 pour ¢ =ngs1+2,...,Nkp1 + Ty et H'f('fk)+1+ﬁll+1+1 2 0.

A partir du Théoréme 1.1.3 et des relations (1.15), nous avons donc

Mgl = Mgy + 1,  dot  mg + Mgy = my + Myl

= (11.2).
Evident.

= (i)
Dans le cas ot my = 1 et my # 1, nous avons
1 1 0 0 _ _
Hftk)ﬂ = H,g”ll =0 et HT(Lk)+1 = H,%H)d #0 avec My =M +1=mn;+1
Le saut 41 est déterminé par les relations (1.16) qui sont équivalentes &

0 . 7 7 .
H® =0 pour i=fig1+1,... up+iup—1 et Hy Lo #0.

Nous avons H,—(lﬁl = 0, alors en appliquant le Théoréme 1.2.2, nous obtenons

1 - _ _ 1
Hz( ) =0 pour =M1 +1,.. Nt +Fmyer—1 et Hrguiﬁﬁzz“ # 0.
Comme 741 = ng + 1, alors nous pouvons écrire
HY =0 =y + 2 7 7Y 0
i = pour t=mng+2,...,np+ M4 et g+ +1 #0,

et, & partir de ce résultat, nous avons donc my = my41 + 1.

a

Ce Théoréme nous donne le lien entre les sauts my et m; effectués par les polynémes Pk,
Pk(l) et P,SO). Il représente, ainsi, les différents cas possibles d’existence des polynomes Py, ,
P&) d'une part, et celle des polynoémes P,gi) d’autre part.

Nous retrouvons parmi ces résultats celui du Lemme 1.2.2.

Lemme 1.2.3
Soit Py, de degré ng. Si P, ., n'est pas de degré ezactement égal @ ngy1 alors Pp,,, =
P,
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Preuve ;
Puisque Py, n’est pas de degré nyy, alors H, 7(1(,1)“ =0.
De plus, & partir du Théoréme 1.2.3, nous avons

Hi(o):O pour i=mng+1,...,nk41— 1,
ce qui est équivalent, grace au Lemme 1.1.4, aux relations suivantes
(6P, (€)) =0 pour i=0,...,n41 — L.

Or, par définition, comme Py, ,, est I'unique polyndéme de degré au plus ni41 vérifiant les

relations
c(gipnk+l (5)) =0 pour 1= 07 sy Mkl — 17

alors P, ., = Pn,.

k+1

|

Le Lemme 1.2.3 nous rappelle que le polynéme Py, lorsqu’il existe, n’est pas toujours de
degré k. L'existence de ce polyndme est liée a celle de P,gl), contrairement au fait qu’il soit

de degré k qui dépend de I’existence de P,go

), Donc, établir le rapport entre I’existence des
polynoémes P,SO) et P,El) nous permettra de prévoir celle des polynoémes Py ainsi que leur
degré. Le Théoréme 1.2.3 peut étre interprété d'une maniére polynémiale de facon & ce
qu’il nous révéle le rapport entre les polynémes existants PIEO) et P,gl).
En effet, en supposant qu’a une itération donnée n; nous ayons un polynéme F,, de degré
exactement égal & ng, ce qui correspond a 'existence d'un ! € IN tel que ng = 7y, cela
implique 'existence du polyndéme P,g,lc) ainsi que celle de P,(Lg). Les relations (1.16) nous
donnent le saut m; qu'il peut y avoir entre P(0 et P,(l?il
Dans le cas ou 7y = 1, le polynéme P( ) +1 existe. Ici nous n’avons pas de ghost-breakdown,
et si le saut my est égal 4 1 alors il n’y a pas de true-breakdown non plus. Le calcul des
polyndmes orthogonaux a l'itération ng + 1 peut se faire sans probléme de breakdown.
Cependant, d’aprés le Théoréme 1.2.3, nous pouvons avoir 7y = 1 et my # 1, et nous avons
donc un true-breakdown a l'itération ng + 1. Dans ce cas le saut my, est égal & My + My,
ce qui se traduit par ’existence de P,(l(l)zrl = P,gl ) .- En calculant le saut /41, nous obtenons
a Vitération M1y = ng4; Uexistence des polyndmes P,(l?lz, T(L,IC)H et enfin P, ., qui est de
degré exactement égal & ngyy = fiyyo.

Dans le cas out 7y # 1 il se produit un ghost-breakdown & la ny + 1éme itération, et
d’?ll))rés le Théoréme (1.2.3), nous avons my = My — 1, ce qui implique que les polynémes
P, et B,

o1 nee1 €xistent a litération mgiq = fij41 — 1. Or, comme P,(L,C)Jr1 n'existe pas, alors,
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F1G. 1.1 ~ Polynémes orthogonaux formels réguliers
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d’aprés le Lemme 1.2.3, le polynéme P, , n’est autre que le polynéme F,, . Ensuite, nous

avons deux possibilités :

Soit mg4+1 = 1, ce qui nous donne a litération fyy; = Ngy1 + 1 = ngyo Pexistence des

polynémes P,gg)“ = Pé?l 0 Pr(zi)w et Py, de degré exactement égal a ngio.

Soit my4q # 1. Dans ce cas nous avons l'existence du polynéme PF(L?L = Pn(2)+1+1, et d’apres

le Théoréme 1.2.3, nous avons my+1 = Mmg+1— 1. Donc & l'itération ngyo = fiy4a, nous avons

I'existence des polynémes P,Ezlz = P,—(l?lz, P,(L,lclz et P, ., de degré exactement égal & ngo.
I existe donc trois cas de breakdown possibles. Le schéma donné dans la figure 1.1

représente les polynémes P,gl), P,EO) et Py ainsi que le rapport entre ces polynémes selon

leur existence dans le cas d’un breakdown.

1.3 Application au processus de Lanczos

Le processus de Lanczos, proposé par Cornelius Lanczos [50] en 1950, est une méthode

qui permet de transformer une matrice A € RV*¥ en une matrice tridiagonale semblable
en construisant, a partir de deux vecteurs initiaux, deux bases bi-orthogonales des deux
sous-espaces de Krylov associés respectivement a A et A7,
Dans cet algorithme, une division par zéro risque de se produire, ce qui cause un probléme
de breakdown. Pour remédier & cette situation, une premiére version de l'algorithme de
Lanczos avec look-ahead a été proposée par Parlett, Taylor et Liu [58]. Cependant, cette
procédure est assez compliquée et les détails de sa mise en ceuvre ont été donnés seulement
pour le cas ou 'on aurait un saut égal 4 2. C’est peut étre la raison pour laquelle I'idée
du look-ahead n'a pas suscité beaucoup d’intérét jusqu'en 1989. Freund, Gutknecht et
Nachtigal [31] ont donné une nouvelle approche de cet algorithme qui a servi & mettre
en ceuvre l'algorithme du QMR [35]. En 1992, Freund et Nachtigal [35] proposérent une
nouvelle mise en ceuvre du processus de Lanczos basée sur des relations de récurrence i
deux termes. L’algorithme obtenu étant plus stable que le premier a base de relations de
récurrence 4 trois termes, a permis de rendre plus efficace lalgorithme du QMR.

Ici, dans un premier temps, nous rappelons le processus de tridiagonalisation de Lanc-
zos et nous établissons sa connexion avec les polynémes orthogonaux formels. Ensuite, nous
proposons de retrouver les relations de récurrence, utilisées dans ’algorithme de tridiago-
nalisation de Lanczos avec look-ahead, 4 travers un formalisme qui permet de généraliser
toutes les relations de récurrence. Ce dernier consiste & exprimer certains polynémes par-
ticuliers dans des bases formées par les polynomes orthogonaux réguliers et des polynomes
complémentaires qui remplacent les polynémes orthogonaux inexistants. Les deux bases

du processus de Lanczos sont construites a partir de récurrences & trois termes. Or il a



Application au processus de Lanczos 25

été observé que, dans le cadre de Parithmétique a précision finie, les itérations induites
par des récurrences & trois termes sont moins robustes que celle issues de récurrences &
deux termes. Brezinski et Redivo-Zaglia [12] ont notamment montré que, pour le calcul
des valeurs propres, le processus de Lanczos classique et moins stable que le processus de
Lanczos obtenu par des récurrences a deux termes. Cependant, dans ce dernier, il risque de
se produire le ghost et le true-breakdown. Dans la deuxiéme partie de cette section, nous
commencons par construire le processus de Lanczos a 'aide de relations de récurrence a
deux termes. Ensuite, en utilisant les résultats obtenus dans la section précédente, nous
établissons une généralisation de ces relations de récurrence que nous utilisons pour mettre

en ceuvre une nouvelle version du processus de Lanczos avec look-ahead.

1.3.1 L’algorithme classique de tridiagonalisation de Lanczos

Soit A € RM*VN. Nous commencons par donner deux vecteurs initiaux vy et wo.
Le processus de Lanczos consiste & calculer deux suites finies de vecteurs (vn) et (wy),

telles que, ¥n

vect{vg,...,vn} = Knt1(4, v0),

- (1.18)
vect{wg, ..., wn} = Knt1{A", wo),
et
(w;, v;) = 70 =7 pour i,j=0,1,...,n. (1.19)
0 ]

Les vecteurs {v;}; et {w;}%, sont calculés en utilisant les relations de récurrence & trois

termes suivantes

Un+1 = Avy — antn — Brtn_1,

(1.20)
Wn41 = ATwn — OpWp — ﬂnwn——la
avec ( A ) ( A ) 5
Wn, AUp, Wn—1, AUn n
.= = = , 1.21
=T e T T (1:20)

Nous prenons dans la premiére itération v—; =0, w-1 =0 et [-; =0.

En pratique, pour des raisons de stabilité, la version normalisée du processus de Lanc-
zos est utilisée afin d’éviter les problémes de dépassement capacité connus sous les noms
over flow et under flow. Elle consiste & calculer, dans les récurrences (1.20), les vecteurs vy,
et wy, tels que Jjun|| = ||wal| = 1 pour tout n. Ici, pour simplifier, nous allons employer les

récurrences non normalisées (1.20), ces derniéres peuvent s’écrire sous la forme matricielle

1.22
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avec
VI i=lug v1 - vy et WO i=lwy wy - wy]
deux matrices dont les i®™€ colonnes sont respectivement v;_1 et Wj—1.
( a B 0 o 0]
1 (43} ) ‘
| 0 - 0 1 o, ]

est la matrice tridiagonale de dimension (n+ 1) x (n+ 1) qui regroupe les coefficients des
récurrences (1.20).
D’autre part, les conditions de bi-orthogonalité (1.19) peuvent s’écrire

& 0 - 0
wmTym — pe | O

Pl 0

0 .- 0 &,

En considérant la matrice de dimension (n +2) x (n+1)

H™)
0---01

¥

HM = {

les relations (1.22) deviennent

AV = V(”H)Hé"),

ATW®) = ) o), (1.23)

La terminaison réguliére de cet algorithme s’effectue lorsque
v, =0 ou wr=0, avec L <N.

Dans ce cas, le sous-espace Kr(4,vp) est invariant par rapport a A (resp. K (AT, wp)
est invariant par rapport & AT ), et les vecteurs {v;}2;' forment une base génératrice du
sous-espace A-invariant Kz(4,v0) de RY (resp. les vecteurs {w;}L! forment une base
génératrice du sous-espace AT-invariant Kz (AT, wo)).
Nous notons

Ly = dimKy(A,v) Ly = dimKy (AT, wo)

et
L = min{ Ly, Ly}
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Il y a une deuxiéme possibilité pour que l'algorithme soit interrompu; c’est le cas on
(wn,vn) =0 avec v, #0 et w, #0.

Ici, I’algorithme s’arréte prématurément avant de calculer la base du sous-espace A-invariant
(ou AT- invariant). Par conséquent, nous ne pouvons pas calculer vn41 et wpy1 en utilisant
(1.20) car nous avons une division par zéro a la (n + 1)#™€ jtération, ce qui correspond
au phénoméne du breakdown dans l'algorithme de Lanczos appelé serious-breakdown par
Wilkinson [80] et Lanczos-breakdown par Freund [34, 35]. Nous allons voir par la suite que
cette situation est due au phénoméne du ghost-breakdown qui se produit dans le calcul
des polynémes orthogonaux formels.

Dans le cas oit (wp,vn) # 0 mais est trés proche de zéro, nous avons ce que nous appelons

un near-breakdown qui provoque des problémes d’instabilité numérique.

Nous remarquons que dans le cas symétrique 4 = AT, nous n’avons pas de breakdown
dans l'algorithme de Lanczos, puisque nous commengons avec vp = wo, et & partir de (1.20)

et (1.21) nous obtenons w, = v, pour tout n. Donc
(Wny Ur) = (Un,Un) = |[vn]|2 >0 si v, #0.

Cela montre que le serious-breakdown (ghost-breakdown) ne peut pas se produire dans
le processus symétrique de Lanczos.

D’autre part, seuls les vecteurs v, sont calculés en utilisant la premiére relation (1.20).
Le processus de Lanczos est trés utilisé dans le cas des matrices de grande taille. Grace & ce
processus nous pouvons calculer les valeurs propres de telles matrices. En effet, si vy, =0
ou wy, = 0, alors nous en déduisons, d’aprés (1.22), que toute valeur propre de la matrice
tridiagonale H(Z=1) est aussi une valeur propre de la matrice A. Nous pouvons considérer,
a chaque itération n, les valeurs propres de H (") comme étant des approximations des
valeurs propres de A, ces valeurs sont appelées valeurs de Ritz. De facon similaire, nous
pouvons construire des approximations de la solution du systéme linéaire de grande taille
Az = b en résolvant un nouveau systéme linéaire bien particulier dont H{™ est la matrice
des coefficients. D’ailleurs, c’est ainsi que nous obtenons les méthode de Lanczos (BICG,
Orthodir, Orthores, ... ).

1.3.2 Connexion avec les polynémes orthogonaux formels

Pour mieux comprendre le probléme du breakdown qui risque de se produire dans le
processus de tridiagonalisation de Lanczos, nous établissons 'approche polynémiale de cet
algorithme. Ainsi nous montrons que nous pouvons construire cet algorithme en utilisant

les polynoémes orthogonaux formels, lesquels vont nous étre utiles par la suite pour, d’abord
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mettre en ceuvre ’algorithme de Lanczos avec look-ahead et ensuite construire le processus
de Lanczos par des relations de récurrence & deux termes, et enfin éviter le breakdown dans

ce dernier.

Soit
Uy, = {w(f)=ao+a1§+a2§2+'--+an6" / a; € IR}
I’espace vectoriel des polynémes réels de degré au plus égal & n. avec n < L*
D’apres la définition des sous-espace de Krylov Kp,41(4,v0) et Knt1(AT, wp), nous pouvons
écrire
Kni1(A,v0) = {(A)vo /1 € Un},
Kna1(AT, wo) = {$(AT)wo /4 € Tn}.

En particulier, & partir de (1.20), nous avons
U = Pu(A)v et wn = Yn(AT)wo (1.24)

avec 1, un polynéme unique, de plus unitaire (a, = 1).

Maintenant, si nous considérons la fonctionnelle ¢ définie par
e(&%) = (wo, A'vo), (1.25)
alors la relation d’orthogonalité (1.19) peut s’écrire sous la forme
c(Pn@) =0, VQeET,, (1.26)

et
c($p) # 0. (1.27)

Le polynome v, de degré exactement égal a n vérifiant (1.26) appartient & la famille des

polyndmes orthogonaux formels par rapport & la fonctionnelle ¢. Nous remarquons que ¥,

)

correspond au polynéme Py(lo déja défini auparavant.

Ces polynémes unitaires vérifient la relation de récurrence a trois termes suivante
0 0
PO, (&) = EPO(€) — an PO (€) — B P, (6), (1.28)

avec Péo)(f) =1, P((?(f) =0et f_1 =0.

A partir de la relation (1.26), nous obtenons les expressions des coefficients de (1.28)

c(ePPPY)y (PO PO
R ) ) R ) e ) (1.29)
C(Pn—lp 1) C(Pn—lpn—l)

n—

_ cePOPY)

et Jé,
o(PO PO "

En utilisant (1.25), ces relations nous permettent de retrouver 1’algorithme de Lanczos.
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Dans le cas ou c(P(O)P,(LO)) =0, ce qui correspond & (wy, v,) = 0, nous ne pouvons pas
calculer le polyndéme P! _31 puisque nous aurons une division par zéro dans le calcul des
coefficients ay, et fB,. Nous avons ainsi un ghost-breakdown a la (n + 1)°™¢ itération.
Cette relation de récurrence correspond & la relation (1.9) étudiée dans la sous-section

1.1.2; ici nous choisissons U; = Pi(o).

1.3.3 Le processus classique de Lanczos avec look-ahead

La procédure du look-ahead a été introduite dans la méthode classique de Lanczos par
Freund et Nachtigal [34]. Elle permet d’éviter le probleme du ghost-breakdown et de cal-
culer les vecteurs réguliers de Lanczos en complétant les bases des sous-espace de Krylov
par des vecteurs complémentaires. Les relations de récurrence utilisées dans cet algorithme
ont ¢té élaborées par Draux [25] et Gutknecht [40], elles représentent une généralisation
sans breakdown des relations (1.28).

Ici, nous allons retrouver ces relations en utilisant un formalisme qui consiste & exprimer
certains polyndémes dans des bases contenant les polynémes orthogonaux réguliers et com-
plétées par des polynoémes particuliers.

Soient v et wo deux vecteurs initiaux; il existe un ensemble maximal d’'indices 71,

{ﬁo,...,ﬁ]}g{l,Q,...L*}, ng=0<fy <---<fy<L¥

tel que pour tout j =0,...,J, il existe un polyndme régulier Pf(l?)

€ \I/nj, de degré exacte-
ment égal & 75, avec {P,ﬁo)} la famille des polynomes orthogonaux formels par rapport & la
fonctionnelle ¢ définie par (1.25). En particulier, pour 7ig = 0 le polynéme correspondant
est ]50(0)(5) = 1.

Soit mnj = fij41 — 7 le saut entre deux polyndémes réguliers P(O) et P,S?ll
Nous appelons les vecteurs

Vg = P,—(l?)(A)vo et Wp, = P,—(L?) (AT)w

vecteurs réguliers. Le calcul de ces vecteurs est garanti par celui des polynémes réguliers
P(O) Afin d’obtenir les relations de récurrence permettant de calculer les polynémes P( ,
nous introduisons les polynémes complémentaires, appelés intérieurs par Freund [34] et
insuffisants par Gutknecht [40}, que nous pouvons calculer a partir de la relation suivante

D1(€) = EBD(€) — G PO(©) ~ 1. Py (€) (1.30)
pour n = fj,...,Njy1 — 2, Vi€ {O,...,J}.
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Cn et 7 sont choisis de fagon arbitraire avec 77, = 0.
Compte-tenu des conditions (1.16}, le saut ™m; peut étre déterminé par les relations

(P(O)P—(O)) =0 pour n="0,...,7j41 —2

(1.31)
0
C(P,,S’]_)'_l 1 Tl] )'750

Puisque plo

0 N . = .
gl —fPf(ljil_l est un polynéme de degré fi;41 —1, alors nous pouvons 'exprimer

dans la base

(© 0 0 0) 0 0
(PO, PO PO PO PO PO,

ce qui nous permet d’écrire

0 0
P’Ig.?ll (6) §Prg]ll 1(5) = aﬁj+1—1pfggll—l(§) - an]+1Pr(lel (5) Gy Pr(zj)(f)
— an,-1 B (6) =+ = an, 11 PR 1 (6) = an,y P (6)
— a1 P (6) = = Gy 1 Pih 1 (6) — ang PR (E).

En utilisant les relations d’orthogonalité (1.31), nous obtenons

aﬁO = a‘ﬁ0+1 == aﬁj_l—l - aﬁ]‘_1+1 == a’ﬁj——l == 0
Ainsi
0 (0 0
P (€)= €PY _1(6) — anyr 1P, (€)= -+ — an PO (6) a2
o .
- anJ (0) (5) Qnj_ 1P'r(1]) 1°

Les coeflicients (a;); ’+; et an;_, peuvent étre calculés en multipliant la relation (1.32)

par P},

obtenons le systéme triangulaire suivant

0
any 1P Py = c(ePY) _ PYY)

Ny+1—
0 0 © 0 0 0
Onjp1— 1C(P7(1 -)f—l 1PT(L 20—1) + Ofijr1— 2C(Pﬁj-){-1—2pf§/j2|—1) (£P7$._711 1PT(IJ?H)

pouri=0,...,Mm; — Let P( 11 et en appliquant les orthogonalités (1.31). Nous

................................................... (1.33)
my;—1
(© 0 0} (0 0) 0
Z a”J'HC ny)*'l TS‘.’I-)+-1 1)+a” (P( )PT("]‘)\‘-I_ )—C(fP,(LJ“ 1 75'_711 1)
ainsi que
0) 0) 0
aﬁj—lc(PTEJ 1Pn]—1) (5P1§ -1 1(1])—1) (1.34)

A partir de tous ces résultats, nous pouvons maintenant mettre en ceuvre 1’algorithme
complet du processus de Lanczos avec look-ahead. Les vecteurs réguliers vy, et ws, sont

complétés par les vecteurs

Vaybi = Pn]-{»'L(A) 0 et W+ = P’r(z]—l»z(AT) pour tout 1 =1,...,/m; — 1.
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D’aprés (1.30), ces vecteurs peuvent étre calculés par la relation suivante
Un+1 = AVp ~ (uUn — MnUn—1,
Wpt1 = ATwn — (pWn — NpWn—1, (1.35)
pour n = f,...,fij41 — 2, Vi€ {0,...,J},

avec (n, Mn choisis de fagon arbitraire et Na; = 0.
En utilisant (1.25), les conditions d’orthogonalité (1.31) s’écrivent

(Wnyva;) =0 pourn=0,...,fj41—2, (1.36)
(wﬁj+1—lvﬁj) 71‘- 0.
Nous notons, pour tout 5 =0,...,J,
‘/j = [Uﬁj v’ﬁj-}-l s Uﬁj+1—l]7 WJ = ['U)ﬁj wﬁj-{-l v wﬁj+1—1}~

A partir des conditions (1.36) et en utilisant la relation de récurrence (1.35), nous pouvons

montrer que
(wﬁj+1—1avﬁj) = (wﬁj+1—27vﬁj+1) == (wﬁj’vﬁjﬂ*l) = d; #0,

ce qui prouve que la matrice W']TV] = Dj; de dimension 7, est inversible et qu’elle est de

la forme
0 0 d;
%
D; =
0

Le systéme d’équations (1.33) et 1'équation (1.34) deviennent

aﬁj
Ag .
i 17T A0 o Tj+2
Djoj = W; Avp, -1 avec «; =
aﬁj+1—1
et
,8 —a (wﬁj+1—17Avﬁj—1) (wﬁj+1—17 Uﬁj) d]

j = ﬁ’l = = = .
7 (wﬁj—lvvﬁj_l) (wﬁj—lavﬁj_l) dj—l

Enfin, pour calculer récursivement les vecteurs réguliers vz, et wp,, nous utilisons la récur-

rence (1.32), ce qui donne

Vpjy =AUn; -1 — Vioy — Biva, g, (1.37)
AT s — B '
Wrij41 =A Wajp—1 — VVJQJ 'Banj—l‘

Les relations ainsi établies définissent le processus de Lanczos avec look-ahead
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Algorithme 1.3.1 : Le processus de Lanczos avec look-ahead

0) Initialisation :
Choisir  vo, wp € RN avec wvg, wo #0;
Vo = vo, Wo = wo, Do = W{ Vo
ng=0,1=0m=0v_1 =w_1=0et fo=0;
Pour n=0,1,...,N
1) Si  det(D;) # 0 aller & 2) sinon a 3);
2) (vecteur régulier) calculer

(Dl)mt,l

Si 1#0 alors [ = m Fin(st);
o = Dl(_l)(Wl)TAvn;
Unt1 = Avp— Vi — Biop s
Wnyr = Alw, — Wioy — frwn,_,;
prendre 1 = n+l,Il=01+1, m=0 V=W=2 et partir & 4);

3) (vecteur complémentaire) calculer

Unt1 = Avp — (Vn — TVn—1;

T .
Wn+1 = At wy, — CnWn ~ NnWn—-1;

Prendre my=m;+1;
4) Si vpt1 = 0 ou wpy1 = 0, alors on arréte;

sinon, on prend

Vi=Wi vapa], Wi=[W wapa], Di=WV;

Fin.

Les coefficients (, et 7, sont choisis de fagon arbitraire, en pratique nous prenons (, =
7n = 1. Le processus de Lanczos avec look-ahead préserve la forme matricielle (1.23), que

l'on réécrit

AV =y g

ATW ™) — ) g, (1.38)
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V™ et W sont deux matrices de dimension N x (n 4 1) qui regroupent les vecteurs

réguliers et complémentaires comme suit

Vi =y ¥y - V] et W = Wy Wy - W, (1.39)
tels que, pour tout k£ =0,...,[, nous ayons
V, = (Vg Ung+1 **° Ungpa—1)s si 0<k<l,
[Un, Ung41 = Un), si k=1,
et
W, = [Wny, W41 ** Wnyy 1) si 0<k<l,
[wnl Wpy+1 " wn]a si k= l,

avec | = [(n) 'unique entier qui dénote 'indice du dernier vecteur régulier précédant vy,
c’est-a-dire  n; <n < ny4.
La matrice H™ obtenue ici est une matrice tridiagonale par bloc de dimension (n + 1) x

(n 4 1). Cette matrice est de la forme suivante

Ao 01

oo |
g
TN

oll A; est une matrice de Hessenberg de dimension 7; x m;, 0; et y; sont des matrices de

rang 1 et respectivement de dimension ;1 X My et M; X M1

1 an-i-l Tn;+2 ' ‘ .
A = 1 CTL]'+2 0

J— . . ?

M2 %

an+1—2 *

1 *
0 0 B 0 0 1
0 0

6]= s ’)I]:
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Enfin, quand n = nj41 — 1, la matrice de bi-orthogonalité D) = wmTym) eg diagonale

par blocs
Dg 0 - 0
pmy | O
0
0 0 D

En arithmétique exacte, nous obtenons vy = 0 ou wy, = 0 pour L < N, ce qui n’est pas
toujours vral en arithmeétique finie, puisque nous risquons d’avoir, a cause de I’accumulation
des erreurs d’arrondi, L > N. C’est-a-dire que le dernier vecteur régulier d’indice iy < N
est difféerent de zéro (vp, # 0) et Ay + My > N. Dans ce cas nous avons ce que l'on
appelle Pincurable-breakdown. La seule solution face 4 ce probléme est de recommencer

le processus avec un nouveau choix des vecteurs initiaux vy et wo.

1.3.4 Le processus de Lanczos par des récurrences a deux termes

Nous donnons ici une autre approche pour construire les vecteurs de Lanczos; elle
consiste & rajouter aux vecteurs de Lanczos deux nouvelles bases des deux sous-espaces
de Krylov K (A, vp) et Ky (AT, wp). Lidée est de remplacer les récurrences & trois termes
(1.28) par un couple de récurrences a deux termes, et enfin mettre en ceuvre le nouveau
processus de Lanczos & partir des nouvelles relations de récurrence.

En effet, soient les deux suites de vecteurs {v; };‘:0 et {w;}7_, données dans la sous-section

1.3.1. Nous considérons les deux ensembles de vecteurs

(po,"‘7pn) et (QOa---,Qn)-
Ces deux familles de vecteurs sont construites par
=PV (A, et gn= PP (AT )wy. (1.40)

P,Sl) est le polynome orthogonal formel par rapport & la fonctionnelle ¢!) définie par
(€% = c(e1), avec ¢ est donnée par (1.25).

Les relations (1.11), données dans la sous-section 1.1.2, constituent des récurrences a deux
termes permettant de construire les deux familles de polynomes PTSO) et P,gl). Nous avons

donc les relations

PM(E) = PO(E) —mPY,(6),

1.41
P9.(€) = ePD(€) = A1 PO(6). o
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)

En multipliant ces deux relations respectivement par P(l1 et P( ) et en appliquant les

fonctionnelles ¢ et (1) nous obtenons, grace aux conditions d’orthogonalité (1.2) et (1.10),
les relations suivantes
o, %)

_ c(ePV Py
c(l)(_p(l 1) ) -

(AT
Or, nous remarquons que
c(e P PO) = (PO P) + Ane( B BP) = (PO B

et
(PO Py = (D (PM Py 4 4,0 (P (1) Py = (P by,

Ainsi, nous obtenons

c(eP P
(PP

c(PT(LO)P,(lo))

—— (1.42)
1 1
C(l)(Pr(L—)lpr(z—)l)

Tn = et Any1 =

Ces relations peuvent étre utilisées pour calculer les vecteurs pp, gn, Vn et wy. Par consé-

quent, nous obtenons

Pn = Un — YnPn-1

(1.43)
dn = Wn ~ Yndn—-1
et
Un+1 = Af;n — An+1Vn (144)
Wp+1 = A qn — )\n+1wn
avec les coefficients
(Qn; Apn) (wn» Un)
A = et = 1.45
" wn, v) = o1, Apn1) (1.45)
Si nous considérons les matrices suivantes
PM™i=[po p1 ... py QMW= @ ... an),

alors les récurrences (1.43) et (1.44) qui construisent les vecteurs Pn+1, Gn+1, Un+1 €6 Wnit1

peuvent s’écrire sous la forme matricielle

v P(")Un, AP — V(""'I)Ln,
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avec Uy une matrice carrée bi-diagonale supérieure de dimension (n + 1) et L, matrice
bi-diagonale inférieure de dimension (n 4+ 2) x (n + 1). Ces deux matrices ont la forme

suivante
(1 4 0 0 MO 0 |
1 7 1 A
Up = 0 et L,: 0 1 0 . (147
Tn 5 Ant1
L 0 1 ] | 0 I

Nous remarquons qu’en éliminant la matrice P™ dans (1.46), nous avons
q q

AV =y T (1.48)
En comparant ce résultat avec {1.23), nous obtenons
H™ = L,U,. (1.49)

Donc, les deux matrices (1.47) définissent une factorisation de la matrice de Hessenberg

tridiagonale g générée par le processus de tridiagonalisation de Lanczos.
Nous pouvons récupérer la matrice tridiagonale de Lanczos H (") 4 partir du produit L,U,

avec Ly, est la matrice bidiagonale de dimension (n +1) x (n + 1) qui vérifie

Ly
L, = .
" [0 e 0 1}

Les vecteurs {v; }7_ et {w;}1_, sont bi-orthogonaux, ils correspondent aux vecteurs calculés
dans l'algorithme de tridiagonalisation de Lanczos, alors que les vecteurs {p;}? et {g:} ™,

vérifient, & partir des conditions {1.10), les relations

i 70 1= .
(qj,Api):{67é l J pour 4,7=0,1,...,n. (1.50)
0 i
D’ou
€1 0 0
EM —gmapm - | O ]
0 0 e,

On dit que les vecteurs {p;}}=, et {¢;}7; sont A bi-orthogonaux.
A partir de toutes ces relations, nous obtenons ’algorithme suivant
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Algorithme 1.3.2 :Le processus de Lanczos par des relations de récurrence a deux

termes

1. Initialisation : Choisir v € RY et wpe RY tels que &g = (wo, o) # 0.

2. Pour n=0,1,...,N:
Si n#0

Calculer 8n = (Wn,vn), Vn = )

Pn = Un =~ YnPn-1,
dn = Wn — Yngn-1;
Sinon  pg = vy,
go = Wy,
Fin (si).
€n

Calculer €, = (gn, Apn), Ang1 = 5

n
Un41 = Apn - )\n+lvn,
AT
Wnt+1 = A% gn — Ant1Wn.

Fin.

Nous remarquons que cet algorithme peut étre considéré comme une version de l'al-
gorithme du Gradient Biconjugé (BICG) [29] dont les vecteurs de direction et les résidus
peuvent étre obtenus & partir des suites P, Q) V() et wn,

L’algorithme 1.3.2 s’arréte d’une fagon réguliere dés que
lnt1l] =0 ou bien |lwnt1] = 0.

En arithmétique finie, ce résultat est atteint avant la N eme itération, ce qui permet de
construire les bases des sous-espaces invariants K, (4, vo) ou bien K,(AT, wg), respective-
ment. Par contre, si d, = 0 ou €, = 0 alors l'algorithme s’arréte d'une facon prématurée &
cause d’'une division par zéro. Dans le cas o1l §, = 0 nous avons un ghost-breakdown, c'est-
a-dire le méme type de breakdown que nous risquons de rencontrer dans le cas du processus
classique de Lanczos. Nous notons que, comme dans l'algorithme du BICG, le processus
de Lanczos par des récurrences & deux termes subit un deuxiéme type de breakdown dans
le cas ot €, = 0; il s’agit du true-breakdown. Ce type de breakdown se traduit dans le
cas du BICG par le fait que les (n + 1)®™€ vecteurs d’itération ne sont pas définis par les
conditions de Galerkin. Dans l’algorithme 1.3.2, la condition €, = 0 est liée a la décompo-
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sition (1.50) de la matrice tridiagonale Hén) de Lanczos. Ce type de breakdown est appelé

aussi pivot-breakdown [21].

1.3.5 Le processus de Lanczos par des récurrences i deux termes avec
look-ahead

Dans les relations de récurrence (1.41) nous risquons d’avoir le true et le ghost-
breakdown & différentes itérations. Le Théoréme (1.2.3) nous permet de prévoir les sauts a
effectuer entre les polynémes réguliers P,Sl) et P,EO). Nous avons trois situations possibles.
Nous allons appliquer le look-ahead, dans chacune de ces situations, afin de donner les

relations qui nous permettent de calculer les polynomes existant P,gl) et P,go).

Pour cela, nous gardons les mémes notations que celles données dans le paragraphe 1.2.2.

Nous notons {ng,...,n;} les indices des polynémes réguliers P,gi), tels que
n=0<m<--<ny<N
avec my = njp41 — Ny le saut entre deux polynémes réguliers P,gi) et P,gi)ﬂ,

et {7g,...,7s} les indices des polynomes réguliers P,—(l?), tels que
fg=0<y <---<ay<N

My = M1 — 7y représente le saut entre les deux polynomes réguliers Pr—(l?) et P,—(L?J)r L
J (resp I) représente le plus grand indice tel que ||va, || # 0 et |Jwa, || # 0 resp (||pn,{l # 0
et llgny | #0).

Nous supposons qu’a l'itération ng, nous avons les deux polynémes réguliers PT(L,IC) et P,gg).

I existe alors un indice [ € IN tel que n; = 7i; avec H,(l(,)c) #£0 et Hy(l}c) #£ 0.
-_Premier cas : ™y # 1 et mgs1 7# 1. Ce cas est présenté dans la figure 1.2.

D’aprés le Théoréme 1.2.3, my, est égal & my; — 1. Nous avons donc

Hl(O):O pour i:nk+11-"7TLk+la

c’est-a-dire que pour i =ng + 1,..., 714 les polynémes Pi(o) n’existent pas.
Pour obtenir la récurrence qui nous permet de calculer le polynome Pf(lt)H , nous introduisons

les polynomes complémentaires définis par

. .
PO =ePD —uPPO. | pour 1<i<my,

ng+2
(1.51)
P&)ﬂ = Pﬂ(.(]:)‘|”i - ka)PéilLi_l pour 1<¢<my—1
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F1G. 1.2 — Premier cas : 7y # 1 et mgy1 # 1

Py P 1P
|
i
mga
!
|
1

P 4

M+l =My + 1

{-@

P,Si“ Pﬂk+2 ’_—_‘P—(

Les polyndémes complémentaires servent & remplacer les polynémes orthogonaux inexistants
et ainsi compléter 'ensemble des polyndmes réguliers. Il sont calculés par les relations (1.51)

qui sont congues de la méme facon que les relatlons (1 41) avec des coefficients p; (k) of I/(k)

arbitraires. En pratique, nous prenons u (k)

Ces polynoémes ne vérifient pas les conditions d’ orthognali’cé (1.15) et (1.16), néanmoins ils
vérifient, d’aprés (1.15) et (1.53), les orthogonalités suivantes
pour tout j=1,...,mg—1
) ({’ . +])—O pour i=0,...,ng+my—2— 7,

#0 pour i=ng+mp—1-—7,

(1.52)
pour tout j=1,...,m
c(ﬁzPr(Lz)ﬂ) =0 pour i=0,...,ng+mp—1—7
#0 pour i=ng+mg—J.
D’autre part, les conditions d’orthogonalité (1.16) peuvent s’écrire
c(éiP,(Lg)) = 0 pour i=0,...,n5+my —1, (1.53)
# 0 pour i=ny-+mg.
11 est évident que la famille
(PO, epY), .. emipM P epM . PD L ementp® pD pM P Y
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forme une base de ’espace vectoriel des polynomes de degré au plus égal & ng+; — 1.

Alors, nous pouvons exprimer le polynéme P,(Li)ﬂ — P,S?H (de degré ng4+1 — 1) comme suit

1 _ (0) 1 (0) 1 0)  mo—-1pQ1
PT(Lk)+1_PT$(I:?+-1 - - P()_ £P()_"'_amo—1£ ’ Péo)
- (l)P(l 1)£P 1) _ .. agz—léml_lpr(&)
(k 1) p(1 (k=1) £ p(1) (k=1) ¢m 1p(1
- pnk)l_ §p7(Lkl__..._ T p()
k k) (1 k) 1
- 0‘(() )Pr(bi) o )P'r(lk)-i-l - ink 1Pr(zk11 1

En utilisant les orthogonalités (1.15) et {1.52), nous obtenons

o =0 pour ¢=0,...,m;—1 ; agk_l):O pour s=1,...,mp_1—1

et i=0,....,k—2
ce qui nous permet d'écrire

k 1) k) p(1 k) p(1 (k iy
PT(LL?}-I - PT(LICZ—I ’f’n])c 1 1’(Lk+1 1= ag. )Pnk)—f—l - aé )PT(lk) - PTS,k 1° (154)

Pour le calcul des coefficients figurants dans cette relation, nous multiplions (1.54) par un

polynéme arbitraire U; de degré i. En lui appliquant la fonctionnelle ¢, nous obtenons

k
)= leUB) — a1V UP 1) == oD UL )

Nk41 Nk+1—

—aP (W, PDy - k YW, P ).

DU Y

Nk+1

Le choix de U; intervient dans l'expression des coefficients calculés. Cela implique que ce
choix peut avoir une grande influence sur 1’algorithme obtenu. Ici, nous allons prendre
U, = P( ) , ce qui va nous permettre par la suite de simplifier les calculs.

Nous commengons par ¢ = ng — 1 avec Up, 1 = P( ) 1. Cela nous donne, grace aux

conditions (1.15) et (1.52), I’équation suivante

C(§ (1) P(O ):a(k 1) ( (1) P(l) )

Nk41 ng—1- ng_y

N 1 1
Dans le cas ot my_1 = 1 nous avons P( ) P,gk) .

Par ailleurs, le polynéme P( )_1 correspond dans le cas olt mg_1 # 1, au polynéme com-
plémentaire construit de fagon similaire & celle de la relation (1.51) (plus précisément, la
relation de calcul de P(k) 1 sera deﬁme par la suite dans la construction de Pnk)ﬂ)

Puisque les polynomes P,g,c) et { k 1 sont unitaires de méme degré, alors nous avons la

relation
0) = f 1 + an 1
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avec §n,—1 un polynéme de degré au plus égal a ng — 1.
Les relations (1.52) nous permettent d’avoir

(POPO )= c(epD PO .

Tt1 ng—1" Nk

Ainsi ©) o)
(k—1) _ C(Pnk Pnk+1)

- .
W(E) B))

(1.55)

PLL) # 0.

. . 1 .
Pour les autres coefficients, nous prenons pour ¢ = ng,..., Mg+ — 1, Uy = Pi( ) (polynéme

Nous remarquons, en appliquant les relations (1.15) a Pr(zi)_u que c(l)(PT(Li)_1

régulier ou complémentaire) et nous imposons les orthogonalités (1.52) pour obtenir le sys-

téme triangulaire suivant

k 1
DPDPO ) = o) [ BEDEY )
1 k 1 1 k 1 1
DEDLPO Y = ol WD PDY )+l D@D, PL )
............ (1.56)
1 k 1 k 1 1
WD POy = oD W)+l DB P+

)+ a®_cpd _ pi)

mg TLk+1—1 77.k+1-—1)'

+ o P P

Ng41—17 Nggp1—2

D’apres (1.51) et (1.52), nous avons

1 1 1 (1)
(P By =MD Py £0 (1.57)

Y14, 7, f et h dans IN vérifiant i +j = f + h = my — L.

Le systéme (1.56) étant triangulaire supérieur et & diagonale non nulle, il est donc non-
singulier.

D’autre part, comme myg = 7y — 1 ce qui implique que ng41 = fig+1 — 1, alors le polynéme

régulier Pf(l?il existe a 'itération ngyp + 1.

Et puisque mg+1 5% 1, alors HT(L}C)HH =0 et HT(I(I)C)+1+1 = H,%?ll # 0 ce qui nous donne,
d’aprés Le Lemme 1.2.1, la relation
0 0
P () = P, () = €PLD, (9). (1.58)

Nous remarquons qu’a l'itération ng41 nous avons H,(lill # 0 et H,(l?cll = 0, donc le po-
lynéme P,,,, existe mais n’est pas de degré égal & nyy;. D’aprés le Lemme (1.2.3) le

polynéme Py, ., est égal & Pp,.

Les polynémes réguliers P,%) et P sont donc calculés par les relations (1.54) et (1.58)

+1 41
sans probléme de breakdown. Cependant, ces deux polyndmes existent 4 deux itérations dif-

férentes. Donc les relations de récurrence que nous venons de donner ne sont pas suffisantes.
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Par ailleurs, compte-tenu du résultat du Théoréme 1.2.3, nous avons mg+1 = M1 + 1,

c’est-a-dire que H&)JFQ # 0 et H,(l(,)clz # 0 avec Ngiz = M4z, ainsi les deux polynémes
)

142
permettant de calculer ces deux polynomes.

réguliers P,(L,C)Jr2 et PTE sont du méme degré. Il est donc nécessaire d’établir les relations

Construisons d’abord les polynémes complémentaires suivants

0 (1) (k+1) p(0 '
rskllm' =£ npp1ti-1 M-l Prsk)+1+i—1 pour 2<1< My —1
(1.59)
1 _ plo (k+1) (1) .
P”S'Ic)+1+i = P7(tk)+1+i -V, Pnk+1+i—1 pour 1<i<mgy —1
avec ug D et I/(k+ ) choisis de fagon arbitraire.

Rappelons que mg = my — 1, ng41 = Aygy — 1, Mgy = My + 1 et ngqpo = fyyo. Les
conditions d’orthogonalité (1.15) et (1.16) nous donnent

pour tout j=1,...,mkqy; —1
WP ) =0 pour i=0,...,mp41+mp —2—J,
0 pour t=mngs +mge; —1—17,
* N * (1.60)
pour tout 4 =2,...,mpy; —1
0 . .
C(glpékll_'_‘]) =0 pour z::07"‘7”16+1'i"rnk-%-l _1_.7?
#£0 pour ¢=ngyy+ Mty — J.
Considérons la base suivante
(0) 0 0) 0 100 0 0 (0) 1
{P‘ 35 no, "7£ml - lPTS,,)I,P'F(Ll ,gpfs,l)a' ‘Sml Pnl)vpr(Llll,P‘rs.kl_l-kZ?"' Pn,H_z 17§ ()

En exprimant le polynéme P( ) de degré fij4.o = ngyo dans cette base, nous obtenons

PO (&) = = BOPOE) - BOPO () - = pO_emomt PO g)
51 06y - PP (e) — - = g1 _ ™1 PO (¢
VPO - pPePD(e) — - - BY_ e 1RO e)
SR (6 - BITVPYD (€)= = B PO (€) +ePY (6.

Les orthogonalités (1.15), (1.16) et (1.60), nous permettent de montrer que

@“’:0 pour :=0,...,m; —1 et ;81.([):0 pouri=1,...,m — 1.
et j=0,...,1—1,

Ngt+2— 15
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Ainsi, P,(Ll)2 vérifie la relation
0 ¢! +1 0 1+1) (0
PO = RO = AP © - AR 0
. .
-8 TVPL () - BB ().

Rappelons que nous avons Pr(l(l)}r L= P,gii 41 €t que Pf(L?) = P,(lg).
En multipliant la relation (1.61) par un polynome U; de degré ¢ et en lui appliquant la

fonctionnelle ¢, nous obtenons

(0) (1) I+1) (0) (+1) (0)
c(Us Pnl+2) = <U P"k+2 - ﬂf(ﬁtﬂ 1¢(Us Pnt+2 )= =B el Pnl+1+1)
MU P ) - B e(UBD). (1.62)

Si nous prenons ¢ = Ry — 1 =ngy et Uy = PT(li)Jr1 alors, grace a (1.60), la relation (1.62)

devient .
c(l)(p(l) P )=ﬂ(l) (P(l) P(O)).

Ngp1” Npyo—1 Ng+1

Puisque P,EPH est de degré exactement égal & iy + 7m; — 1 alors, en le remplacant par son

expression donnée par (1.54), nous obtenons c(P,(l,lcllP( )) (P,S?il 1P(O )#0,
et ainsi O 1)
W _ D (Pryyy Payye1)
g = T (1.63)
(Papy—1Fm)
Pour les autres coefficients, nous prenons pour % = {(fij4+1 = ng+1 + 1),...,(Asz — 1 =

Ngyo — 1), Uy = P( ) (polynémes réguliers ou complémentaires) et en imposant les ortho-

gonalités (1.16) et (1.60), nous obtenons le systéme triangulaire

EELPY ) = B e PP, )
P P ) = BT e P i Py o) + By Bl Pall )
.................. (1.64)
B i Prmt) = ﬁ‘“’” (P PR + BB, (PR )
+ﬂ'r:)j—+11) 1¢( r(b?iz 1P$12 1)-
D’aprés les relations (1.60), nous avons
(Pé?llﬂ TS?il‘f‘]) (Pé?lﬁf 7(15)_?.1+h)#0 (1.65)

YV i,4, f et h dans IN vérifiant ¢+ 7 = f + h = myyq — 1, alors le systéme (1.64) est non-
singulier.
Nous avons aussi c(l)(P,galP,SiH 1) # 0, et donc le coefficient ﬂ est différent de zéro.

En remarquant que P,(Lg)w (0) = ,B(gl) # 0, le Théoréme 1.1.2, nous permet de confirmer
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Pexistence du polynéme Pr(ttlr

Exprimons maintenant le polynéme P,sk)” ~ PO de degré ngys — 1 dans la base

42
{P.€PY),....em=tPR) | PO.ePQ) P RG) gmn TR
Nous obtenons
PLE = = APPREO = 2ePR©) - - = A0 e PR
k -
o )\ink 11_ £mi-1 1p( ) (6
= APR©) = MIEPP(©) — - = A eI RD(E) (1.66)
k k m
)\( +1)p£i)“(£) . )\gk+1 535,111@ - /\r(nk++11)_ £MeA1 1P(;1c)+1(§)
(0)
+ Pnl+2 (é)
Les orthogonalités (1.16) nous permettent d’avoir
)\Ej):O pour ¢=0,...,m; -1 ; A§k+1)=0 pour ¢=1,...,mg41 —1,
et 7=0,...,k
Alors, PT(L,C)JK2 est calculé par la relation
E+1
P& = PR, (©) = VP, (). (1.67)

En multipliant cette relation par le polynéme complémentaire pm donné par (1.59) et

Ngto— 1
en appliquant ¢), nous obtenons

(& nk+2 P(O) )_)\(’H’l) (1)(P(1) P(l) )

LI Ngqo—1% Ngpa

Les orthogonalités (1.15) appliquées a P,(Li)ﬂ nous donnent c(l)(PT(Lllc)+2 1

1
PiL) #0.
D’autre part, en remplagant P,(L,ELQ par son expression donnée par (1.61) et en utilisant les

relations (1.16) appliquées a P nous trouvons

N2
(0) p(0)
)\(k+1) . (Pnz+2pm+2) (1 68)
0 - 1 1 .
cwed PO

A Titération ngyo le polynéme régulier B, ., existe et est de degré exactement égal a

Nk4+2 = Nyt
Dans ce premier cas, nous avons donc obtenu les relations de récurrence permettant de

calculer les polynémes réguliers Py(Lle et P{”  de méme degré npio en passant par les

42

polynémes P,(Li)ﬂ et P

41”
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F1G. 1.3 — Deuxiéme cas : My # 1 et mpq41 =1

Meyr =1 my # 1
(1 (0)
P"k) | P"" TPHI

) I

| !

1 I

1 1

i 1

| t

i 1

I i

] ]

3 I

| |

M | ' =mg+1

i :

I I

t |

| 1

1 [}

1 ]

[} ]

] I

| 1

1 i

(1) i—_ Pnk+1 = P, :
P"k+l 1 @
! i

SN )
PT(lk)Jrz Prise Pﬁm

-_Deuziéme cas : My # 1 et mg4+1 = 1. Ce cas est présenté dans la figure 1.3.

Nous avons ng = 7y, et puisque m; # 1 alors d’aprés le Théoréme 1.2.3, nous avons
my = My — 1 ce qui implique ngy; = A1 — 1. Cela veut dire que nous devons d’abord
calculer le polynéme régulier P,(Ltll. Pour cela nous procédons, comme dans le premier
cas, en construisant les polynémes complémentaires donnés par la relation (1.51). Ainsi le
polynéme PT(Ltl—l est calculé grace aux relations (1.54), (1.55) et (1.56).

D’autre part, nous avons H,S‘fil = H(k L4 # 0. Et puisque mg+1 = 1 alors H,(“c 41 #0

et Ngyo = Ngw1 + 1 = Ay41. Dans ce cas, le polyndme Pflli de degré ;41 = ngyq + 1 ne

peut pas étre calculé comme dans le premier cas par la relation (1.58). Par contre, il peut

étre exprimé dans la base

(PO, eRD, .., em PO P P, gm0 PO ePO, L em=tpO ep() 3
ce qui nous permet d’écrire
0 0) — 0
B (&) = WP~ 1VeP(E) — o — D) emm 1RO )
! ! 4 —
WED(€) —vPePP(€) — -+~ _em 1B (g)

+ 5Pnt11 €).

En utilisant les orthogonalités (1.15) et (1.16), nous obtenons
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, i =0,...,m;—1 .
72.(]) =0 pour Z} M ; (l) =0 pour i=1,...,m — 1.
j=0,...,0-1
Ainsi, le polynéme P,—S?J)r , satisfait la récurrence
0 1 p(0
P (6) = €PE) () =% P (€). (1.69)

Si nous multiplions cette relation par Pn(ill et lui appliquons la fonctionnelle ¢, alors nous

obtenons

c(ePP PR ) =P, PD).

Nk+1™ k1 nk+1

Ici le polynome P,gk)H est donné par la relation (1.54) que nous pouvons écrire sous la forme

P = P,(”H 1t ¢nk+1 1,

Nk+1

ol ¢n,,,—1 est un polynéme de degré égal & ngy1 — 1. Grace aux orthogonalités (1.16),

nous avons
0 0 0
(PP P = (P _ P # 0,
d’'on
1) 1
@ _ (£P7Sk+1p"(~k1-1)
C(P‘fl1+1—lp‘r_ll )

Maintenant nous considérons la base des polynomes de degré au plus 743

(P, ePD,... g~ P, PP, ... g™ P, P P Y.

o ’ ng ? g ? nk+1’ nt+1

En exprimant le polynéme Pr(bizﬂ de degré ng4g9 = ngy1 + 1 = Ny41 dans cette base, nous

avons la relation suivante

PR = APRE - APERRE© — - A g™ PR
= MPPD©) = APep(e) — - = A _iem 1 PD(g)
= 2FVED () + P, ().

Les orthogenalités (1.15) et (1.16) nous donnent
A =0 pouri=0,...,mj—1 etj=0,...,k
Ainsi

PO (&) =P (&) = AFTVPD (¢). (1.71)

Nk+2 RS Nk+1
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Pour le calcul du coefficient )\(()k“), nous multiplions cette relation par P,%)H et nous lui

appliquons la fonctionnelle ¢!) afin d’obtenir

c(l)(P(l) P ):,\gkﬂ)c(l)(p(l) ey ).

g1 M4l N1t Ny

Or, puisque my41 = 1, alors les orthogonalités (1.16) appliquées au polynéme P,(lill nous
permettent d’avoir c(l)(Prs,lcllP,%ll) # 0 et donc nous obtenons )\(()kH) .
De plus, en remplacant P,—(L?J)rl par son expression donnée par (1.69), et grace aux orthogo-

P = o€ PR, PR

» . ©
nalités (1.16), nous pouvons écrire  ¢(P, N

Ryr” g
S k+1 R N . . .
Ainsi, )\6 1) peut étre calculé & partir de la relation suivante

c(P(O) P(O) )

(k+1) g1 4
AT = T R (1.72)
(P, P

Nous avons ainsi trouvé les trois récurrences permettant le calcul des polynémes P,—(l?ll et
p

Tg42
A T'itération 141 le polynéme P, existe mais n’est pas de degré égal & ng1. Il est donc

de degré ngo = 7N+ en passant par le polynoéme PT(L}C)H .

égal & P, et nous retrouvons & l'itération suivante nyyo le polynéme régulier P, , de

degré exactement égal & ngio = 1.

-_Troisiéme cas : my; =1 et my # 1. Ce cas est présenté dans la figure 1.4.

Ici nous avons fipy; = iy + 1 = ny + 1 et, puisque my # 1, alors H,(L?C)H # 0 tandis que

HT%)H = (. Cela implique, grace au lemme 1.2.1, que
0 0
P = PO, =P, (1.73)

Le Théoréme 1.2.3 nous permet de déduire que mg = my41 + 1, donce ngy1 = figeo.

Ce résultat peut aussi étre obtenu gréace au lemme 1.2.2.

Le polynéme P,—(L?ng peut étre calculé d’une fagon similaire & celle donnée dans le Premier
cas. Ainsi nous commengons par construire les polyndémes complémenitaires suivants

0 1 k) (0 .
Pr(bk)ﬂ' = 5Pr(zk)+i—1 - /‘z('—)lprgk)ﬂ—l pour 2<i<mg—1,
(1.74)
1 0 k) p(1 .
P7(lk)+i = P7(lk)+i - Vi( )PTS.k)‘i'i—l pour 1<¢<my—1,

(k) et z/i(k)

avec p, choisis de fagon arbitraire.
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F1G. 1.4 — Troisiéme cas : My =1 et my # 1

my # 1 m =1
Py P, 1P
I i
| i
El m=1 |
. P
i I
] I
3 I
I 1
I 1
| ]
I 1
I 1
I ]
I ]
| ]
I i
mg =M1+ 1] b T
| |
I I
1 I
I I
1 I
I t
I I
| ]
I ]
I ]
| '
1 | p(0)
PT(lk)+1 Prps Pﬁz+2

Les conditions d’orthogonalité (1.15) et (1.16) nous permettent d’avoir les relations

pour tout j=1,...,mp —1

et r(Li)ﬂ)“O pour 1=0,...,ng +mk —2 -7,

0 pour i=ng+mr—1—7j.
4 P (1.75)
pour tout 7 =2,...,mr —1

(6P

”k+])—0 pour i=0,...,ng+mr—1—7,

#0 pour i=ng+mg—7.
Considérons la base suivante

0) p() mu_1=1p(0) (0 pO Q)
(PO epD, .. em-1p¥ pO p | pl , P!

fg * nyj_1? U NSRS VISE St fiypo— 1’5 nk+1 1}

En exprimant le polynéme P,(”J)r2 de degré n49 = ng+1 dans cette base, nous obtenons
PO = =B PO - BOePDe) — - — AR PR ()
- é”Pé?(&)— Pepe) - — 8L g™ B(e)
() p0 14+1) (0 1+1) 5(0 I+1 0
~BV PR E) - BTV P (&) - BV PY) Li(e) - = BN P ()

+ fpr(zi)ﬂ 1(8)-
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Les orthogonalités (1.16) et (1.75) nous permettent de montrer que

Bi(j)=0 pour i=0,...,m;—1,
et 7=0,...,1-1.

Le polynéme PO — p

Aire nry: Verifie donc la relation

PO (© =¢€P) () - STV PO (e) - = BTVRY (&) - BV B e). (1.76)

Cette relation est semblable a la relation (1.61) donnée dans le premier cas.

En multipliant (1.76) par P,gk) et en lui appliquant la fonctionnelle ¢ nous obtenons

(1 (p(l)p(l) ) = 5(” (Pr(w,lc ()).

ngy1—1

Puisque ny = 71y et my; = 1 alors, d’aprés les orthogonalités (1.16), nous avons

(PP = (P B # 0.

Dlon (P plD)
PP
C(Pﬁl Pﬁl )

Pour les autres coefficients de la relation (1.76, nous multiplions pour i € {(fyy; =

O
=

ng + 1),..., (fuga — 1 = ngq1 — 1)} la relation (1.76) par Pi(o) (polyndme régulier ou
complémentaire) et en imposant les orthogonalités (1.16) et (1.75), nous obtenons le sys-

téme triangulaire

PP ) = B e P, )
PR, 1P ) = BRE ) aelPRY Pl o)+ 85 e B B )
..................... (1.78)
OB, B ) = BB, B + AP PR, )
+ By 1¢(Payy 1 Phpr 1)
D’aprés les relations (1.75), nous avons
o r(z?impr(z?im) (PTEloj—l*‘fPT("?%)—l-i-h)?éO (1.79)

Y 1,7, f et h dans IN vérifiant i + j = f + h = my41 — 1, et donc le systéme (1.78) est
non-singulier.

Exprimons, maintenant, le polynéme P,ﬁkll — P,-(l?iz de degré ngy1 — 1 dans la base

(P epM)  gme-1=1p) p() e pl L ’”.’gmk—lp&)}'

np ? ng *’ Ng~17" Nk
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Nous obtenons

B (€) MV ED(E) — MOEPD(E) - - = A2 gmo-t P g)
AP PO () - APePD(e) A®_eme=1pM(e)

Les orthogonalités (1.16) nous permettent d’avoir

Af.j)zo pour i=0,...,m;—-1, ; ,\§’“)=0 pour i1 =1,...,mp —1
et j=0,...,k—1.
Ainsi, P&)ﬂ pourra étre calculé par la relation
0 k
P (€) = P (©) = PP (©). (1.80)

En multipliant cette relation par le polynoéme complémentaire P,(“lcll_l donné par (1.74),

et en appliquant c(l), nous obtenons

)y = AR M(PD  py,

Npy1—17 Nk

(ePD _ po®

Ngp1—1" Ruge

Les orthogonalités (1.15) appliquées 4 P,(li)

Py #o0.

D’autre part, en remplacant le polynéme P,SQ)H par son expression, les conditions (1.16),
nous permettent d’avoir c(P(O) P )= c(fP(l) PO ) et ainsi )\ék) est donné par

M42” Nto Ngp1—17 Nyyo

nous donnent c(l)(P,(li)Jrl_l

(0) p(0)
)\(()k): C(Pfll+2pﬁl+2) (1 81)
1 1y’ -
O (PG P

A Ditération ng41 le polyndéme Py, ., existe et est de degré exactement égal & ng1.
Nous avons ainsi les relations de récurrence pour le calcul des polynémes P,%ll et P,—(L?BL2
du méme degré ng41.

Ces différentes relations de récurrence permettent de calculer les polynomes réguliers P,El)
et Pk(o) dans les trois cas possibles de breakdown, et nous trouvons ainsi une généralisation

des relations (1.41). Ces relations peuvent étre résumeées dans I’algorithme suivant
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Algorithme 1.3.3 : Relations de récurrence & deuz termes de P,El) et Py

1. Initialisation : P( ) =1, P(O) 1,l=k=0,7p=0 et no=0.

2. Boucle :
mg = 1.
3. Si (POPYY =0
Tant que ¢ 1)(P(l)Pnk)“,m’C 1) =0.
my = mg + 1.
Calculer P(klmk Le P(0+mk 1 & partir de (1.51).
Fin (tant que).
my =mg + 1, ngpy = ng +myg et By = Ny + 1.
Calculer Pr(fill 4 partir de (1.51).
Calculer P, a partir de (1.54), (1.55) et (1.56).
si <M, PR =0,
Calculer P,(”)1 4 partir de (1.58).
Calculer P( ) \1+1 & partir de (1.59).
M1 = 2
Tant que c(l)(P,(li)JrlPTEill+mk+l 1) =0.
Mg+l = Mgy + 1.
Calculer Péklﬁmkg—l et P752)+1+mk+1_1 a partir de (1.59).
Fin (tant que).
Mip1 = Mig+1 — 1, Do = Ny + Mgy1 6 Typo = Tgr + My4a-
Caleuler P\, a partir de (1.61), (1.63) et (1.64).
Calculer PT(L,ICLQ 3 partir de (1.67) et (1.68).
I=1+2
Sinon
My+1 = 1 et Nggo = Ngy1 + Mpt1.
Calculer P,—S?)l 3 partir de (1.69) et (1.70).
Calculer PT(L,Ic+2 a partir de (1.71) et (1.72).
[=1+1.
Fin (si).
k=k+2.

©)
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4. Sinon
my=1 et nyy; =7 +1.
. 1 1
Si c(l)(PT(Lk)P,(Lk)) =0.
Calculer P 4 partir de (1.73).

Calculer Pr(ulc)+l a partir de (1.74).
mg = 2.

1) pl1
Tant que cD(PLY PY

i tmi—1) = 0-
myp = mg + 1.
Calculer PT(Li)erk_l et ng2)+mk—1 4 partir de (1.74).
Fin (tant que).
M1 = Mg — 1, gy = ng + my et o = Mgy + My
Calculer P?’_(l?-zz a partir de (1.76), (1.77) et (1.78).
Calculer PT(Li)H a partir de (1.80) et (1.81).
I=1+2.
Sinon
Nk+1 = Nk + Mg et Ny = 7y +my.
Calculer PT_(L?-B—I et Pr(l,lcll 4 partir de (1.41) et (1.42).
[=1+1.
Fin (st).
k=k+1.
Fin (si).
Fin.

D’apres (1.24) et (1.40), les vecteurs réguliers sont définis par

v, = Py (A, wr, = P (AT yuo (152
P = P (Ao, ane = P (A)wo. '
Pour i=1,...,m;—1 et j=1,...,m; — 1, nous introduisons les vecteurs complé-
mentaires définis par
Vay+i = Pr'(uo-)f—i(A)vOa Wy i = PFS?—){—'L‘(AT)U)O (1.83)
Prts = Pich; (Ao, Gnets = P (Awo, '

avec P et P des polynémes complémentaires.
np+i ng+J

Nous notons
Vl = [’Uﬁl VUag+1 -« ’UﬁH_l_l], VVl = [wﬁ_l wﬁl+1 wﬁl+1_1]

et
Pk = [pnk DPng+1 --- pnk+1—1]a Qk = [an Qnp+1 - - an+1—1]-
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En traduisant 1'algorithme 1.3.3, nous obtenons le processus de Lanczos par des relations

de récurrence & deux termes dans lequel nous évitons le true et le ghost-breakdown.

Algorithme 1.3.4 :Le processus de Lanczos par des récurrences & deuz termes avec
look-ahead.

1. Initialisation : Choisir vg et wqg € BN,
Po =0, o =wo, [ =k =0, =0,no=0.
Prendre Vo = v, Wy =wq, By =po et Qo =qo.

2. Tant que ( {jon, || # 0 et [lwg[| #0) :
mg = 1.
3. St (wp,va)=0.
Tant que (gn,, APnyt+my—1) = 0.
mr = mg + 1.
Upy+mp—1 = Apnk+mk—2 - u,(f,)c_1vm+mk—2-
Wiy +me—-1 = Aank+mk_2 - :“gik—lwﬁr%mk—?-
Vi=Vi vrame-1ls Wi =W, wasme—1].
Png+mig—1 = Vng+me—1 — Vr(r’f,z—lpnk-i»mk—?-
ng+mp—1 = Waj+me—1 — Vrrlfk—lq"k+mk—2‘
Py = {Pk pnk—l—mk—l}a Qr = [Qk an+mk—1]-
Fin (tant que).
mp = mg + 1, ng41 = ng +mg et Ny = ngg1 + 1.
VR -1 = Apnk+1_1 - ug:zvﬁl+l—2‘
Whyyp-1 = Aank+1—1 - l‘l‘grkll)cwﬁl+1“2'
Vi= [W vﬁl+1—1]’ W, = [VVl wﬁl+1—1]'

Qg = (QkTAPk)_leTAUﬁ1+1—1-

Sik=0.
oY =,
Sinon

o= — (wry, V7, 1)
0 (an-l’Apnk—l)

Fin(si).
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k—1
Prgyy = Vagp—1 — PkOlk - a( )pnk_la
— (k—1)
Qngyr = Wiy -1 — Qrok — O ng_q-
Pk+1 = pnk+1, Qk'i—l = an+1'
k=k+1
Sinon.
my =1, N1 = Ty + My,
Fin (si).
4. Si  (gng, Apn,) =0.
VA = APny,
Wry = ATqmc'
‘/l-f-l = vﬁl+1, Wfl-f—l = wﬁl+1'
l=101+1.
k+1
Pnp+1 = Uy — V§ * )pnk
(k+1)

Qnp+1 = Wq, — ny -
Pe={P: prs1l,  Qr=1[Qk dne1]:
mg = 2
Tant que (¢n,, APng+me—1) = 0.
mg =my + 1.
Vs +my -2 = Apnk+mk—2 - uf,{f,)c_ﬂmmk-s
Way+mg—2 = ATan-i-mk—-? - urr’ik—Qwﬁl+mk"3
Vi = [Vl vﬁ1+mk—2], W, = [VVl wnl+mk—2]-
Prg+me—1 = Ung+mg—2 — V’Er]:)z——lpnk‘f'mk“Q
Tng+me—1 = Wag+me—2 — Vn]:,z_1an+mk—2
P. =[P Prrm—1)y  Qk =[Qk  Gnptme-1]-
Fin (tant que).
my = my — 1, ngy1 = Nk + Mg et Aygg = Ngya.
B = (VVITVI)_IVVITAPMH—L
ONE (QHkaApﬂk+1—1)
O (way,va-1)
Uy = Ap"k+1_1 - Vib - ﬂ(()l)vﬁz—n
Wrg = Aank+1~1 - WiB - /Bél)wﬁt—r
Sinon
mg =1, N1 =g
@ _ (an,Apnk)
° - (wﬁz’vﬁ1+1—1)
Unppr = APny, — Yo V-
Wrypy = Aank - 7(gl)wﬁz'
Fin(si)
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5. Visr = Vnyyq, Wig1 = way,,.
)\gk+1) _ (wﬁt+1>vﬁz+1) ‘
(g Apnk+1—1)
Prpyy = VUnyy — )‘g)kﬂ) ny, -
Gnss = Wipyy — )\ék+1)an.
Pet1 = Priyy,s Qk+1 = Gnyys-
l=1+1.
k=k+1.
Fin(Tant que).

Dans cet algorithme, nous résolvons des systémes d’équations avec les matrices I/VITVI

et Q{APk. Nous avons, a partir des relations (1.65), le résultat suivant
(wﬁl+1—17vﬁl) = (wﬁl+1_2’vﬁl+1) == (wﬁpvﬁl+1—1) =d; # 0.

Cela prouve que la matrice VVZTVl = D; de dimension m; x m; est inversible et qu’elle est

de la forme

0 --- 0 d
*
D=
0
o T S |

D’autre part, les relations (1.57) nous donnent

(an+1—laApnk) = (an+1—2,Apnk+1) == <an,APnk+1—1) = €k 7é 0»

Ainsi, la matrice Q{AP]C = F; de dimension my X myg est donc inversible et a la forme

suivante
0 N 0 €k
*
By =
0
e * e ¥

Notons V(™ et W) les deux matrices de dimension N x (n+1) qui regroupent les vecteurs

réguliers et complémentaires comme suit
VW =Vovi - Vil et WO = (W Wy - W,
tels que, pour tout ¢ = 0,...,{ nous ayons

Vi — [Uﬁi Vna;+1 vﬁl+1—1]5 si 0 < 1< la
i = .
[vﬁ[ Vag+1 - ’Un], 51 1=1,
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et
W = [’UJﬁi Wa;+1 ' wﬁi+1_1], si 0 S 1< l,
T . .
(W, Waj+1 - Wn), si i=1,
avec [ = [(n) l'unique entier égal & l'indice du dernier vecteur régulier précédant vy,

(i.e iy < n < fiyqq). Les relations (1.52) et (1.60) nous permettent d’écrire

Dy 0 - 0
wmTym | 0
Lo 0
0 --- 0 D

Cela prouve que les vecteurs (vg)le, et (w;)7_, sont biorthogonaux par blocs.
De facon similaire, nous notons P™ et Q(™) les deux matrices de dimension N x (n + 1)

qui regroupent les vecteurs réguliers et complémentaires p, et g, comme suit

P(n) = [PO P Pk] et Q(n) = [QO Ql Qk]a

tels que, pour tout j =0, ...,k nous ayons
[pn- Prnj+1 0 pn‘+1—1]a sio 0<g <k,
P o= i Py 3
! [pnk pnk—i—l o pn]) si .7 = k7
et
Q‘ — {an Qn]-+1 o an+1—1]a si 0 S] < k7
! [QHk Wnp+1 wn]v si .7 = k,

avec k = k(n) 'unique entier égal a l'indice du dernier vecteur régulier précédant py, c'est-
a-dire  np <1 < Nkt

Les vecteurs (p;)i, et (g:)i, sont A-biorthogonaux par bloc. En effet, grace aux relations
(1.52) et (1.60), nous avons

E, 0 - 0

omTapw — | O
Do 0
0 -+ 0 E

Pour une itération n quelconque, les relations de récurrence données dans ’algorithme 1.3.4

nous permettent de retrouver les mémes relations que (1.46) que 'on réécrit

v — P(")Un, AP — V("+1)Ln,

W — oy, ATQN) — WD, (1.84)
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avec U, une matrice carrée triangulaire supérieure de dimension (n+1) X (n +1) et L,
matrice de Hessenberg supérieure de dimension (n 4+ 2) x (n+1).

En éliminant P, dans (1.84), nous obtenons
AvVe =y U (1.85)
et en comparant ce résultat avec (1.38), nous obtenons
H™ = L.U,. (1.86)

Les matrices Ly et Uy, représentent une décomposition de la matrice tridiagonale par bloc
Hén) générée par le processus de tridiagonalisation de Lanczos avec look-ahead.
Nous pouvons récupérer la matrice tridiagonale par bloc H™), obtenue par le processus de

Lanczos avec look-ahead, 4 partir du produit L,U, avec L, est la matrice de dimension

(n+1) x (n+1) qui vérifie
Ln
L,= .
" [0 0 1}

1.4 Reésultats numériques

Dans cette section, nous donnons quelques résultats numériques que nous avons obtenu
en utilisant le processus de Lanczos dans le calcul des valeurs propres d’une matrice. Nous
comparons les résultats obtenus par le processus classique de Lanczos avec ceux obtenus

par le processus de Lanczos par des récurrences a deux termes.

Considérons une matrice A donnée de dimension N x N et (A\;)1<i<n ses valeurs propres.
Nous appliquons chacun des deux processus de Lanczos pour obtenir la matrice HWMN) et
nous calculons les valeurs propres (1i)1<i<n de cette matrice par la commande eig.

Ici, nous cherchons & associer chaque valeur propre de A & une seule valeur propre de H(™).
Pour cela, nous appliquons la procédure suivante :

Nous construisons d’abord la matrice D de dimension N x N avec les coefficients d; ; =
[Ai — pj| pour 4,5 = 1,...,N. Ensuite, nous localisons la distance minimale dans cette
matrice que nous notons d;) jq1), cette valeur représente I'erreur des deux valeurs propres
associées A1) et pj1). Ces deux valeurs propres sont, ensuite, supprimées de la liste en
prenant dans la matrice D, dj1y; = dg jq) = oo pour k =1,...,N.

Cette opération est répétée jusqu’au dernier couple (Ajv), ij(ny). Nous obtenons ainsi les
valeurs dmin = di(1) j(1) €t dmaz = di(N),j(v) QUi représentent respectivement la plus petite
et la plus grande erreur des valeurs propres.

Un probleme peut survenir dans cette procédure lorsque deux distances d; ; sont égales.

Or, cette situation est peu probable & cause des erreurs d’arrondi.
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Pour détecter le breakdown dans les deux processus avec look-ahead, nous allons consi-

dérer qu'une quantité est nulle si sa valeur absolue est inférieure & e = 10710,
Nos tests ont été réalisés  aide du logiciel MATLAB (version 7).

Exemple 1.4.1

Prenons A une matrice triangulaire supérieure de dimension N x N ayant les valeurs

propres

Ai = { approximation

de 10(1 — 1/1)

avec quatre décimales },

pour t=1,...,N.

Les autres éléments de la matrice A sont choisis dans [—10, 10] d’une maniére aléatoire.

Nous appliquons les deux processus de Lanczos avec vg = wo = (1,..., 1)T. Les tableaux

1.1 et 1.2 représentent seulement les valeurs propres réelles significatives de la matrice

(M)

obtenue par chaque algorithme. Nous remarquons qu’en utilisant le processus de Lanczos

valeur propre exacte || Lanczos classique Lanczos par des récurrences a 2 termes
0.0000 0.12038744596415 1077 || 0.58323124108028 10~°

5.0000 3.91144739590432 4.81960575212682

7.5000 - 7.62145556671008

8.3333 8.30202135210024 -

8.7500 - 8.74763314560834

9.0000 - 9.15367632952191

dmaz 4.6347 2.0908

dmin 0.1204 1077 0.5832 107°

TaB. 1.1 - N=100

valeur propre exacte || Lanczos classique || Lanczos par des récurrences a 2 termes
0.0000 - - 0.41652809015366 10~°

6.6666 - 6.64310823100008

7.5000 7.67434889653407 || 7.43474807606191

9.3333 - 9.33400112048892

Amazx 5.5466 4.36199

dmin 0.6361 1074 0.4156 10

TaB. 1.2 - N=200

par des récurrences a deux termes nous obtenons les meilleures approximations des valeurs
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propres A; . En plus, nous obtenons plus de valeurs propres réelles qu’avec le processus
classique de Lanczos. Cependant, un probléme de dépassement de capacité peut affecter les
deux processus de Lanczos lorsque nous prenons N = 200. Une normalisation des vecteurs
des deux algorithmes, en utilisant la norme euclidienne, permet d’éviter ce probléme.

Exemple 1.4.2

Dans cet exemple, nous appliquons les deux processus de Lanczos avec look-ahead a
des matrices qui donnent le breakdown. Les valeurs propres de ces matrices sont calculées
par la commande eig. Bien sur, ici nous supposons que les valeurs propres des matrices
sont calculées correctement par la commande eig. C’est pourquoi nous donnons aussi la
norme infini du vecteur obtenu par la commande eigsens qui représente une mesure de la
sensibilité des valeurs propres par rapport & la perturbation de la matrice.

Nous commencons par prendre la matrice

0 1
-1 0 1
-1 0 1

-1 0 1
-1 0

Nous choisissons vg = wy € RN d’une maniére aléatoire avec la commande rand. Un
breakdown survient & chaque itération impaire dans le processus de Lanczos par des récur-
rences & deux termes, il s’agit du probleme de true-breakdown. Un saut mgy = 2 permet
au processus de Lanczos (par des récurrences & deux termes avec look-ahead) d’éviter ce
probléme.

Le processus classique de Lanczos ne subit aucun breakdown. Cependant, les matrices
H@k+1) calculées a chaque itération impaire, par cet algorithme, sont singulieres. Cela
explique le probléme du true-breakdown qui se produit dans le premier algorithme et qui
est dd a la décomposition LU de cette matrice. Nous obtenons les résultats donnés dans
le tableau 1.3.

Considérons maintenant la matrice
0
1

A= 0

= o O
o |
[y
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N Lanczos classique Lanczos par des récurrences & 2 termes || [|eigsens(4)]lco
100 | dpmin = 4.8107 1078 || dppin =0 1.0000

dmaz = 8.2164 1071 || dpnag = 5.1071 10715
200 || dpmin = 4.3863 10728 || dpnin = 1.0957 10718 1.0000
Amaz = 9.1038 107 | dypqe = 8.1601 10715
400 || dpin = 2.6469 1072 || dpin =0 1.0000
Aoz = 2.6470 1071 || dppae = 1.0881 10715
TaB. 1.3 -
En prenant vo = (—N,1,2,3,...,N — )T et wo = (1,..., 1)T, il se produit dans les deux

algorithmes un breakdown & la quatriéme itération. Le processus classique de Lanczos
avec look-ahead détecte un ghost-breakdown et fait un saut de longueur ™z = N —5 pour
calculer & litération iy = N — 2 les vecteurs réguliers vs, et wp,. Ce résultat est obtenu
aussi par le processus de Lanczos par des récurrences a deux termes avec look-ahead qui
N-6

pour d’abord calculer les vecteurs pn, et gn, & litération ng = N —3 et ensuite il calcul les

détecte 4 lafois le true et le ghost-breakdown et fait un saut de longueur égale 4 mg =

vecteurs réguliers v, et wa, a l'itération ng +1 = N — 2. Nous retrouvons ici la situation

représentée dans la figure 1.3. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 1.4.

N Lanczos classique Lanczos par des récurrences a 2 termes | |leigsens(A)|so

100 || dpin = 2.0088 1071 || dppin = 9.1208 10712 1.0000
Amaz = 54771 107° || dppae = 1.1476 1076

200 || dmin = 1.0371 1078 || dpin = 4.0512 1079 1.0000
Aoz = 0.0158 drmaz = 0.0162

400 || dmin = 6.3266 10710 || dnin = 3.5274 10711 1.0000
Aoz = 0.6022 dmaz = 0.0035

TaAB. 1.4 -
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N Lanczos classique Lanczos par des récurrences & 2 termes || ||eigsens(A)|co

100 || dimin = 8.5687 1012 || dypin, = 8.0242 10~12 6.7520 10%7
dimae = 2.0766 dimaz = 0.4629

200 || dmin = 3.6677 107° || dmin = 3.1317 107° 2.3956 10114
dimas = 0.1745 Az = 0.1176

400 || dmin = 2.6732 1073 || dpin = 3.2169 104 6.1139 10*14
Aoz = 0.1866 Aoz = 0.1896

TaB. 1.5 -

Enfin, nous prenons la matrice

2
0 2 1
1 2 1
1 0 2 1
1 0 2
Pour vp = (1,0,...,0)T et wo = (—1,~1,-1,0..., 0)7, les deux processus de Lanczos avec

look-ahead détectent un breakdown a la premiére itération, il s’agit d’un ghost-breakdown
pour le processus classique qui fait un saut de longueur égal & ™Mo = 3 pour calculer les
vecteurs réguliers vg, et wp, & l'itération iy = 3 alors que le processus de Lanczos par des
récurrence & deux termes détecte un ghost et true-breakdown et fait un saut mg = 2 pour
calculer les vecteurs pn, et gn, al'itération ny = 2 et ensuite il calcule les vecteurs réguliers
v, et wp, a litération f#; = 3. Comme pour la matrice précédente, nous somme dans le

cas présenté dans la figure 1.3. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 1.5.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probléme du breakdown qui risque de se produire
dans le calcul des polynémes orthogonaux formels. En particulier, ceux utilisés dans la
mise en ceuvre de la méthode de Lanczos. Un schéma représentant les différents cas de
breakdown possibles a été donné. Compte-tenu de ces résultats, nous avons proposé un
formalisme qui permet de généraliser toutes les relations de récurrence dans le cas d'un
éventuel breakdown. Cela nous a permis, d’abord, de retrouver le processus classique de
Lanczos avec look-ahead, ensuite, d’éviter les deux types de breakdown susceptibles de ce

produire dans le processus de Lanczos construit par des récurrences a deux termes. Une
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deuxiéme application de ce formalisme et des résultats obtenus sera donnée dans le prochain
chapitre, elle consiste & éviter les problémes de breakdown qui affectent l'algorithme du
Gradient Biconjuguée.

Les résultats numériques qui ont été établis dans le présent chapitre confirment le
résultat déja connu, 4 savoir que les algorithmes basés sur des récurrences a deux termes
sont plus stables numériquement que ceux qui sont basés sur des récurrences a trois termes.
Ce résultat reste vraie méme dans le cas des relations de récurrence avec look-ahead.



Chapitre 2

Probléme du breakdown dans la

méthode de Lanczos

La méthode de Lanczos [50, 51] est I'une des méthodes les plus utilisées pour la ré-
solution des systémes d’équations linéaires. Cette méthode est mise en ceuvre en utilisant
différentes relations de récurrence satisfaites par les familles adjacentes des polynémes or-
thogonaux formels [19]. Ce qui a donné les méthodes de type Lanczos.

Les divisions par zéro, susceptibles de se produire dans la construction de ces polynoémes
orthogonaux, générent des situations de breakdown dans la méthode de Lanczos.

11 existe plusieurs algorithmes, 4 base de look-ahead, qui apportent des solutions aux pro-
blémes de breakdown dans la méthode de Lanczos. Nous allons citer quatre d’entre elles
en donnant leur interprétation polynémiale et nous y introduisons un préconditionneur.
Le Gradient Biconjugué [29], connu aussi sous le nom de Lanczos/Orthomin [47], est une
extension du Gradient conjugué aux matrices non-symétriques. Dans cet algorithme, nous
construisons les vecteurs de direction & partir de récurrence 4 deux termes, ce qui le rend
plus stable que les autres algorithmes de type Lanczos. Malheureusement, il risque de 8’y
produire deux types de breakdown; le premier n’est autre que le ghost-breakdown qui
affecte le processus de Lanczos, le deuxiéme se produit lorsque les vecteurs d’itérations ne
sont pas définis par les conditions de Galerkin ce qui se traduit par la singularité de la ma-
trice tridiagonale de Lanczos. Il s’agit ici du true-breakdown qui intervient, comme nous
P’avons cité dans le premier chapitre, dans la décomposition LU de la matrice de Lanczos,
décomposition qui est & la base de I'algorithme du Gradient Biconjugué.

Parmi les algorithmes qui proposent des solutions au probléme de breakdown dans le
Gradient Biconjugué, nous avons le BMRZ [15, 17] et le CSBCG [21, 22] qui traitent uni-
quement le cas du true-breakdown, le QMR [35] est une version du Gradient Biconjugué
qui utilise la quasi-minimisation du résidu pour éviter le probléme du true-breakdown, et
qui résout le ghost-breakdown en appliquant le look-ahead au processus de Lanczos.
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Ici, nous allons utiliser les résultats du premier chapitre, en particulier le rapport entre
le true et le ghost-breakdown, afin d'appliquer le look-ahead au Gradient Biconjugué et
ainsi lui éviter ces deux types de breakdown.

Ce chapitre est organisé comme suite :

Au paragraphe nous rappelons briévement la méthode de Lanczos. En nous

donnons son approche matricielle. En nous donnons son approche polynémiale. En
nous expliquons le probléme du breakdown qui peut affecter les méthodes de type

Lanczos.

Au paragraphe nous appliquons le look-ahead au Gradient Biconjugué en utili-
sant le formalisme proposé dans le premier chapitre ainsi que les résultats obtenus sur le

rapport entre le true et le ghost-breakdown.

Au paragraphe nous utilisons les polynoémes orthogonaux formels pour introduire
le préconditionneur dans quelques méthodes de type Lanczos qui utilisent le look-ahead.

En nous étudions la méthode CSBCG. En nous ¢tudions la méthode QMR

avec look-ahead. En nous nous intéressons a la méthode BIORES non générique.
En nous traitons les algorithmes MRZ-stab et HMRZ-stab.

Dans le dernier paragraphe, nous comparons les méthodes étudiées dans ce chapitre,

dans le cas d'un breakdown, a travers des tests numeériques.

2.1 Meéthode de Lanczos

Considérons le systéme linéaire
Az = b, (2.1)

on Ae RV*N be RN etz € RV.

La méthode de Lanczos consiste & construire une suite de vecteurs (xy) de 1a fagon suivante :
— choisir deux vecteurs arbitraires zg et y 3% 0 dans R”,
— calculer 7o = b — Az,

— déterminer zx tel que
T —Tg € ICk(A,To) = spa,n(ro, AT‘Q, Cey Ak—l’f'o)
. (2.2)
e =b— Az L Ki(AT,y) = span(y, ATy, . .. ,ATk 1y).

Nous obtenons ainsi une méthode itérative qui fournit (en théorie, c’est a dire s'il n’y avait
pas d'erreurs dues & 'arithmétique de 'ordinateur) la solution exacte z en N itérations au
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plus.
A partir de (2.2), zx — xg peut s’écrire sous la forme suivante

Ty —xo = —a1ro — -+ — ar AF g,
ce qui donne
Ty = 7o+ arArg + -+ apA¥rg. (2.3)
La condition d’orthogonalité dans (2.2) s’écrit
(y,Ary) = 0, pour i=0,...,k—1, (2.4)
et nous obtenons le systéme d’équations linéaires
ar(y, A rg) + - + ak(y,Ai+kro) = —(y, A'rg), pour i=0,...,k— 1. (2.5)

Si le déterminant du systéme (2.5) est différent de zéro, alors zy, existe et est déterminé de
facon unique par les relations (2.2).

Bien siir, calculer zx en résolvant pour tout & le systéme qui donne ap,as,...,a; n’est pas
faisable en pratique; c’est pourquoi nous allons utiliser les polynémes orthogonaux formels
pour obtenir des algorithmes récursifs qui permettent de calculer zy.

Nous allons donner dans les deux sous-sections suivantes les deux approches, matricielle et

polynomiale, de la méthode de Lanczos.

2.1.1 Approche matricielle

Soit Vi une matrice dont les colonnes sont les vecteurs ro, Arg, ..., A¥~1rg. D’apres
(2.2), zx — zo peut s’écrire sous la forme d’une combinaison de cette base, ainsi

Tk — Zo = —Via,

avec a = (a1, as,...,a5)7, le vecteur a est bien la solution du systéme (2.5).

A partir de la définition du résidu, nous obtenons
re =70 + AVka

Afin de calculer I’expression de a, nous prenons la matrice Wy, = [y, ATy, ..., (AT)*1y].
Les conditions d’orthogonalité (2.2) peuvent s’écrire Wgrk =0, ce qui nous donne

Wlre+ WL AVia =0,

alors
a=—[WT AV W,
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Donc
e = Pxro = (I — Qi)ro

avec

Qx = AV, WT AV "W = Q2

Nous remarquons que Qg et Py représentent deux projections obliques.

En particulier, si Wy, = AV}, alors Qy = Qi”T. Dans ce cas Qi et Py représentent deux
projections orthogonales.

Notons Hy, = WT AVj. Cette matrice est la matrice du systéme (2.5), elle est identique &
la matrice de Hankel M,El) donnée dans le chapitre 1.

Prenons d = Wl'ry ; alors nous avons
k I
a=—-H'd
e d

Bien sir, ceci est possible seulement lorsque la matrice Hy est non-singuliére. Alors, nous

pouvons calculer zj & partir de la relation

Ty = Tg — Vka_ld.

2.1.2 Approche polynoémiale

Considérons le polynéme
Po(€) =1+ m&+- +apf’ =14 ERp-1(9).

avec Rp_1(6) =a;+ -+ a1 et (a1,...,ax) solution du systéme (2.5).
D’aprés la relation (2.3), nous avons

me = Pi(A)ro. (2.6)
Si nous définissons la fonctionnelle linéaire ¢ sur 'espace des polyndmes par
c(€) = ¢; = (y,A'rg) pour i=1,2,... (2.7)

alors, pour tout polynéme R
c(R(§)) = (y, R(A)ro).
Les conditions d’orthogonalité (2.4) peuvent donc s’écrire sous la forme

c(€'P(€)) =0 pouri=0,...,k—1. (2.8)

Ces conditions montrent que Py est le polynéme de degré au plus k& de la famille des
polynémes orthogonaux formels par rapport a la fonctionnelle linéaire c.
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Ces polyndmes sont normalisés par la condition Fx(0) = 1, alors ils peuvent s’écrire sous

la forme
1 £ - %
Cl v ck
CO cl .. ck .
Pk(ﬁ) = : . . / : :
‘ ' . Ck v Cok—1
Ck—1 Ck - C2k—1

Comme nous ’avons déja vu dans le chapitre 1, ces polynémes existent si et seulement si
det(Hy) = H,gl) # 0. Alors dans ce cas

To AT'() oo Ak’f'o
Cl EREERY ck
Co C1 Ck
Tk = Pp(A)ro = . /
Cp "+ C2k—1
Ck—-1 Ck - Cok—1

Les polynémes Py peuvent étre calculés par des relations de récurrence. Ces différentes
relations conduisent aux différentes méthodes de types Lanczos : gradient conjugué, Or-
thores, Orthodir, Orthomin, BIORES, BIODIR, BICG,...

Toutes ces variantes possédent la méme propriété de convergence finie, & savoir que 3k < N

(N dimension du systéme & résoudre) tel que 7 = 0, c’est-a-dire zx =z = A~b.

2.1.3 Breakdown dans les méthodes de type Lanczos

Les méthodes de type Lanczos [50, 51] présentent un intérét pratique uniquement
lorsque nous pouvons calculer récursivement les polynomes Pk, ainsi que 7y et xx. Le
premier algorithme pour cela est le Gradient Conjugué (CG) da & Hestenes et Stiefel [44].
Cet algorithme est appliqué seulement dans le cas ot la matrice A est symétrique définie
positive. Dans ce cas l'algorithme est toujours bien défini. Une extension du CG pour des
matrices quelconques a été donnée par Fletcher [29], il s’agit de ’algorithme du Gradient
Biconjugué (BICG). D’autres algorithmes pour mettre en ceuvre la méthode de Lanczos
peuvent étre dérivés en utilisant différentes relations de récurrence satisfaites par le poly-
néme Py [19]. Les trois algorithmes les plus utilisés sont donnés dans le tableau 2.1.
Dans toutes les méthodes de type Lanczos interviennent des coefficients avec un produit
scalaire comme dénominateur. Si I’'un de ces produits scalaires est nul nous avons un break-
down dans I"algorithme (division par zéro), dans ce cas l'algorithme doit étre arrété. Si un
produit scalaire dans un dénominateur est voisin de zéro, il se produit ce que I'on appelle
un near-breakdown qui provoque une propagation importante d’erreurs numeériques (une
quantité voisine de zéro provient de la différence de deux nombres voisins ce qui provoque

une erreur de cancellation).
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TaB. 2.1 -

rnom de l’algorithmq récurrences utilisées —,
Piyy —— P, P,S”
), — B R,
Lanczos/Orthores Piyy— P, P
Pey1 «— P, Qk

Q41— Pry1,Qx

Lanczos/Orthodir

Lanczos/Orthomin

Qk est le ktme polynéme orthogonal par rapport & la fonctionnelle ¢ ayant le méme

coefficient du terme de degré k que FPx.

Nous distinguons deux types de breakdown :

- Le true-breakdown qui correspond a l'inexistence des polynémes Py et P,gl),

— Le ghost-breakdown di au fait que le polynoéme Py n’est pas de degré exactement
k, ce qui est équivalent & l'inexistence de P)go).

Pour remédier a cette situation, plusieurs stratégies ont été élaborées; Dans la sec-
tion 2.3, nous nous intéressons a quatre d’entre elles : HMRZ-stab qui est une variante
de (Method of Recursive Zoom), (Non Generic BIORES), CSBG (Composite Steps Bicon-
jugate Gradient) et QMR (Quasi Minimal Residual). Nous proposons ici l'interprétation
polynomiale de ces méthodes, les polynémes orthogonaux formels vont nous permettre
d’introduire un préconditionneur dans ces algorithmes d’une maniére trés simple.

Dans la section suivante, nous donnons un nouvel algorithme qui est une version du Gra-
dient Biconjugué sans breakdown, nous utilisons la technique du look-ahead pour éviter
les situations du ghost et true-breakdown en se basant sur les résultats établies dans le

chapitre 1.

2.2 Traitement du breakdown dans le Gradient Biconjugué

Dans cette section, nous nous intéressons aux problémes de breakdown qui peuvent
affecter l'algorithme du Gradient Biconjugué. Cet algorithme a été cité pour la premiére
fois par Lanczos [50, 51]. Ensuite il a été écrit sous forme d’algorithme par Fletcher[29]. 1l
est connu aussi sous le nom de Lanczos/Orthomin [81]. Ici, nous proposons une variante de
I'algorithme Gradient Biconjugué dans laquelle nous évitons le ghost et le true-breakdown
qui risquent de s’y produire. Nous utilisons pour cela le formalisme proposé dans le premier
chapitre ainsi que les résultats obtenus sur le rapport entre ces deux types de breakdown.
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2.2.1 L’algorithme du Gradient Biconjugué

Cet algorithme est mis en ceuvre & partir des relations de récurrence

Pry1(8) = Pe(§) — o 416Qk (),

(2.9)
Qir+1(6) = Pey1(8) + Bre+1Qx(8),

avec Fo(€) = Qo(§) =
Le polynéme @y vérifie
HO
1
R )
Hk
En supposant que H,gl) Z0et H}go) £ 0, les deux polynémes Py et Qy existent Vk, et sont
de degré exactement égal & k. Le polynéme Q) est ainsi le k€me polynéme orthogonal par
rapport a la fonctionnelle ¢(!) ayant le méme coefficient du terme de degré k que P.

D’autre part, d’aprés sa définition, le polynéme P}go) vérifie

(0)
© x Hy
P, (0) = (-1)F
k H(l)
Alors, les polynémes @y peuvent étre calculés par la relation
P (©)
Qk(&) = IEO) . (2-10)
P (0)

Ces polyndmes vérifient les conditions d’orthogonalité
c(&'Qr(€)) =0 pour i=1,...,k—1. (2.11)
Grace aux conditions {2.8) et (2.11), les coeficients ag4+1 et Gxq1 vérifient les relations

a1 = c(PiQr)/c(EQrQk),
Brs1 = —c(Pet1Qr)/c(EQR)-

Comme @ et P ont le méme coefficient de degré k, Qi = Py + qx—1 avec gr—1 un

polynome de degré au plus égal & k — 1, alors
c(PeQk) = c(PP)+c(Pege-1) = c(PE),

nous en déduisons )
Qpy1 = C(Pkg) .
C(ka)
D’autre part, nous avons c(P,?H) = —ap+1¢(Pr+1Qk), alors
Brs1 = _c&]ﬁ)_
ag+1¢(6Q7)
C(PI?+1)
o(P)
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Nous remarquons qu’a Uitération k + 1, nous risquons d’avoir deux divisions par zéro :
- Le ghost-breakdown, dans le cas ou c(sz) =0& H,(C(J)r)1 =0.
- Le true-breakdown, dans le cas ot e(£QrQ) < H,ElJr)l = 0.
Si nous prenons
r, = Pi(A)ro, e = Pe(AT )y,
2 = Qr(A)ro, % = Qu(4AT)y,

les récurrences (2.9) deviennent

Thel = Tk — Ok142; Ze41 = Tha1 + Beg12k

. ~ T~ ~ - .
Trp1 = Tk — o147 2 Zks1 = Trg1 + Brs1 2k,

et en utilisant (2.7), les coefficient o4y et By s'écrivent

sy = (T, Tk) Bt = (Fet1, Tk41)
T G Ar) (FrsTk)

En rassemblant ces formules nous obtenons 'algorithme du BICG.

Algorithme 2.2.1 : Gradient Biconjugé "BICG",

1. Initialisation : Choisir xo et y € ZRN, ro = b— Axg.

zg=To, Z0=To=y

po = (To0,70)
k=0
2. Tant que  ||rg]| #0
wy, = ATpy,

agy1 = pr/(Zk, Azi)
Tk+1 = Tk + Qk412k
Tkl = Tk — k1 Azg
i1 = Tk — ap1 AT 2
P+t = (Fkt1, Th+1)
Br+1 = pr+1/Pk
Ze41 = Th+1 + Br+12k
Zp+1 = Tkt + Br412k
k=k+1

Fin.

Dans le cas symétrique A = AT, si nous prenons y = o alors nous retrouvons I’algo-

rithme du Gradient Conjuguée [44].
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Dans I algorithme du BICG nous pouvons résoudre simultanément le systéme dual ATz* =
b* en prenant y = 7y = b* — AT:EZ‘) avec zj une approximation initiale de z*, il suffit de
rajouter dans 'algorithme (2.2.1) la récurrence xj_, = zj + ar41%

Il est possible de mettre en ceuvre l'algorithme du BICG en évitant les produits par la
matrice AT et en utilisant une meéthode de Lanczos de type produit. Il suffit pour cela
de prendre r; = Up(A)Py(A)ro. Le choix Uy = Pk nous donne l'algorithme du CGS da
& Sonneveld [73]. Van der Vorst [77] utilise Ug(€) = (1 — ap€)Uik(€) avec Up(€) = 1, le
parameétre ay étant choisi de facon & minimiser la norme du résidu. D’autres choix ont per-
mis & Brezinski et Redivo-Zaglia [11] et & Gutknecht [43] d’introduire les méthodes LTPM
(Lanczos-type product methods).

Comme nous ’'avons déja signalé dans la sous-section 1.3.4, 'algorithme du BICG peut étre
obtenu directement & partir de 'algorithme 1.3.2 (processus de Lanczos par des relations de
récurrence & deux termes) ; il suffit pour cela de prendre vy = ry et wg = y. Nous obtenons
donc les vecteurs bi-orthogonaux (v,...,vg) et (wo,..., W), les vecteurs A bi-conjugués
(po,-..,pk) et (qgo,.-.,qx) et une décomposition LU de la matrice tridiagonale de Lanczos.
Les résidus rp et 7 ont les mémes directions que les vecteurs v et wg, respectivement.
La méthode BICG présente Pavantage de posséder une récurrence courte. Par contre, elle
requiert & chaque itération deux produits matrice-vecteur, par A et AT. De plus elle peut
rencontrer un probléme de ghost-breakdown da a la singularité de la matrice de Lanczos.
La factorisation LU (sans pivotage) de cette derniére n’est pas toujours possible, ce qui
risque de provoquer le true-breakdown. Ce probléme a pu étre évité par Bank et Chan [22]
en faisant une décomposition LU par bloc 2 X 2 suivant les éléments de la diagonale sous la
condition qu'il ne se produit pas de ghost-breakdown. La méthode du BMRZ [13, 17], pro-
posé par Brezinski, Redivo-Zaglia et Sadok, est une version du BiCG sans true-brekdown,
mais qui reste sous la menace d’un ghost-breakdown. Les résultats trouvés dans le chapitre
1, nous donnent le rapport entre ces deux types de breakdown, ce qui va nous permettre,
dans la suite de ce chapitre, d’appliquer le look-ahead au Gradient Biconjugé d'une fagon

a éviter a la fois le true et le ghost-breakdown.

2.2.2 Formules de récurrence

Dans cette partie, nous allons appliquer la stratégie du look-ahead afin de construire
des relations de récurrence sans breakdown qui généralisent les récurrences (2.9), le schéma
donné¢ dans la figure (1.1) nous donne les différents cas de breakdown possibles pour ce
type de relation.

Gardons les mémes notations que celles données dans la sous-section (1.2.2).

Nous notons par 0O0=mng<n; <ng <:--<ng < - les degrés des polyndmes P,(li) qui
existent (i.e Hr(li) #0).

Notons my la longueur du saut qui existe entre Pn(i) et P,gill, i.e Ngy1 =ng + mg.
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D’aprés le Théoréme 1.1.1, my est défini par les conditions

c(l)(gipT(Lllc)) = 0 pour i=0,...,np +mE—2, (2.12)
# 0 pour i=ng+mg—1.

Notons par 0 = fig < iy < Nig < -+ < Ay < --- les indices des polyndémes unitaires

réguliers P,—S?) qui existent (i.e H,%?) # 0). Ces polyndémes vérifient les relations suivantes

(6P = 0 pour i=0,...,7+my -2 (2.13)
# 0 pour i=m+m-—1

oll 7y est le saut entre P(O) et P(O) g1 = U+ my.

nyy1?
Dans le cas ol le polynéme F,, est de degré exactement égal & ng, il existe [ € IN tel que
ng = 7, dans ce cas HT(SC):H,%O)#O tH( #O

Nous commencons par supposer qu’a une itération ny donnée, le polynéme régulier F,,
est de degré exactement ny. Dans ce cas le polynéme Qn, exis‘ce et il est degré égal a ng,
ce qui implique qu’il existe [ € IN tel que ng = 7;. De plus P, ( ) #£0.
Les relations d’orthogonalité (2.12) sont équivalentes &

c(l)(éian) =0 pour 1=0,...,n5 +m—2

(2.14)
#0 pour i=ng+me—1

» Si c(Py, Pn,) # 0, alors d'aprés le Lemme 1.1.4, nous avons H(O_|~1 # 0.
Compte tenu du schéma ¢établi dans la figure (1.1), nous savons que HT(L,C)Jrl # 0. Ainsi, a
l'itération njt1, les deux polynémes réguliers P, et Qn, , sont de degré exactement

+1-
Considérons la base suivante

0 0 —~1 (0 m
(PO ePO . em PO B €Quy €™ Q).

En exprimant le polynéme F,, ., dans cette base, nous obtenons

Py = BEE™Qu — e _ g(k)ank _ (g’“)pnk
(-1) ey 1~1p(0) (l Dep (1-1) (0)
™ Yoy 1—§ e P’flt—1'—"' gml—')’o Pﬁl_l
mo Lm0~ 1p(°) ............ _ 71(0)613%3) (O)RSS)’

Les relations d’orthogonalité (1.16) et (2.14) nous donnent

(4 _ O,

oA pour  3=0,...,1-1
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La condition de normalisation Py, (0) = 1 donne ﬂék) = —1 ce qui nous permet d’écrire
k
Py =P, — ﬂ§ )5an e _ frfggkank' (2.15)

Pour calculer les coefficients figurant dans cette relation, nous la multiplions par les po-
lynomes &€7Qy, pour j = 0,...,mg — 1 et nous appliquons la fonctionnelle ¢. Grace aux

relations d’orthogonalité (2.8) et (2.14), nous obtenons le systéme suivant

0 = A% _c(E™1Qn,Qn,) + AR D(E™Qn Q)
................................................ (2.16)

0 = BPDE1Q, Que) + -+ + BE D (E™2Q,, Qn,)

et
C(anpnk) ﬂ(k) (gmk lan an)

Les polynémes P, et Qr, sont de méme degré, et il existe un polynéme ¢ de degré au plus
ng — 1 tel que
TNk = an + q

ce qui nous permet d’avoir
C(Pmcpnk) - C(an‘Pnk)’

et
4R = ( Py Pry)

— . 2.17
e = e G O (2.17)

Enfin, nous exprimons le polynéme Qy,, — Pn,,, de degré ny,; — 1 dans la base
{BG P, €™ P | Qns Qg1 €771 Qi ],
ce qui nous donne

= AOPD L APepD) 4 2O gmo=1 pll)
_*_/\(()1)137(11) + /\gl)fP,ﬁ) NS )\gz_lgml_lPﬁ)

an+1 - nk+1

Ay + 2, + - 2B g1,

Compte tenu des relations d’orthogonalité (2.14), nous pouvons écrire

an+1 = nk+1 )\(k)QTLk (218)
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avec
~e(§™* Qny Parss) = Ay (€™ Q@i )-

A partir de (2.15), nous avons
&(Prgrs Priss) = =B (€™ Qny Pryy)

et ainsi

/\(k) — (Pnk+1Pnk+1) ]
Br()f;zc(l)(gmk 1anan)

En tenant compte de I'expression de 57(;,;,2 donné dans (2.17), nous obtenons

)\(k) (Pnk+1Pﬂk+1) (2.19)
¢(Pry Pry)
» Si ¢(Pn, Pn,) = 0 alors, d’aprés le Lemme 1.1.4, nous avons Hp, 11 = 0. En plus d’aprés
le schéma donné dans la figure (1.1)

H(O)

nk+i:0 pour 1=1,...,mg,

ott my, est le saut donné par les relations (2.14).
Il en résulte Vinexistence des polynémes PTE )ﬂ pour i = 1,...,mg, et par conséquent :

~ le polynéme F,,,, n'est pas de degré ny,1 et il vérifie
Pnk+1 = Pnk'

~ Le polynéme Qy, ., n’existe pas.

Le calcul du polynéme @, ,, étant impossible, nous le remplacons par le polynoéme inter-
meédiaire

A Mg+l

W = 30
Ce polynome a le méme coefficient du terme de plus haut degré que le polynome Py, . ;.
Ces polynoémes intermédiaires vont nous permettre de compléter la base des polynomes
réguliers {Qy, }. Il est important de noter que ces polynomes vérifient aussi les conditions
d’orthogonalité (2.21).
Pour donner la relation qui nous permet de calculer le polynéme Qy, 41+ IOUS comMmMencons

par exprimer P,Ekll dans la base

(P, P, PV L P e P,...,empM}.

nk’
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Nous obtenons

P = emepM_o®)  emi=1pd)_ .._agk@p& o PD . ol VpM a0 P,

Nk+1 Nk—1 no

A partir des relations (2.14), nous avons

agj) =0, pour j = O0,...,k~2, agknl) =0, pour i=1,...,mp1—1,
7 = O,...,mj—-l
et ainsi
1 (k) -1 p(1 k) 1) ) (k 1) p(1
Pr(zk)+1 §mkp L pT(Lk) — ... é‘p( P prgk) y
En divisant tous les termes de cette relation par P,E(,)C) (0), nous obtenons
= k _
Qs = €™ Qny = ) 1™ Qny =+ — o eQn, — 0l Qu, — BoQp (2:20)
Qp correspond au polynome régulier, sinon intermédiaire, de degré nx—;. En effet, nous
avons o) W
P/ (0 B
Bo :oz(()’C b TZé)( ) et Qp = (g')“‘l .
Py (0) Py (0)
si P,gg)_l(O) #0 alors nf=ng1 et Qp=CQn_,,
p
sinon nf=ngs et Qp=Q .
- - P T w1 0 .
Pi5(0)
Pour le calcul des coefficients (Oéz(k))ogigmk—h nous multiplions la relation (2.20) par les
polynémes £4Q,, pour i = 0,...,m; — 1, et en appliquant la fonctionnelle c¢(*), nous

obtenons grace aux relations (2.14) le systéme suivant

C(l)(gkanank) = 7("% 1c (gmk lanan)
DE™ T Qr) = ol (e 1Q,, Qn,) + ol D (E™Qn Q)
............... (2.21)
E™1Q, Q) = alPeD(E™ Q0 Qne) + VD (€™ Qr, Q) +

k k -
+ aﬁni_2c<1>(52mk %0 Q) + ) 1V (E™ 2 Qn, Q).
De la méme maniére, nous multiplions la relation (2.20) par §mk‘1_1Qp et nous appliquons
les orthogonalités suivantes
c(l)(EiQp) =0 pour i=0,...,n —2
#0 pour t=mnp—1

pour obtenir

(1)(£mk+mk—l_1anQP) — ﬂoc(l)(é'mk—l_lQpr)_ (2.22)
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Ici, nous cherchons & établir une généralisation des relations (2.9). A ’itération ngr;, nous
avons l'existence du polynéme Py, qui n’est autre que le polynéme P, ainsi que le
polynéme intermédiaire an +1 qui remplace le polynéme inexistant Qn,_,. Ceci n’est pas
suffisant puisqu’il nous faut trouver des polynomes réguliers ayant le méme degré. Compte-
tenu des résultats donnés dans le Théoréme 1.2.3, nous savons que Hy(f,)clg = 0, donc il nous
suffit de faire un deuxiéme saut mg+; afin de trouver les polynémes réguliers Qn, ., et
P,

npyo de degré nyyo. Le saut myy1 peut étre déterminé par les conditions
c(l)(ﬁianH) =0 pour +=0,...,7%41 +Mkt1 — 2
#0 pour 4=ngy; +mgse; — 1.
Dans ce qui va suivre, nous allons donner les relations qui permettent de calculer les
polynémes Qn,,, et Pn,.
Pour cela, nous commencons par exprimer le polynéme P, , dans la base

(PP, €™ P P €Qus - €™ Qs €y -+ €74 Gy}
ou les P,—(L?) sont les polynoémes unitaires définis dans la sous-section 1.2.2.
Nous avons la relation
Ppis = BUIDE™ 4100,y =+ = BVEQun,,, = BRE™ Quy =+ = BEQu, — B P,
T(?l” 11) N lpr(L?)1 A 1)Pn?)1 ............
_Vmo £mo- 1P(g)_.., (0)§P(0 ’Y(() )PT_(LS))'

En utilisant les orthogonalités (1.16) et (2.14), nous obtenons

%@:0, pour j=0,...,1—1, et ﬁﬁk)=0, pour i=1,...,myg

i=0,...,m; — 1L

La condition de normalisation P, ,,(0) = 1 nous donne ﬁ(()k) = —1. En plus nous avons

Poyy1 = Pny, ce qui nous permet d’écrire

k+1) k+1) A
Pnk+2 - P’ﬂk+1 - ( 5Q"k+1 -t 1(77,,:_1 gmk+1 an+1- (223)
Nous multiplions cette relation par les polynémes ijnk+l pour j = 0,...,mgpy; — 1 et

nous appliquons la fonctionnelle ¢. Grace aux relations d’orthogonalité, nous obtenons le

systéme suivant

(Qriyr Prpr) = BEDD(gmen=1Q, = Qn,.y)
k+1 _ _
0 = pEY DEmn1Q,  Gn,y) + AR (e 10y, )

............................................................ (2.24)
k+1 Mrer1—1 A ~ M1 —2 A =
0 = ﬂ§ ” )c(l)(f kL lan+1an+1) Rl ﬂr(rlf,:,,ll)ca)(gz et 2an+1an+1)-
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Maintenant, nous considérons la base des polynémes de degré au plus ngg — 1
{PX), P, .., e™ =" P | Qs €Qny - €™ T Quy Qs 2 €™ Qi 3

Ainsi, en exprimant le polynéme Qn, ., — Pn,,, (de degré ng o — 1) dans cette base, nous

obtenons

Qris = Py = NBD +20ePD 4 420) emo=tpD)
AN PD 4 A§1>§P,5}> +o ,\5,12_157”1 1pD
+/\E)k+1)QTLk+1 + A(1k+1)§an+1 A (k+1) 5mk+1—1an+1a

Mpyp1—1

et, compte-tenu des relations d’orthogonalité (2.14), nous trouvons
Qniss = Pris + A5 Qi (2.25)
avec
—e(€™ 0 Gy Prsa) = A D€ Q0,1 D).
A partir de la relation (2.23), nous avons
& Pris Prsea) = =00 (€™ Qny s Prya),

alors

/\(k+1) _ (Pnk+2 Pnk+2)

0 - — =
(4D o) (emisn=1Q, Qi)

et en tenant compte de 'expression de Bmk+) donné dans la premiére relation de (2.24),

nous obtenons

1) _ CBnia Priy) (2.26)
( .
C(an+1P"k+1)

Reprenons 'expression de g donnée par (2.22). Dans le cas ou ¢p = Qn,_,, NOUs avons

cD(gmetmia=1Q,. Qn. )
c(l) (gmknl_lan_l an_l )

et les polynomes P, et Qr, sont calculés par les relations

Bo =

k— m
Py = Pu, —BFVeQu  —reen — gEDemQ,,
an = Pnk + )\(k I)an_l'
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A partir des conditions d’orthogonalité (2.8) et (2.14), nous pouvons écrire
DE™ ! Qny Q) = V(€™ Qn Pry) = Bl D (€™ ™71 Qn, Q)

Comme pour (2.17), le coefficient ﬂr(,lf,:_ll) est donné par

g1 = (P Pri_y)
o1 c(l)(gmk_l—lan_1an,_1) 5

et I'expression du coefficient By devient

4 = D (E™=1Q,. Q)
T e(Puy Pry)

(2.27)

De fagon similaire, nous pouvons montrer que, dans le cas oll Qp = Qn,_,, NOUS avons

_ C(l)(gmk—lanan)
a C(an—lpnk-l) '

Bo (2.28)

Remarque 2.2.1

— Pour obtenir les relations de récurrence précédentes, nous avons complété l’ensemble
des polynomes réquliers par des polynémes complémentaires de la forme E"ng) ou
£Q8).

- Le ghost et le true-breakdown affectent les relations de récurrence selon le schéma
donné dans figure (1.1). Il en résulte trois situations. Ici, nous avons traité deux cas
seulement puisque le troisiéme n’est qu’un cas particulier du premier, il suffit que le
saut my41 soit égal ¢ 1.

- Le calcul du polynéme intermédiaire an+1 nécessite le stockage du polynéme "inter-

médiaire ou régulier” existant & Uitération ng_1.

Afin de mettre en ceuvre l'algorithme du BICG avec look-ahead, nous posons

Tk = Pp(A)ro, 7. = Pe(AT )y,
2k = Qr(A)ro, = Qr(AT)y.

Lorsque les polyndmes réguliers inexistants Qx sont remplacés par les polynémes intermé-

diaires Q, les vecteurs de direction z; et Zx sont déterminés par

zp = Qr(A)ro, Z = Qr(AT)y.

Nous posons
b = (z,,, AT Vg, ).
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» Dans le cas ot (7n,, T, ) # 0, les relations (2.15) et (2.18) deviennent

Trgsr = T — ,Bl(k)Aznk e B AT

gt - 5{k)(AT)2nk _ IB(k)(AT)mk S
Zngpr = Trgp /\(k)znk’

Zries = T )‘((Jk)fnk

Les coefficients figurant dans ces relations sont déterminés grace a (2.16), (2.17) et (2.19)
par

(k
ﬁmk ) = (Tnkarnk)

(k) 3 (k) (k) (k) _
B by + Bmiby

mg—1
(2.29)

et

A(k) (Tnk+17rnk+1)
(s Tne)

» Dans le cas ou (¥, 7n,) = 0, nous avons
Trper = Ty et Trgsr = Ty

et les relations (2.20) deviennent

(k) -1 (k)
= A™zn — amk——lAmk Zne =m0 Zng — BoZny

~ k mp—1 . ~
(AT)mkznk - av(n;)c——l(AT) ¢ g T T 0‘(() )an IBOan_l'

an+1

Z"lc+1

(k)

Les coefficients o 7, pour ¢ = 0,...,my — 1, sont solution du systéme linéaire

oy _ 0

mkl

a®) b0 4 o) k) _ 0

mk2 mkl

(2.30)

olH & o 6y,

......... mk Om—1=

Les relations (2.27) et (2.28) nous donnent ’expression du coefficient fy ;
(k) . )
,80 = _..'—L‘—'— 81 (rnk_la"'nk,l) 75 O

(Fri_1>Trg_1)
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by )
B G T ) 20

Les relations (2.23) et (2.25) conduisent aux récurrences

— (k+1) k+1) Mkl ,

Tngye = =B Az, ﬁmk+1 A

. - (k+1), 4T (k+1) [ pAT\™Mk+1 =

Tngyo = Tmgp — ﬂl (A )an+1 - Mgyl (4 ) gy
. k+1)

Z"k+2 = Tngee + >‘ g1

~ - (k+1)..

Zrgss = Trage TA0 Znen

Les coefficients figurant dans ces relations sont déterminés grace a (2.24) et (2.26) par
[ Alk+1) (k+1
BT(nk-H)b( ) (an+1,7“nk+1)

ﬂ(kH) b (k+1) +ﬂ(k+1 (k+1) _ 0

mk+1—-1 mk+1

k+1); (k+1
...... + pETY bgnkﬂ) L =0

et

A1) (Prisnr Trges)
g =t =

(2"k+1 i Tnkﬂ)

Les relations ainsi établies définissent ’algorithme du BICG avec look-ahead.

Algorithme 2.2.2 : Gradient Biconjugué avec look-ahead.

1. Initialisation : Choisir g et y € R :
To=b—Axp, 20 =70, 0=y, k=0 et ng=0;

Pé ) = (T Trg) 5

2. Tant que 1y, #0:
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3. si P =0,
(k) = (Zny, Azny) ;
mg =1;
Tant que bf)k) =0;
mg =mg +1;
b(k) AmMk .
(ana an) )
Fin (tant que);
Ng+1 = Nk + Mk ;

Tant que b(()k) =0;
mr = my +1;
b7 = (Zny A 2n)
Fin (tant que);
Ng41 = Nk + Mg ;
Pour i=1,...,mg;
b(k) (Zn, Amk+iznk) .
calculer ﬁ me—i41 & partir de 2.29;

Fin (pour);

Tngpy = Tnyg et Trger = Tng s
Sik=0;
Bo = 0;
Sinon
(k)
Bo = —%;
Po
Fin(si);
Pour i=1,...,mg;
bz(k) = (znkvAmk-Hznk);
calculer ag;])c_i a partir de 2.30;
Fin (pour);
nger = AT 2y, — O‘Sr]:,)c—lAmk—lznk = O‘E) )an Bozng_y
2”k+1 - (AT)mkgn - ag:Z-l(AT)mkmlznk - O‘((J )an - Bofnkq ;
p(k+1) (znk+1 1 Trg )
k=k+1
Fin (si).
4. b = (34, Azny);
my =1;
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Ty = Ty, + ﬁl(k)z”k Rali ﬂﬁflemk_lznk ;

Trgp = Tng — ﬂl(k)Aznk T ﬁgfllC)ZAmk Zng 5
Frger = Ty, — /BYC)(AT)EM T :87(7]1612 (AT)mk Zny;
p(()k+1) Z(I(Ci?;“ s Trgsr) )
/\ék) _Po oa
Po

— k), .
Zrggs = Ty T A Znge s

- . k)~
Zngyr = Trgyy T )‘0 Zng >
k=k+1;

Fin(tant que).

Dans cet algorithme, le coefficient p(()k) nous permet de détecter le ghost-breakdown.

Dans le cas ol pgk) # 0, nous utilisons des récurrences semblables a celles utilisées dans
Palgorithme BMRZ [13, 17]. Ici, un seul saut de taille my suffit pour calculer les itérés
réguliers a litération ngy1. Dans le cas contraire, nous avons une stagnation du résidu
Tngs1 = Tng. Nous calculons alors les vecteurs de direction par des récurrences semblables
a celles de MRZ-stab, et en faisant un deuxiéme saut mg41, nous sommes sirs d’avoir
les itérés réguliers de itération nypo. Les tailles des sauts sont obtenus grice au test
) = (5, AMk 2, ) # 0.

2.3 Quelques méthodes de Lanczos préconditionnées

Dans cette section, nous allons utiliser les polyndmes orthogonaux formels pour intro-
duire le préconditionneur dans quelques méthodes de type Lanczos qui utilisent le look-
ahead. Pour cela, nous commengons par établir la connexion entre les polynémes orthogo-
naux formels et la méthode du Lanczos préconditionnée. Ensuite, en donnant l'interpréta-
tion polyndmiale de chacune des méthodes étudiées, nous construisons leurs algorithmes
avec préconditionneur. Cette procédure a déja été utilisée par Brezinski et al. [18] pour le
Gradient Biconjuguée. Ici, nous traitons les méthodes : CSBCG [21], QMR avec look-ahead
[34], BIORES non générique[40], MRZ-stab et HMRZ-stab [17].

La matrice A risque d’étre mal conditionnée. Pour cela nous allons multiplier I'équation
(2.1) par M~!, avec M une approximation de A dont l’inverse est facile & calculer (un
systéme avec cette matrice est facile a résoudre) et & stocker. Ainsi nous obtenons un
nouveau systéme a résoudre

M™'Az =M1, (2.31)

pour lequel nous allons appliquer la méthode de Lanczos.
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Nous commengons par noter 7 = M ~1b — M~ Ax;. Les conditions (2.2) nous donnent

T —Tg € ’Ck(M_lAﬂFO)»
e L Ke((M71A)T,y).

Puisque 7 = M ™17, alors les conditions (2.2) s’écrivent aussi

T —x9 € M1 /Ck(AM_l,TO),
re=b—Az, L Kip((AM™HT,z) avec z=M"Ty.

D’apres (2.32) et (2.34), xx — zp peut s'écrire sous la forme
T — T = —alM_lro —e = ak(M_lA)k_lM_lT‘o.

En multipliant cette équation par A et en soustrayant b, nous obtenons

(Azj, —b) — (Azg — b) = —a1 AM Lrg — -+ — ap A(M A1 M 1ry,
d’ott
re = To+ @AM lrg 4o+ akA(M_lA)k“lM"lro
= ro+mAM rg -+ ak(AM_l)kro
et

=710+ ar M AR + -+ a(M AR,
Pour simplifier les notations, nous posons
Ay=M7TA et A =AML
Ainsi

=10+ a1 Ao + -+ 4+ ap Afrg,

T =70+ a1 4o+ -+ akA;CT?().
La condition d’orthogonalité (2.33) peut s’écrire sous la forme

(y,Ai#) = 0 pour i=0,...,k—1,

et & partir de la relation (2.36), nous obtenons le systéme d’équations linéaires

(y7A;f0) + al(yaAi—f-lfO) +e ak(yvAH—kFO) = 0» 1= Oa e 7k -1
{ 1

De fagon similaire, la condition d’orthogonalité {2.35) donne

(z,Afﬂrk) = 0 pour ¢=0,...,k—-1,

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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et & partir de la relation (2.36), nous avons le systéme d’équations linéaires
(2, Alro) + a1(z, A rg) + - +ag(z, AT *rg) =0, i=0,...,k—1. (2.40)

Si les déterminants des systémes (2.38) et (2.40 ) (qui sont identiques puisque (z, Alrg) =
(y,AfFO) ) sont différents de zéro, alors zy existe et il est déterminé de fagon unique soit
par (2.32) et (2.33) soit par (2.34) et (2.35).
Considérons le polynome

Pe(&) =1+ af+ - +apt".

D’apres les relations (2.36), nous avons
Te = Pk(Ar)T‘o et TR = Pk(Al)’Fo.

Si I'on pose
¢ = (z, Af,ro) = (y, Affo) pour i=1,2,...

et si I'on définit la fonctionnelle linéaire ¢ sur ’espace des polyndémes par
c(éY=¢ pour i=1,2,...
alors, pour tout polynéme R,
S(R(€)) = (2 R(Ar)ro) = (3, R(A)o).
Les conditions d’orthogonalité (2.37) (ainsi que (2.39)) s’écrivent sous la forme
c(&'P(§) =0 pouri=0,...,k—1. (2.41)

Ces conditions montrent que Py est le polynome de degré au plus k appartenant & la fa-
mille des polynémes orthogonaux formels par rapport a la fonctionnelle ¢, normalisé par
la condition FP(0) =1.

2.3.1 Algorithme du Gradient Biconjugué a pas composés

L’algorithme du Gradient Biconjugué & pas composés (CSBCG), proposé par Chan et
Bank [21, 22], est une simple modification du Gradient Binconjugé (BICG) dans lequel on

utilise les relations de récurrence

Pey1(§) = Pul€) — arbQr(8),
Qr+1(€) = Prey1(8) + Bet1Qr(E), (2.42)

I

ou

Qr(€) = (-1)*HEL /HM PN (¢,
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avec (—l)k(H,go)/ngl)) = coeflicient de plus haut degré de F.
Le BICG subit les deux types de breakdown (ghost et true). L’algorithme du (CSBCG)
consiste & simplifier ce probléme en évitant le true-breakdown sous la condition que le
ghost-breakdown ne puisse pas apparaitre dans le BICG. Donc, dans tout ce qui va suivre,
nous allons supposer que H 150) #0 Vk.
Nous commencons par donner le lemme suivant, qui est un cas particulier du lemme 1.2.2.

Lemme 2.3.1
51 vk H,EO) # 0, deuz déterminant consécutif de Hankel H,gl) et H,Sr)l ne peuvent étre nuls.

Remarque 2.3.1 Sous la condition H,EO) # 0, nous avons
- La longueur du saut entre les degrés des polynomes réguliers P,El) ne peut pas dépasser
deuz.
- Les polynémes Py, lorsqu’ils eristent, sont de degré égal a k.

Nous supposons maintenant que nous avons un true-breakdown a la kM€ jteration
(i.e H,g?l = 0). Les polynémes P11 et Qr+1 n'existent pas alors que Py, Qk, Prt2 et Q2
existent. L’idée est alors de calculer directement P19 et Qiyo sans passer par Py et

Qk+1-

Puisque ngo) # 0 Vk, les polynémes unitaires Pk(o) existent pour tout k, et si nous notons
a1z le coefficient de plus haut degré de Pyy2, alors nous pouvons exprimer le polynéme

Prio— ak+2§P;§i)1
de degré k + 1 dans la base
(PO, PO . PO P £Qx, ).
En imposant les conditions d’orthogonalité (2.41), nous obtenons
Pryo = ak+2§P;§3_)1 + b€ Qr + cx Py
Grace 4 la condition de normalisation Py,2(0) = 1, nous pouvons écrire
Pepo = ak+2§P;£9r)1 + bk Qk + P

Par définition, le polynéme Qg+2 est de degré k +2 et il a le méme coefficient de plus haut
degré que Pgy2 et donc le polyndéme Qryo — Pryo est de degré k£ + 1. Ainsi, nous pouvons

Vexprimer dans la base
0 0 0 0
{P(g )apl( )79P]£_)1>Qkaplg.§.)1}a

et en imposant les conditions d’orthogonalité (2.41), nous obtenons

Qry2 = Pryo + dk+1Pk(0)1 + dp Q.
+
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De fagon similaire, en exprimant le polynéme P,Si)l dans la base
{PéO), Pl(O), ceey Pk(;(l)lt PkatQk}
nous obtenons
Pk(?i-)l = M Pr + €Qk

P,gi)l est un polynéme unitaire et d’aprés la définition de Q nous avons

W = (-1 HY/HD.
En utilisant les conditions d’orthogonalité (2.41), nous obtenons

c(€PVQu)

Ak =~V .
(PO Py

D’aprés la définition de By et P(O), nous avons la relation
HY o0
Py(§) = (_1)(k)_ﬁ%Pk 3]
k

et si nous posons
pr = c(PrPy) et o = c({PQy),

alors nous pouvons écrire

o
M = — 2k
Pk
Nous considérons maintenant le polynome
B Pk (0)
Pey1=—— :
v kL

D’apreés ce qui préceéde, nous avons la récurrence suivante

Pri1 = ok Py — pké Q. (2.43)

D’autre part, P, et Qx ont le méme coefficient de plus haut degré, ce qui nous permet
d’écrire

Py = Qr + Re-1,
ol Ri—1 est un polynéme de degré au plus égal & k — 1.
Alors nous obtenons

(§PQr) = c(EQkQk) + c(§Rk-1Qk)
= c(§QkQ),

donce

or = c(§QkQk)-
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Remarque 2.3.2

1. 0 =0 dans le cas du true-breakdown.

2. pr =0 dans le cas du ghost-breakdown.

Comme nous ’avons déja signalé dans la Remarque (2.3.1), sous la condition H}go) # 0Vk,
les polynoémes Py lorsqu’ils existent, sont de degré exactement k, et nous avons

pi = e(PuP) = (D HO /HD)2e(PO) # 0.

Les récurrences concernant Piio et Qg2, établies précédemment, peuvent s’écrire sous la

forme

Peys = Py —E[Qk, Peialfe (2.44)
Qk+2 = Prgo + [Qk, Pet1]ge, (2.45)

avec fi = [f,gl), ,52)]71 et gp = [g,(cl), g,(CQ)]T deux vecteurs de IR? qu’on peut déterminer grace
aux conditions d’orthogonalité.
En multipliant (2.44) par Q¢ et en appliquant la fonctionnelle ¢, nous obtenons

(QrPry2) = c(PeQr) — c(€QrQi)f — c(6QrPrsn) £,
0 = o(PQx) — c(6QrQ)f" — cleQuPri) £ (2.46)

En multipliant (2.44) par Py; et en appliquant la fonctionnelle ¢, nous avons

c(Piy1Pey2) = C(pk+1Pk)—C(§13k+1Qk)f;£1)—C(§Pk+1-’5k+1)f,£2),
0 = c(ePen1Qu)f) + (P Ber) £, (2.47)

De méme pour la relation (2.45), en appliquant la fonctionnelle ¢, nous obtenons

D (QrQry2) = C(iPkPk+2)+C(§Qka)g;(:)+C(§Qk15k+1)g;(f),
0 = c(6QrQu)gy” + c(€QrPir1)a, (2.48)

et

D (Pros1Qrr2) = c(EPip1Pisa) + 0(5Pk+le)9;(gl) + ¢(EPes1 Pry1)gl?,
0 = c(EPi1Pres2) + cl€Per1Qn)gy) + c(EPrr1 Pest)gl”.  (2.49)

Pour le calcul des vecteurs fi et gg, nous utilisons les deux relations suivantes, obtenues &
partir de (2.43) et (2.44)

_c(pkz-}-l)/pka
—C(§Pk+215k+1)f,§2)-

c(§QkPiv1)
e( Piio)

I

Il
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Les relations (2.46), (2.47), (2.48) et (2.49) s’écrivent alors sous la forme

Ok —Or41/px } { f;il) gi(cl) } _ { Pk 0 } (2.50)

—Oks1/pk Gkl f,?) g;(cz) 0 2/

avec

Ce+1 = C(gka-H),

Oky1 = C(Pk2+1)‘

Le systéme (2.50) a une solution explicite donnée par

2

p
fv = ;i [Cr+1P8, Ok 1],
g = (22,002, (2.51)
Pk k+1
ol
b = 0'ka+1/)£_91%+1~

A partir des relations de récurrence établies ci-dessus, nous allons mettre en ceuvre la
méthode du CSBCG avec préconditionneur. Nous commencgons par le cas ol 4 une itération
k nous avons un true-breakdown. Nous allons construire deux algorithmes dont 1'un nous
donne le résidu non préconditionné et I'autre le résidu préconditionné. Ensuite nous allons
combiner les deux pour en extraire un nouvel algorithme dans lequel nous effectuons un
saut de deux ce qui nous permet de calculer le résidu 42 sans avoir a calculer ri41, avec
le moins d’opérations possible.

Dans le premier algorithme nous allons calculer récursivement le résidu 7542 = Pyya( Ay )70.
Posons
pr=Q(A)ro et zkq1 = Prr1(4r)ro.

Les relations (2.43), (2.44) et (2.45) deviennent

Zk41 = OkTk — PRArDr,
Thk+2 = Tk — Ar[Dk, 241 fis (2.52)
Pk+2 = Tki2 + [Pky Zk+1]9k-

En remplacant le résidu par son expression initiale rx = b — Axk, nous obtenons

Tiiz = Tk + M P, 2641 fie-
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Le second algorithme nous permet de calculer le résidu préconditionné 742 = Py (A4;)7o.
Posons

Pe=Q(A)To et Z1 = Per1(A)fo.
Les relations (2.43), (2.44) et (2.45) deviennent

Zkr1 = OkTr — prAiDk,
Free = Tk — AilBrs Zr+1) Frs (2.53)
Pry2 = Tre2+ [Pk, Zk+1]9ks

et le vecteur xj vérifie
Try2 = Tk + [Prs Zrt1] fr-
Remarque 2.3.3
Nous constatons que 7, = M~ 'ry, pp = M 'py, et 3 = Mz, alors
- nous pouvons obtenir les relations (2.53) directement & partir des relations (2.52),

— les deux algorithmes obtenus ne sont pas indépendants.

Pour calculer les coefficients des relations (2.52) et (2.53), nous définissons d’abord les

vecteurs suivants

re = P(Al)y, 7 = Py(AT)z,
Z;C = Pk(AlT)y, Ek = Pk(Ag)Z, (2.54)
e = Qu(AD)y, P = Qu(AT)z.

Ces vecteurs sont calculés en utilisant les relations de récurrence (2.43), (2.44) et (2.45).

Rappelant la définition de la fonctionnelle ¢
c(€') = (2, 4iro) = (y, AfFo),
alors
or = c(EQkQk)
(2, ArQr(Ar)Qr(Ar)ro)
= (Qk(A'r)sz Aer(Ar)TO) = (ﬁ;chrpk:)
= (Bk, Abr)- (2.55)
De fagon similaire, nous trouvons
or = c(§QrQk)
= (v, AiQk(A)Qk(A1)To)
= (Qr(A) Ty, AIQk(A)T0) = (P, Aibir),
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et, de méme,

pr = c(PePr)
= (Pu(AT)z, Pe(Ar)ro) = (7, 7k) (2.56)
= (Pe(A)Ty, Pe(A))fo) = (ri, P)-

Nous avons également

Cht1 = C(éplc2+1)’ (2.57)
= (2, A PL1(Ar)ro) = (Pes1(AD)2z, A Bg1(An)ro) = (Bipy, AZkr),
= (v, AP (AD)Fo) = (Peri(A] )y, AiPeia(ADro) = (2hy1, AiZksr)s
et

Oy = c(Piy), (2.58)
= (Z>P}?+1(A7")T0) = (Pk+1(AZ)z,Pk+1(Ar)ro) = (512+17 Zk+1)s

= (y, pk2+1(Al)T~0) = (Pk+1(AzT)y> Pk+1(Al)f0) = (Zl/H-lv Zry1)-

Les coefficients fi et g sont calculés a partir de (2.51).

Remarque 2.3.4
Nous avons P}, = M~ Tp,, 7 = M~Tr}, et 2, = M~ Tz
Cela nous permet d’affirmer que les deuz expressions de oy (ainsi que pg, Ck+1, Ox+1) sont

exactement les mémes.

En combinant ces deux algorithmes, nous pouvons construire un algorithme complet qui
nous permet de calculer le résidu 7449 & une itération k ot se produit un true-breakdown.
Cet algorithme est nommé (2 x 2 step).

Nous avons donc les relations suivantes

Zkr1 = OkTk — PrAPk,
Tky2 = Tk — APk, Zs1)fr, (2.59)
Pr42 = Treo + [Prs Zrt1)0k-

A partir de (2.54) et des relations (2.43), (2.44) et (2.45) nous obtenons

Z;c+1 = okry, ~ prAP,
Thve = Tk — Ak Zi1] frs (2.60)
Phsz = Theo + [ Zr1) 9k

I

Tpio Tr + [Pr, Ze41) i
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avec

5 -1 - -1
Zryn =M 2, Tr=MTrg,

et
=/ _ =T ~ Tt
Zrrn =Mz, TR=MT"r

Les coefficients py, et ox sont donnés dans (2.55) et (2.56) et sont calculés par

Ok = (ﬁ;w Aﬁk)v

Pk (Thes k)5

et, d’autre part, fx et gr sont calculés & partir de (2.51) avec

Cerr = (Zpgrr AZrra)

Okr1 = (Zpyrr 2k+1)-

Remarque 2.3.5
D’aprés (2.56) et (2.58), nous pouvons ausst prendre pr = (71, Tx) et 01 = (2441, Zk11),
ce qui ne change rien & lalgorithme.

S’il n’y a pas de true-breakdown & Pitération k, nous pouvons calculer le résidu ri4; en
utilisant les relations de récurrence (2.42). Dans ce cas nous somme amenés a construire
un algorithme, nommé (1 x 1 step), qui est une variante du BIGG avec préconditionneur.

En appliquant les conditions d’orthogonalité aux relations (2.42), nous obtenons

c(PyPy)
(EBeQy) ~ P/
Brar = _ c(§QkPr+1)
A c(EQrQk)
(L1 Pr+1) _ Prt+1
okc(EQrQk) ok Pi+1/Pe:

Alors la relation de récurrence de Py s’écrit

Piy1=PB, - P £Qr.
Ok

En comparant ce résultat avec (2.43), nous voyons que

et les relations (2.42) s'écrivent aussi

Pei1(8) -’ik(f) — ax€Qx(§),
Qr+1(8) Pg;:l (&) + Br+1Qx(8).

I
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Ainsi, nous obtenons

Tkl = Tk + OkPr,
— _ AD ’ o AT =/
Tk+1 = Tk — QpApk, Thr1 = Tk — QA Dy
~ -~ ~ ~f ~/ -~/
Pe+1 = Zk41/0k + Bry1Drk, Pry1 = Zk+1/0k + Brt15-

Pour le calcul de pry1 dans le (1 x 1 step), et afin de réduire le nombre d’opérations a

effectuer, nous prenons

¢(Pes1Prs1) = c(Pey1 Pet1) /0

= (Z;H—h Zk+1)/‘7)% = 9k+1/0‘;%.

Pk+1

Les relations ainsi établies définissent I’algorithme CSBCG avec un préconditionneur M.

Algorithme 2.3.1 : CSBCG avec préconditionneur

1. Initialisation
Choisir zg et y
ro=b—Azo; TH=1y
Résoudre Mpg =1y
Mgy =y
po = (75, Po)
k—20

2. Tant que 7, # 0
o = (P> APr)
Zp+1 = OpTk — PR APk ; Zpq = 0ky — pr AT,
Résoudre Mz 1 = 2541
MT5§9+1 =z
Ok+1 = (Z11) 2k41)
Cht1 = (441, AZrin)

3. Si 1x1 step
o = pr /oK
Pr+1 = 9k+1/'7;%
Bi+1 = Pr+1/ Pk
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Tpy1 = Tk + 0Pk

Thtl = Tk — APk ; Thar = e — AT B
Pr+1 = Z+1/0k + Br+15k 5 Prs1 = Zha1/0k + Br+17;
ke—k+1

4. Si 2x2 step
b = okCer10f — 0744
ok = Cry10}/0k
o1 = Oky10%/0k
Tgyo = Tk + kD + Q12k41
T2 = Tk — Q APk — O +14%k+1; Thoo =T — ok ATH, — o1 ATZ
Résoudre M7gig = Tre
MT7 o =Ty
Prt2 = (T o, Th+2)
Br+1 = pr+2/pk
Brt2 = pr+20k/Ok+1
Drv2 = Tht2 + Br+1Pk + BryoZi+1; Do = Thao T Brr1Pi + Brv2Z 4y
ke—k+2

Dans le cas du (2 x 2 step) Les composantes de fi et gr sont notées respectivement

par ag, ak+1, Br et By

Comme il a été signalé dans la Remarque 2.3.2, afin de détecter le true-breakdown,
nous pouvons utiliser le test o # 0, mais pour rendre la méthode du BiCG plus stable, un
autre test a été proposé par Chan. Il consiste & utiliser le (1x1 step) si [|rr41]] < [7ell, et
le (2 x2 step) si ||[Tksz2|l < Irk+1l]. Ceci est équivalent mathématiquement a utiliser le

(2 x 2 step) seulement lorsque

ksl > maz{llrells Ire+2ll}

Evidemment ce test doit étre effectué sans calculer les résidus ry4; et 7549. Alors nous

allons remplacer le test ||rg+1]| < ||7x]l par || zk+1]] < lokll|7kl|, et en posant
Vits = 6kTk2 = OkTk — Chi1Pp ARk — Okt1PR AZk 41,
nous avons

[resrll < llres2ll & lzrsrll <lowlllresell,

& |oklllze+1ll < loklllve+all-
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Le test |Irk+1]l < |ITk+2| est donc remplacé par 18k|llzk+1] < |ok|||ve+2]l-

Nous notons que ce nouveau test nous permet d’éviter Pover flow dans le cas o les
valeurs de [[Tg+1]] et ||7x+2ll sont trés grandes. D’autre part, dans le cas ou [|re4q|l >
maz{||rk|l, |7k+21}, si nous utilisons le procedé (1 x 1 step) cela provoque des pics dans la
courbe représentant la norme du résidu. Par conséquent, en prenant le procédé (2 x 2 step),
toujours dans le méme cas, nous arrivons & réduire ces pics, et ainsi obtenir une courbe qui
est beaucoup plus lisse.

En résumé, nous effectuons le test suivant

si ||zk41ll < |oklll7kll, alors

(I1x1 step)
sinon
vkl = ||8krrre = SkTk — Cor1P3 APk — Ok+15AZk 41|

si |okllviese]l < [6klllzk4]

(2% 2 step)
sinon

(I1x1 step)

Remarque 2.3.6

Comme il a été souligné dans la Remargue 2.5.2, si nous avons un true-breakdown a la
ke itération alors o = 0 et en utilisant le test précédent, nous effectuons une itération
(2 x 2 step). Ainsi, ce test permet & la fois de détecter le true-breakdown sans utiliser de

tolérance donnée et de lisser la courbe représentant la norme du résidu.

2.3.2 la méthode du QMR avec look-ahead

Dans ce paragraphe, nous allons présenter la méthode du Quasi-minsmal residual avec
look-ahead. Le principe est le méme que celui utilisé dans la méthode du GMRES [63], il
consiste & réduire le systéme étudié et & le résoudre au sens des moindres carrés. Dans le
QMR, on construit une base bi-orthogonale du sous-espace de Krylov 4 partir du processus
de Lanczos, alors que dans le GMRES on utilise le processus d’Arnoldi pour avoir une base
orthogonale. En utilisant le processus de Lanczos, le QMR peut rencontrer un probléme
de breakdown qu’on peut éviter en utilisant la technique du look-ahead.
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Nous notons que la procédure du QMR a été proposée pour la premiére fois par R.
Freund pour la résolution d’un systéme linéaire dans le cas symétrique complexe [30] et
qu’elle a, ensuite, été adaptée au cas non symétrique par Freund et Nachtigal [34]. Freund
et Hochbruk ont prouvé que cet algorithme peut étre appliqué méme pour les systémes
carrés singuliers [32].

Le QMR est donc une méthode de sous-espace de Krylov, dont la base est construite a
partir du processus de Lanczos et les itérés sont caractérisés par les propriétés de "quasi-
minimisation" de la norme du résidu (d’ot son nom). L’algorithme du QMR est mathé-
matiquement équivalent & celui du BICG qui utilise le processus de Lanczos et dont les
itérés sont déterminés par la condition de bi-orthogonalité de Petrov-Galerkin. Comme
nous l'avons vu dans 'algorithme du BICG, nous avons deux types de breakdown pos-
sibles : le ghost-breakdown, causé par une division par zéro dans le processus de Lanczos
et le true-breakdown, di & la singularité de la matrice tridiagonale générée par ce méme
processus. Le principe de "quasi-minimisation" utilisé dans le QMR permet d’éviter le true-
breakdown. Par ailleurs, le ghost-breakdown est plus compliqué & éliminer, et Freund et
Nachtigal [34] ont utilisé le processus de Lanczos avec look-ahead afin d’éviter ce type de
breakdown, ce qui a donné 'algorithme du QMR avec look-ahead.

Cet algorithme est considéré comme une éventuelle alternative pour stabiliser la méthode
du BICG. En effet, la "quasi-minimisation" de la norme du résidu employée dans le QMR
permet d’éliminer les pics qui caractérisent la méthode du BICG, ainsi on obtient une
convergence lisse et presque monotone.

Nous notons aussi que dans le cas o1 la matrice 4 du systéme & résoudre est symétrigue
(i.e A = AT), le QMR est équivalent a l'algorithme du MINRES dd & Paige et Saunders
[56].

Les algorithmes du QMR avec look-ahead donnés par Freund et Nachtigal {34, 35]
exploitent des versions du processus de Lanczos dans lesquelles on traite, en plus du
breakdown, le near-breakdown. La mise en ceuvre de ces algorithmes est assez compli-
quées, c’est pourquoi le QMR sans look-ahead est le plus utilisé. Ici, nous nous intéressons
seulement aux situations de breakdown. Nous proposons une version du QMR adaptée
uniquement & ce probléme et nous utilisons pour cela algorithme du processus de Lanczos
(1.3.1). L’algorithme obtenu servira & des comparaisons avec les autres algorithmes de ce

chapitre dans le cas d’un exact breakdown.

L’algorithme du QMR

Comme nous ’avons déja évoqué auparavant, algorithme du QMR est une méthode de
sous-espace de Krylov, donc les approximations z,+1 de la solution z = A~!b du systéme
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linéaire (1) vérifient
Znt1 € To + Kng1(ro, A), n=0,1,... (2.61)

avec o € IRYN un approximation initiale de z choisie arbitrairement et rg = b — Azg son
résidu.

Comme nous ’avons vu dans la sous-section 1.3.3, nous pouvons construire une base de
Krn+1(ro, A) en utilisant le processus de Lanczos avec look-ahead.

En effet, si nous prenons vy = 79 et un vecteur arbitraire wy € RN, wy # 0, alors I'al-
gorithme 1.3.1 nous permet de construire les vecteurs {vop,v1,...,vn} qui forment une
base génératrice de Kpi1(rp, A) ainsi que la matrice de Hessenberg Hé") de dimension

(n+2) x (n+1). Et nous avons la relation
AV — yn+D) gn) (2.62)

avec V(™) = [vg, ..., v,] définie dans (1.39).

La relation (2.61) peut s’écrire
Tppr=z04+V™z,  avec z, € R (2.63)
En utilisant les résultats du processus de Lanczos, le résidu correspondant a (2.63) vérifie
Tap1 =b— ATpi1 =719 — AV g — et g (1), V("H)(el — He(")zn) (2.64)

avece; = [1 0 --- 07 € R™2. Ensuite, nous introduisons dans (2.64) la matrice diagonale
de poids de dimension (n + 2) x (n +2)

Q,, = diag(wo, w1, ..., Wnt1), wj >0 Vi=0,...,n+1

C’est une matrice arbitraire dont nous discuterons le choix plus tard.

L’expression du résidu 7,41 devient

Tntl = V(”H)leﬁn(el — He(")zn)

(2.65)
= V(”H)Q;l(fn - QnHe(”)zn), avec fn = wpey.
Le vecteur 2, est choisi tel que ||[7n41]| soit minimal. Cependant, puisque la base {v; ;L;L&

n’est pas nécessairement une base orthogonale, alors, indépendamment du choix de €,
la matrice V(*TDQ,, n’est pas toujours orthogonale. Donc, pour résoudre le probléme de
minimisation au sens des moindres carrés
min [ — Az || = min |[VEDQ (£, - QnH ™) (2.66)
n+ T
nous effectuons la factorisation QR de V"+1Q-1. Cela nécessite un stockage de I'ordre de
O(Nn) et un coit algorithmique de I'ordre de O(Nn?), ce qui est trés coliteux.
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Alors, au lieu de résoudre (2.66), nous prenons 2z, solution du probléme de moindres carrés

suivant

[ frn— QH. Pz = min || fn — QH Mz (2.67)
zERTH-I

qui est une minimisation du second facteur de la représentation (2.65) du résidu. C'est ce

que Pon appelle quasi-minimisation du résidu, d’ou le nom de cette méthode (QMR).

D’aprés sa définition, la matrice Q,H.(™, de dimension (n 4 2) x (n + 1), est de rang
maximal puisque les éléments de la sous-diagonale de H,™ sont tous différents de zéro et

w; > 0, ce qui garanti I'existence et 'unicité de 2z, et définit un unique Tn41 grace a (2.63).

Pour résoudre le probléme de moindres carrés (2.67), nous effectuons la factorisation
QR de la matrice de Hessenberg 0, H.(™ en utilisant les rotations de Givens. Ainsi nous

obtenons

(n)
mmm=dW’0Re 0} (2.68)

avec Q(™ matrice orthogonale de dimension (n+2) x (n+2) et R(™ triangulaire supérieure
inversible de dimension (n + 1) x (n + 1). Donc la relation (2.67) devient

R, (™
min | fo — QuHMz| = min (@) (@M f—| T | 2
z z 0
R.(W t(n+1) R.M
_ . (n) _ e — . _ €
= mn Q" fn 0 z” mn ’ { Frt2 0 z“’
tntl) _ p (n)
= min - § Ha (269)
z Tn+2
ou
T
t{n+1) : )
QMW =" = - € R (2.70)
Tn+2 Tn+1
‘Fn+2
Puisque R.™ est inversible, alors nous avons les deux résultats suivants
Zn = (Re("))—lt(”ﬂ) et fn— QnHe(")z” = |[Frta|- (2.71)

Préconditionnement du QMR

Soit M une matrice de dimension N x N, qui représente un bon préconditionneur de
A. Au lieu de résoudre le systéme (2.1), nous appliquons ’algorithme du QMR au systéme

équivalent
M~YAz = M~ 1b.
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Cela permet de calculer les itérés xn, et les résidus fp+1 = by — AjZn+1 du systéme précon-
ditionné, on 4; = M~1A et by = M~'b.
Nous récupérons le résidu du systéme (1) grice a rp+1 = M7,q1. Ainsi le QMR avec

préconditionnement est donné comme suit

Algorithme 2.3.2 : QMR avec look-ahead préconditionné

0) Choisir zo € RV et woe RN, wo # 0. Choisir wp > 0
70 =M(—1)(b—A.’Eo), vo = To
Pour n=0,1,...:

1) Appliquer la n®™¢ itération de l'algorithme(1.3.1)( pour la matrice A4;)
pour obtenir V2! V7 et H, (™ vérifiant 4, V" = Vg, (),

2) Choisir wy41 > 0 et faire la factorisation QR (2.68) de Q, He™.
Déterminer le vecteur t(**1) et #,., dans (2.70)

3) Calculer

Tnt1 = 3o + VI (RL) 10D, (2.72)

4) Si 41 atteint la convergence, on arréte.
Fin.

Quelques détails de mise en ceuvre du QMR

Dans cette partie, nous allons donner quelques détails sur la mise en ceuvre des étapes
2), 3) et 4) de 'algorithme (2.3.2), et en particulier le calcul des itérés z, que l'on peut
développer en utilisant une relation de récurrence courte. Cette approche est basée sur une
technique qui a été utilisée pour la premiére fois par Paige et Saunders dans les méthodes
de MINRES et SYMMLQ pour le cas des matrices réelles symétriques [56].

La factorisation QR

La matrice Q, permet de faire un ”scaling” de He™, le choix le plus simple étant de
prendre w; = 1. Ici, afin d’avoir un algorithme plus stable et puisque que nous avons utilisé
la version classique de Lanczos (sans normalisation), nous allons normaliser les colonnes
de V(1) en prenant w; = |jv;]l, pour j=0,...,n+ 1.

La factorisation QR de Q4 H.™ est obtenue en utilisant les rotations de Givens, ce qui est

trés avantageux puisque Q,H.™ est une matrice de Hessenberg. Nous commencons par
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calculer la matrice orthogonale Q™ a partir de la relation suivante

G, O Gy 0
n - @ n et 2.73
@ mH [ 0 1 } { 0 I, ] (2.73)
Q=1 ¢
= Gn-l—l I: O 1 3
telle que pour tout j=1,...,n+1
I,y 0 0
G = 0 c; 55 avec c; € IR, s;€ IR, c? + 33 =1.
0 —s55 ¢

Nous notons que nous arrivons 4 obtenir la factorisation QR de 0, H.™ 3 partir de celle de
Qn_lHe("_l) a Vitération précédente n. Donc a l'itération n+1, il suffit de connaitre Gp.41
pour pouvoir calculer Q™ a partir de Q1) Puisque Gpny1 n'agit pas sur les n premiéres
colonnes de Rén), alors nous pouvons obtenir Rg") a partir de Rg"_l) en calculant seulement
sa derniére colonne.

En effet, a partir de (2.68) et (2.73), nous avons

(n-1) ¢ Q. _H®
™o, HM™ = G @ -l 2.74
Q nile n+1 0 1 0 .. 0 Wnt1 ( )
-G 1 Q(n—l)(Qn_lH(n)) _ gn)
nt 0 - 0 wppt 0 --. 0

D’ou
Q("_l)(Qn_lH(")) = R

R
o --- 0!’
Donc, la différence entre R(™ et Rg") se limite aux éléments de leurs derniéres colonnes.

Donc pour obtenir Rg") il suffit de calculer sa derniére colonne

['u‘la e ,/J‘TH-I]T = Rgn)es?:il)' (275)

ce qui représente la factorisation de Q0,1 H (n),

Alors -
R T
G =
n+l|:0 0wn+1]

En utilisant les premiéres rotations de Givens, nous obtenons

[ H1 ] 0
: Gpn 0]] Gt O G :
i | = ol L G0 Q.HS™ | -] (2.76)
0 1 0 I 0 I, 0
a 1
L v ]
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Ainsi, nous avons toutes les composantes du vecteur (2.75), sauf la derniére pp41. Main-
tenant, en multipliant (2.76) par la matrice de rotation Gp41, la derniére composante

(v = wny1) de (2.76) devrait s’annuler. Alors nous devons choisir ep11 et sp41 tels que

Cnt+l  Sntl B | CatlitF Snp1lV || Hndd
—Sn+1 Cn+l v 0 0
Pour réaliser cela, nous prenons

G v .
i Sn+1 = Cnt+1—, st pu#0,

Cngl = —Fm———,
ERRV/EEN2 B (2.77)

Cn+1 = 03 Sn+1l = 13 si u= 0.

De plus, nous remarquons que |8n+1tn+1| = Wp41-
Le vecteur t**1) donné dans (2.70) vérifie la relation suivante

)
t(n+1)
- = Gﬂ+1 Tn+1
Tn+2
0
et & partir de la définition de G+1, nous obtenons
T+l = Cnt+17Tn+1 et Tn+2 = —Sn+1Tn+1- (2.78)

Le calcul des itérés
Nous pouvons réduire (2.72) & une relation plus courte permettant de calculer zn41 en

fonction de . Nous commencons par définir les vecteurs p; comme suit
P — pg py ... pa) = V(RE), (2.79)
A partir de (2.70), (2.72) et (2.78), nous obtenons la relation de récurrence suivante
Tptl = Tp + Tnt1Dn- (2.80)

Il reste & indiquer comment calculer le vecteur py.

Nous regroupons P(™ par blocs selon la répartition (1.38) de V(™ comme suit
P™ =Py P, .- P, (2.81)

ol
P, = [pnk Prg+1 pnk+]—*l]a si 0< k<,
{pm Pry+1 c Pn], si k=1L

D’aprés la définition (2.79) de P, nous avons

v = pt) gn), (2.82)
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Comme nous 'avons déja vu, la matrice QnHén) est tridiagonale par bloc, donc la matrice

én) est de la forme

( o €1 ’192

Rgn): ’191 ’

€l

g1

L -

0y ~ . . . n
oll o et €; ont les mémes dimensions que A; et 8; (sous-matrices de H™). R est non
singuliére, alors o; est aussi non singuliére puisqu’elle est triangulaire supérieure. Donc

(2.82) peut s’écrire sous la forme suivante
Vj = Fjoj + Pi1ej + Pj_29;.
Ainsi, nous obtenons une relation de récurrence courte pour calculer P;
Pj = (V; — Pj1€&; — Pj—29;)(0) "

Pn est obtenu en Pextrayant de Pj, ce qui va nous permettre de calculer z,4; selon (2.80).

Enfin, pour I’étape 4) de I'algorithme (2.3.2), on arréte les itérations lorsque
[rr41l] < tol.||roll,

onl tol est la tolérance souhaitée. 11 est possible de calculer le résidu par une relation de
récurrence sans utiliser la définition 7p41 = b — Azny1. En effet, en utilisant (2.65), (2.68)
et (2.70) nous obtenons

Tn+l = Tn42 Yntl (2.83)

avec

i =V (0,) Q)T |

et d’apres (2.73), les deux vecteurs successifs y, et yn+1 vérifient la relation suivante

Cn+1

Yn+1l = —Sn+1 Yn + Un+1-
Wn+1
En utilisant le résultat (2.78), on a
- - Cn+1Tn+2
Tn+l = Tnt2 Yntl = (—Sn+1)(—3n+17'n+1)yn + ——— Un41
Wn+1
2 Cnt17Tn+2
= (5n+l) Tn+ ——— Un41.

Wn41
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Le QMR est donc une méthode de sous-espace de Krylov qui utilise le look-ahead pour
éviter le probléme du ghost-breakdown. En plus, dans cette méthode, la décomposition
LU qui génére le probléme du true-breakdown dans la méthode du BICG est remplacée
par une factorisation QR, ce qui se fait en utilisant la quasi minimisation du résidu a la
place des conditions de Galerkin. Dans cette partie, nous avons traité la mise en ceuvre de
la méthode du QMR dans laquelle nous utilisons le processus de Lanczos avec look-ahead
1.3.1. Nous pouvons faire la méme chose en travaillant avec le processus de Lanczos par
les récurrences a deux termes (1.3.4). Dans ce cas la matrice de Hessenberg H™ sera

remplacée par sa décomposition donnée dans la sous-section 1.3.5.

2.3.3 Algorithme du BIORES non générique

Dans cette section nous allons étudier le Nongeneric BIORES [40], qui est la version
sans breakdown de ’algorithme BIORES. Ce dernier utilise la relation & trois termes

Pit1 = ml(€ — ) P — 0k Pe—1]- (2.84)

Cette relation n’est satisfaite que lorsque les polynémes Py existent et sont de degré exac-
tement k. Ainsi, le BIORES peut é&tre sujet au true et au ghost-breakdown. Pour remédier
a cette situation, nous allons utiliser les polynémes orthogonaux unitaires P}go) pour donner
la relation de récurrence équivalente & (2.84) dans le cas général.

Nous gardons les mémes notations que précédemment, avec 0 = figp < iy < g < -+ les
indices des polynoémes réguliers unitaires P,—(l?) par rapport a la fonctionnelle c.

le Ny =0+ my.

7y est la longueur du saut qui existe entre P,—S?) et Pﬁ(?}r o

Pour fi; < j < 741, nous introduisons les polynémes complémentaires
0 0
PO€) = wi—n ()P () (2.85)

appelés insuffisants par Gutknecht [40], avec w; polyndme arbitraire de degré :.
Ces polyndmes servent & compléter I'ensemble des polynémes réguliers P,—(l?) et ils peuvent
étre calculés de facon récursive. Le choix le plus simple est de prendre w;(€) = &', dans ce

Cas nous avons
PO =ePOe), M <j<Am-2

Dans tout ce qui va suivre, nous prenons w;{€) le polynéme qui vérifie la relation de

récurrence & trois termes suivante

wi+1(8) = (€ — o )wi(§) — B wi—1(€), (2.86)

avec wp(§) =1, w_1(§) =0et B =0.
Alors, les polynémes complémentaires définis par (2.85) peuvent étre calculés par la relation
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de récurrence suivante

P (€)= (6 — a2 PO (€) — 825, PO (€) it < J < Tgr — 2. (2.87)

Nous considérons maintenant la base des polynomes de degré fi;+; — 1 suivante

{P(O) P(O) tmo IP(O) P(O P(O) tml 1P(0) P(O P(O), . ,t;_nl_leg?)},

TL0? ng *° " o n17 ny iy ¥ttt nlv

ol les t] sont des polynémes arbitraires de degré exactement j.

En exprimant, dans cette base, le polynéme Pé) wmlP( ) de degré fy41 — 1, nous

141
pouvons écrire
PO = OO 4 WipO 4 4 oMy pO)
S
+ af—g)P(o) agl)tllP,—E?) +a(m’ l)t;m—lP,—s?)
+ wmlP(O).

Compte-tenu des relations d’orthogonalité {2.13), nous obtenons

P (&) = (wny (&) — a(€)PV(€) - BELY (€), (2.88)

avec
my—1

0
a(€) = Z a(] tE) et Bi= ,(”)1
a; est un polynoéme de degré m; — 1, que nous pouvons d’ailleurs exprimer dans la base

(u)o, e ,wml_l)
my—1

= D awild)
=0

En multipliant (2.86) par P,§,), nous avons
P(O) _ pw P(O)

win, B f nz+1 lna‘ A1 —1 =1+ Ay —-2-
Ainsi, la récurrence (2.88) devient
w 0
P (€)= (a—aml-l—aa,_nP,-E?L-l(s)—(am, 2+/3m, DB ()
—0m s PY) (€)= — aoPY(E) — AP, (6). (2:89)

Pour le calcul des coefficients figurant dans ces relations, nous utilisons les relations d’or-
thogonalité (2.13) que nous pouvons aussi écrire sous la forme suivante
1#£]J ol bien
(POPY) = 0 s
i=j et k+k <Aj+a-—1
(2.90)
c(P,gO)Pk(f))) # 0 s i=j7 et k+k =n;+nj4 —1
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avec iy <k <fiyyy et iy < k< fijt1-
Pour calculer £, nous multiplions (2.89) par P-( )_1 et en utilisant les relations {2.90),
nous obtenons
0 0
Bie(Py) Py ) = el€Py L PR, o). (2.91)

nl+1—1

Nous procédons de la méme fagon pour obtenir les coeflicients (04)o<i<m,—1 : nous multi-

plions (2.89) par ,EH)M pour i =0,...,m; — 1 et grace aux relations (2.90), nous avons
on1e(PRU PR 1) = 6P PY) ) o e(BURE) ) (2:92)
i+l
S sl PP ) = e B ) e, )
- m[—lc(PTE?+ZPTS?_3_1 2)
pour ¢=1,...,my — 1.

Ainsi, nous obtenons un systéme triangulaire supérieur a résoudre. Remarquons que dans

le cas ot m; = 1, nous avons une seule équation & résoudre.

La mise en ceuvre de 'algorithme du BIORES non générique avec préconditionneur
(0)

consiste a utiliser les relations de récurrence du polynéme P,/ en remplagant directement

la matrice A par M~'A. Nous commencons par considérer les vecteurs suivants
0 - 0
Uk = PIS )(Ar)uol‘k, u;c = PIS )(AZ)ZP;C,

et
= PO(A) T, wp = PO(AT )T,

ot I'y et T'y sont des facteurs qui seront déterminés ultérieurement, up et y sont choisis
arbitrairement, avec z = M Ty et fiy = M~ lug.

Nous remarquons que
e = My, @, = M~ T, (2.93)
En remplacant dans la récurrence (2.87) £ par 4, et AT, nous obtenons
. — . w . . w . .

ujp1 = (Aruj— aj—ﬁ,uj)'VJ-H,l - ,Bj—-ﬁ,u]—l'YJJrl,%

~/ _ T~ w ~IN ! W ~/ !

Ui = (A8 —af a ;)Y — By nUy—1Yj41,2-
Nous faisons la méme chose pour 4; et AT, d’ou

7 . — T . W 7 . . w 7 . ]

Uy = (Auiij — aj-muj)“rﬁl,l - /3j_mug—173+1,2

’ — T,/ _ w A AW / /
Ui = (Al — o au) Y — Bl ¥ 170
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D’apres (2.93), ces relations s’écrivent aussi

uj+1 = (Aly — o5 5 u) V41,1 — Bi—a,Ui—1Vi+1,2 (2.94)
~/ T AT ~1 AN ~/ /
Ui = (M7TAYG —of 5 @)Y — Bfin, @5-17j41,2
et
- [ ~ -
Uy = (M7 AG; — of_5,85)75+11 — Bi_n, Gi—17+1,2 (2.95)
/ T~ N ’ ’
ujpp = (AT - 055, u5) V41,1 — B5-nU5—1Vi41,2
pour 7y <7 < figp — 2,
ou
Tngi = Fn/rn—ia ’Y;z,i = F;L/F/ —1 (TL € W"L S My
avec
To=T)=1
et
I'n = 71721 Tl Yni = Y1 Vn—1,1 """ Tn—i+1,1 (2.96)
4 / ! / ! ! ! /
I, = Y1,172,1 " Tn,1 Tni = Tn1Tn—-11""" Tn—i+1,1:

De méme, & partir de la relation (2.89), nous obtenons en utilisant (2.93)

— b _ w _ _
Upyyr = {Auﬁl+l"1 - (o‘ml—1 + aml—l)um+1—1]7nz+1,1
")
_(aﬁu—z + ﬁml—l)uﬁl+1—2’yﬁl+1:2 — Qpy—3Uny 1 —3VAy 4,3 7
—QUR Vg1, T Biun,_, Vg1, +mi-y
~/ _ —T 4Tt w ~ ’
U, - [M A uﬁH_l—l - (aﬁll*l + aﬁll—l)uﬁl+1—l]7ﬁl+1,l

741

~/

w / ’ '
_(Oéml‘2 + 57?”—1)“7‘1,“—271‘;,“,2 T O =3y ~3 V3 T

~! ! ~f /
_aouﬁl 7ﬁl+1,7hl - ﬂluﬁl~1 7ﬁ,+1,ml+m,_l b

ainsi que
~ _ —1 A4~ _ w ~ _
Unppy = [M Aum+1—1 - (O‘ml-l + aﬁn—l)unul—l]')’mﬂyl
—(am—2 + ﬁ%l—l)“ﬁt+1—27ﬁt+1y2 — @y —3Uny 34,3
—QUn; Vg1, T /Bluﬁl—17ﬁl+1,mz+ﬁn~1
uy; = [AT@ — (amy—1 + 0%, _1 ), |
(NS fyp1—1 -1 =1 %y —1 TR,

7 ! ! / !
_(aml—z + /Bml—l)uﬁl+1—27ﬁ[+1,2 - aml—3uﬁl+1—37ﬁl+1,3 -
7 7 ! !
T OUR, Vi, T 'Bluﬁl—l’yﬁl-}—ly’ﬁl'i‘ml—l'
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Les coefficients f; et (@;)o<i<m,~1 sont déterminés grace & (2.91) et (2.92), que nous pou-

vons aussi écrire, d’aprés la définition de la fonctionnelle ¢, comme suit

ﬂl7ﬁ1+1—‘1,ml+ml_1—1(ﬂ%l—l’ u"l—l) = (ﬂ;_ll—l’ Aﬂﬁl+1_1)
O‘Tﬁl—l(ﬂ%l’ uﬁl+1—1) = (ﬂ;—”, Aﬂﬁwl—l) - a(ruhl—l (a'/ﬁl ) uﬁl+1—1)
i+1
Zaml—37ﬁ1+1—1y3"1(a;’n+i>uﬁl+1—5) = (a%l+i7Aﬂﬁl+1—1) - a?ﬁ;—l(a,ﬁl—fi’uﬁwl—l)
s=1

-t
—ﬁ%1—17n1+1—1,1(um+i’ Uﬁt+1—2)

pourt=1,...,/m; — 1.
Pour la mise en ceuvre de cet algorithme, nous allons nous contenter d’utiliser les
récurrences de uy, et uj alors que @y et @), seront calculés a partir de (2.93). En rassemblant

toutes ces formules nous obtenons 'algorithme suivant

Algorithme 2.3.3 :Nongeneric BIORES avec préconditionneur.

1. Initialisation
Choisir  ug et y
uy =y, fig=0
2. Itérations :
Pour [=0,1...
Résoudre  Min, =un, et M7, =ul
my =1+ min{i € N tel que (4}, us,) # 0}

41 = Ay + 1My

— Tant que n; <j<nyyp;—2

ujt1 = (Ad; — a5z u5) V41,1 — B5p, Wim1741,2,

Wiy = (AT = 0f 5 W) Y11 = B a W10
Résoudre M1 = ujpr et MTTI;-+1 = u;-+1

— Déterminer les parametres f; et (0)i<i<m,~1 par (2.97)

_ —_ Y — _ W _ .
Ufy g = {Auan*l (amz-l + aml~1)unl+1—1}7nl+1,1
w
—(aﬁll—2 + ﬂr‘n[—l)uﬁlﬂ—?'yﬁlﬂ,? — Qpy—3Uny -3V 1,3

—QOUR VA 41,7y ﬁluﬁz—17ﬁz+1,ﬁ"bl+mz—1’
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’ __ T _ _ w 7 7
uﬁ[+1 - [A uﬁl_H—I (aml_l +a7ﬁl—l)uﬁl+1—l]’yﬁl+1,l
_ ’ w / / N I / .
_(aml‘g + 'Bfﬁz—l)uﬁl+1—27ﬁt+1,2 aml‘3uﬁl+1—37ﬁl+1,3
. ’ /
COUz Vg 17 ™ Bilay s Vs oty

Fin (pour).

Cet algorithme peut étre utilisé pour la résolution du systéme M~'Az = M~1b en

construisant une suite de vecteurs zx et une suite de scalaires py liées par la relation

Up = pkb - Azk, (2.97)
définis comme suit
~ w W
ziv1 = (@5 + a5 5,2) V41,10 — Bip,2j-1Y+1,20
" _ .
pit1 = =05 7 PiY+11 — Bia Pi-17i+1,2 pour 7y < j < yqq -2,
~ w
gy = —'[uﬁt“—l + (aﬁu—l + aﬁll—l)zﬁl+1_1}’yﬁl+lvl

W
_(aﬁll—Z + ,Bml_l)zﬁ,+1—2'7ﬁ,+l,2 — Oy —3%a;1 -3V 1,3 T
— Q027 Va1 7y — BiZA,_y Yagrmu+my g
(2.98)
— w _ _ _ _
Py = '_(0‘7711—1 + aml-—l)pﬁt+1—17ﬁl+1,1 (O‘ml—2 + ﬂ%l—l)pnz+1—27nz+1,2

Oy —3Pn;1—3VApp1,3 — 0 aopﬁ[7ﬁl+1,ﬁn - 5lpﬁ1_1 Vg1, g+

Les approximations zx de la solution exacte z = A~!b sont données par zx = zi/pk.
Explication

D’aprés le Lemme 1.1.3, nous avons

POe)

Pk(é-) = Pkgo) (O)

Le résidu est défini par ry = Py(A,)7ro. Si nous notons py = Pk(o) (0)T', alors nous pouvons
écrire

Uf
T = —

Pk
Le résidu 7y, s’écrit aussi rp, = b — Axg, d’o la relation (2.97), avec z = prxy.
Les relations de récurrence (2.87) et (2.89) permettent de calculer py. Par contre z; est
calculé en remplagant uy par son expression dans sa relation de récurrence.
Ainsi, d’aprés (2.87), pour 7y < j < #j41 — 2, nous avons

pir1 = PO, = —a}impj%l - f—mﬂj—lgj,il‘
J j-1
= —0f 5P Yi+11 = B nPi-1Y+12
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et

—— 77 . w . . J— w . .
uipl = (Al = o qug) Y411 = Bflm t-1%4+1,2

W

= [Aly - af_p,(bpj — Az))[vir10 — Bils (bpj—1 — Azj_1) V41,2

Al(t; + af_p,25) V41,1 + Bin, zi-17j+1,2] + bpj41.

En utilisant (2.97), nous obtenons

zjr1 = —(U; + &5 2) V411 — Bin Zi-1Y+1,2)
et de fagon similaire, nous obtenons les expressions de zs,,, et ps,,, voir (2.98).
Les paramétres o’ et 8 figurant dans cet algorithme sont choisis de fagon arbitraire.
Les facteurs y.41,; ("scale factors") doivent vérifier (2.96). Il est clair que si nous prenons

Vo1 = Yn1 =1, Vn, clest-a-dire
Tp=n; =0} = 'y;m- =1 (Vni),

Palgorithme se simplifie. Mais dans la pratique, ce choix peut causer un probléme de
dépassement de capacité "overflow" ou "underflow" il est méme conseillé de normaliser
les deux suites de vecteurs biorthogonaux uy et uj, par deux suites de facteurs 'y et T’}

différents.

Remarque 2.3.7
Cet algorithme subit un true-breakdown a lttération k lorsque pr, = 0 et un tncurable-

breakdown lorsque (uy_y,un,) =0, ou N est la dimension du systéme étudié.
Par définition py = P,EO)(O)FI et, d’aprés le Théoréme 1.1.2, nous avons
P,go)(O) =0 si et seulement si H,gl) = 0.

Supposons qu’a I'itération 7; nous ayons ps, # 0, alors H,%) # 0. Or, nous savons, d’aprés
-l 1

le Lemme 1.2.2, que si H,—(nil =0 alors H,%H)LQ # 0.

Cela veut dire que si nous avons un true-breakdow a l'itération 711 (pp,,, = 0), ce qui

n’empéche pas le calcul des itérés de 'algorithme 2.3.3, alors, en calculant ceux de l'itération

fy4+2 nous sommes strs d’avoir pg,,, # 0. Il suffit donc, dans le cas d’un true-breakdown,

d’effectuer un deuxiéme saut.

2.3.4 Algorithme HMRZ-stab
L’algorithme Lanczos/Orthodir [81] utilise les relations de récurrence suivantes

Pei1(6) = Pe(§) — )\k+1pk(l)(5)

(2.99)
P = (€ = Bis) PLU(E) — s PY ()
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ott les coefficients Ax+1, Bk+1 €t yr+1 sont calculés sous la condition H,gl) #0,V k.

Dans le cas contraire, il se produit un true-breakodwn qui arréte I'algorithme. Le ghost-
breakdown, lui, provoque une stagnation dans I’algorithme mais n’empéche pas le calcul des
iterés. Le MRZ, HMRZ, MRZ-stab et HMRZ-stab [17] sont des versions sans breakdown
de cet algorithme. Ici, nous nous intéressons aux algorithmes MRZ-stab et HMRZ-stab qui
sont les plus stables parmi toutes les variantes de MRZ.

D’aprés Draux [25], Struble [74] et Brezinski, Redivo-Zagla et Sadok [15], nous avons les

relations

B (&) = qr(©)PY(€) - Cupa P (9,
Prgsi (6) = Po (€) — €wi () PD(6),

oa PV =0, PM(E) =1,y =0.
gr est un polyndéme unitaire de degré my et wy un polynéme de degré au plus my — 1.

(2.100)

Nous posons

k -
wi(€) = AP+ +ﬂmk_ g1
k(&) = af + ol et eme
Les coefficients (,Bi(k))OSigmk—l, (agk))osigmk_l et Ciy1, sont obtenus en multipliant res-

pectivement les deux relations de récurrence (2.100) par un polynéme U; de degré ¢ et en

appliquant respectivement les fonctionnelles W et ¢

DEY ) = o eDUPD) +- - +al) (gm0, PD) + B (emeU; PY)
~Clo1cV(U P ) (2.101)
c(UiPrys) = e(UiPay) = B c(eUPY) - = B%) _ cemeu;PD).

Le choix des polynomes arbitraires U; permet de définir différentes variantes de la méthode
MRZ [13, 17]. Le choix U; = ¢* nous donne les algorithmes MRZ et HMRZ [13].
Ici, nous prenons U; = £ 7% Pn(i). Les relations d’orthogonalité (2.12) peuvent étre rempla-
cées par

(§ZP(1 )=0 pour 1=0,...,my —2

(2.102)
#0 pour 1=my — 1.

Les coefficients (ﬁ,-(k))osigmk—l et (az(k))ogigmk—l se calculent en imposant les orthogo-

nalités (2.102) dans (2.101) pour i = ng,...,ng + my — 1, ainsi nous obtenons les deux
systémes
Brat-1eM (€™ PY) = (P Pry)
2 k 2
B oM (g™ + Bl _1cD(em P = c(ePD Py,

......................................................... (2.103)
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et
_ 2 2
o) M (em1 PO =~ (g™ DY)
_ 2 2 2
ol e (gmmtp%) o) @ (gme D7) = M (gmetl p7 (2.104)

o e (gme-1pD?) 4.y o®)_ O(2mm2p(D?) — ) (g2me=1 p(h%),

m

~1p(l .
Pour le calcul de Ck41, nous prenons U; = ™1 1P7Ek)_1, ce qui nous donne

cM(gmitmin=1 pO )y — Gy (gma-1=1 i) A,

MNg-1 Nk—1

Le polynéme P,gi) est de degré my. Alors il existe un polynéme §,,—1 de degré au plus
nr — 1 tel que

Pr(wlc) = £Mh-1 P,St)_l + Gng—1
et d’aprés les orthogonalités (2.12), nous avons

— 2 - - ~
D(emtPRY) = cW(gmermemimtPORL) ) 4 dD(E™ PG, 1)

= c(l)(é’mk‘f‘mk_l—lP,(li)PT(li)_l),
d’ott
c(l)(gmk—lpéi)z)
Ck+1 = R} 9 "
C(l)(gmk'l_lpnk,l )
En posant

™, = Pnk (AT‘)TO 2k = Prgllc)(Ar)T‘o,
Po(A)fo  Z = P4 (Ao,
4 =PRuUNz 5 =Py,

nous remarguons que

Si nous posons

pour 1=0,...,mg Zpg = M'lzk,i et zpiy1 = Az

3

s [ =T = =~/ — AT
pour J = 0, vy M — 1 Zk?,j =M Zk,j et Zk,j+1 =A Zk,j
avec ko = Zk, Zk,0 = Zk, 2,’6’0 = % et zj, o = 2, alors

i = Az, Zry = A"z

’ _ Tt 4 = ATt
et Zk:,’i = A'f‘ Zf Zk,i‘Al Zpe
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Les récurrences (2.100) donnent

k)= k) - k) -
Zhe1 = 2+ B 50 + BT 5 + -+ [3,(,”3_1Zk,m,c—1],
k k k
Thk+1 — Tk — [ﬁ( )Zkl -+ ,35 )Zk 2 + e+ ,37(,12 lzk mk] (2.105)
k)
k41 = off )Zko+0¢( )2k1+ +Ot( _1Zkmp—1 + 2kmy — Cre12k-1,
3 k
Z}’c+1 = (() )Zk ot ag )zllc et O‘v('nZ—lzk,mk—l + Zk,mk — Crt124_1,
ainsi que

Tpyl = Tp+ [ﬁ(()k)fk,o + ﬁ§k)2k,1 +- 4 ﬁ,(,]f,z_lfk,mk—l],

a1 = Fp— [ﬁ(“zkl+ﬁ‘k>zkz+---+ﬂﬁfllzk,mk1, (2.106)
Zp41 = (k)zk ot a§ )Zk 1+t aﬁ,’i’_ Zkme—1 T Zkmyp — Cre12k—1,

- k . -

Zhyr = a(() )Zko + 04( ) e O‘gn;)c Va1 + Zhmy = Cha124_1-

De méme, les deux systémes (2.103) et (2.104) deviennent

(00— gt

me—170

8940 g ) — g

m
(2.107)
k k k k
B0 067 - B 1)1 = o)
et
by = Ciprb ™
o _ i 1 p) =0
(2.108)
o) o) + a4+ ol B b =0,
avec

d® = o(¢POP,) = (PO(AT)z, ALP, (Ar)ro) = (2, Alrg) = (25, 7h)

(Pr(ti)(AlT)y7 A;Pnk (Al)FO) = (Zka AlTk) = (zk,i’rk)’ (2109)

k Mg +i— 2
b = W (gmetitLp{l®)
= (PL(AT)z, AT+ R (Ar)ro) = (ehy AT 2) = (2hir 2hme)  (2110)
(PS) (AT )y, AT PE)(An)7o) = (2, AT '2) = (Bhs Bbgme)-
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Nous obtenons deux systémes & résoudre que nous pouvons réunir en un seul systéme avec

deux seconds membres différents selon le schéma suivant

ék) ,Bfk) el ﬁf:g_l pour pour
a(()k) agk) e a,(:})c_l Bk alk)
! ! ! ! l
o e ] )
i B

(2.111)

0 S U I R0
b(()k) d(()k) _bgk)

Il y a deux voies pour construire l'algorithme complet de MRZ-stab avec précondition-

neur : soit nous prenons les récurrences des vecteurs zi et zj, soit celles de Zj et 2. Les
deux versions sont équivalentes et donnent théoriquement le méme algorithme. Ici, nous

utilisons les récurrences de % et Z.

Algorithme 2.3.4 :MRZ-stab avec préconditionneur.

- Initialisation

Choisir zg et y

Z2.1=0, z.,=0; ro=b~- Axg

résoudre MZy =19,

Z=y; no=0; C1=0; m-1=0; k=0;
—~ Tant que 7 #0;

Zk0 = Zk;
=/ =,
Zko0 = k>
21 = AZpo;

Résoudre MZzZp; = 2k,
(kY _ sz 5 .
by = (%0, 2k,1) 3

my =1;
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Tant que b( ) =0 do
mr = mg + 1
Zkmy = AZkmy_,
Résoudre MZpm, = 2km,
b(k) (Zk 0r Zk,my )
Fin (tant que)
Si k#0
Gt =9
Fin (si)
Pouri=1,--- ,my
Résoudre MTz,c i1 = 2
dz(k)l = (21 7k)
T = ATz, -1
b = (2, Zrm)
Calculer ﬁ(k)_
Calculer oz( 15
Fin(pour)
Zrir =k + B 50+ 8P 5+ /3( —1Zkme—1
Th+1 = Tk — [ﬁ(()k)zk1+ﬂ12k2+"'+ﬂ 1kak]
Zg41 = Ot(()k)Zko + Oz( )Zk 1+ oy 1 Zkme—1 + Zeme — Cr1Zk-1
Zy1 = O‘E)k)éllc ot agk)gllcl teee aifz 1%, =1 T Z m Cry124_,
Ng+1 = Nk + Mg
k=k+1
Fin

Nous remarquons que dans le cas ou ¢(§™ P,, ) =0, il se produit un ghost-breakodwn
dans les récurrences (2.100) qui se traduit non par une division par zéro, mais plutdt par
une annulation des numérateurs (dgk))ogiSmk_l. Cela implique P'annulation du polynéme
wy et nous retrouvons ainsi le résultat donné par le Lemme 1.2.3, P, = Py, ce qui
nous donne rx+1 = 7. Donc, le ghost-breakdown provoque une stagnation du résidu dans
les algorithmes MRZ, HMRZ, MRZ-stab et HMRZ-stab, mais n’empéche pas le calcul des
itérés. Ensuite nous avons, d’aprés le schéma donné dans la figure 1.1, la certitude que le

prochain polynéme P, , sera de degré ng+2. Cela explique le fait que les variantes de MRZ

k42
arrivent & corriger le true-breakdown sans attacher aucune importance aux situations de
ghost-breakdown.

D’autre part, afin de réduire le nombre de vecteurs a stocker dans l’algorithme MRZ
et ses variantes, Brezinski et al. [17] ont utilisé Palgorithme de Horner pour le calcul

des vecteurs wi(A)ry et gp(A)zx figurant dans ces algorithmes. Nous allons récupérer les
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résultats donnés dans [17] et utiliser la méme procédure pour calculer les coefficients des
polynoémes gx et wy et réduire le nombre de vecteurs utilisés dans MRZ-stab préconditionné.

Commengons par considérer le polynéme
k k - .
(€)= A D) et g,

Ce polyndéme peut étre calculé par la méthode de Horner

VO = 1
ve) = O+ pour i=1,-,my,

et nous obtenons  vi(£) = u,imk)(g).

Prenons les coefficients 'y(k)

. solutions du systéme triangulaire inférieur

k
k
RO 0 NON o
bgk) .
k k . k . (ki
bé?c; ’ b%fc%_l o b%k; () ® bm(ifl
T U S U 7 o)

La matrice de ce systéme correspond a celle du systéme (2.111) et les coefficients aEk) du

polynéme gx(€) coincident donc exactement avec les q/fk), ce qui nous donne

v(§) = v * (&) = ar(6).

Les coeflicients ﬁi(k) du polynéme wy sont calculés par la relation

'mkl
k
b(k ngm)cJ 1V ]) )
7=0

En appliquant ces propriétés dans MRZ-stab préconditionné, nous obtenons I'algorithme
de HMRZ-stab avec préconditionneur.
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Algorithme 2.3.5 :HMRZ-stab avec préconditionneur.

— Initialisation
Choisir zg et y;
2.9,=0, 2,=0, ro=b—Aze, C1=0;
Résoudre MZy=r1p;
=y, mno=0, bg_l) =0, k=0;
- Tant que 7% #0;
Résoudre M7Tj = 2
a8 = (B, ;

mi =1;
v = AT,
U = Yk ;

08" = (k. 2);

Tant que b(()k) =0;
m=mg+1;
Résoudre M7Tg, = yi;

d%) = (G, re);
Y = AT G ;

b8 = (yks Z)
Fin(tant que);

Si k#0;
G 9 .

Fin(si);

bk = Zk ;

Zg+1 = —Cri1Zk-1;
t, =2

Zpr = —CrenrZ g
Tk+1 = Tk

Tk+1 = Tk;

Pour i=1,...,mg;

up = Aty

k k
8 =di /57
Tgt1 = Ty + Bty
Tk+1 = Tk+1 — Bug;
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Résoudre M, = ug;
¥ = = (e, ) /057
tp = Uk + VZk;
Si i#£1;
Résoudre MTo, =t ;
Vi = ATﬁk 3
Fin (si);
= Uk + Y2 ;
Fin (pour);
Zk41 = Zk41 + bk
Zpy1 = Fppr +
N1 = N + Mk ;
k=k+1;
Fin

Dans algorithme HMRZ-stab, nous n’avons plus a stocker les bl(-k) mais seulement b(()k),

les coefficients des polynémes wy et gx ne sont pas stockés non plus. Enfin 'avantage le
plus important de cette variante est que le nombre de vecteurs & stocker ne dépend plus
de my (voir tableau 2.2).

L’algorithme HMRZ-stab est le plus stable parmi toutes les variantes de MRZ [17].

Produits Produits
Méthode scalaires Mat-vect™® | Place mémoire(t)
MRZ dmy, — myg—1 | mg/my matrice + (M + 7)N + 5M
HMRZ 4dmy, my/my matrice + 8N + 2M
MRZ-stab Imyg mg/2my — 1 | matrice + (M + 8)N +4M
HMRZ-stab || 3my ] me/2mg — 1 | matrice + 12N + 1M

(x} 1/, indique qu'il y a 7 produits matrice vecteur avec la matrix A
et j produits matrice vecteur avec sa transposée AT

(+) M = supmy
k

TaB. 2.2 - Stockage et nombre d’opérations requis par quelques variantes MRZ entre les
itérations ny et np41
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2.4 Résultats numériques

Dans ce paragraphe, nous donnerons quelques résultats numériques qui nous permet-
trons de comparer les différents algorithmes étudiés précédemment. Compte tenu du fait
que ces algorithmes sont congus pour éviter le breakdown et non le near-breakdown, nous
prendrons des exemples dans lesquelles nous avons un exact breakdown.

Tous les tests ont été réalisés a I’aide du logiciel MATLAB (version 7). Pour détecter le
breakdown dans les méthodes étudiées, nous allons considérer qu’'une quantité est nulle si

sa valeur absolue est inférieure & une tolérance donnée ¢, ici nous prenons € = 10719,

Exemple 2.4.1

Nous commengons cette partie par I’exemple de dimension 4 proposé par Joubert [49] ou

P’on considére la matrice

1 -1 0 0
1
A = 1 0 0
0 0 3 -1
0 0 1 3

En prenant b = (0,2,2,4)7, 2o = (0,0,0,0)T et y = (1,1,1,1)7, cette matrice cause
un breakdown & la deuxiéme itération dans la méthode du BICG. 1l s’agit d'un ghost-
breakdown, c’est d’ailleurs pourquoi la méthode du CSBCG s'arréte 4 la premiere itération
car elle est incapable d’éviter ce type de breakdown. Par contre, nous obtenons la solution
exacte pour les méthodes BIORES non générique, HMRZ-stab et BICG avec look-ahead.
Nous remarquons que le HMRZ-stab ne détecte aucun breakdown. En revanche il obtient
dans la premiére et la deuxiéme itération le méme résidu (J|r1|| = |jr2ll = 3.4641). Il en est
de méme avec le BICG avec look-ahead qui détecte un ghost-breakdown a la deuxiéme
itération ce qui y provoque une stagnhation du résidu. L’algorithme du BIORES lui, fait un
saut de n; = 1 & ng = 3 et confirme le résultat donné par le BICG avec look-ahead. Les

résultats obtenus sont donnés dans la figure 2.1.

Exemple 2.4.2

Considérons 'exemple donné dans [15, 17]

600 - 0 -1 1 -N
100 --- 0 O 2
0610 -+ 0 O 3 = 2
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T
7 * CSBCG

—— BICG-LA L

4.5 L - — - HMRZ-stab

\ - NGBiores

4+ \\ -
351 ” i
3r -
25+ b

norme du résidu réel

=1

Fia. 2.1 - N =4, Matrice de Joubert

Si nous prenons y = (1,...,1)T et zo = (0,...,0)T avec N = 100, la méthode de
HMRZ-stab détecte un true-breakdown & litération k = 4 et fait un saut de longueur
mg = 94. Le résidu calculé a l'itération ng = 97 est égal & celui déja calculé & litéra-
tion n3 = 3 (||rg7|l = |r3]| = 247.40). Cela s’explique par le fait que 'HMRZ-stab subit
un ghost-breakdown & Ditération nqg = 97 ce qui provoque une stagnation du résidu.
Le BICG avec look-ahead détecte le ghost-breakdown et le true-breakdown A l'itération
k = 4 et fait un saut de longueur ma = 94. A Ditération ngy = 97, sans calculer le résidu,
Palgorithme attribue au résidu rg7 la valeur du résidu de 'itération précédant le saut,
(Ilrozl| = |Ir3]| = 247.40). Ce résultat a été obtenu par le HMRZ-stab en calculant récur-
sivermnent le résidu. Le BIORES non générique et le QMR avec look-ahead détectent un
ghost-breakdown & la méme itération et font un saut de longueur msz = 95. Les courbes
obtenues sont données dans la figure 2.2.

Maintenant, prenons la matrice précédente avec b = (1,...,1)T, o = (0,...,0)T et
y = 1o. Les quatre méthodes détectent un breakdown a l'itération k& = 3. Pour le BICG
avec look-ahead il se produit un ghost et un true-breakdown. Alors il effectue un saut de
longueur mg = 97 et il attribue a l'itération ng = 99 le résidu obtenu & l'itération ne = 2
(i.e {r109]] = [Jr2]| = 2.82). Le méme résultat est obtenu par le HMRZ-stab qui détecte
un true-breakdown et fait un saut ms = 97 et, en calculant le résidu correspondant, il
trouve |rog|| = ||r2]] = 2.82. Par la suite, a I'itération k = 100, le BICG avec look-ahead
calcule les vecteurs réguliers et obtient ||r100/ = 1.08 10710, la méthode de HMRZ-stab
donne ||r100]| = 2.8 10712, Le QMR avec look-ahead et le BIORES non générique détectent
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T
2
38
@ OrF
@
=2
-
@
£
g 11
=3
>
2
ol
-2 * BICG-LA A
F - HMRZ-stab
— NGBiores
-~ QMR-LA
-3} N
_4 L L ) L 1 1 : L L
o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Nk

F16. 2.2~ N =100,y =(1,...,1)T et zo = (0,...,0)

un ghost-breakdown et font un saut de longueur 98. Et a I'itération 100, nous obtenons
[|r%1(\)/[R_LAH = 1.89 10712 et ||rf¥GBiores|| = 1.84 10712, Les courbes représentatives sont
données dans la figure 2.3.

Dans ces deux exemples, le CSBCG est incapable d’éviter ce genre de breakdown.

Exemple 2.4.3

Considérons 'exemple étudié par Brown dans [20]

a 1 1 a+1
-1 a 1 1 a
-1 a 1 1 a

-1 a 1 1 a

-1 a 1 a—1

En prenant a = 0 et y = rp, un breakdown survient & chaque itération impaire dans les
méthodes HMRZ-stab, CSBCG et BICG avec look-ahead. 1] s’agit d’un true-breakdown

qui nécessite un saut de longueur my = 2.
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S R |

L

log10{norme du résidu réel)

¥

* BICG-LA ]
- — HMRZ-stab .
NGBiores

QMR-LA

2 s 1 1 2 1 1 L

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Nk

FIG. 2.3 - N =100, 20 = (0,...,0)T, b= (1,..., DT et y = 1o

Le QMR avec look-ahead et le BIORES non générique ne détectent aucun breakdown. En
revanche dans ce dernier, le true breakdown ne permet pas le calcul des approximations
x{c" GBiores o des résidus T,ICV GBiores que lorsque k est pair. Dans la figure 2.4, nous avons
pris N = 500 et zg un vecteur aléatoire. Le meilleur résidu est obtenu par la méthode
CSBCG (||r100]l = 1.61 1071,

En prenant N = 500 et zg = (0,...,0)T, toutes les méthodes donnent la solution exacte,

voir la figure 2.5.
Exemple 2.4.4

Pour terminer, nous considérons le systéme linéaire proposé par Gutknecht [40]

2 1 3
0 1 1

1 2 1 1 4
1 0 2 1 1

1 0 2 1 3

Pour N = 400, 29 = (0,...,0)T et y = (0,0,0,1,-1,...,(=1)"=1,0)T, les méthodes
HMRZ-stab, BICG avec look-ahead, QMR avec look-ahead et BIORES non générique
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Log10{norme du résidu réef)

Log10(norme du résidu réei)
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— HMRZ-stab
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-4+ - - NGBiores T
-~ QMR-LA
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FiG. 2.5 - N =500, 2o = (0,...,00T et y = ¢
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T
— BICG-LA
- — HMRZ-stab
or - — — NGBiores [
- QMR-LA
-2F W 4
-4t ERYS 4

-8

Log10(norm du résidu réel)
t
3
T

_18 — L 1 L ' i 1
10 20 30 40 50 60 70 80

Nk

FiG. 2.6 - N =400, o = (0,...,0)T et y = (0,0,0,1,-1,..., (-=D)N-1 )T

détectent un breakdown de longueur 2. Les meilleurs résidus obtenus sont [|T%ICG_LA|| =
7.67 10717, [|[pRGBiores) = 1.27 10718, [|[pEMBZ=stab) = 464 10712 et [y B =

8.49 10715, Les courbes sont représentées dans la figure 2.6.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons discuté et préconditionné quatre stratégies pour traiter
le probléme de breakdown dans la méthode de Lanczos pour la résolution des systémes
d’équations linéaires. Les résultats, sur les polynémes orthogonaux formels, obtenus dans la
chapitre 1, nous ont permis de corriger les deux problémes de breakdown qui se produisent
dans algorithme du Gradient Biconjugué. Les résultats numériques montrent que tous les
algorithmes qui ont été étudiés dans le présent chapitre, a I'exception du CSBCG, réus-
sissent a éviter les différentes situations de breakdown. Il reste le probléme du incurable-
breakdown qui n’a d’autre solution que de relancer l'algorithme avec de nouveaux vecteurs
initiaux. La nature du look-ahead peut causer un probléme de dépassement de capacité
(over flow ou under flow) dans ces algorithmes; cette situation est due a une multiplica-
tion successive de la matrice A et AT par les vecteurs de direction. Une normalisation par
la norme euclidienne de ces vecteurs permet de rendre ces algorithmes plus stables. Dans
le chapitre suivant, nous proposons une normalisation de l’algorithme HMRZ-stab par le

produit scalaire.



Chapitre 3

Normalisation de MRZ-stab et
application aux systémes

symétriques non définis positifs

3.1 Introduction

Les méthodes du Gradient Conjugué généralisées, telles que les méthodes Orthodir et
Orthores dues & Young et Jea [81], la méthode Orthomin due & Vinsome [78], la méthode
du GMRES due a Saad et Schultz [63], la méthode du Gradient Biconjugué due & Fletcher
[29], et plusieurs autres méthodes [36, 53], sont trés utilisées dans la résolution des grands
systémes linéaires

Az =b, (3.1)

oul A est une matrice non-symétrique de dimension NV x N.

Jea et Young [47] ont proposé une simplification des méthodes du Gradient Conjugué géné-
ralisé qu’ils ont appelé méthodes de type Lanczos (Lanczos/Orthodir, Lanczos/Orthomin
et Lanczos/Orthores). Théoriquement, en l'absence d’erreurs d’arrondi et des problémes
de breakdown, ces méthodes convergent en au plus N itérations. En comparant ces trois
méthodes, Jea et Young [47, 81] ont montré que Lanczos/Orthomin converge si et seule-
ment si Lanczos/Orthores converge, et que si ces deux méthodes convergent, alors Lanc-
zos/Orthodir converge et les trois méthodes sont équivalentes. Donc, ’algorithme Lanc-
zos/Orthodir devrait étre le meilleur des trois. Cependant, en pratique, cette méthode
souffre d’instabilité numérique due & Peffet des erreurs d’arrondi. Ici nous nous intéres-
sons, particuliérement, aux problémes de dépassement de capacité appelés "overflow" et
"underflow" qui sont trés fréquents dans cet algorithme, ces deux problémes sont dus res-
pectivement & une croissante ou décroissance rapide des produits scalaires provoquée par

les multiplications successives des matrices A et AT par les vecteurs de direction. Face
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4 ce probléme, nous proposons, dans la premiére partie de ce chapitre, une normalisa-
tion de ces vecteurs ce qui permet de maintenir la convergence de 'algorithme et d’éviter
tout dépassement provoqué par les produits scalaires. Cette technique sera appliquée a
lalgorithme MRZ-stab qui est une version de Lanczos/Orthodir dans laquelle on évite le
true-breakdown, ce dernier représente la seule division par zéro qui risque de se produire

dans Valgorithme Lanczos/Orthodir.

Dans le cas ot la matrice A est symétrique non définie positive, il existe plusieurs mé-
thodes adaptées & ce type de probléme. Nous avons, par exemple, la méthode du résidu
minimal et la méthode de directions orthogonales dues a Fletcher [29]. Paige et Saunders
[56] ont proposé des méthodes stables et efficaces basées sur la minimisation du résidu
(MINRES) et les conditions de Galerkin (SYMMLQ).

Ici, nous nous intéressons aux méthodes de type Lanczos. Puisque la matrice A est sy-
métrique, ces algorithmes peuvent étre simplifiés & condition de bien choisir le vecteur
de direction initial. Cependant, des divisions par zéro peuvent se produire dans ces algo-
rithmes, cela est di au fait que la matrice A est non définie positive. Ces situations de
breakdown dépendent directement du vecteur de direction choisi 4 la premiére itération.
Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous proposons une étude des situations de
breakdown qui risquent de se produire dans les méthodes de type Lanczos lorsque la ma-
trice du systéme étudié est symétrique non-définie positive. Dans un premier temps, nous
prenons le résidu comme vecteur de direction initial. Dans ce cas, nous montrons que le
true-breakdown est la seule division par zéro que nous pouvons avoir dans les algorithmes
de type Lanczos, ces derniers sont basés sur une orthogonalisation du résidu. Ensuite, nous
prenons le vecteur de direction initial égal au produit du résidu par la matrice A. Nous
montrons que les méthodes de type Lanczos définissent une minimisation du résidu et que
le ghost-breakdown est la seule division par zéro que subissent ces algorithmes. Dans ces
deux cas, nous montrons que la longueur du saut a effectuer, pour éviter ces divisions par
zéro, est égale & deux. Suite A ces résultats, ces deux choix vont nous permettre de simpli-
fier I'algorithme MRZ-stab et ainsi donner des variantes de 'algorithme Lanczos/Orthodir
pour le cas symétrique non défini positif.

Finalement des exemples numériques seront donnés dans le dernier paragraphe pour illus-

trer Uefficacité des algorithmes ainsi définis.

3.2 Le cas non-symétrique

L’algorithme Lanczos/Orthodir est une variante de la méthode de Lanczos qui construit
a partir de deux vecteurs initiaux xo et y des approximations zx de la solution de (3.1). La
connexion entre les polynémes orthogonaux formels et la méthode de Lanczos permet de
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retrouver I'algorithme Lanczos/Orthodir en utilisant les relations de récurrence suivantes

Pei(6) = Pu(€) =M BV
PRE) = (€= Brrn)PP(E) — mer B (6).

Py (resp Pk(l)) appartient & la famille des polynémes orthogonaux formels par rapport a la
fonctionnelle ¢ (resp ¢(V), ou M (€%) = ¢(€*1) = (y, Ait1rg) avec ro = b — Axy.

Comme nous ’avons déja vu dans la sous-section 2.3.4, il se produit dans ces relations un

) Wexistent pas

true-breakdown lorsque H,gl) = 0. Dans ce cas les polynémes Py et P,Sl
et cela se traduit par une division par zéro dans "algorithme Lanczos/Orthodir. D’autre
part, lorsque H ,EO) = 0 il se produit un ghost-breakdown ce qui provoque une stagnation
du résidu mais n’empéche pas sa convergence. En appliquant la procédure du look-ahead
& cet algorithme, nous obtenons la méthode MRZ-stab, ainsi que toutes les variantes MRZ
[17], qui permettent d’éviter le true-breakdown.

Un autre type de probléme peut survenir dans les algorithmes Lanczos/Orthodir et
MRZ-stab : il s’agit des situations de dépassement de capacité qui provoquent des ruptures
dans ces algorithmes. Cela se produit lorsque les produits scalaires calculés prennent des
valeurs trés grandes "Overflow" ou trés petites "Underflow".

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons effectuer une normalisation de l'algorithme
MRZ-stab qui consiste & remplacer ses vecteurs de direction par des vecteurs normalisés,
modification qui permet de rééquilibrer le rapport entre les produits scalaires calculés dans

cet algorithme.

3.2.1 Algorithme MRZ-stab normalisé

Nous avons vu, dans le chapitre 2, que I'algorithme MRZ-stab est obtenu & partir des
relations de récurrence suivantes
Pes1(6) = Pu(€) - €wn(§) PV (6),

(3.2)
P (©) = ) P(©) - Cenn PP, (6),

o PYgy=0, PP =16t Cy =0.

Nous notons ng le degré du keme polynéme orthogonal formel régulier P, et Pk(l), et my
la longueur du saut entre P,Sl) et Pk(i)l i.e ngy1 = N + my.

Le saut my est défini par les conditions

c(l’(ﬁ"P,E”):o pour i=0,...,n5 +mg —2

(3.3)
C(l)(snk+mk_lplgl)) #0.

gk est un polynoéme unitaire de degré my et wg un polynéme de degré au plus my — 1.
Les coefficients des polynomes wy, et g ainsi que Cy41 sont obtenus en imposant les condi-
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tions (3.3) aux relations (3.2). Ainsi, si nous posons

wi(€) = B+ 4 8 e,

() = og” b €M™,

alors, les coefficients ,Bi(k) et al(k) sont solutions des deux systémes triangulaires

b(()k) 57(:,3—1 aglcz_l d(()k) _bgk)
bgk) b(()k) 0 7(’152_2 g:})c_z dgk) _bgk)
RN :
= (3.4)
(S A
GG o )\ A e )\l
avec
bF) = M (gmemi+ipD?)
= (Plgl)(AT)yaAmk+iP;£1)(A)To) pour i=0,...,mg
et (3:5)
& = o PVP)
= (PM(AT)y, AP (A)ro) pour i=0,...,my— 1.

Et enfin, Cryq = b(()k)/b((,k_l). D’apres la condition (3.3), nous avons
2
bék) — C(l)(ﬁmk-lpk(:l) ) £ 0.

Dans 'algorithme MRZ-stab, nous construisons deux suites de vecteur de direction zj
et Zr & partir des relations de récurrence vérifiées par les polynémes P,Sl). Dans le cas o
il ne se produit pas de breakdown ces vecteurs sont A-biorthogonaux. Sinon, ils vérifient
les relations
j<k pour i=0,...,n—n;+mE—2
(Zk,Alej):O si k<j pour i=0,...,nj —ng+m;—2
k=j pour i=0,...,m—2 (3.6)
et
(2, AT 25) # 0.

Nous proposons ici une normalisation de ces deux suites de vecteurs de telle facon que

(Ek,Ank+mek) =1. (37)
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Nous allons donc normaliser les vecteurs zx et 2 par deux facteurs différents. Pour cela,

nous remplacons les polynémes P,gl) par le couple des polynomes

— (1) - (1)
P, P,

Plgl) _k et P]gl) —k ’
Tk Uk

avec T et vg choisis tels que

_ (1) mk——lp(l)z
cM(gme-tpMWply 20~ "k ) (€ e ) g,
TkVk

Nous pouvons prendre

Te = \/ lb(()k)l et Vg = Sig”e[b((Jk)] T

Les vecteurs de direction sont donc définis par

(1) My

P (A P (A

2L = kT T( )ro et Zy = k2 ( )y,
k Uk

et ils vérifient les relations (3.6) et (3.7). Ces vecteurs ne peuvent pas étre calculés directe-
ment, car pour cela il faut connaitre la valeur de my. C’est pourquoi nous définissons deux

nouveaux vecteurs

1
_ Plg )(A)ro ot 5 =

Sk
Tk—1 Vk—-1

avec §_1 =T1p et 5_1 = ¥.
La longueur du saut my est déterminée par la condition (3.3), et puisque 7, # 0 et vy #
0 Vk, alors nous avons

(§k,AiSk) =

0 pour 1 =1,...,mp—1
(8k, A™s) # 0.

Notons
8 = /| (8K, A" sg)] et ok = signe|(3, A™ s1)] o

nous avons les propriétés suivantes

Proposition 3.2.1

1. 0 = Ti/Th—1 et o) = Uk /Vk—1.

2. zp = si/dk et Zy = 5 /0.
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Preuve :

D’aprés la définition de sg et Sk, nous avons

My a7 (1 (12
P (A P(A ™k P
(gkyAmksk) _ ( k ( )y’Amk k ( )TO)_C(€ k )
Uk—1 Tk—1 Uk—1Tk—-1
k k
I L
Vk—1Tk-1 b’
alors
ptk) Tk
b = /T Amrsn)] = o | || = T
k ;( k k) ]bgk_1)| Th—1
Ces deux résultats nous permettent d’écrire
signe{b(()k)] Tk Uk

or = signe[(Sk, Aksy)] Ok = - = :
signe[bgk 1)] Tk=1  Vk-1

D’autre part, d’aprés les définitions de zx et Zk, nous avons

PO (A)rg _ P (A)ro 7y _ Sk
Tk Th-1 Tk Ok

Zp =

et
% = PV(Ay _ PV(ATy v S

Vg V-1 Vk Ok

O

Donc, pour obtenir les vecteurs zx+1 et Zx41, nous calculons d’abord les vecteurs sgy1 et
Sk+1 & partir des relations de récurrence (3.2). Ainsi, nous obtenons

Tk—
Sk+1 = ATz 4 ag:,)c_lAmk_lzk + -4 Ol(()k)zk — Ck-}—l‘l‘;_k—lzk—l
(3.8)

Vk—1

Spp1 =A™z + o) Amelz 4y a(()k)ik = Cr+1

mg—1 Zk—1-

Nous avons Cryq = bék)/b(()k—l) et bék) = T Uk, alors, en utilisant les résultats de la propo-
sition 3.2.1, nous obtenons

T b(k) T v,
C k=1 by Thk-1 vk
k+1 - (k—1) - =0k
Tk Tk by Uk—1
et ®
k
vp—1 by k-1 Tk
Cry1 = = = .

Uk Uk b(()k—l) Tr—1
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Donc, les relations (3.8) s’écrivent

Skt1 = ATz + O‘%CZ—lAmk_lzk +o+ o2 — oy
(k

. L - 5
Sm)c—lAmk Ve +- +ag )Zk — g 21

(3.9)
§k+1 = Amk:ék +
Nous savons que le résidu est défini par rp, = Pp(A)ro. Alors, d’aprés la premiére relation

de (3.2), nous avons

resr = 1% — By Az — B A2 — o — B m Az

mi—1
Si nous posons
,@fk) -—:Bl(k)"fk pour i =0,...,mp —1,
alors, nous pouvons écrire

Th+l = Tk — 3(()k)Azk - Bik)Azzk = BB ATy, (3.10)

mg~1
Prenons maintenant

B4
av

)

= (Z, A™T) pour i=0,...,mg

= (fk,AiTk) pour i:O,...,mk-—l.

D’aprés les définitions de zj et Z, les relations (3.5) nous donnent

b = (o, ATz
= Egk)Tkvk:l;z(»k)b(()k) pour i=0,...,mg
(3.11)
d¥ = (vpzk, Alry)

= (igk)vk pour ¢ =20,...,mr— 1.

Remarquons que Egk) = (%, A™z) = 1.
Les coefficients ng) et agk) sont solutions du systéme (3.4) et en utilisant les relations

(3.11), nous pouvons calculer les coefficients ozf.k) et Bi(k) a partir du systéme suivant

Ak k k 7(k
~(11c> %5)’_1 a%fc;_l ({%k; _Zjék;
b 1 /Bmk—Z Q-2 d; —by

pE R : : = : : . (3.12)

7(k 7k 7(k 5 'k .k 3 k. - k

@, 1, )\ g W) e, e

Puisque 7 = b — Axy, Papproximation z; vérifie la relation

Tkl = Tk + B(gk)Zk + Bik)Azk 44 BS;Z_IAmk_IZk. (3.13)

En rassemblant tous ces résultats, nous obtenons 'algorithme suivant, que nous appe-

lons MRZ-stab normaliseé.
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Algorithme 3.2.1 : MRZ-stab normalisé.

1. Initialisation
Choisir zo et y € RV
zo10=0, Z_0=0;
ro=b— Axy s89=r0;
So=y no=0 k=0,

2. Tant que rx # 0
Sk0 = Sk, Sk, = ASko;

pr = (8kySk,1), Mg =1;

3. Tant que pr =0
mg =mg +1;
Sk = ASkmy_y s
ok = (8 Skmy) 5
Fin(tant que);

4. S =+/lol, ok = signelpx] 6k ;
2k0 = Sk,0/0k  Zk0 = 8k/0k;
Pour i=1,...,my;

Zpi = Ski/0k;
Zri=ATZp 1
B = (kis 2km,) 5
A = (Zrio1,mi);
Calculer 57(52_i et aglc,)c_i a partir du systéme (3.12);

Fin(pour)

=(k 5k = (k
5. T+l =Tk +ﬁ(() )Zk,O +ﬁ§ )Zk,l + +,87(n2_1zk,mk—1;

(k) a(k) (k)
The1 =Tk — By 261 =B 22—+ = Bmp—12kmy 5
_ k) (k) T (k) _ )
Sp+1 = Qg Zk,0 T Oy 21 + Q. _1%kme—1 T Zkmy, — OkZk—1,0;
k

- (k) = k)= k) - - 5
Sk =0l 50+ a5+ 4 afn,)c—lzk,mk—l + Zkmi — OkZk—1,05

6. Nps1=ng A+ my;
k=k-+1.
Fin
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Afin de réduire le nombre de vecteurs et de coefficients stockés dans ’algorithme 3.2.1,
nous pouvons utiliser le schéma de Horner pour calculer wi(A)zx et gp(A)zg, comme cela
a ¢té fait dans l'algorithme HMRZ-stab [17].

Dans la deuxiéme partie de cette section, nous p(ro)posons une modification de l'algorithme
k

i) et (ﬁfk)). Cela va nous permettre de

3.2.1 qui porte sur le calcul des coefficients (o
réduire le nombre de vecteurs et des coefficients & stocker sans passer par le schéma de

Horner.

3.2.2 Algorithme MRZ-stab modifié

Dans Palgorithme 3.2.1, la résolution directe des deux systémes (3.12) nécessite le sto-
ckage des coefficients E(k) et dl(f)l pour i =1,...,my — 1. Le calcul des itérés demande, en
plus des coefficients a( )1 et ﬁﬁk_)l, le stockage des vecteurs Zj ; et zx,; pour j =1,...,my.
Nous pouvons redu1re le nombre de vecteurs et de coefficients stockés en effectuant une
simple modification dans la programmation de ’algorithme 3.2.1. Pour cela, nous commen-
gons par donner les solutions du systéme (3.12).

Nous avons

5(k H(k

Bl = 4y,

=(k H(k ;%)

51(712—2 = dg) ﬁmk 1017,

=(k sk k) jke) _ pk) plk

5r(n,3—3 = dg)“ﬂr(nk—lz ‘57(71,2—2b§)»

S(k (k =(k k k

(()) = dsru)c«l—lgr(nz 1b£n,)c—1_"‘ ()5(1)»
et

k k

7(n;z 1= _b()

k k) k) sk

ain,z 2 = "bg _agn,z——lbg)7

k) 7(k k) sk k) 1k

ol = B -l B ol Y

k k) k k)7(k

o) = B =5 o o,

k)

En tenant compte des expressions des coefficients ng) et J(l , données par les relations

(g, A™ iz pour 1=0,...,my

e

d”z(k) = (&, A'ry) pour 1 =0,...,m —1,
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nous obtenons

féﬁfz—l = (Ek,ﬁc),
By:lz_z = (AT5k7rk) - (AkaEk,B'ﬁrf/z—lAsz
. 2 o )
ﬁT(:IZ_:” = (AT Zk,’f'k) - (AkaZk7 r,(r];z_lAQZk -+ ﬁ;rI:Z—ZAZk:)
3 1, e e _
5 = (AT g ri) — (AT kzkvﬂf(,]f,z_lA oo+ B9 Az
et
ag:,)c—l = —(AT™ %, Az),
off) 5 = (AT, A% +aly)  Azy),
o) s = (AT, A ol A%+ oD, Az),
af” = (AT g, Az + aﬁ,’ii_lAmk_lzk + oo+ ol Az).

Nous remarquons que les expressions des vecteurs Sg+1, Sk+1, Tk+1 €t Tp+1 données par
les relations (3.9), (3.10) et (3.13) peuvent étre récupérées & partir des expressions des
coeflicients agk) et B(()k). Alors, d’aprés cette écriture, nous pouvons calculer les coefficients
(agk)) et (Bfk)) en mettant une boucle dans I’algorithme (3.2.1) qui n’exige pas le stockage
des coefficients calculés et que nous exploiterons pour donner & la fin les vecteurs 41,

Tk+1, Sk+1 et Sg41.

Nous trouvons ainsi un nouvel algorithme qui est équivalent & I'algorithme 3.2.1, que

nous appelons MRZ-stab modifié

Algorithme 3.2.2 : MRZ-stab modifié.

1. Initialisation
Choisir  zg et y € RN
z-1=0, Z_1=0;
ro=b—Azg s0=r0;
So=y no=0 k=0

2. Tant que 1 # 0
§=AT5;
pr = (Tk, Sk,
mg =1;
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3. Tant que pr =0
my =mg+1
§=AT§
pr = (7, sk)

Fin(tant que)

4. Ok =+/|pkl, ox = signe[pg] Ox;

2k = 8; /0,

Z = 8/ 0k;

§=9/ox,

t = zg,

4 = Z,

u =0,

v =z,

’lj = Ek,

5 Pour i=1,...,my

v = Av,
2 = ATy,
a = —(7v),
vo= v+ oz,
U = U+ oz,
g = (&) — (G w),
o = Ala,
t = u+ Pz,
u = At

Fin(pour)

Tg+1 = Tk + 1,
Tk+1 =Tk — U,
Sk+1 =V — Op2k—1,
Sky1 = U — Ok 21,

6. nk+r1 =ng+mg
k=k+1
Fin

Dans cet algorithme, le nombre de vecteurs stockés est réduit a 12, il est indépendant
de la longueur du saut mg. Le nombre de coefficients stockés est limité & 6 coefficients alors
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qu’en utilisant le schéma de Horner, nous sommes obligés de stocker les coefficients d; pour
1=0,...,mp — 1.

Des résultats numeériques qui illustrent l’efficacité de cet algorithme sont donnés & la fin de
ce chapitre.

Dans la section suivante, nous étudions les situations de breakdown qui se produisent
dans les algorithmes de type Lanczos dans le cas ou la matrice A est symétrique non
définie positive. Nous allons voir que le choix de y permet la simplification de ’algorithme
MRZ-stab modifié et peut éventuellement offrir des solutions aux problémes de breakdown.

3.3 Le cas symétrique non défini positif

Dans le cas ou la matrice du systéme (3.1) est symétrique non définie positive, la
méthode de Lanczos consiste & construire une suite de vecteurs (zx) de la fagon suivante :

— Choisir deux vecteurs arbitraires zo et y # 0 dans RY,

- Calculer rg = b — Az,

- Déterminer z; tel que

zx — xo € Ki(A, o) = vect(ry, Arg, . .. ,Ak—lro)

1 (3.14)
e =b— Az, L Kip(A,y) = vect(y, Ay,..., A" y).

Sous ces conditions, nous remplacons dans les algorithmes de type Lanczos la matrice
transposée AT par la matrice A, ce qui nous donne la possibilité de simplifier ces algorithmes
A condition de bien choisir le vecteur initial y. En plus, les situations de breakdown qui se
produisent dans la méthode de Lanczos dépendent directement du choix de ce vecteur.
Dans cette section, nous proposons une étude des situations de breakdown susceptibles de
se produire dans les méthodes de type Lanczos lorsque la matrice du systéme étudié est
symétrique non-définie positive. Nous commencons par prendre ¥ = 7o, dans ce cas nous
allons montrer qu’il se produit un true-breakdown dans les méthodes de type Lanczos,
et qu’il suffit de faire un saut de longueur égale & deux pour éviter ce probléme. Dans la
deuxiéme partie, nous prendrons y = Arg, dans ce cas il se produit un ghost-breakdown
que nous évitons aussi de la méme maniére. Ces deux choix vont nous permettre de simpli-
fier algorithme MRZ-stab modifié et ainsi nous donnerons des variantes de 'algorithme
Lanczos/Orthodir pour le cas symétrique non défini positif. Mais avant cela, nous com-

mencons d’abord par donner quelques propriétés des sous-espaces de Krylov.

3.3.1 Quelques propriétés des sous-espaces de Krylov

Les espaces de Krylov Ki(4,70) forment évidement une famille croissante de sous-
espaces, nécessairement bornée. Notons L la dimension maximale de ces sous-espaces de



Le cas symétrique non défini positif 135

Krylov. Nous avons donc
L = maz{k : dim Kr(A,r) = k}

Lemme 3.3.1
La suite des sous-espaces de Krylov Ki(A,ro) est strictement croissante pourk=1,...,L,

et stagne & partir de k = L.

Preuve :

Notons p le plus petit entier pour lequel APrg est dépendant des vecteurs précédents.
Alors, les vecteurs rg, Arg, ..., AP 1ry sont linéairement indépendants et donc Kx(A, 7o)
est de dimension & pour tout 1 < k < p et APrg € Kp(4,70).

Montrons maintenant, par récurrence, que nous avons AP¥iry € (A4, 7o) pour tout ¢ > 0;
Supposons que AP*irg € K,(A,ro) ce qui est équivalent 4 APTirg = Z?;é a;Alrg ; alors

p—2

Ap+2+17‘0 = Z ajAJ+1r0 -+ Ozp_lApT'o
7=0
p—2 ‘ p—1 4
= Z 01jAJ+1T0 + ap-1 Z ﬂ]‘AJTO
=0 =0
p~1

= Z ’)’jAjro.

3=0
Nous avons donc AP*rg € K,(A, o), de sorte que Kp4i(A, o) = Ky(A, ro) pour tout ¢ > 0.
Donc L =pet K1(A,1m0) & ... € Ky(A,rg) = Kpti(A, 7o) pour tout i > 0.

Proposition 3.3.1
Pour tout k < L, les vecteurs rg, Aro, ..., A¥~1ry sont linéairement indépendants.

Théoréme 3.3.1
La solution du probléme Ax = b appartient & l'espace affine o + K.

Preuve :

D’aprés le lemme 3.3.1, le sous-espace K est invariant. Donc, l'opérateur A définit une
bijection de Ky, dans K. Le vecteur rp appartient & K, dong, il a un antécédent dans Kr.
Alors, il existe un z € K1, tel que Az =rg =b— Azg = A(z — z9), d’ol1 le résultat.

O

Dongc, s'il ne se produit pas de breakdown dans 'algorithme de Lanczos, la solution est

obtenue & l'itération L.
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3.3.2 Orthogonalisation du résidu
Si nous prenons dans la méthode de Lanczos y = rg, les conditions (3.14) s’écrivent

T — X € ’Ck(A, To)

(3.15)
Tk = A(I — iZZk) 4 ’Ck(A,T()).

Dans le cas ol l1a matrice A est définie positive, les conditions (3.15) sont équivalentes a
minimiser 'erreur

lexlla= _min |leo —z[la
2€Kx(A,r0)

olep,=2—Tp =0 — (To+2) =€y — 2
La méthode du Gradient Conjugué est la méthode de type Lanczos, la plus puissante,
utilisée dans le cas ou A est symétrique définie positive. Les itérés xx du Gradient Conjugué
sont bien définis & partir des conditions (3.15) et l'algorithme ne subit aucun breakdown.
Ici, nous traitons le cas ot la matrice A est symétrique non-définie positive. L'erreur
et le résidu, définis par les conditions (3.15), ne vérifient pas de propriété de minimisation,
nous avons tout simplement une orthogonalisation du résidu par rapport au sous-espace
de Krylov Kx(A, ). Cependant, les itérés xx ne sont pas tout le temps définis par cette
propriété. En effet, prenons Vi = [ro, Arg, ..., A¥~1ro]. D’aprés les conditions (3.15), nous

avons lexistence d'un vecteur dy € R* tel que

zk — To = Vidg

(3.16)
VkTT'k; = 0.

La premiére relation de (3.16) devient
1 = ro — AVid,
et les conditions d’orthogonalité nous donnent
Vilr, = VIrg — VI AVidy = 0.

Dot
dr = (VI AVR) W ro.

Les itérés zx sont bien définis lorsque la matrice V,CTAV;C est inversible, or comme A est non
définie positive alors ce n'est pas toujours le cas. Lorsque la matrice VkTAV,yc est singuliére
il se produit un breakdown dans la méthode de Lanczos. Ce probléme peut-étre évité en
utilisant les algorithmes de type Lanczos avec look-ahead.

Dans ce qui va suivre, nous allons donner une version simplifiée de P’algorithme MRZ-
stab modifi¢ pour le cas symétrique. Mais avant cela, nous commencgons par étudier les
situations de breakdown qui risquent de se produire dans les algorithmes de type Lanczos

lorsque nous prenons y = rp.
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Comme nous ’avions déja mentionné auparavant, lorsque Héo) = 0 (resp H,(cl) =0)1l se
produit un ghost-breakdown (resp true-breakdown) dans les méthodes de type Lanczos.

La fonctionnelle ¢ est définie par rapport aux conditions (3.15) comme suit

c(€") = ¢i = (ro, A'ro). (3.17)
Dans ce cas, les déterminants de Hankel H lgo) et H 151) vérifient
R (ro,ro) -+ (10, AFIro)

HO=| D= : : = det(V, V).

Ck—1 " Cok—2 (ro, AF=1rg) -+ (ro, A% %ro)

cr ok (ro,Arg) -+ (ro,A*ro)
HY = | = : : = det(VTAV}).

Ck v Cok-l (ro, AFro) -+ (ro, A% ro)

D’aprés la proposition 3.3.1, la matrice V}CTVk est inversible pour tout k < L, avec L la
dimension du sous-espace invariant Kr,(4,7g) par rapport & A. D'otl H}go) #0VEk<L.

Nous avons aussi le résultat suivant

Théoréme 3.3.2
Pour tout k < L, si H,(Cl) =0 alors H,E:L)l # 0.

Preuve :

Nous avons

(ro, Arg) (ro, A1) (ro, A¥rg) (ro, AEF1rg)
(AT‘o, Arg) (Arg, A2r0) .. (ATo,AkT‘O) (Arg, Ak+17'0)
Vi1 AViqr = : : : :
(AF=lpg, Arg) (AR lrg, A%rg) oo (AR lrg, AFrg)  (AF1rg, Aktlrg)
(AFro, Aro) (AFrg, A%rg) - (AFrg, AFrp) (Akrg, AR+1lrg)

En utilisant 'identité de Sylvester, nous obtenons

HY, det[(AVio))TA(AViy)] = HEY det[(AVi)T A(AW)] — (det[(AVi)T(AV)])™.

D’aprés la proposition 3.3.1, les vecteurs Arg, ..., AFrg sont linéairement indépendants
V k < L. Alors la matrice [(AV)T(AVL)] est inversible, d’oit

det|(AVi)T(AVR)] #0; VYV k< L.

Dong, si H,gl) = 0 alors H,&)l # 0.
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O

Ce Théoréme peut aussi &tre obtenu & partir du Lemme 1.2.2, en remarquant que le
déterminant de Hankel H Igo) # 0.

Remarque 3.3.1
Si nous appliguons l'un des algorithmes de type Lanczos au systéme (8.1) dans le cas
symétrique en prenant y = o, alors nous risquons d’avoir seulement un true-breakdown.

En revanche, la taille du saut & effectuer pour éviter ce probléme ne dépasse pas deut.

Comme nous 'avons déja vu auparavant, l'algorithme MRZ-stab modifié¢ nous permet
d’éviter le true-breakdown en faisant des sauts de longueur my. Compte-tenu du résultat
donné ci-dessus, si nous prenons dans cet algorithme y = 7y, alors le saut my est au plus
¢gal & deux. D’autre part, nous calculons dans cet algorithme les vecteurs Zy et §j par
récurrence i partir du vecteur initial y. En prenant y = rp, nous obtenons les propriétés

suivantes

Proposition 3.3.2
Soit o = (sk, A™ksy), alors

(1) Z = signelok] zx et Sp41 = signelor] Ski1-
(1) 0k = /|ok| et ox = signe[or—1] signe[ok] 0.
Preuve :

Puisque y = 7o, la fonctionnelle ¢ est donnée par (3.17) et les vecteurs zg, 2k, sk et 8

sont définis par les relations suivantes

P (A)rg P4y
2k = —;I;—» 2k = —'Uk_—’
(3.18)
Py POy
8 = ———, §f = —————,
Tk~1 Uk-1
2
ou T = |bl(co)[ et v = signe[b,(co)] Tk, avec b](co) = c(fmkPk(l) ).
(1) Nous avons
c(é'mkP(l)z)
ok = (s, A sp) = ————E—,
Tk

donc
signe[px] = signe[b,(co)] .
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D’autre part, d’aprés les relations (3.18), nous avons

- . 0 - ) 0
Zy = szgne[b,(c )] zp et Spe1 = szgne[bfC )] Sk+1,
ainsi, nous obtenons

Z = signelog) zx et Sx+1 = signe[ok] Sp+1.

(ii) Nous avons
0k = V(3K Asg)| et ox = signe[(5k, A™* s)] Ok.
En tenant compte du fait que §; = signe[or—_1] Sk, nous obtenons
5 = V/I(sk, Asi)l = V]exl-

Nous avons aussi

signe((3g, A™ si)] = signe[ox—1]signe{(sk, AT si)] = signe[ok—1]signelox],

d’on

o = signelgi-1]signe[ok] Ok.

O

Ces propriétés nous permettent de simplifier 'algorithme MRZ-stab modifié puisque nous

n’avons plus 4 calculer les vecteurs Zx et 3¢. Nous obtenons ainsi un algorithme dans lequel

nous faisons un saut égal a deux dans le cas d'un breakdown, cet algorithme est appelé

Lanczos/Orthodir OR.

Algorithme 3.3.1 : Lanczos/Orthodir OR.

1. Initialisation
Choisir z¢ € RY;
ro=>b— Axg, sy=r10p;
2p=0, =0 k=0;

2. Tant que 7, #0
ok = (8, Asg);
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4.

Si or #0;
€ = signeo), Ok = \/€x0k;

_ 3k,

2k = 51(: 3

Or = (21, Tk) €k 5

Tyl = Tk + Oz ;

Th+1 = Tk — O A2k ;

Si k=0alorsvy=0;
Sinon v = €p €k Ok;

Fin(Si)

pr = (Azy, Azg)er;

Sp41 = Azg — P2k — VkZp;

Zp = Zk ;
€p = €k ;
k=k+1,;
Sinon
O = | Asg|l,  ex =+1;
Sk
zk:é_k;

ar = ( 2k,7k);

ﬂk == (Azk, Tk) - Ozk(AZk, Azzk) ;

Tpyo = apAzg + Brzk + Tk s

Thto =Tk — pA%zr — BrAzy;

Si k=0, alors 9Yy=0;
Sinon Yk = € O;

Fin(si)
u=A2%z,;
Ak = (u, Az);
u=1u-—AAzg;
v = (A2, u);
Sk+2 = U — Yezk — Vkip;
Zp = 2k ;
€p = €k ;
k=k+2;
Fin(si);

Fin.
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Cet algorithme est théoriquement équivalent & I'algorithme SYMMLQ [56]. Ce dernier
est obtenu 4 partir des conditions (3.15), il utilise le processus de Lanczos pour transformer
la matrice A en une matrice tridiagonale T, et résout le systéme obtenu en passant par
une factorisation L de T} ce qui lui permet d’éviter la situation de breakdown.

3.3.3 Minimisation du résidu

Si nous prenons dans la méthode de Lanczos y = Arg, les conditions (3.14) s’écrivent

T — To € /Ck(A,T‘o)

(3.19)
e L A/Ck(A, 7“0).
Dans ce cas, nous avons le résultat suivant
Proposition 3.3.3
Les conditions (8.19) sont équivalentes a minimiser le résidu
= i — Az 3.20
Irell = _min, o = 4] (3.20)
ou Ty =b— Az =b— A(zo + 2) =19 — Az.
Preuve :
La condition d’orthogonalité donnée par (3.19) s’écrit
rfu =0, Yu € AKk(4,70).
Donc
rk = (ro — Az) € (AKy(4,70))%, (3.21)
(AKk(A,70))* représente le sous-espace orthogonal & AKy(A4,70).
La premiére équation de (3.19), nous donne
Ty € To + A’Ck(A, T0). (3.22)

D’aprés les relations (3.21) et (3.22), le résidu ry est la projection orthogonale de rp sur
(AKk(A,m0)b).
Le vecteur Az solution du probléme aux moindres carrés (3.20) est bien la projection

orthogonale de rg sur AKi(A, 7). D'ow le résultat.

0

Dans ce cas, la méthode de Lanczos correspond & une projection orthogonale et les itérés
xy, sont bien définis par les conditions (3.19). Or, certains algorithmes de type Lanczos,
définis par ces conditions, subissent des divisions par zéro. C’est le cas, par exemple, de la
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méthode CR (Conjugate Residual) [36, 53]. Cette méthode est mise en ceuvre & partir de
relations de récurrence 4 deux termes comme celles utilisées dans le Gradient Conjugué,
sauf qu'ici nous prenons y = Arg. La méthode CR est définie lorsque la matrice A est
définie positive.

D’aprés les conditions (3.19), la fonctionnelle ¢ est définie comme suit

C(fi) =6 = (AfoyAiTO) = (To,Ai“ro).

D’aprés leurs définitions, les déterminants de Hankel s’écrivent

€ Ck-1 (ro,Arg) -+ (ro, A7)
= N : : = det[VT AV,).
Ch—1 -+ Cok—2 (7‘0’ Ak?‘o) - (7'0, A2k—17.0)
cp - Ck (A’I‘(), A’]‘O) AN (A'/"(), Ak'f'o)
= 2 5 5 = det[(AVi)TAV].
Ck v Cop—1 (Arg, AFrg) -+ (Ar, AZR=1p0)
avec Vi = [ro, Aro, ..., A1),
D’apreés la proposition 3.3.1, les vecteurs Arg, A%rg,..., AFry sont linéairement indépen-

dants pour tout k < L. Donc la matrice (AV,)? AV} est inversible, d’ot H,(cl) #0Vk<L.
D’autre part, nous avons montré, dans la preuve du Théoréme 3.3.2, que si det[VkTAVk] =0
alors det[VkalAVkH] # 0,V k < L. Cela nous donne le résultat suivant

Théoréme 3.3.3
Pour tout k < L, s1 H}Eo) =0 alors HIE(-?I # 0.

Les résultats donnés ci-dessus, montrent que seul le ghost-breakdown peut affecter les mé-
thodes de type Lanczos définies par les conditions (3.19). En revanche, un saut de longueur
égal & deux suffit pour éviter ce probléme.

Dong, si nous appliquons la méthode MRZ-stab modifié dans ces conditions avec y = Arg,
nous n’aurons pas de division par zéro & éviter et nous aurons my = 1 & toutes les itéra-
tions. Cependant, le ghost-breakdown peut éventuellement provoquer une stagnation du
résidu pendant deux itérations au plus.

Le choix y = Arg permet de simplifier I'algorithme MRZ-stab modifié, puisque nous obte-
nons my = 1, Z = Az, 8, = Asy et py = ||Asg]|2. Nous remarquons que py # 0 sauf si
sk = 0, et dans ce cas nous avons déja obtenu la solution du probléme (3.1).

Nous obtenons ainsi une version sans breakdown de P’algorithme Lanczos/Orthodir basée
sur une minimisation du résidu. L'algorithme obtenu est équivalent a I’algorithme MINRES
[56] et il est appelé Lanczos/Orthodir MR.
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Fin

Algorithme 3.3.2 Lanczos/Orthodir MR

1. Initialisation
Choisir zg € RN
rg=b— Axg, s9=r0,
k=0

2. Tant que 1 #0

ug = Asg;

Ok = [lukl;
=k = 2
k 5k’ k 6k7
Or = (vk, k) ;

T4l = Tk + O 2k ;
Tk41 = Tk — Okvg;
Si k=0 alors vy = 0;

Sinon v = 0y ;

Fin(si)

k= (Avg, vg);

Sk+1 = Uk — HkZk — Vi 2p;
Zp = Zk;

k=k+1;

3.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous allons donner quelques résultats numériques. Nos tests ont été
réalisés & Paide du logiciel MATLAB (version 7).
Pour détecter le breakdown dans les méthodes étudiées, nous allons considérer qu’une

quantité est nulle si sa valeur absolue est inférieure & une tolérance donnée e, ici nous

prenons € = 10710,

3.4.1 Le cas non-symétrique

Nous allons montrer que I'exécution de ’algorithme HMRZ-stab, qui est la version la
plus stable du Lanczos/Orthodir permettant d’éviter lebreakdown, n’est pas & I'abri d’un

probléme d’" overflow" ou "underflow". Nous comparons cet algorithme avec MRZ-stab

modifié.
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Exemple 3.4.1

Nous considérons la matrice non-symétrique obtenue & partir de la discrétisation de

léquation elliptique aux dérivées partielles Lu = f sur [0,1] x [0,1], ou
)
Lu=—-Au+p ——11,
dz

avec les conditions de Dirichlet © = 0 aux bords, en utilisant un schéma a cinq points sur
une grille uniforme 20 x 20 avec un pas h = 1/21. Ceci nous donne une matrice creuse non
symétrique de dimension N = 400 avec 1920 éléments non nuls. Nous choisissons 8 = 104,
L’application des algorithmes HMRZ-stab et MRZ-stab modifié avecy = (0,0,...,0,0, nr,
zo=(0,...,0)T et b= (1,...,1)T nous donne la figure 3.1.

2 T T T T T T
<+ MRZ-stab modifié
——"\’/\’\ — HMRZ-stab
ok S . B
T |
= - -
=2
$
2
@ | -
g -
5 .
=
=3
2
8 : 4
-8 : B
_10 I L ' L I 1
4] 20 40 60 80 100 120 140

itérations

Fi6. 3.1 - N =400, 3 =10% b=(1,...,1)T

A Titération k& = 38, un "overflow" affecte Palgorithme HMRZ-stab, alors que dans le
MRZ-stab modifié il n’apparait aucun probléme de dépassement de capacité.
Prenons maintenant b = (1,0,...,0)T, dans ce cas il se produit un true-breakdown dans
les méthodes de type Lanczos. Ici les deux algorithmes évitent cette division par zéro en
faisant un saut de longueur my = 26 4 la premiére itération. Par la suite, le HMRZ-stab
atteint le seuil "overflow" a 'itération ny = 49 alors que le MRZ-stab modifié continue de

converger pour donner la courbe représentée dans la figure 3.2.
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I I
- MRZ-stab modifig
— HMRZ-stab

log10(norme du résidu)

-10 L ' t I I
o 50 100 150 200 250 300 350 400

itérations

FI1G. 3.2 - N =400, 8 = 104, b = (1,0,...,0)T

Exemple 3.4.2

Dans cet exemple nous considérons la matrice A=shermanl, une matrice réelle non
symeétrique de dimension 1000 x 1000 du groupe SHERM AN et de la collection Harwell-
Boeing. Elle contient 3750 éléments non nuls,

En prenant b = (1,...,1)T, 2o = (0,...,0)T et y = b — Az, nous obtenons le résultat
donné¢ dans la figure 3.3.

L’algorithme HMRZ-stab subit un breakdown a l'itération k = 12 et une rupture due & un
"overflow" & l'itération &k = 379, ces deux situations sont provoquées par la propagation
d’erreurs d’arrondi, alors que I'algorithme MRZ-stab modifié ne détecte aucun breakdown

et continue de converger pour atteindre rgoo = 23.56 10713,

Exemple 3.4.3

Prenons la matrice A= rdb 2048. C’est une matrice réelle non symétrique de dimension
2048 x 2048 de la collection NEP et du groupe BRUSSEL. Elle contient 12032 éléments

non nuls.
Pour b= (1,...,1)T, 2o = (0,...,0)T et y = b — Azg, P'algorithme HMRZ-stab subit une
rupture due & un "overflow" & l'itération k = 160 alors que 'algorithme MRZ-stab modifié

converge normalement. Le résultat obtenu est donné dans la figure 3.4.
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3.4.2 Le cas symétrique

Dans cette partie, nous comparons les algorithmes Lanczos/Orthodir MR et Lanc-
zos/Orthodir OR avec les méthodes MINRES et SYMMLQ dans le cas des matrices symé-

triques non définies positives.
Exemple 3.4.4

Nous commencons par vérifier la stabilité numérique des algorithmes Lanczos/Orthodir
MR et Lanczos/Orthodir MR. Les résultats obtenus par ces algorithmes sont comparés avec
ceux du MINRES et SYMMLQ.

Prenons la matrice A = QDQT, avec Q une matrice orthogonale quelconque et

A1
D=
AN
ou A; = cos(2(i — 1)n/N) pour i =1,...,N.
En prenant o = (0,...,0)T et b = Q(1,...,1)T, nous pouvons calculer exactement les

normes des résidus. En effet, nous avons d’aprés [66]

IR = =y e ISR =y

avec 71 (resp r{®) désigne les résidus obtenus par la méthode de sous-espace de Krylov
basée sur la minimisant du résidu (resp orthogonalisation du résidu). Dans cet exemple,
il se produit un breakdown dans les méthodes de type Lanczos & chaque itération impaire.
En appliquant les algorithmes Lanczos/Orthodir MR, Lanczos/Orthodir OR, MINRES et
SYMMLQ), nous obtenons les résultats donnés dans les tableaux 3.1 et 3.2.

Les quatre algorithmes donnent les valeurs exactes de leurs résidus respectifs avec une légére
instabilité due aux erreurs d’arrondi. Nous remarquons que ’algorithme Lanczos/Orthodir
OR détecte un true-breakdown & chaque itération impaire et fait des sauts de longueur
égale a deux, alors que dans le SYMMLQ nous avons une stagnation du résidu. Les deux
algorithmes donnent les mémes résultats. D’autre part, 'algorithme Lanczos/Orthodir MR
subit un ghost-breakdown a chaque itération impaire, ce qui explique les stagnations de

son résidu. Le méme résultat est donné par le MINRES.
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N=100
itération || Lanczos/Othodir OR | SYMMLQ valeur exacte de la norme du résidu
1 saut 7.07106781186547
2 7.07106781186547 7.07106781186547 | 7.07106781186547
3 saut 7.07106781186547
10 7.07106781186547 7.07106781186547 | 7.07106781186547
11 saut 7.07106781186547
12 7.07106781186547 7.07106781186547 | 7.07106781186547
13 saut 7.07106781186547
97 saut 7.07106781186567
98 7.07106781186563 7.07106781186566 | 7.07106781186547
99 saut 2.014635 10712
100 3.719722 10712 1.924893 1013
N=500
itéeration || Lanczos/Othodir OR | SYMMLQ valeur exacte de la norme du résidu
1 saut 15.81138830084190
2 15.81138830084190 15.81138830084190 | 15.81138830084190
3 saut 15.81138830084190
250 15.81138830084182 15.81138830084188 | 15.81138830084190
251 saut 15.81138830084183
252 15.81138830084174 15.81138830084183 | 15.81138830084190
498 15.81138830084136 15.81138830084106 | 15.81138830084190
499 saut 7.563813 10~
500 8.936 10~ 7.556007 10~12
N=1000
itération || Lanczos/Othodir OR | SYMMLQ valeur exacte de la norme du résidu
1 saut 22.36067977499790
2 22.36067977499790 22.36067977499790 | 22.36067977499790
3 saut 22.36067977499750
498 22.36067977499721 22.36067977499918 | 22.36067977499790
499 saut 22.36067977499935
500 22.36067977499758 22.36067977499936 | 22.36067977499790
997 saut 22.36067977500446
998 22.36067977500651 22.36067977500446 | 22.36067977499790
999 saut 1.631434 10711
1000 8.94267 10710 1.627618 10~

TaB. 3.1 — Norme du résidu obtenu par Lanczos/Orthodir OR et SYMMLQ
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N=1
itération || Lanczos/Othodir MR MINRES00 valeur exacte de la norme du résidu
1 10.000000 10.000000 10.000000
2 5.77350269189626 5.77350269189626 | 5.77350269189626
3 5.77350269189626 5.77350269189626 | 5.77350269189626
10 3.01511344577763 3.01511344577763 | 3.01511344577763
11 3.01511344577763 3.01511344577763 | 3.01511344577763
12 2.77350098112614 2.77350098112614 | 2.77350098112614
13 2.77350098112614 2.77350098112614 | 2.77350098112614
96 1.01534616513362 1.01534616513362 | 1.01534616513362
97 1.01534616513362 1.01534616513362 | 1.01534616513362
98 1.00503781525922 1.00503781525922 | 1.00503781525922
99 1.00503781525922 1.00503781525922 | 1.00503781525922
100 1.067661 10~ 12 2.906615 10713 0.0

N=500

| iteration | Lanczos /Othodir MR | MINRES valeur exacte de la norme du résidu

1 22.36067977499790 22.36067977499790 | 22.36067977499790
2 12.90994448735806 12.90994448735806 | 12.90994448735806
3 12.90994448735806 12.90994448735806 | 12.90994448735806
250 1.41139359234409 1.41139359234409 | 1.41139359234409
251 1.41139359234409 1.41139359234409 | 1.41139359234409
252 1.40580389278883 1.40580389278883 | 1.40580389278883
498 1.00100150250438 1.00100150250438 | 1.00100150250438
499 1.00100150250438 1.00100150250438 | 1.00100150250438
500 5.884465 10711 9.047356 1012 0.0

N=1000
itération | Lanczos/Othodir MR | MINRES valeur exacte de la norme du résidu
1 31.62277660168379 31.62277660168379 | 31.62277660168379
2 18.25741858350554 18.25741858350554 | 18.25741858350554
3 1.825741858350554 18.25741858350554 | 18.25741858350554
498 1.41562990079756 1.41562990079757 | 1.41562990079754
499 1.41562990079756 1.41562990079757 | 1.41562990079754
500 1.41280146660172 1.41280146660173 | 1.41280146660170
501 1.41280146660172 1.41280146660174 | 1.41280146660170
997 1.00150338345975 1.00150338345975 | 1.00150338345970
998 1.00050037531282 1.00050037531282 | 1.00050037531277
999 1.00050037531282 1.00050037531282 | 1.00050037531277
1000 2.840777 10710 1.095730 101! 0.0

TAB. 3.2 — Norme du résidu obtenu par Lanczos/Orthodir MR et MINRES
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Exemple 3.4.5

Considérons la matrice symétrique

0 F
A=
[FT 0

de dimension N X N, avec F' une matrice carrée de dimension s X s et N = 2s. En prenant
zo=(0,...,00T € RN et b = [b1,b2]T € RY avec by = (0,...,0)T € R*, il se produit

dans les méthodes de type Lanczos un breakdown 4 toutes les itérations impaires.

Dans un premier temps, nous prenons F' = pde225 la matrice réelle non symétrique de
dimension 225 x 225 de la collection NEP générée par MATPDE, cette matrice contient
1065 éléments non nuls.

En prenant by = (1,1,...,1)T, les algorithmes Lanczos/Orthodir OR et SYMMLQ ont un
comportement presque identique jusqu'a l'itération k = 321, & savoir que les deux donnent
le méme reésidu & chaque itération paire, avec un saut de longueur deux pour le premier et
une stagnation du résidu pour le deuxiéme aux itérations impaires (true-breakdown).

Meéme constat pour les algorithmes Lanczos/Orthodir MR et MINRES qui convergent de
la méme fagon jusqu'a Ditération k = 328, avec un avantage, par la suite, en faveur du
Lanczos/Orthodir MR qui a la meilleure convergence. Nous remarquons une stagnation des
résidus de ces deux méthodes a chaque itération impaire (ghost-breakdown). Les résultats

obtenus sont donnés dans la figure 3.5.

Considérons maintenant F' = pde900 matrice non symétrique de dimension 900x 900 de
la collection NEP générée par MATPDE, cette matrice contient 4380 éléments non nuls.
Les résultats obtenus sont donnés dans la figure 3.6. Les algorithmes étudiés se comportent

de la méme fagon que dans le premier exemple.

Enfin, nous prenons F' égal 4 la matrice donnée dans ’exemple 3.4.1. Nous obtenons
une matrice A symétrique non définie positive de dimension 800 x 800. L’application des
algorithmes Lanczos/Orthodir OR , Lanczos/Orthodir MR, SYMMLQ et MINRES nous
donne les résultats présentés dans la figure 3.7. Nous remarquons le méme comportement

chez ces algorithmes que celui obtenu dans les deux exemples précédents.

Pour ces trois matrices, nous remarquons que les courbes du MINRES et du SYMMLQ
présentent une stagnation numérique aprés un certain nombre d’itérations et que 'algo-

rithme Lanczos/Orthodir donne les meilleurs résultats.
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3.5 Conclusion

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons proposé une normalisation de I'al-
gorithme MRZ-stab par le produit scalaire dénominateur, elle consiste & remplacer les
vecteurs de direction de MRZ-stab par des vecteurs normalisés par un produit scalaire, ce
qui nous a permis de réduire le nombre de vecteurs et coefficients stockés. L'algorithme
obtenu se comporte d'une maniére plus stable numériquement et permet d’éviter les dé-
passements de capacité appelés over flow et under flow provoqueés par les multiplications
successives des matrices A et AT par les vecteurs de direction. Des variantes de cet al-
gorithme ont été proposées dans le cadre d’une étude des problémes de breakdown qui
risquent de se produire dans les méthodes de type Lanczos dans le cas symétrique non dé-
fini positif. Nous avons montré que dans le cas d'un breakdown certains choix des vecteurs
initiaux nous permettent de développer des algorithmes avec look-ahead en faisant un saut
qui ne dépasse pas deux.

Des tests numériques qui approuvent ces résultats sont notamment proposés.

Une application des algorithmes Lanczos/Orthodir MR et Lanczos/Orthodir OR , pro-
posés ici, peut étre envisagée dans le cas ou la matrice A du systéme est non-symeétrique.

Cela consiste & considérer le systéme symétrique augmenté

EHjbeg
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En appliquant les algorithmes Lanczos/Orthodir MR et Lanczos/Orthodir OR & ce sys-
téme, nous évitons le probléme de breakdown qui se produit dans les méthodes de type
Lanczos & chaque itération impaire. Nous pouvons ainsi extraire deux algorithmes sans
breakdown pour résoudre le systéme Ax = b. Les algorithmes obtenus peuvent étre com-
parés aux algorithmes CGNE et CGNR.






Chapitre 4

Méthodes de projection oblique pour
la résolution des systémes linéaires

avec plusieurs seconds membres

4.1 Introduction

Dans de nombreuses applications, nous sommes amenés & résoudre plusieurs systémes
linéaires avec la méme matrice et différents seconds membres, comme, par exemple, les
simulations numeériques de propagation des ondes. Au lieu de résoudre chaque systéme
indépendamment par une méthode itérative, il est plus efficace de traiter le probléme d’une

maniére globale. Lorsque tous les seconds membres sont connus, notre probléme s’écrit

AX =B (4.1)
oll A est une matrice réelle de dimension N x N quelconque, B = [b,b2,...,bs] et X =
[1,za,. .., %] sont deux matrices rectangulaires de dimension NV x s avec s < N.

Plusieurs méthodes de sous-espace de Krylov par bloc ont été développées récemment.
Parmi ces méthodes, nous trouvons le BI-BICG [55, 70], le BGMRES introduit dans |[79]
et étudié dans [64], le BI-QMR [33, 52] et le BI-BiCGSTAB [28]. Notons que ces méthodes
nécessitent I’application d’une procédure de déflation pour détecter et supprimer les dé-
pendances linéaires qui peuvent exister entre les colonnes des itérés. Cette technique a été
introduite dans [1] et appliquée au BI-QMR [33].

Il existe une autre approche pour résoudre le systéme (4.1) : elle consiste & résoudre un
systéme particulier appelé "single-seed" et & projeter les résidus des autres systémes sur
le sous-espace de Krylov obtenu. Le processus est répété jusqu’a ce que tous les systémes
soient résolus, voir [23, 48, 71, 72]. Cette technique est spécialement intéressante dans le cas

ot les seconds membres ne sont pas tous connus en méme temps ; voir par exemple [62, 76].
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Dans ce chapitre, nous allons utiliser une troisiéme approche pour résoudre le probléme
(4.1). Cette approche, qui a permis de donner 'algorithme du GMRES global [46], est
basée sur une projection oblique par rapport aux sous-espaces de Krylov matriciels. Nous
commencerons d’abord par développer le processus de Lanczos global, ainsi que les mé-
thodes de type Lanczos globales telles que le Gradient Biconjugué global (Gl-BICG) et le
BiCGSTAB global. Des situations de breakdown peuvent survenir dans ces algorithmes.
Pour résoudre ce probléme, nous donnerons des versions avec look-ahead de certaines mé-
thodes de type Lanczos.

Dans ce travail, nous allons utiliser les notations suivantes : si X et Y sont deux matrices
de dimension N x s, nous considérons le produit scalaire < X,Y >p=tr(XTY) ou tr(Z)
est la trace de la matrice carrée Z, XT la matrice transposée de X. La norme associée &
ce produit est la norme de Frobenius, elle sera notée || . ||r.

Deux matrices de RV*® sont dites F-orthogonales si elles sont orthogonales par rapport
au produit scalaire < .,. >p.

Si V e RN*®, le sous-espace de Krylov matriciel Kr(A, V) est le sous-espace de RN*s
engendré par les matrice V, AV,..., AF-1 V.

4.2 Le processus de Lanczos global

Le processus de Lanczos global est une méthode qui permet de transformer une matrice
quelconque en une matrice tridiagonale en utilisant une projection oblique par rapport aux
sous-espaces de Krylov matriciels. Cette projection définit la procédure de Lanczos globale
qui va nous permettre d’introduire des algorithmes globaux pour résoudre les systémes
linéaires avec plusieurs seconds membres. Nous commencons par donner la définition des

sous-espaces de krylov matriciels.

Soit V' une matrice réelle de dimension N x s. D'aprés la définition du sous-espace

Ki(A, V), nous avons

k
ZeKAV)= 2= A"V, ;e R; i=1,...,k

i=1

En d’autres termes, Ki(A, V) est le sous-espace de RV*® qui contient toutes les matrices
de dimension N x s s’écrivant sous la forme Z = P(A)V, ou P est un polynéme de degré
au plus égal & k — 1. Cela veut dire que chaque vecteur colonne de Z est associé & un
sous-espace de Krylov.

Remarquons que Ki(A4, V) est différent du sous-espace de Krylov par bloc Ki (A4, V) utilisé
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dans les méthodes par bloc. En effet

k
ZeKp(AV)=Z=> ATVQ; QeR™, i=1,..,k

i=1
Dans ce cas, chaque vecteur colonne de Z est associé & la somme de s sous-espaces de

Krylov.

Le polynoéme minimal de A par rapport 3 V est le polynéme unitaire non nul de plus
petit degré tel que P(A)V =0, le degré m de ce polynéme ne peut dépasser N. Compte-
tenu de cette définition, nous avons la propriété suivante
Propriété 4.2.1
Sim est le degré du polyndéme minimal de A par rapport & V', alors nous avons

1. Km(A,V) est invariant par rapport ¢ A.

2. dim Ki(A,V) = min(k,m).

Soient V; et W, deux matrices de dimension N x s, notons Ki(4, V1) et K (AT, W) les
sous-espaces de Krylov matriciels engendrés respectivement par {V1, AVy,... ,A(k‘l)Vl}
et {Wy, ATWy,..., ATE=DW,}. Le processus de Lanzos global construit deux bases bi-
orthogonales {V1,Vs,..., Vi } et {Wy, Wy, ..., Wi} des deux sous-espaces de Krylov matri-
ciels K (4, V1) et Ki(AT, W1) respectivement, telles que

< Vi, W; >p=tr(VIW;) = 6ij; i,5=1,...,k.

L’algorithme est défini comme suit

Algorithme 4.2.1 :Le processus de Lanczos global.

1. Initialisation
Choisir V1 et Wi deux matrices de dimension N x s telles que < V1, W; >p=1
Gr=06=0et Wy =V, =0.

2. Pour j=1,2,...,k
o = tr(W] AV;)
Vi1 = AV — oV = BV
Wi = ATW; — a;W; — 6;W;_4
§j+1 =| tr(V, Wis) /2
B = tr(VE W) /65n
Vit1=Vjt1/8;11
Wi = Wji1/Bin

Fin
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Dans cet algorithme, il se produit un breakdown a la jéme itération lorsque

t'f‘(%-fz_;_l Wj.H) =0.
Nous allons voir par la suite que la technique du look-ahead permet d’éviter ce probléme,
cette technique sera appliquée aux méthodes de type Lanczos.
Si 17]-+1 =0, alors le sous-espace de Krylov matriciel K;(A, V1) est invariant par rapport a
A. Donc j > m, avec m le degré du polynéme minimal de A par rapport & V1. Dans ce cas
nous obtenons la solution exacte du probléme (4.1).
Nous remarquons que 'algorithme 4.2.1 n’exige aucune inversion de matrice, c’est pourquoi
le probléme de la dépendance linéaire des vecteurs de Vi, AV, ... et Wi, ATW1, ... ne se
pose pas ici. Donc nous n’avons pas besoin de procédure de déflation pour supprimer les
dépendances et les presque-dépendances linéaires de ces vecteurs.

Prenons maintenant Vi = [V1,...,Vi] et W, = [W1,..., W] deux matrices de dimen-
sion N x ks. Soit Ty la matrice tridiagonale de dimension k x k définie par

ar B

)
T, = 2 2

B

O ak
ol oy, f; et &; sont les scalaires définis dans ’algorithme 4.2.1. Notons que dans 1’algorithme
de Lanczos par bloc, la matrice correspondante & T}, est une matrice tridiagonale par bloc

de dimension ks x ks.

Considérons la matrice

avec ex = (0,...,0,1)T ¢ IRF.

Dorénavant, nous utiliserons la notation * donnée dans {46] pour définir le produit suivant

k
Ve xy=> y'Vi=V(y® L) (4.2)
i=1
ouy =y v?%...,u")7T est un vecteur quelconque de IR*. Le produit ® est deéfini par
les 0
y® Is =
0 ykIs

Et de facon similaire, nous avons

Vk * Tk = [Vk * T.,th X qu,...,Vk * T.’k], (43)
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ot T ; est la i®™€ colonne de la matrice Tk.
En utilisant ces notations, nous avons le résultat suivant

Propriété 4.2.2

Sl ne se produit pas de breakdown dans l’algorithme de Lanczos global jusqu’d la keme
itération, alors {V1,..., Vi} et {Wy,..., Wi} formeni des bases des sous-espaces de Krylov
matriciels Kr(A, V1) et Kp(AT,W1) respectivement. Et nous avons les relations suivantes

AV Vi x T, + 5k+1[0: .., 0, Vk+1], (4.4)
AV, = Vi Ty (4.5)
Preuve :
A partir de la définition du produit * et de la structure de la matrice Tk, nous avons pour
j=1,... k-1
VexT; = Vi +8aVip + B3V
= AV,

et

VexT ) = BpVio1+axVi
AV + 61 Vi

Alors, nous obtenons
AV =Ve* Tk + 6k41[0,..., 0, Vi ].

D’autre part, nous avons

Vie1 * Tk = Vi, Vi1) * T
= Vi * Tk + pv16t Vit
= Vk*Tk+5k+1[O)"'701‘/k+l]'

En utilisant la relation (4.4), nous obtenons le résultat de (4.5).

|

Considérons maintenant le systéme linéaire (4.1). Soient X une approximation initiale
de la solution et Ry = B — AXy le résidu correspondant. La méthode de Lanczos globale
pour la résolution du systéme (4.1) consiste & déterminer une suite d’approximations X

telles que
Xy —Xo=2; € )Ck(A, Ro) (4.6)

et
Ry = B - AX; Lr Kp(AT, Ry), (4.7)
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ot Ry est une matrice de dimension N x s choisie de facon a ce que < Ry, Ro >p#£ 0.
Si nous notons S la projection oblique sur AX(A, Ro) orthogonalement & ICk(AT,RO),

alors les relations (4.6) et (4.7) s’écrivent
Ry = Ro — Sk Ro. (4.8)

Prenons {Vi,...,Vi} et {Wy,..., Wi} ensemble des matrices construites par l'algorithme
4.2.1 et qui engendrent les sous-espaces de Krylov matriciels Kg(4, Ro) et ICk(AT,Ro),
respectivement, avec les initialisations Vi = R/ || Ro ||F et W1 est tel que < V1, Wy >p=1.

La relation (4.6) nous permet d’écrire
Xi = Xo+ Ve *xuyg (4.9)
ol Yy est le vecteur de R obtenu par la relation
< Ro — AV * yg, Wi >p= 0,
ce qui est équivalent &
< Ry, W; >p=< AV *yp, Wy > pour i=1,...,k. (4.10)

Cette relation peut aussi s’écrire sous la forme
k .
> yltr(WTAV;) =| Ro ||r
Jj=1

et .
Zyitr(WiTAVj) =0 pour i=2,...,k
7j=1

Nous obtenons ainsi le systéme linéaire suivant

Teyk = Ro ||r ™, (4.11)

ou egk) est le premier vecteur de la base canonique de RF.

Si la matrice tridiagonale T}, est non-singuliére, alors les approximations Xy, obtenues par

la méthode de Lanczos globale, sont données par la relation suivante
Xi = Xo+ || Ro |r Vi x Ty el (4.12)

Maintenant, nous allons donner I’expression de la norme du résidu Ry, ce qui nous permet
de vérifier si la convergence est atteinte sans passer par les approximations Xk.

Le résidu Ry est donné par
Rk = Ro — AVk * Yk
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Grace 4 la relation (4.4) et au fait que Ry =|| Ro [|F V1, nous avons

Ri =| Ro |r Vi — Vi * Tiyp — 0k41[0,0, ..., Vi) * k.

D’autre part, puisque Vi = Vi * egk), alors

B =Vi» (I Bo [Ip € = Tiwr) = 6141[0,0,.., Viera] .
Enfin, en utilisant la relation (4.11), nous obtenons
| Re [l7=| 6k419% | || Visr I, (4.13)

ol y,’i est la derniére composante du vecteur yy.

Remarque 4.2.1

1. Si m est le degré du polyndme minimal de A par rapport & Ry, alors K,,(A, Ry) est
invariant et ainst Xy, = X est la solution du systéme (4.1).

2. Comme m < N, lalgorithme converge en au plus N itérations.

Dans ce qui va suivre, nous allons donner quelques-unes des méthodes de type Lanczos

globales pour la résolution du systéme linéaire (4.1).

4.3 Meéthodes de type Lanczos globales

Comme nous ’avons mentionné auparavant, de nouvelles méthodes globales seront
introduites. Il s’agit des méthodes Gradient Biconjugué global et BICGSTAB global.

4.3.1 L’algorithme du Gradient Biconjugué global

L’algorithme du Gradient Biconjugé Global {(Gl-BICG) peut étre développé & partir de
I’algorithme 4.2.1 de la méme maniére que dans le cas du BICG classique donné dans [29].
A la kéme itération, nous obtenons le résidu Ry, tel que Ry — Ry appartient au sous-espace
de Krylov matriciel Ky(A4, ARg) = span{ARq, A’Ry, ..., A*Ry} avec Ry F-orthognal par
rapport au sous-espace de Krylov matriciel Ky (AT, Ry) = span{ Ry, AT Ry, ... ,ATk—IRO},
ott Ry est une matrice choisie de dimension N x s. L’algorithme obtenu est donné ci-dessous
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Algorithme 4.3.1 :Gradient Biconjugué global.

1. Initialisation
Choisir Xo, calculer Ry = B — AXy;
Choisir Rg tel que < Rg, Ry >p# 0
Py = Ry et PoZRo;
2. Itérations
Pour j =0,1,...
o =<Rj,Rj >p | < AP}, P; >p;
Xj+1 = Xj+ P53
Rj41 = R — a;AP;;
Rj-i-l = Rj - ajATPj 5
B; =< Rj1,Rj41 >r / < Rj, R; >F;
Pjy1 =Ry + 5Py ;
Pjyy = Ry + B; Py
Fin.

Comme pour 'algorithme du BICG classique, nous avons les résultats suivants
Propriété 4.3.1
Les matrices produites par lalgorithme GI-BICG vérifient les relations suivanies
I. <R R >p=0 e < AP, P >r=0 pour tout k #£IL
2. span{Py,..., P} = span{Ry,..., A¥Ro}.
S, span{Po, - ,Pk} = span{f{o, . ,ATkRO}.
4. Ry — Ry € AKk(A, Ro) et Ry est orthogonal & Kx(AT, Ry).

Le résidu Ry produit par 'algorithme du GI-BICG peut étre exprimé par la relation
Ry = Pr(A)Ry,

olt Py est un polyndéme de degré k ayant des coefficients scalaires et vérifiant Py (0) = 1.

La matrice de direction P, peut aussi s’écrire sous la forme
Py = ¢1(A)Ro

ol ¢ est un polynéme ayant des coefficients scalaires. Notons que Ry et Py peuvent aussi
s'écrire

Rp =Pr(AT)Ry et By = ¢(AT)Ro.
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Dans les méthodes par bloc, les itérés sont exprimés par des polynémes matriciels.
Comme dans 'algorithme du BICG classique, des problémes de breakdown peuvent sur-
venir dans ’algorithme GI-BICG. Dans ce qui va suivre, nous allons appliquer la stratégie
du look-ahead et donner des algorithmes qui permettent d’éviter ce probléme.

4.3.2 L’algorithme du BiCGSTAB global

Nous avons vu que le résidu Rib et la matrice de direction P,gb, produits par I'algorithme

du GI-BICG & la k€€ itération, vérifient les relations suivantes

Il

gb
Rk

gb
Pk

R — oy APP, (4.14)
RI® + B, PS . (4.15)

Le résidu Ry de 'algorithme du BiCGSTAB global est défini par

Ry = (I — ka)Sk,

ol
Sp = (I —wp_14)...(I —wA) RP. (4.16)
Le parameétre wy. est choisi tel que la norme de Frobenius du résidu Ry soit minimale. Nous
avons donc
we — < Sk, ASE >
k= < ASy, ASy, >F’

En utilisant les relations (4.14) et (4.15), nous obtenons
Sk = Rg—1 — AP

avec
Py = (I —wg14)... (I —w14) PI?EI'

Compte tenu du fait que le résidu sz (k 2 1) est F-orthogonal par rapport au sous-espace
de Krylov matriciel Ki(AT, Ry), la relation (4.16) nous donne

<R0,Sk >p=0 k>1.

En utilisant cette condition d’orthogonalité, nous obtenons

< Ro,Rg—1 >F
[ = .
< Ry, AP;1 >F

La matrice de direction P, du BiCGSTAB global est donnée par

Po=(I—wpd)...(I —wnA) [RP + B PP,
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et ainsi

Py = (I —wiA)(Sk + BrPr-1).

Nous pouvons réécrire cette relation sous la forme
Py = (I —wr A) Q,
avec

Qr = Sk+BrPi (4.17)
= (I —wi1A)...(I —w A) PP

Comme les matrices de direction P,fb sont F-orthogonales par rapport au sous-espace de

Krylov matriciel Kx(A”, Rp), nous avons les relations
< ﬁo,AQk >p=0; k>1.

En appliquant ces orthogonalités a la relation (4.17), nous obtenons 'expression du coef-

ficient 0y B
< Ry, ASy, >p

" <R, APy 5

L'algorithme BICGSTAB global est représenté comme suit

Bk =

Algorithme 4.3.2 : GI-BiCGSTAB.

1. Initialisation
Choisir Xo, Ro;
Ry=B— AXy; Py = Ry
2. Itérations
Pour k=1,2,...
Vi—1 = APy_1;
oy =< Ro, Ry—1 >p | < Ro, Vie1 >r;
Sk = Rg—1 — V-1

Ty = ASy;
wp =< Tk, Sk >r [ < T, Ty >F;
Ry = Sk — wi Tk ;
< Ry, Ty >F
By = ————;

< Ro,Vi_1 >F
Py = Ry + Be(Pr—1 — wiVi-1);

Fin.
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Dans le cas oit s =1, cet algorithme coincide exactement avec la méthode BiCGSTAB
de van der Vorst [77].

Remarque 4.3.1 Dans les méthodes globales nous n’avons pas les problémes de dépen-
dances linéaires qui affectent les méthodes par bloc. Par contre, des situations de breakdown

peuwvent survenir dans ces algorithmes.

4.4 Meéthodes de type Lanczos globales avec look-ahead

Dans ce paragraphe, nous appliquons la technique du look-ahead aux méthodes de
type Lanczos afin de construire des algorithmes qui permettent d’éviter les situations de
breakdown. Pour cela nous commencons par établir le rapport entre les polynémes ortho-

gonaux formels et la méthode de Lanczos globale.

Dans la méthode de Lanczos globale, nous construisons une suite (Xz), k& =1,2,...
telle que
X — Xo € }C]g(A,RO)

et
Ry 1r Kx(AT, Ry)

avec Ry et Xg deux matrices de dimension N x s choisies arbitrairement. Le résidu Ry

peut s’écrire sous la forme

Ry = Pr(A)Ry

ol Py est un polyndéme de degré au plus égal & k avec Px(0) = 1. Les conditions d’ortho-

gonalité donnent
< ATiRo,Rk >p=0 pour i=0,1,...,k—1.
Si, de plus, nous définissons la fonctionnelle ¢ sur 'espace des polynémes réels par
c(fi)zci =< Ry, A'Ry >r pour i=0,1,...
alors nous obtenons
c(EPr(€)) =0 pour i=0,1,...,k—1. (4.18)

Ces conditions montrent que Py, est le polynoéme de degré au plus k appartenant a la famille
des polyndmes orthogonaux formels par rapport & ¢ normalisés par la condition P (0) = 1.
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Les conditions d’orthogonalité (4.18) prouvent que Pk existe et est unique si et seulement

si le déterminant de Hankel

c]. FEERRY ck
HY = : : o |#0

Cp -+ Cok—1

Nous considérons c(!) la fonctionnelle définie sur 'espace polynomial par ¢V () = c(¢it1) =
cit1 et 73,9) le polynéme unitaire de degré k appartenant & la famille des polyn6émes or-
thogonaux formels par rapport & la fonctionnelle (V). Py et 73,£1) existent sous 'unique
condition H,gl) # 0.

Comme nous I’avons déja vu dans les chapitres précédents, nous pouvons calculer ces poly-
ndémes par des relations de récurrence. Les différentes relations de récurrence permettent la
mise en ceuvre des différentes méthodes de type Lanczos globales. Par exemple, dans le Gl-
Lanczos/Ortores, Pg41 est calculé a partir de Py et Pi—1. Dans le Gl-Lanczos/Orthomin
(GI-BICG), Pr4+1 est calculée & partir de Py et P,(cl) et le polynome P,(c1+)1 est obtenu &
partir de Pry1 et 73(1), (ici on exige que le polynome Py, soit de degré égal 4 k). Enfin,
dans le Gl-Lanczos/Orthodir Py est calculé & partir de Py et 73,9) et le polynome 73,&)1
est obtenu a partir de P,El) et 73,21_)1. Nous savons que le calcul de ces polynémes, par des
relations de récurrence, fait appel a des divisions par des coefficients qui peuvent étre nuls.
Cela provoque des situations de true et ghost-breakdown dans les algorithmes de type
Lanczos globales. Ces problémes peuvent étre évités si nous utilisons les généralisations
des relations de récurrence obtenues en appliquant le look-ahead.

Dans la suite de cette section, nous donnerons deux variantes de la méthode de Lanczos
globale avec look-ahead. Mais avant cela, nous commencons par donner quelques notations.
Notons ny le degré du polynéme régulier ’P,gl) et my la longueur du saut entre deux poly-
nbémes réguliers successifs des familles {Px} et {P,(cl)}. D’aprés les relations données dans

le premier chapitre, my est défini par

c(l)(éi’f’,(gl)) =0 pour i=0,...,n +my—2,

(4.19)
C(l)(gnk+mk—l7),£1)) 7& 0.

4.4.1 Algorithme HMRZ-stab global

Les polynémes Ppy1 et ’P,g:}l peuvent étre calculés & partir des relations

Pin1(6) = Pil(€) - Ewp ()P (E)
PO = a€)POI(E) - Con P,

avec ’P(_ll)(f) =1,Cr=0cet Pél)(f) =1.
gx est un polynéme unitaire de degré my et wy est un polyndme de degré au plus my — 1.



Méthodes de type Lanczos globales avec look-ahead 167

En tenant compte du fait que P,(Cl) est exactement de degré ng, les conditions d’orthogo-

nalité (4.19) s’écrivent
c(fiplgl)PkH) = 0 pour ¢=0,...,mp—1
c(l)(ﬁiP,ﬁ”Pﬁl) = 0 pour i=0,...,mp—1
et
2
c(l)(flplgl) ) = 0 pour ¢=0,...,mk—2
2
M(gmtpT) £ 0,
Les coeflicients de gx et wy ainsi que Cl41 peuvent étre calculés en imposant ces conditions

d’orthogonalité aux polynémes Py et P,(ci)l. Les expressions de ces coefficients ont déja

été données dans la section 2.3.4.
En posant
Ry, = Pr(A)Ro et Z, = P (A) R,
nous obtenons les relations suivantes

Riy1 = Ry — Awg(A)Z,

Xpp1 = Xp—wr(A)Zy,

Zry1 = qu(A)Zx — Cry1Zk-1,
avec les initialisation Zy = Ry, Z_1 =0et C; = 0.

Si nous prenons
Zy = P,S”(AT)RO,

alors, nous avons la récurrence
- 5 -
Zyy1 = @(A") Zx — Cry1Zk1,
avec Zo = }?0 et Z_1 = 0. Le saut my est donc déterminé par

< Zp, AT Ze >p = 0 pouri=0,...,my —2
et < Z, A™Z >p # 0.

Prenons wy(t) = Sk BPE ot g (t)=>"% ozgk)ti avec aﬁlf,{ =1.

1

En notant

= <Zk,AiRk>F pour 1 =0,...,mp —1

k) < Zp, A™ T Z  >e pour i=0,. .., mg,
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les coefficients (ozl(k) Jo<i<mg—1 €t (Bi(k))OSiSmk—l sont les solutions des deux systémes li-

néaires suivants

(k)
b?k) (*) it
by by 0 57(:,2_2
bgk) .
k k k (.k)
o R
S A0 P A 442 B

k
afn;)c—l

(k)

of¥

dg
a

k
iy
46)

me—1

Ce systéme est non singulier puisque my, est déterminé par la condition

bgk) =< Zk,Amek >p# 0.

Nous avons aussi Cii1 = bgk)/bgk_l).

En rassemblant toutes les formules précédentes, nous obtenons I’algorithme MRZ-stab

global.

—b(lk)
—bék)

*)
mg—1
—b)

Algorithme 4.4.1 : MRZ-stab global.

1. Initialisation
Z4=0, Z_1=0 Ry=DB-AXy;
Z():Ro, Z():Ro, 01:0;
ng =0, m_1=0, k=0;

2. Tant que Ry #0
Zyo =2k, ko= Zk
d(()k) =< Z0,Re >F;
Ziga = AZgy, mp=1,
bék) =< Zro, kg >F;

3. Tant que bék) =0
mE =my+1;
Zimy = Akme—15
bgk) =< Zk,Oa Zimy, >F;
Fin(tant que)
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k k) (K
A
Si k£0
Crar = b5 /6515
Fin(si)
5. Pouri=1,...,my
Zyy = AT Zpy1;
bz(-k) =< Zkis Zkymp >F;
Si e # mg

dE’“’ =< Zis, Ry >F;
Calculer ﬂ(k)

mk—i—-l ?
Fin (si)
Calculer ags’)c_i;
Fin(pour)

Xir = Xi + 05 Zio + A Zoy + -+ B,(,lfz_le,mk—l ;
Ris1 = R — B Zos + B1Zkp + - + 5$2—1Zk,mk];
Lyg1 = a(()k)Zk,o -+ aik)Zkyl + -+ av(-:;z—lzkymk—l + Zk,mk — Crt1Zp—1;
Zi1 = Ol(()k)Zk,o + aﬁk)Zk,l e a,(,f,z_lzk,mk—l + Zk,mk ~ Chs1Zp-1;
T. Mgy =ng+ mg;

k=k+1,;

Fin

La méthode MRZ-stab globale nécessite le stockage d’un nombre important de matrices

de dimension N X s. Pour éviter ce probléme, nous allons utiliser le schéma de Horner pour
calculer wi(A)Ry, et qr(A)Zy.

Commencons par prendre le polynéme unitaire donné par

k k - m
hi(€) =73 + -+ +7§nz_15mk L g
Le schéma de Horner nous permet de calculer le polynéme hx comme suit
K =1

) = eV +48
h(€) = B (e).

pour i=1,...,myg
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(k)

Si nous considérons que les coefficients «,” sont solution du systéme linéaire

(k) k k
b?k) (%) 7’('2’2_1 b§k;
by by 0 ", b

bgk) . :
k k
k k k k
W )\ )

. . k k
alors, en tenant compte des expressions des coefficients ,BZ( ) et ozl(v ), nous obtenons

mg—1

wk(ﬁ) - b(k) Z mk—g 1h(J 5)

7=0

(&) = hi(€) = h™ (&),

En utilisant cette nouvelle approche, nous n’aurons plus a stocker tout les bgk), mais seule-
ment b(()k), et les coefficients des polynémes wy et gx ne seront pas stockés non plus. En
plus, le nombre des matrices de dimension IRV*® & stocker est indépendant de my, il sera
toujours égal a 12. L’algorithme obtenu est appelé HMRZ-stab global.

Algorithme 4.4.2 : HMRZ-stab global.

1. Initialisation
Z_1=0, Z_.1=0, Ry=B-—AXy;
Zo=Ro, Zo=Ro, C1=0;
ng = 0, b((;l)——-O, k=0;

2. Tant que Ry #0
dék) =< Zp, Ry >r;

mk———l;
Ve = ATZ;;
Vi =Y}

bé’“) =<Yi, Zk >F;
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Fin

Tant que bék) =0
mg =my +1;

d%) _ =< Y, Ry >r;
Y, = ATY,;

b =< Yi, Zi >r;
Fin(tant que)

Si k40
Cr1 = b57 b5V
Fin(si)
Ty = Zg;
Zg+1 = ~Ck412k-1;
Ty = Zg;
Zi1 = ~Cri1Z-1;
K1 = Xi;
Ryy1 = Ry
Pouri=1,...,mg
Up = AT}
B =din) i/t

Xks1 = Xg41 + BT%;

Rpy1 = Rgy1 — BUk;

y=— <Y, U >r /b

Ty = Uk +vZx;

Si i1

Vi = ATT}, ;

Fin(si)

T = Vi + 72k
Fin(pour)

Zk41 = Zg+1 + Ty
Zgy1 = Zg+1 + I

Ngy1 = Ng + Mg
k=k+1;
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4.4.2 L’algorithme du BiCGSTAB global avec look-ahead

Dans 'algorithme du BiCGSTAB global, le résidu Ry peut étre défini comme suit
Ry, = Q(A)Pr(A)Ro
ou Ok est un polynéme scalaire vérifiant la récurrence suivante

Or(€) = (1 —wp-16)—1(§) et Qo(§) =1,

et wg—1 choisi tel que < Ry, Ry >r= ||Rk||%« soit minimale.
Notons

_ )
P = (AP0 ).
k

75]9) appartient & la famille des polynémes orthogonaux formels par rapport 4 la fonction-
nelle ¢V, Py et 75,(cl) ont le méme coefficient de plus haut degré, et ils vérifient les relations

de récurrence suivantes

Prt1(€) = Pr(€) — Oék+1§751§1)(§)

_ ) (4.20)
P(E) = Prr(&) + Besa PLU(E)

avec Po(€) = Po(€) = 1.

Ces relations de récurrence ont déja été utilisées dans la section 2.2.1. Nous rappelons
que si le déterminant de Hankel H. ,(Cl) = 0, alors, les polynémes Py et ’ﬁ,gl) n’existent pas,
et il se produit un true-breakdown dans les récurrences (4.20). Dans le cas ot H,gl) # 0,
I'algorithme peut étre sujet au ghost-breakdown, ce dernier est di au fait que les polynémes
P et 75,9) ne sont pas de degrés exactement égal & k, ce qui ce traduit aussi par H}go) =0.
Et dans ce cas nous ne pouvons utiliser les relations (4.20).

Dans la section 2.2, nous avons donné une généralisation des relations (4.20) dans laquelle
nous évitons le true et le ghost-breakdown. Ici, nous allons traiter seulement le cas ol
e(PiPx) #£ 0, k.

Dans ce cas, les polynémes Pgy; et 75,&)1 peuvent étre calculés par les relations

Prei(6) = Pule) — ()P (6) (4.21)
PLE) = Pena(®) + B PO

avec Po(€) = Po(£) = 1 et 7 est un polynome de degré au plus égal & mg — 1.
Les relations (4.19) nous permettent de déterminer my, et s’écrivent aussi sous la forme
c(l)(fiﬁél)) = 0 pour i=0,...,n, +mg — 2, (4.22)
et c(l)(§"k+m'°_173,(cl)) # 0.
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Considérons maintenant le polynéme auxiliaire Qk de degré au plus ng et qui vérifie la

relation de récurrence
Qri1(6) = (1 + Ve +wPe? + -+ wFlem) Ox(e). (4.23)

Les coefficients (wi(k))lgifmk sont choisis tels que < Ry, Ry > soit minimal.

Les relations (4.22) s’écrivent aussi
c(l)(ﬁiQk'lslgl)) = 0 pour i=0,...,mE — 2, (4.24)
et M (Em-19, PNy % 0.

Posons
my—1

(€)= > 1Pe
=0

Pour calculer les coefficients (’ygk))osisfnk_l, nous multiplions dans (4.21) Pk41 par £Q
pour ¢ = 0,...,mg — 1, et aprés avoir appliqué ¢ nous imposons les conditions d’orthogo-

nalité (4.24), ce qui nous donne

by g dy”
o b 0 Y d®
ae . E
= ], (a2
b®_, B P 7%’; d%,g_z
b1 b o o % drg—1

avec

bgk) = c(l)(fm"_HiQkﬁél)) pour i =0,...,mp —1

dz(’“) = (£ QxPy) pour 1 =0,...,mg— L

Puisque my est déterminé sous la condition c(l)(Emk_IQkﬁ,gl)) = bgk) £ 0, alors la matrice
du systéme (4.25) est non-singuliére.
(

Pour calculer Bk1, nous multiplions dans (4.21) la récurrence de 75,C1+)1 par &™~1Qy et nous
appliquons ¢V, Alors, en utilisant les conditions d’orthogonalité (4.22), nous obtenons

(6™ QkPry1)
e (gme-1QiB)

Brr1 =
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En notant p(()k) = (™ Q) Pi+1), nOUS pouvons écrire

(k)

Bt = ===
o)

Si nous posons
Zr = Q(APV(A)Ry et Sp= Qu_1(A)P(A)Ro
alors les relations (4.21) et (4.23) nous donnent

Skr1 = R — Ani(A)Zy

Rt = Sppn+wPAS +uP A28, +.. .+ wi) A™ Sy
Zrs1 = Rrq1+ Bke1(Zk + ’wgk)AZk + wék)AZZk +...4+ ’wgiIZAmek).

Les approximations Xy sont calculées par la relation
Xir1 = Xg +me(A) 2y ~ (w§k)5k+1 + wék)ASkH 4.+ w,(fszmk"lSkH)

: k o
Les coeflicients (w< ))199,% minimisent < Rg41, Rg+1 >F et nous pouvons les calculer en

7

résolvant le systéme linéaire
w§ ) < ASiy1, ASk1 SE -+ wik) < A'Spy1, A™* Sk1 >F= — < A'Sii1, Ska1 >F,

pourt=1,...,mg.
Puisque ¢(¢') =< Ry, A'Rqy >F alors les coefficient (bl(-k)), (d§k)) et (p(()k)) sont donnés par

b§k) - < RO, Ai-f—mkRk >p pour i=0,...,mg — 1,
dEk) = <R0,AiRk >F pour iZO""’mk—l'
P = <Ry, A™Skyy >r .

Le saut my est déterminé par les conditions
< Ry, A'Zy >p=0 pour i=1,....me—1, et < Ry, A™ 7, >p# 0.

En rassemblant toutes les relations précédentes, nous obtenons I’algorithme suivant

Algorithme 4.4.3 :GI-BiCGSTAB avec look-ahead.

1. Initialisation
Z_1=0, R():B—AX(), Z():R();
N = 0, k= 0;
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2. Tant que Rp #0
dgk) =< Ro,Rk >F
Si dgo) =0 On arréte 'algorithme
Fin(si).
Zro =2k, Zry=AZo;
mp = 1
b =< Ry, Zq >r

3. Tant que bgk) =0
mp=my +1
Zimy, = Agmy_,
b(()k) =< Ro, Zk:,mk >F
Fin(tant que)

k k k
L=

V-
Uy = Zk,my, ;
Yy = Rg;
Pour i=1,...,mp—1
Uy = AU
bgk) =< Ro, Ui >F
Yy = ARy
dl(k) =< Ry, Yi >F
Calculer 'yT(,’fZ_i_l a partir du systéme (4.25)
Fin(pour)
5. Skp1=Re =71 Zkn - V8 Zpg =~ 7,(:,2_1Zk,mk

6. My =[ASki1,. .-, A" Sk41]T[ASks1, ..., AT Si1]
Ni = [ASks1, .-y A™ Spp1]T Skt

(k)
_ B
B}C-{—I - —W
by

7. Résoudre Mjwg = —Ni; avec [wi, wl, ... L WINT =
k k _
8. Xpy1=2Xi +’)’(()k)Zk,0 4+ 'yf:g_le,mk_l — wg )Sk-i-l — e wﬁn,)cAmk IS}H_I ;
Rpq1 = Sgq1 + w§k)ASk+1 +- 4 wgf,zAmkSkH ;
P =< Ro, A" Sp41 >p




176 Méthodes de projection oblique globales

Zyy1 = Rpy1 + Br1(Zio + w§k)Zk,1 +o wﬁffiZk,mk)

9. Mgy =Nk +my
k=k+1
Fin

Nous pouvons éviter le stockage des vecteurs Z ; en utilisant le schéma de Horner comme

cela a été fait pour 'algorithme 4.4.2.

4.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous allons donner quelques résultats numériques. Nos tests ont été
réalisés & 'aide du logiciel MATLAB (version 7). Les tests sont arrétés lorsque

jmax (| B [l2 /|| B o) < tol,

ou tol est la tolérance choisie.
Pour détecter le breakdown dans les méthodes avec look-ahead etudiées, nous allons consi-
dérer qu'une quantité est nulle si sa valeur absolue est inférieure a une tolérance donnée e.

Les valeurs de tol et € seront proposées dans les exemples.

Exemple 4.5.1

Dans cet exemple nous comparons les performances numériques des méthodes BICG
global, BICGSTAB global et le BI-BICG. Nous prenons les matrice A4;=PDE2961 et
As=SHERMAN4 de la collection Harwell-Boeing. Ces matrices contiennent nnz(A4) =
14585 et nnz(As) = 3786 éléments non nuls. L’approximation initiale Xy est choisie égale
a zéro et B = rand(N, s).

Dans le tableau 4.5.1, nous donnons le temps CPU (en secondes) des trois algorithmes.
Nous mettons entre parenthéses la quantité s * £(1)/t(s) ot t(s) est le temps CPU obtenu
par la méthode, globale ou par bloc, étudiée et £(1) est le temps CPU obtenu par cette
méthode en résolvant le systéme avec un seul second membre. Remarquons que le temps
obtenu avec un seul second membre dépend du second membre utilisé. Ici, ¢(1) est obtenu
en divisant le temps total nécessaire pour les s systémes résolus séparément par s.
Notons aussi qu’une méthode globale est efficace si (s*¢(1)/¢(s)) > 1.

Nous prenons le nombre maximal d’itérations égal a 500 pour toutes les méthodes. Comme
cela a 6té cité dans [71], nous prenons Ry = ARy dans P'algorithme BI-BICG ; cela permet
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d’améliorer ses résultats.

Le Tableau 4.5.1 montre que la méthode GI-BiCGSTAB donne les meilleurs résultats. Nous
remarquons que le BI-BICG est meilleur que le GI-BICG dans le cas de la matrice Sher-
man4 avec s = 20. Pour la matrice PDE2961, la méthode BI-BICG ne converge pas, c’est
le cas aussi pour la matrice Sherman4 avec s = 10.

Tableau 4.5.1
Durée de convergence pour GI-BICG, GI-BiCGSTAB et Bl-BICG.
Matrice Aq et As ; s =10 et s = 20.

Matrices s [l GI-BICG | GI-BiCGSTAB || BI-BICG
PDE2961 10 98 40 -
(N=2961) (1.39) (1.43) -
20 201 81 -
(1.43) (1.45)
SHERMAN4 | 10 17 10 -
(N=1140) (1.37) (1.34) -
20 36 19 24
(1.41) (1.39) (1.35)

Entre parenthéses, nous avons la quantité s x t(1)/t(s) pour chague méthode.

Exemple 4.5.2

Considérons la matrice suivante

-1 a 1

-1 a

avec B = In s, Xo = rand(N,s), Ry = Ro, N =200, s = 6 et a = 0.
Dans cet exemple, la méthode du BICG global ne converge pas. En prenant ¢ = 1078 pour
détecter le breakdown, le HMRZ-stab fait des sauts de longueur mg = 2 depuis la premiére
itération, et nous obtenons njgp = 200 avec ||Rn,qllF = 3.14 10711,

Les résultats obtenus sont donnés dans la figure 4.1.
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F1G. 4.1 - N =200, s =6, ¢ = 1078

25 T T T L—

U =

20 _’/_,v — GI HMRZ-stalp
L -— - GI-BICG

log10(norme de frobenius du residu reel)
«

_5} 4

_15 1 L L ¢
50 100 150 200 250
itérations
Exemple 4.5.3
Nous reprenons la matrice A utilisée dans 'exemple 4.5.2, avec N = 1000, B =

rand(N,s), s =6,a = 1.1, Xo =0y, et Ry = Ry.

La figure 4.2 représente les résultats obtenus par le GI-BiICGSTAB et le GI-BiICGSTAB
avec look-ahead. Ce dernier effectue trois sauts pour € = 107, le premier de nig = 16
a n1y = 18, le deuxiéme de nog = 24 & noq = 26, et le dernier de longueur my = 11 de

nge = bl & ngy = 62.

Exemple 4.5.4 A= PDE2961

C’est une matrice réelle non symétrique de dimension 2961 x 2961 de la collection NEP
générée par MATPDE. Elle contient 14585 éléments non nuls, son conditionnement est
estimé & k(A) ~ 9.49 102.

Si nous prenons B = Iy, Xo = 0 et Ry = Ry, avec N = 2961 et s = 10, alors pour
e =10710 et tol = 1077 nous obtenons les résultats donnés dans la figure 4.3.

Exemple 4.5.5
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Fi1G. 44 - N =400, s=5
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Nous proposons ici un exemple trés simple qui illustre le probléme de dépendance
linéaire que subissent les méthodes par bloc.
Considérons la matrice obtenue par discrétisation de I’équation du Laplacien, en utilisant
un schéma & cing points sur une grille uniforme 20 x 20 avec un pas » = 1/21. Ceci nous
donne une matrice creuse symétrique de dimension N = 400.
Prenons s = 5 avec B = ones(N, s) + (1072 x rand(N, s)), Xo = Oy, et Ro = Ry.
Les résultats obtenus sont donnés dans la figure 4.4. Dans cet exemple, Ialgorithme Gl-
BICG converge alors que, dans I’algorithme du BI-BICG, nous inversons des matrices qui
sont presque singuliéres ce qui empéche la convergence de la méthode.
Prenons maintenant B = Iy, il se produit le méme phénoméne dans l’algorithme Bl-
BICG alors que le GI-BICG converge sans probléme. Les résultats obtenus sont donnés

dans la figure 4.5.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons défini la méthode de Lanczos globale pour la résolution des
systémes d’équations linéaires avec plusieurs second membres. Cette méthode consiste a
projeter la matrice résidu sur un sous-espace de Krylov matriciel. Nous avons commencé par
donner le processus de Lanczos global, ensuite nous avons introduit de nouvelles méthodes
de type Lanczos globales, telles que le BICG global, le BICGSTAB global et enfin nous
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Fig. 45-N =400, s=5
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avons développé des versions avec look-ahead de ces algorithmes. Les résultats numériques
qui ont été étudiés dans le présent chapitre montrent que les méthodes globales peuvent
donner de meilleurs résultats que les méthodes par bloc. Notons aussi que les méthodes
par bloc nécessitent I’application de procédure de déflation pour éliminer les dépendances
linéaires qui peuvent exister entre les colonnes des itérés, alors que les méthodes globales

sont 4 'abri de ce probléme.
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