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Résumé 

La méthode de Lanczos est l'une des méthodes itératives les plus utilisées pour la ré

solution des systèmes linéaires. Les polynômes orthogonaux formels permettent la mise 

en œuvre des différentes méthodes de type Lanczos. Cependant, des divisions par zéro 

("breakdown") peuvent être rencontrées dans le calcul de ces polynômes par des rela

tions de récurrence. Dans la première partie de cette thèse, nous avons effectué une étude 

détaillée de ce phénomène, le rapport entre les différentes situations de breakdown qui 

affectent les relations de récurrence a été établi. Cela nous a permis, d'une part, de donner 

une nouvelle implantation du processus de Lanczos par des récurrences à deux termes, 

d'autre part, d'appliquer le look-ahead à la méthode du Gradient Biconjugué. Les poly

nômes orthogonaux formels sont ensuite utilisés pour introduire le préconditionneur dans 

quelques méthodes de type Lanczos qui utilisent le look-ahead (MRZ-stab, HMRZ-stab, 

BIORES non générique, QMR et CSBCG). 

Ensuite, nous nous sommes particulièrement intéressés à l'algorithme MRZ-stab qui est 

une variante de l'algorithme Lanczos/Orthodir dans laquelle nous appliquons le look-ahead 

pour éviter le breakdown et qui souffre de problème d'instabilité numérique. Une norma

lisation de ces vecteurs de direction par des produits scalaires nous a permis la mise en 

œuvre d'un algorithme qui évite les situations de dépassement de capacité qui sont très 

fréquentes dans l'algorithme MRZ-stab. Une adaptation de l'algorithme obtenu au cas sy

métrique non-défini positif est proposée. 

A la fin de cette thèse, pour la résolution des systèmes linéaires multiples AX = B avec 

A E IRN,N, X, BE IRN,s et s « N, nous avons proposé une nouvelle approche basée sur 

une projection oblique par rapport aux sous-espaces de Krylov matriciels, nous avons défini 

la procédure du Lanczos global qui nous a permis de développer le processus de Lanczos 

global, ainsi que les méthodes de type Lanczos globales telles que le Gradient Biconjugué 

global (GL-BICG) et le BiCGSTAB global. Des situations de breakdown peuvent survenir 

dans ces algorithmes, pour résoudre ce problème, nous avons proposé des versions avec 

look-ahead de certaines méthodes de type Lanczos globales. 

Mots clefs 

Méthodes de Lanczos, polynômes orthogonaux formels, breakdown, look-ahead, schéma 

de Homer, préconditionneur, over flow, under flow, normalisation, sous-espace de Krylov 

matriciel, projection globale, méthodes de type Lanczos globales. 





Abstract 

The Lanczos method is one of the most famous iterative methods for solving linear sys

tems. Formal orthogonal polynomials allows to implement several Lanczos-type methods. 

However, breakdowns can occur in the computation using recurrence relations. In the first 

part of this thesis, we study more precisely this phenomenon and we establish a genera

lization for all situations which lead to a breakdown. At first, this generalization gives a 

new implementation of the Lanczos process based on two-term recurrences. At last, we 

apply look-ahead to the Biconjugate Gradient method. Formal orthogonal polynomials are 

then used to introduce preconditioning in sorne Lanczos-type methods using look-ahead 

(MRZ-stab, HMRZ-stab, non-generic BIORES, QMR and CSBCG). 

After that, we focus on the MRZ-stab algorithm, which is a variant of the Lanczos/Orthodir 

algorithm in which we apply look-ahead to avoid breakdowns. It is known that this variant 

has sorne numerical instabilities and we propose a normalisation of directional vectors by 

sorne scalar products which avoids the overflows generally present in the MRZ-stab me

thod. An adaptation of this algorithm to the non-definite symmetric case is proposed. 

The second part of this work deals with the resolution of multiple linear systems 

AX = B with A E IRN,N, X,B E IRN,s and s « N. We introduce a new approach 

based on an oblique projection onto matrix Krylov subspaces. We define a global Lanczos 

procedure, deduce the global Lanczos process and global Lanczos-type methods (global 

Biconjugate Gradient and global BiCGSTAB). Sorne breakdowns can occur in these al

gorithms and we propose versions with look-ahead of these global algorithms to avoid 

breakdowns. 

key words 

Lanczos methods, orthogonal polynomials, breakdown, look-ahead, Horner's rule, precon

ditioning, overflow, underflow, normalization, matrix Krylov subspace, global projection, 

global Lanczos-type methods. 
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Introduction générale 

La résolution des systèmes linéaires est un sujet classique de l'algèbre linéaire qui inter

vient dans de nombreux domaines et qui reste néanmoins toujours d'actualité. La modéli

sation des problèmes que nous rencontrons en physique, en mécanique, en électrotechnique 

et d'une façon générale dans l'ingénierie, conduit, éventuellement après une discrétisation, 

à la résolution de systèmes d'équations linéaires de dimension finie. Citons par exemple la 

discrétisation par la méthode des différences finies ou par la méthode des éléments finis de 

certains problèmes d'équations aux dérivées partielles. 

Soit à résoudre le système linéaire à N équations et N inconnues 

Ax = b, (1) 

où A E mNxN, bE IRN et xE JRN. 

Pour une matrice A carrée régulière de dimension N, le calcul numérique d'une valeur 

approchée de la solution exacte x= A -lb se fait de deux manières différentes, l'une directe 

et l'autre itérative. 

Les méthodes directes consistent à factoriser la matrice A en un produit de matrices 

faciles à inverser. En pratique, la stabilité numérique d'une telle factorisation a une impor

tance capitale. Les deux factorisations LU avec pivotage et QR de la matrice A sont les 

plus utilisées en raison de leur stabilité numérique. Cependant, dans le cas d'une matrice 

A de grande dimension N, ces deux factorisations nécessitent un stockage de l'ordre de 

O(n2 ) et un coût algorithmique élevé de l'ordre de O(n3 ). 

Les méthodes itératives consistent à générer des suites de vecteurs convergeant vers la 

solution du système (1). Contrairement aux méthodes directes, ces méthodes sont le plus 

souvent utilisées lorsque la matrice A est d'une grande dimension et surtout si A est creuse. 

La programmation de ces méthodes ne modifie pas la structure de A et nécessite, en gé

néral, un stockage et un coût algorithmique convenables. De plus, ces méthodes itératives 

sont les mieux adaptées au calcul parallèle. Une classe de ces méthodes itératives est basée 

sur la minimisation d'une certaine norme de l'erreur sur un sous-espace de Krylov. La 
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convergence des méthodes de cette classe vers une valeur approchée de la solution exacte 

est obtenue, en général, en un petit nombre d'itérations par rapport, bien sûr, à la taille de 

la matrice A. Parmi les éléments de cette classe, citons la méthode du gradient conjugué 

(CG : Conjugate Gradient method) due à Hestenes et Stiefel [44] qui est utilisée lorsque la 

matrice A est symétrique définie positive ainsi que les méthodes de type CG suivantes : 

- MINRES (Minimum Residual method) et SYMMLQ (Symmetric LQ) dues à Paige et 

Saunders [56] qui supposent seulement que la matrice A est symétrique. Notons que la 

méthode MINRES est mathématiquement équivalente à la variante CR ( Conjugate 

Residual) de la méthode CG sauf qu'elle résout un problème aux moindres carrés 

obtenu grâce au processus hermitien de Lanczos [50] pour minimiser le résidu. 

- La méthode CG appliquée respectivement aux équations normales AA*y = b avec 

x = A*y et A* Ax = A*b nous donne respectivement les méthodes CGNE due à 

Craig [24] et CGNR due à Hestenes et Stiefel [44]. Ces deux méthodes ne supposent 

aucune condition sur la matrice A et minimisent respectivement la norme euclidienne 

de l'erreur et du résidu. Cependant, il est connu que la matrice AA* (ou A* A) peu 

être mal conditionnée, ce qui entraîne une convergence lente de ces méthodes. 

- LSQR (Least Squares QR), due à Paige et Saunders [57], est mathématiquement 

équivalente à CGNR. Mais LSQR est plus stable numériquement que CGNR. 

- USYMLQ (Unsymmetric LQ) et USYMQR (Unsymmetric QR) sont dues à Saunders, 

Simon et Yip [68]. Ces deux méthodes ont une caractéristique particulière qui consiste 

à projeter la solution du système sur une somme de deux sous-espaces de Krylov. 

Notons cependant que ces deux méthodes présentent un problème de division par 

zéro auquel nous ne pouvons remédier que par un changement des vecteurs qui sont 

choisis initialement. 

Il est important de noter que CGNE, CGNR, LSQR, USYMLQ, USYMQR sont utilisées 

pour une matrice A quelconque. En général, sans préconditionnement, ces méthodes ont 

une convergence lente, ce qui a poussé les chercheurs à développer d'autres méthodes plus 

compétitives. Nous en citons ci-dessous quelques unes. 

- ORTHOMIN est due à Vinsome [78]. Les résultats théoriques sur la convergence de 

cette méthode ont été analysés par Axelsson [2] et les auteurs de [26, 27]. Cette 

méthode est aussi connue sous le nom de GCR (Generalized Conjugate Residual me

thod) dans [27]. 

- Orthores et Orthodir sont dues à Young et Jea [81]. Orthomin, Orthores et Orthodir 
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diffèrent seulement dans la façon de générer le résidu. Mais il s'avère que Orthomin 

est la plus stable numériquement. 

- FOM (Full Orthogonalization Method), due à Saad [61], utilise le processus d'Ar

noldi et la condition d'orthogonalité de Petrov-Galerkin pour se ramener, à chaque 

itération, à un système linéaire dont la matrice est de Hessenberg. Cette dernière 

peut être singulière, ce qui est considéré comme un handicap. Nous disons aussi que 

FOM souffre d'une division par zéro causée par la condition de Petrov-Galerkin. 

- GMRES due à Saad et Shultz[63] minimise le résidu et utilise le processus d'Arnoldi, 

ce qui lui permet d'éviter les problèmes de divisions par zéro. GMRES consiste à se 

ramener, grâce au processus d'Arnoldi, à un problème de minimisation au sens des 

moindres carrés, qui se résout à l'aide d'une factorisation QR obtenue par rotations 

de Givens. GMRES utilise une orthogonalisation complète du processus d'Arnoldi. Il 

est bien connu qu'une telle orthogonalisation nécessite un coût algorithmique élevé. 

C'est pourquoi Wu et Saad ont utilisé la technique d'orthogonalisation incomplète 

[59], pour définir la méthode DQGmres [60]. Une autre technique souvent utilisée est 

celle du redémarrage. 

- BICG (Biconjugate Gradient method), due à Lanczos [50) et rendue populaire par 

Fletcher [29], utilise le processus non hermitien de Lanczos et la condition de bior

thogonalité de Petrov-Galerkin. BICG est une extension de la méthode du gradient 

conjugué au cas non- symétrique. Malheureusement, sa convergence peut être irré

gulière en plus cette méthode souffre d'une division par zéro qui correspond à la 

singularité de la matrice de Lanczos. La méthode BICG souffre éventuellement d'une 

deuxième division par zéro qui est celle du processus de Lanczos. Cette dernière peut 

être évitée grâce aux stratégies de look-ahead [31, 58]. 

- QMR (Quasi Minimal Residual method) est due à Freund et Nachtigal [34). QMR uti

lise le processus de Lanczos pour se ramener à un problème de "quasi-minimisation 11 

qui évite une éventuelle division par zéro due à la singularité de la matrice de Lanc

zos. La division par zéro due au processus de Lanczos peut être évitée de la même 

façon que dans le BICG par les stratégies de look- ahead. 

- CMRH (Changing Minimal Residual method based on the Hessenberg process) due 

à Sadok [67], utilise la technique de "quasi minimisation" du résidu comme pour la 

méthode QMR et le processus de Hessenberg 
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- CGM (Conjugate Gradient Multiple) est une classe de méthodes introduite simul

tanément par Brezinski [6] et Gutknecht [43]. Ce type de méthodes est aussi connu 

sous le nom de "Lanczos-type product methods" (LTPM). Les deux méthodes CGS 

due à Sonneveld [73] et BICGSTAB due à Van Der Vorst [77] sont de type CGM. 

Cette classe CGM est basée sur la méthode de Lanczos et donc ce type de méthode 

subit aussi des divisions par zéro. 

Ici nous nous intéressons plus particulièrement à la méthode de Lanczos [50, 51], le 

résidu de cette méthode s'écrit sous la forme rk = b- Axk = Pk(A)ro, où Pk est un po

lynôme orthogonal formel par rapport à une fonctionnelle c bien déterminée. De ce fait, 

nous pouvons mettre en œuvre cette méthode en utilisant les différentes relations de récur

rence satisfaites par la famille des polynômes orthogonaux formels etjou celle de la famille 

adjacente [19]. L'existence de ces familles n'est pas toujours assurée, plus précisément, elle 

dépend de certains déterminants de Hankel ; lorsque ces derniers sont nuls, une division 

par zéro survient dans les algorithmes de type Lanczos. Cette situation est appelée "true

breakdown" ou pivot-breakdown. Un autre type de breakdown peut également survenir 

dans la méthode de Lanczos dû au fait que le polynôme Pk n'est pas exactement de degré 

k ce qui provoque l'impossibilité d'utilisation de certaines relations de récurrence. Il est 

connu sous le nom de "ghost-breakdown" ou Lanczos-breakdown. 

Pour remédier à de telles situations, différentes procédures ont été définies récemment. 

Elles consistent soit à considérer uniquement les polynômes orthogonaux réguliers (ceux qui 

existent) qui peuvent être calculés et à chercher les relations de récurrence qu'ils vérifient 

(look-ahead), soit à calculer les polynômes orthogonaux réguliers en passant par d'autres 

polynômes intérmidaires ( look-around et ALA), soit encore à modifier la méthode de Lanc

zos pour éviter ce genre de problème. 

Un autre problème qui a attiré l'attention de nombreux auteurs ces dernières années 

concerne la résolution des systèmes d'équations linéaires à plusieurs seconds membres 

AX=B, A E IRNxN et BE IRNxs, avec s « N. 

Il survient dans plusieurs applications, notamment en chimie, en électromagnétisme, en 

mécanique des structures ... 

Ainsi, différentes méthodes classiques de type Krylov (s = 1) ont été généralisées (BICG 

[29], QMR [34], GMRES [63]). 

Dans le cas symétrique défini positif, la méthode du Gradient Conjugué par bloc (BI

CG) [55] et ses variantes [54] sont très efficaces. Lorsque la matrice A est quelconque, le 

BL-BICG [55], le BL-GMRES [71, 79] et le BL-QMR [33] sont les généralisations par bloc 
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les plus connues. L'idée commune à ces méthodes est de construire une suite d'approxima

tions matricielles Xk = Xo + Zk où Zk est une correction appartenant à l'espace de Krylov 

par bloc Kk(A, Ro) avec Xo une approximation de départ, R0 = B- AXo et Kk(A, Ro) 
l'espace vectoriel engendré par les colonnes des matrices Ai Ro pour i = 0, ... , k - 1. La 

correction Zk est déterminée soit par une condition de (semi)minimisation, soit par une 

condition d'orthogonalité. 

Notons que les méthodes par bloc, notamment la méthode de Lanczos par bloc [37, 38] et 

celle d'Arnoldi par bloc (65], sont aussi utilisées dans le calcul des valeurs propres pour les 

matrices de grande taille. 

D'autres approches ont été également proposées pour résoudre les systèmes linéaires à 

plusieurs seconds membres. Citons les méthodes "Seed". Ces méthodes consistent à choisir 

un système linéaire particulier, à le résoudre avec une méthode de type Krylov et à projeter 

les résidus des autres systèmes sur l'espace de Krylov obtenu. Le processus est répété avec 

un autre système jusqu'à l'obtention de toutes les solutions. Cette technique a été utilisée 

dans (23, 72] pour le Gradient Conjugué et dans [71] pour la méthode du GMRES. 

Dans cette thèse, deux thèmes essentiels sont abordés. Le premier concerne les mé

thodes du look-ahead pour éviter le problème du breakdown dans les méthodes de type 

Lanczos, le second est consacré à la méthode de Lanczos globale et ses variantes. 

Dans le chapitre 1, nous étudions les polynômes orthogonaux formels utilisés dans la 

mise en œuvre de la méthode de Lanczos. Une étude détaillée du phénomène de breakdown 

qui risque de se produire dans les relations de récurrence utilisées dans le calcul de ces po

lynômes est établie. Nous donnons, suite à cette étude, un schéma représentant le rapport 

entre le true et le ghost-breakdown. Ces résultats permettent la généralisation, dans le cas 

d'un breakdown, de toutes les relations de récurrence en particulier celles dans lesquelles 

il se produit les deux types de breakdown. Une première application de ces résultats est 

proposée à travers une implantation du processus de Lanczos basée sur des relations de 

récurrence à deux termes dans lesquelles nous évitons le true et le ghost-breakdown. Ces 

relations de récurrence sont établies en utilisant un formalisme qui consiste à exprimer 

certains polynômes particuliers dans des bases formées par les polynômes orthogonaux ré

guliers et des polynômes complémentaires qui remplacent les polynômes orthogonaux qui 

n'existent pas. 

Dans le chapitre 2, nous appliquons le look-ahead à la méthode BICG en utilisant 

les résultats, obtenus dans le premier chapitre, sur le rapport entre le "true" et le "ghost

breakdown". Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous utilisons les polynômes ortho go-
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naux formels pour introduire le préconditionneur dans quelques méthodes de type Lanczos 

qui utilisent le look-ahead, à savoir : La méthode MRZ-stab et HMRZ-stab, la méthode 

BIORES non générique, la méthode QMR avec look-ahead et la méthode CSBCG. Les 

exemples numériques présentés à la fin de ce chapitre permettent la comparaison de ces 

méthodes. 

Dans le chapitre 3, nous proposons une normalisation de l'algorithme MRZ-stab. Elle 

consiste à remplacer les vecteurs de direction de MRZ-stab par des vecteurs normalisés 

par un produit scalaire ce qui permet de réduire le nombre de vecteurs et coefficients sto

ckés. L'algorithme obtenu se comporte d'une manière plus stable numériquement et permet 

d'éviter les dépassements de capacité appelés over flow et under flow provoqués par les 

multiplications successives des matrices A et AT par les vecteurs de directions. Des va

riantes de cet algorithme dans le cas symétrique non défini positif sont proposées. Nous 

montrons que dans le cas d'un breakdown, selon certains choix des vecteurs initiaux, le 

saut effectué ne peut pas dépasser deux. En tenant compte de ce résultat, ces vecteurs 

initiaux nous permettent de définir des versions de l'algorithme LanczosjOrthodir dans 

lesquelles il ne se produit pas de breakdown. 

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons à la résolution des systèmes linéaires mul

tiples. Nous introduisons la procédure du Lanczos globale qui consiste à projeter le résidu 

sur un sous-espace de Krylov matriciel. Ceci va nous permettre de définir le processus de 

Lanczos global ainsi que les méthodes de type Lanczos globales telles que le Gradient Bi

conjugué global (GL-BICG) et le BICGSTAB global. Des situations de breakdown peuvent 

survenir dans ces algorithmes. Pour résoudre ce problème, nous établissons le lien entre 

les méthodes globales et les polynômes orthogonaux formels. Ceci va nous permettre de 

proposer des versions avec look-ahead de certaines méthodes de type Lanczos globales. 



Chapitre 1 

Les polynômes orthogonaux et le 

problème du breakdown 

Les polynômes orthogonaux formels sont à la base de plusieurs applications en analyse 

numérique. Ils interviennent implicitement dans la méthode de Lanczos (13, 15, 19, 31], 

dans les approximants de Padé [5, 75] ainsi que dans des méthodes d'extrapolation [8] pour 

accélérer la convergence des suites. 

Dans ce travail, nous nous intéressons aux familles des polynômes orthogonaux formels ad

jacents utilisés dans la mise en œuvre de la méthode de Lanczos pour la tridiagonalisation 

d'une matrice et aussi pour la résolution des systèmes linéaires. Ces polynômes peuvent 

être calculés par des relations de récurrence dans lesquelles il risque de se produire des 

divisions par zéro. Cette situation est appelée "breakdown". 

Le calcul de ces polynômes peut générer deux types de breakdown, que nous appelons true 

et ghost-breakdown. Ces deux problèmes sont dus à l'inexistence des polynômes orthogo

naux calculés et dans certains cas à l'impossibilité de l'utilisation de certaines relations de 

récurrence. La technique du look-ahead apporte une solution à ce problème. Elle consiste 

à calculer les polynômes orthogonaux réguliers en sautant ceux qui n'existent pas. Cepen

dant, cette technique a été appliquée à des relations de récurrence dans lesquelles il ne se 

produit qu'un seul type de breakdown. Par exemple, le true-breakdown a été complète

ment résolu par Brezinski, Redivo-Zaglia et Sadok (13, 15, 17], ainsi que par Draux (25] 

dans le cas des polynômes orthogonaux unitaires. Gutknecht lui, a proposé l'algorithme du 

BIORES non générique, qui est une version du BIORES dans laquelle on évite le ghost

breakdown (40]. 
Dans ce chapitre, nous allons montrer comment nous pouvons éviter à la fois le ghost 

et le true-breakdown lorsque ces derniers se produisent dans une relation de récurrence. 

Pour cela nous commençons par faire une étude détaillée des polynômes orthogonaux for

mels. Nous obtenons un schéma qui représente les polynômes orthogonaux formels réguliers 



2 Les polynômes orthogonaux et le problème du breakdown 

dans les différents cas de breakdown possibles ainsi que le rapport entre le ghost et le true

breakdown. 

Les résultats obtenus vont nous permettre d'appliquer le look-ahead aux relations de ré

currence dans lesquelles risque de se produire les deux types de breakdown. Nous allons 

prendre l'exemple des relations de récurrence utilisées dans la mise en œuvre du proces

sus de tridiagonalisation de Lanczos par des récurrences a deux termes. La technique du 

look-ahead sera appliquée à travers un formalisme qui consiste tout simplement à expri

mer certains polynômes particuliers dans des bases formées par les polynômes orthogonaux 

réguliers et complémentaires (les polynômes complémentaires seront définis dans le sous 

paragraphe 1.3.3). 

Ce chapitre est organisé comme suit : 

Au paragraphe [DJ nous rappelons les polynômes orthogonaux formels utilisés dans 

la mise en œuvre de la méthode de Lanczos en donnant quelques-unes de leurs propriétés. 

Nous expliquons aussi le problème du breakdown qui peut survenir lors du calcul de ces 

polynômes par des relations de récurrence; nous en distinguons deux types. 

Au paragraphe [ITI nous proposons un schéma représentant les différentes situations 

de breakdown possibles. En ~nous commençons par étudier les deux familles de dé

terminants de Hankel responsables de l'existence des polynômes orthogonaux. En~ 
nous établissons le rapport existant entre les sauts effectués par ces polynômes. 

Au paragraphe [DJ nous proposons un formalisme qui nous permet de développer 

les généralisations de toutes les relations de récurrence en évitant le breakdown. Nous 

commençons par appliquer ce formalisme aux relations de récurrence à trois termes pour 

retrouver le processus du Lanczos classique avec look-ahead. Ensuite, nous donnons une 

généralisation des relations de récurrence à deux termes qui nous permettra de mettre en 

œuvre le processus de Lanczos avec look-ahead par des récurrences à deux termes. 

Le dernier paragraphe sera consacré aux résultats numériques. 

1.1 Polynômes orthogonaux formels 

1.1.1 Résultats préliminaires et définitions 

Soit c la fonctionnelle linéaire définie sur l'espace des polynômes réels IR[X] par 

pour i = 0, 1, ... , (1.1) 
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où les Ci sont des constantes réelles. 

La famille des polynômes orthogonaux formels Pk par rapport à la fonctionnelle c est définie 

par 

Pk de degré ~ k 

et 

pour i = 0, ... , k- 1. (1.2) 

Les conditions (1.2) sont appelées conditions d'orthogonalité et sont équivalentes à 

c(p(Ç)Pk(Ç)) = 0 

pour tout polynôme p de degré au plus égal à k - 1. 

Soit 

Les conditions d'orthogonalité (1.2) appliquées au polynôme Pk nous donnent le système 

de k équations et k + 1 inconnues suivant 

i = 0, ... ) k- 1. (1.3) 

Pour pouvoir déterminer Pk, nous rajoutons à ce système une k + 1 ème équation, appelée 

condition de normalisation. Ainsi, Le polynôme Pk existe si et seulement si la matrice du 

système obtenu est inversible. 

Dans ce qui va suivre, nous donnons deux conditions de normalisation permettant de dé

terminer les deux types de polynômes orthogonaux formels utilisés dans la méthode de 

Lanczos. 

• Nous notons par Pk le polynôme orthogonal formel normalisé par la condition 

Ces polynômes interviennent naturellement dans la méthode de Lanczos. Nous allons voir, 

dans le deuxième chapitre, que ces polynômes permettent la mise en œuvre des différentes 

méthodes de type Lanczos. 

À partir de cette condition de normalisation, le système (1.3) devient 

( 

1 0 

CQ Cl 

Ck~l Ck 
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Alors, Pk peut s'écrire comme le rapport de déterminants suivant 

Lemme 1.1.1 

Le polyn6me Pk existe et est unique si et seulement si 

H (1)
k -

c2k-l 

#0. 

De plus, Pk est de degré e.'wctement k si et seulement si 

H (O)
k -

co 

#o. 

c2k-2 

• Notons Pk0
) le polynôme orthogonal formel par rapport à c dont le coefficient du 

terme de degré k est égal à 1 (polynôme orthogonal unitaire ak = 1). Comme nous allons 

le voir dans la deuxième section de ce chapitre, les polynômes Pk0
) permettent la mise en 

œuvre de la méthode de tridiagonalisation de Lanczos. 

Dans ce cas, le système (1.3) s'écrit 

Ck-1 

c2k-2 

0 

et nous avons 

Lemme 1.1.2 

c2k-1 

1 

Le polynôme unitaire Pk0
) e.riste si et seulement si Hko) #O. 



Polynômes orthogonaux formels 5 

Definition 1.1.1 

Le polynôme P~o) tel que H~o) =1- 0 est appelé polynôme régulier. Sinon il est dit singulier. 

Nous avons le Théorème suivant dû à Draux [25]. La démonstration proposée ici n'est 

pas la même que celle donnée dans [25] et les arguments que nous utilisons nous sont utiles 

pour la suite. Ce Théorème nous permet de trouver la taille des sauts existants entre deux 

polynômes réguliers P~o) successifs. 

Théorème 1.1.1 

Si H~o) =1- 0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i)c(ÇiP~0)(Ç))=O pour i=O, ... ,k+m-2 et c(çk+m- 1 p~0)(Ç))=/:-O, 
(ii) Hi(O) = 0 pour i = k + 1, ... , k + m- 1 et H~~m =/:-O. 

Preuve: 

Nous avons Hko) =1- 0, alors P~o) existe et vérifie la condition d'orthogonalité suivante 

(1.4) 

D'autre part, si nous notons M(o) = · alors 
( 

Co Ct-1 ) 

t Ci-l C2:-2 ' 

L'hypothèse Hk0
) =1- 0 montre que la matrice Mk0

) est inversible. 

Prenons 

(i) ~(ii) 

D'après (i), pour tout k + 1:::; j:::; k + m- 1, nous avons 

c(ÇiP~0\ç)) = 0 pour i = 0, ... ,j- 1. (1.5) 

Notant x= (Ào, À1, ... 'Àk-1, 1, 0 ... 'o)T E IR), en tenant compte de (1.5) et du fait que 

. (0) 
c(Ç'Pk ) = ciÀo + · · · +ci+k-1Àk-1 +ck+i pour tout i E IN, (1.6) 

nous obtenons 

( 

coÀo + · · · + ck-1Àk-1 + ck 

Cj-1ÀO + · · · + CJ;k-2Àk-1 + CJ+k-1 
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Or, puisque x =1- 0, alors Mj 0
) est une matrice singulière pour j = k + 1, ... , k + m- 1.. 

Nous en déduisons que 

H (O) = 0 . k + 1 k + 1 J pour J = , ... , m - . 

Montrons maintenant que si en plus nous avons c(çk+m-l P~o) (Ç)) =1- 0 alors Hk~m =1- O. 

Pour cela nous considérons la matrice Dj = (dtp) de dimension j x j pour j > k, telle que 

du = 1 pour l = 1, ... , j, 

pour p=k+1, ... ,j et l=p-k, ... ,p-1, 

ailleurs. 

En multipliant la matrice Mk~m à droite par la matrice régulière Dk+m, nous obtenons 

1 0 Ào 
co 

1 Àk-1 

1 

0 
Ck+m-1 C2k+2m-2 

E1 est une matrice de dimension k x m et E 2 une matrice de dimension m x m qui ont les 

formes suivantes 

Grâce à (1.5) et à l'hypothèse (i), nous obtenons 

0 

0 

Ào 

Àk-1 

1 

) 
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Ainsi, le complément de Schur de Mk0
) dans Mk~mDk+m, noté ([Mk~mDk+m]/Mk0)), est 

égal à la matrice E2. Et nous avons 

Puisque les matrices Mko) et Dk+m sont non-singulières, alors 

(ii)=? (i) 

Par définition, le polynôme P~o) vérifie la relation suivante 

c(çip~0)(Ç))=O pour i=O, ... ,k-1. 

Pour j = k, nous montrons que sous l'hypothèse (ii) (en particulier Hk~l = 0) nous avons 

c(çk P~0)) = 0. 

En multipliant à droite la matrice Mk~l par la matrice régulière Dk+l, nous obtenons 

En tenant compte du fait que Hk0
) -=/=- 0 et que Hk~1 = 0, le calcul du déterminant de ces 

deux matrices nous permet d'avoir c(çk P~0)) =O. 

De la même manière, nous montrons que c(ÇJ P~0)) = 0 pour j = k + 1, ... , m + k- 2 à 

partir de c(ÇiP~0)) = 0 pour i = 0, ... ,j -1 et de l'hypothèse (ii) 

D 

Dans le Théorème qui va suivre, nous donnons un premier résultat qui nous permet de 

vérifier l'existence des polynômes Pk par l'intermédiaire des polynômes P~o). 

Théorème 1.1. 2 

Si Hk0
) -=/=- 0, alors les deu.T propriétés suivantes sont équivalentes 

(i) P~0)(0) =O. 

(ii) H2) = 0 

Preuve: 

Puisque Hk0
) -=/=- 0, d'après sa définition, P~o) existe et vérifie 

D'où le résultat. 

(1) 
p(ü)(O) = (-1)kHk 

k H(O)" 
k 

(1. 7) 
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D 

A partir de la définition de Pk et Pk0
), nous avons le résultat suivant 

Lemme 1.1.3 

Si Hk0
) -=1- 0 et H2) -=1- 0 alors 

(1.8) 

D'après les lemmes 1.1.1, 1.1.2 et 1.1.3 nous avons les remarques suivantes 

Remarque 1.1.1 

- Si Pk e.'Eiste, alors il est de degré exactement égal à k si et seulement si le polynôme 

P (O) . t 
k e.1:zs e. 

- Les polynômes Pb lorsqu 'ils existent, pe11.vent être calculés à partir des polynômes 

Pko). 

Lemme 1.1.4 

Si Pk existe et est de degré k, alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) c(ÇiPk(Ç)) = 0 pour i = 0, ... , k + m- 2, 
c(çk+m-l Pk(Ç))-=/:- 0 

(ii) H}
0

) = 0 pour i = k + 1, ... , k + m- 1, 
(0) _j_ 

Hk+m T O. 

Preuve: 

Puisque Pk existe et est de degré égal à k, alors Hk0
) -=1- 0 et Pk0

) existe et vérifie 

Pk0)(0) -=1- O. D'après la relation (1.8) donnée dans Lemme 1.1.3, nous avons 

Grâce au Théorème 1.1.1, nous pouvons montrer l'équivalence. 

D 

Dans ce Lemme, nous retrouvons les conditions d'existence des polynômes Pk0
) que nous 

pouvons donc déterminer à partir des relations d'orthogonalité vérifiées par les polynômes 

Pk. Ce Lemme, comme le Théorème 1.1.1, nous permet de détecter les sauts entre les 

polynômes orthogonaux formels Pk0
) qui existent. Toutefois, ces relations d'orthogonalité 

ne nous permettent pas de connaître le saut entre les polynômes réguliers Pk. 
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1.1.2 Relations de récurrence 

L'une des propriétés les plus intéressantes des polynômes orthogonaux formels est le 

fait de pouvoir les calculer à partir de relations de récurrence (4, 7, 13, 25]. Par exemple, 

les polynômes orthogonaux Pk (ainsi que P~0)) vérifient la relation de récurrence à trois 

termes suivante 

Pk+l(Ç) = (akÇ + !3k)Pk(Ç) + 1'kpk-l(Ç), 

avec P-1 (Ç) = 0 et Po(Ç) =/:-O. 

(1.9) 

Grâce à cette relation, nous pouvons calculer récursivement la famille des polynômes {Pk} 

(ainsi que { P~o)}) lorsque ces derniers existent. 

La condition de normalisation de ces polynômes nous fournit une relation supplémentaire 

nous permettant de calculer les coefficients ak, f3k et 1'k· Nous donnons les expressions de 

ces coefficients en utilisant les deux conditions de normalisation établies précédemment. 

1. Les polynômes Pk avec la condition de normalisation : Pk(O) = 1 Vk. 

En appliquant cette condition à la relation de récurrence (1.9), nous obtenons d'abord 

une premiere relation f3k + 1'k = 1. 

Ensuite, nous multiplions la relation (1.9) par un polynôme arbitraire Ui de degré 

exactement égal à i, et nous lui appliquons la fonctionnelle c. 

Les conditions d'orthogonalité (1.2) nous permettent d'avoir 

pour 

pour 

k-1 

k 

akc(ÇUk-lPk) + 1'kc(Uk-lpk_l) = 0, 

akc(ÇUkPk) + f3kc(UkPk) + 1'kc(UkPk-d =O. 

Ainsi, nous obtenons un système de trois relations à trois inconnues. Son déterminant 

est donné par 

Si Dk = 0, alors il se produit un breakdown dans la relation de récurrence. Le choix 

de uk est arbitraire, nous pouvons prendre par exemple uk = pk ou bien uk = çk. 

2. Les polynômes P~o) avec la condition de normalisation : P~o) polynômes unitaires. 

À partir de cette condition, nous avons ak = 1 et la relation de récurrence (1.9) 

devient 

Nous pouvons obtenir les coefficients f3k et 1'k en procédant de la même manière que 

dans le premier cas de normalisation. Ainsi, nous obtenons 

1'k = 
c(ÇUk-1P~0)) 

(0) ' c(Uk-lpk_1) 

c(ÇUkP~0)) + 1'kc(UkP~~1 ) 
c(UkP~0)) 
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Si c(UkP~0)) = 0 un breakdown se produit dans la relation de récurrence. Le choix 

Uk = P~o) nous permet de simplifier les calculs grâce aux conditions d'orthogonalité. 

Le polynôme Pk+l peut aussi être calculé par cette relation en divisant le polynôme 

P~~1 par le coefficient P~~1 (0). Ce dernier est obtenu par récurrence à partir de la 

relation 

Il existe une autre procédure pour calculer récursivement les polynômes orthogonaux 

formels. Elle consiste à calculer simultanément la famille des polynômes orthogonaux for

mels par rapport à la fonctionnelle c(l) définie par 

i = 0, 1, 0 0 0 

Nous notons {pp)} la famille des polynômes orthogonaux formels unitaires par rapport à 

c(ll. Ces polynômes vérifient les relations d'orthogonalité suivantes 

pour i = 0, ... , k - 1, 

et peuvent s'écrire sous la forme 

Ck Ck+l Czk 

1 ç çk 
pp) ( Ç) = ----..,..,-,-------

H(l) 
k 

(1.10) 

Avant de donner un exemple de ces relations de récurrence, établissons d'abord quelques

unes des propriétés des polynômes P~l). 

Lemme 1.1.5 

Le polynôme PP) existe sous la condition Hk1
) =/=O. 

Definition 1.1.2 

Le polynôme PP) tel que Hk1
) =/= 0 est appelé polynôme régulier. Sinon il est dit singulier. 

Nous avons le Théorème suivant dont la démonstration est similaire à celle du Théo

rème 1.1.1. 

Théorème 1.1.3 

Si Hk1
) =/= 0, alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i)c(ll(çip~l)(Ç))=O pour i=O, ... ,k+m-2, et cCll(çk+m-lp~ll(ç))=/=0, 
( .. ) H(l) - 0 k k H(l) _;_ 0 22 i - pour i = + 1, ... , + m- 1, et k+m 1 . 
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Remarque 1.1.2 

Le Théorème 1.1. 3 permet de trouver la taille des sauts existants entre deux polynômes 

réguliers PP) successifs. D'autre part, comme les polynômes Pk existent sous la condition 

H2) =F 0, alors, ce Théorème nous donnent également le saut entre deux polynômes réguliers 

Pk successifs. 

Les deux familles de polynômes {Pk} et {PP)} sont dites familles adjacentes de polynômes 

orthogonaux formels. 

Il existe plusieurs relations de récurrence reliant ces deux familles de polynômes [4, 5, 7, 9, 

25] ; par exemple, nous avons les relations 

et (1.11) 

avec Po(Ç) = 1 et PJ1
l(ç) = 1. 

Les conditions de normalisation des polynômes Pk et pp) nous fournissent deux relations 

supplémentaires qui nous permettent de calculer les coefficients Œk, fA, "'fk et ok. 

En effet, soient {Ui} et {Vi} deux familles de polynômes arbitraires telles que Ui et Vi 
soient de degré exactement égal à i, Vi E IN. 

- Sous la condition : 'v'k, Pk(O) = 1, nous obtenons fJk = 1. 

Ainsi, la première relation de (1.11) devient 

Nous multiplions cette relation par Uk. Ensuite, nous lui appliquons la fonctionnelle 

cet grâce aux relations d'orthogonalité (1.2) et (1.10), nous obtenons 

c(UkPk) c(UkPk) 
ak =- c(ÇUkPP)) =- c(ll(UkP~l)). 

Compte-tenu du fait que les polynômes PP) sont unitaires par définition, et d'après 

les relations (1.11), ak représente le coefficient de degré k + 1 du polynôme Pk+l· 

Ainsi, nous avons 
1 c(ll(UkP~l)) 

"Yk = - = - -~::-::-:"7---'--
Œk c(UkPk) · 

Pour le calcul de ok, nous multiplions la deuxième équation de (1.11) par Vk et nous 

lui appliquons la fonctionnelle c(ll pour obtenir, grâce aux conditions d'orthogonalité 

(1.2) et (1.10), la relation suivante 

0k = -"Yk c(ll(VkPk+l) 
c(ll(VkP~l)) 

c(ÇVkPk+l) 
c(VkPk) . 
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Nous remarquons que les deux relations proposées ici permettent de calculer Pk+l et 

P~~1 sous les conditions c(VkPk) i- 0 et c(ll (UkP~l)) i- O. Dans le cas contraire, il se 

produit un breakdown dans les relations de récurrence. 

- Les polynômes P~o) sont unitaires, alors Œk = "fk = 1. 

Dans ce cas, les deux relations ( 1.11) deviennent 

p~~l (Ç) 

p~~l (Ç) 

çpp)(Ç) + f3kP~o)(Ç), 
Pk~1 (Ç) +okPPl(ç). 

Les coefficients f3k et ok sont calculés de la même façon que dans le premier cas, ce 

qui nous donne 

et 

Ici, le calcul des polynômes Pk~1 et Pk~1 dépend des conditions c(ll (VkPP)) =/= 0 et 

c(UkPk0
)) =/= O. 

Comme dans le cas des relations de récurrence à trois termes, nous remarquons que 

le polynôme Pk+l peut aussi être calculé en divisant P~~1 par le coefficient P~~1 (0) 

donné par la récurrence 

Nous venons de citer deux exemples de relations de récurrence permettant de calculer les 

polynômes orthogonaux formels. Dans ces relations, en général, nous faisons des divisions 

par des quantités qui peuvent être égales à zéro, ainsi nous risquons d'avoir des divisions 

par zéro (breakdown). Dans la sous-section suivante, nous effectuerons une étude détaillée 

de ce phénomène. 

1.1.3 Problème du breakdown 

Les polynômes orthogonaux formels peuvent être calculés par des relations de récur

rence dans lesquelles il risque de se produire un problème de breakdown. Prenons l'exemple 

des relations (1.11) avec uk et vk deux polynômes arbitraires de degré exactement égal à 

k. Le calcul du polynôme Pk+l dépend de la condition c(ll(UkPP)) =/=O. D'après le Théo

rème 1.1.3 nous avons c(ll(Ukppl) = 0 si et seulement si H~~1 = 0, et dans ce cas les deux 

polynômes Pk+l et P~~1 n'existent pas. 

Definition 1.1.3 

Nous disons que dans une relation de récurrence nous avons un true-breakdown [13, 16} 

à la kème itération si et seulement si H?) = O. 
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D'autre part, l'existence des polynômes Pk+1 et P~~1 n'est pas suffisante pour pouvoir 

utiliser les relations (1.11) puisque nous avons aussi la condition c(UkPk) -1= 0 et c(VkPk) -1= 

O. D'après le Lemme 1.1.4, nous avons c(UkPk) = 0 si et seulement si Hk~l =O. 

Definition 1.1.4 

Dans une relation de récurrence, nous disons que nous avons un ghost-breakdown (13, 16} 

à la kème itération si et seulement si Hk0
) =O. 

Remarque 1.1.3 

1. Nous constatons ici que le ghost-breakdown n'est pas dû à l'inexistence des polynômes 

Pk+l et Pk~l mais plutôt au fait que le polynôme Pk+l ne soit pas de degré égal à 

k + 1 (Hk+l = 0 ), ce qui rend impossible l'utilisation des relations (1.11) puisque ces 

dernières exigent que le polynôme Pk soit de degré égal à k, Vk. 

2. Les relations de récurrence ( 1.11) nous permettent aussi de calculer les deu.r, familles 

de polynômes {P~0)} et {Pp)}. Le calcv,l du polynôme Pk~1 dépend de la condition 

c(UkPk0
)) -1= O. Dans le cas contraire nous avons Hk~1 = O. Il se produit ainsi un 

ghost-breakdown dans les relations de récurrence, ce qui est équivalent à l 'ine.r,istence 

d l A p(O) u po ynome k+l. 

3. Nous avons une autre condition liée au calcul du polynôme P~~1 : il s'agit de 

c(l) (VkPP)) -1= O. Dans le cas où cette quantité est égale à zéro, ce qui est équi

valent à Hk~l = 0, il se produit un true-breakdown dû à l'ine.r,istence du polynôme 

p~~l· 

Nous venons de définir les deux types de breakdown susceptibles de se produire dans 

le calcul des familles des polynômes orthogonaux formels Pk, PP) et Pk
0

). 

- Le true-breakdown, dû à l'inexistence des polynômes Pk et P~l), Hk1
) =O. 

- Le ghost-breakdown, dû à l'inexistence des polynômes P~o) et aussi au fait que les 

polynômes Pk ne sont pas de degré exactement égal à k, Hko) = O. 

Le ghost-breakdown peut rendre impossible l'utilisation de certaines relations de récur

rence malgré l'existence des polynômes orthogonaux que nous cherchons à calculer. 

Il existe plusieurs stratégies pour résoudre le problème de breakdown. 

- Nous savons qu'il est possible d'obtenir le polynôme orthogonal régulier suivant à 

partir de ceux qui le précèdent en résolvant un système régulier. Il suffit alors de 

sauter les polynômes qui n'existent pas et de calculer seulement ceux qui existent, 

cette technique est appelée look-ahead [9, 13, 15, 25, 40, 58]. 

- Le breakdown correspond à un bloc carré de polynômes adjacents presque identiques 

dans la table des polynômes orthogonaux formels. Il est possible de tourner autour 
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d'un tel bloc au lieu de sauter des polynômes. Cette stratégie s'appelle look-around 

[39]. 
- La procédure appelé ALA consiste à calculer les polynômes réguliers en passant par 

des polynômes biorthogonaux [3]. 

1.2 Propriétés des polynômes orthogonaux formels réguliers 

Les déterminants de Hankel Hk0
) et Hk1

) ont un rapport direct avec le ghost et le 

true-breakdown qui peuvent se produire dans les relations de récurrence. Dans ce qui va 

suivre, nous commençons par étudier les deux familles des déterminants { Hko)} et { Hk1
)}, 

en particulier le rapport entre ceux différents de zéro. Ensuite, nous donnons un schéma 

pour l'existence des polynômes Pk, PP) et P~o), ce schéma représente le rapport entre le 

ghost et le true-breakdown. 

1.2.1 lien entre les déterminants {Hk0
)} et {Hk1

)} 

Dans cette partie, nous donnons des propriétés vérifiées par les déterminants { Hk0
)} et 

{ H2)} qui illustrent les liens existants entre ces déterminants. 

Lemme 1.2.1 
. (0) (1) 

S2 Hk+l =/= 0 et Hk+l = 0 alors 

(i) Hk1
l =/= 0, 

(ii) P~~1 (ç) = t:PP\t:). 

Preuve: 

Nous avons Hk~1 =/= O. Alors, le polynôme Pk~l existe et vérifie la relation d'orthogo

nalité suivante 

c(cip(O))- 0 
<, k+l - pour i = 0, ... , k. (1.12) 

Or, puisque Hk~1 = 0, d'après le Théorème 1.1.2 nous avons Pk~l (0) = 0 et nous pouvons 

donc écrire 

où Pk est un polynôme unitaire de degré exactement k donné par 

La relation (1.12) devient 

pour i = 0, ... , k. (1.13) 
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=} (i) 

Notons Lk+l la matrice de dimension (k + 1) x (k + 1) 

1 0 0 Ào 

Lk+l = 0 

1 Àk-1 
1 

En multipliant la matrice M~~1 à droite par la matrice Lk+l et en utilisant (1.12), nous 

obtenons 

(~ 
Ck-1 

c(f'.) ) 
(0) Cl Ck c(ll;Pk) = ( co ''' Ck-1 c(Pk) ) Mk+lLk+l = : Ml 0 k 

Ck C2k-l cCll(çk-1 Pk) 

avec MP) = ( ~1 
c.k ) 

c~ c2~-1 . 

Puisque les deux matrices M~~1 et Lk+l sont régulières, par un simple calcul de détermi

nant nous en déduisons que Hk1) = det(MP))-:/=- 0 et c(Pk) -1- O. 

=} (ii) 

Par définition, pp) est l'unique polynôme de degré au plus égal à k vérifiant la condi

tion d'orthogonalité (1.10). Puisque h est de degré k et vérifie les relations (1.13) donc 

Pk= P~l)' d'où P~~1 (Ç) = çpp)(Ç). 

Théorème 1.2.1 

S . (o) --L H(l) --L oœnt Hk -r- 0, k -r- 0 et m > 1. 

Si Hi(O) = 0 pour i = k + 1, ... , k + m - 1 et 

alors Hp) = 0 pour j = k + 1, ... , k + m- 2 

Preuve: 

et 

(0) 
Hk+m -:f- 0, 

(1) 
Hk+m-1 -=f- O. 

D 

Par hypothèse, d'après le Théorème 1.1.1, le polynôme P~o) existe et vérifie les relations 

suivantes 

c(çiP~0\Ç)) 0 pour i=O, ... ,k+m-2 

c(çk+m-1 p~O)(Ç)) -1- O. 
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Puisque m > 1, nous pouvons écrire ces relations sous la forme suivante 

c(Çi+l p~o)(Ç)) 

c(Ç(k+m-2)+1 p~O) (Ç)) 

c( 1l(çiP~0)(Ç)) = 0 pour i = 0, ... , k + m- 3 (1.14) 

c(ll(çk+m-2 p~O)(Ç)) -1- O. 

Notons P~o) (Ç) = Ào + À1Ç + · · · + Àk_1çk-l + çk. 

Pour tout k + 1 :=; j :=; k + m - 2, nous multiplions la matrice Mp) par le vecteur 

. T . 
XJ = (Ào, ... ,Àk-1,1,0, ... ,0) E LRJ, 

et nous obtenons 

Ào 
Cl Ck Ck+l Cj 

M( 1)xj = Àk-1 

J Ck C2k-l C2k Ck+j-1 
1 

Cj Cj+k-1 Cj+k C2j-l 
0 

G'âœ à (1.14), nom avoru; Mj'lx; ~ ( I ) . 
Puisque xj -1- 0, la matrice MY) est singulière, d'où 

(1) ( (1)) . Hj = det Mj = 0 pour J = k + 1, ... , k + m - 2. 

Considérant maintenant la matrice Dk+m-1 déjà défini dans la preuve du Théorème 1.1.1, 

le produit M~~m-l Dk+m-1 est donné par 

E 

F 

Ck+m-1 

E est une matrice de dimension k x ( m -1) et F une matrice de dimension ( m -1) x ( m -1), 

qui ont les formes suivantes 
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( 

c(ll(çk p~O)) 

c(ll(çk+~-2 p~O)) 
Nous obtenons, grâce à (1.14) 

F= 

0 

E = 0 et F = 
0 

c(l) (çk+m-2 p~O)) 

Par un simple calcul de déterminant, nous obtenons 

det(Dk+m-1) -=/:-O. 

) 

avec det(MP)) = Hk1
) -=/:- 0 et 

Puisque c(l) ( çk+m-2 P~o)) -=f. 0 alors det(Mk~m- 1 ) = Hk~m- 1 -=/:-O. 

Théorème 1.2.2 

Soient Hk0
) -=/:- 0 et Hk1

) = O. 

SiHi(o)=O pour i=k+1, ... ,k+m-1 et Hk~m-=/:-0, 
alors Hk~1 -=/:- 0, Hp) = 0 pour j = k + 1, ... , k + m- 1 et Hk~m -=/:-O. 

Preuve: 

17 

D 

En supposant Hk0
) -=/:- 0 et Hk1

) = 0, grâce au Lemme 1.2.1, nous avons Hk~1 -=/:- 0 et le 

polynôme P~~1 existe et vérifie P~0)(Ç) = ÇP~~1 (Ç). 
D'autre part, d'après le Théorème 1.1.1, le polynôme P~o) vérifie les relations suivantes 

c(ÇiP~0)(Ç)) 0 pour i=O, ... ,k+m-2 

c(çk+m-1p~O)(Ç)) -=/:- O, 

donc, nous pouvons écrire 

c(çi+l p~~1 (Ç)) 

c(ç{k+m-1)+1 p~~1 ) 

c(ll(çip~~1 (Ç))=O pour i=O, ... ,k+m-2 

c(ll(çk+m-1p~~1 ) # 0. 

Ainsi, en appliquant le Théorème 1.1.3 au polynôme Pk~1 , nous obtenons 

Hp) = 0 pour j = k + 1, ... , k + m- 1 et Hk~m-=/:- O. 

D 
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1.2.2 Lien entre les sauts de PP) et ceux de P~o) 

Les Théorèmes 1.2.1 et 1.2.2, établis dans la sous-section précédente, nous donnent le 

rapport entre les déterminants Hko) et Hk1
) différents de zéro. Cela nous donne le rapport 

entre l'existence des polynômes P~o) et celle des polynômes PP) et Pk. Nous allons main

tenant construire un schéma qui représente les polynômes réguliers P~o), PP) et Pk ainsi 

que le lien existant entre les sauts effectués par ces polynômes. 

Nous notons par 0 = n0 < n1 < n2 < · · · < nk < · · · les degrés des polynômes P~~) 
qui existent (i.e HA~) -1- 0 ). Cette condition nous garantit l'existence des polynômes Pnk 

sans qu'ils soient nécessairement de degré nk. 

Notons mk la longueur du saut qui existe entre P~!) et P~!~ 1 , i.e nk+l = nk + mk. 

D'après Le Théorème 1.1.1, mk est défini par les conditions 

0 pour i = 0, ... , nk + mk- 2, 

=/:- 0 pour i = nk + mk - 1. 

(1.15) 

Notons par 0 = no < n1 < n2 < · · · < fit < · · · les indices des polynômes unitaires 

réguliers PA~) qui existent (i.e HA~) -1- 0). Ces polynômes vérifient les relations suivantes 

0 pour i = 0, ... , fit + int - 2, 

=/:- 0 pour i = fit + int - 1. 

(1.16) 

Dans le cas où le polynôme Pnk est de degré exactement égal à nk, il existe l E IN tel 
- (0) (0) (1) (1) 

que nk = nt ; dans ce cas Hnk = Hn.1 -1- 0 et Hn.1 = Hnk -1- O. 

Lemme 1.2.2 

Soit Pnk de degré exactement égal à nk, i.e -::Jl E IN tel que nk = fit. 
. (1) H(l) --L 

Sz Hn.1+1 = 0 alors n.1+2 -r- O. 

Preuve : 

Pnk existe et est de degré exactement nk (-::J l E IN tel que nk =fit), donc le polynôme 
. . p(O) . umta1re fq exrste. 

Commençons par donner la relation de récurrence permettant de construire tous les poly

nômes unitaires réguliers { P~o)}. Pour cela nous exprimons le polynôme PA~l2 - çmt+l PA~l 1 
de degré fit+l + ffit+l- 1 dans la base suivante 
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et nous obtenons alors la relation 

En utilisant les relations d'orthogonalité (1.16), nous avons 

o:~j) 0 pour i = 0, ... , mj - 1 et j = 0, ... , l - 1. 

o:~l) 0 pour s = 1' ... 'ml - 1. 

Ce qui nous permet d'écrire 

( 1.17) 

Supposons que HA~~~ = 0, il nous faut montrer que Hg~2 -=/= O. 

Cela est équivalent, d'après le Théorème 1.1.2, à supposer que P~~l 1 (0) = 0 et à montrer 
(0) 

que Pr;
1
+2 (0) -=/= O. 

Ainsi, à partir de (1.17), nous pouvons écrire 

o:g) p~~) (0) + o:g+l) p~~ll (0) 

o:g) p~~)(O). 

Puisque Pnk existe et est de degré exactement nk = ii1, nous avons P~~) (0) -=/=O. 

D'autre part, grâce aux conditions d'orthogonalité (1.16), nous pouvons calculer les coef

ficients de ( 1.17), et en particulier o:6l). 

En effet, en multipliant (1.17) par çnt+mt-l et en appliquant la fonctionnelle c, nous obte

nons grâce à (1.16) 

c(Çmt+I+iit+mt-lp_~O) ) c(Çiit+I+mt+l-lp.~o)) 
0:(1) _ nt+l _ nl+l 

0 
- c(Çii1 +mt-lp~~)) - c(Çiit+mt-lP~~)) 

Puisque m1 et m1+1 sont déterminés par les conditions d'orthogonalité (1.16) appliquées 

respectivement aux polynômes P~~) et P~~l 1 , c'est à dire 

c(çip~~)) 0 pour i = o, ... , n1 + m1 - 2, 

-=!= 0 pour i = n1 +m1-1, 

et 

c(çipS_O) ) 
nl+l 0 pour i = 0, ... 'nl+l + ml+l - 2, 

-=!= 0 pour i = nl+l + ml+l - 1, 

nous en déduisons que o:6l)-=/= 0, et donc P~~l 2 (0)-=/= O. D'où le résultat. 
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D 

Le résultat de ce Lemme montre que si, à une itération donnée nous avons nk = fil, alors 

la longueur du saut entre les polynômes réguliers P~~) et P~~~ 1 ne peut pas dépasser la 

valeur ml+ ml+l, i.e mk::; ml+ ml+l· 

En particulier lorsque nous n'avons pas de ghost-breakdown, c'est-à-dire \lk E IN Hko) =J 0, 

la longueur des sauts entre les polynômes réguliers P~~) ne dépasse pas la valeur mk = 2. 

Ce résultat a permis de construire l'algorithme du CSBCG dû à Chan et Bank [21, 22]. 

Théorème 1.2.3 

On suppose que Pnk est de degré exactement nk ( i.e nk est égal à un indice fil tel que PA~) 
existe ), alors on a les pmpriétés suivantes : 

(i) si ml = 1 et mk =J 1 alors mk = ml+l + 1 

(ii) si ml =J 1 alors mk = ml - 1. De plus 

1. si mk+l =J 1 alors mk+l = m1+1 + 1 et mk + mk+l = m1 + ml+l· 

2. si mk+l = 1 alors mk + mk+l =mf. 

Preuve: 

Les sauts mk et ml sont déterminés par les relations (1.15) et (1.16). Le polynôme 

Pnk étant de degré exactement égal à nk = fil, nous avons alors HA~) = H~~) =J 0 et 
H~1 ) = H(l) ..J. 0 

n1 nk 1 · 

=? (ii) 

Dans le cas où ml =J 1, grâce au Théorème 1.1.1, nous avons 

pour i = fi[ + 1' ... ' fi[ + Tn[ - 1 et 

et, en appliquant le Théorème 1.2.1, nous obtenons 

pour i = fi1 + 1, ... , fi1 + m1 - 2 et 

Comme nk = fi1, ces relations montrent, grâce au théorème 1.1.3, que mk = m1 - 1. 

=? (ii.1) 

D'après (ii), nous avons mk = m1 -1 alors nk+l = fil+l -1, donc H~~~ 1 = HA~~ 1 _ 1 =JO. 
Par définition, HA~~ 1 =J 0 et le saut ml+l est déterminé par (1.16) appliquée au polynôme 

PA~l 1 , ce qui est équivalent à 

H •(O) = 0 pour ,; n- + 1 n- + m- 1 
0 • = 1+1 ' ... ' 1+1 1+1 - et 
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P h h , -t. H(1) (1) ar ypot ese, mk+1 -r 1, donc n +1 = Hn
1 

=O. 
k+l +1 

Alors, en appliquant le théorème 1.2.2, nous obtenons 

HF) = 0 pour i = fil+1 + 1, ... , fiz+l + mz+1- 1 et HÂ~~~ +ml+! =1- 0, 

et comme nk+l = fiz+1 - 1, nous pouvons écrire 

pour et 

A partir du Théorème 1.1.3 et des relations (1.15), nous avons donc 

mk+1 = mz+1 + 1, d'où mk + mk+l = mz + mz+1· 

=} (ii.2). 

Évident. 

=} (i) 

Dans le cas où mz = 1 et mk =/- 1, nous avons 

H (1) -- H-(1) -_ 0 et H(ü) H(o) =/- 0 - - 1 1 = - avec nz+1 = nz + = nk + . nk+1 nl+l nk+1 nl+l 

Le saut mz+1 est déterminé par les relations (1.16) qui sont équivalentes à 

Hi(O) = 0 pour i = fil+1 + 1, ... , fiZ+1 + mz+1- 1 et 

Nous avons HA~~~ = 0, alors en appliquant le Théorème 1.2.2, nous obtenons 

HF) = 0 pour i = fiZ+1 + 1, ... , fiZ+1 + mz+1 - 1 et HÂ~~~ +m1+1 =/- O. 

Comme fiz+l = nk + 1, alors nous pouvons écrire 

pour et 

et, à partir de ce résultat, nous avons donc mk = mz+1 + 1. 

21 

D 

Ce Théorème nous donne le lien entre les sauts mk et mz effectués par les polynômes Pk, 

PP) et P~O). Il représente, ainsi, les différents cas possibles d'existence des polynômes Pnk, 

P~~) d'une part, et celle des polynômes P~~) d'autre part. 

Nous retrouvons parmi ces résultats celui du Lemme 1.2.2. 

Lemme 1.2.3 

Soit Pnk de degré nk. Si Pnk+1 n'est pas de degré exactement égal à nk+1 alors Pnk+l 

Pnk· 
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Preuve : 

Puisque Pnk+l n'est pas de degré nk+l, alors H~~~~ = O. 

De plus, à partir du Théorème 1.2.3, nous avons 

pour i = nk + 1, ... , nk+l - 1, 

ce qui est équivalent, grâce au Lemme 1.1.4, aux relations suivantes 

Or, par définition, comme Pnk+l est l'unique polynôme de degré au plus nk+l vérifiant les 

relations 

D 

Le Lemme 1.2.3 nous rappelle que le polynôme Pk, lorsqu'il existe, n'est pas toujours de 

degré k. L'existence de ce polynôme est liée à celle de pfl, contrairement au fait qu'il soit 

de degré k qui dépend de l'existence de P~o). Donc, établir le rapport entre l'existence des 

polynômes P~o) et PP) nous permettra de prévoir celle des polynômes Pk ainsi que leur 

degré. Le Théorème 1.2.3 peut être interprété d'une manière polynômiale de façon à ce 

qu'il nous révèle le rapport entre les polynômes existants P~o) et PP). 

En effet, en supposant qu'à une itération donnée nk nous ayons un polynôme Pnk de degré 

exactement égal à nk, ce qui correspond à l'existence d'un l E IN tel que nk = fit, cela 

implique l'existence du polynôme P~~) ainsi que celle de P~~). Les relations (1.16) nous 

donnent le saut mt qu'il peut y avoir entre P~~) et P~~l 1 • 
Dans le cas où m1 = 1, le polynôme P~~~~ existe. Ici nous n'avons pas de ghost-breakdown, 

et si le saut mk est égal à 1 alors il n'y a pas de true-breakdown non plus. Le calcul des 

polynômes orthogonaux à l'itération nk + 1 peut se faire sans problème de breakdown. 

Cependant, d'après le Théorème 1.2.3, nous pouvons avoir mt= 1 et mk -1- 1, et nous avons 

donc un true-breakdown à l'itération nk + 1. Dans ce cas le saut mk est égal à m1+1 + m1, 

ce qui se traduit par l'existence de P~~~~ = P~~l 1 • En calculant le saut mt+l, nous obtenons 

à l'itération n1+2 = nk+l l'existence des polynômes P~~l2 , P~~~~ et enfin Pnk+l qui est de 

degré exactement égal à nk+l = fit+2· 

Dans le cas où m1 -1- 1 il se produit un ghost-breakdown à la nk + 1 ème itération, et 

d'après le Théorème (1.2.3), nous avons mk = m1- 1, ce qui implique que les polynômes 

P (l) t P · t t ' l'"t · t" - - 1 0 n(O) nk+l e nk+l ex1s en a 1 era IOn nk+l - nl+l- . r, comme rnk+l n'existe pas, alors, 
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FIG. 1.1 -Polynômes orthogonaux formels réguliers 
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d'après le Lemme 1.2.3, le polynôme Pnk+ 1 n'est autre que le polynôme Pnk· Ensuite, nous 

avons deux possibilités : 

Soit mk+l = 1, ce qui nous donne à l'itération fi1+1 = nk+l + 1 = nk+2 l'existence des 

1 A n(O) p(O) n(l) t n d d , t t . 1 ' po ynomes Fnk+ 2 = nl+1, Fnk+2 e Fnk+ 2 e egre exac emen ega a nk+2· 

Soit mk+l -=F 1. Dans ce cas nous avons l'existence du polynôme P~~l~ = P~~~~ +1, et d'après 

le Théorème 1.2.3, nous avons ml+l = mk+l -1. Donc à l'itération nk+2 = iïl+2, nous avons 

l ' · d 1 A n(O) - p(O) o(l) t P d d · · t t · 1 ' ex1stence es po ynomes Fnk+ 2 - n1+2 , Fnk+ 2 e nk+ 2 e egre exac emen ega a nk+2· 

Il existe donc trois cas de breakdown possibles. Le schéma donné dans la figure 1.1 

représente les polynômes PP), P~o) et Pk ainsi que le rapport entre ces polynômes selon 

leur existence dans le cas d'un breakdown. 

1.3 Application au processus de Lanczos 

Le processus de Lanczos, proposé par Cornelius Lanczos [50] en 1950, est une méthode 

qui permet de transformer une matrice A E IRNxN en une matrice tridiagonale semblable 

en construisant, à partir de deux vecteurs initiaux, deux bases bi-orthogonales des deux 

sous-espaces de Krylov associés respectivement à A et Ar. 

Dans cet algorithme, une division par zéro risque de se produire, ce qui cause un problème 

de breakdown. Pour remédier à cette situation, une première version de l'algorithme de 

Lanczos avec look-ahead a été proposée par Parlett, Taylor et Liu [58]. Cependant, cette 

procédure est assez compliquée et les détails de sa mise en œuvre ont été donnés seulement 

pour le cas où l'on aurait un saut égal à 2. C'est peut être la raison pour laquelle l'idée 

du look-ahead n'a pas suscité beaucoup d'intérêt jusqu'en 1989. Freund, Gutknecht et 

Nachtigal [31] ont donné une nouvelle approche de cet algorithme qui a servi à mettre 

en œuvre l'algorithme du QMR [35]. En 1992, Freund et Nachtigal [35] proposèrent une 

nouvelle mise en œuvre du processus de Lanczos basée sur des relations de récurrence à 

deux termes. L'algorithme obtenu étant plus stable que le premier à base de relations de 

récurrence à trois termes, a permis de rendre plus efficace l'algorithme du QMR. 

Ici, dans un premier temps, nous rappelons le processus de tridiagonalisation de Lanc

zos et nous établissons sa connexion avec les polynômes orthogonaux formels. Ensuite, nous 

proposons de retrouver les relations de récurrence, utilisées dans l'algorithme de tridiago

nalisation de Lanczos avec look-ahead, à travers un formalisme qui permet de généraliser 

toutes les relations de récurrence. Ce dernier consiste à exprimer certains polynômes par

ticuliers dans des bases formées par les polynômes orthogonaux réguliers et des polynômes 

complémentaires qui remplacent les polynômes orthogonaux inexistants. Les deux bases 

du processus de Lanczos sont construites à partir de récurrences à trois termes. Or il a 
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été observé que, dans le cadre de l'arithmétique à précision finie, les itérations induites 

par des récurrences à trois termes sont moins robustes que celle issues de récurrences à 

deux termes. Brezinski et Redivo-Zaglia [12] ont notamment montré que, pour le calcul 

des valeurs propres, le processus de Lanczos classique et moins stable que le processus de 

Lanczos obtenu par des récurrences à deux termes. Cependant, dans ce dernier, il risque de 

se produire le ghost et le true-breakdown. Dans la deuxième partie de cette section, nous 

commençons par construire le processus de Lanczos à l'aide de relations de récurrence à 

deux termes. Ensuite, en utilisant les résultats obtenus dans la section précédente, nous 

établissons une généralisation de ces relations de récurrence que nous utilisons pour mettre 

en œuvre une nouvelle version du processus de Lanczos avec look-ahead. 

1.3.1 L'algorithme classique de tridiagonalisation de Lanczos 

Soit A E IRNxN. Nous commençons par donner deux vecteurs initiaux vo et wo. 

Le processus de Lanczos consiste à calculer deux suites finies de vecteurs (vn) et (wn), 

telles que, Vn 

vect{ vo, ... , Vn} = lCn+l (A, vo), 

vect{wo, ... ,wn} = lCn+l(AT,wo), 
(1.18) 

et 

{ 
Ji -=1- 0 i = j 

w· v· -
( Jl ,) - 0 i -=1- j pour i,j=0,1, ... ,n. (1.19) 

Les vecteurs { vi}~ 1 et { wi}f=l sont calculés en utilisant les relations de récurrence à trois 

termes suivantes 

avec 

Vn+l = Avn- ŒnVn- /3nVn-1 1 

Wn+l =AT Wn- ŒnWn- /3nWn-1, 

et 

Nous prenons dans la première itération v_1 = 0, w_l = 0 et fJ-1 =O. 

(1.20) 

(1.21) 

En pratique, pour des raisons de stabilité, la version normalisée du processus de Lanc

zos est utilisée afin d'éviter les problèmes de dépassement capacité connus sous les noms 

over flow et under flow. Elle consiste à calculer, dans les récurrences (1.20), les vecteurs Vn 

et Wn tels que !!vn!! = l!wnl! = 1 pour tout n. Ici, pour simplifier, nous allons employer les 

récurrences non normalisées (1.20), ces dernières peuvent s'écrire sous la forme matricielle 

AV(n) = V(n) H(n) + [0 

ATw(n) = w(n)H(n) + [0 
(1.22) 
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avec 

V(n) := [va V1 • • · Vn] et W(n) := [wa WI · · · Wn] 

deux matrices dont les ième colonnes sont respectivement Vi-l et Wj-1· 

a a (31 0 0 

1 Œl 

H(n) := 0 0 

f3n 

0 0 1 Œn 

est la matrice tridiagonale de dimension ( n + 1) x ( n + 1) qui regroupe les coefficients des 

récurrences (1.20). 

D'autre part, les conditions de bi-orthogonalité (1.19) peuvent s'écrire 

Sa 0 0 

0 

En considérant la matrice de dimension (n + 2) x (n + 1) 

(n)- [ H(n) l 
He - ' o ... 0 1 

les relations (1.22) deviennent 

(1.23) 

La terminaison régulière de cet algorithme s'effectue lorsque 

VL = 0 ou WL = 0, avec L :::; N. 

Dans ce cas, le sous-espace JCL(A, va) est invariant par rapport à A (resp. JCL(AT, wa) 

est invariant par rapport à AT), et les vecteurs {vi}f,;a1 forment une base génératrice du 

sous-espace A-invariant JCL(A, va) de JRN (resp. les vecteurs { wi}f==-a1 forment une base 

génératrice du sous-espace AT-invariant JC L (AT, wa)) . 

Nous notons 

Lv := dim!CN(A, va) 

et 
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Il y a une deuxième possibilité pour que l'algorithme soit interrompu; c'est le cas où 

avec Vn -1=- 0 et Wn -1=- O. 

Ici, l'algorithme s'arrête prématurément avant de calculer la base du sous-espace A-invariant 

(ou AT- invariant). Par conséquent, nous ne pouvons pas calculer Vn+l et Wn+l en utilisant 

(1.20) car nous avons une division par zéro à la (n + l)ème itération, ce qui correspond 

au phénomène du breakdown dans l'algorithme de Lanczos appelé serious-breakdown par 

Wilkinson [80] et Lanczos-breakdown par Freund [34, 35]. Nous allons voir par la suite que 

cette situation est due au phénomène du ghost-breakdown qui se produit dans le calcul 

des polynômes orthogonaux formels. 

Dans le cas où ( Wn, vn) -1=- 0 mais est très proche de zéro, nous avons ce que nous appelons 

un near-breakdown qui provoque des problèmes d'instabilité numérique. 

Nous remarquons que dans le cas symétrique A= AT, nous n'avons pas de breakdown 

dans l'algorithme de Lanczos, puisque nous commençons avec vo = wo, et à partir de (1.20) 

et (1.21) nous obtenons Wn = Vn pour tout n. Donc 

Cela montre que le serious-breakdown (ghost-breakdown) ne peut pas se produire dans 

le processus symétrique de Lanczos. 

D'autre part, seuls les vecteurs Vn sont calculés en utilisant la première relation (1.20). 

Le processus de Lanczos est très utilisé dans le cas des matrices de grande taille. Grâce à ce 

processus nous pouvons calculer les valeurs propres de telles matrices. En effet, si VL = 0 

ou WL = 0, alors nous en déduisons, d'après (1.22), que toute valeur propre de la matrice 

tridiagonale H(L-l) est aussi une valeur propre de la matrice A. Nous pouvons considérer, 

à chaque itération n, les valeurs propres de H(n) comme étant des approximations des 

valeurs propres de A, ces valeurs sont appelées valeurs de Ritz. De façon similaire, nous 

pouvons construire des approximations de la solution du système linéaire de grande taille 

Ax = b en résolvant un nouveau système linéaire bien particulier dont H(n) est la matrice 

des coefficients. D'ailleurs, c'est ainsi que nous obtenons les méthode de Lanczos (BICG, 

Orthodir, Orthores, ... ). 

1.3.2 Connexion avec les polynômes orthogonaux formels 

Pour mieux comprendre le problème du breakdown qui risque de se produire dans le 

processus de tridiagonalisation de Lanczos, nous établissons l'approche polynômiale de cet 

algorithme. Ainsi nous montrons que nous pouvons construire cet algorithme en utilisant 

les polynômes orthogonaux formels, lesquels vont nous être utiles par la suite pour, d'abord 
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mettre en œuvre l'algorithme de Lanczos avec look-ahead et ensuite construire le processus 

de Lanczos par des relations de récurrence à deux termes, et enfin éviter le breakdown dans 

ce dernier. 

Soit 

Wn={?f(Ç)=ao+alÇ+a2ç-2+ .. ·+anC / aiEIR} 

l'espace vectoriel des polynômes réels de degré au plus égal à n. avec n ::; L * 

D'après la définition des sous-espace de Krylov ICn+l (A, va) et ICn+l (AT, wa), nous pouvons 

écrire 

Kn+l(A, va)= {?f(A)vo NE Wn}, 

Kn+l(AT, wo) = {?f(AT)wa NE Wn}· 

En particulier, à partir de (1.20), nous avons 

et 

avec ?fn un polynôme unique, de plus unitaire (an= 1). 
Maintenant, si nous considérons la fonctionnelle c définie par 

alors la relation d'orthogonalité (1.19) peut s'écrire sous la forme 

et 

(1.24) 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

Le polynôme ?fn de degré exactement égal à n vérifiant (1.26) appartient à la famille des 

polynômes orthogonaux formels par rapport à la fonctionnelle c. Nous remarquons que ?fn 

correspond au polynôme P~a) déjà défini auparavant. 

Ces polynômes unitaires vérifient la relation de récurrence à trois termes suivante 

P~~l (Ç) = ÇP~ü) (Ç) - O:nP~a) (Ç) - f3nP~?ll (Ç), 

avec PJa)(Ç) = 1, P~0{(ç) = 0 et fJ-1 =O. 

(1.28) 

A partir de la relation (1.26), nous obtenons les expressions des coefficients de (1.28) 

et (1.29) 

En utilisant (1.25), ces relations nous permettent de retrouver l'algorithme de Lanczos. 
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Dans le cas où c(P~o) P~0)) = 0, ce qui correspond à ( Wn, vn) = 0, nous ne pouvons pas 

calculer le polynôme P~~~ puisque nous aurons une division par zéro dans le calcul des 

coefficients CXn et !3n- Nous avons ainsi un ghost-breakdown à la (n + 1)eme itération. 

Cette relation de récurrence correspond à la relation (1.9) étudiée dans la sous-section 

1 1 2 . . h . . U p(O) . . ; ICI nous C OISISSOns i = i . 

1.3.3 Le processus classique de Lanczos avec look-ahead 

La procédure du look-ahead a été introduite dans la méthode classique de Lanczos par 

Freund et Nachtigal (34]. Elle permet d'éviter le problème du ghost-breakdown et de cal

culer les vecteurs réguliers de Lanczos en complétant les bases des sous-espace de Krylov 

par des vecteurs complémentaires. Les relations de récurrence utilisées dans cet algorithme 

ont été élaborées par Draux (25] et Gutknecht (40], elles représentent une généralisation 

sans breakdown des relations (1.28). 

Ici, nous allons retrouver ces relations en utilisant un formalisme qui consiste à exprimer 

certains polynômes dans des bases contenant les polynômes orthogonaux réguliers et com

plétées par des polynômes particuliers. 

Soient vo et wo deux vecteurs initiaux; il existe un ensemble maximal d'indices 'iij 

{n0, . .. ,nJ} ç {1,2, ... L*}, no= 0 < fi1 < · · · < fiJ:::; L*, 

tel que pour tout j = 0, ... , J, il existe un polynôme régulier PA~) E l]i nJ, de degré exacte

ment égal à fij, avec { PJ0l} la famille des polynômes orthogonaux formels par rapport à la 

fonctionnelle c définie par (1.25). En particulier, pour no = 0 le polynôme correspondant 
-(O) 

est P0 (Ç) = 1. 

Soit ihj = fiJ+l - 'iij le saut entre deux polynômes réguliers PA~) et PA~~ 1 • 

Nous appelons les vecteurs 

et 

vecteurs réguliers. Le calcul de ces vecteurs est garanti par celui des polynômes réguliers 

PA0
). Afin d'obtenir les relations de récurrence permettant de calculer les polynômes PA0

), 
J J 

nous introduisons les polynômes complémentaires, appelés intérieurs par Freund [34] et 

insuffisants par Gutknecht [40], que nous pouvons calculer à partir de la relation suivante 

p~~l (Ç) = çpJOl(Ç)- (nPJOl(Ç)- TJnP~~l (Ç) (1.30) 

pour n = 'iij, ... , fiJ+l- 2, Vj E {0, ... , J}. 
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(n et 1Jn sont choisis de façon arbitraire avec 1Jni = O. 

Compte-tenu des conditions (1.16), le saut ihj peut être déterminé par les relations 

pour n = 0, ... , ÏÏj+l - 2 
(1.31) 

Puisque pn_!O) 
1 

-f,Pnio) 1 est un polynôme de degré iï1+1 -1, alors nous pouvons l'exprimer 
J+ j+1-

dans la base 

{P~~), P~~~1' · · ·, P~~), P~~~1' · · · 'p~~~ 1 -2' p~~~1 -1}, 
ce qui nous permet d'écrire 

- an1 -1p~~~ 1 (Ç)- · · ·- ano+lp~~~1 (f,)- an0 P~~)(f,). 
En utilisant les relations d'orthogonalité (1.31 ), nous obtenons 

Ainsi 

P~~~ 1 (Ç) = ÇP~~~ 1 _ 1 (Ç)- anH 1 -lp~~~ 1 _ 1 (Ç)- · · ·- anj+1p~~~ 1 (f,) 
- ani P~~) ( f,) - an

1
_ 1 P~~~ 1 • 

(1.32) 

Les coefficients (ai)~;;,~~ - 1 
et afii_ 1 peuvent être calculés en multipliant la relation (1.32) 

par P~o+) i pour i = 0, ... , mj- 1 et P~0~ 1 et en appliquant les orthogonalités (1.31). Nous 
J J 

obtenons le système triangulaire suivant 

(1.33) 

i=1 

ainsi que 

(1.34) 

À partir de tous ces résultats, nous pouvons maintenant mettre en œuvre l'algorithme 

complet du processus de Lanczos avec look-ahead. Les vecteurs réguliers Vni et Wni sont 

complétés par les vecteurs 

et pour tout i = 1, ... ,mj -1. 
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D'après (1.30), ces vecteurs peuvent être calculés par la relation suivante 

Vn+1 = Avn- (nVn- 'f/nVn-1, 

Wn+1 =AT Wn- (nWn- 'f/nWn-1, 

pour n = nj, ... , nj+1 - 2, Vj E {0, ... , J}, 

avec (n, 'Tin choisis de façon arbitraire et 'f/nj =O. 

En utilisant (1.25), les conditions d'orthogonalité (1.31) s'écrivent 

(wn, Vnj) = 0 

(wnJ+ 1 -1Vnj) =/=-O. 

Nous notons, pour tout j = 0, ... , J, 

pour n = 0, 0 0 0 'nj+1 - 2, 

31 

( 1.35) 

(1.36) 

A partir des conditions (1.36) et en utilisant la relation de récurrence (1.35), nous pouvons 

montrer que 

ce qui prouve que la matrice wrvj = Dj de dimension mj est inversible et qu'elle est de 

Le système d'équations (1.33) et l'équation (1.34) deviennent 

1 
an

1 1 an;+2 
avec aj = 

an1 : 1 -1 

et 

/3
. _ _ (wnJ+ 1 -1,Avnj-d _ (wnj+l-1,Vnj) _ dj 

1 - anj-l - - - --. 
(wnj-1' Vnj_J (wnr1' Vnj_J dj-1 

Enfin, pour calculer récursivement les vecteurs réguliers Vnj et Wnj, nous utilisons la récur

rence (1.32), ce qui donne 

Vnj+l =AvnJ+ 1 -1 - Vjaj - /3jvnj-l, 

WnJ+ 1 =AT WnJ+ 1-1- Wjaj- /3jwnj_ 1 • 

Les relations ainsi établies définissent le processus de Lanczos avec look-ahead 

(1.37) 



32 Les polynômes orthogonaux et le problème du breakdown 

Algorithme 1.3.1 :Le processus de Lanczos avec look-ahead 

0) Initialisation : 

Choisir va, wo E IRN avec va, wo -1=- 0; 

Vo =va, Wo = wo, Do = WJ'Vo; 
no = 0, l = 0, m1 = 0, V-1 = w-1 = 0 et f3o = 0; 

Pour n = 0, 1, ... , N 

1) Si det(Dl) -1=- 0 aller à 2) sinon à 3); 

2) (vecteur régulier) calculer 

Si l -1=- 0 alors 81 
= (D1)m1,1 

· (Dl-1)m1_11 1 
Fin( si); 

al Dj-1
)(W1f Avn; 

Vn+l Avn - Vial - BlVn1_1; 

Wn+1 AT Wn- W1a1- f3lWn 1_ 1 ; 

prendre nl+1 n+1, l=l+1, m1=0, Vi=W1=0 

3) (vecteur complémentaire) calculer 

Vn+1 Avn- (nVn- TJnVn-1; 

Wn+l AT Wn- (nWn- TJnWn-1; 

Prendre m1 = ml + 1 ; 

4) Si Vn+l = 0 ou Wn+1 = 0, alors on arrête; 

sinon, on prend 

Fin. 

et partir à 4); 

Les coefficients (n et TJn sont choisis de façon arbitraire, en pratique nous prenons (n = 

TJn = 1. Le processus de Lanczos avec look-ahead préserve la forme matricielle (1.23), que 

l'on réécrit 

(1.38) 
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V(n) et W(n) sont deux matrices de dimension N x (n + 1) qui regroupent les vecteurs 

réguliers et complémentaires comme suit 

et 

tels que, pour tout k = 0, ... , l, nous ayons 

et 

si 0 ~ k < l, 
si k = l, 

si 0 ~ k < l, 
si k = l, 

(1.39) 

avec l = l(n) l'unique entier qui dénote l'indice du dernier vecteur régulier précédant Vn, 

c'est-à-dire nt ~ n < nt+1· 

La matrice H(n) obtenue ici est une matrice tridiagonale par bloc de dimension ( n + 1) x 

(n + 1). Cette matrice est de la forme suivante 

1'1 

où Àj est une matrice de Hessenberg de dimension ihj x ihj, ()j et Î'j sont des matrices de 

rang 1 et respectivement de dimension mj-1 x ihj et mj x mj-1 

(nj 'r/nj+1 0 0 * 
1 (nj+l 'rfnj+2 

Àj = 
1 (nj+2 0 

'rfnj+l-2 * 
(nj+l-2 * 

1 * 

0 0 /3j 0 0 1 

()j = 
0 0 

Î'j = 

0 0 0 0 
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Enfin, quand n = nJ+l -1, la matrice de bi-orthogonalité D(n) = W(n)T V(n) est diagonale 

En arithmétique exacte, nous obtenons VL = 0 ou WL = 0 pour L::; N, ce qui n'est pas 

toujours vrai en arithmétique finie, puisque nous risquons d'avoir, à cause de l'accumulation 

des erreurs d'arrondi, L > N. C'est-à-dire que le dernier vecteur régulier d'indice fiJ < N 

est diffèrent de zéro ( VnJ ::f. 0) et fiJ + TnJ > N. Dans ce cas nous avons ce que l'on 

appelle l'incurable-breakdown. La seule solution face à ce problème est de recommencer 

le processus avec un nouveau choix des vecteurs initiaux vo et wo. 

1.3.4 Le processus de Lanczos par des récurrences à deux termes 

Nous donnons ici une autre approche pour construire les vecteurs de Lanczos; elle 

consiste à rajouter aux vecteurs de Lanczos deux nouvelles bases des deux sous-espaces 

de Krylov Kn(A,vo) et Kn(AT,wo). L'idée est de remplacer les récurrences à trois termes 

(1.28) par un couple de récurrences à deux termes, et enfin mettre en œuvre le nouveau 

processus de Lanczos à partir des nouvelles relations de récurrence. 

En effet, soient les deux suites de vecteurs { Vj }}=o et { Wj }}=o données dans la sous-section 

1.3.1. Nous considérons les deux ensembles de vecteurs 

et (qo, · · ·, qn)· 

Ces deux familles de vecteurs sont construites par 

et (1.40) 

P~l) est le polynôme orthogonal formel par rapport à la fonctionnelle c(ll définie par 

c(ll(Çi) = c(Çi+1 ), avec c est donnée par (1.25). 

Les relations (1.11), données dans la sous-section 1.1.2, constituent des récurrences à deux 

termes permettant de construire les deux familles de polynômes P~o) et P2). Nous avons 

donc les relations 

p~ll(Ç) = p~O)(Ç)- 'YnP~~l(Ç), 

P~~l (Ç) = ÇP2l(Ç)- Àn+lp~O)(Ç). 
(1.41) 
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En multipliant ces deux relations respectivement par P~~1 et P~o) et en appliquant les 

fonctionnelles cet c(l) nous obtenons, grâce aux conditions d'orthogonalité (1.2) et (1.10), 

les relations suivantes 

et 

Or, nous remarquons que 

c(C p(l) p(O)) = c(P(O) p(O)) +À c(P(O) p(O)) = c(P(O) p(O)) 
<, n-1 n n n n n-1 n n n 

et 

c(cp(O) p(l)) = c(ll(p(l) p(l)) +"' c(ll(p(l) p(l)) = c(ll(p(l) p(l)) 
<, n n n n 1n n-1 n n n · 

Ainsi, nous obtenons 

c(P~O) p~O)) 
'Yn = c(l) (P(l) p(l) ) 

n-1 n-1 

et (1.42) 

Ces relations peuvent être utilisées pour calculer les vecteurs Pn, qn, Vn et Wn. Par consé

quent, nous obtenons 

et 

avec les coefficients 

Pn = Vn - 'YnPn-1 

Vn+l = Apn - Àn+l Vn 

Wn+l =AT qn- Àn+lWn 

et 

Si nous considérons les matrices suivantes 

p(n) := [Po Pl Pn] 

(1.43) 

(1.44) 

(1.45) 

alors les récurrences (1.43) et (1.44) qui construisent les vecteurs Pn+l, qn+l, Vn+l et Wn+l 

peuvent s'écrire sous la forme matricielle 

v(n) = p(n)un, 

w(n) = Q(n)un, 

AP(n) = V(n+l) Ln, 

ATQ(n) = w(n+l)Ln, 
(1.46) 
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avec Un une matrice carrée bi-diagonale supérieure de dimension (n + 1) et Ln matrice 

bi-diagonale inférieure de dimension (n + 2) x (n + 1). Ces deux matrices ont la forme 

suivante 

1 /'1 0 0 Àl 0 0 

0 1 "/2 1 À2 

Un := 0 et Ln:= 0 1 0 (1.4 7) 

/'n Àn+l 

0 0 1 0 0 1 

Nous remarquons qu'en éliminant la matrice p(n) dans (1.46), nous avons 

(1.48) 

En comparant ce résultat avec (1.23), nous obtenons 

( 1.49) 

Donc, les deux matrices (1.47) définissent une factorisation de la matrice de Hessenberg 

tridiagonale Hàn) générée par le processus de tridiagonalisation de Lanczos. 

Nous pouvons récupérer la matrice tridiagonale de Lanczos H(n) à partir du produit Ln Un 

avec Ln est la matrice bidiagonale de dimension ( n + 1) x ( n + 1) qui vérifie 

L _ [ Ln l 
n- 0 ··· 0 1 . 

Les vecteurs { vi}~0 et { wi}i=o sont bi-orthogonaux, ils correspondent aux vecteurs calculés 

dans l'algorithme de tridiagonalisation de Lanczos, alors que les vecteurs {Pdi=o et {qi}i=o 
vérifient, à partir des conditions (1.10), les relations 

pour i,j=O,l, ... ,n. 

D'où 

El 0 0 

0 

0 

0 0 En 

On dit que les vecteurs {pi}~ 1 et { qi}~ 1 sont A bi-orthogonaux. 

A partir de toutes ces relations, nous obtenons l'algorithme suivant 

(1.50) 
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Algorithme 1.3.2 :Le processus de Lanczos par des relations de récurrence à deux 

termes 

1. Initialisation : Choisir va E !RN et wo E !RN 

2. Pour 

Si 

n=O,l, ... ,N: 

n=f-0 

Calculer 

Pn = Vn- 'YnPn-1, 

qn = Wn- 'Ynqn-1, 

Sinon po = va, 

qo = wo, 
Fin (si). 

On "'n = --, En-1 

Calculer 
En 

En= (qn, Apn), Àn+l = On, 

Vn+l = Apn - Àn+l Vn, 

Wn+1 =AT qn- Àn+1Wn. 

Fin. 

tels que Oo = (wo,vo) =1- O. 

Nous remarquons que cet algorithme peut être considéré comme une version de l'al

gorithme du Gradient Biconjugé (BICG) [29] dont les vecteurs de direction et les résidus 

peuvent être obtenus à partir des suites p(n)' Q(n)' v(n) et w(n). 

L'algorithme 1.3.2 s'arrête d'une façon régulière dès que 

ou bien ffwn+1[[ =O. 

En arithmétique finie, ce résultat est atteint avant la Nème itération, ce qui permet de 

construire les bases des sous-espaces invariants Kn(A, va) ou bien Kn(AT, w0 ), respective

ment. Par contre, si On = 0 ou En = 0 alors l'algorithme s'arrête d'une façon prématurée à 

cause d'une division par zéro. Dans le cas où On = 0 nous avons un ghost-breakdown, c'est

à-dire le même type de breakdown que nous risquons de rencontrer dans le cas du processus 

classique de Lanczos. Nous notons que, comme dans l'algorithme du BICG, le processus 

de Lanczos par des récurrences à deux termes subit un deuxième type de breakdown dans 

le cas où En = 0; il s'agit du true-breakdown. Ce type de breakdown se traduit dans le 

cas du BICG par le fait que les (n + l)èrne vecteurs d'itération ne sont pas définis par les 

conditions de Galerkin. Dans l'algorithme 1.3.2, la condition En = 0 est liée à la décompo-
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sition (1.50) de la matrice tridiagonale H~n) de Lanczos. Ce type de breakdown est appelé 

aussi pivot-breakdown [21]. 

1.3.5 Le processus de Lanczos par des récurrences à deux termes avec 
look-ahead 

Dans les relations de récurrence (1.41) nous risquons d'avoir le true et le ghost

breakdown à différentes itérations. Le Théorème (1.2.3) nous permet de prévoir les sauts à 

effectuer entre les polynômes réguliers PP) et P~o). Nous avons trois situations possibles. 

Nous allons appliquer le look-ahead, dans chacune de ces situations, afin de donner les 

relations qui nous permettent de calculer les polynômes existant P~l) et P~o). 

Pour cela, nous gardons les mêmes notations que celles données dans le paragraphe 1.2.2. 

Nous notons {no, ... , n1 } les indices des polynômes réguliers P~~), tels que 

avec mk = nk+l - nk le saut entre deux polynômes réguliers P~~) et P~~~ 1 , 
et {no' ... 'iïJ} les indices des polynômes réguliers p~~)' tels que 

no = 0 < nr < · · · < fiJ :::; N 

m1 = n1+1 - n1 représente le saut entre les deux polynômes réguliers P~~) et P~~l1 • 
J (resp !) représente le plus grand indice tel que llvnJ -=1- 0 et llwnJII -=1- 0 resp (11Pn1 ll -=1- 0 

et llqni Il -=1- 0). 
Nous supposons qu'à l'itération nk, nous avons les deux polynômes réguliers P~~) et P~~). 
Il existe alors un indice l E IN tel que nk = n1 avec H~~) -=1- 0 et H~~) -=1- O. 

- Premier cas : m1 -=1- 1 et mk+l -=1- 1. Ce cas est présenté dans la figure 1.2. 

D'après le Théorème 1.2.3, mk est égal à m1 - 1. Nous avons donc 

pour 

c'est-à-dire que pour i = nk + 1, ... , nk+l les polynômes PP) n'existent pas. 

Pour obtenir la récurrence qui nous permet de calculer le polynôme P~~~ 1 , nous introduisons 

les polynômes complémentaires définis par 

(1.51) 

pour 1 :=:; i :=:; mk - 1. 
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FIG. 1.2 -Premier cas : mt -1- 1 et mk+l -1- 1 
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Les polynômes complémentaires servent à remplacer les polynômes orthogonaux inexistants 

et ainsi compléter l'ensemble des polynômes réguliers. Il sont calculés par les relations (1.51) 

qui sont conçues de la même façon que les relations (1.41) avec des coefficients J.l~k) et v?) 
arbitraires. En pratique, nous prenons J.l~k) = v~k) = 1. 

Ces polynômes ne vérifient pas les conditions d'orthognalité (1.15) et (1.16), néanmoins ils 

vérifient, d'après (1.15) et (1.53), les orthogonalités suivantes 

pour tout j = 1, ... , mk- 1 

c(1)(ëP(l) .) = 0 
nk+J 

pour i = 0, ... , nk + mk - 2 - j, 

-:f-0 pour i = nk + mk - 1 - j, 

pour tout j = 1, ... ,mk 

c(çip(o) .) = 0 
nk+J 

pour i = 0, ... , nk + mk- 1- j 

-:f-0 pour i = nk + mk- j. 

D'autre part, les conditions d'orthogonalité (1.16) peuvent s'écrire 

Il est évident que la famille 

0 pour i = 0, ... , nk + mk- 1, 

-1- 0 pour i = nk + mk. 

(1.52) 

(1.53) 

{p(l) cp(l) çmo-lp(l) p(l) cp(l) p(l) cmk_ 1 -lp(l) p(l) p(l) p(l) } 
no'" no, ... ,., no' n1 '" n1 ... , nk-1''"'" nk-1' nk' nk+l'"'' nk+mk-1 
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forme une base de l'espace vectoriel des polynômes de degré au plus égal à nk+l - 1. 

Alors, nous pouvons exprimer le polynôme P~~~1 - P~~~1 (de degré nk+l - 1) comme suit 

a(O) p(l) _ a(O)ç p(l) _ ... _ a(O) çmo-1 p(l) 
0 no 1 <, no mo-l"' no 

a(l) p(l) - a(l) c p(l) - ... - a(l) cml-1 p(l) 
0 n1 1 <, n1 m1 -l"' n1 

En utilisant les orthogonalités (1.15) et (1.52), nous obtenons 

pour i = 0, ... , mj - 1 ,..,,(k-1) = 0 1 1 
uc 8 pour s = , ... , mk-l-

et j = 0, ... , k - 2 

ce qui nous permet d'écrire 

Pour le calcul des coefficients figurants dans cette relation, nous multiplions (1.54) par un 

polynôme arbitraire Ui de degré i. En lui appliquant la fonctionnelle c(1), nous obtenons 

Le choix de Ui intervient dans l'expression des coefficients calculés. Cela implique que ce 

choix peut avoir une grande influence sur l'algorithme obtenu. Ici, nous allons prendre 

Ui = pp), ce qui va nous permettre par la suite de simplifier les calculs. 

Nous commençons par i = nk - 1 avec Unk-1 P~~~ 1 . Cela nous donne, grâce aux 

conditions (1.15) et (1.52), l'équation suivante 

1 , (1) n(l) 
Dans e cas ou mk-1 = 1 nous avons Pnk-l = rnk_ 1 • 

Par ailleurs, le polynôme P~~~ 1 correspond, dans le cas où mk-1 -1= 1, au polynôme com

plémentaire construit de façon similaire à celle de la relation (1.51) (plus précisément, la 

relation de calcul de P~~~ 1 sera définie par la suite dans la construction de P~~~2 ). 
Puisque les polynômes P~~) et ÇP~~~ 1 sont unitaires de même degré, alors nous avons la 

relation 
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avec qnk-l un polynôme de degré au plus égal à nk - 1. 

Les relations (1.52) nous permettent d'avoir 

Ainsi 
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(1.55) 

Nous remarquons, en appliquant les relations (1.15) à P~~~ 11 que c(l) (P~~~ 1 P~~~J =1- O. 

Pour les autres coefficients, nous prenons pour i = nk, ... , nk+l - 1, Ui = PP) (polynôme 

régulier ou complémentaire) et nous imposons les orthogonalités (1.52) pour obtenir le sys

tème triangulaire suivant 

(1.56) 

D'après (1.51) et (1.52), nous avons 

(1.57) 

\:/ i, j, f et h dans lN vérifiant i + j = f + h = mk- 1. 

Le système (1.56) étant triangulaire supérieur et à diagonale non nulle, il est donc non

singulier. 

D'autre part, comme mk = iht -1 ce qui implique que nk+l = fit+l -1, alors le polynôme 

régulier P~~L existe à l'itération nk+l + 1. 
. (1) (0) (0) 

Et pmsque mk+l =1- 1, alors Hnk+l+l = 0 et Hnk+J+l = Hfil+J =1- 0 ce qui nous donne, 

d'après Le Lemme 1.2.1, la relation 

(1.58) 

Nous remarquons qu'à l'itération nk+l nous avons HA~~~ =1- 0 et HA~~~ = 0, donc le po

lynôme Pnk+J existe mais n'est pas de degré égal à nk+l· D'après le Lemme (1.2.3) le 

polynôme Pnk+J est égal à Pnk. 

Les polynômes réguliers P~~~~ et P~~l~ sont donc calculés par les relations (1.54) et (1.58) 

sans problème de breakdown. Cependant, ces deux polynômes existent à deux itérations dif

férentes. Donc les relations de récurrence que nous venons de donner ne sont pas suffisantes. 
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Par ailleurs, compte-tenu du résultat du Théorème 1.2.3, nous avons mk+l = m1+1 + 1, 

c'est-à-dire que HA~~2 =1- 0 et HA~~2 =1- 0 avec nk+2 = iïl+2, ainsi les deux polynômes 

réguliers P~~~2 et P~~l2 sont du même degré. Il est donc nécessaire d'établir les relations 

permettant de calculer ces deux polynômes. 

Construisons d'abord les polynômes complémentaires suivants 

pour 2 ~ i ~ mk+1 - 1 

(1.59) 

pour 1 ~ i :S: mk+l - 1 

(k+ 1) (k+ 1) h . . d f b" . avec !Ji et vi c ms1s e açon ar 1tra1re. 

Rappelons que mk = m1 - 1, nk+l = nl+1 - 1, mk+l = m1+1 + 1 et nk+2 = nl+2· Les 

conditions d'orthogonalité (1.15) et (1.16) nous donnent 

pour tout j = 1, ... , mk+1- 1 

c(ll(çiP(1) )=0 
nk+!+J pour i = 0, ... , nk+l + mk+1- 2- j, 

=JO pour i = nk+l + mk+1- 1- j, 
(1.60) 

pour tout j = 2, ... , mk+1 - 1 

c(çip(O) .) = 0 
nk+l+J pour i = 0, ... , nk+1 + mk+1 - 1 - j, 

=f.O pour i = nk+1 + mk+l - j. 

Considérons la base suivante 

{p(O) cp(O) m1_ 1 -1p(O) p(O) cp(O) cm1-1p(O) p(O) p(O) p(O) (1) } 
no'"' no , ... ,Ç i"i1-1' i"i1 '"' n1 , ... ,c, n1' i"i1+1' nk+ 1+2, ... , nk+2-1,f,Pnk+2-1 · 

En exprimant le polynôme P~~l 2 de degré iïl+2 = nk+2 dans cette base, nous obtenons 

p~~l2 (Ç) = - f36o) p~~) (Ç) - !3io) ÇP~~) (Ç) - · · · - /3;;;~-1 çmo- 1 P~~) (Ç) 

- !361) P~~l (Ç) - !3Pl çP~~l (t,) - ... - !3~~ -1 çm~-1 P~~l (t,) 

Les orthogonalités (1.15), (1.16) et (1.60), nous permettent de montrer que 

pour i = 0, ... , Tnj - 1 et R(l) - Ü . - 1 - 1 /Ji - pour ~ - , ... , ml - . 

et j = 0, ... , l- 1, 
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Ainsi, P~~22 vérifi~ la relation 

(1.61) 

(0) (0) (0) (0) 
Rappelons que nous avons Pn,1+1 = Pnk+J +l et que Pn,1 = Pnk . 
En multipliant la relation (1.61) par un polynôme Ui de degré i et en lui appliquant la 

fonctionnelle c, nous obtenons 

Si nous prenons i = nl+l- 1 = nk+l et Ui = P~~~~ alors, grâce à (1.60), la relation (1.62) 

devient 

Puisque PJ~~~ est de degré exactement égal à n1 + m1 - 1 alors, en le remplaçant par son 
. ' ( (1) (0)) (0) (0)) expresswn donnee par (1.54), nous obtenons c Pnk+ 1 Pn,

1 
= c(Pn,

1
+

1
_ 1Pn,1 -1-0, 

et ainsi 

(1.63) 

Pour les autres coefficients, nous prenons pour i = (nl+l = nk+l + 1), ... , (nl+2 - 1 = 

nk+2 - 1), Ui = pi(O) (polynômes réguliers OU complémentaires) et en imposant les ortho

gonalités (1.16) et (1.60), nous obtenons le système triangulaire 

(1.64) 

D'après les relations (1.60), nous avons 

(1.65) 

V i,j, f et h dans IN vérifiant i + j = f + h = ml+l- 1, alors le système (1.64) est non

singulier. 

Nous avons aussi c(ll (PJ~~~ P~!~2 _ 1 ) -1- 0, et donc le coefficient /361
) est différent de zéro. 

En remarquant que PJ~~2 (0) = !361
) -1- 0, le Théorème 1.1.2, nous permet de confirmer 
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l'existence du polynôme PA~~2 • 

Exprimons maintenant le polynôme PA~~2 - P~~l2 de degré nk+2 - 1 dans la base 

{ p(l) t p(l) cmk-1-1 p(1) p(l) ç p(l) p(l) t p(l) tmk+l-1 p(l) } 
no '<, no ' · · · ''> nk-1' nk '<, nk ' · · · ' nk+1' '> nk+1' · · · ''> nk+1 · 

Nous obtenons 

p(1) (t) = -À(O)p(1)(t)-À(O)cp(1)(C)-···-À(O) çmo-1p(l)(t) 
nk+2 <, 0 no '> 1 <, no '> mo-l<, no '> 

_ .............................. _À (k-1) çmk_ 1-l p(1) (Ç) 
mk-1-1 nk-1 

- À6k) PA~l(Ç)- Àik)ÇPA~)(Ç)- ... - À~~-lçmk-1 PA~)(Ç) (1.66) 

_ À (k+1) p(l) (Ç) _À (k+l) çp(1) (t) _ ... _À (k+l) çmk+1-1 p(l) (Ç) 
0 nk+1 1 nk+1 <, . mk+1 -1 nk+1 

+ p!,O) (~'). 
nl+2 <, 

Les orthogonalités (1.16) nous permettent d'avoir 

pour i = 0, ... , ihj - 1 \ (k+l) = 0 . 1 1 
/\2 pour z = , ... , mk+ 1 - , 

et j = 0, ... , k 

Alors, PA~~2 est calculé par la relation 

p(l) (t) = p(,O) (t) _ À(k+l) p(1) (t). 
nk+2 '> nl+2 <, 0 nk+1 '> (1.67) 

En multipliant cette relation par le polynôme complémentaire P~~~2 _ 1 donné par (1.59) et 

en appliquant c(l), nous obtenons 

Les orthogonalités (1.15) appliquées à PA~~1 nous donnent c(ll(P~~~ 2_ 1 PA~~ 1 ) #O. 
D'autre part, en remplaçant PA~~ 2 par son expression donnée par (1.61) et en utilisant les 

relations (1.16) appliquées à P~~l2 , nous trouvons 

(1.68) 

A l'itération nk+2 le polynôme régulier Pnk+2 existe et est de degré exactement égal à 

nk+2 = fil+2· 

Dans ce premier cas, nous avons donc obtenu les relations de récurrence permettant de 

calculer les polynômes réguliers P~~~2 et P~~l 2 de même degré nk+2 en passant par les 
A (1) (0) 

polynomes Pnk+ 1 et Pn1+1. 
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FIG. 1.3- Deuxième cas : mt f. 1 et mk+l = 1 
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- Deuxième cas : mt f. 1 et mk+1 = 1. Ce cas est présenté dans la figure 1.3. 
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Nous avons nk = nt, et puisque mt f. 1 alors d'après le Théorème 1.2.3, nous avons 

mk = mt - 1 ce qui implique nk+l = iit+1 - 1. Cela veut dire que nous devons d'abord 

calculer le polynôme régulier P~~~~. Pour cela nous procédons, comme dans le premier 

cas, en construisant les polynômes complémentaires donnés par la relation (1.51). Ainsi le 

polynôme P~~~~ est calculé grâce aux relations (1.54), (1.55) et (1.56). 

D'autre part, nous avons HA~L = H~~~~ +1 "1- O. Et puisque mk+1 = 1 alors H~~~~ +1 "1- 0 

et nk+2 = nk+1 + 1 = iit+1· Dans ce cas, le polynôme PA~l~ de degré iit+l = nk+1 + 1 ne 

peut pas être calculé comme dans le premier cas par la relation (1.58). Par contre, il peut 

être exprimé dans la base 

ce qui nous permet d'écrire 

- rbt) PA~l(ç)- ritlçp~~l(ç)- ... - ~~;-1çm~-1 P~~l(Ç) 

+ ÇP~~~~ (Ç). 

En utilisant les orthogonalités (1.15) et (1.16), nous obtenons 
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pour { i.: 0, ... 'ihj - 1 (l) 0 . 1 - 1 'Yi = pour z = , ... , mt - . 
J- 0, ... 'l- 1 

Ainsi, le polynôme P~~l 1 satisfait la récurrence 

(1.69) 

Si nous multiplions cette relation par P~~~~ et lui appliquons la fonctionnelle c, alors nous 

obtenons 

Ici le polynôme P~~~~ est donné par la relation (1.54) que nous pouvons écrire sous la forme 

où c/Jnk+1_ 1 est un polynôme de degré égal à nk+l - 1. Grâce aux orthogonalités (1.16), 

nous avons 

d'où 

( 1. 70) 

Maintenant nous considérons la base des polynômes de degré au plus fit+l 

{P~~) 1 ÇP~~), ... , çmo-1 p~~) 1 p~~), ÇP~~) 1 ••• , çmk-1 p~~), p~~~~, p~~lJ· 

En exprimant le polynôme P~~~2 de degré nk+2 = nk+l + 1 = fit+l dans cette base, nous 

avons la relation suivante 

p(l) (é) 
nk+2 <, 

-À (0) p(l) (é) _À (0) c p(l)(C) _ ... _À (0) cmo-1 p(l)(C) 
0 no <, 1 <, no <, mo-l<, no <, 

Les orthogonalités (1.15) et (1.16) nous donnent 

..\~j) = 0 pour i = 0, ... , mj - 1 et j = 0, ... , k. 

Ainsi 

p(l) (é) = piO) (C) _À (k+l) p(l) (é). 
nk+2 <, nt+! <, 0 nk+l <, (1.71) 



Application au processus de Lanczos 47 

Pour le calcul du coefficient À~k+l), nous multiplions cette relation par P~!~ 1 et nous lui 

appliquons la fonctionnelle c(l) afin d'obtenir 

Or, puisque mk+l = 1, alors les orthogonalités (1.16) appliquées au polynôme P~!~ 1 nous 

permettent d'avoir c(l) (P~!~1 P~!~1 ) -=/= 0 et donc nous obtenons À~k+l) . 

De plus, en remplaçant PA~l 1 par son expression donnée par (1.69), et grâce aux orthogo-

l .t' (116) ' . (P(O) p(O) ) - (C n(l) p(O) ) na 1 es . , nous pouvons ecnre c 711 +1 711 +1 - c c,rnk+l n1+1 • 

Ainsi, À~k+l) peut être calculé à partir de la relation suivante 

(1. 72) 

Nous avons ainsi trouvé les trois récurrences permettant le calcul des polynômes P~~l 1 et 
n(l) d d ' - t l l A p(l) 
.rnk+2 e egre nk+2 = nl+l en passan par e po ynome nk+l . 

A l'itération nk+l le polynôme Pnk+l existe mais n'est pas de degré égal à nk+l· Il est donc 

égal à Pnk et nous retrouvons à l'itération suivante nk+2 le polynôme régulier Pnk+ 2 de 

degré exactement égal à nk+2 = fïHl· 

- Troisième cas : m1 = 1 et mk -=/= 1. Ce cas est présenté dans la figure 1.4. 

Ici nous avons fi1+1 = fi1 + 1 = nk + 1 et, puisque mk -=/= 1, alors H~~)+l -=/= 0 tandis que 

H~~)+l =O. Cela implique, grâce au lemme 1.2.1, que 

Le Théorème 1.2.3 nous permet de déduire que mk = ml+l + 1, donc nk+l = fil+2· 

Ce résultat peut aussi être obtenu grâce au lemme 1.2.2. 

(1. 73) 

Le polynôme P~~l2 peut être calculé d'une façon similaire à celle donnée dans le Premier 

cas. Ainsi nous commençons par construire les polynômes complémentaires suivants 

pour 2 ::; i ::; mk - 1, 

(1.74) 

pour 1::; i::; mk- 1, 

avec p,~k) et vi(k) choisis de façon arbitraire. 
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FIG. 1.4 - Troisième cas : m1 = 1 et mk =!= 1 
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Les conditions d'orthogonalité (1.15) et (1.16) nous permettent d'avoir les relations 

pour tout j = 1, .. . ,mk -1 

c(ll(çip(l) )=0 
nk+J pour i = 0, ... , nk + mk - 2 - j, 

=/=0 pour i = nk + mk- 1- j. 
(1.75) 

pour tout j = 2, ... ,mk -1 

c(çiP(O) ) = 0 
nk+J pour i = 0, ... , nk + mk - 1 - j, 

=/=0 pour i = nk +mk- j. 

Considérons la base suivante 

En exprimant le polynôme P~~l2 de degré iïl+2 = nk+1 dans cette base, nous obtenons 

P~~l2(Ç) = -!360) P~~)(Ç)- f3io)çp~~)(Ç)- ... - {3~~-1çmo-1 P~~)(Ç) 

-!361) p~~)(Ç) _ !3?lçp~~l(ç) _ ... _ {3~~- 1çm1-1 p~~)(Ç) 

-{3(1) p~O)(c) _ {3(1+1) p~O) (t) _ r.~(l+l) p~O) (C) _ ... _ r.~~+1) pSO) (C) 
0 n1 <, 0 nl+l <, 1-'1 nl+l +1 <, 1-'ml+l-1 n1+2-1 '> 

+ ÇP~~~l-1 (Ç). 
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Les orthogonalités (1.16) et (1.75) nous permettent de montrer que 

pour i = 0, ... 'mj- 1, 

et j = 0, ... , l - 1. 

Le polynôme P~~l2 = PJ~~ 1 vérifie donc la relation 

p50) (C) = c p(1) (C) - (3~+1) piO) (C) - ... - (3(1+1) piO) (C) - (3(l) piO) (C). (1. 76) 
nt+2 <, <, nk+l-1 <, mt+l-1 nl+2-1 <, 0 nt+l <, 0 nt <, 

Cette relation est semblable à la relation (1.61) donnée dans le premier cas. 

En multipliant (1. 76) par PJ~l et en lui appliquant la fonctionnelle c nous obtenons 

Puisque nk = fi1 et m1 = 1 alors, d'après les orthogonalités (1.16), nous avons 

D'où 

(1. 77) 

Pour les autres coefficients de la relation (1.76, nous multiplions pour i E {(nl+l = 

nk + 1), ... , (nl+2 - 1 = nk+1 - 1)} la relation (1.76) par pi(O) (polynôme régulier ou 

complémentaire) et en imposant les orthogonalités (1.16) et (1. 75), nous obtenons le sys

tème triangulaire 

(1)8) 

D'après les relations (1.75), nous avons 

(p(O) p(O) ) _ (P(O) p(O) ) --.1- 0 
c nt+l +i nt+l +J - c nt+l + J n1+1 +h r (1. 79) 

V i,j, f eth dans IN vérifiant i + j = f + h = ml+1- 1, et donc le système (1.78) est 

non-singulier. 

Exprimons, maintenant, le polynôme PJ~~ 1 - P~~l2 de degré nk+l - 1 dans la base 

{PJ~l, çPJ~l, ... , çmk-l-1 pJ~~ 1 , pJ!l, çPJ!l, ... ,çmk-1 pJ~l}. 
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Nous obtenons 

-À(O) p(l)(C) _ À(O)cp(l)(C) _ ... _ À(O) cmo-1 p(1)(C) 
0 no <., 1 <., no <., mo-l" no <., 

Les orthogonalités (1.16) nous permettent d'avoir 

pour i = 0, ... , ihj- 1, \ (k)- 0 . - 1 1 "'i - pour ~ - , ... , mk -

et j = 0, ... ,k- 1. 

Ainsi, P~~~1 pourra être calculé par la relation 

p(l) (C) = piO) (C) _ À (k) p(1) (C). 
nk+l <., nl+2 <., 0 nk <., (1.80) 

En multipliant cette relation par le polynôme complémentaire P~!~ 1 _ 1 donné par (1.74), 

et en appliquant c(ll, nous obtenons 

Les orthogonalités (1.15) appliquées à P~~) nous donnent c( 1 l(P~~~ 1 _ 1 P~~)) =/=O. 

D'autre part, en remplaçant le polynôme P~~~1 par son expression, les conditions (1.16), 

nous permettent d'avoir c(Pi0) piO) ) = c(c p(l) piO) ) et ainsi À (k) est donné par 
nl+2 nl+2 <., nk+l-1 nl+2 0 

(1.81) 

A l'itération nk+1 le polynôme Pnk+l existe et est de degré exactement égal à nk+l· 

Nous avons ainsi les relations de récurrence pour le calcul des polynômes P~~~ 1 et P/i~l 2 
du même degré nk+l· 

Ces différentes relations de récurrence permettent de calculer les polynômes réguliers P~l) 
et P~o) dans les trois cas possibles de breakdown, et nous trouvons ainsi une généralisation 

des relations (1.41 ). Ces relations peuvent être résumées dans l'algorithme suivant 
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Algorithme 1.3.3 : Relations de récurrence à deux termes de PP) et Pia). 

1. Initialisation: PJ
1
l = 1, PJ0l = 1, l = k = 0, no= 0 et no= O. 

2. Boucle: 

mk = 1. 

S. (P(o) (0)) _ 3. 1 c r;
1 

Pr;
1 

- O. 
Tant que c(l) (R( 1

) p(1) ) = O. 
nk nk+mk-1 

mk = mk + 1. 

Calculer P~~~mk- 1 et P~~~mk- 1 à partir de (1.51). 
Fin (tant que). 

ihz = mk + 1, nk+1 = nk +mk et nz+I = nk+1 + 1. 

Calculer P~~~ 1 à partir de (1.51). 

Calculer P~~~1 à partir de (1.54), (1.55) et (1.56). 

SI. (1) ( n(l) n(l) ) _ 0 
C .rnk+1.rnk+1 - · 

Calculer P~~l 1 à partir de (1.58). 

Calculer P~~~ 1 +1 à partir de (1.59). 

mk+1 = 2 

Tant que c(l) (P~~~ 1 P~~~ 1 +mk+1-1) =O. 

mk+1 = mk+1 + 1. 
Calculer pn(

1
) +m 1 et pn(O) +mk 1 à partir de (1.59). 

k+1 k+1- k+1 +1-

Fin (tant que). 

ihl+1 = mk+l- 1, nk+2 = nk+1 + mk+1 et iïl+2 = fïl+1 + ihl+1· 

Calculer P~~~2 à partir de (1.61), (1.63) et (1.64). 

Calculer P~!~2 à partir de (1.67) et (1.68). 

l = l + 2. 

Sinon 

mk+1 = 1 et nk+2 = nk+1 + mk+l· 

Calculer P~~) 
1 

à partir de (1.69) et (1.70). 

Calculer P~!t à partir de (1.71) et (1.72). 

l=l+l. 

Fin (si). 

k=k+2. 

51 
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4. Sinon 

m1 = 1 et nt+1 = nz + 1. 

Si c(ll(P~~) P~~)) =O. 

Calculer P~~l 1 à partir de (1.73). 

Calculer P~! ~ 1 à partir de ( 1. 7 4). 

mk = 2. 

Tant que c(ll(P(1
) p(1

) ) =O. nk nk+mk-1 

mk = mk + 1. 
(1) (0) ( ) Calculer Pndmk-1 et Pnk+mk- 1 à partir de 1.74 . 

Fin (tant que). 

ml+1 = mk- 1, nk+l = nk + mk et nl+2 = nl+1 + ml+l· 

Calculer P~~l2 à partir de (1.76), (1.77) et (1.78). 

Calculer P~~~ 1 à partir de (1.80) et (1.81). 

l = l + 2. 

Sinon 

nk+1 = nk + mk et nz+1 = nz + mz. 

Calculer P~~l1 et P~~~ 1 à partir de (1.41) et (1.42). 

l = l + 1. 

Fin (si). 

k=k+l. 

Fin (si). 

Fin. 

D'après (1.24) et (1.40), les vecteurs réguliers sont définis par 

(1.82) 

Pour i = 1, ... , mz - 1 et j = 1, ... , mk - 1, nous introduisons les vecteurs complé

mentaires définis par 

avec P~~~i et Pl!~j des polynômes complémentaires. 

Nous notons 

et 

(1.83) 
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En traduisant l'algorithme 1.3.3, nous obtenons le processus de Lanczos par des relations 

de récurrence à deux termes dans lequel nous évitons le true et le ghost-breakdown. 

Algorithme 1.3.4 :Le processus de Lanczos par des récurrences à deux termes avec 

look-ahead. 

1. Initialisation : Choisir vo et wo E IRN, 

Po = vo, qo = wo, l = k = 0, no = 0, no =O. 
Prendre Vo = vo, Wo = wo, Po= Po et Qo = qo. 

2. Tant que ( llvn1 ll =/= 0 et llwn1 ll =!= 0 ) 

mk = 1. 

3. Si (wn1,vn1) =O. 

Tant que (qnk,APnk+mk-d =O. 
mk = mk + 1. 

A (k) 
Vfit+mk-1 = Pnk+mk-2- f-Lmk-1Vfit+mk-2· 

AT (k) 
Wnt+mk-1 = qnk+mk-2- f-Lmk-1Wfit+mk-2· 

Vl = [l/l Vnt+mk-1], Wt = [Wi Wnt+mk-1]. 
(k) 

Pnk+mk-1 = Vnt+mk-1 - Vmk-1Pnk+mk-2· 
(k) 

qnk+mk-1 = Wnt+mk-1- Vmk-1qnk+mk-2· 

Pk= [Pk Pnk+mk-1], Qk = [Qk qnk+mk-1]. 

Fin (tant que). 

m1 = mk + 1, nk+1 = nk + mk et fit+1 = nk+1 + 1. 
-A (k) 

Vnt+ 1-1 - Pnk+l-1 - /1-mk Vnl+l-2· 
-AT (k) 

Wnl+l-1- qnk+l-1- /1-mkWfit+l-2· 

Vl = [VL Vn1+1-1], Wi = [Wt Wn1+1-1]· 

ak = (QkT APk)-1QkT Avnl+1-1· 

Si k =O. 
a6-1) =O. 

Sinon 
(k-1) (wnp Vfit+l-1) 

û:o = . 
( qnk-1' Apnk-1) 

Fin(si). 
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- p (k-1) 
Pnk+l - Vnl+1-1 - kak - ao Pnk-1' 

- Q (k-1) 
Qnk+1 - Wnl+l-1 - kŒk - ao Qnk-1 · 

Pk+1 = Pnk+l, Qk+1 = Qnk+1 · 

k=k+1 

Sinon. 

m1 = 1, 

Fin (si). 

4. Si (qnk,APnk)=O. 

Sinon 

Vn1+1 = Apnk, 

Wnl+l =AT Qnk · 

Vi+1 = Vfil+1' 

l = l + 1. 
- (k+1) 

Pnk+1 - Vnl - l/1 Pnk · 
- (k+1) 

Qnk+1 - Wnl - l/1 Qnk · 

Pk= [Pk Pnk+1], Qk = [Qk Qnk+1]· 

mk = 2 

Tant que (qnk,APnk+mk-d =O. 

mk = mk + 1. 

Vn1+mk-2 = Apnk+mk-2 - fl~~-2Vn1+mk-3 
AT (k) 

Wnl+mk-2 = Qnk+mk-2- flmk-2Wn1+mk-3 

Vi= [Vl Vn1+mk-2], Wz = [Wz Wn1+mk-2]. 
- (k) 

Pnk+mk-1 - Vnl+mk-2- llmk-1Pnk+mk-2 
(k) 

Qnk+mk-1 = Wnl+mk-2 - llmk-1 Qnk+mk-2 

Pk = [Pk Pnk+mk-d, Qk = [Qk Qnk+mk-1]. 

Fin (tant que). 

mz = mk- 1, nk+l = nk + mk et nl+l = nk+1· 

(3z = (W{Vi)-
1
W{ Apnk+1-1· 

f36l) = ( Qnk' Apnk+l -d. 
( Wnl-1, Vn1-d 

Vnl+1 = Apnk+1 -1 - Vif3z - f36
1
)Vfil-1, 

Wnl+1 =AT Qnk+l-1 - Wz(3z - f3b
1
)Wnl-1' 
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5. Vl+1 = Vn1+1, Wt+1 = Wn1+1· 

dk+1) _ ( Wfil+l' Vn,l+J 
~'~o -

(qnk' Apnk+l-1). 
(k+1) 

Pnk+l = Vn,l+l - Ào Pnk · 
À(k+1) 

qnk+l = Wfil+l - 0 qnk · 

pk+1 = Pnk+l' Qk+1 = qnk+l" 

l=l+l. 

k=k+l. 

Fin(Tant que). 
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Dans cet algorithme, nous résolvons des systèmes d'équations avec les matrices WtVt 
et Qf APk. Nous avons, à partir des relations (1.65), le résultat suivant 

Cela prouve que la matrice WtVt =Dt de dimension ffit x ffit est inversible et qu'elle est 

de la forme 

* 
0 

dt * * 
D'autre part, les relations (1.57) nous donnent 

(qnk+ 1 -1,APnk) = (qnk+l-2,APnk+l) = · · · = (qnk,Apnk+ 1-d = ek =/= 0, 

Ainsi, la matrice Qf APk = Ek de dimension mk x mk est donc inversible et a la forme 

suivante 

* 
0 

Notons V(n) et W(n) les deux matrices de dimension Nx (n+l) qui regroupent les vecteurs 

réguliers et complémentaires comme suit 

v(n) = [Vo V1 · · · VI] 

tels que, pour tout i = 0, ... , l nous ayons 

~={ [vn; Vn;+1 

[V fil Vn,l + 1 

et 

si 

si 

0:::; i < l, 
i = l, 
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et 
Sl 0 :S i < l, 
Sl i = l, 

avec l = l(n) l'unique entier égal à l'indice du dernier vecteur régulier précédant Vn, 

(i.e ii1::; n < nl+d· Les relations (1.52) et (1.60) nous permettent d'écrire 

Do 0 0 

0 

0 

0 0 D1 

Cela prouve que les vecteurs ( vi)i=o et ( wi)i=o sont biorthogonaux par blocs. 

De façon similaire, nous notons p(n) et Q(n) les deux matrices de dimension N x (n + 1) 

qui regroupent les vecteurs réguliers et complémentaires Pn et qn comme suit 

et 

tels que, pour tout j = 0, ... , k nous ayons 

Pj = { 

et 

[Pnj Pnj+l · · · Pnj+l-1], 

[Pnk Pnk+l · · · Pn]' 

si 0 ::; j < k, 

Sl j = k, 

si 0 ::; j < k, 

si j = k, 

avec k = k(n) l'unique entier égal à l'indice du dernier vecteur régulier précédant Pn, c'est

à-dire nk ::; n < nk+l· 

Les vecteurs (Pi)i=o et (qi)i=o sont A-biorthogonaux par bloc. En effet, grâce aux relations 

(1.52) et (1.60), nous avons 

Eo 0 0 

0 

Pour une itération n quelconque, les relations de récurrence données dans l'algorithme 1.3.4 

nous permettent de retrouver les mêmes relations que (1.46) que l'on réécrit 

v(n) = p(n)un, 

w(n) = Q(n)un, 

AP(n) = v(n+l) Ln, 

ATQ(n) = w(n+l)Ln, 
( 1.84) 
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avec Un une matrice carrée triangulaire supérieure de dimension (n + 1) x (n + 1) et Ln 

matrice de Hessenberg supérieure de dimension (n + 2) x (n + 1). 

En éliminant Pn dans (1.84), nous obtenons 

(1.85) 

et en comparant ce résultat avec (1.38), nous obtenons 

(1.86) 

Les matrices Ln et Un représentent une décomposition de la matrice tridiagonale par bloc 

H~n) générée par le processus de tridiagonalisation de Lanczos avec look-ahead. 

Nous pouvons récupérer la matrice tridiagonale par bloc H(n), obtenue par le processus de 

Lanczos avec look-ahead, à partir du produit LnUn avec Ln est la matrice de dimension 

(n + 1) x (n + 1) qui vérifie 

Ln= [ O 0 

1.4 Résultats numériques 

Dans cette section, nous donnons quelques résultats numériques que nous avons obtenu 

en utilisant le processus de Lanczos dans le calcul des valeurs propres d'une matrice. Nous 

comparons les résultats obtenus par le processus classique de Lanczos avec ceux obtenus 

par le processus de Lanczos par des récurrences à deux termes. 

Considérons une matrice A donnée de dimension Nx Net (Ài)l<i<N ses valeurs propres. 

Nous appliquons chacun des deux processus de Lanczos pour obtenir la matrice H(N), et 

nous calculons les valeurs propres (1-lih<i<N de cette matrice par la commande eig. 

Ici, nous cherchons à associer chaque valeur propre de A à une seule valeur propre de H(N). 

Pour cela, nous appliquons la procédure suivante : 

Nous construisons d'abord la matrice D de dimension N x N avec les coefficients di,j = 
l>-i - /-lj 1 pour i, j = 1, ... , N. Ensuite, nous localisons la distance minimale dans cette 

matrice que nous notons di(l),j(l), cette valeur représente l'erreur des deux valeurs propres 

associées Ài(l) et 1-lj(l). Ces deux valeurs propres sont, ensuite, supprimées de la liste en 

prenant dans la matrice D, di(l),k = dk,j(l) = oo pour k = 1, ... , N. 

Cette opération est répétée jusqu'au dernier couple (Ài(N), 1-lj(N)). Nous obtenons ainsi les 

valeurs dmin = di(l),j(l) et dmax = di(N),j(N) qui représentent respectivement la plus petite 

et la plus grande erreur des valeurs propres. 

Un problème peut survenir dans cette procédure lorsque deux distances di,j sont égales. 

Or, cette situation est peu probable à cause des erreurs d'arrondi. 
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Pour détecter le breakdown dans les deux processus avec look-ahead, nous allons consi

dérer qu'une quantité est nulle si sa valeur absolue est inférieure à E = 10-10 • 

Nos tests ont été réalisés à l'aide du logiciel MATLAB (version 7). 

Exemple 1.4.1 

Prenons A une matrice triangulaire supérieure de dimension N x N ayant les valeurs 

propres 

Ài = { approximation de 10(1- 1/i) avec quatre décimales }, pour i = 1, ... , N. 

Les autres éléments de la matrice A sont choisis dans [-10, 10] d'une manière aléatoire. 

Nous appliquons les deux processus de Lanczos avec vo = wo = (1, ... , 1f. Les tableaux 

1.1 et 1. 2 représentent seulement les valeurs propres réelles significatives de la matrice H(N) 

obtenue par chaque algorithme. Nous remarquons qu'en utilisant le processus de Lanczos 

valeur propre exacte Lanczos classique Lanczos par des récurrences à 2 termes 

0.0000 0.120387 44596415 10-7 0.58323124108028 10-9 

5.0000 3.91144 739590432 4.81960575212682 

7.5000 - 7.62145556671008 

8.3333 8.30202135210024 -

8.7500 - 8. 74763314560834 

9.0000 - 9.15367632952191 

dm a x 4.6347 2.0908 

dm in 0.1204 10-7 0.5832 10-9 

TAB. 1.1 - N=100 

valeur propre exacte Lanczos classique Lanczos par des récurrences à 2 termes 

0.0000 - - 0.41652809015366 10-6 

6.6666 - 6.64310823100008 

7.5000 7.67 434889653407 7.43474807606191 

9.3333 - 9.33400112048892 

dm a x 5.5466 4.36199 

dm in 0.6361 10-4 0.4156 10-6 

TAB. 1.2- N=200 

par des récurrences à deux termes nous obtenons les meilleures approximations des valeurs 
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propres Ài . En plus, nous obtenons plus de valeurs propres réelles qu'avec le processus 

classique de Lanczos. Cependant, un problème de dépassement de capacité peut affecter les 

deux processus de Lanczos lorsque nous prenons N = 200. Une normalisation des vecteurs 

des deux algorithmes, en utilisant la norme euclidienne, permet d'éviter ce problème. 

Exemple 1.4.2 

Dans cet exemple, nous appliquons les deux processus de Lanczos avec look-ahead à 

des matrices qui donnent le breakdown. Les valeurs propres de ces matrices sont calculées 

par la commande eig. Bien sur, ici nous supposons que les valeurs propres des matrices 

sont calculées correctement par la commande eig. C'est pourquoi nous donnons aussi la 

norme infini du vecteur obtenu par la commande eigsens qui représente une mesure de la 

sensibilité des valeurs propres par rapport à la perturbation de la matrice. 

Nous commençons par prendre la matrice 

0 1 

-1 0 1 

-1 0 1 

A= 

-1 0 1 

-1 0 

Nous choisissons v0 = w0 E IRN d'une manière aléatoire avec la commande rand. Un 

breakdown survient à chaque itération impaire dans le processus de Lanczos par des récur

rences à deux termes, il s'agit du problème de true-breakdown. Un saut m2k = 2 permet 

au processus de Lanczos (par des récurrences à deux termes avec look-ahead) d'éviter ce 

problème. 

Le processus classique de Lanczos ne subit aucun breakdown. Cependant, les matrices 

H(2k+l) calculées à chaque itération impaire, par cet algorithme, sont singulières. Cela 

explique le problème du true-breakdown qui se produit dans le premier algorithme et qui 

est dû à la décomposition LU de cette matrice. Nous obtenons les résultats donnés dans 

le tableau 1.3. 

Considérons maintenant la matrice 

0 0 0 0 -1 

1 0 0 0 0 

A= 0 1 0 0 0 

0 0 0 1 0 
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N Lanczos classique Lanczos par des récurrences à 2 termes !leigsens(A) !loo 

100 dmin = 4.8107 10-18 dmin = 0 1.0000 

dmax = 8.2164 10-15 dmax = 5.1071 10-15 

200 dmin = 4.3863 10-18 dmin = 1.0957 10-18 1.0000 

dmax = 9.1038 10-15 dmax = 8.1601 10-15 

400 dmin = 2.6469 10-23 dmin = 0 1.0000 

dmax = 2.6470 10-15 dmax = 1.0881 10-15 

TAB. 1.3-

En prenant v0 = (-N, 1, 2, 3, ... , N- 1jT et w0 = (1, ... , 1)r, il se produit dans les deux 

algorithmes un breakdown à la quatrième itération. Le processus classique de Lanczos 

avec look-ahead détecte un ghost-breakdown et fait un saut de longueur iii3 = N- 5 pour 

calculer à l'itération n4 = N- 2 les vecteurs réguliers Vn4 et Wn4 • Ce résultat est obtenu 

aussi par le processus de Lanczos par des récurrences à deux termes avec look-ahead qui 

détecte à la fois le true et le ghost-breakdown et fait un saut de longueur égale à m3 = N -6 

pour d'abord calculer les vecteurs Pn4 et qn4 à l'itération n4 = N- 3 et ensuite il calcul les 

vecteurs réguliers Vn4 et Wn4 à l'itération n4 + 1 = N- 2. Nous retrouvons ici la situation 

représentée dans la figure 1.3. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 1.4. 

N Lanczos classique Lanczos par des récurrences à 2 termes lleigsens(A)IIoo 
100 dmin = 2.0088 10-11 dmin = 9.1208 10-12 1.0000 

dmax = 5.4771 10-6 dmax = 1.1476 10-6 

200 dmin = 1.0371 10-8 dmin = 4.0512 10-9 1.0000 

dmax = 0.0158 dmax = 0.0162 

400 dmin = 6.3266 10-lO dmin = 3.5274 10-11 1.0000 

dmax = 0.6022 dmax = 0.0035 

TAB. 1.4-
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N Lanczos classique Lanczos par des récurrences à 2 termes 

100 dmin = 8.5687 10-12 dmin = 8.0242 10-12 

dmax = 2.0766 dmax = 0.4629 

200 dmin = 3.6677 10-9 dmin = 3.1317 10-9 

dmax = 0.1745 dmax = 0.1176 

400 dmin = 2.6732 10-3 dmin = 3.2169 10-4 

dmax = 0.1866 dmax = 0.1896 

TAB. 1.5-

Enfin, nous prenons la matrice 

2 1 

0 2 1 

1 0 2 1 

1 0 

1 

2 1 

0 2 

61 

Il eigsens(A) lloo 
6.7520 10+7 

2.3956 10+14 

6.1139 w+14 

Pour Vo = (1, 0, 0 0 0 'of et wo = ( -1, -1, -1,0 0 0 0 'of, les deux processus de Lanczos avec 

look-ahead détectent un breakdown à la première itération, il s'agit d'un ghost-breakdown 

pour le processus classique qui fait un saut de longueur égal à mo = 3 pour calculer les 

vecteurs réguliers Vn1 et Wn1 à l'itération fh = 3 alors que le processus de Lanczos par des 

récurrence à deux termes détecte un ghost et true-breakdown et fait un saut mo = 2 pour 

calculer les vecteurs Pn1 et qn1 à l'itération n1 = 2 et ensuite il calcule les vecteurs réguliers 

Vn1 et Wn1 à l'itération n1 = 3. Comme pour la matrice précédente, nous somme dans le 

cas présenté dans la figure 1.3. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 1.5. 

1.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème du breakdown qui risque de se produire 

dans le calcul des polynômes orthogonaux formels. En particulier, ceux utilisés dans la 

mise en œuvre de la méthode de Lanczos. Un schéma représentant les différents cas de 

breakdown possibles a été donné. Compte-tenu de ces résultats, nous avons proposé un 

formalisme qui permet de généraliser toutes les relations de récurrence dans le cas d'un 

éventuel breakdown. Cela nous a permis, d'abord, de retrouver le processus classique de 

Lanczos avec look-ahead, ensuite, d'éviter les deux types de breakdown susceptibles de ce 

produire dans le processus de Lanczos construit par des récurrences à deux termes. Une 
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deuxième application de ce formalisme et des résultats obtenus sera donnée dans le prochain 

chapitre, elle consiste à éviter les problèmes de breakdown qui affectent l'algorithme du 

Gradient Biconjuguée. 

Les résultats numériques qui ont été établis dans le présent chapitre confirment le 

résultat déjà connu, à savoir que les algorithmes basés sur des récurrences à deux termes 

sont plus stables numériquement que ceux qui sont basés sur des récurrences à trois termes. 

Ce résultat reste vraie même dans le cas des relations de récurrence avec look-ahead. 



Chapitre 2 

Problème du breakdown dans la 

méthode de Lanczos 

La méthode de Lanczos [50, 51] est l'une des méthodes les plus utilisées pour la ré

solution des systèmes d'équations linéaires. Cette méthode est mise en œuvre en utilisant 

différentes relations de récurrence satisfaites par les familles adjacentes des polynômes or

thogonaux formels [19]. Ce qui a donné les méthodes de type Lanczos. 

Les divisions par zéro, susceptibles de se produire dans la construction de ces polynômes 

orthogonaux, génèrent des situations de breakdown dans la méthode de Lanczos. 

Il existe plusieurs algorithmes, à base de look-ahead, qui apportent des solutions aux pro

blèmes de breakdown dans la méthode de Lanczos. Nous allons citer quatre d'entre elles 

en donnant leur interprétation polynômiale et nous y introduisons un préconditionneur. 

Le Gradient Biconjugué [29], connu aussi sous le nom de Lanczos/Orthomin [47], est une 

extension du Gradient conjugué aux matrices non-symétriques. Dans cet algorithme, nous 

construisons les vecteurs de direction à partir de récurrence à deux termes, ce qui le rend 

plus stable que les autres algorithmes de type Lanczos. Malheureusement, il risque de s'y 

produire deux types de breakdown; le premier n'est autre que le ghost-breakdown qui 

affecte le processus de Lanczos, le deuxième se produit lorsque les vecteurs d'itérations ne 

sont pas définis par les conditions de Galerkin ce qui se traduit par la singularité de la ma

trice tridiagonale de Lanczos. Il s'agit ici du true-breakdown qui intervient, comme nous 

l'avons cité dans le premier chapitre, dans la décomposition LU de la matrice de Lanczos, 

décomposition qui est à la base de l'algorithme du Gradient Biconjugué. 

Parmi les algorithmes qui proposent des solutions au problème de breakdown dans le 

Gradient Biconjugué, nous avons le BMRZ [15, 17] et le CSBCG [21, 22] qui traitent uni

quement le cas du true-breakdown, le QMR [35] est une version du Gradient Biconjugué 

qui utilise la quasi-minimisation du résidu pour éviter le problème du true-breakdown, et 

qui résout le ghost-breakdown en appliquant le look-ahead au processus de Lanczos. 
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Ici, nous allons utiliser les résultats du premier chapitre, en particulier le rapport entre 

le true et le ghost-breakdown, afin d'appliquer le look-ahead au Gradient Biconjugué et 

ainsi lui éviter ces deux types de breakdown. 

Ce chapitre est organisé comme suite : 

Au paragraphe@] nous rappelons brièvement la méthode de Lanczos. En~ nous 

donnons son approche matricielle. En @] nous donnons son approche polynômiale. En 

~nous expliquons le problème du breakdown qui peut affecter les méthodes de type 

Lanczos. 

Au paragraphe [}2] nous appliquons le look-ahead au Gradient Biconjugué en utili

sant le formalisme proposé dans le premier chapitre ainsi que les résultats obtenus sur le 

rapport entre le true et le ghost-breakdown. 

Au paragraphe@] nous utilisons les polynômes orthogonaux formels pour introduire 

le préconditionneur dans quelques méthodes de type Lanczos qui utilisent le look-ahead. 

En êTI nous étudions la méthode CSBCG. En~ nous étudions la méthode QMR 

avec look-ahead. En @] nous nous intéressons à la méthode BIORES non générique. 

En ~nous traitons les algorithmes MRZ-stab et HMRZ-stab. 

Dans le dernier paragraphe, nous comparons les méthodes étudiées dans ce chapitre, 

dans le cas d'un breakdown, a travers des tests numériques. 

2.1 Méthode de Lanczos 

Considérons le système linéaire 

Ax = b, (2.1) 

où A E IRNxN, bE JRN et xE JRN. 

La méthode de Lanczos consiste à construire une suite de vecteurs (xk) de la façon suivante: 

- choisir deux vecteurs arbitraires x0 et y =!= 0 dans IRn, 

- calculer ro = b- Axa, 

- déterminer Xk tel que 

xk- Xo E Kk(A, ro) = span(ro, Aro, ... , Ak-1r0 ) 

rk = b- Axk _i Kk(Ar,y) = span(y,Ary, ... ,Ark-1y). 
(2.2) 

Nous obtenons ainsi une méthode itérative qui fournit (en théorie, c'est à dire s'il n'y avait 

pas d'erreurs dues à l'arithmétique de l'ordinateur) la solution exacte x en N itérations au 
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plus. 

A partir de (2.2), Xk- xo peut s'écrire sous la forme suivante 

ce qui donne 

(2.3) 

La condition d'orthogonalité dans (2.2) s'écrit 

(y,Airk) = 0, pour i=O, ... ,k-1, (2.4) 

et nous obtenons le système d'équations linéaires 

Si le déterminant du système (2.5) est différent de zéro, alors xk existe et est déterminé de 

façon unique par les relations (2.2). 

Bien sûr, calculer Xk en résolvant pour tout k le système qui donne a1, a2, ... , ak n'est pas 

faisable en pratique; c'est pourquoi nous allons utiliser les polynômes orthogonaux formels 

pour obtenir des algorithmes récursifs qui permettent de calculer xk. 

Nous allons donner dans les deux sous-sections suivantes les deux approches, matricielle et 

polynômiale, de la méthode de Lanczos. 

2.1.1 Approche matricielle 

Soit Vk une matrice dont les colonnes sont les vecteurs ro, Ara, ... , Ak-Iro. D'après 

(2.2), Xk - xo peut s'écrire sous la forme d'une combinaison de cette base, ainsi 

avec a= (a1 , a2, ... , akf, le vecteur a est bien la solution du système (2.5). 

A partir de la définition du résidu, nous obtenons 

Afin de calculer l'expression de a, nous prenons la matrice wk = [y, AT y, ... ' (AT)k-ly]. 

Les conditions d'orthogonalité (2.2) peuvent s'écrire w.[ Tk = 0, ce qui nous donne 

alors 
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Donc 

avec 

Nous remarquons que Qk et Pk représentent deux projections obliques. 

En particulier, si Wk = AVk alors Qk = QkT· Dans ce cas Qk et Pk représentent deux 

projections orthogonales. 

Notons Hk = W[ AVk. Cette matrice est la matrice du système (2.5), elle est identique à 

la matrice de Hankel MP) donnée dans le chapitre 1. 

Prenons d = W[ ro ; alors nous avons 

Bien sûr, ceci est possible seulement lorsque la matrice Hk est non-singulière. Alors, nous 

pouvons calculer Xk à partir de la relation 

2.1.2 Approche polynômiale 

Considérons le polynôme 

avec Rk-l(Ç) = a1 + · · · + akçk-l et (a1, ... , ak) solution du système (2.5). 

D'après la relation (2.3), nous avons 

(2.6) 

Si nous définissons la fonctionnelle linéaire c sur l'espace des polynômes par 

(2.7) 

alors, pour tout polynôme R 

c(R(Ç)) =(y, R(A)ro). 

Les conditions d'orthogonalité (2.4) peuvent donc s'écrire sous la forme 

c(ÇiPk(Ç)) = 0 pour i = 0, ... , k- 1. (2.8) 

Ces conditions montrent que Pk est le polynôme de degré au plus k de la famille des 

polynômes orthogonaux formels par rapport à la fonctionnelle linéaire c. 
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Ces polynômes sont normalisés par la condition Pk(O) = 1, alors ils peuvent s'écrire sous 

la forme 
1 ç çk 

1 
Cl Ck 

Pk(Ç) = 
co c1 Ck 

Ck C2k-l 
Ck-1 Ck C2k-l 

Comme nous l'avons déjà vu dans le chapitre 1, ces polynômes existent si et seulement si 

det(Hk) = Hk1
) i= O. Alors dans ce cas 

Les polynômes Pk peuvent être calculés par des relations de récurrence. Ces différentes 

relations conduisent aux différentes méthodes de types Lanczos : gradient conjugué, Or

thores, Orthodir, Orthomin, BIORES, BIODIR, BICG, ... 

Toutes ces variantes possèdent la même propriété de convergence finie, à savoir que 3k ::::; N 

(N dimension du système à résoudre) tel que rk = 0, c'est-à-dire Xk =x= A-1b. 

2.1.3 Breakdown dans les méthodes de type Lanczos 

Les méthodes de type Lanczos [50, 51] présentent un intérêt pratique uniquement 

lorsque nous pouvons calculer récursivement les polynômes Pk, ainsi que rk et Xk. Le 

premier algorithme pour cela est le Gradient Conjugué (CG) dû à Hestenes et Stiefel (44]. 

Cet algorithme est appliqué seulement dans le cas où la matrice A est symétrique définie 

positive. Dans ce cas l'algorithme est toujours bien défini. Une extension du CG pour des 

matrices quelconques a été donnée par Fletcher [29], il s'agit de l'algorithme du Gradient 

Biconjugué (BICG). D'autres algorithmes pour mettre en œuvre la méthode de Lanczos 

peuvent être dérivés en utilisant différentes relations de récurrence satisfaites par le poly

nôme Pk (19]. Les trois algorithmes les plus utilisés sont donnés dans le tableau 2.1. 

Dans toutes les méthodes de type Lanczos interviennent des coefficients avec un produit 

scalaire comme dénominateur. Si l'un de ces produits scalaires est nul nous avons un break

dawn dans l'algorithme (division par zéro), dans ce cas l'algorithme doit être arrêté. Si un 

produit scalaire dans un dénominateur est voisin de zéro, il se produit ce que l'on appelle 

un near-breakdown qui provoque une propagation importante d'erreurs numériques (une 

quantité voisine de zéro provient de la différence de deux nombres voisins ce qui provoque 

une erreur de cancellation). 
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TAB. 2.1-

nom de l'algorithme récurrences utilisées 

Lanczos/Orthodir 
pk+1 ~ pk, pp> 
p(1) p(l) p(1) 

k+1 ~ k ' k-1 

Lanczos / Orthores Pk+l ~ Pk> Pk-1 

Lanczos / Orthomin 
Pk+l ~ Pk>Qk 

Qk+l ~ pk+1, Qk 

Qk est le kème polynôme orthogonal par rapport à la fonctionnelle c(l) ayant le même 

coefficient du terme de degré k que Pk. 

Nous distinguons deux types de breakdown : 

- Le true-breakdown qui correspond à l'inexistence des polynômes Pk et P~ 1 ), 

- Le ghost-breakdown dû au fait que le polynôme Pk n'est pas de degré exactement 

k, ce qui est équivalent à l'inexistence de P~o). 
Pour remédier à cette situation, plusieurs stratégies ont été élaborées; Dans la sec

tion 2.3, nous nous intéressons à quatre d'entre elles : HMRZ-stab qui est une variante 

de (Method of Recursive Zoom), (Non Generic BIORES), CSBG (Composite Steps Bicon

jugate Gradient) et QMR (Quasi Minimal Residual). Nous proposons ici l'interprétation 

polynômiale de ces méthodes, les polynômes orthogonaux formels vont nous permettre 

d'introduire un préconditionneur dans ces algorithmes d'une manière très simple. 

Dans la section suivante, nous donnons un nouvel algorithme qui est une version du Gra

dient Biconjugué sans breakdown, nous utilisons la technique du look-ahead pour éviter 

les situations du ghost et true-breakdown en se basant sur les résultats établies dans le 

chapitre 1. 

2.2 Traitement du breakdown dans le Gradient Biconjugué 

Dans cette section, nous nous intéressons aux problèmes de breakdown qui peuvent 

affecter l'algorithme du Gradient Biconjugué. Cet algorithme a été cité pour la première 

fois par Lanczos [50, 51]. Ensuite il a été écrit sous forme d'algorithme par Fletcher[29]. Il 

est connu aussi sous le nom de Lanczos/Orthomin [81]. Ici, nous proposons une variante de 

l'algorithme Gradient Biconjugué dans laquelle nous évitons le ghost et le true-breakdown 

qui risquent de s'y produire. Nous utilisons pour cela le formalisme proposé dans le premier 

chapitre ainsi que les résultats obtenus sur le rapport entre ces deux types de breakdown. 
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2.2.1 L'algorithme du Gradient Biconjugué 

Cet algorithme est mis en œuvre à partir des relations de récurrence 

avec Po(Ç) = Qo(Ç) = 1. 

Le polynôme Qk vérifie 

Pk+l(Ç) = Pk(Ç)- ak+lÇQk(Ç), 

Qk+l(Ç) = pk+l(Ç) + f3k+1Qk(Ç), 

) ( )
kHko) (1)( ) 

Qk(Ç = -1 (J)pk ç . 
Hk 
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(2.9) 

En supposant que Hk 1
) =/= 0 et Hk0

) =/= 0, les deux polynômes Pk et Qk existent Vk, et sont 

de degré exactement égal à k. Le polynôme Qk est ainsi le kème polynôme orthogonal par 

rapport à la fonctionnelle c(l) ayant le même coefficient du terme de degré k que Pk. 

D'autre part, d'après sa définition, le polynôme Pk0) vérifie 

H(o) 
p(O)(O) = ( _1)k_k_ 

k H(l)" 
k 

Alors, les polynômes Qk peuvent être calculés par la relation 

- p~ll(ç) 
Qk(Ç)- (0) . 

pk (0) 

Ces polynômes vérifient les conditions d'orthogonalité 

c(ÇÎQk(Ç)) = 0 pour i = 1, ... , k -1. 

(2.10) 

(2.11) 

Grâce aux conditions (2.8) et (2.11), les coefficients ak+l et f3k+l vérifient les relations 

ak+l c(PkQk)/c(ÇQkQk), 

f3k+l -c(ÇPk+l Qk) / c( ÇQ~). 

Comme Qk et Pk ont le même coefficient de degré k, Qk = Pk + qk-l avec qk-l un 

polynôme de degré au plus égal à k - 1, alors 

nous en déduisons 

D'autre part, nous avons 

c(Pf) 
ak+l = c(ÇQ~)" 

c(Pf+1) = -ak+lc(ÇPk+lQk), alors 

c(Pf+I) 
f3k+l = 

ak+Ic(ÇQ~) 

c(Pf+l) 
c(Pf) · 
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Nous remarquons qu'à l'itération k + 1, nous risquons d'avoir deux divisions par zéro : 

- Le ghost-breakdown, dans le cas où c(Pf) = 0 .;=} Hk~l =O. 

-Le true-breakdown, dans le cas où c(ÇQkQk) .;=} Hk~1 =O. 

Si nous prenons 

rk = Pk(A)ro, 

Zk = Qk(A)ro, 

les récurrences (2.9) deviennent 

rk+l = Tk - O:k+lAZk 

i'k+l = i'k- ak+lATzk 

i'k = Pk(AT)y, 

Zk = Qk(AT)y, 

Zk+l = Tk+l + fJk+lZk 

Zk+l = i'k+l + f3k+lzk, 

et en utilisant (2. 7), les coefficient ak+l et (3k+l s'écrivent 

En rassemblant ces formules nous obtenons l'algorithme du BICG. 

Algorithme 2.2.1 : Gradient Biconjugé "BICG"
1 

1. Initialisation : Choisir xo et y E !RN, ro = b- Axa. 

zo = ro, zo = i'o = Y 

Po = (i'o, ro) 

k=O 

2. Tant que lh Il =1- 0 

Wk=ATPk 

Fin. 

ak+l = Pk/(zko Azk) 

Xk+l = Xk + O:k+lZk 

Tk+l = Tk - O:k+lAzk 

i'k+l = i'k- ak+lAT zk 

Pk+l = (i'k+l,rk+l) 

f3k+l = Pk+d Pk 

Zk+l = Tk+l + f3k+lZk 

zk+l = i'k+l + f3k+lzk 

k=k+l 

Dans le cas symétrique A = AT, si nous prenons y = r0 alors nous retrouvons l'algo

rithme du Gradient Conjuguée [44]. 
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Dans L'algorithme du BICG nous pouvons résoudre simultanément le système dual AT x* = 

b* en prenant y = i'o = b* - AT xô avec xô une approximation initiale de x*, il suffit de 

rajouter dans l'algorithme (2.2.1) la récurrence xk+l = xk + ak+IZk 

Il est possible de mettre en œuvre l'algorithme du BICG en évitant les produits par la 

matrice AT et en utilisant une méthode de Lanczos de type produit. Il suffit pour cela 

de prendre rk = Uk(A)Pk(A)ro. Le choix Uk = Pk nous donne l'algorithme du CGS dû 

à Sonneveld [73]. Van der Vorst [77] utilise Uk(Ç) = (1- akÇ)Uk(Ç) avec Uo(Ç) = 1, le 

paramètre ak étant choisi de façon à minimiser la norme du résidu. D'autres choix ont per

mis à Brezinski et Redivo-Zaglia [11] et à Gutknecht [43] d'introduire les méthodes LTPM 

(Lanczos-type product methods). 

Comme nous l'avons déjà signalé dans la sous-section 1.3.4, l'algorithme du BICG peut être 

obtenu directement à partir de l'algorithme 1.3.2 (processus de Lanczos par des relations de 

récurrence à deux termes); il suffit pour cela de prendre vo = ro et wo =y. Nous obtenons 

donc les vecteurs bi-orthogonaux (vo, ... ,vk) et (wo, ... ,wk), les vecteurs A bi-conjugués 

(Po, ... ,Pk) et (qo, ... , qk) et une décomposition LU de la matrice tridiagonale de Lanczos. 

Les résidus rk et i'k ont les mêmes directions que les vecteurs vk et wk, respectivement. 

La méthode BICG présente l'avantage de posséder une récurrence courte. Par contre, elle 

requiert à chaque itération deux produits matrice-vecteur, par A et AT. De plus elle peut 

rencontrer un problème de ghost-breakdown dû à la singularité de la matrice de Lanczos. 

La factorisation LU (sans pivotage) de cette dernière n'est pas toujours possible, ce qui 

risque de provoquer le true-breakdown. Ce problème a pu être évité par Bank et Chan [22] 

en faisant une décomposition LU par bloc 2 x 2 suivant les éléments de la diagonale sous la 

condition qu'il ne se produit pas de ghost-breakdown. La méthode du BMRZ [13, 17], pro

posé par Brezinski, Redivo-Zaglia et Sadok, est une version du BiCG sans true-brekdown, 

mais qui reste sous la menace d'un ghost-breakdown. Les résultats trouvés dans le chapitre 

1, nous donnent le rapport entre ces deux types de breakdown, ce qui va nous permettre, 

dans la suite de ce chapitre, d'appliquer le look-ahead au Gradient Biconjugé d'une façon 

à éviter à la fois le true et le ghost-breakdown. 

2.2.2 Formules de récurrence 

Dans cette partie, nous allons appliquer la stratégie du look-ahead afin de construire 

des relations de récurrence sans breakdown qui généralisent les récurrences (2.9), le schéma 

donné dans la figure (1.1) nous donne les différents cas de breakdown possibles pour ce 

type de relation. 

Gardons les mêmes notations que celles données dans la sous-section (1.2.2). 

Nous notons par 0 =no < n1 < n2 < · · · < nk < · · · les degrés des polynômes P~~) qui 

existent (i.e H~~) =/= 0 ). 

N t l l d · · t n(l) n(l) · o ons mk a ongueur u saut qm existe en re .rnk et .rnk+l, I.e nk+l = nk + mk. 
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D'après le Théorème 1.1.1, mk est défini par les conditions 

0 pour i = 0, ... , nk + mk - 2, 

=/=- 0 pour i = nk + mk - 1. 

(2.12) 

Notons par 0 = fio < fi1 < fi2 < · · · < fiz < · · · les indices des polynômes unitaires 

réguliers P~~) qui existent (i.e H~~) =/=- 0). Ces polynômes vérifient les relations suivantes 

0 pour i = 0, ... , fiz + ihz - 2, 

=/=- 0 pour i = fiz + mz - 1 

' - t ) t t p(O) t p(O) - - + -ou mz es e sau en re n1 e iît+ 1, nl+l = nz mz. 

(2.13) 

Dans le cas où le polynôme Pnk est de degré exactement égal à nk, il existe l E IN tel que 

nk = fiz, dans ce cas H~~) =HA~) =/=- 0 et HA~) = H~~) =/=-O. 

Nous commençons par supposer qu'à une itération nk donnée, le polynôme régulier Pnk 

est de degré exactement nk. Dans ce cas le polynôme Qnk existe et il est degré égal à nk, 

ce qui implique qu'il existe l E IN tel que nk = fiz. De plus P~~\o) -=1- O. 

Les relations d'orthogonalité (2.12) sont équivalentes à 

c(ll(ëQnk) = 0 pour i = 0, ... , nk + mk- 2 

=/=- 0 pour i = nk + mk - 1 
(2.14) 

.,.. Si c(PnkPnk) =/=- 0, alors d'après le Lemme 1.1.4, nous avons H~~)+l =/=-O. 

Compte tenu du schéma établi dans la figure (1.1), nous savons que H~~~ 1 =/=- O. Ainsi, à 

l'itération nk+l, les deux polynômes réguliers Pnk+ 1 et Qnk+ 1 sont de degré exactement 

nk+l· 

Considérons la base suivante 

{p(O) cp(O) cmt-1-lp(O) n CQ cmkQ } 
no'~ no, ... ,~.::, nl-l'rnk'~ nk, ... ,~.:, nk. 

En exprimant le polynôme Pnk+l dans cette base, nous obtenons 

{3 (k)cmkQ _ ............... _ {3(k)cQ _ {3(k) p 
mk <, nk 1 <, nk 0 nk 

_ (l-1) cm1_ 1-l p~O) _ ... _ (l-1) c p(O) _ (l-1) p(O) 
Î'mt-1 -1"' n1-1 Î'l "' iît-1 'Yo iît-1 

_ "'(0) 
1

cmo-l p~O) _ ............ _ "'(O)c p~O) _ "'(0) p~O) 
'mo- <, no 11 <, no 10 no ' 

Les relations d'orthogonalité (1.16) et (2.14) nous donnent 

'"V(j) = 0 ,, , pour j = 0, ... , l-1 

i = 0, ... , ihj - 1. 
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La condition de normalisation Pnk+l (0) = 1 donne f3bk) = -1 ce qui nous permet d'écrire 

(2.15) 

Pour calculer les coefficients figurant dans cette relation, nous la multiplions par les po

lynômes çJQnk pour j = 0, ... , mk - 1 et nous appliquons la fonctionnelle c. Grâce aux 

relations d'orthogonalité (2.8) et (2.14), nous obtenons le système suivant 

0 

(2.16) 

et 

Les polynômes Pnk et Qnk sont de même degré, et il existe un polynôme ij de degré au plus 

nk- 1 tel que 

ce qui nous permet d'avoir 

et 

(2.17) 

Enfin, nous exprimons le polynôme Qnk+1 - Pnk+l de degré nk+l - 1 dans la base 

{ p(l) c p(l) cmk-1-l p(l) Q CQ çmk-lQ } 
no '":, n1 '· · · '":, nk-l' nk' ~ nk' · · · '~ nk ' 

ce qui nous donne 

À (0) p(l) +À (0) c p(l) + ... +À (0) cmo-1 p(l) 
0 no 1 '> no mo-l'> no 

+À (1) p(l) +À (1) c p(l) + ... +À (1) çm1-1 p(l) 
0 n1 1 '> n1 m1-l '> n1 

Compte tenu des relations d'orthogonalité (2.14), nous pouvons écrire 

(2.18) 
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avec 

A partir de (2.15), nous avons 

et ainsi 

En tenant compte de l'expression de (3~1 donné dans (2.17), nous obtenons 

(2.19) 

~ Si c(PnkPnk) = 0 alors, d'après le Lemme 1.1.4, nous avons Hnk+l =O. En plus d'après 

le schéma donné dans la figure (1.1) 

pour i = 1, ... , mko 

où mk est le saut donné par les relations (2.14). 

Il en résulte l'inexistence des polynômes P~~~i pour i = 1, ... , mk, et par conséquent : 

- le polynôme Pnk+l n'est pas de degré nk+l et il vérifie 

- Le polynôme Qnk+l n'existe pas. 

Le calcul du polynôme Qnk+
1 

étant impossible, nous le remplaçons par le polynôme inter-

médiaire 
- P~!~1 

Qnk+l = (O) · 
Pnk (0) 

Ce polynôme a le même coefficient du terme de plus haut degré que le polynôme Pnk+l. 

Ces polynômes intermédiaires vont nous permettre de compléter la base des polynômes 

réguliers { Qnk}. Il est important de noter que ces polynômes vérifient aussi les conditions 

d'orthogonalité (2.21). 

Pour donner la relation qui nous permet de calculer le polynôme Qnk+l, nous commençons 

par exprimer P~!~1 dans la base 
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Nous obtenons 

À partir des relations (2.14), nous avons 

a~j) = 0, pour j 0, ... ,k- 2, ,,~k-1) = 0, "', pour i=1, ... ,mk-1-1, 

0, ... , m1 -1 

et ainsi 

En divisant tous les termes de cette relation par P~~)(O), nous obtenons 

(2.20) 

Qp correspond au polynôme régulier, sinon intermédiaire, de degré nk-1· En effet, nous 

avons 

et 

si P~~~ 1 (0) =/= 0 alors nf= nk-1 et Qp = Qnk-l, 
(1) 

- Pnk-1 
sinon nf = nk-2 et Qp = Qnk-1 = (O) · 

Pnk_ 2 (0) 
Pour le calcul des coefficients (a~k))o:<;i:Smk-1' nous multiplions la relation (2.20) par les 

polynômes ~iQnk pour i = 0, ... , mk - 1, et en appliquant la fonctionnelle c(1), nous 

obtenons grâce aux relations (2.14) le système suivant 

C(l)(~mkQnkQnk) 

c(l) (~mk+1Qnk Qnk) 

(2.21) 

De la même manière, nous multiplions la relation (2.20) par ~mk_ 1 - 1 QP et nous appliquons 

les orthogonalités suivantes 

pour obtenir 

c(l) œQp) = 0 pour i = 0, ... 'nk - 2 

=/= 0 pour i = nk - 1 

(2.22) 
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Ici, nous cherchons à établir une généralisation des relations (2.9). À l'itération nk+l, nous 

avons l'existence du polynôme Pnk+l qui n'est autre que le polynôme Pnk, ainsi que le 

polynôme intermédiaire Qnk+ 1 qui remplace le polynôme inexistant Qnk+ 1. Ceci n'est pas 

suffisant puisqu'il nous faut trouver des polynômes réguliers ayant le même degré. Compte

tenu des résultats donnés dans le Théorème 1.2.3, nous savons que H~~~2 i= 0, donc il nous 

suffit de faire un deuxième saut mk+1 afin de trouver les polynômes réguliers Qnk+2 et 

Pnk+2 de degré nk+2· Le saut mk+1 peut être déterminé par les conditions 

c(ll(çi(?nk+J = 0 pour i = 0, ... , nk+1 + mk+l- 2 

i= 0 pour i = nk+1 + mk+l - 1. 

Dans ce qui va suivre, nous allons donner les relations qui permettent de calculer les 

polynômes Qnk+2 et Pnk+2. 

Pour cela, nous commençons par exprimer le polynôme Pnk+2 dans la base 

{ p(O) t p(O) cm1-1-1 p(O) p èQ cmkQ èQ- cmk+1Q- } 
iio '~ iïo ' · · · '':, iit-l' nk' ~ nk' · · · '~ nk' ~ nk+l' · · · '~ nk+l 

où les PA~) sont les polynômes unitaires définis dans la sous-section 1.2.2. 

Nous avons la relation 

p = (3(k+1)cmk+1Q- -···-f3(k+1)cQ- -(3(k)cmkQ -···-f3(k)cQ _r.~(k)p 
nk+2 mk+1 <, nk+1 1 <, nk+1 mk <, nk 1 <, nk 1-'0 nk 

(l-1) m _ -1 (o) (l-1) (O) 
- 'Ym1-1-1 Ç 1 1 

Pn1-1 - · · · - 'Yo Pn1-1 · · · · · · · · · · · · 

- 'Y~~-1 çmo-1 PA~) - · · · - 'YiO) ÇPA~) - 'Yb
0
) PA~)· 

En utilisant les orthogonalités (1.16) et (2.14), nous obtenons 

pour j=O, ... ,l-1, et (3 (k) = 0 . 1 , , pour t = , ... , mk 

i = o, ... , mJ - 1. 

La condition de normalisation Pnk+ 2(0) = 1 nous donne f3bk) = -1. En plus nous avons 

Pnk+ 1 = Pnk' ce qui nous permet d'écrire 

(2.23) 

1'\ous multiplions cette relation par les polynômes çJQnk+l pour j = 0, ... , mk+1 - 1 et 

nous appliquons la fonctionnelle c. Grâce aux relations d'orthogonalité, nous obtenons le 

système suivant 

(2.24) 

0 
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Maintenant, nous considérons la base des polynômes de degré au plus nk+2 - 1 

{ p(l) c p(l) cmk-l-1 p(l) Q CQ cmk-lQ Q- cmk+l-lQ- } 
no '<., nl ' 0 0 0 '<., nk-l' nk' <., nk' 0 0 0 '<., nk' nk+l' 0 0 0 '<., nk+l 0 

Ainsi, en exprimant le polynôme Qnk+2 - Pnk+2 (de degré nk+2 - 1) dans cette base, nous 

obtenons 

À (0) p(l) + À (0) c p(l) + 0 0 0 + À (0) çm0-l p(l) 
0 no 1 '> no mo-l'> no 

+À (1) p(l) +À (l)c p(l) + 0 0 0 +À (1) cm1-l p(l) 
0 n1 1 '> n1 m1-l'> n1 

et, compte-tenu des relations d'orthogonalité (2014), nous trouvons 

(2 025) 

avec 

À partir de la relation (2023), nous avons 

alors 

et en tenant compte de l'expression de {3~;}{ donné dans la première relation de (2024), 

nous obtenons 

À~k+l) = c(Pnk+2Pnk+J 0 

c( Qnk+l Pnk+l) 
(2026) 

Reprenons l'expression de f3o donnée par (2022)0 Dans le cas où Qp = Qnk_ 1 , nous avons 

et les polynômes Pnk et Qnk sont calculés par les relations 

P, _ f3
1
(k-l) CQ _ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 _ {J(k-l) cmk-l Q 

nk-l '> nk-l mk-l '> nk-l 

n , (k-l)Q 
1 nk + "'o nk-l o 
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À partir des conditions d'orthogonalité (2.8) et (2.14), nous pouvons écrire 

Comme pour (2.17), le coefficient {3~;_1{ est donné par 

{3(k-1) _ c(Pnk-1 Pnk-1) 
mk-1 - c(l) (Cmk-1 -1Q Q ) ' 

<, nk-1 nk-1 

et l'expression du coefficient f3o devient 

(2.27) 

De façon similaire, nous pouvons montrer que, dans le cas où Qp = Qnk_ 1 , nous avons 

Remarque 2.2.1 

f3o = c(ll(çmk-1QnkQnk). 

c( Qnk-1 Pnk-1) 
(2.28) 

- Pour obtenir les relations de récurrence précédentes, nous avons complété l'ensemble 

des polynômes réguliers par des polynômes complémentaires de la forme ÇiQ~~) ou 
ciQ-(1) 
<, ni. 

- Le ghost et le true-breakdown affectent les relations de récurrence selon le schéma 

donné dans figure (1.1). Il en résulte trois situations. Ici, nous avons traité deux cas 

seulement puisque le troisième n'est qu'un cas particulier du premier, il suffit que le 

saut mk+l soit égal à 1. 

- Le calcul du polynôme intermédiaire Qnk+l nécessite le stockage du polynôme "inter

médiaire ou régulier" e.1:istant à l'itération nk-1· 

Afin de mettre en œuvre l'algorithme du BICG avec look-ahead, nous posons 

rk = Pk(A)ro, 

Zk = Qk(A)ro, 

fk = Pk(AT)y, 

Zk = Qk(AT)y. 

Lorsque les polynômes réguliers inexistants Qk sont remplacés par les polynômes intermé

diaires Qk, les vecteurs de direction Zk et ik sont déterminés par 

Nous posons 
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.,.. Dans le cas où (rnk' rnk) -1= 0, les relations (2.15) et (2.18) deviennent 

r - j3(k)Az - ... - j](k)Amkz 
nk 1 nk mk nk' 

- _ j3(k) (AT)- _ ... _ j3(k) (Ar)mk-
rnk 1 Znk mk Znk' 

Les coefficients figurant dans ces relations sont déterminés grâce à (2.16), (2.17) et (2.19) 

par 

et 

j31(k) b(k) + ...... + /3~) b(k) 1 = 0 
0 k ffik-

À~k) = (i'nk+I'rnk+1). 

(i'nk,rnk) 

et 

et les relations (2.20) deviennent 

A mk (k) Amk-1 (k) j3 
Znk - Œmk-1 Znk - ... - Œo Znk - QZnk-1' 

(Ar)mk- (k) (Ar)mk-1- (k)- j3 -
Znk - Œmk-1 Znk - · · · - Œo Znk - OZnk-1 · 

Les coefficients a~k), pour i = 0, ... , mk - 1, sont solution du système linéaire 

Les relations (2.27) et (2.28) nous donnent l'expression du coefficient /30 ; 
(k) 

/30 = ba . (- ) -L 0 
( ) 

SI rnk-1' rnk-1 1 
rnk-1'rnk-1 

(2.29) 

(2.30) 
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SI 

Les relations (2.23) et (2.25) conduisent aux récurrences 

Les coefficients figurant dans ces relations sont déterminés grâce à (2.24) et (2.26) par 

et 

À (k+l) - (rnk+2' rnk+2) 
0 

- ( Znk+l' r nk+l )" 

Les relations ainsi établies définissent l'algorithme du BICG avec look-ahead. 

Algorithme 2.2.2 : Gradient Biconjugué avec look-ahead. 

1. Initialisation : Choisir x 0 et y E IRN ; 

ro = b - Axa, zo = ro, io = y, k = 0 et no = 0 ; 
(k)_(- )· Po - r nk' r nk , 

2. Tant que rnk =/=- 0 : 
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3. Si Pbk) = 0; 

bbk) = (znk,Aznk); 

mk = 1; 

Tant que bbk) = 0; 

mk = mk + 1; 

b(k) (- Amk ) 
0 = Znk' Znk ; 

Fin (tant que) ; 

nk+l = nk + mk ; 

Xnk+l = Xnk 

Si k = 0; 

fJo = 0; 

Sinon 
b(k) 

f3o = (2-1) ; 
Po 

Fin(si); 

k=k+1 

Fin (si). 

4 b(k)_(- A )· 
. 0 - Znk ' Znk ' 

mk = 1; 

Tant que bbk) = 0; 

mk = mk + 1; 

et 

b(k)- (- Amk )· 
0 - Znk' Znk ' 

Fin (tant que); 

nk+l = nk + mk; 

Pour i = 1, ... , mk; 

b(k) = (z Amk+iz ) · 
t nk' nk ' 

calculer /3~~-i+l à partir de 2.29; 

Fin (pour); 

81 
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Dans cet algorithme, le coefficient P6k) nous permet de détecter le ghost-breakdown. 

Dans le cas où P6k) -=/= 0, nous utilisons des récurrences semblables à celles utilisées dans 

l'algorithme BMRZ [13, 17]. Ici, un seul saut de taille mk suffit pour calculer les itérés 

réguliers à l'itération nk+l· Dans le cas contraire, nous avons une stagnation du résidu 

rnk+t = rnk· Nous calculons alors les vecteurs de direction par des récurrences semblables 

à celles de MRZ-stab, et en faisant un deuxième saut mk+l, nous sommes sûrs d'avoir 

les itérés réguliers de 1 'itération nk+2 . Les tailles des sauts sont obtenus grâce au test 

b6k) = (znk,Amkznk)-=/= O. 

2.3 Quelques méthodes de Lanczos préconditionnées 

Dans cette section, nous allons utiliser les polynômes orthogonaux formels pour intro

duire le préconditionneur dans quelques méthodes de type Lanczos qui utilisent le look

ahead. Pour cela, nous commençons par établir la connexion entre les polynômes orthogo

naux formels et la méthode du Lanczos préconditionnée. Ensuite, en donnant l'interpréta

tion polynômiale de chacune des méthodes étudiées, nous construisons leurs algorithmes 

avec préconditionneur. Cette procédure a déjà été utilisée par Brezinski et al. [18] pour le 

Gradient Biconjuguée. Ici, nous traitons les méthodes : CS BCG [21], QMR avec look-ahead 

[34], BIORES non générique[40], MRZ-stab et HMRZ-stab [17]. 

La matrice A risque d'être mal conditionnée. Pour cela nous allons multiplier l'équation 

(2.1) par M-1
, avec M une approximation de A dont l'inverse est facile à calculer (un 

système avec cette matrice est facile a résoudre) et à stocker. Ainsi nous obtenons un 

nouveau système à résoudre 

(2.31) 

pour lequel nous allons appliquer la méthode de Lanczos. 
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Nous commençons par noter i'k = M- 1b- M-1 Axk. Les conditions (2.2) nous donnent 

Xk - xa E Kk(M- 1 A, ra), 

i'k j_ Kk((M- 1 A)r, y). 

Puisque i'k = M- 1rk, alors les conditions (2.2) s'écrivent aussi 

Xk- xa E M-1 Kk(AM-l,ra), 

rk=b-Axk j_ Kk((AM- 1f,z) avec z=M-Ty. 

D'après (2.32) et (2.34), Xk- xa peut s'écrire sous la forme 

M -1 (M-lA)k-lM-1 xk- xa =-al ra-···- ak ra. 

En multipliant cette équation par A et en soustrayant b, nous obtenons 

d'où 

et 

rk ra+ a1AM- 1ra + · · · + akA(M-1 A)k-l M- 1ra 

ra+ a1AM-1ra + · · · + ak(AM-1 )kro 

- - M- 1A- (M- 1A)k-rk =ra+ a1 ra+···+ ak ra. 

Pour simplifier les notations, nous posons 

Ainsi 

rk =ra+ a1Arra + · · · + akA~ra, 
r'k =ra+ a1A1ra + · · · + akA7ro. 

La condition d'orthogonalité (2.33) peut s'écrire sous la forme 

(y, A/i'k) = 0 pour i = 0, ... , k- 1, 

et à partir de la relation (2.36), nous obtenons le système d'équations linéaires 

( A i- ) ( Ai+ 1 - ) ( Ai+k- ) 0 . 0 k 1 y, 1ra + a1 y, 1 ra + · · · + ak y, 1 ra = , t = , ... , - . 

De façon similaire, la condition d'orthogonalité (2.35) donne 

(z, A~rk) = 0 pour i = 0, ... , k- 1, 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 
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et à partir de la relation (2.36), nous avons le système d'équations linéaires 

Si les déterminants des systèmes (2.38) et (2.40 ) (qui sont identiques puisque (z, A~r0 ) = 

(y, Afro) ) sont différents de zéro, alors Xk existe et il est déterminé de façon unique soit 

par (2.32) et (2.33) soit par (2.34) et (2.35). 

Considérons le polynôme 

D'après les relations (2.36), nous avons 

et 

Si l'on pose 

e; = (z, A~ro) = (y, Afro) pour i = 1, 2, ... 

et si 1' on définit la fonctionnelle linéaire c sur 1 'espace des polynômes par 

c(Çi) =Ci pour i = 1, 2, ... 

alors, pour tout polynôme R, 

c(R(Ç)) = (z, R(Ar)ro) =(y, R(Az)ro). 

Les conditions d'orthogonalité (2.37) (ainsi que (2.39)) s'écrivent sous la forme 

c(ëPk(Ç))=O pouri=O, ... ,k-1. (2.41) 

Ces conditions montrent que Pk est le polynôme de degré au plus k appartenant à la fa

mille des polynômes orthogonaux formels par rapport à la fonctionnelle c, normalisé par 

la condition Pk(O) = 1. 

2.3.1 Algorithme du Gradient Biconjugué à pas composés 

L'algorithme du Gradient Biconjugué à pas composés (CSBCG), proposé par Chan et 

Bank [21, 22], est une simple modification du Gradient Binconjugé (BICG) dans lequel on 

utilise les relations de récurrence 

où 

Pk(Ç)- ŒkÇQk(Ç), 

pk+l(Ç) + f3k+1Qk(Ç), (2.42) 
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avec ( -1)k(Hk0
) /HP)) =coefficient de plus haut degré de Pk. 

Le BICG subit les deux types de breakdown (ghost et true). L'algorithme du (CSBCG) 

consiste à simplifier ce problème en évitant le true-breakdown sous la condition que le 

ghost-breakdown ne puisse pas apparaître dans le BICG. Donc, dans tout ce qui va suivre, 

nous allons supposer que Hko) =/=- 0 1::/k. 

Nous commençons par donner le lemme suivant, qui est un cas particulier du lemme 1.2.2. 

Lemme 2.3.1 

Si 1::/k Hk0
) =/=- 0, deu.'C déterminant consécutif de Hankel Hk1

) et Hk~1 ne peuvent être nuls. 

Remarque 2.3.1 Sous la condition Hk0
) =/=- 0, nous avons 

- La longueur du saut entre les degrés des polynômes réguliers PP) ne peut pas dépasser 

deux. 

- Les polynômes Pk, lorsqu 'ils e.1:istent, sont de degré égal à k. 

Nous supposons maintenant que nous avons un true-breakdown à la kème itération 

(i.e Hk~l = 0). Les polynômes Pk+l et Qk+l n'existent pas alors que Pk, Qk, Pk+2 et Qk+2 

existent. L'idée est alors de calculer directement Pk+2 et Qk+2 sans passer par Pk+l et 

Qk+l· 
Puisque Hko) =/=- 0 1::/k, les polynômes unitaires P~o) existent pour tout k, et si nous notons 

ak+2 le coefficient de plus haut degré de Pk+2, alors nous pouvons exprimer le polynôme 

de degré k + 1 dans la base 

En imposant les conditions d'orthogonalité (2.41), nous obtenons 

Grâce à la condition de normalisation Pk+2(0) = 1, nous pouvons écrire 

Par définition, le polynôme Qk+2 est de degré k + 2 et il a le même coefficient de plus haut 

degré que Pk+2 et donc le polynôme Qk+2 - Pk+2 est de degré k + 1. Ainsi, nous pouvons 

l'exprimer dans la base 

{ 
(0) (0) (0) (0) } 

Po ,Pl , ... ,Pk_I,Qk,Pk+l' 

et en imposant les conditions d'orthogonalité (2.41), nous obtenons 
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De façon similaire, en exprimant le polynôme Pk~l dans la base 

{ 
(0) (0) (0) } 

P0 , P1 , 0 0 0, Pk-l' Pko tQk 

nous obtenons 

Pk~1 = ÀkPk + !kÇQko 

Pk~1 est un polynôme unitaire et d'après la définition de Qk nous avons 

'Yk = (-l)kHkl) /Hko)o 

En utilisant les conditions d'orthogonalité (2.41), nous obtenons 

D'après la définition de Pk et Pko), nous avons la relation 

H(o) 
Pk(Ç) = (-l)(k) H~l)p~O)(Ç) 

k 

et si nous posons 

alors nous pouvons écrire 

Nous considérons maintenant le polynôme 

- Pk (O) 
Pk+l = --Pk+lo 

/k 

D'après ce qui précède, nous avons la récurrence suivante 

(2.43) 

D'autre part, Pk et Qk ont le même coefficient de plus haut degré, ce qui nous permet 

d'écrire 

où Rk-1 est un polynôme de degré au plus égal à k- 1. 

Alors nous obtenons 

donc 

c(ÇQkQk) + c(ÇRk-lQk) 

c(ÇQkQk), 
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Remarque 2.3.2 

1. Œk = 0 dans le cas du true-breakdown. 

2. Pk = 0 dans le cas du ghost-breakdown. 

Comme nous l'avons déjà signalé dans la Remarque (2.3.1), sous la condition H~o) =1- 0 Vk, 

les polynômes Pk lorsqu'ils existent, sont de degré exactement k, et nous avons 

Les récurrences concernant Pk+Z et Qk+2, établies précédemment, peuvent s'écrire sous la 

forme 

pk - Ç[Qk, h+l]!k 

pk+2 + [Qk, pk+l]gk, 

(2.44) 

(2.45) 

avec fk = [!~1), f~2)]T et 9k = [gk1
), gk2

)]T deux vecteurs de JR2 qu'on peut déterminer grâce 

aux conditions d'orthogonalité. 

En multipliant (2.44) par Qk et en appliquant la fonctionnelle c, nous obtenons 

(2.46) 

En multipliant (2.44) par Pk+l et en appliquant la fonctionnelle c, nous avons 

(2.4 7) 

De même pour la relation (2.45), en appliquant la fonctionnelle c(l), nous obtenons 

(2.48) 

et 

- - (1) - - (2) 
c(ÇPk+lpk+2) + c(ÇPk+lQk)gk + c(ÇPk+lpk+l)gk , c(l\Pk+lQk+z) 

0 c(ÇPk+lpk+2) + c(ÇPk+l Qk)9k
1
) + c(Ç.Pk+lh+1)9k

2
) · (2.49) 

Pour le calcul des vecteurs fk et gk, nous utilisons les deux relations suivantes, obtenues à 

partir de (2.43) et (2.44) 

c(ÇQkPk+l) 

c( Pf+z) 
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Les relations (2.46), (2.47), (2.48) et (2.49) s'écrivent alors sous la forme 

(2.50) 

avec 

Le système (2.50) a une solution explicite donnée par 

9k (2.51) 

où 

A partir des relations de récurrence établies ci-dessus, nous allons mettre en œuvre la 

méthode du CSBCG avec préconditionneur. Nous commençons par le cas où à une itération 

k nous avons un true-breakdown. Nous allons construire deux algorithmes dont l'un nous 

donne le résidu non préconditionné et l'autre le résidu préconditionné. Ensuite nous allons 

combiner les deux pour en extraire un nouvel algorithme dans lequel nous effectuons un 

saut de deux ce qui nous permet de calculer le résidu rk+2 sans avoir à calculer rk+l, avec 

le moins d'opérations possible. 

Dans le premier algorithme nous allons calculer récursivement le résidu rk+2 = Pk+2(Ar )r0 . 

Posons 

Pk= Q(Ar)ro et Zk+l = Pk+l(Ar)ro. 

Les relations (2.43), (2.44) et (2.45) deviennent 

(2.52) 

En remplaçant le résidu par son expression initiale rk = b- Axk, nous obtenons 
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Le second algorithme nous permet de calculer le résidu préconditionné rk+2 = Pk+2(A1)i'o. 

Posons 

Pk= Q(AL)ro et zk+l = Pk+l(AL)ro. 

Les relations (2.43), (2.44) et (2.45) deviennent 

(2 .53) 

et le vecteur Xk vérifie 

Remarque 2.3.3 

Nous constatons que rk = M- 1rk, Pk = M- 1Pk et Zk = M-1 zk, alors 

- nous pouvons obtenir les relations (2.53) directement à partir des relations (2.52), 

- les deu.'E algorithmes obtenus ne sont pas indépendants. 

Pour calculer les coefficients des relations (2.52) et (2.53), nous définissons d'abord les 

vecteurs suivants 

1 
Pk 

Pk(A[)y, 
- T 
Pk(A1 )y, 

Qk(A[)y, 

r~ = Pk(A'[.')z, 
_, - T 
zk = Pk(Ar )z, (2.54) 

p~ = Qk(A'[.')z. 

Ces vecteurs sont calculés en utilisant les relations de récurrence (2.43), (2.44) et (2.45). 

Rappelant la définition de la fonctionnelle c 

alors 

cœ) = (z,A~ro) = (y,A}i'o), 

iJk c(ÇQkQk) 

(z, ArQk(Ar )Qk(Ar )ro) 

(Qk(Ar )T z, ArQk(Ar )ro) = (p~, Ar Pk) 

(p~, A pk). 

De façon similaire, nous trouvons 

iJk c(ÇQkQk) 

(y, AlQk(AL)Qk(AL)ro) 

(Qk(A1f y, AlQk(AL)i'o) = (p~, AlPk), 

(2.55) 
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et, de même, 

Nous avons également 

et 

Pk c(PkPk) 

(Pk(A'[)z, Pk(Ar)ro) = (r~, rk) 

(Pk(Azf y, Pk(Az)i'o) = (r~, rk)· 

Les coefficients fk et 9k sont calculés à partir de (2.51). 

Remarque 2.3.4 

Nous avons f5~ = M-Tp~, r~ = M-Tr~ et z~ = M-Tz~. 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

Cela nous permet d'affirmer que les deux expressions de Œk (ainsi que Pk, (k+l, ek+l) sont 

exactement les mêmes. 

En combinant ces deux algorithmes, nous pouvons construire un algorithme complet qui 

nous permet de calculer le résidu rk+2 à une itération k où se produit un true-breakdown. 

Cet algorithme est nommé (2 x 2 step). 

Nous avons donc les relations suivantes 

(2.59) 

A partir de (2.54) et des relations (2.43), (2.44) et (2.45) nous obtenons 

1 
2 k+l Œkr~ - PkAf5~, 

r~+2 1 A[-1 -1 ]f rk- Pk, 2 k+l kl (2.60) 
-1 
Pk+2 r:~+2 + [f5~, z~+l]gkl 
Xk+2 Xk + [f5k, Zk+l]fk, 
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avec 

et 

Les coefficients Pk et uk sont donnés dans (2.55) et (2.56) et sont calculés par 

uk (p~, Apk), 

Pk (r~,rk), 

et, d'autre part, fk et 9k sont calculés à partir de (2.51) avec 

(k+l (z~+l' Azk+l) 

fh+I (z~+l, zk+l)· 

Remarque 2.3.5 

D'après (2.56) et (2.58), nous pouvons aussi prendre Pk= (r~,rk) et ek+l = (z~+ 1 ,zk+I), 
ce qui ne change rien à l'algorithme. 

S'il n'y a pas de true-breakdown à l'itération k, nous pouvons calculer le résidu rk+l en 

utilisant les relations de récurrence (2.42). Dans ce cas nous somme amenés à construire 

un algorithme, nommé (1 x 1 step), qui est une variante du BIGG avec préconditionneur. 

En appliquant les conditions d'orthogonalité aux relations (2.42), nous obtenons 

Alors la relation de récurrence de Pk+l s'écrit 

En comparant ce résultat avec (2.43), nous voyons que 

et les relations (2.42) s'écrivent aussi 
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Ainsi, nous obtenons 

rk- o:kAfik, 

zk+li(Jk + (Jk+lPk, 

Pour le calcul de Pk+l dans le (1 x 1 step), et afin de réduire le nombre d'opérations à 

effectuer, nous prenons 

Pk+l 
- - 2 

c(Pk+lpk+l) = c(Pk+lpk+l)/CJk 

(z~+l,zk+l)/CJ~ = ek+l/CJ~. 

Les relations ainsi établies définissent l'algorithme CSBCG avec un préconditionneur M. 

Algorithme 2.3.1 : CSBCG avec préconditionneur 

1. Initialisation 

Choisir xo et y 

ro = b- Axo; rb =y 

Résoudre M Po = ro 

MTj5~ =y 

Po = (r~, f5o) 

k f-- 0 

2. Tant que rk =/= 0 

(Jk = (j5~, Af5k) 

Zk+l = CJkrk - PkAPk; 

Résoudre M zk+l = Zk+l 

M T-t t 
zk+l = zk+l 

()k+l = (i~+l'zk+l) 

(k+l = (z~+l' Azk+l) 

3. Si 1 x 1 step 

Œk =Pk/ (Jk 

Pk+l = ()k+l/CJ~ 
f3k+l = Pk+d Pk 
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Xk+l = Xk + ŒkPk 

rk+l = rk - akAPk ; 

Pk+l = Zk+l!(Jk + !3k+1Pk; 

k~k+1 

4. Si 2 x 2 step 

ok = (Jk(k+lP~ - e~+l 
Œk = (k+lP%/Ok 

ak+l = Bk+lPVok 

Xk+2 = Xk + ŒkPk + ak+lik+l 

rk+2 = rk- akAPk- ak+1Aik+l; 

Résoudre Mrk+2 = rk+2 

M T-t 1 
rk+2 = rk+2 

Pk+2 = (r~+2 , rk+2) 

f3k+l = Pk+2i Pk 

i3k+2 = Pk+2rJk/Bk+l 

Pk+2 = rk+2 + f3k+1Pk + i3k+2ik+l ; 

k~k+2 
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Dans le cas du (2 x 2 step) Les composantes de fk et 9k sont notées respectivement 

par ak, ak+l, f3k et fJk+l· 

Comme il a été signalé dans la Remarque 2.3.2, afin de détecter le true-breakdown, 

nous pouvons utiliser le test rJk -1=- 0, mais pour rendre la méthode du Bi CG plus stable, un 

autre test a été proposé par Chan. Il consiste à utiliser le (1 x 1 step) si f[rk+lf[:::; fhff, et 

le (2 x 2 step) si fh+2ff < f[rk+lff. Ceci est équivalent mathématiquement à utiliser le 

(2 x 2 step) seulement lorsque 

Évidemment ce test doit être effectué sans calculer les résidus rk+l et rk+2· Alors nous 

allons remplacer le test fh+lll :::; fhff par f[zk+lf[ :::; [rJk[[frk[[, et en posant 

nous avons 

f[rk+lf[ < fh+2ff {} ffzk+lff < frJkffh+2f[, 
{} [ok[[fzk+lll < [rJk[[[vk+2[[. 
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Nous notons que ce nouveau test nous permet d'éviter l'overflow dans le cas où les 

valeurs de [[rk+lil et lh+2ll sont très grandes. D'autre part, dans le cas où lh+l[[ > 
max{ lh [[, lh+2ll}, si nous utilisons le procédé (1 x 1 step) cela provoque des pics dans la 

courbe représentant la norme du résidu. Par conséquent, en prenant le procédé (2 x 2 step), 

toujours dans le même cas, nous arrivons à réduire ces pics, et ainsi obtenir une courbe qui 

est beaucoup plus lisse. 

En résumé, nous effectuons le test suivant 

(1 x 1 step) 

sm on 

si [Œk[[[vk+2[[::; [6k[[[zk+l[[ 

(2 x 2 step) 

sinon 

(1 x 1 step) 

Remarque 2.3.6 

Comme il a été souligné dans la Remarque 2.8.2, si nous avons un true-breakdown à la 

keme itération alors O"k = 0 et en utilisant le test précédent, nou.s effectuons une itération 

(2 x 2 step). Ainsi, ce test permet à la fois de détecter le true-breakdown sans utiliser de 

tolérance donnée et de lisser la courbe représentant la norme du résidu. 

2.3.2 la méthode du QMR avec look-ahead 

Dans ce paragraphe, nous allons présenter la méthode du Quasi-minimal residual avec 

look-ahead. Le principe est le même que celui utilisé dans la méthode du GMRES [63], il 

consiste à réduire le système étudié et à le résoudre au sens des moindres carrés. Dans le 

QMR, on construit une base bi-orthogonale du sous-espace de Krylov à partir du processus 

de Lanczos, alors que dans le GMRES on utilise le processus d'Arnoldi pour avoir une base 

orthogonale. En utilisant le processus de Lanczos, le QMR peut rencontrer un problème 

de breakdown qu'on peut éviter en utilisant la technique du look-ahead. 
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Nous notons que la procédure du QMR a été proposée pour la première fois par R. 

Freund pour la résolution d'un système linéaire dans le cas symétrique complexe [30] et 

qu'elle a, ensuite, été adaptée au cas non symétrique par Freund et Nachtigal [34]. Freund 

et Hochbruk ont prouvé que cet algorithme peut être appliqué même pour les systèmes 

carrés singuliers [32]. 

Le QMR est donc une méthode de sous-espace de Krylov, dont la base est construite à 

partir du processus de Lanczos et les itérés sont caractérisés par les propriétés de 11 quasi

minimisation11 de la norme du résidu (d'où son nom). L'algorithme du QMR est mathé

matiquement équivalent à celui du BICG qui utilise le processus de Lanczos et dont les 

itérés sont déterminés par la condition de bi-orthogonalité de Petrov-Galerkin. Comme 

nous l'avons vu dans l'algorithme du BICG, nous avons deux types de breakdown pos

sibles : le ghost-breakdown, causé par une division par zéro dans le processus de Lanczos 

et le true-breakdown, dû à la singularité de la matrice tridiagonale générée par ce même 

processus. Le principe de 11 quasi-minimisation 11 utilisé dans le QMR permet d'éviter le true

breakdown. Par ailleurs, le ghost-breakdown est plus compliqué à éliminer, et Freund et 

Nachtigal [34) ont utilisé le processus de Lanczos avec look-ahead afin d'éviter ce type de 

breakdown, ce qui a donné l'algorithme du QMR avec look-ahead. 

Cet algorithme est considéré comme une éventuelle alternative pour stabiliser la méthode 

du BICG. En effet, la 11 quasi-minimisation 11 de la norme du résidu employée dans le QMR 

permet d'éliminer les pics qui caractérisent la méthode du BICG, ainsi on obtient une 

convergence lisse et presque monotone. 

Nous notons aussi que dans le cas où la matrice A du système à résoudre est symétrique 

(i.e A =AT), le QMR est équivalent à l'algorithme du MINRES dû à Paige et Saunders 

[56]. 

Les algorithmes du QMR avec look-ahead donnés par Freund et Nachtigal [34, 35] 

exploitent des versions du processus de Lanczos dans lesquelles on traite, en plus du 

breakdown, le near-breakdown. La mise en œuvre de ces algorithmes est assez compli

quées, c'est pourquoi le QMR sans look-ahead est le plus utilisé. Ici, nous nous intéressons 

seulement aux situations de breakdown. Nous proposons une version du QMR adaptée 

uniquement à ce problème et nous utilisons pour cela l'algorithme du processus de Lanczos 

(1.3.1). L'algorithme obtenu servira à des comparaisons avec les autres algorithmes de ce 

chapitre dans le cas d'un exact breakdown. 

L'algorithme du QMR 

Comme nous l'avons déjà évoqué auparavant, l'algorithme du QMR est une méthode de 

sous-espace de Krylov, donc les approximations Xn+I de la solution x = A -lb du système 
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linéaire (1) vérifient 

Xn+l E xo + Kn+l (ro, A), n = 0, 1, ... (2.61) 

avec x0 E IRN un approximation initiale de x choisie arbitrairement et ro = b - Axa son 

résidu. 

Comme nous l'avons vu dans la sous-section 1.3.3, nous pouvons construire une base de 

Kn+l (ro, A) en utilisant le processus de Lanczos avec look-ahead. 

En effet, si nous prenons va = r0 et un vecteur arbitraire wo E IRN, wo -=/=- 0, alors l'al

gorithme 1.3.1 nous permet de construire les vecteurs {va, v1, ... , vn} qui forment une 

base génératrice de Kn+l (ro, A) ainsi que la matrice de Hessenberg H~n) de dimension 

( n + 2) x ( n + 1). Et nous avons la relation 

avec V(n) = [vo, ... , Vn] définie dans (1.39). 

La relation (2.61) peut s'écrire 

- +V(n) Xn+l - Xo Zn 

(2.62) 

avec Zn E JRn+l. (2.63) 

En utilisant les résultats du processus de Lanczos, le résidu correspondant à (2.63) vérifie 

- b A - AV(n) - v(n+l)H (n) - V(n+l)( H (n) ) (2 64) rn+l - - Xn+l - ro- Zn - ro - e Zn - e1 - e Zn . 

avec e1 = [1 0 · · · OjT E JRn+2
. Ensuite, nous introduisons dans (2.64) la matrice diagonale 

de poids de dimension (n + 2) x (n + 2) 

Wj > 0 'ij = 0, ... , n + 1. 

C'est une matrice arbitraire dont nous discuterons le choix plus tard. 

L'expression du résidu rn+l devient 

rn+l = V(n+lln;;- 1D.n(el- He(n)zn) 

= v(n+lln-1 (f -SI. H (n) z ) n n ne n, avec fn =woel. 
(2.65) 

Le vecteur Zn est choisi tel que llrn+Iil soit minimal. Cependant, puisque la base { Vj }j,!J
n'est pas nécessairement une base orthogonale, alors, indépendamment du choix de D.n, 

la matrice v(n+l)D.n n'est pas toujours orthogonale. Donc, pour résoudre le problème de 

minimisation au sens des moindres carrés 

min lib- Axn+lll =min IIV(n+llD.;;-1(fn- Sl.nHe(n)zn)ll 
Xn+l Zn 

(2.66) 

nous effectuons la factorisation QR de V(n+llD.;;-1. Cela nécessite un stockage de l'ordre de 

O(Nn) et un coût algorithmique de l'ordre de O(Nn2), ce qui est très coûteux. 
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Alors, au lieu de résoudre (2.66), nous prenons Zn solution du problème de moindres carrés 

suivant 

(2.67) 

qui est une minimisation du second facteur de la représentation (2.65) du résidu. C'est ce 

que l'on appelle quasi-minimisation du résidu, d'où le nom de cette méthode (QMR). 

D'après sa définition, la matrice DnHe(n), de dimension (n + 2) x (n + 1), est de rang 

maximal puisque les éléments de la sous-diagonale de He (n) sont tous différents de zéro et 

Wj > 0, ce qui garanti l'existence et l'unicité de Zn et définit un unique Xn+l grâce à (2.63). 

Pour résoudre le problème de moindres carrés (2.67), nous effectuons la factorisation 

QR de la matrice de Hessenberg DnHe (n) en utilisant les rotations de Givens. Ainsi nous 

obtenons 

(2.68) 

avec Q(n) matrice orthogonale de dimension (n+2) x (n+2) et Re(n) triangulaire supérieure 

inversible de dimension (n + 1) x (n + 1). Donc la relation (2.67) devient 

m}n II(Q(n)f ( Q(n) fn- [ R~n) l z) "' 

m}n IIQ(n) fn- [ R~n) ] zll = m}n Il [ t~:::) ] [ R~(n) ] zll, 

m}nll [ tCn+l)T:_:e(n)z ]Il, (2.69) 

où 

1 ~~~! 1 
Tn+2 

(2.70) 

Puisque Re(n) est inversible, alors nous avons les deux résultats suivants 

et (2. 71) 

Préconditionnement du QMR 

Soit M une matrice de dimension N x N, qui représente un bon préconditionneur de 

A. Au lieu de résoudre le système (2.1), nous appliquons l'algorithme du QMR au système 

équivalent 



98 Problème du breakdown dans la méthode de Lanczos 

Cela permet de calculer les itérés Xn et les résidus fn+l = b1- A1Xn+1 du système précon

ditionné, où A1 = M-1 A et b1 = M- 1b. 

Nous récupérons le résidu du système (1) grâce à rn+l = Mi'n+l· Ainsi le QMR avec 

préconditionnement est donné comme suit 

Algorithme 2.3.2 : QMR avec look-ahead préconditionné 

0) Choisir Xa E mN et Wa E mN, Wa =!=- O. Choisir wa > 0 

fa= M(-ll(b- Axa), va= fa 

Pour n = 0, 1, ... : 

1) Appliquer la neme itération de l'algorithme(l.3.1)( pour la matrice Al) 
pour obtenir vn+l, vn et He(n) vérifiant A1Vn = vn+1He(nJ. 

2) Choisir Wn+l > 0 et faire la factorisation QR (2.68) de DnHe (n). 

Déterminer le vecteur t(n+l) et Tn+2 dans (2.70) 

3) Calculer 

X _x + v(nl(R (nl)-lt(n+l). n+l - a e , 

4) Si Xn+l atteint la convergence, on arrête. 

Fin. 

Quelques détails de mise en œuvre du QMR 

(2. 72) 

Dans cette partie, nous allons donner quelques détails sur la mise en œuvre des étapes 

2), 3) et 4) de l'algorithme (2.3.2), et en particulier le calcul des itérés Xn que l'on peut 

développer en utilisant une relation de récurrence courte. Cette approche est basée sur une 

technique qui a été utilisée pour la première fois par Paige et Saunders dans les méthodes 

de MINRES et SYMMLQ pour le cas des matrices réelles symétriques [56]. 

La factorisation QR 

La matrice Dn permet de faire un "scaling" de He (n), le choix le plus simple étant de 

prendre Wj = 1. Ici, afin d'avoir un algorithme plus stable et puisque que nous avons utilisé 

la version classique de Lanczos (sans normalisation), nous allons normaliser les colonnes 

de v(n+l) en prenant Wj = llvJII, pour j = 0, ... 'n + 1. 

La factorisation QR de DnHe (n) est obtenue en utilisant les rotations de Civens, ce qui est 

très avantageux puisque DnHe(n) est une matrice de Hessenberg. Nous commençons par 
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calculer la matrice orthogonale Q(n) à partir de la relation suivante 

[ 

Q(n-1) 

Gn+l 
0 

telle que pour tout j = 1, ... , n + 1 

s~ l 
Cj 

avec Cj E IR, Sj E IR, 
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(2.73) 

Nous notons que nous arrivons à obtenir la factorisation QR de DnHe (n) à partir de celle de 

Dn-1He (n-1) à l'itération précédente n. Donc à l'itération n + 1, il suffit de connaître Gn+l 

pour pouvoir calculer Q(n) à partir de Q(n-1). Puisque Gn+l n'agit pas sur les n premières 

colonnes de Ràn), alors nous pouvons obtenir R~n) à partir de R~n- 1 ) en calculant seulement 

sa dernière colonne. 

En effet, à partir de (2.68) et (2.73), nous avons 

G [ Q(n-1) 0 l [ 
n+1 0 1 0 

D'où 
Q(n-1)(fln-1H(n)) = R(n) 

ce qui représente la factorisation de Dn-1H(n). 

Alors 

Gn+1 
[ 

R(n) 

0 · · · 0 Wn+1 l [ 0 

(2.74) 

Donc, la différence entre R(n) et Ràn) se limite aux éléments de leurs dernières colonnes. 

Donc pour obtenir R~n) il suffit de calculer sa dernière colonne 

[ J
T _ (n) (n+1) 

f.L1,. · ·, f.Ln+1 -Re en+1 · 

En utilisant les premières rotations de Givens, nous obtenons 

f.L1 

f.Ln 

v 

(2.75) 

(2.76) 
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Ainsi, nous avons toutes les composantes du vecteur (2.75), sauf la dernière f.Ln+l· Main

tenant, en multipliant (2.76) par la matrice de rotation Gn+l, la dernière composante 

(v= Wn+l) de (2.76) devrait s'annuler. Alors nous devons choisir Cn+l et Sn+l tels que 

[ 
Cn+l Sn+l l [ f.L ] = [ Cn+1M + Sn+lv ] [ Mn+l ]· 

-Sn+l Cn+l V 0 0 

Pour réaliser cela, nous prenons 

c - lttl 
n+l- J 2 2' tt +v 

Cn+l = 0, 

v 
Sn+l = Cn+l -, 

tL 

Sn+l = 1, 

De plus, nous remarquons que lsn+lf.Ln+ll = Wn+l· 

si tt -=1- 0, 

SI f.l = Ü. 

Le vecteur t(n+l) donné dans (2. 70) vérifie la relation suivante 

et à partir de la définition de Gn+l, nous obtenons 

et 

Le calcul des itérés 

(2. 77) 

(2. 78) 

Nous pouvons réduire (2.72) à une relation plus courte permettant de calculer Xn+l en 

fonction de Xn. Nous commençons par définir les vecteurs Pj comme suit 

(2. 79) 

À partir de (2.70), (2.72) et (2.78), nous obtenons la relation de récurrence suivante 

Xn+l = Xn + Tn+lPn· 

Il reste à indiquer comment calculer le vecteur Pn· 

Nous regroupons p(n) par blocs selon la répartition (1.38) de V(n) comme suit 

où 

p(n) = [Po P2 · · · Pz], 

pk= { [Pnk Pnk+l · · · Pnk+ 1 -1], 
[Pnz Pnz+l · · · Pn], 

D'après la définition (2.79) de p(n), nous avons 

si 0 ::::; k < l, 
SI k = l. 

(2.80) 

(2.81) 

(2.82) 
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Comme nous l'avons déjà vu, la matrice DnH~n) est tridiagonale par bloc, donc la matrice 

Rin) est de la forme 

'13z 

où Oj et Ej ont les mêmes dimensions que Àj et ej (sous-matrices de H(n)). R~n) est non 

singulière, alors Oj est aussi non singulière puisqu'elle est triangulaire supérieure. Donc 

(2.82) peut s'écrire sous la forme suivante 

Ainsi, nous obtenons une relation de récurrence courte pour calculer Pj 

Pn est obtenu en l'extrayant de Pj, ce qui va nous permettre de calculer Xn+l selon (2.80). 

Enfin, pour l'étape 4) de l'algorithme (2.3.2), on arrête les itérations lorsque 

[[rn+I[[::; tol.[[ro[[, 

où tol est la tolérance souhaitée. Il est possible de calculer le résidu par une relation de 

récurrence sans utiliser la définition rn+l = b- Axn+l· En effet, en utilisant (2.65), (2.68) 

et (2.70) nous obtenons 

(2.83) 

avec 

et d'après (2.73), les deux vecteurs successifs Yn et Yn+l vérifient la relation suivante 

Cn+l 
Yn+l = -Sn+l Yn + -- Vn+l· 

Wn+l 

En utilisant le résultat (2.78), on a 
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Le QMR est donc une méthode de sous-espace de Krylov qui utilise le look-ahead pour 

éviter le problème du ghost-breakdown. En plus, dans cette méthode, la décomposition 

LU qui génére le problème du true-breakdown dans la méthode du BICG est remplacée 

par une factorisation QR, ce qui se fait en utilisant la quasi minimisation du résidu à la 

place des conditions de Galerkin. Dans cette partie, nous avons traité la mise en œuvre de 

la méthode du QMR dans laquelle nous utilisons le processus de Lanczos avec look-ahead 

1.3.1. Nous pouvons faire la même chose en travaillant avec le processus de Lanczos par 

les récurrences à deux termes (1.3.4). Dans ce cas la matrice de Hessenberg H~n) sera 

remplacée par sa décomposition donnée dans la sous-section 1.3.5. 

2.3.3 Algorithme du BIORES non générique 

Dans cette section nous allons étudier le Nongeneric BIORES [40], qui est la version 

sans breakdown de l'algorithme BIORES. Ce dernier utilise la relation à trois termes 

(2.84) 

Cette relation n'est satisfaite que lorsque les polynômes Pk existent et sont de degré exac

tement k. Ainsi, le BIORES peut être sujet au true et au ghost-breakdown. Pour remédier 

à cette situation, nous allons utiliser les polynômes orthogonaux unitaires Pio) pour donner 

la relation de récurrence équivalente à (2.84) dans le cas général. 

Nous gardons les mêmes notations que précédemment, avec 0 = no < n1 < n2 < · · · les 

indices des polynômes réguliers unitaires P~~) par rapport à la fonctionnelle c. 

mz est la longueur du saut qui existe entre P~~) et P~~~1 , i.e nz+l = nz + mz. 
Pour i'iz < j < i'iz+l, nous introduisons les polynômes complémentaires 

(2.85) 

appelés insuffisants par Gutknecht [40], avec wi polynôme arbitraire de degré i. 

Ces polynômes servent à compléter l'ensemble des polynômes réguliers P~~) et ils peuvent 

être calculés de façon récursive. Le choix le plus simple est de prendre wz(Ç) = Ç1, dans ce 

cas nous avons 

Dans tout ce qui va suivre, nous prenons wz(Ç) le polynôme qui vérifie la relation de 

récurrence à trois termes suivante 

(2.86) 

avec wo(Ç) = 1, w_l(Ç) = 0 et {30 =O. 

Alors, les polynômes complémentaires définis par (2.85) peuvent être calculés par la relation 
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de récurrence suivante 

(2.87) 

Nous considérons maintenant la base des polynômes de degré nl+l - 1 suivante 

{p(a) lp(a) mo-lp(a) p(a) lp(a) m1 -lp(a) p(a) lp(a) m1-lp(a)} 
no 'ta no '· · ·'ta no ' n1 'tl ii1 '· • ·'tl n1 ' • • • ' n1 'tl n1 ' · · · 'tl n1 ' 

où les t{ sont des polynômes arbitraires de degré exactement j. 

En exprimant, dans cette base, le polynôme P~~l 1 - W,n1 P~~) de degré ilt+l - 1, nous 

pouvons écrire 

Compte-tenu des relations d'orthogonalité (2.13), nous obtenons 

P~~l 1 (Ç) = (wm1(Ç)- at(Ç))P~~)(Ç)- f3tP~~2 1 (Ç), (2.88) 

avec 
m1-1 

a1(Ç) =- L a~)t{(Ç) - (a) et f3l - -an
1
_

1
. 

j=a 
al est un polynôme de degré mt - 1, que nous pouvons d'ailleurs exprimer dans la base 

m1-1 

al(Ç) = L Œiwi(Ç). 
i=a 

En multipliant (2.86) par P~~), nous avons 

w- pia) = c pia) - o;ù.l pia) - (3":' pia) 
ml nl '> n1+ 1-l m1-1 n1+ 1 -l m1-l n1+ 1 -2· 

Ainsi, la récurrence (2.88) devient 

P~~l 1 (Ç) = (Ç- Œm1-l- Œ~1 -dP~~l 1 -l (Ç)- (am~-2 + f3~ 1 -l)P~~l1 -2(Ç) 
-et,n1 -3P~~l 1 _ 3 (Ç)- · · ·- etoP~~)(Ç)- f3lP~~2 1 (Ç). (2.89) 

Pour le calcul des coefficients figurant dans ces relations, nous utilisons les relations d'or

thogonalité (2.13) que nous pouvons aussi écrire sous la forme suivante 

si 
{ 

i =J j 

i = j et 

où bien 

k + k' < ilj + ilj+l - 1 

(2.90) 

si i = j et k + k' = ilj + nj+l - 1 
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Pour calculer /3z, nous multiplions (2.89) par P~~~ 1 et en utilisant les relations (2.90), 

nous obtenons 

(2.91) 

Nous procédons de la même façon pour obtenir les coefficients (ai)o:::;i:::;mrl : nous multi

plions (2.89) par P~~li pour i = 0, ... , mz- 1 et grâce aux relations (2.90), nous avons 

(2.92) 

s=l 

pour i = 1, ... , mz- 1. 

Ainsi, nous obtenons un système triangulaire supérieur à résoudre. Remarquons que dans 

le cas où mz = 1, nous avons une seule équation à résoudre. 

La mise en œuvre de l'algorithme du BIORES non générique avec préconditionneur 

consiste à utiliser les relations de récurrence du polynôme P~o) en remplaçant directement 

la matrice A par M-1 A. Nous commençons par considérer les vecteurs suivants 

Ù1 = p(O)(AT)zf' 
k k r k' 

et 
' p(O) (AT) f' 

uk = k 1 Y k' 

où rk et f'k sont des facteurs qui seront déterminés ultérieurement, uo et y sont choisis 

arbitrairement, avec z = M-T y et ù0 = M-1u0 . 

Nous remarquons que 

(2.93) 

En remplaçant dans la récurrence (2.87) Ç par Ar et A'[:, nous obtenons 

Nous faisons la même chose pour Az et Af, d'où 



Quelques méthodes de Lanczos préconditionnées 105 

D'après (2.93), ces relations s'écrivent aussi 

(2.94) 

et 

(2.95) 

pour 

où 

'Yn,i = r n/f n-i, 'Y~,i = f~/f~-i ( n E IN, i E IN), 

avec 

ro = r~ = 1 

et 

')'1,1 'Y2,1 · · · 'Yn,1 'Yn,i = 'Yn,1 'Yn-1,1 · · · 'Yn-i+1,1 (2.96) 
1 1 1 

'Y1,1 'Y2,1 · · · 'Yn,1 
1 1 1 1 

'Yn,i = 'Yn,1 'Yn-1,1 · · · 'Yn-i+1,1· 

De même, à partir de la relation (2.89), nous obtenons en utilisant (2.93) 

[Aünl+1-1- (am1-1 + Œ~1 -dun1+1-1hn1+1,l 
-(Œm1-2 + ;3~1 -1)un1+1-2'Yn1+1,2- Œml-3Unl+1-3'Ynl+1,3- · · · 

-aoun1'Yn1+1,m1 - f'Jtunl-1 'Yn1+1,m1+m1-1 

ainsi que 

[M-1 
Aün1+1-1 - (am1-1 + Œ~1 -1)ün1+1-1hn1+1,1 

-(Œm1-2 + ~1-1)ün1+1-2'Yn1+1,2- Œml-3Ünl+1-3'Ynl+1,3- · · · 

-aoÜn1 'Yn1+1 ,m1 - f'Jtünl-1 'Yn1+1 ,m1 +m1-1 

[ATü~1+ 1 -1- (aml-1 + a~1 -1)u~1 + 1 -tl'Y~1+1,1 
-(aml-2 + ;3~1 -1)U~l+1-2"f~1+1,2- Œml-3U~l+1-3"f~l+l,3- ... 

1 1 Î-1 1 1 
-aounl 'Yn1+1,m1 - fJlUnl-1 'Ynl+l,ml+ml-1 · 
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Les coefficients f3l et (ai)O:Si:Smrl sont déterminés grâce à (2.91) et (2.92), que nous pou

vons aussi écrire, d'après la définition de la fonctionnelle c, comme suit 

f3nnl+1-1,rrq+mL-1-1 (u~1 -1, un1-1) 

am,1-1 (u~1 , Un1+1-d 
i+1 

L a,nl-sl'nl+1-1,s-1 ( u~l+i' Unl+1-s) 
s=1 

pour i = 1, ... ,m1-l. 

Pour la mise en œuvre de cet algorithme, nous allons nous contenter d'utiliser les 

récurrences de uk et u~ alors que uk et u~ seront calculés à partir de (2.93). En rassemblant 

toutes ces formules nous obtenons l'algorithme suivant 

Algorithme 2.3.3 :Nongeneric BIORES avec préconditionneur. 

1. Initialisation 

Choisir ua et y 

u~ =y, no= 0 

2. Itérations : 

Pour l = 0, 1 ... 

Résoudre M Un1 = Un1 

m1 = 1 + min { i E IN 

nl+l = nl + ml 

- Tant que n1 ::; j ::; nl+1 - 2 

Uj+l = (Auj - aj_n1 uj hJ+1,1 - !3J'-n1 Uj-1/']+1,2, 

uj+1 = (ATuj -aJ'-n1uj)!'j+1,1 -!3'f-n1u}-11'J+1,2' 

R. d M- t MT-! 1 esou re Uj+1 = Uj+l e u1+ 1 = uj+1 

- Déterminer les paramètres /31 et (aih::;i::;m1-1 par (2.97) 

Unl+1 = [Aunl+1-1- (am,~-1 + a~1 -1)unl+1-1hnl+1,1 
-(amL-2 + f3#.1-1)unl+l-2/'nl+1•2 - am,l-3Unl+1-3/'n1+1•3 -

-aounl/'nl+1,ml - f3lunl-1 l'nl+1,ml+ml-1' 
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Fin (pour). 

Cet algorithme peut être utilisé pour la résolution du système M- 1 Ax = M-1b en 

construisant une suite de vecteurs Zk et une suite de scalaires Pk liées par la relation 

définis comme suit 

PJ+l pour nz ~ j ~ nz+l- 2, 

Znz+l -[Ün,z+l-1 + (am1-1 + a~1 -1)zn,l+l-lhnl+1,1 
-(amz-2 + ,B~1 -l)zn,l+l-2'Yiïz+l,2- Œmz-3Znz+l-3'Ynz+l,3- · · · 

-aoZnz 'Yn1+1 ,mz - ,Bzznz-l 'Ynz+I,mz+mz_p 

Pn1+1 - ( Œmz-1 + a~q-l)Pnz+l-1 'Ynz+l,l - ( Œmz-2 + ~1 -l)Pnz+l -2'/'iîz+l ,2 

-amz-3Pnz+l-3'Ynz+l ,3 - · · · - aoPnz'Ynz+~>mz - ,BzPnz-l 'Ynz+l,mz+mz-l · 

Les approximations Xk de la solution exacte x= A-1b sont données par Xk = Zk/ Pk· 

Explication 

D'après le Lemme 1.1.3, nous avons 

(2.97) 

(2.98) 

Le résidu est défini par Tk = Pk(Ar )ra. Si nous notons Pk = P~o) (O)fb alors nous pouvons 

écrire 
Uk 

Tk= -. 
Pk 

Le résidu Tk s'écrit aussi Tk = b- Axk, d'où la relation (2.97), avec Zk = PkXk. 

Les relations de récurrence (2.87) et (2.89) permettent de calculer Pk· Par contre Zk est 

calculé en remplaçant uk par son expression dans sa relation de récurrence. 

Ainsi, d'après (2.87), pour nz ~ j ~ nl+l - 2, nous avons 

p(o) ( )r w rJ+l (lW rj+l 
j+l 0 j+l = -aj-nzPJ-r. - ~-'j-nzP}-1-r. 

J J-1 
PJ+l 

W (lW 
-aj-n1P/YJ+l,l - Pj-n1Pj-l'Yj+l,2 
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et 

UJ+l (Aüy- a}-rq uyhJ+1,1- !3'f-n1 UJ-11)+1,2 

[Aüy- a'f-nJbpy- Azy)JrJ+1,1- !3'f-n1(bPJ-1- Azj-1hJ+l,2 

A[(üy + a}-n1zjhJ+1,1 + f3}-n1ZJ-l'YJ+1,2] + bpJ+l· 

En utilisant (2.97), nous obtenons 

et de façon similaire, nous obtenons les expressions de Znl+ 1 et Pn1+1 , voir (2.98). 

Les paramètres a't' et (3'( figurant dans cet algorithme sont choisis de façon arbitraire. 

Les facteurs Î'Z+l,i ("scale factors") doivent vérifier (2.96). Il est clair que si nous prenons 

'Yn,1 = 1~, 1 = 1, '<:/n, c'est-à-dire 

rn = Î'n,i = r~ = Î'~,i = 1 ('<:/ n, i), 

l'algorithme se simplifie. Mais dans la pratique, ce choix peut causer un problème de 

dépassement de capacité "overflow 11 ou "underflow" il est même conseillé de normaliser 

les deux suites de Vecteurs biorthogonaUX Uk et U~ par deux suites de facteurs fk et f~ 

différents. 

Remarque 2.3. 7 

Cet algorithme subit un true-breakdown à l'itération k lorsque Pk = 0 et un incurable

breakdown lorsque (u~_ 1 ,un1 ) = 0, où N est la dimension du système étudié. 

Par définition Pk= Pk0l(o)rz et, d'après le Théorème 1.1.2, nous avons 

Pk0
) (0) = 0 si et seulement si Hi1

) = O. 

Supposons qu'à l'itération iïz nous ayons Pn1 =1- 0, alors HJ,~l =1- O. Or, nous savons, d'après 

1 L . H(1l (1) --L e emme 1.2.2, que s1 ftt+l = 0 alors Hn1+2 1 O. 

Cela veut dire que si nous avons un true-breakdow à l'itération 'iïz+ 1 (Pnt+l = 0), ce qui 

n'empêche pas le calcul des itérés de l'algorithme 2.3.3, alors, en calculant ceux de l'itération 

iït+2 nous sommes sûrs d'avoir Pn1+2 =1- O. Il suffit donc, dans le cas d'un true-breakdown, 

d'effectuer un deuxième saut. 

2.3.4 Algorithme HMRZ-stab 

L'algorithme Lanczos/Orthodir [81] utilise les relations de récurrence suivantes 

(2.99) 
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où les coefficients Àk+l, f3k+l et 1'k+l sont calculés sous la condition Hk1) -1- 0, Y k. 

Dans le cas contraire, il se produit un true-breakodwn qui arrête l'algorithme. Le ghost

breakdown, lui, provoque une stagnation dans l'algorithme mais n'empêche pas le calcul des 

itérés. Le MRZ, HMRZ, MRZ-stab et HMRZ-stab [17) sont des versions sans breakdown 

de cet algorithme. Ici, nous nous intéressons aux algorithmes MRZ-stab et HMRZ-stab qui 

sont les plus stables parmi toutes les variantes de MRZ. 

D'après Draux [25), Struble [74) et Brezinski, Redivo-Zagla et Sadok [15), nous avons les 

relations 

PA~~l (ç) = qk(ç)PA~l(ç)- ck+lPA~~l (ç), 

Pnk+l (Ç) = Pnk(Ç)- Çwk(Ç)PA~l(ç), 

où P~1{(ç) = o, PJ1l(ç) = 1, c1 =o. 

(2.100) 

qk est un polynôme unitaire de degré mk et wk un polynôme de degré au plus mk - 1. 

Nous posons 

wk(ç) = f3ak) + ... + 13;:;_~_ 1 çmk-1 
qk(Ç) = Œbk) + ... + Œ~~- 1 çmk-1 + çmk. 

Les coefficients (!3Ik) )o::;i::;mk-1, ( a~k) )o::;i::;mk-1 et Ck+l, sont obtenus en multipliant res

pectivement les deux relations de récurrence (2.100) par un polynôme ui de degré i et en 

appliquant respectivement les fonctionnelles c(l) et c 

c(l)(U p(l) ) = a(k)c(ll(U·P(l)) + ... + a(k) c(ll(cmk-lu.p(l)) + c(l)(cmku.p(l)) 
~ nk+l 0 ~ nk mk-1 '> ~ nk '> ~ nk 

-Ck+lc(ll(uiPA~~ 1 ) (2.101) 

c(UiPnk+J = c(UiPnk)- f3bk)c(ÇUiP~!))- · · ·- (3;::~_ 1 c(ÇmkUiP~!l). 
Le choix des polynômes arbitraires Ui permet de définir différentes variantes de la méthode 

MRZ (13, 17). Le choix Ui = Çi nous donne les algorithmes MRZ et HMRZ [13). 

Ici, nous prenons Ui = çi-nk P~~). Les relations d'orthogonalité (2.12) peuvent être rempla

cées par 

c(Çi P~!l 2 ) = 0 

-l-0 

pour 

pour 

i = 0, ... , mk- 2 
(2.102) 

Les coefficients (f3?))o::;i::;mk-1 et (a~k))D::;i:Smk-1 se calculent en imposant les orthogo

nalités (2.102) dans (2.101) pour i = nk> ... , nk + mk- 1, ainsi nous obtenons les deux 

systèmes 

(2.103) 
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et 

(2.104) 

Pour le calcul de Ck+1, nous prenons Ui = çmk-1- 1 PJ!~ 1 , ce qui nous donne 

Le polynôme PJ!l est de degré nk. Alors il existe un polynôme ifnk-1 de degré au plus 

nk -1 tel que 

et d'après les orthogonalités (2.12), nous avons 

d'où 

En posant 

cCl) (Çmk+mk-1-1 pJ!l pJ!~J + c(l) (Çmk- 1 PJ!lifnk_1) 

C(l) (Cmk+mk-1-1 p(1) p(1) ) 
<. nk nk-1 ' 

rk = Pnk (Ar )ra 

= Pnk (Az)i'o 

= PJ!l(A;)z zl 
k 

nous remarquons que 

Si nous posons 

pour i = 0, ... ,mk et Zk,i+l = Azk,i 

pour j = 0, ... ,mk- 1 -1 AT 1 et zk,j+1 = zk,j 

Zk,i AriZk, zk i = Azizk , 

et z~. ,t 
Ari 1 

r 2 k 
-1 Ayi_, 
2k,i = l 2 k· 
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Les récurrences (2.100) donnent 

ainsi que 

[(J(k)- (J(k)- (J(k) - l Xk + 0 Zk,O + 1 Zk,1 + ... + mk-1 Zk,mk-1 > 

- [(J(k)- (J(k)- (J(k) - l rk- o Zk,1 + 1 Zk,2 + · · · + m-1Zk,mk' 

De même, les deux systèmes (2.103) et (2.104) deviennent 

et 

avec 

b
(k) - c b(k-1) 
0 - k+1 0 

(P~~)(A;)z,A~Pnk(Ar)ro) = (z~,A~rk) = (z~,i,rk) 
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(2.106) 

(2.107) 

(2.108) 

(P~!l (A[) y, AfPnk (At)io) = (z~, Afrk) = (z~,i,ik), (2.109) 

b~k) c(l) ( çmk+i-1 P~!l2) 

(p(1)(AT) Amk+ip(1)(A ). ) _ ( 1 Amk+i ) _ ( 1 . ) nk r z, r nk r ro - zk, r Zk - zk,P Zk,mk (2.110) 

(P~!l(Af)y,A;"k+ip~!l(At)io) = (z~,A;"k+i.zk) = (z~,i,zk,mk). 



112 Problème du breakdown dans la méthode de Lanczos 

Nous obtenons deux systèmes à résoudre que nous pouvons réunir en un seul système avec 

deux seconds membres différents selon le schéma suivant 

f36k) f3t) 
(k) 

{3mk-l pour pour 
(k) (k) (k) f3(k) om ao al amk-l 

1 1 1 1 1 
bmk-l 

d(k) -b(k) 
mk-l mk 

b(k) d(k) -b(k) 
ffik-2 ffik-2 mk-l 

(2.111) 

0 b(k) 
1 

d(k) 
1 

-b(k) 
2 

b(k) 
0 

d(k) 
0 

-bik) 

Il y a deux voies pour construire l'algorithme complet de MRZ-stab avec précondition

neur : soit nous prenons les récurrences des vecteurs Zk et z~ soit celles de zk et z~. Les 

deux versions sont équivalentes et donnent théoriquement le même algorithme. Ici, nous 

utilisons les récurrences de zk et z~. 

Algorithme 2.3.4 :MRZ-stab avec préconditionneur. 

Initialisation 

Choisir xo et y 

i_l = 0; 

résoudre 

zb =y; 
- Tant que 

::.:_ 1 = 0 ; ro = b - Axo 

Mio= ro; 

no=O; C1=0; m-1=0; 

rk -=1- 0; 

Zk,o = Zk; _, _, 
zk,O = zk; 

zk,l = Azk,o ; 

Résoudre M Zk,l = zk,l 

b(k) (-' - ) 
0 = zk,O' Zk,l j 

ffik = 1; 

k = 0; 
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Fin 

Tant que bbk) = 0 do 

mk = mk + 1 

Zk,mk = Azk,mk-1 

Résoudre Mzk,mk = zk,mk 

b(k) (-1 - ) 
0 = zk,O' Zk,mk 

Fin (tant que) 

Si k yf 0 

C - b(k)/b(k-1) 
k+l- 0 0 

Fin (si) 

Pour i = 1, · · · , mk 

R . d MT 1 -1 esou re zk i-l = zk i-l 

d(k) ( 1 ) ' ' 
i-1 = zk,i-1' rk 

zkl =AT zkl '-1 
,~ ,-z. 

b(k) (-1 - ) 
i = zk,i' Zk,mk 

Calculer (3;::,) -i 

Calculer a~Li 
Fin(pour) 

(.{(k)- (J(k)- (J(k) -
Xk+l = Xk + fJO Zk,O + 1 Zk,l + ''' + mk-1 Zk,mk-1 

rk+l = rk- [fJbk) Zk,l + f31Zk,2 + · · · + fJ;::,~-1 Zk,mk] 
- (k)- (k)- (k) - - c -
Zk+l = aO Zk,O +al Zk,l + ''' + am~-1 Zk,mk-1 + Zk,mk - k+lZk-1 
-1 (k) -1 (k) -1 (kj -1 -1 c -1 
zk+l = ao zk,O +al zk,l + · · · + amk-1 zk,mk-1 + zk,mk - k+lzk-1 

nk+l = nk + mk 

k=k+1 
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Nous remarquons que dans le cas où c(Çnkpnk) = 0, il se produit un ghost-breakodwn 

dans les récurrences (2.100) qui se traduit non par une division par zéro, mais plutôt par 

une annulation des numérateurs (d~k))o::;i:Smk-l· Cela implique l'annulation du polynôme 

Wk et nous retrouvons ainsi le résultat donné par le Lemme 1.2.3, Pnk+l = Pnk ce qui 

nous donne rk+l = rk. Donc, le ghost-breakdown provoque une stagnation du résidu dans 

les algorithmes MRZ, HMRZ, MRZ-stab et HMRZ-stab, mais n'empêche pas le calcul des 

itérés. Ensuite nous avons, d'après le schéma donné dans la figure 1.1, la certitude que le 

prochain polynôme Pnk+ 2 sera de degré nk+2· Cela explique le fait que les variantes de MRZ 

arrivent à corriger le true-breakdown sans attacher aucune importance aux situations de 

ghost-breakdown. 

D'autre part, afin de réduire le nombre de vecteurs à stocker dans l'algorithme MRZ 

et ses variantes, Brezinski et al. [17] ont utilisé l'algorithme de Horner pour le calcul 

des vecteurs wk(A)rk et qk(A)zk figurant dans ces algorithmes. Nous allons récupérer les 
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résultats donnés dans [17] et utiliser la même procédure pour calculer les coefficients des 

polynômes qk et wk et réduire le nombre de vecteurs utilisés dans MRZ-stab préconditionné. 

Commençons par considérer le polynôme 

Ce polynôme peut être calculé par la méthode de Horner 

v(O)(Ç) 

Vki\ç) pour i = 1, · · · , mk> 

et nous obtenons vk(Ç) = Vkmk)(Ç). 

Prenons les coefficients 1Jk) solutions du système triangulaire inférieur 

b(k) 
0 

b(k) 
1 

b(k) 
mk-2 

b(k) 
mk-1 

b(k) 
0 

b(k) 
1 

b(k) 
ffik-1 

b(k) 
mk-2 

0 

'/'1 
(k) 

'Yo 

La matrice de ce système correspond à celle du système (2.111) et les coefficients cx~k) du 

polynôme qk(Ç) coïncident donc exactement avec les ')';kl, ce qui nous donne 

Les coefficients f]i(k) du polynôme Wk sont calculés par la relation 

En appliquant ces propriétés dans MRZ-stab préconditionné, nous obtenons l'algorithme 

de HMRZ-stab avec préconditionneur. 
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Algorithme 2.3.5 :HMRZ-stab avec préconditionneur. 

- Initialisation 

Choisir xo et y ; 

z-1 = 0, 

Résoudre 

z~ 1 = 0, ro = b- Axa, C1 = 0; 

Mz0 = ro; _, 
zo =y, no= 0, b~-l) = 0, k = 0; 

- Tant que rk -1- 0 ; 

Résoudre MT Yk = z~ ; 
d(k) (- ) o = Yk> rk ; 

mk = 1; 

Yk = ATfik; 

vk = Yk; 

b(k) ( - ) 
0 = Yk> Zk ; 

Tant que b(k) - 0 · 0 - , 

mk = mk + 1; 

Résoudre MT Yk = Yk ; 

d(k) = (Y-k rk) · 
mk-1 ' ' 

Yk = ATfik; 

b~k) = (Yk> zk) ; 

Fin( tant que); 

Si k -1- 0; 

C - b(k)/b(k-1). 
k+l - 0 0 , 

Fin(si); 

tk = zk; 

Zk+l = -Ck+lzk-1 ; 

t~ = z~; 
_, c -! 
2 k+l = - k+l 2k-l ; 

Xk+l = Xk; 

rk+l = rk; 

Pour i = 1, ... , mk ; 

Uk = Atk; 

(3 = d(k) .jb(k) . 
mk-t 0 ' 

Xk+l = Xk+l + f3tk; 

rk+l = rk+l - f3uk ; 
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Fin 

Problème du breakdown dans la méthode de Lanczos 

Résoudre M Ük = uk ; 

1 = -(yk,ük)/b6k); 

tk = ük + {Zk; 

Si i =1- 1 ; 

Résoudre MT vk = t~ ; 
vk=Arvk; 

Fin (si); 

t~ = Vk + {Z~ ; 
Fin (pour); 

'ik+l = 'ik+l + tk; 
_, -1 +t' 
zk+l = zk+l k ; 

nk+l = nk + mk; 

k=k+1; 

Dans l'algorithme HMRZ-stab, nous n'avons plus à stocker les b~k) mais seulement b6k), 

les coefficients des polynômes wk et qk ne sont pas stockés non plus. Enfin l'avantage le 

plus important de cette variante est que le nombre de vecteurs à stocker ne dépend plus 

de mk (voir tableau 2.2). 

L'algorithme HMRZ-stab est le plus stable parmi toutes les variantes de MRZ [17]. 

Produits Produits 

Méthode scalaires Mat-vect(•) Place mémoire(+) 

MRZ 4mk- mk-1 mk/mk matrice+ (M + 7)N + 5M 

HMRZ 4mk mk/mk matrice + SN + 2M 

MRZ-stab 3mk mk/2mk -1 matrice+ (M + 8)N + 4M 

HMRZ-stab 3mk mk/2mk -1 matrice+ 12N + lM 

( *) i/j, indique qu'il y a i produits matrice vecteur avec la matrix A 

et j produits matrice vecteur avec sa transposée AT 

(+) M = supmk 
k 

TAB. 2.2- Stockage et nombre d'opérations requis par quelques variantes MRZ entre les 

itérations nk et nk+l 
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2.4 Résultats numériques 

Dans ce paragraphe, nous donnerons quelques résultats numériques qui nous permet

trons de comparer les différents algorithmes étudiés précédemment. Compte tenu du fait 

que ces algorithmes sont conçus pour éviter le breakdown et non le near-breakdown, nous 

prendrons des exemples dans lesquelles nous avons un exact breakdown. 

Tous les tests ont été réalisés à l'aide du logiciel MATLAB (version 7). Pour détecter le 

breakdown dans les méthodes étudiées, nous allons considérer qu'une quantité est nulle si 

sa valeur absolue est inférieure à une tolérance donnée E, ici nous prenons E = 10-lO. 

Exemple 2.4.1 

Nous commençons cette partie par l'exemple de dimension 4 proposé par .Joubert [49] où 

l'on considère la matrice 

A~ ( ~ ~1 ~ ~1 l 
En prenant b = (0,2,2,4)r, x 0 = (O,O,O,O)T et y= (1,1,1,1)r, cette matrice cause 

un breakdown à la deuxième itération dans la méthode du BICG. Il s'agit d'un ghost

breakdown, c'est d'ailleurs pourquoi la méthode du CSBCG s'arrête à la premiere itération 

car elle est incapable d'éviter ce type de breakdown. Par contre, nous obtenons la solution 

exacte pour les méthodes BIORES non générique, HMRZ-stab et BICG avec look-ahead. 

Nous remarquons que le HMRZ-stab ne détecte aucun breakdown. En revanche il obtient 

dans la première et la deuxième itération le même résidu Cllri!I = lhll = 3.4641). Il en est 

de même avec le BICG avec look-ahead qui détecte un ghost-breakdown à la deuxième 

itération ce qui y provoque une stagnation du résidu. L'algorithme du BI ORES lui, fait un 

saut de n1 = 1 à n2 = 3 et confirme le résultat donné par le BICG avec look-ahead. Les 

résultats obtenus sont donnés dans la figure 2.1. 

Exemple 2.4.2 

Considérons l'exemple donné dans [15, 17] 

0 0 0 0 -1 1 -N 
1 0 0 0 0 2 1 

0 1 0 0 0 3 2 

0 0 0 1 0 N N-1 



118 

3.5 

~ 3 
-5 
~ 25 -5 . 

"' ~ 2 

1.5 

0.5 

Problème du breakdown dans la méthode de Lanczos 

2 
n 

k 

3 

FIG. 2.1- N = 4, Matrice de Joubert 

4 

Si nous prenons y = (1, ... , 1f et xo = (0, ... , O)T avec N = 100, la méthode de 

HMRZ-stab détecte un true-breakdown à l'itération k = 4 et fait un saut de longueur 

m 3 = 94. Le résidu calculé à l'itération n4 = 97 est égal à celui déjà calculé à l'itéra

tion n3 = 3 (lh7ll = llr3ll = 247.40). Cela s'explique par le fait que l'HMRZ-stab subit 

un ghost-breakdown à l'itération n4 = 97 ce qui provoque une stagnation du résidu. 

Le BICG avec look-ahead détecte le ghost-breakdown et le true-breakdown à l'itération 

k = 4 et fait un saut de longueur m3 = 94. À l'itération n4 = 97, sans calculer le résidu, 

l'algorithme attribue au résidu rg7 la valeur du résidu de l'itération précédant le saut, 

(llr97ll = lhll = 247.40). Ce résultat a été obtenu par le HMRZ-stab en calculant récur

sivement le résidu. Le BIORES non générique et le QMR avec look-ahead détectent un 

ghost-breakdown à la même itération et font un saut de longueur m3 = 95. Les courbes 

obtenues sont données dans la figure 2.2. 

Maintenant, prenons la matrice précédente avec b = (1, ... 'l)T, Xo = (0, ... 'o)T et 

y = ro. Les quatre méthodes détectent un breakdown à l'itération k = 3. Pour le BICG 

avec look-ahead il se produit un ghost et un true-breakdown. Alors il effectue un saut de 

longueur m2 = 97 et il attribue à l'itération n3 = 99 le résidu obtenu à l'itération n2 = 2 

(i.e llr199ll = llr2ll = 2.82). Le même résultat est obtenu par le HMRZ-stab qui détecte 

un true-breakdown et fait un saut m2 = 97 et, en calculant le résidu correspondant, il 

trouve llrggll = llr2ll = 2.82. Par la suite, à l'itération k = 100, le BICG avec look-ahead 

calcule les vecteurs réguliers et obtient llr10o Il = 1.08 10-lO, la méthode de HMRZ-stab 

donne lhooll = 2.8 10-13. Le QMR avec look-ahead et le BIORES non générique détectent 
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FIG. 2.2- N = 100, y= (1, ... , lf et x 0 = (0, ... ,O)T 

un ghost-breakdown et font un saut de longueur 98. Et à l'itération 100, nous obtenons 

llr~'i:R-LAII = 1.89 10-12 et llrfo~Bioresll = 1.84 10-12 . Les courbes représentatives sont 

données dans la figure 2.3. 

Dans ces deux exemples, le CSBCG est incapable d'éviter ce genre de breakdown. 

Exemple 2.4.3 

Considérons l'exemple étudié par Brown dans [20] 

a 1 

-1 a 1 

-1 a 1 

-1 a 1 

-1 a 

1 

1 

1 

1 

1 

a+l 

a 

a 

a 

a-1 

En prenant a = 0 et y = ro, un breakdown survient à chaque itération impaire dans les 

méthodes HMRZ-stab, CSBCG et BICG avec look-ahead. Il s'agit d'un true-breakdown 

qui nécessite un saut de longueur mk = 2. 
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FIG. 2.3- N = 100, xo = (0, ... ,of, b = (1, ... , 1f et y= ro 

Le QMR avec look-ahead et le BIORES non générique ne détectent aucun breakdown. En 

revanche dans ce dernier, le true breakdown ne permet pas le calcul des approximations 

xf:GBiores et des résidus rf:GBiores que lorsque k est pair. Dans la figure 2.4, nous avons 

pris N = 500 et x0 un vecteur aléatoire. Le meilleur résidu est obtenu par la méthode 

CSBCG (llr10oll = 1.61 10-ll). 

En prenant N = 500 et xo = (0, ... , O)T, toutes les méthodes donnent la solution exacte, 

voir la figure 2.5. 

Exemple 2.4.4 

Pour terminer, nous considérons le système linéaire proposé par Gutknecht [40] 

2 1 

0 2 

1 0 

1 

2 1 

1 0 

1 

2 1 
0 2 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

3 

4 

4 

3 

Pour N = 400, x 0 = (O, ... ,of et y= (0,0,0,1,-1, ... ,(-1)N-l,O)T, les méthodes 

HMRZ-stab, BICG avec look-ahead, QMR avec look-ahead et BIORES non générique 
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FIG. 2.5 - N = 500, x0 

250 300 350 400 

(0, ... , O)T et y = To 

450 500 

450 500 

121 



122 

-2 

-4 

~ .a -6 

~ 
.a -8 
§ 
g 
~ -10 

~ 
-12 

-14 

-16 

Problème du breakdown dans la méthode de Lanczos 

1 
r-· 

1 / 

-18L_ ____ J_ ____ ~------L-----~----_L ____ _J ______ L_ ____ ~ 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 

FIG. 2.6- N = 400, xo = (0, ... , Of et y= (0, 0, 0, 1, -1, ... , ( -1)N-1, O)T 

détectent un break dawn de longueur 2. Les meilleurs résidus obtenus sont llr~ICG-LA Il = 
7_67 10-17, llrft;GBioresll = 1.27 10-15, llr~MRZ-stabll = 4_64 10-12 et llr~MR-LAII 

8.49 10-15 . Les courbes sont représentées dans la figure 2.6. 

2.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons discuté et préconditionné quatre stratégies pour traiter 

le problème de breakdown dans la méthode de Lanc?.os pour la résolution des systèmes 

d'équations linéaires. Les résultats, sur les polynômes orthogonaux formels, obtenus dans la 

chapitre 1, nous ont permis de corriger les deux problèmes de breakdown qui se produisent 

dans l'algorithme du Gradient Biconjugué. Les résultats numériques montrent que tous les 

algorithmes qui ont été étudiés dans le présent chapitre, à l'exception du CSBCG, réus

sissent à éviter les différentes situations de breakdown. Il reste le problème du incurable

breakdown qui n'a d'autre solution que de relancer l'algorithme avec de nouveaux vecteurs 

initiaux. La nature du look-ahead peut causer un problème de dépassement de capacité 

(over flow ou under flow) dans ces algorithmes; cette situation est due à une multiplica

tion successive de la matrice A et AT par les vecteurs de direction. Une normalisation par 

la norme euclidienne de ces vecteurs permet de rendre ces algorithmes plus stables. Dans 

le chapitre suivant, nous proposons une normalisation de l'algorithme HMRZ-stab par le 

produit scalaire. 



Chapitre 3 

Normalisation de MRZ-stab et 

application aux systèmes 

symétriques non définis positifs 

3.1 Introduction 

Les méthodes du Gradient Conjugué généralisées, telles que les méthodes Orthodir et 

Orthores dues à Young et Jea [81], la méthode Orthomin due à Vinsome [78], la méthode 

du GMRES due à Saad et Schultz [63], la méthode du Gradient Biconjugué due à Fletcher 

[29], et plusieurs autres méthodes [36, 53], sont très utilisées dans la résolution des grands 

systèmes linéaires 

Ax=b, (3.1) 

où A est une matrice non-symétrique de dimension N x N. 

Jea et Young [47] ont proposé une simplification des méthodes du Gradient Conjugué géné

ralisé qu'ils ont appelé méthodes de type Lanczos (Lanczos/Orthodir, Lanczos/Orthomin 

et Lanczos/Orthores). Théoriquement, en l'absence d'erreurs d'arrondi et des problèmes 

de breakdown, ces méthodes convergent en au plus N itérations. En comparant ces trois 

méthodes, Jea et Young (47, 81] ont montré que Lanczos/Orthomin converge si et seule

ment si Lanczos/Orthores converge, et que si ces deux méthodes convergent, alors Lanc

zos/Orthodir converge et les trois méthodes sont équivalentes. Donc, l'algorithme Lanc

zos/Orthodir devrait être le meilleur des trois. Cependant, en pratique, cette méthode 

souffre d'instabilité numérique due à l'effet des erreurs d'arrondi. Ici nous nous intéres

sons, particulièrement, aux problèmes de dépassement de capacité appelés "overflow" et 

"underflow" qui sont très fréquents dans cet algorithme, ces deux problèmes sont dus res

pectivement à une croissante ou décroissance rapide des produits scalaires provoquée par 

les multiplications successives des matrices A et AT par les vecteurs de direction. Face 
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à ce problème, nous proposons, dans la première partie de ce chapitre, une normalisa

tion de ces vecteurs ce qui permet de maintenir la convergence de l'algorithme et d'éviter 

tout dépassement provoqué par les produits scalaires. Cette technique sera appliquée à 

l'algorithme MRZ-stab qui est une version de LanczosjOrthodir dans laquelle on évite le 

true-breakdown, ce dernier représente la seule division par zéro qui risque de se produire 

dans l'algorithme Lanczos/Orthodir. 

Dans le cas où la matrice A est symétrique non définie positive, il existe plusieurs mé

thodes adaptées à ce type de problème. Nous avons, par exemple, la méthode du résidu 

minimal et la méthode de directions orthogonales dues à Fletcher [29]. Paige et Saunders 

[56] ont proposé des méthodes stables et efficaces basées sur la minimisation du résidu 

(MINRES) et les conditions de Galerkin (SYMMLQ). 

Ici, nous nous intéressons aux méthodes de type Lanczos. Puisque la matrice A est sy

métrique, ces algorithmes peuvent être simplifiés à condition de bien choisir le vecteur 

de direction initial. Cependant, des divisions par zéro peuvent se produire dans ces algo

rithmes, cela est dû au fait que la matrice A est non définie positive. Ces situations de 

breakdown dépendent directement du vecteur de direction choisi à la première itération. 

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous proposons une étude des situations de 

breakdown qui risquent de se produire dans les méthodes de type Lanczos lorsque la ma

trice du système étudié est symétrique non-définie positive. Dans un premier temps, nous 

prenons le résidu comme vecteur de direction initial. Dans ce cas, nous montrons que le 

true-breakdown est la seule division par zéro que nous pouvons avoir dans les algorithmes 

de type Lanczos, ces derniers sont basés sur une orthogonalisation du résidu. Ensuite, nous 

prenons le vecteur de direction initial égal au produit du résidu par la matrice A. Nous 

montrons que les méthodes de type Lanczos définissent une minimisation du résidu et que 

le ghost-breakdown est la seule division par zéro que subissent ces algorithmes. Dans ces 

deux cas, nous montrons que la longueur du saut à effectuer, pour éviter ces divisions par 

zéro, est égale à deux. Suite à ces résultats, ces deux choix vont nous permettre de simpli

fier l'algorithme MRZ-stab et ainsi donner des variantes de l'algorithme Lanczos/Orthodir 

pour le cas symétrique non défini positif. 

Finalement des exemples numériques seront donnés dans le dernier paragraphe pour illus

trer l'efficacité des algorithmes ainsi définis. 

3.2 Le cas non-symétrique 

L'algorithme Lanczos/Orthodir est une variante de la méthode de Lanczos qui construit 

à partir de deux vecteurs initiaux xo et y des approximations Xk de la solution de (3.1). La 

connexion entre les polynômes orthogonaux formels et la méthode de Lanczos permet de 
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retrouver l'algorithme Lanczos/Orthodir en utilisant les relations de récurrence suivantes 

pk+l(Ç) 

Pi~l (Ç) 

Pk (resp PP)) appartient à la famille des polynômes orthogonaux formels par rapport à la 

fonctionnelle c (resp c(ll), où c(ll(çi) = c(çi+l) =(y, Ai+1r0) avec r0 = b- Ax0 . 

Comme nous l'avons déjà vu dans la sous-section 2.3.4, il se produit dans ces relations un 

true-breakdown lorsque Hk1
) = O. Dans ce cas les polynômes Pk et PP) n'existent pas 

et cela se traduit par une division par zéro dans l'algorithme Lanczosjürthodir. D'autre 

part, lorsque Hko) = 0 il se produit un ghost-breakdown ce qui provoque une stagnation 

du résidu mais n'empêche pas sa convergence. En appliquant la procédure du look-ahead 

à cet algorithme, nous obtenons la méthode MRZ-stab, ainsi que toutes les variantes MRZ 

[17), qui permettent d'éviter le true-breakdown. 

Un autre type de problème peut survenir dans les algorithmes Lanczos/Orthodir et 

MRZ-stab : il s'agit des situations de dépassement de capacité qui provoquent des ruptures 

dans ces algorithmes. Cela se produit lorsque les produits scalaires calculés prennent des 

valeurs très grandes "Overflow" ou très petites "Underflow". 

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons effectuer une normalisation de l'algorithme 

MRZ-stab qui consiste à remplacer ses vecteurs de direction par des vecteurs normalisés, 

modification qui permet de rééquilibrer le rapport entre les produits scalaires calculés dans 

cet algorithme. 

3.2.1 Algorithme MRZ-stab normalisé 

Nous avons vu, dans le chapitre 2, que l'algorithme MRZ-stab est obtenu à partir des 

relations de récurrence suivantes 

Pk+l(Ç) = Pk(Ç)- Çwk(Ç)PP)(Ç), 

Pi~l(ç) = qk(ç)Ppl(ç)- ck+1Pi~1(Ç), 

où P~1{(Ç) = 0, Pd1)(Ç) = 1 et C1 =O. 

(3.2) 

Nous notons nk le degré du kème polynôme orthogonal formel régulier Pk et PP), et mk 

la longueur du saut entre PP) et Pi~1 i.e nk+l = nk + mk. 

Le saut mk est défini par les conditions 

c(l)(çipil)) = 0 

cCll(çnk+mk-1 pp))-=/= 0. 

pour i = 0, ... , nk + mk - 2 
(3.3) 

qk est un polynôme unitaire de degré mk et Wk un polynôme de degré au plus mk - 1. 

Les coefficients des polynômes Wk et qk ainsi que ck+l sont obtenus en imposant les condi-
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tions (3.3) aux relations (3.2). Ainsi, si nous posons 

alors, les coefficients ,B}k) et aik) sont solutions des deux systèmes triangulaires 

d(k) 
0 

-b(k) 
1 

0 d(k) 
1 

-b~k) 

(3.4) 

d(k) 
mk-2 

-b(k) 
mk-1 

d(k) 
mk-1 

-b(k) 
ffik 

avec 

c(l) (Çmk-l+i p~l) 2 ) 

(Pp) (Ar)y, Amk+i p~ll (A)ro) pour i = 0, ... , mk 

et (3.5) 

c(Çi pp) Pk) 

(Pp) (Ar)y, A; Pk(A)ro) pour i = 0, ... , mk - 1. 

Et enfin, Ck+l = b~k) /b~k- 1 ). D'après la condition (3.3), nous avons 

Dans l'algorithme MRZ-stab, nous construisons deux suites de vecteur de direction Zk 

et Zk à partir des relations de récurrence vérifiées par les polynômes Pk1
). Dans le cas où 

il ne se produit pas de breakdown ces vecteurs sont A-biorthogonaux. Sinon, ils vérifient 

les relations 

{ 
j < k pour i = 0, ... , nk - nj + mk - 2 

(zk> Ai+1z1) = o Sl k<j pour i = 0, ... , nj - nk + mj - 2 

k=j pour i = 0, ... ,mk- 2 (3.6) 

et 

Nous proposons ici une normalisation de ces deux suites de vecteurs de telle façon que 

(3.7) 
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Nous allons donc normaliser les vecteurs Zk et Zk par deux facteurs différents. Pour cela, 

nous remplaçons les polynômes PP) par le couple des polynômes 

(1) 
p(l)- pk 

k - Tk 

avec Tk et vk choisis tels que 

Nous pouvons prendre 

et 

et 

Les vecteurs de direction sont donc définis par 

et 

et ils vérifient les relations (3.6) et (3. 7). Ces vecteurs ne peuvent pas être calculés directe

ment, car pour cela il faut connaître la valeur de mk. C'est pourquoi nous définissons deux 

nouveaux vecteurs 

Sk = 
PP\A)ro 

et 
- pp)(AT)y 
Bk= 

Tk-1 Vk-1 

avec s-1 = ro et S-1 = y. 

La longueur du saut mk est déterminée par la condition (3.3), et puisque Tk =/:- 0 et Vk =/:-

0 'Vk, alors nous avons 

pour i = 1, ... , mk- 1 

Notons 

et 

nous avons les propriétés suivantes 

Proposition 3.2.1 

J. Ok= Tk/Tk-1 ef O"k = Vk/Vk-1· 

2. Zk = sk/r5k et Zk = sk/O"k. 
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Preuve: 

D'après la définition de sk et Bk, nous avons 

alors 

b~k) _ Tk 

1 b(k-1) 1 - -T -. 
0 k-1 

Ces deux résultats nous permettent d'écrire 

D'autre part, d'après les définitions de Zk et Zk, nous avons 

Pk1
) (A)ro PP) (A)ro Tk-1 Sk 

Zk = = -- =-
Tk Tk-1 Tk Ok 

et 
_ pp)(AT)y pp)(AT)yvk-1 Bk 
Zk = = -- = -. 

~ ~-1 ~ ~ 

D 

Donc, pour obtenir les vecteurs Zk+1 et Zk+1, nous calculons d'abord les vecteurs Sk+1 et 

Sk+l à partir des relations de récurrence (3.2). Ainsi, nous obtenons 

(3.8) 

Nous avons ck+1 = b~k) /b~k- 1 ) et b~k) = TkVk, alors, en utilisant les résultats de la propo

sition 3.2.1, nous obtenons 

et 
(k) 

C Vk-1 - ba Vk-1 - Tk - J: 
k+1--- ------- Uk· 

Vk Vk b(k-1) Tk-1 
0 
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Donc, les relations (3.8) s'écrivent 

A
mk (k) Amk-l (k) 

Sk+l = Zk + Œmk-l Zk + · · · + Œo Zk- O"kZk-l 

- Amk- (k) Amk-1- (k)- s: -
Sk+l = Zk + Œmk-l Zk + · · · + Œo Zk- UkZk-l· 

(3.9) 

Nous savons que le résidu est défini par rk = Pk(A)ro. Alors, d'après la première relation 

de (3.2), nous avons 

Si nous posons 

pour i = 0, ... , mk- 1, 

alors, nous pouvons écrire 

Prenons maintenant 

pour i = 0, ... , mk 

pour i = 0, ... , mk - 1. 

D'après les définitions de Zk et Zk, les relations (3.5) nous donnent 

d~k) ( vkzk> Airk) 

dlk)Vk 

Remarquons que bbk) = (zk> Amkzk) = 1. 

pour i = 0, ... , mk 

pour i = 0, ... , mk- 1. 

(3.10) 

(3.11) 

Les coefficients f3~k) et a~k) sont solutions du système (3.4) et en utilisant les relations 

(3.11), nous pouvons calculer les coefficients Œ~k) et ~}k) à partir du système suivant 

1 
-(k) 
bl 1 
-(k) 
bz 

-(k) 
bl 

-(k) 
bmk-l 

-(k) 
bmk-2 

-(k) 
bl 1 -(k) 

f3o 
(k) 

Œo 

-(k) 
do 
-(k) 
dl 

-(k) 
dmk-l 

Puisque rk = b- Axk, l'approximation xk vérifie la relation 

-(k) -(k) -(k) m -1 
Xk+l = Xk + /30 Zk + /31 Azk + · · · + !3mk-l A k Zk· 

-(k) 
-bl 

-(k) 
-bz 

(3.12) 

-(k) 
-bmk 

(3.13) 

En rassemblant tous ces résultats, nous obtenons l'algorithme suivant, que nous appe

lons MRZ-stab normalisé. 
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Algorithme 3.2.1 : MRZ-stab normalisé. 

1. Initialisation 

Choisir Xo et y E mN 

Z-1,0 = 0, Z-1,0 = 0; 

ro = b - Axa sa = ro ; 

sa = y no = 0 k = 0; 

2. Tant que Tk =1- 0 

sk,o = Sk, sk,1 = Ask,O; 

Pk= (sb sk,1), mk = 1; 

3. Tant que Pk = 0 

mk = mk + 1; 

Sk,mk = Ask,mk-1 ; 

Pk= (sk, sk,mk); 

Fin( tant que); 

4. ok = v'TPJ, ak = signe[pk] Ok; 

5. 

6. 

Fin 

Zk,O = Sk,o/ Ok' Zk,O = ski ak ; 

Pour i = 1, ... , mk ; 

Zk . = Sk ·/Ok. ,t ,t ' 

- AT-Zk,i = Zk,i-1; 
-(k) -
bi = (zk,i, Zk,mk); 
-(k) - - . 
di-1- (zk,i-1,rk)' 

Calculer f3;:;.l-i et Œ~~-i à partir du système (3.12); 

Fin(pour) 

nk+1 = nk + mk ; 

k=k+l. 
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Afin de réduire le nombre de vecteurs et de coefficients stockés dans l'algorithme 3.2.1, 

nous pouvons utiliser le schéma de Borner pour calculer wk(A)zk et qk(A)zk, comme cela 

a été fait dans l'algorithme HMRZ-stab [17]. 
Dans la deuxième partie de cette section, nous proposons une modification de l'algorithme 

3.2.1 qui porte sur le calcul des coefficients (a~k)) et (J1ik)). Cela va nous permettre de 

réduire le nombre de vecteurs et des coefficients à stocker sans passer par le schéma de 

Homer. 

3.2.2 Algorithme MRZ-stab modifié 

Dans l'algorithme 3.2.1, la résolution directe des deux systèmes (3.12) nécessite le sto

ckage des coefficients b~k) et d;~1 pour i = 1, ... , mk - 1. Le calcul des itérés demande, en 

plus des coefficients ajk_}_1 et 11)"}_1 , le stockage des vecteurs Zk,j et Zk,j pour j = 1, ... , mk. 

Nous pouvons réduire le nombre de vecteurs et de coefficients stockés en effectuant une 

simple modification dans la programmation de l'algorithme 3.2.1. Pour cela, nous commen

çons par donner les solutions du système (3.12). 

Nous avons 

et 

(k) 
0 mk-1 

(k) 
0 mk-2 

(k) 
0 mk-3 

En tenant compte des expressions des coefficients b~k) et J!;kl, données par les relations 

pour i = 0, ... , mk 

pour i = 0, ... , mk- 1, 
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nous obtenons 

et 

(k) 
amk-1 

(k) 
amk-2 

(k) 
amk-3 

(k) 
ao 

Nous remarquons que les expressions des vecteurs sk+1, Sk+1, rk+1 et Xk+1 données par 

les relations (3.9), (3.10) et (3.13) peuvent être récupérées à partir des expressions des 

coefficients a6k) et jj~k). Alors, d'après cette écriture, nous pouvons calculer les coefficients 

(a~k)) et (/3}k)) en mettant une boucle dans l'algorithme (3.2.1) qui n'exige pas le stockage 

des coefficients calculés et que nous exploiterons pour donner à la fin les vecteurs Xk+ 1, 

rk+1, Sk+l et sk+1· 

Nous trouvons ainsi un nouvel algorithme qui est équivalent à l'algorithme 3.2.1, que 

nous appelons MRZ-stab modifié 

Algorithme 3.2.2 : MRZ-stab modifié. 

1. Initialisation 

Choisir xo et y E IRN 

Z-1 = 0, Z-1 = 0; 

ro = b - Axa so = ra ; 

sa = y no = 0 k = 0 

2. Tant que rk -1- 0 

f)=ATsk; 

Pk = (Yb sk), 

mk = 1; 
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3. Tant que Pk = 0 

mk = mk + 1 

y= AT y 
Pk = (Y, Bk) 

Fin(tant que) 

4. bk = VÏPkL Œk = Bigne[pk] bk; 

Zk =Bk/bk, 

zk = sk/Œk; 

Y= f}/Œk, 

t = Zk, 

ü = zk, 

u = 0, 

V= Zk, 

v= zk, 

5. Pour i = 1, ... , mk 

v Av, 
v Arv, 
a -(Y, v), 

V V+ ŒZk, 

v v+ ŒZk, 

iJ (ü,rk)-(Y,u), 

ü Arü, 

t u + iJzk, 

u At, 
Fin(pour) 

Xk+l = Xk + t, 
rk+1 = rk- u, 

Bk+1 =V- ŒkZk-1, 

sk+l =v- bkzk-1, 

6. nk+1 = nk + mk 

k=k+1 

Fin 

133 

Dans cet algorithme, le nombre de vecteurs stockés est réduit à 12, il est indépendant 

de la longueur du saut mk. Le nombre de coefficients stockés est limité à 6 coefficients alors 
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qu'en utilisant le schéma de Horner, nous sommes obligés de stocker les coefficients di pour 

i = 0, ... , mk - 1. 

Des résultats numériques qui illustrent l'efficacité de cet algorithme sont donnés à la fin de 

ce chapitre. 

Dans la section suivante, nous étudions les situations de breakdown qui se produisent 

dans les algorithmes de type Lanczos dans le cas où la matrice A est symétrique non 

définie positive. Nous allons voir que le choix de y permet la simplification de l'algorithme 

MRZ-stab modifié et peut éventuellement offrir des solutions aux problèmes de breakdown. 

3.3 Le cas symétrique non défini positif 

Dans le cas où la matrice du système (3.1) est symétrique non définie positive, la 

méthode de Lanczos consiste à construire une suite de vecteurs (xk) de la façon suivante : 

- Choisir deux vecteurs arbitraires xo et y-=/= 0 dans IRN, 

- Calculer ro = b - Axo, 

- Déterminer Xk tel que 

Xk- xo E JCk(A, ro) = vect(ro, Aro, ... , Ak-lro) 

rk = b- Axk j_ JCk(A, y) = vect(y, Ay, ... , Ak-1y). 
(3.14) 

Sous ces conditions, nous remplaçons dans les algorithmes de type Lanczos la matrice 

transposée AT par la matrice A, ce qui nous donne la possibilité de simplifier ces algorithmes 

à condition de bien choisir le vecteur initial y. En plus, les situations de breakdown qui se 

produisent dans la méthode de Lanczos dépendent directement du choix de ce vecteur. 

Dans cette section, nous proposons une étude des situations de breakdown susceptibles de 

se produire dans les méthodes de type Lanczos lorsque la matrice du système étudié est 

symétrique non-définie positive. Nous commençons par prendre y = r0 , dans ce cas nous 

allons montrer qu'il se produit un true-breakdown dans les méthodes de type Lanczos, 

et qu'il suffit de faire un saut de longueur égale à deux pour éviter ce problème. Dans la 

deuxième partie, nous prendrons y = Aro, dans ce cas il se produit un ghost-breakdown 

que nous évitons aussi de la même manière. Ces deux choix vont nous permettre de simpli

fier l'algorithme MRZ-stab modifié et ainsi nous donnerons des variantes de l'algorithme 

Lanczos/Orthodir pour le cas symétrique non défini positif. Mais avant cela, nous com

mençons d'abord par donner quelques propriétés des sous-espaces de Krylov. 

3.3.1 Quelques propriétés des sous-espaces de Krylov 

Les espaces de Krylov JCk(A, ro) forment évidement une famille croissante de sous

espaces, nécessairement bornée. Notons L la dimension maximale de ces sous-espaces de 
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Krylov. Nous avons donc 

L = max{k: dim JCk(A,ro) = k} 

Lemme 3.3.1 

La suite des sous-espaces de Krylov JCk(A, r0 ) est strictement croissante pour k = 1, ... , L, 

et stagne à partir de k = L. 

Preuve : 

Notons p le plus petit entier pour lequel APro est dépendant des vecteurs précédents. 

Alors, les vecteurs r0 , Ar0 , .•. , AP-1ro sont linéairement indépendants et donc JCk(A, ro) 

est de dimension k pour tout 1 ::; k ::; pet APro E !Cp( A, ro). 

Montrons maintenant, par récurrence, que nous avons AP+iro E !Cp( A, ro) pour tout i 2 0; 

Supposons que AP+iro E Kp(A, ro) ce qui est équivalent à AP+iro = "L~:6 ajAJro; alors 

p-2 

AP+i+1ro = L ajAi+1ro + ap-1APro 
j=O 
p-2 p-1 

L ajAi+1ro + ap-1 L (JjAiro 
j=O j=O 
p-1 

L ')'jAira. 
j=O 

Nous avons donc AP+iro E !Cp( A, r0 ), de sorte que Kp+i(A, ro) =!Cp( A, ro) pour tout i 2 O. 

Donc L =pet JC1(A, ro) Ç ... Ç Kp(A, ro) = Kp+i(A, ro) pour tout i 2 O. 

D 

Proposition 3.3.1 

Pour tout k ::; L, les vecteurs ro, Aro, ... , Ak-1ro sont linéairement indépendants. 

Théorème 3.3.1 

La solution du problème Ax = b appartient à l'espace affine Xo + JCL. 

Preuve: 

D'après le lemme 3.3.1, le sous-espace !CL est invariant. Donc, l'opérateur A définit une 

bijection de !CL dans JCL. Le vecteur ro appartient à !CL, donc, il a un antécédent dans !CL. 

Alors, il existe un z E !CL tel que Az = ro = b- Axo =A( x- xo), d'où le résultat. 

D 

Donc, s'il ne se produit pas de breakdown dans l'algorithme de Lanczos, la solution est 

obtenue à l'itération L. 
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3.3.2 Orthogonalisation du résidu 

Si nous prenons dans la méthode de Lanczos y = ro, les conditions (3.14) s'écrivent 

Xk - xo E Kk(A, ro) 

rk =A( x- Xk) ..l Kk(A, ro). 
(3.15) 

Dans le cas où la matrice A est définie positive, les conditions (3.15) sont équivalentes à 

minimiser l'erreur 

iiekiiA = min lleo- ziiA 
zE/Ck(A,ro) 

où ek =x- Xk =x- (xo + z) = eo- z. 

La méthode du Gradient Conjugué est la méthode de type Lanczos, la plus puissante, 

utilisée dans le cas où A est symétrique définie positive. Les itérés Xk du Gradient Conjugué 

sont bien définis à partir des conditions (3.15) et l'algorithme ne subit aucun breakdown. 

Ici, nous traitons le cas où la matrice A est symétrique non-définie positive. L'erreur 

et le résidu, définis par les conditions (3.15), ne vérifient pas de propriété de minimisation, 

nous avons tout simplement une orthogonalisation du résidu par rapport au sous-espace 

de Krylov Kk(A, r 0 ). Cependant, les itérés Xk ne sont pas tout le temps définis par cette 

propriété. En effet, prenons Vk = [ro, Aro, ... , Ak-1ro]. D'après les conditions (3.15), nous 

avons l'existence d'un vecteur dk E JRk tel que 

Xk- xo = Vkdk 

V{rk =O. 

La première relation de (3.16) devient 

et les conditions d'orthogonalité nous donnent 

D'où 

(3.16) 

Les itérés Xk sont bien définis lorsque la matrice V{ AVk est inversible, or comme A est non 

définie positive alors ce n'est pas toujours le cas. Lorsque la matrice V{ AVk est singulière 

il se produit un breakdown dans la méthode de Lanczos. Ce problème peut-être évité en 

utilisant les algorithmes de type Lanczos avec look-ahead. 

Dans ce qui va suivre, nous allons donner une version simplifiée de l'algorithme MRZ

stab modifié pour le cas symétrique. Mais avant cela, nous commençons par étudier les 

situations de breakdown qui risquent de se produire dans les algorithmes de type Lanczos 

lorsque nous prenons y= ro. 
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Comme nous l'avions déjà mentionné auparavant, lorsque Hko) = 0 (resp Hk1
) = 0) il se 

produit un ghost-breakdown (resp true-breakdown) dans les méthodes de type Lanczos. 

La fonctionnelle c est définie par rapport aux conditions (3.15) comme suit 

(3.17) 

Dans ce cas, les déterminants de Hankel Hk0
) et Hk1

) vérifient 

co Ck-1 (ro, ro) (ra, Ak- 1ro) 
H(O)-k - = det(vtvk)· 

Ck-1 C2k-2 (ro, Ak-1ro) (ro, A2k-2ro) 

cl Ck (ro,Aro) (ro, Akro) 
H(l)-k - = det(Vt AVk)· 

Ck C2k-l (ro, Akro) (r A2k-lr ) o, 0 

D'après la proposition 3.3.1, la matrice VtVk est inversible pour tout k ::::; L, avec L la 

dimension du sous-espace invariant KL(A, r0 ) par rapport à A. D'où Hko) i= 0 V k ::::; L. 

Nous avons aussi le résultat suivant 

Théorème 3.3.2 
. (1) (1) Pour tout k < L, sz Hk = 0 alors Hk+l i= O. 

Preuve : 

Nous avons 

(ro, Aro) 

(Ara, Aro) 

(ro, A2ro) 

(Aro, A2ro) 

(Ak- 1ro, Aro) (Ak- 1ro, A2ro) 

(Akro, Aro) (Akro, A2ro) 

En utilisant l'identité de Sylvester, nous obtenons 

(ro, Akro) 

(Aro,Akro) 

(Ak- 1ro, Akro) (Ak- 1ro, Ak+lro) 

(A kra, Akro) (A kra, Ak+1ro) 

D'après la proposition 3.3.1, les vecteurs Ar0 , ... , Akro sont linéairement indépendants 

V k < L. Alors la matrice [(AVkf(AVk)] est inversible, d'où 

. (1) (1) 
Donc, s1 Hk = 0 alors Hk+l i= O. 
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0 

Ce Théorème peut aussi être obtenu à partir du Lemme 1.2.2, en remarquant que le 

déterminant de Hankel Hko) =/= O. 

Remarque 3.3.1 

Si nous appliquons l'un des algorithmes de type Lanczos au système (3.1) dans le cas 

symétrique en prenant y= ro, alors nous risquons d'avoir seulement un true-breakdown. 

En revanche, la taille du saut à effectuer pour éviter ce problème ne dépasse pas deu:r:. 

Comme nous l'avons déjà vu auparavant, l'algorithme MRZ-stab modifié nous permet 

d'éviter le true-breakdown en faisant des sauts de longueur mk. Compte-tenu du résultat 

donné ci-dessus, si nous prenons dans cet algorithme y = ro, alors le saut mk est au plus 

égal à deux. D'autre part, nous calculons dans cet algorithme les vecteurs Zk et Sk par 

récurrence à partir du vecteur initial y. En prenant y = r0 , nous obtenons les propriétés 

suivantes 

Proposition 3.3.2 

Soit f2k = (sko Amksk), alors 

( i) Zk = signe[f2k] zk et sk+1 = signe[f2k] sk+1· 

(ii) ok= /ïQ,J et Uk = signe[f2k-1] signe[f2k] Ok. 

Preuve : 

Puisque y = ro, la fonctionnelle c est donnée par (3.17) et les vecteurs Zk, zko Bk et sk 

sont définis par les relations suivantes 

PP\A)ro 
Zk = ' 

_ pp)(A)ro 
Zk = ' 

Tk 

PP)(A)ro 
Bk= ' 

Vk 

_ PP)(A)ro 
Bk= ' 

(3.18) 

Tk-1 Vk-1 

( i) l\' ous avons 

donc 
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D'autre part, d'après les relations (3.18), nous avons 

ainsi, nous obtenons 

(ii) Nous avons 

En tenant compte du fait que Bk = signe[ek-l] sk, nous obtenons 

Nous avons aussi 

d'où 

D 

Ces propriétés nous permettent de simplifier l'algorithme MRZ-stab modifié puisque nous 

n'avons plus à calculer les vecteurs Zk et Bk. Nous obtenons ainsi un algorithme dans lequel 

nous faisons un saut égal à deux dans le cas d'un breakdown, cet algorithme est appelé 

Lanczos/Orthodir OR. 

Algorithme 3.3.1 : LanczosjOrthodir OR. 

1. Initialisation 

Choisir x 0 E IRN ; 

ro = b- Axa, so = ro; 

Zp = 0, Ep = 0 k = 0 ; 

2. Tant que rk =/= 0 

i?k = (sk, Ask); 
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3. Si i?k#O; 

Ek = Bigne[Qk], ok = ~; 
Bk 

Zk = Ok; 

Bk = (zk, rk)Ek; 

Xk+l = Xk + BkZk; 

rk+l = rk - BkAzk ; 

Si k = 0 alors vo = 0 ; 

Sinon vk = Ep Ek ok ; 

Fin( Si) 

!Jk = (Azb Azk)Ek; 

Bk+l = Azk - fJkZk - VkZp; 

Zp = Zk; 

Ep = Ek; 

k=k+l; 

4. Sinon 

ok= IIABkll, Ek = +1; 
Bk 

zk = ok; 

Œk = ( Zk, rk); 

!A= (Azk, rk)- Œk(Azk, A 2zk); 

Xk+2 = ŒkAZk + {JkZk + Xk ; 

rk+2 = rk- akA2zk- fJkAzk; 

Si k = 0, alors '13o = 0; 

Sinon {)k = Ep ok; 

Fin(si) 

u = A2zk; 

Àk = (u,Azk); 

u = u- ÀkAzk; 

'Yk = (A2zbu); 

Bk+2 = U - 'YkZk - {)kzp; 

Zp = Zk; 

Ep = Ek; 

k=k+2; 

Fin(si); 

Fin. 
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Cet algorithme est théoriquement équivalent à l'algorithme SYMMLQ [56]. Ce dernier 

est obtenu à partir des conditions (3.15), il utilise le processus de Lanczos pour transformer 

la matrice A en une matrice tridiagonale Tk. et résout le système obtenu en passant par 

une factorisation LQ de Tk ce qui lui permet d'éviter la situation de breakdown. 

3.3.3 Minimisation du résidu 

Si nous prenons dans la méthode de Lanczos y = Aro, les conditions (3.14) s'écrivent 

Xk - xo E JCk(A, ro) 

rk j_ AJCk(A, ro). 

Dans ce cas, nous avons le résultat suivant 

Proposition 3.3.3 

Les conditions (3.19) sont équivalentes à minimiser le résidu 

lh Il = min llro - Azll 
z E Kk(A,ro) 

où rk = b- Axk = b- A(xo + z) = ro- Az. 

Preuve : 

La condition d'orthogonalité donnée par (3.19) s'écrit 

r[ u = 0, Vu E AJCk(A, ro). 

Donc 

(AJCk(A, ro))_l_ représente le sous-espace orthogonal à AJCk(A, ro). 

La première équation de (3.19), nous donne 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

D'après les relations (3.21) et (3.22), le résidu rk est la projection orthogonale de ro sur 

(AJCk(A, ro)j_). 

Le vecteur Az solution du problème aux moindres carrés (3.20) est bien la projection 

orthogonale de ro sur AJCk(A, ro). D'où le résultat. 

0 

Dans ce cas, la méthode de Lanczos correspond à une projection orthogonale et les itérés 

Xk sont bien définis par les conditions (3.19). Or, certains algorithmes de type Lanczos, 

définis par ces conditions, subissent des divisions par zéro. C'est le cas, par exemple, de la 
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méthode CR (Conjugate Residual) [36, 53]. Cette méthode est mise en œuvre à partir de 

relations de récurrence à deux termes comme celles utilisées dans le Gradient Conjugué, 

sauf qu'ici nous prenons y = Aro. La méthode CR est définie lorsque la matrice A est 

définie positive. 

D'après les conditions (3.19), la fonctionnelle c est définie comme suit 

D'après leurs définitions, les déterminants de Hankel s'écrivent 

co Ck-1 (ro, Aro) (ro, Akro) 
H(O)-k - = det[V{ AVk]· 

Ck-1 C2k-2 (ro, Akro) (ro, A2k-lro) 

Cl Ck (Aro, Aro) (Aro, Akro) 
H(l)-k - = det[(AVkf AVk]· 

Ck C2k-l (Aro, Akro) (Ar A2k-lr ) o, 0 

avec Vk = [ro, Aro, ... , Ak- 1ro]. 

D'après la proposition 3.3.1, les vecteurs Ar0 , A 2r0 , ... , Akro sont linéairement indépen

dants pour tout k < L. Donc la matrice (AVkf AVk est inversible, d'où Hk1
) =J. 0 Y k < L. 

D'autre part, nous avons montré, dans la preuve du Théorème 3.3.2, que si det[V{ AVk] = 0 

alors det[V~ 1 AVk+l] =J. 0, Y k < L. Cela nous donne le résultat suivant 

Théorème 3. 3. 3 
. (0) (0) 

Pour tout k < L, s2 Hk = 0 alors Hk+l =J. O. 

Les résultats donnés ci-dessus, montrent que seul le ghost-breakdown peut affecter les mé

thodes de type Lanczos définies par les conditions (3.19). En revanche, un saut de longueur 

égal à deux suffit pour éviter ce problème. 

Donc, si nous appliquons la méthode MRZ-stab modifié dans ces conditions avec y = Aro, 

nous n'aurons pas de division par zéro à éviter et nous aurons mk = 1 à toutes les itéra

tions. Cependant, le ghost-breakdown peut éventuellement provoquer une stagnation du 

résidu pendant deux itérations au plus. 

Le choix y= Ar0 permet de simplifier l'algorithme MRZ-stab modifié, puisque nous obte

nons mk = 1, ik = Azk, Bk = Ask et Pk = IIAskll 2
. Nous remarquons que Pk =J. 0 sauf si 

Bk= 0, et dans ce cas nous avons déjà obtenu la solution du problème (3.1). 

Nous obtenons ainsi une version sans breakdown de l'algorithme Lanczos/Orthodir basée 

sur une minimisation du résidu. L'algorithme obtenu est équivalent à l'algorithme MINRES 

[56] et il est appelé Lanczos/Orthodir MR. 
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Algorithme 3.3.2 LanczosjOrthodir MR 

1. Initialisation 

Choisir Xo E mN 
ro = b- Axo, so = ro, 

k=O 

2. Tant que rk f. 0 

uk = Ask; 

bk= llukll; 

Fin 

Sk Uk 
Zk = bk' Vk = bk ; 

ek = (vb rk); 

Xk+l = Xk + 8kzk; 

'rk+l = 'rk - ekvk; 

Si k = 0 alors vo = 0; 

Sinon vk =bk; 

Fin(si) 

f-Lk = (Avb vk); 

Sk+l = Vk - f-LkZk- VkZp; 

Zp = Zk; 

k=k+l; 

3.4 Résultats numériques 
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Dans cette section, nous allons donner quelques résultats numériques. Nos tests ont été 

réalisés à l'aide du logiciel MATLAB (version 7). 

Pour détecter le breakdown dans les méthodes étudiées, nous allons considérer qu'une 

quantité est nulle si sa valeur absolue est inférieure à une tolérance donnée E, ici nous 

prenons E = 10-10 . 

3.4.1 Le cas non-symétrique 

Nous allons montrer que l'exécution de l'algorithme HMRZ-stab, qui est la version la 

plus stable du Lanczos/Orthodir permettant d'éviter lebreakdown, n'est pas à l'abri d'un 

problème d'" overfiow" ou "underfiow". Nous comparons cet algorithme avec MRZ-stab 

modifié. 
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Exemple 3.4.1 

Nous considérons la matrice non-symétrique obtenue à partir de la discrétisation de 

l'équation elliptique aux dérivées partielles Lu= f sur [0, 1] x [0, 1], où 

ou 
Lu= -b..u + (3-, ox 

avec les conditions de Dirichlet u = 0 aux bords, en utilisant un schéma à cinq points sur 

une grille uniforme 20 x 20 avec un pas h = 1/21. Ceci nous donne une matrice creuse non 

symétrique de dimension N = 400 avec 1920 éléments non nuls. Nous choisissons (3 = 104
. 

L'application des algorithmes HMRZ-stab et MRZ-stab modifié avec y= (0, 0, ... , 0, 0, 1f, 

xo = (0, ... , O)T et b = (1, ... , 1f nous donne la figure 3.1. 
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FIG. 3.1- N = 400, (3 = 104, b = (1, ... , l)T 
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A l'itération k = 38, un "overflow" affecte l'algorithme HMRZ-stab, alors que dans le 

MRZ-stab modifié il n'apparaît aucun problème de dépassement de capacité. 

Prenons maintenant b = (1, 0, ... , of, dans ce cas il se produit un true-breakdown dans 

les méthodes de type Lanczos. Ici les deux algorithmes évitent cette division par zéro en 

faisant un saut de longueur mk = 26 à la première itération. Par la suite, le HMRZ-stab 

atteint le seuil "overflow" à l'itération nk = 49 alors que le MRZ-stab modifié continue de 

converger pour donner la courbe représentée dans la figure 3.2. 



Résultats numériques 

S' 
:s1 

·ê 
=> 
"C 
Q) 

E 
g 
0 
0, 
.Q 

2 r-----,-----,-----.-----.-----.----r~=M~~~-~sta=b=m=od~if~ié~ 
- HMRZ-stab 

-2 

-4 

-6 

-B 

-10 
0 

··;··: 

50 100 150 200 
itérations 

250 300 

FIG. 3.2- N = 400, f3 = 104 , b = (1,0, ... ,O)T 

350 400 

Exemple 3.4.2 

145 

Dans cet exemple nous considérons la matrice A=sherman1, une matrice réelle non 

symétrique de dimension 1000 x 1000 du groupe SHERMAN et de la collection Harwell

Boeing. Elle contient 3750 éléments non nuls, 

En prenant b = (1, ... ' 1f, Xo = (0, ... 'of et y = b- Axo, nous obtenons le résultat 

donné dans la figure 3.3. 

L'algorithme HMRZ-stab subit un breakdown à l'itération k = 12 et une rupture due à un 

"overftow" à l'itération k = 379, ces deux situations sont provoquées par la propagation 

d'erreurs d'arrondi, alors que l'algorithme MRZ-stab modifié ne détecte aucun breakdown 

et continue de converger pour atteindre rsoo = 23.56 w- 13 . 

Exemple 3.4.3 

Prenons la matrice A= rdb 2048. C'est une matrice réelle non symétrique de dimension 

2048 x 2048 de la collection NEP et du groupe BRUSSEL. Elle contient 12032 éléments 

non nuls. 

Pour b = (1, ... , l)r, xo = (0, ... , o)T et y= b- Ax0, l'algorithme HMRZ-stab subit une 

rupture due à un "overflow" à l'itération k = 160 alors que l'algorithme MRZ-stab modifié 

converge normalement. Le résultat obtenu est donné dans la figure 3.4. 
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3.4.2 Le cas symétrique 

Dans cette partie, nous comparons les algorithmes Lanczos/Orthodir MR et Lanc

zos/Orthodir OR avec les méthodes MINRES et SYMMLQ dans le cas des matrices symé

triques non définies positives. 

Exemple 3.4.4 

Nous commençons par vérifier la stabilité numérique des algorithmes Lanczos/Orthodir 

MR et LanczosjOrthodir MR. Les résultats obtenus par ces algorithmes sont comparés avec 

ceux du MINRES et SYMMLQ. 

Prenons la matrice A= QDQT, avec Q une matrice orthogonale quelconque et 

D= 

où Ài = cos(2(i- 1)1r /N) pour i = 1, ... , N. 

En prenant xo = (0, ... , of et b = Q(1, ... , l)r, nous pouvons calculer exactement les 

normes des résidus. En effet, nous avons d'après [66] 

et 

avec rf:R (resp rfR) désigne les résidus obtenus par la méthode de sous-espace de Krylov 

basée sur la minimisant du résidu (resp l'orthogonalisation du résidu). Dans cet exemple, 

il se produit un breakdown dans les méthodes de type Lanczos à chaque itération impaire. 

En appliquant les algorithmes Lanczos/Orthodir MR, LanczosjOrthodir OR, MINRES et 

SYMMLQ, nous obtenons les résultats donnés dans les tableaux 3.1 et 3.2. 

Les quatre algorithmes donnent les valeurs exactes de leurs résidus respectifs avec une légère 

instabilité due aux erreurs d'arrondi. Nous remarquons que l'algorithme Lanczos/Orthodir 

OR détecte un true-breakdown à chaque itération impaire et fait des sauts de longueur 

égale à deux, alors que dans le SYMMLQ nous avons une stagnation du résidu. Les deux 

algorithmes donnent les mêmes résultats. D'autre part, l'algorithme Lanczos/Orthodir MR 

subit un ghost-breakdown à chaque itération impaire, ce qui explique les stagnations de 

son résidu. Le même résultat est donné par le MINRES. 
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N~IOO ~ 

itération Lanczos/Othodir OR SYMMLQ valeur exacte de la norme du résidu 

1 saut 7.07106781186547 

2 7.0710678118654 7 7.07106781186547 7.07106781186547 

3 saut 7.07106781186547 

10 7.0710678118654 7 7.07106781186547 7.07106781186547 

11 saut 7.07106781186547 

12 7.0710678118654 7 7.07106781186547 7.07106781186547 

13 saut 7.07106781186547 

97 saut 7.07106781186567 

98 7.07106781186563 7.07106781186566 7.07106781186547 

99 saut 2.014635 10-12 

100 3.719722 10-12 1.924893 10-13 

N~5oo ~ 

itération LanczosjOthodir OR SYMMLQ valeur exacte de la norme du résidu 

1 saut 15.81138830084190 

2 15.81138830084190 15.81138830084190 15.81138830084190 

3 saut 15.81138830084190 

250 15.81138830084182 15.81138830084188 15.81138830084190 

251 saut 15.81138830084183 

252 15.81138830084174 15.81138830084183 15.81138830084190 

498 15.81138830084136 15.81138830084106 15.81138830084190 

499 saut 7.563813 10-12 

500 8.936 10-11 7.556007 10-12 

N~1000 ~ 

itération Lanczos/Othodir OR SYMMLQ valeur exacte de la norme du résidu 

1 saut 22.36067977499790 

2 22.36067977499790 22.36067977499790 22.36067977499790 

3 saut 22.36067977 499790 

498 22.36067977 499721 22.36067977499918 22.36067977499790 

499 saut 22.36067977 499935 

500 22.36067977499758 22.36067977499936 22.36067977499790 

997 saut 22.36067977500446 

998 22.36067977500651 22.36067977500446 22.36067977499790 

999 saut 1.631434 10-11 

1000 8.94267 Io- 10 1.627618 10-ll 

TAB. 3.1 - Norme du résidu obtenu par Lanczos/Orthodir OR et SYMMLQ 
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N=100 
itération Lanczos/Othodir MR MINRES valeur exacte de la norme du résidu 

1 10.000000 10.000000 10.000000 

2 5. 77350269189626 5.77350269189626 5. 77350269189626 

3 5. 77350269189626 5.77350269189626 5.77350269189626 

10 3.01511344577763 3.01511344577763 3.01511344577763 

11 3.01511344577763 3.01511344577763 3.01511344577763 

12 2.77350098112614 2.77350098112614 2.77350098112614 

13 2. 77350098112614 2. 77350098112614 2. 77350098112614 

96 1.01534616513362 1.01534616513362 1.01534616513362 

97 1.01534616513362 1.01534616513362 1.01534616513362 

98 1.00503781525922 1.00503781525922 1.00503781525922 

99 1.00503781525922 1.00503781525922 1.00503781525922 

100 1.067661 10-12 2.906615 10-13 0.0 

N-500 -

itération Lanczos / Othodir MR MINRES valeur exacte de la norme du résidu 

1 22.36067977499790 22.36067977499790 22.36067977499790 

2 12.90994448735806 12.90994448735806 12.90994448735806 

3 12.90994448735806 12.90994448735806 12.90994448735806 

250 1.41139359234409 1.41139359234409 1.41139359234409 

251 1.41139359234409 1.41139359234409 1.41139359234409 

252 1.40580389278883 1.40580389278883 1.40580389278883 

498 1.00100150250438 1.00100150250438 1.00100150250438 

499 1.00100150250438 1. 00100150250438 1.00100150250438 

500 5.884465 10-11 9.047356 10-12 0.0 

N-1000 -

itération Lanczos / Othodir MR MINRES valeur exacte de la norme du résidu 

1 31.62277660168379 31.62277660168379 31.62277660168379 

2 18.25741858350554 18.25741858350554 18.25741858350554 

3 1.825741858350554 18.25741858350554 18.25741858350554 

498 1.41562990079756 1.41562990079757 1.41562990079754 

499 1.41562990079756 1.41562990079757 1.41562990079754 

500 1.41280146660172 1.41280146660173 1.41280146660170 

501 1.41280146660172 1.41280146660174 1.41280146660170 

997 1.00150338345975 1.00150338345975 1.00150338345970 

998 1.00050037531282 1.00050037531282 1.00050037531277 

999 1.00050037531282 1.00050037531282 1.00050037531277 

1000 2.840777 10-10 1.095730 10-11 0.0 

TAB. 3.2 - Norme du résidu obtenu par Lanczos/Orthodir MR et MINRES 
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Exemple 3.4.5 

Considérons la matrice symétrique 

A=[O Fl pT 0 

de dimension N x N, avec F une matrice carrée de dimensions x set N = 2s. En prenant 

xo = (0, ... , Of E JRN et b = [b1, b2JT E IRN avec b2 = (0, ... , Of E lR8
, il se produit 

dans les méthodes de type Lanczos un breakdown à toutes les itérations impaires. 

Dans un premier temps, nous prenons F = pde225 la matrice réelle non symétrique de 

dimension 225 x 225 de la collection NEP générée par MATPDE, cette matrice contient 

1065 éléments non nuls. 

En prenant h = (1, 1, ... , l)T, les algorithmes Lanczos/Orthodir OR et SYMMLQ ont un 

comportement presque identique jusqu'à l'itération k = 321, à savoir que les deux donnent 

le même résidu à chaque itération paire, avec un saut de longueur deux pour le premier et 

une stagnation du résidu pour le deuxième aux itérations impaires (true-breakdown). 

Même constat pour les algorithmes Lanczos/Orthodir MR et MINRES qui convergent de 

la même façon jusqu'à l'itération k = 328, avec un avantage, par la suite, en faveur du 

Lanczos/Orthodir MR qui a la meilleure convergence. Nous remarquons une stagnation des 

résidus de ces deux méthodes à chaque itération impaire (ghost-breakdown). Les résultats 

obtenus sont donnés dans la figure 3.5. 

Considérons maintenant F = pde900 matrice non symétrique de dimension 900 x 900 de 

la collection NEP générée par MATPDE, cette matrice contient 4380 éléments non nuls. 

Les résultats obtenus sont donnés dans la figure 3.6. Les algorithmes étudiés se comportent 

de la même façon que dans le premier exemple. 

Enfin, nous prenons F égal à la matrice donnée dans l'exemple 3.4.1. Nous obtenons 

une matrice A symétrique non définie positive de dimension 800 x 800. L'application des 

algorithmes Lanczos/Orthodir OR , Lanczos/Orthodir MR, SYMMLQ et MINRES nous 

donne les résultats présentés dans la figure 3.7. Nous remarquons le même comportement 

chez ces algorithmes que celui obtenu dans les deux exemples précédents. 

Pour ces trois matrices, nous remarquons que les courbes du MINRES et du SYMMLQ 

présentent une stagnation numérique après un certain nombre d'itérations et que l'algo

rithme Lanczos/Orthodir donne les meilleurs résultats. 
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3.5 Conclusion 

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons proposé une normalisation de l'al

gorithme MRZ-stab par le produit scalaire dénominateur, elle consiste à remplacer les 

vecteurs de direction de MRZ-stab par des vecteurs normalisés par un produit scalaire, ce 

qui nous a permis de réduire le nombre de vecteurs et coefficients stockés. L'algorithme 

obtenu se comporte d'une manière plus stable numériquement et permet d'éviter les dé

passements de capacité appelés av er f law et under f law provoqués par les multiplications 

successives des matrices A et AT par les vecteurs de direction. Des variantes de cet al

gorithme ont été proposées dans le cadre d'une étude des problèmes de breakdawn qui 

risquent de se produire dans les méthodes de type Lanczos dans le cas symétrique non dé

fini positif. Nous avons montré que dans le cas d'un breakdawn certains choix des vecteurs 

initiaux nous permettent de développer des algorithmes avec loak-ahead en faisant un saut 

qui ne dépasse pas deux. 

Des tests numériques qui approuvent ces résultats sont notamment proposés. 

Une application des algorithmes Lanczos/Orthodir MR et Lanczos/Orthodir OR, pro

posés ici, peut être envisagée dans le cas où la matrice A du système est non-symétrique. 

Cela consiste à considérer le système symétrique augmenté 
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En appliquant les algorithmes Lanczos/Orthodir MR et Lanczos/Orthodir OR à ce sys

tème, nous évitons le problème de breakdown qui se produit dans les méthodes de type 

Lanczos à chaque itération impaire. Nous pouvons ainsi extraire deux algorithmes sans 

breakdown pour résoudre le système Ax = b. Les algorithmes obtenus peuvent être com

parés aux algorithmes CGNE et CGNR. 





Chapitre 4 

Méthodes de projection oblique pour 

la résolution des systèmes linéaires 

avec plusieurs seconds membres 

4.1 Introduction 

Dans de nombreuses applications, nous sommes amenés à résoudre plusieurs systèmes 

linéaires avec la même matrice et différents seconds membres, comme, par exemple, les 

simulations numériques de propagation des ondes. Au lieu de résoudre chaque système 

indépendamment par une méthode itérative, il est plus efficace de traiter le problème d'une 

manière globale. Lorsque tous les seconds membres sont connus, notre problème s'écrit 

AX=B ( 4.1) 

où A est une matrice réelle de dimension N x N quelconque, B = [b1, b2, ... , bs] et X = 
[x1, x2, ... , x 8 ] sont deux matrices rectangulaires de dimension N x s avec s « N. 

Plusieurs méthodes de sous-espace de Krylov par bloc ont été développées récemment. 

Parmi ces méthodes, nous trouvons le Bl-BICG (55, 70], le BGMRES introduit dans [79] 

et étudié dans [64], le Bl-QMR [33, 52] et le Bl-BiCGSTAB (28]. Notons que ces méthodes 

nécessitent l'application d'une procédure de déflation pour détecter et supprimer les dé

pendances linéaires qui peuvent exister entre les colonnes des itérés. Cette technique a été 

introduite dans [1] et appliquée au Bl-QMR (33]. 

Il existe une autre approche pour résoudre le système (4.1) : elle consiste à résoudre un 

système particulier appelé "single-seed" et à projeter les résidus des autres systèmes sur 

le sous-espace de Krylov obtenu. Le processus est répété jusqu'à ce que tous les systèmes 

soient résolus, voir [23, 48, 71, 72]. Cette technique est spécialement intéressante dans le cas 

où les seconds membres ne sont pas tous connus en même temps; voir par exemple [62, 76]. 
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Dans ce chapitre, nous allons utiliser une troisième approche pour résoudre le problème 

( 4.1). Cette approche, qui a permis de donner l'algorithme du GMRES global [46], est 

basée sur une projection oblique par rapport aux sous-espaces de Krylov matriciels. Nous 

commencerons d'abord par développer le processus de Lanczos global, ainsi que les mé

thodes de type Lanczos globales telles que le Gradient Biconjugué global (Gl-BICG) et le 

BiCGSTAB global. Des situations de breakdown peuvent survenir dans ces algorithmes. 

Pour résoudre ce problème, nous donnerons des versions avec look-ahead de certaines mé

thodes de type Lanczos. 

Dans ce travail, nous allons utiliser les notations suivantes : si X et Y sont deux matrices 

de dimension N x s, nous considérons le produit scalaire< X, Y >p= tr(XT Y) où tr(Z) 

est la trace de la matrice carrée Z, xr la matrice transposée de X. La norme associée à 

ce produit est la norme de Frobenius, elle sera notée Il . IIF· 
Deux matrices de IRNxs sont dites F-orthogonales si elles sont orthogonales par rapport 

au produit scalaire < ., . > F· 

Si v E IRNxs' le sous-espace de Krylov matriciel Kk(A, V) est le sous-espace de mNxs 

engendré par les matrice V, A V, ... , Ak-l V. 

4.2 Le processus de Lanczos global 

Le processus de Lanczos global est une méthode qui permet de transformer une matrice 

quelconque en une matrice tridiagonale en utilisant une projection oblique par rapport aux 

sous-espaces de Krylov matriciels. Cette projection définit la procédure de Lanczos globale 

qui va nous permettre d'introduire des algorithmes globaux pour résoudre les systèmes 

linéaires avec plusieurs seconds membres. Nous commençons par donner la définition des 

sous-espaces de krylov matriciels. 

Soit V une matrice réelle de dimension N x s. D'après la définition du sous-espace 

Kk(A, V), nous avons 

k 

z E Kk(A, V){===;> z = L ŒiAi-lV; Œi E IR; i = 1, 0 0 0 'k. 
i=l 

En d'autres termes, Kk(A, V) est le sous-espace de IRNxs qui contient toutes les matrices 

de dimension N x s s'écrivant sous la forme Z = P(A)V, où Pest un polynôme de degré 

au plus égal à k - 1. Cela veut dire que chaque vecteur colonne de Z est associé à un 

sous-espace de Krylov. 

Remarquons que Kk(A, V) est différent du sous-espace de Krylov par bloc Kk(A, V) utilisé 



Le processus de Lanczos global 157 

dans les méthodes par bloc. En effet 

k 

Z E Kk(A, V){=:? Z = 2.::::: Ai-IVDi; DiE JRsxs, i = 1, ... , k. 
i=I 

Dans ce cas, chaque vecteur colonne de Z est associé à la somme de s sous-espaces de 

Krylov. 

Le polynôme minimal de A par rapport à V est le polynôme unitaire non nul de plus 

petit degré tel que P(A)V = 0, le degré m de ce polynôme ne peut dépasser N. Compte

tenu de cette définition, nous avons la propriété suivante 

Propriété 4.2.1 

Si m est le degré du polynôme minimal de A par rapport à V, alors nous avons 

1. Km(A, V) est invariant par rapport à A. 

2. dim Kk(A, V)= min(k, m). 

Soient VI et WI deux matrices de dimension N x s, notons Kk(A, VI) et Kk(Ar, WI) les 

sous-espaces de Krylov matriciels engendrés respectivement par {VI, A VI, ... ,A(k-l)VI} 

et {WI, ATWI, ... , AT(k-I)WI}. Le processus de Lanzos global construit deux bases bi

orthogonales {VI, V2, ... , Vk} et {WI, W2, ... , Wk} des deux sous-espaces de Krylov matri

ciels Kk(A, VI) et Kk(AT, WI) respectivement, telles que 

<Vi, Wj >p= tr(vl W1) = oi1; i,j = 1, ... , k. 

L'algorithme est défini comme suit 

Algorithme 4.2.1 :Le processus de Lanczos global. 

1. Initialisation 

Choisir VI et WI deux matrices de dimension N x s telles que < VI, WI > p= 1 

f3I =JI = 0 et Wo =Va= O. 

2. Pour j = 1, 2, ... , k 

a1 = tr(WT AVj) 

"CJ+I = AVj- ajVj- /3jVJ-I 
- T 

W1+1 =A W1 - a1W1- o1Wj-I 
- T - I/2 

JJ+l =1 tr(Vj+I Wj+l) 1 
- T -

(31+1 = tr(Vj+l w 1+I)IoJ+I 

V:i+I = "Çj+I/oj+l 

wj+l = w1+Iif3J+I 
Fin 
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Dans cet algorithme, il se produit un breakdown à la jème itération lorsque 

-r -
tr(Vj+l Wj+l) =O. 

Nous allons voir par la suite que la technique du look-ahead permet d'éviter ce problème, 

cette technique sera appliquée aux méthodes de type Lanczos. 

Si i'J+l = 0, alors le sous-espace de Krylov matriciel Kj(A, V1) est invariant par rapport à 

A. Donc j 2:: m, avec m le degré du polynôme minimal de A par rapport à V1 . Dans ce cas 

nous obtenons la solution exacte du problème (4.1). 

Nous remarquons que l'algorithme 4.2.1 n'exige aucune inversion de matrice, c'est pourquoi 

le problème de la dépendance linéaire des vecteurs de vl, AVl, . .. et wl, ATWl, .. . ne se 

pose pas ici. Donc nous n'avons pas besoin de procédure de déflation pour supprimer les 

dépendances et les presque-dépendances linéaires de ces vecteurs. 

Prenons maintenant Vk = [V1, ... , Vk] et Wk = [W1, ... , Wk] deux matrices de dimen

sion N x ks. Soit Tk la matrice tridiagonale de dimension k x k définie par 

où Œi, f3i et Oi sont les scalaires définis dans l'algorithme 4.2.1. Notons que dans l'algorithme 

de Lanczos par bloc, la matrice correspondante à Tk est une matrice tridiagonale par bloc 

de dimension ks x ks. 

Considérons la matrice 

avec ek = (0, ... , 0, 1f E IRk. 

Dorénavant, nous utiliserons la notation * donnée dans [46] pour définir le produit suivant 

k 

Vk * y= 2: yi V;= Vk(y 0 Is) (4.2) 
i=l 

où y= (y 1, y2 , ... , ykf est un vecteur quelconque de 1Rk. Le produit 0 est défini par 

Et de façon similaire, nous avons 

(4.3) 
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où T.,i est la ième colonne de la matrice Tk. 

En utilisant ces notations, nous avons le résultat suivant 

Propriété 4.2.2 

S'il ne se produit pas de breakdown dans l'algorithme de Lanczos global jusqu'à la kème 

itération, alors {V1, ... , Vk} et {W1, ... , Wk} forment des bases des sous-espaces de Krylov 

matriciels Kk(A, V1) et Kk(AT, W1) respectivement. Et nous avons les relations suivantes 

Preuve : 

vk * Tk + Jk+1[o, ... , o, vk+1], 

vk+l * 'h. 
( 4.4) 

(4.5) 

À partir de la définition du produit * et de la structure de la matrice Tk, nous avons pour 

j = 1, 0 0 0, k -1 

et 

h*T.,k 

Alors, nous obtenons 

D'autre part, nous avons 

0'-j Vj + Jj+1 VJ+1 + /3j VJ-1 

AVj, 

f3k vk-1 + ak vk 

AVk + 5k+1 Vk+l· 

[Vk, vk+1l * 'h 
Vk * Tk + 6k+1efVk+1 

vk * Tk + Jk+1[o, ... , o, vk+1l· 

En utilisant la relation (4.4), nous obtenons le résultat de (4.5). 

0 

Considérons maintenant le système linéaire (4.1). Soient Xa une approximation initiale 

de la solution et Ra = B- AXa le résidu correspondant. La méthode de Lanczos globale 

pour la résolution du système (4.1) consiste à déterminer une suite d'approximations Xk 

telles que 

(4.6) 

et 

(4.7) 
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où Ro est une matrice de dimension N x s choisie de façon à ce que < Ro, Ro > y=J. O. 

Si nous notons Sk la projection oblique sur AKk(A,Ro) orthogonalement à Kk(AT,R0 ), 

alors les relations ( 4.6) et ( 4. 7) s'écrivent 

(4.8) 

Prenons {V1, ... , Vk} et {W1, ... , Wk} l'ensemble des matrices construites par l'algorithme 

4.2.1 et qui engendrent les sous-espaces de Krylov matriciels Kk(A,Ro) et Kk(AT,R0 ), 

respectivement, avec les initialisations vl =Roi Il Ro IIF et wl est tel que< vl, wl > p= 1. 

La relation ( 4.6) nous permet d'écrire 

( 4.9) 

où Yk est le vecteur de lRk obtenu par la relation 

ce qui est équivalent à 

( 4.10) 

Cette relation peut aussi s'écrire sous la forme 

k 

LY~tr(W[ AYj) =Il Ro IIF 
j=l 

et 
k 

""" . T ~ Yktr(Wi AVj) = 0 pour i = 2, ... , k. 
j=l 

Nous obtenons ainsi le système linéaire suivant 

(4.11) 

où eik) est le premier vecteur de la base canonique de IRk. 

Si la matrice tridiagonale Tk est non-singulière, alors les approximations Xk, obtenues par 

la méthode de Lanczos globale, sont données par la relation suivante 

(4.12) 

Maintenant, nous allons donner l'expression de la norme du résidu Rk, ce qui nous permet 

de vérifier si la convergence est atteinte sans passer par les approximations Xk. 

Le résidu Rk est donné par 
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Grâce à la relation (4.4) et au fait que Ra =Il Ra IIF Vt, nous avons 

D'autre part, puisque Vt = Vk * elk), alors 

Enfin, en utilisant la relation (4.11), nous obtenons 

( 4.13) 

où y~ est la dernière composante du vecteur Yk· 

Remarque 4.2.1 
1. Sim est le degré du polynôme minimal de A par rapport à Ra, alors Km(A, Ra) est 

invariant et ainsi Xm =X est la solution du système (4.1). 

2. Comme m:::; N, l'algorithme converge en au plus N itérations. 

Dans ce qui va suivre, nous allons donner quelques-unes des méthodes de type Lanczos 

globales pour la résolution du système linéaire (4.1). 

4.3 Méthodes de type Lanczos globales 

Comme nous l'avons mentionné auparavant, de nouvelles méthodes globales seront 

introduites. Il s'agit des méthodes Gradient Biconjugué global et BiCGSTAB global. 

4.3.1 L'algorithme du Gradient Biconjugué global 

L'algorithme du Gradient Biconjugé Global (Gl-BICG) peut être développé à partir de 

l'algorithme 4.2.1 de la même manière que dans le cas du BICG classique donné dans (29]. 

À la kème itération, nous obtenons le résidu Rk tel que Rk -Ra appartient au sous-espace 

de Krylov matriciel Kk(A, ARa) = span{ARa, A2 Ra, ... , Ak Ra} avec Rk F-orthognal par 

rapport au sous-espace de Krylov matriciel Kk(AT, Ra)= span{R0 , AT Ra, ... , Ark-l Ra}, 

où Ra est une matrice choisie de dimension N x s. L'algorithme obtenu est donné ci-dessous 
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Algorithme 4.3.1 :Gradient Biconjugué global. 

1. Initialisation 

Choisir Xo, calculer Ra= B- AXa; 

Choisir Ra tel que < Ra, Ra >ri=- 0 ; 

Po = Ra et Po = Ra ; 
2. Itérations 

Pour j = 0, 1, ... 

Fin. 

aj =< Rj,Rj >F / < APj,Pj >F; 
Xj+l = Xj + ajPj; 

RJ+l = Rj - aJAPJ; 
- - T-

Rj+l = Rj -ajA Pj; 

f3} =< Rj+l,Rj+l >F / < Rj,Rj >F; 
PJ+l = Rj+l + /3jPj; 

PJ+l = Rj+l + /3jPj; 

Comme pour l'algorithme du BICG classique, nous avons les résultats suivants 

Propriété 4.3.1 

Les matrices produites par l'algorithme Gl-BICG vérifient les relations suivantes 

1. < Rk,Rl >F= 0 et < APk!Pl >F= 0 pour tout k -=/=-l. 

2. span{Po, ... , Pk}= span{Ro, ... ,Ak Ra}. 

3. 

4· 

- - - rk-
span{ Po, ... , Pk} = span{ Ra, ... , A Ra}. 

Rk- Ra E AKk(A, Ra) et Rk est orthogonal à Kk(AT, Ra). 

Le résidu Rk produit par l'algorithme du Gl-BICG peut être exprimé par la relation 

où Pk est un polynôme de degré k ayant des coefficients scalaires et vérifiant 'Pk(O) = 1. 

La matrice de direction Pk peut aussi s'écrire sous la forme 

où cf; est un polynôme ayant des coefficients scalaires. Notons que Rk et Pk peuvent aussi 

s'écrire 
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Dans les méthodes par bloc, les itérés sont exprimés par des polynômes matriciels. 

Comme dans l'algorithme du BICG classique, des problèmes de breakdown peuvent sur

venir dans l'algorithme Gl-BICG. Dans ce qui va suivre, nous allons appliquer la stratégie 

du look-ahead et donner des algorithmes qui permettent d'éviter ce problème. 

4.3.2 L'algorithme du BiCGSTAB global 

Nous avons vu que le résidu Rkb et la matrice de direction Pr, produits par l'algorithme 

du Gl-BICG à la kème itération, vérifient les relations suivantes 

Rgb APgb 
k-1- Ctk k-1 

Rgb f3 p9b 
k + k k-1" 

Le résidu Rk de l'algorithme du BiCGSTAB global est défini par 

où 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

Le paramètre wk est choisi tel que la norme de Frobenius du résidu Rk soit minimale. Nous 

avons donc 
< sk, Ask >F 

Wk = . 
< ASk,ASk >F 

En utilisant les relations ( 4.14) et ( 4.15), nous obtenons 

avec 

Pk-1 = (I- Wk-1A) ... (I- W1A) P%~1. 

Compte tenu du fait que le résidu R%b (k 2: 1) est F-orthogonal par rapport au sous-espace 

de Krylov matriciel JCk(Ar,Ro), la relation (4.16) nous donne 

En utilisant cette condition d'orthogonalité, nous obtenons 

La matrice de direction Pk du BiCGSTAB global est donnée par 
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et ainsi 

Nous pouvons réécrire cette relation sous la forme 

avec 

sk + f3kPk-1 ( 4.17) 

(I- Wk-1A) ... (I- w1A) Pt. 

Comme les matrices de direction Pt sont F-orthogonales par rapport au sous-espace de 

Krylov matriciel Kk(AT, ÎtJ), nous avons les relations 

En appliquant ces orthogonalités à la relation (4.17), nous obtenons l'expression du coef

ficient f3k 

f3k = _ <_ÏtJ,ASk >p . 
< Ra, APk-1 > F 

L'algorithme BiCGSTAB global est représenté comme suit 

Algorithme 4.3.2 : Gl-BiCGSTAB. 

1. Initialisation 

Choisir Xo, Ra; 

Ra = B - AX o ; Po = Ra 
2. Itérations 

Fin. 

Pour k = 1, 2, ... 

Vk-1 = APk-1; 

ak =<Ra, Rk-1 >F 1 <Ra, Vk-1 >F; 
sk = Rk-1- ak vk-1; 

n = ASk; 

Wk =< Tk,Sk >p 1 < Tk,Tk >p; 
Rk = sk - wkTk ; 
f3k = _ <_Ro,Tk >F ; 

<Ra, Vk-1 >p 
Pk = Rk + f3k(Pk-1 - wk vk-1); 
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Dans le cas où s = 1, cet algorithme coincide exactement avec la méthode BiCGSTAB 

de van der Vorst [77). 

Remarque 4.3.1 Dans les méthodes globales nous n'avons pas les problèmes de dépen

dances linéaires qui affectent les méthodes par bloc. Par contre, des situations de breakdown 

peuvent survenir dans ces algorithmes. 

4.4 Méthodes de type Lanczos globales avec look-ahead 

Dans ce paragraphe, nous appliquons la technique du look-ahead aux méthodes de 

type Lanczos afin de construire des algorithmes qui permettent d'éviter les situations de 

breakdown. Pour cela nous commençons par établir le rapport entre les polynômes ortho

gonaux formels et la méthode de Lanczos globale. 

Dans la méthode de Lanczos globale, nous construisons une suite (Xk), k = 1, 2, ... 

telle que 

et 

avec R0 et X 0 deux matrices de dimension N x s choisies arbitrairement. Le résidu Rk 

peut s'écrire sous la forme 

où Pk est un polynôme de degré au plus égal à k avec Pk(O) = 1. Les conditions d'ortho

gonalité donnent 

ri-
<A Ro,Rk>F=O pour i=0,1, ... ,k-1. 

Si, de plus, nous définissons la fonctionnelle c sur l'espace des polynômes réels par 

pour i = 0, 1, ... 

alors nous obtenons 

c(çiPk(Ç)) = 0 pour i = 0, 1, ... , k- 1. (4.18) 

Ces conditions montrent que Pk est le polynôme de degré au plus k appartenant à la famille 

des polynômes orthogonaux formels par rapport à c normalisés par la condition Pk(O) = 1. 
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Les conditions d'orthogonalité ( 4.18) prouvent que Pk existe et est unique si et seulement 

si le déterminant de Hankel 

H (l)
k -

Czk-1 

Nous considérons c(l) la fonctionnelle définie sur l'espace polynômial par c(l) (ti) = c(Çi+1) = 

Ci+l et Pk1
) le polynôme unitaire de degré k appartenant à la famille des polynômes or

thogonaux formels par rapport à la fonctionnelle c(l). Pk et Pk1
) existent sous l'unique 

condition Hk1
) -=/:- O. 

Comme nous l'avons déjà vu dans les chapitres précédents, nous pouvons calculer ces poly

nômes par des relations de récurrence. Les différentes relations de récurrence permettent la 

mise en œuvre des différentes méthodes de type Lanczos globales. Par exemple, dans le Gl

Lanczos/Ortores, Pk+l est calculé à partir de Pk et Pk-1· Dans le Gl-Lanczos/Orthomin 

(Gl-BICG), Pk+l est calculé à partir de Pk et Pk1
) et le polynôme Pk~1 est obtenu à 

partir de Pk+t et Pk1l, (ici on exige que le polynôme Pk soit de degré égal à k). Enfin, 

dans le Gl-Lanczos/Orthodir Pk+l est calculé à partir de Pk et Pk1
) et le polynôme Pk~t 

est obtenu à partir de Pk1
) et Pk~1 . Nous savons que le calcul de ces polynômes, par des 

relations de récurrence, fait appel à des divisions par des coefficients qui peuvent être nuls. 

Cela provoque des situations de true et ghost-breakdown dans les algorithmes de type 

Lanczos globales. Ces problèmes peuvent être évités si nous utilisons les généralisations 

des relations de récurrence obtenues en appliquant le look-ahead. 

Dans la suite de cette section, nous donnerons deux variantes de la méthode de Lanczos 

globale avec look-ahead. Mais avant cela, nous commençons par donner quelques notations. 

Notons nk le degré du polynôme régulier Pk1
) et mk la longueur du saut entre deux poly

nômes réguliers successifs des familles {Pk} et {Pk1l}. D'après les relations données dans 

le premier chapitre, mk est défini par 

c(ll(çiPk1
)) = 0 pour i = 0, ... , nk + mk- 2, 

c(ll(çnk+mk-lpkl))-=/:- O. 

4.4.1 Algorithme HMRZ-stab global 

Les polynômes Pk+1 et Pk~1 peuvent être calculés à partir des relations 

pk+l (Ç) 

Pk~t (Ç) 

avec P~1{(ç) = 1, Ct= 0 et P61l(ç) = 1. 

( 4.19) 

qk est un polynôme unitaire de degré mk et Wk est un polynôme de degré au plus mk - 1. 
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En tenant compte du fait que Pk1
) est exactement de degré nkl les conditions d'orthogo

nalité (4.19) s'écrivent 

. (1) 
c(f,'Pk Pk+l) 0 pour i = 0, ... ,mk -1 

c(ll(çiP(l)p(l) ) 
k k+l 0 pour i = 0, ... , mk -1 

et 

c(ll(ëpkl)2) 0 pour i = 0, ... ,mk- 2 

c(l) (Çmk-lpkl) 2) -1- o. 

Les coefficients de qk et wk ainsi que Ck+l peuvent être calculés en imposant ces conditions 

d'orthogonalité aux polynômes Pk+l et Pk~1 . Les expressions de ces coefficients ont déjà 

été données dans la section 2.3.4. 

En posant 

et 

nous obtenons les relations suivantes 

Rk+l Rk- Awk(A)Zk, 

xk+l xk- wk(A)Zk, 

zk+l qk(A)Zk- ck+lzk-l, 

avec les initialisation Za =Ra, Z-1 = 0 et C1 = O. 

Si nous prenons 

alors, nous avons la récurrence 

avec Za =Ra et Z-1 =O. Le saut mk est donc déterminé par 

0 pour i = 0, ... , mk - 2 

) "'mk 1 (k) · Prenons wk(t = L..Ji=a- f]i t' et 

En notant 

d~k) <Zk>AiRk>F pour i=O, ... ,mk-1 

b~k) <Zk>Amk+izk>F pour i=O, ... ,mkl 



168 Méthodes de projection oblique globales 

les coefficients (o:1k))o::;i:Smk-1 et (!3}k))o::;i:Smk-1 sont les solutions des deux systèmes li-

néaires suivants 

b(k) (k) (k) d(k) -b(k) 
0 !3mk-1 O:mk-1 0 1 

b(k) b(k) 0 (k) (k) d(k) b(k) 
1 0 !3mk-2 O:mk-2 1 - 2 

b(k) 
1 

b(k) b(k) b(k) !3ik) (k) ik) -b(k) 
mk-2 mk-1 0 Œ1 mk-2 mk-1 

b(k) b(k) b(k) b(k) !3bk) (k) d~~-1 -b(k) 
mk-1 mk-2 1 0 Œo ffik 

Ce système est non singulier puisque mk est déterminé par la condition 

Nous avons aussi Ck+1 = b~k) jb~- 1 ). 
En rassemblant toutes les formules précédentes, nous obtenons l'algorithme MRZ-stab 

global. 

Algorithme 4.4.1 : MRZ-stab global. 

1. Initialisation 

Z-1 = 0, Z-1 = 0, Ra = B- AXa; 

Zo=Ro, Zo=Ro, C1=0; 

no = 0, m-1 = 0, k = 0; 

2. Tant que Rk =1- 0 

Zk,a = Zk, Zk,a = Zk 

dbk) =< zk,o, Rk > F ; 

Zk,1 = AZk,o, mk = 1 ; 
(k) -

ba =< Zk,a, Zk,1 > F; 

3. Tant que b~k) = 0 

mk =mk+ 1; 

Zk,mk = AZk,mk-1 ; 
(k) -

ba =< Zk,O, zk,mk >F; 

Fin(tant que) 
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4. 

5. 

6. 

7. 

Fin 

(3(k) = d(k)/b(k) . 
mk-1 0 0 ' 

Si k =1- 0 

C - b(k)/b(k-1). 
k+1 - 0 0 , 

Fin(si) 

Pour i = 1, ... , mk 
- T-

Zk,i = A Zk,i-1 ; 
(k) -

bi =< Zk,i> Zk,mk >F; 
Si i =1- mk 

(k) -
di =< zk,i, Rk >F; 

(k) . 
Calculer f3mk-i- 1 , 

Fin (si) 

Calculer a(k) . · 
mk-'l' 

Fin(pour) 

nk+1 = nk + mk; 

k=k+l; 
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La méthode MRZ-stab globale nécessite le stockage d'un nombre important de matrices 

de dimension N x s. Pour éviter ce problème, nous allons utiliser le schéma de Homer pour 

calculer wk(A)Rk et qk(A)Zk. 

Commençons par prendre le polynôme unitaire donné par 

Le schéma de Homer nous permet de calculer le polynôme hk comme suit 

hko)(Ç) 

hki) ( Ç) 

hk(Ç) 

1 

Ch(i-1)(C) + (k) . . 1 
'> k '> 'Ymk-• pour ~ = , ... , mk 

hkmk)(Ç). 
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Si nous considérons que les coefficients ')'1k) sont solution du système linéaire 

b(k) 
a 

b(k) 
1 

b(k) 
mk-2 

b(k) 
mk-1 

b(k) 
0 

b(k) 
1 

b(k) 
mk-1 

b(k) 
mk-2 

0 

(k) 
1'1 

(k) 
'"Yo 

alors, en tenant compte des expressions des coefficients f3;k) et at), nous obtenons 

En utilisant cette nouvelle approche, nous n'aurons plus à stocker tout les b~k), mais seule

ment b~), et les coefficients des polynômes wk et qk ne seront pas stockés non plus. En 

plus, le nombre des matrices de dimension IRNxs à stocker est indépendant de mk, il sera 

toujours égal à 12. L'algorithme obtenu est appelé HMRZ-stab global. 

Algorithme 4.4.2 : HMRZ-stab global. 

1. Initialisation 

z-1 = o, 
Zo =Ra, 
no= 0, 

z_l = o, 
Zo =Ra, 

b(-l) - 0 
0 - ' 

2. Tant que Rk =/=- 0 

Ra= B- AXa; 

c1 = o; 
k = 0; 

(k) -
da =< Zk, Rk > F; 
mk = 1; 

Yk = ATzk; 

Vk=Yk; 

b~l =< Yb zk > F; 
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30 Tant que bbk) = 0 

mk = mk + 1; 

d~~-1 =<yb Rk >F; 
Yk = ATYk; 

bbk) =< Yk, Zk >F; 
Fin(tant que) 

40 Si k "/= 0 

C - b(k)/b(k-1) 0 

k+1 - 0 0 ' 

Fin(si) 

Tk = zk; 

zk+1 = -ck+1zk-1 ; 

rh= zk; 

zk+1 = -ck+lzk-1; 

xk+1 = xk; 

Rk+l = Rk; 

50 Pour i = 1, 0 0 0, mk 

Uk = ATk; 

f3 = d(k) .jb(k) 0 

mk-~ 0 ' 

xk+l = xk+l + f3Tk; 

Rk+1 = Rk+1- f3Uk; 

Î = - < Yb uk > F fbbk) ; 

Tk=Uk+ÎZk; 

Si i "/= 1 

vk = Artk; 

Fin(si) 

tk = vk +ÎZk; 

Fin(pour) 

6° zk+1 = zk+l + Tk ; 

zk+l = zk+l + tk; 

70 nk+l = nk + mk; 

k=k+l; 

Fin 

171 
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4.4.2 L'algorithme du BiCGSTAB global avec look-ahead 

Dans l'algorithme du BiCGSTAB global, le résidu Rk peut être défini comme suit 

où Qk est un polynôme scalaire vérifiant la récurrence suivante 

et Wk-1 choisi tel que< RklRk >p= IIRkll} soit minimale. 

Notons 
(0) 

pkl)(~) = (-1)k:~l) Pkl)(~). 
k 

Pk1
) appartient à la famille des polynômes orthogonaux formels par rapport à la fonction

nelle c(ll. Pk et Pk1
) ont le même coefficient de plus haut degré, et ils vérifient les relations 

de récurrence suivantes 

(4.20) 

avec Po(~) = Po(Ç) = 1. 

Ces relations de récurrence ont déjà été utilisées dans la section 2.2.1. Nous rappelons 

que si le déterminant de Hankel Hk1
) = 0, alors, les polynômes Pk et Pk1

) n'existent pas, 

et il se produit un true-breakdown dans les récurrences ( 4.20). Dans le cas où Hk1
) -=/=- 0, 

l'algorithme peut être sujet au ghost-breakdown, ce dernier est dû au fait que les polynômes 

Pk et Pk1
) ne sont pas de degrés exactement égal à k, ce qui ce traduit aussi par Hko) = O. 

Et dans ce cas nous ne pouvons utiliser les relations (4.20). 

Dans la section 2.2, nous avons donné une généralisation des relations ( 4.20) dans laquelle 

nous évitons le true et le ghost-breakdown. Ici, nous allons traiter seulement le cas où 

c(PkPk)-=/=- 0, Vk. 

Dans ce cas, les polynômes Pk+l et Pk~l peuvent être calculés par les relations 

pk+l (~) ( 4.21) 

pk~l (~) 

avec Po(~)= Po(~) = 1 et T)k est un polynôme de degré au plus égal à mk- 1. 

Les relations ( 4.19) nous permettent de déterminer mk, et s'écrivent aussi sous la forme 

0 pour i = 0, ... , nk + mk - 2, ( 4.22) 
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Considérons maintenant le polynôme auxiliaire Qk de degré au plus nk et qui vérifie la 

relation de récurrence 

Les coefficients ( Wi(k)h:Si:Smk sont choisis tels que < Rk, Rk > F soit minimal. 

Les relations (4.22) s'écrivent aussi 

c(l)(çiQkPk
1
)) 0 pour i = 0, ... , mk- 2, 

et c(1)(çmk-1Qkf>k1)) cf. O. 

Posons 
mk-1 

TJk(o = :L 'Yik)çi 

i=O 

( 4.23) 

(4.24) 

Pour calculer les coefficients ('Y~k) )o:Si:Smk-1, nous multiplions dans ( 4.21) Pk+1 par ÇiQk 

pour i = 0, ... , mk - 1, et après avoir appliqué c nous imposons les conditions d'orthogo

nalité (4.24), ce qui nous donne 

b(k) (k) ik) 
0 'Ymk-1 0 

b(k) b(k) 0 (k) ik) 
1 0 'Ymk-2 1 

b(k) 
1 

( 4.25) 

b(k) b(k) b(k) (k) d(k) 
mk-2 mk-1 0 'Y1 mk-2 

b(k) b(k) b(k) b(k) (k) d(k) 
mk-1 mk-2 1 0 'Yo mk-1 

avec 

b(k) 
2 

c(l) (Çmk-l+iQkf>k1)) pour i = 0, ... , mk - 1 

ik) 
2 c(çiQkPk) pour i = 0, ... , mk- 1. 

Puisque mk est déterminé sous la condition c(l)(Çmk-1Qkf>k
1
)) = bbk) cf. 0, alors la matrice 

du système ( 4.25) est non-singulière. 

Pour calculer f3k+1, nous multiplions dans ( 4.21) la récurrence de Pk~1 par çmk-1 Qk et nous 

appliquons c(l). Alors, en utilisant les conditions d'orthogonalité ( 4.22), nous obtenons 

!3k+1 = 
c( çmk Qk Pk+l) 

c(l) (Çmk-1 Qkf>P)). 
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Si nous posons 

et 

alors les relations ( 4.21) et ( 4.23) nous donnent 

Sk+l Rk - Aryk(A)Zk 

Rk+l Sk+l + wik) ASk+l + w~k) A2 Sk+l + ... + w~lAmk Sk+l 

Zk+l Rk+l + (Jk+l (Zk + wik) AZk + w~k) A2 Zk + ... + w~~Amk Zk)· 

Les approximations Xk sont calculées par la relation 

Les coefficients ( w;k)h:Si:":mk minimisent < Rk+l, Rk+l > F et nous pouvons les calculer en 

résolvant le système linéaire 

pour i = 1, ... ,mk. 

Puisque c(Çi) =< R0 ,AiR0 >F alors les coefficient (b~k)), (d~k)) et (p6k)) sont donnés par 

b(k) 
' d(k) 
' 
(k) 

Po 

<Ra, Ai+mk Rk >F 

< Ro,AiRk >F 

<Ra, Amksk+l >F. 

Le saut mk est déterminé par les conditions 

pour i = 0, ... , mk - 1, 

pour i = 0, ... , mk - 1. 

< Ro,Aizk >F= 0 pour i = 1, ... ,mk -1, et 

En rassemblant toutes les relations précédentes, nous obtenons l'algorithme suivant 

Algorithme 4.4.3 :Gl-BiCGSTAB avec look-ahead. 

1. Initialisation 

z-1 = o, 
n0 = 0, 

Ro = B- AXa, 

k = 0; 

Zo = Ro; 
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2. Tant que Rk -1- 0 
(k) -

d0 =< Ro, Rk >F 
Si d~o) = 0 On arrête l'algorithme 

Fin(si). 

zk,a = zk, zk,1 = AZk,oi 

mk = 1 
(k) -

b0 =<Ra, Zk,1 > F 

3. Tant que b~k) = 0 

mk = mk + 1 

Zk,mk = AZk,mk-1 
(k) -

bo =< Ro, zk,mk >F 

Fin(tant que) 

4 (k) - d(k)/b(k) . 
· fmk-1- 0 0 ' 

uk = zk,mk; 

Yk = Rk; 

Pour i = 1, ... , mk - 1 

Uk = AUk 
(k) -

bi =<Ra, uk >F 

Yk = ARk 
(k) -

di =<Ra, yk >F 

Calculer ,;:,~-i- 1 à partir du système (4.25) 

Fin(pour) 

6. Mk = [ASk+1, ... , Amksk+IjT[ASk+1, ... , Amksk+1] 

Nk = [ASk+1, ... ,Amksk+IVsk+I 

(k) (k) (k) T _ . avec [w1 , w2 , ... , Wmk] - Wk, 

175 
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nk+l = nk +mk 

k=k+l 
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Nous pouvons éviter le stockage des vecteurs Zk,i en utilisant le schéma de Borner comme 

cela a été fait pour l'algorithme 4.4.2. 

4.5 Résultats numériques 

Dans cette section, nous allons donner quelques résultats numériques. Nos tests ont été 

réalisés à l'aide du logiciel MATLAB (version 7). Les tests sont arrêtés lorsque 

où tol est la tolérance choisie. 

Pour détecter le breakdown dans les méthodes avec look-ahead étudiées, nous allons consi

dérer qu'une quantité est nulle si sa valeur absolue est inférieure à une tolérance donnée c. 

Les valeurs de tol et E seront proposées dans les exemples. 

Exemple 4.5.1 

Dans cet exemple nous comparons les performances numériques des méthodes BICG 

global, BiCGSTAB global et le Bl-BICG. Nous prenons les matrice A4 =PDE2961 et 

A5=SHERMAN4 de la collection Harwell-Boeing. Ces matrices contiennent nnz(A4) = 

14585 et nnz(A5) = 3786 éléments non nuls. L'approximation initiale X 0 est choisie égale 

à zéro et B = rand(N, s). 

Dans le tableau 4.5.1, nous donnons le temps CPU (en secondes) des trois algorithmes. 

Nous mettons entre parenthèses la quantités* t(l)/t(s) où t(s) est le temps CPU obtenu 

par la méthode, globale ou par bloc, étudiée et t(l) est le temps CPU obtenu par cette 

méthode en résolvant le système avec un seul second membre. Remarquons que le temps 

obtenu avec un seul second membre dépend du second membre utilisé. Ici, t(l) est obtenu 

en divisant le temps total nécessaire pour les s systèmes résolus séparément par s. 

Notons aussi qu'une méthode globale est efficace si (s * t(l)/t(s)) > 1. 

Nous prenons le nombre maximal d'itérations égal à 500 pour toutes les méthodes. Comme 

cela a été cité dans [71], nous prenons Ro =ARa dans l'algorithme Bl-BICG; cela permet 



Résultats numériques 177 

d'améliorer ses résultats. 

Le Tableau 4.5.1 montre que la méthode Gl-BiCGSTAB donne les meilleurs résultats. Nous 

remarquons que le Bl-BICG est meilleur que le Gl-BICG dans le cas de la matrice Sher

man4 avec s = 20. Pour la matrice PDE2961, la méthode Bl-BICG ne converge pas, c'est 

le cas aussi pour la matrice Sherman4 avec s = 10. 

Tableau 4.5.1 

Durée de convergence pour Gl-BICG, Gl-BiCGSTAB et Bl-BICG. 

Matrice A4 et A5 · s = 10 et s = 20 
' 

Matrices s Gl-BICG Gl-BiCGSTAB Bl-BICG 

PDE2961 10 98 40 -

(N=2961) (1.39) (1.43) -

20 201 81 -

(1.43) (1.45) 

SHERMAN4 10 17 10 -

(N=ll40) (1.37) (1.34) -

20 36 19 24 

(1.41) (1.39) (1.35) 

Entre parenthèses, nous avons la quantités* t(1)/t(s) pour chaque méthode. 

Exemple 4.5.2 

Considérons la matrice suivante 

a 1 

-1 a 1 

-1 a 1 

A= 

-1 a 1 

-1 a 

avec B = IN,s, Xo = rand(N, s), Ro = Ro, N = 200, s = 6 et a= O. 

Dans cet exemple, la méthode du BICG global ne converge pas. En prenant E = 10-8 pour 

détecter le breakdown, le HMRZ-stab fait des sauts de longueur mk = 2 depuis la première 

itération, et nous obtenons n10o = 200 avec IIRn100 IIF = 3.14 10-n. 

Les résultats obtenus sont donnés dans la figure 4.1. 
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FIG. 4.1- N = 200, s = 6, E = 10-8 
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Exemple 4.5.3 

Nous reprenons la matrice A utilisée dans l'exemple 4.5.2, avec N 1000, B 

rand(N, s), s = 6, a= 1.1, Xa = ON,s et Ra= Ra. 

La figure 4.2 représente les résultats obtenus par le Gl-BiCGSTAB et le Gl-BiCGSTAB 

avec look-ahead. Ce dernier effectue trois sauts pour E = 10-1a, le premier de n16 = 16 

à nn = 18, le deuxième de n23 = 24 à n24 = 26, et le dernier de longueur mk = 11 de 

n35 = 51 à n37 = 62. 

Exemple 4.5.4 A= PDE2961 

C'est une matrice réelle non symétrique de dimension 2961 x 2961 de la collection NEP 

générée par MATPDE. Elle contient 14585 éléments non nuls, son conditionnement est 

estimé à K(A) ~ 9.49 102. 

Si nous prenons B = IN,s, Xa = 0 et Ra = Ra, avec N = 2961 et s = 10, alors pour 

E = 10-1a et tol = 10-7 nOUS obtenons les résultats donnés dans la figure 4.3. 

Exemple 4.5.5 
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FIG. 4.2- N = 1000, s = 6 and é = 10-10 
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FIG. 4.4- N = 400, s = 5 

1
- 81-BICG 1 

GI-BICG 

- 14ol_ __ ~so=-------:1o:-:o----:--:-'1sc::-o----=2-:-:oo=----2:-'sc::-o----=3-:-:oo=----:-'3s"=o-----,:400 
itérations 

Nous proposons ici un exemple très simple qui illustre le problème de dépendance 

linéaire que subissent les méthodes par bloc. 

Considérons la matrice obtenue par discrétisation de l'équation du Laplacien, en utilisant 

un schéma à cinq points sur une grille uniforme 20 x 20 avec un pas h = 1/21. Ceci nous 

donne une matrice creuse symétrique de dimension N = 400. 

Prenons s = 5 avec B = ones(N, s) + (10-3 x rand(N, s)), Xo = ON,s et Ro = Ro. 

Les résultats obtenus sont donnés dans la figure 4.4. Dans cet exemple, l'algorithme Gl

BICG converge alors que, dans l'algorithme du Bl-BICG, nous inversons des matrices qui 

sont presque singulières ce qui empêche la convergence de la méthode. 

Prenons maintenant B = IN, 5 , il se produit le même phénomène dans l'algorithme Bl

BICG alors que le Gl-BICG converge sans problème. Les résultats obtenus sont donnés 

dans la figure 4.5. 

4.6 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons défini la méthode de Lanczos globale pour la résolution des 

systèmes d'équations linéaires avec plusieurs second membres. Cette méthode consiste à 

projeter la matrice résidu sur un sous-espace de Krylov matriciel. Nous avons commencé par 

donner le processus de Lanczos global, ensuite nous avons introduit de nouvelles méthodes 

de type Lanczos globales, telles que le BICG global, le BiCGSTAB global et enfin nous 
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avons développé des versions avec look-ahead de ces algorithmes. Les résultats numériques 

qui ont été étudiés dans le présent chapitre montrent que les méthodes globales peuvent 

donner de meilleurs résultats que les méthodes par bloc. Notons aussi que les méthodes 

par bloc nécessitent l'application de procédure de déflation pour éliminer les dépendances 

linéaires qui peuvent exister entre les colonnes des itérés, alors que les méthodes globales 

sont à l'abri de ce problème. 
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