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Introduction 

Dans cette thèse on s'intéresse au problème de relèvement des éléments de 

l'algèbre de Calkin, dans le cas d'un espace de Hilbert. Plus précisément, si on 

note L(H), C(H) := L(H)(K(H) respectivement l'algèbre des opérateurs bornés 

sur H, l'algèbre de Calkin et si on note n : L(H) -4 C(H) la surjection canonique, 

alors le problème de relèvement consiste à étudier la question suivante :soit n(T) 
un élément de C(H) vérifiant certaine propriété "tp" (par exemple: idempotent, quasinil
potent, algébrique, normal...), existe-t-il un opérateur T' élément de L(H) appartenant 
à la même classe que T (i.e. n(T) = n(T')) et vérifiant cette même propriété "tp" ? 

Historiquement, J.W. Calkin est le premier mathématicien qui s'est intéressé 

à ce problème. Il a démontré, en 1941 (voir [12]), le résultat suivant: Si n(E) est 
un projecteur dans C(H) (i.e. n(E) = n(E? = n(E)*), alors il existeE' projecteur dans 
L(H) tel que E- E' soit un opérateur compact. 

Ainsi, J.W. Calkin, a résolu le problème du relèvement des projecteurs. Plus 

tard ce résultat a été généralisé aux familles analytiques d'idempotents (voir 

[4, 29]). 

En 1966, T.T. West, a résolu le problème du relèvement des quasinilpotents, 

en démontrant que (voir [51]) : Si n(T) un élément quasinilpotent dans C(H) (i.e. 
le spectre de n(1) est réduit a zéro) alors il existe T' quasinilpotent dans L(H) tel que 
T'- T soit un opérateur compact. 

En 1971, C.L. Olsen (voir[42]), a démontré que: Si n(T) un élément algébrique 
dans C(H) (i.e. n(T) est annulé par un polynôme non nul) alors il existe T' algébrique 
dans L(H) tel que T' - T soit un opérateur compact. 

En 1973, L.G. Brown, R.G. Douglas, P.A. Fillmore (voir [10]), ont résolu le 

fameux problème du relèvement des opérateurs normaux, en utilisant des outils 

de la topologie algébrique. Dans ce résultat l'indice apparaît comme une "obs

truction", plus précisément, ils ont démontré que: Si n(T) un élément normal dans 
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C(H) alors il existe T' normal dans L(H) tel que T' - T soit un opérateur 'compact si et 
seulement si l'indice de T-i\. est nul pour tout A dans le domaine de Fredholm de T, 

Depuis, l'algèbre de Calkin a fait l'objet d'une grande étude par plusieurs 

auteurs. Dans [14] on trouve une très bonne introduction sur ce sujet. Par ailleurs, 

il faut noter que l'algèbre de Calkin est le plus célèbre exemple d'une C*-algèbre 

qui n'est pas une algèbre de Van Neumann. 

Ce travail comporte deux grandes parties. 

La première partie concerne la résolution du problème de relèvement des 

pôles de la résolvante dans l'algèbre de Calkin. Plus précisément, nous répon

dons à la question suivante : soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert 
séparable tel que zéro soit un pôle d'ordre d de la résolvante de n(T), existe t-il un 
opérateur compact K tel que zéro soit un pôle d'ordre d de la résolvante de T + K? 

La deuxième partie consiste à étudier l' ascente essentielle et la descente es

sentielle d'un opérateur. Ces deux notions jouent un rôle très important dans 

les caractérisations des pôles de la résolvante dans l'algèbre de Calkin. D'autre 

part, elles permettent aussi de définir des spectres associés vérifiant certaines 

propriétés du spectre classique. 

La thèse est organisée de la façon suivante: 

Dans le premier chapitre on introduit des définitions et des résultats qu'on uti

lisera dans la suite. On rappelle des résultats sur les opérateurs semi-Fredholm et 

semi-réguliers. On rappelle aussi quelques résultats fondamentaux sur l'ascente 

essentielle et la descente essentielle d'un opérateur qui jouent un rôle essentiel 

dans ce travail. 

Le deuxième chapitre est consacré à l'étude de l'ascente et de l'ascente essen

tielle d'un opérateur T défini sur un espace de Banach complexe et leurs spectres 

associés. On commence dans la section 1 de ce chapitre par établir des résultats 

sur la stabilité de l'ascente essentielle sous des "petites" perturbations du type 

i\I. Ces perturbations sont importantes pour l'étude du spectre associé à l'ascente 

essentielle : 

Théorème. Soit T E L(X) un opérateur tel que ae(T) est finie et R(rae<Tl+l) est 

fermé, alors il existe 6 > 0 tel que pour tout 0 <lAI < 6 et p := p(T), on a: 

(i) T- i\ est semi-régulier, 



(ii) dimN(T- A)"= n dim(N(TP+1)/N(TP)) pour tout nE N, 

(iii) codim R(T- ,l)" = n dim(R(TP)/R(TP+1 )) pour tout n EN. 

v 

De ce théorème, on en déduit que les spectres de l'ascente et de l'ascente 

plusieurs résultats classiques sur le compmtement des éléments de la frontière 

de ces deux spectres, 

Dans la section 2 de ce chapitre, on définit grâce aux opérateurs de multipli
cations l'ascente et l'ascente essentielle d'un élément d'une algèbre de Banach 

complexe et on établit le résultat suivant : 

Théorème. Soit .Ji une algi!bre de Banach complexe avec unité, alors les assertions 
suivante sont équivalentes : 

(i) dim(.Ji/Rad(.J{)) est finie et Rad(.Ji) ç N(.J{) où N(.:lf.) désigne l'ensemble des 

éléments nilpotents de .:lf., 

(ii) Oasc(x) = 0 pout tout X E .:1{, 

(iii) a~sc(x) = 0 pout tout x E .:lf., 
(iv) .:1{ est algébrique. 

Dans [26], M. Kaashoek et D. Lay établissent que si F est un opérateur borné 

sur un espace de Banach X, pour le quel il existe un entier positif n tel que P est 

de rang fini, alors l' ascente de T + F est finie pour tout opérateur T commutant 

avec F et ayant l'ascente finie. Il conjecturent également que l'opérateur F peut 

être caractérisé par cette propriété. Dans la section 3 de ce chapitre on donne une 

réponse positive à cette question dans le cadre général de l' ascente essentielle : 

Théorème. Soit Fun opérateur borné dans X, alors les conditions suivantes sont 
équivalentes 

(i) a~sc(T + F) = a~sc(T) pour tout T E .[,(X) commutant avec F; 

(ii) Oasc(T + F) = Oasc(T) pour tout TE .[,(X) commutant avec F; 

(iii) il existe un entier positif n tel que Pest de rang fini. 

Enfin, comme le coeur analytique et la partie quasi-nilpotente d'un opérateur 

jouent un rôle important dans la théorie de Fredholm (particulièrement dans la 

décomposition de Kato) et dans la théorie spectrale locale, on généralise dans les 

propositions 2.4.2 et 2.4.3 des résultats démontrés dans [38] et [34], portant sur 

les opérateurs semi-réguliers. On donne aussi une caractérisation de la propriété 
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d'extension unique pour un opérateur d'ascente essentielle finie. Notons que le 

cas particulier des opérateurs d'ascentes finies a été traité par P. Aiena et :t-.1. 
Thioni dans un travail paru en 2002 (voir [2]). 

L'objectif du troisième chapitre est de mener une étude simiiaire à celle éta

blie dans le deuxième chapitre pour le spectre de la descente essentielle au lieu 

la descente essentielle vérifie certaines propriétés du spectre classique. Plus pré

cisément, on montre qu'il est compact et satisfait le théorème de l'application 

spectrale pour tout opérateur T E L(X). Cependant, le spectre de la descente 

essentielle peut être vide. Dans le théorème suivant on caractérise les opérateurs 

dont le spectre de la descente essentielle est vide : 

Théorème. Soit T E L(X), alors 

P~es(T) n dŒ(T) = Pdes(T) n dŒ(T) = Pol(T). 

De plus, les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) Œdes(T) = 0, 
(ii) Œ~es(T) = 0, 
(iii) dŒ(T) Ç Pdes(T), 

(iv) dŒ(T) Ç P~e5(T), 
(v) Test algébrique. 

En se basant sur ce dernier résultat, on montre que pour tout opérateur 

F E L(X), si CJ~es(T + F) = CJ~es(T) pour tout T E L(X) tel que TF = FT, alors il 
existe k E N tel que Fk est de rang fini. De plus, dans [39], M. Mbekhta et V. Müller 

ont étudié aussi la stabilité du spectre de la descente essentielle sous différents 

types de perturbations et ont montré que le spectre de la descente essentielle de 

tout opérateur défini sur un espace de Banach reste invariant sous perturbations 

par opérateurs de rang fini. Par conséquent, (J~es(T) ç nfEF(X) O"des(T + F) . Une 
question naturelle peut être posée: l'inclusion précédente est-elle une égalité? Dans 

le théorème ci-dessous on donne une réponse à cette question : 

Théorème. Soit T E L(X), alors 

Œ~es(T) U accŒ;/T) = n Œcles(T + F). 
FEF(X) 
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Pour conclure ce chapitre, nous donnons des conditions suffisantes pour 

qu'un opérateur de descente essentielle finie soit d'image fermée. On obtient en 

particulier des résultats démontré par D. Barraza dans le cas des opérateurs de 

descentes finies, [6]. 

L'objectif du dernier chapitre est de résoudre le problème de relèvement des 

pôles dans l'algèbre da Calkin d'un espace de Hilbert séparable. On montre par 

un exemple que l'existence d'un tel œlèvement n'est pas possible en général et 

on établit le théorème suivant : 

Théorème. So1ft T un opérateur borné dans H, alors zéro est un pôle de la ré

solvante de rrtT) si et seulement si il existe un opérateur compact K tel que 

T + K =A$ B, A nilpotent et B de Fredholm. 

Comme le théorème ci-dessus le montre la condition zéro est un pôle de la 

résolvante de n(T) n'implique pas en général que l'indice de T - A est nul au 

voisinage de zéro. Cependant, si on suppose qu'il existe un opérateur compact K 

tel que zéro soit un pôle de la résolvante de T + K, il vient que l'indice de T-A est 

nul au voisinage de zéro. Par conséquent, l'indice non nul au voisinage constitue 

une obstruction à relever les pôles. En particulier, on démontre : 

Corollaire. Soit TE L(H) tel que zéro soit un pôle de la résolvante de n(T), alors 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe un opérateur compact K tel que zéro est un pôle de la résolvante de 

T+K, 

(ii) il existe 6 > 0 tel que n(T)- A E Go pour tout 0 <1 A 1< 6, où Go dénote la 

composante connexe des éléments inversibles de C(H) contenant l'identité. 

(iii) il existe 6 > 0 tel queT- A est de Fredholm d'indice zéro pour tout 0 <1 A 1< 6. 

Notre point de départ dans la deuxième partie de ce chapitre se base sur le 

résultat de Caradus suivant: Zéro est un pôle de la résolvante de T si et seulement 

si l'ascente et la descente de T sont finies. Dans le cas d'une algèbre de Calkin, 

on établit: 

Théorème. Soit T un opérateur borné dans H, alors zéro est un pôle de la résol

vante de n(T) si et seulement si il existe un opérateur compact K tel que ae(T + K) 

et de(T + K) sont finies. 
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Chapitre 1 

Préliminaires 

Dans toute la suite, X désigne un espace de Banach complexe, L(X) l'algèbre 

des opérateurs bornés sur X, T'(X) l'idéal des opérateurs de rang fini et X(X) 

l'idéal des opérateurs compacts. Pour T E L(X), on notera T' l'adjoint de T, 

N(T) le noyau de T, R(T) l'image de T, a(T) le spectre de T, Œap(T) le spectre 

approximatif de Tet Œsu(T) le spectre surjectif de T. 

1.1 Opérateurs semi-Fredholm et semi-réguliers 

1.1.1 Opérateurs semi-Fredholm 

On appelle opérateur semi-Fredholm tout opérateur T E L(X) tel que R(T) 

est fermé et dim N(T), ou codim R(T) est fini. Pour un tel opérateur, l'indice est 

défini par 

ind(T) = dimN(T)- codim R(T). 

Si ind(T) est fini, alors on dit que T est un opérateur de Fredholm; ce qui est 

aussi équivalent à dire que l'image de T par la surjection canonique n de L(X) 

sur l'algèbre de Calkin C(X): = L(X)/X(X) est inversible [13]. Il est claire que si 

T est un opérateur de Fredholm, alors pour tout opérateur compact K défini sur 

X, T + K est aussi de Fredholm. Dans [13] et [ 40], on trouve la généralisation 

suivante aux opérateurs semi-fredholms : 

Théorème 1.1.1. Soit T E L(X) un opérateur semi-fredholm, alors pour tout opérateur 
compact K défini sur X, T + K est un opérateur semi-fredholm. De plus, ind(T + K) = 
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ind(T). 

Dans toute la suite on dénote par : 

rn (X'I = {7' t::: riX\ t<>l qu<>RfTI "'St ferm6 et rlimN(T\ <' ool "r"'+ .t. 1 A.-~, .... ,, - -..L'-\~- .&. ..L.L.LL- Vt- ... 11 .. .&. _._, .... -,, 

et par 

<P_(X) ={TE L(X), tel que codimR(T) < oo}. 

Théorème 1.1.2. [40] soient T, SE L(X), alors: 
(i) TE <I>+(X) et S E <P+(X), alors TS E <I>+(X) et ind(TS) = ind(T) + ind(S) 
(ii) TE <f>_(X) et S E <P_(X), alors TS E <f>_(X) et ind(TS) = ind(T) + ind(S) 

Le spectre essentielle de T, ae(T), est par definition: 

ae(T) := a(n(T)) = {;\ : T- ;\n'est pas de Fredholm}, 

c'est un sous-ensemble compact non vide de C. 

Un opérateur TE L(X) tel que ae(T) = {0}, ou encore n(T) est quasi-nilpotent 

dans C(X), est dit opérateur de Riesz. Le spectre d'un tel opérateur est dénombrable 

et zéro est son unique éventuel point d'accumulation. 

Proposition 1.1.3. [13]. Soient R E L(X) un opérateur de Riesz et Mun de ses sous
espaces fermés invariants, alors T1M et T1M sont aussi des opérateurs de Riesz, où T1M 
désigne la restriction de Tau sous-espace M et T1M désigne l'opérateur défini sur X/M 

par T1M(x + M) = Tx +M. 

Étant donnés un opérateur de Fredholm T E L(X) et un opérateur de Riesz 

R E L(X) commutant avec T. En utilisant le fait que l'ensemble des éléments 

inversibles d'une l'algèbre de Banach est stable par toute perturbation quasi

nilpotent commutative, on obtient que T + R est un opérateur de Fredholm et 

ind(T + R) = ind{T). Dans [46], M. Schechter et R. Whitley généralisent ce résultat 

aux opérateurs semi-Fredholm. 

Théorème 1.1.4. Soient T E L(X) un opérateur semi-Fredholm et R E L(X) un 
opérateur de Riesz commutant avec T, alors T + R est un opérateur semi-Fredholm et 
ind(T + R) = ind(T). 
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On rappelle que si le spectre d'un opérateur TE ..C(X) est réunion de deux 

fermés disjoints F1 et F2, alors par le calcul fonctionnel de Riesz, il existe deux 

sous-espaces fermés X1 et Xz, hyperinvariants par T, tels que X = X1 EB X2, 

a(TIY.) = F, et a(TIYo) = F?. 
' 1'"''"-J.' .... ' 1"' ... .::.' -

Dans le cas d'une algèbre de Banach 31 avec unité, on denote par a( x; ..1{) le 

spectre d'un element x E ..1{, ou simplement par a( x) si aucune confusion n'est 

possible. Dans f9l. F. F. Bonsall et T. Duncan établissent le résultat suivant : 
.1. .. ... ., 

Théorème 1.1.5. soient ..1{ une algèbre de Banach avec unité et x E 31. zéro est un 
point isolé de a(x) si et seul~~ment si il existe un projecteur e commutant avec x tel que 
a(exe; e..1fe) = {0} et a((1 - e)x(1- e); (1- e)3I(l- e)) =a( x)\ {0}. 

1.1.2 Partie quasi-nilpotente et Coeur analytique 

Soit T E ..C(X) , la partie quasi-nilpotente, H0 (T), de T et le coeur analytique de 

T, K(T), sont définies respectivement par 

lim Il mx llk= 0} 
n->oo 

et 

K(T) = {xE X 3 {xn}n~o Ç X et 3 c > 0 tels que x= Xo, 

Txn+l = Xn et Il Xn 11::::;; en Il X Il pour tout nE N}. 

Ces deux sous-espaces ont été profondément étudiés par M. Mbekhta dans 

[35], [36], [37] et [38]. 

Les propriétés suivantes sont faciles à vérifier et seront souvent utilisées dans 

le premier chapitre : 

(i) H 0 (T) et K(T) sont des sous-espaces vectoriels de X. 

(ii) Soit x E X, alors x E H 0 (T) si et seulement si Tx E H 0 (T). 

(iii) N(P) Ç H 0 (T) pour tout nE N. 
(iv) Si Test inversible alors H 0 (T) = {0}. 

(v) Si Test quasi-nilpotent alors K(T) = {0}. 

(vi) T(K(T)) = K(T). 

La partie quasi-nilpotente et le coeur analytique d'un opérateur sont des 

sous-espaces non nécessairement fermés. 
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Proposition 1.1.6. [50]. Soit T E .L(X), alors Test quasi-nilpotent si et seulement si 
H fT)- v 0\.1. - .. o ... 

En particulier, si Test un opérateur tel que H 0 (T) est fermé, alors TIHo(T) est 

un opérateur quasi-nilpotent. 

1.1.3 
........ .1 t! • , ... uperateurs sem1-reguuers 

Étant donné un opérateur T E L(X), on denote respectivement par Noo(T) := 

UnN(rz) et 1{oo(T) := nnR(r») le noyau généralisé et l'image généralisé de T. Un 

opérateur TE L(X) est dit semi-régulier si R(T) est fermé et Noo(T) Ç R(T). 

Évidemment cette classe d'opérateurs, introduite parT. Kato dans [24], contient 

les opérateurs surjectifs et les opérateurs injectifs à images fermées. Dans [35], 

M. Mbekhta démontre les deux résultats suivants qui seront souvent utilisés : 

Proposition 1.1.7. Soit T E L(X) tel que R(T) est fermé et N(T) possède un complement 
M dans X, alors les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) T est semi-régulier, 
(ii) Il existe un voisinage U de zéro dans C tel que pour tout À E U, N(T- A)$ M = X. 

Proposition 1.1.8. Soit T E L(X) tel que R(T) est fermé et R(T) possède un complement 
M dans X, alors les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) Test semi-régulier; 
(ii) Il existe un voisinage U de zéro dans C tel que pour tout ,1 E U, R(T- ,1) $ M = X. 

Soit T E L(X), on appelle coeur algébrique de T qu'on note Co(T) , le plus grand 

sous-espace M de X tel que T(M) =M. Il est évident que K(T) Ç Co(T) ç 1{oo(T). 

Il est bien connu d'après M. Mbekhta que si Co(T) est fermé, alors Co(T) = K(T). 

Théorème 1.1.9. [38], [34] Soit TE L(X) un opérateur semi-régulier, alors on a 
(i) R(P) est fermé pour tout n E N. 
-- -- --

(ii) Ho(T) = Noo('T) et T(Ho(T)) = Ho(T). 

(iii) Co(T) = K(T) = 1{00 (T). 

(iv) Si H 0 (T) est fermé, alors H 0 (T) = {0}. 

L'ensemble résolvant semi-régulier d'un opérateur T E L(X), s-reg(T) , est l'en

semble des complexes À pour les quels T- À est semi-régulier. Le spectre singulier, 
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a5{'D, est le complémentaire dans C de s-reg(T), c'est une partie fermée,·non vide 

puisqu'elle contient la frontière de a(T) et vérifie le théorème de l'application 

spectrale, voir [37]. 

Proposition 1.1.1û. [38L Soit T un opérateur borné sur X, alors les applications ii ~ 
H 0 (T -~\)et ,1 ~ K(T- /\) so1-zt con.sta11.tes sur clzaqLte con-zposan-te corn1exe de s-reg(T)~ 

1.2 La notion d' ascente essentielle 

1.2.1 Ascente et descente 

On rappelle que pour un opérateur borné T défini sur X,l'ascente, a(T), et la 

descente, d(T), sont définies respectivement par : 

a(T) := inf{n ~ 0: N(T") = N(T"+1
)} et d(T) := inf{n ~ 0: R(T") = R(T"+1

)} 

Dans [49], on trouve les deux caractérisations suivantes d'ascente et de des

cente finies : 

a(T) est finie Ç::> R(r) n N(T) = {0} pour un certain d ~O. (1.1) 

et 
d(T) est finie Ç::> R(T) + N(r) = X pour un certain d ~ 0, (1.2) 

Comme conséquence immediate des deux caractérisations suivantes, on an

nonce la proposition suivante: 

Proposition 1.2.1. Soit T E L(X) et 0 E a(T), alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 
(i) L' ascente de Tet la descente de T sont finies, 
(ii) a(T) = d(T) = d, 

(iii) X = R(TP) $ N(TP), 

(iv) T = T1 $Ti, T1 inversible et T2 nilpotent d'ordre d, 
(v) zéro est un pôle d'ordre d de la résolvante de T. 

Le lemme suivant sera souvent utilisé par la suite, 

Lemme 1.2.2. [ 40] Soient T E L(X) et M un sous-espace fermé de X tel que M + R(T) 

et Mn R(T) sont fermés, alors R(T) est fermé. 



6 Préliminaires 

On rappelle qu'un opérateur T E L(X) est dit algébrique s'il existe un polynôme 

complexe non nul , P, tel que 'P(T} = O. D'après le théorème de l'application 

spectrale, le spectre d'un tel opérateur est fini. Dans [11], M. Burgos, A. Kaidi, 

M. Mbekhta et M. Oudghiri on montré qu'un opérateur TE L(X) est algébrique 

si et seulement si d(T- A) est finie pour tout A E C. 

Da.rts le cas d'une algèbre de Banaclo~'7!, l'ascente et la descente d 'tu!. élément 

xE J'{ est par définition l'ascente et la descente de l'opérateur de multiplication 

à gauche L-r donné par Lx(Y) := xy pour tout y E J{. 

On signale que dans le cas d'un espace de Hilbert H, la descente d'un opéra

teur T, d(T}, et la descente de Tentant qu'élément de l'algèbre de Banach L(H) 

sont de même nature. En fait, il suffit d'appliquer un résultat dû à R. G. Douglas 

affirmant que si A et B sont deux opérateurs bornés sur H tel que R(A) ç;;; R(B}, 

alors il existe un opérateur 5 E L(H) tel que A = BS, voir [16]. 

1.2.2 Ascente essentielle et descente essentielle d'un opérateur 

borné 

D'après S. Grabiner [19], on associe à tout opérateur TE L(X) les deux suites 

décroissantes {dimN(P+1)/N(P)lnelN et {dimR(P)/R(P+1)}nElN· L'ascente essen
tielle et la descente essentielle d'un opérateur TE L(X) sont définies respectivement 

par: 

ae(T} := inf{n EN: dimN(T"+1)/N(T") est finie} 

et 

de(T} := inf{n EN: dimR(T")/R(T"+1
) est finie} 

Les opérateurs d'ascente essentielle et de descente essentielle finie ont été 

étudiées dans [19], [20], [39] et [40]. 

Remarques. 

(1) Il est simple à vérifier que si l'ascente essentielle et la descente essentielle 

d'un opérateur borné T sont finies, alors on a ae(T} = de(T). 

(2) Soit TE L(X) tel que R(T} est fermé, alors 

ae(T} = 0 si et seulement si T E <I>+(X), 
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et 

de(T) = 0 si et seulement si TE <I>_(X). 

(3) Soit T E .!(X), N(P) est de codimension finie dans N(P+1) si et seulement si 

N(Tff) est de codimension finie dans N(p+m) oour tout rn E ll'~. De même. Rtrn+l) "' , " , ~ , ' , 

est de codimensiorl. firJ.e darts R(P) si et seulemer=.t si R(rrz+m) est de codimertsiort 

finie dans R(P) pour tout rn E N. 

Dans [20], S. Grabiner et J. Zemànek ont établit les caractérisations suivantes 

d' ascente essentielle et de descente essentielle finies qui sont analogues à celles 

d'ascente et de descente finies données dans les formules (1.1) et (1.2): 

ae(T} est finie <=> dim(R(rt) n N(T)) < oo pour un certain d;::: O. (1.3) 

de(T) est finie<=> codim (R(T) + N(r)) < oo pour un certain d;::: 0 (1.4) 

Pour un opérateur T E .!(X) d'ascente essentielle finie, M. Mbekhta et V. 
Müller ont établit dans [39] le lemme suivant : 

Lemme 1.2.3. Soit T E .!(X) tel que ae(T) < oo, alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 
(i) Il existe n 2:: ae(T} + 1 tel que R(P) est fermé; 
(ii) R(P) est fermé pour tout n ;::: ae(T}. 

L'ensemble résolvant de l'ascente essentielle et de la descente essentielle d'un 

opérateur T E .!(X) sont définis respectivement par : 

P:sc(T} ={tl E C: ae(T- tl) est finie et R(yae(T-A)+l) est fermé}. 

et 

Pâes(T) = {À E C : de(T- ii) est finie }. 

Les ensembles complémentaires a~sc(1) := C \ P~sc(T) et a~es(T) := C \ P~es(T) sont 
appelés respectivement le spectre de l' ascente essentielle et le spectre de la descente 
essentielle. Il est claire que a~sc(T) Ç a(T) et a~es(T) Ç a(T). 

Le lemme technique et le théorème suivants seront souvent utilisés par la 

suite, voir[19] : 
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Lemme 1.2.4. Soient T E L(X) et U, V, W et E des sous-espaces vectoriels de X, alors 
(i) Les sous espaces vectoriels U/(U n V) et (U + V)/V sont isomorphes, 
(i) r-1(T(U)) = N(n + U, 

(ii) T(U n r-1(E)) = T(U) nE. 

Théorème 1.2.5. Soient T E L(X) et d E t.J, alors les co:nditio11s S1Jivantes sorzt 
équivalentes : 
f•' T 1 1. ' • - 1. , - • • _1 - ~ 1 - - PT'1 d T"11/r"T"'11\ 'R(,.,...,..,-'-1 \ ' R''T"11'+ 1 \ /Tt ''T'tH··?) ' VJ L appncanon aneazre tnauzre par 1 e 1'\V ·)! r r · ~ J a ~r ·~JI 1'-~1 · - esr une 
isomorphisme pour tout n ~ d, 
(ii) La suite des sous-espaces {R(P) n N(T)}nEIN est constante pour tout n ~ d, 
(iii) R(P) n N(T) = ~00(T) n N(n, 

(iv) L'application linéaire induite parT de N(P+2)/N(P+1) à N(P+1)/N(P) est une 
isomorphisme pour tout n ~ d, 
(v) La suite {N(P) + R(nlnEIN est constante pour tout n ~ d, 
(vi) N(P) + R(T) = Noo(T) + R(n. 



Chapitre 2 

Spectre de l' ascente essentielle 

Notre but, dans ce chapitre, est d'adopter des méthodes utilisés par S. Gra

biner ( dans [19]) et M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri ( dans 

[11]) a fin d'étudier l'ascente et l'ascente essentielle d'un opérateur défini sur un 

espace de Banach et la stabilité de leurs spectres associés sous différents types 

de perturbations, ce qui nous sera utile dans les chapitres suivants. L'ensemble 

des résultats présentés dans ce chapitre est le fruit d'une collaboration avec M. 

Burgos et M. Oudghiri. 

2.1 Spectre de l' ascente et de l' ascente essentielle 

On commence cette section par généraliser un résultat démontré par M. 

Burgos, A. Kaîdî, M. Mbekhta et M. Oudghiri dans [11] aux opérateurs d'ascente 
essentielle finie. En particulier, on établit que tout opérateur T E L(X) tel que 

0 E Pisc(T), zéro ne peut pas être un point d'accumulation de son spectre semi
régulier. 

Soit TE L(X) d'ascente essentielle finie. Comme la suite {dim N(TH1)/N(P)}neJN 

est une suite décroissante, notons par p(T) le plus petit entier positif n tel 
que dimN(P+1)/N(P) = dimN(Tk+1)/N(Tk) pour tout k ;;::: n. Il est clair que 

ae(T) :$ p(T) et que si a(T) est finie , alors a(T) = p(T). 

Théorème 2.1.1. Soit TE L(X) un opérateur tel que ae(T) est finie et R(Tae(T)+l) est 
fermé, alors il existe 6 > 0 tel que pour toutO < lAI < 6 et p := p(T), on a: 
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(i) T- A est semi-régulier, 
(ii) dimN(T- },)n = n dim(N(TJH1)/N(TP)) pour tout nE N, 

(iii) codim R(T - A )n = n dim(R(TP) /R(TfH 1)) pour tout n E N. 

Avant de démontrer ce Théorème, quelques Lemmes techrüques doivent être 

étâblis: 

Lemme 2.1.2. Soit T E .C,.(X) tel que ae(T) est finie et R(Tae(T)+l) est fermé, alors 
l'opérateur f défini sur X/N(J'P) par T(x + N(TP)) = Tx + N(TP), où p := p(T), est à la 
fois semi-régulier et semi-Fredholm. 

Preuve. Comme N(f) est de dimension fini et R(T) + N(TP) = y-P(R(J'P+1)), alors 

d'après le Lemme 1.2.3, R(f) = (R(T)+ N (TP)) /N(TP) est fermé et par conséquent f 

est semi-Fredholm. Soit n un entier positif arbitraire et considérons la restriction 

S de fau sous-espace de dimension fini Y:= N(TP+n+1)/N(TP). Puisque 

dimY/N(S) = dimN(TP+n+1)/N(TP+1) = dimN(TP+n)/N(TP), 

on obtient que 

N(tn) = N(TP+n)/N(TP) = R(S) ç R(f). 

D'où fest semi-régulier. • 
Lemme 2.1.3. Soit TE .C.(X) un opérateur semi-régulier, alors dimN(P) = n dim N(T) 

pour tout n E .IN. 

Preuve. Soit n E N, comme N(P-1) ç R(T), T définit une surjection de N(P) 

sur N(P-1). Ce qui implique que dimN(P) = dimN(T) + dimN(P-1). Ainsi en 

répétant le même argument plusieurs fois on aura dim N(P) = n dim N(T). • 

Preuve du Théorème 2.1.1. Soit f l'opérateur défini sur X/N(TP) par f(x + 

N(TP)) = Tx + N(TP) , d'après le lemme 2.1.2, f est à la fois semi-Fredholm 

et semi-régulier. Soit b > 0 tel que pour tout 0 <1 A 1< 6, f- A est à la fois 

semi-Fredholm et semi-régulier. Comme pour tout 0 <1 A 1< D et n E N, 

N(f- A)n = N((T- A)n'fP)/N(TP) = [N(T- A)" E9 N(TP)]/N(TP) (2.1) 

et 

R(f- A)= [R(T- A)+ N(TP)]/N(TP) = R(T- A)/N(TP). 
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il vient que pour tout 0 <1 A 1< 6 et nE N, R(T- A) est fermé et contient le sous 
espace vectoriel de dimension finie N(T- A)n. Ce qui implique queT- A est à 

la fois semi-régulier et semi-Fredholm. Maintenant, d'après la formule (2.1), le 
lamn->a 'J 1 3 at 1<> r.ropns1tir.n 1 1 7 1} u1ant qua p011r tn11t () <"'1 À 1<"' !\ 
..&.\.,...&. L..L..LL""" ..6.•~• '-" .&.""' .t'..L - ~ .1."'.&.'-'.LL -L•.A.•I / ..&. Y .&.-.&.1-" - """..L ""-""""'""'V '"""1 1" 1" '-'/ 

dimN(T-At = dimN(f-At = ndimN(Ï'-A) 
.A ..J;m 1'\. "'"'""1-., _ 11 ..J;_ 1'\. rt'T'l7+h r;. rtrry\ 

- HUll! 1"\ ) - Ulllll"\1' Jll"\1 )· 

Enfin, par la continuité de l'indice on obtient, 

codim R(T - A )n = codim R(T- At /N (T") = codim R(f- A )n 

= dimN(f- A)n- ind(f- A)n 

= n dimN(f)- nind(f- A) 

= ndimN(f)- nind(f) 

= ncodim R(f) = n dimX/[R(T) + N(TP)]. 

Mais comme TP induit une isomorphisme de X/[R(T) + N(TP)] sur R(TP)/R(TP+1), 

on obtient 

codim R(T- A)n = ndimX/[R(T) + N(T")] = ndimR(T")/R(TP+1
). 

ce qui termine la preuve. • 
Corollaire 2.1.4. Soit T E L(X) tel que ae(T) est finie et R(Ta,(T)+l) est fermé, alors il 
existe un 6 > 0 tel que pour tout 0 < lAI < 6, T- A E <I>+(X). 

· Comme cas particulier du théorème 2.1.1,la proposition suivante prouve que 
tout opérateur TE L(X) tel que a(T) < oo et R(r<T)+1) est fermé, zéro ne peut pas 

être un point d'accumulation de son spectre ponctuel. 

Proposition 2.1.5. Soit T E L(X) tel que d := a(T) est finie et R('P+ 1) est fermé, alors 
il existe 6 > 0 tel que pour tout 0 < lAI < 6, 
(i) T- À est injectif, 
(ii) codim R(T- A)= dimR(P)/R('P+1). 

Pour T E L(X), l'ensemble résolvant de l' ascente de T, Pasc(T), est par définitions 
l'ensemble des nombres complexes À tels que a(T - A) est finie et R(ra<T -A)+ 1) est 

fermé. L'ensemble complémentaire Œasc(T) := C \ Pasc(T) sera appelé spectre de 
l'ascente de T. Il est claire que a;sc(T) Ç Œasc(T), et on a le résultat suivant: 
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Corollaire 2.1.6. Soit T E L(X), alors a~sc(T) et Œasc(T) sont deux sous-ensembles 
compacts de a(T) 

Notons que le spectre de l'ascente et de l'ascente essentielle peuvent être 
vides. En effet, il suffit de considérer l'opérateur T = O. 

Proposition 2.1.7. Soient Tet S deux opérateurs bornés sur X, alors 

a:sc(TS) \ {0} = a:sc(ST) \ {0} et Œasc(TS) \ {0} = Œasc(ST) \ {0}. 

Preuve. il suffit de prouver que pour tout A E C \ {0} et n E N, 

dimN(TS- At+1 /N(TS- At= dimN(ST- A)n+1 /N(ST- A)n 

et 

R(TS- A)n est fermé<=> R(ST- A)n est fermé. 

Considérons l'opérateur 5: N(TS- A)n+ljN(TS- A)n ~ N(ST- A)n+1 jN(ST- A)n 

défini par 5(x + N(TS- A)n) = Sx + N(ST- A)n. Il est clair que 5 est injectif et par 

conséquent, 

dimN(TS- At+1 /N(TS- At s dimN(ST- At+1/N(ST- >l)n. 

L'autre inégalité peut être obtenue de la même manière. Supposons maintenant 

que R(TS- A)n est fermé et soit y EX tel que y= lim(ST- A)nxkt où {xklkelN est une 
suite de X. On a Ty = lim(TS- A)nTxkt d'où il existe w E X tel que Ty = (TS- A)nw 

et par conséquent, 

-A y= (ST- A)y- STy = (ST- A)y- (ST- AtSw. (2.2) 

Donc y E R(ST- A). Enfin, D'après la formule (2.2) et par induction on obtient 

que y E R(ST- A)n. Ce qui termine la preuve. • 

Proposition 2.1.8. Soit T un opérateur borné sur X, alors Œasc(T) \ a;sc(T) est un 
ensemble ouvert. 

Preuve. Soit A E Œasc(T) \ a;sc(T), d'après le théorème 2.1.1, il existe un voisinage 

ouvert, V, pointé de À tel que V n a!sc(T) = 0 et 

dimN(T- }l)n = n dim(N(T- A)P+1/N(T- A)P) pour tout nE IN et }1 EV, 
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où p := p(T- A). Mais comme l'ascente de T-A est infinie, alors dimN(T

A)P+1 /N(T- A)P est non nul pour tout pEN. Par conséquent {dimN(T- fi)n}nEN 

est une suite croissante pour tout fiE V et donc V Ç Œasc(T). • 
D~m: f~Ql M MioeL-hb Pt v Mu1.fiPr ont a·e'mont·r.& rT11P l~s ~;:pectr~c rie "1'!::>1;:1"'~1"\t~ -~ ...... L._..,. Jf""'• • AJ.. .. ,.._ -· ,. • .-.- ............... .......... ..__ '1-- ....__ ....., ,.. .... _v"""' -....,"""-..LLL\o,.o 

et de l' ascente essentielle vérifient le théorème de l'application spectrale. 

Théorème 2.1.9. Soit T E ..!(X) et f une fonction analytique sur un voisinage ouvert 
de a(T) non identiquement constante sur aucune composante connexe de son domaine 
de d~finition, alors 

Pour tout opérateur TE .l(X), on dénote par Pol(T) l'ensemble des pôles de 

la résolvante de T. 

Théorème 2.1.10. Soit T E .l(X), alors 

r:sc(T) n aa(T) = Pasc(T) n aa(I) = Pol(T). 

De plus, les assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) Œasc(T) = 0, 
(ii) a~sc(T) = 0, 
(iii) aa(T) ç Pasc(T), 

(iv) aa(T) ç r:sc(T), 

(v) Test algébrique. 

Preuve. Comme Pol(T) ç; Pasc(T) n aa(T) ç p;sc(T) n aa(T), il suffit de prouver que 

P~sc(T) n aa(T) ç Pol(I). Soit A E P~sc(T) n aa(T), alors d'après le théorème 2.1.1, il 
existe un voisinage ouvert U pointé de A tel que pour tout fiE U, dimN(T- fi)= 

dimN(T- A)P+l /N(T- A)P et codim R(T- p) = dimR(T- ;\)P /R(T- A)P+1, où 

p := p(T- ;\).De plus, comme A E aa(T), alors U \ a(T) est non vide. Donc 

dimN(T- A)P+l /N(T- tl)P = dimR(T- A)P /R(T- A)P+l = 0, 

et par conséquent l' ascente et la descente de T- A sont finies, d'où A est un pôle 

de la résolvante de T. 

Il est claire que a~sc(T) ç; Œasc(T) ç a(T) et par conséquent on a (i) => (ii)=> (iii) => 
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(iv). 

(iv) ~ (v). Supposons que da(T) Ç P~sc(T), alors d'après la première assertion, 

da(T) est l'ensemble des pôles de T. Par conséquent a(T) = Ja(T) est un ensemble 

fini de nombres complexes fiU?=ï tel que dt= d(T- ,\t) = a(T- Ài) est finie pour 
tout 1 s i s n. Considérons le polynôme complexe j(A) = IT7=1 (ii - i\.i)a;, alors 

f(T) = O. En effet, si on dénote par T0 la restriction de Tau sous-espace fermé 

M := R(j(T)) = n;=l R(T- i\i)d', il résulte directement que a(T~) ç; a(l '). De pius, 

pour chaque 1 :S i :S n, 

et comme T - Ài est d' ascente finie, on a aussi 

= M, 

ce qui implique que T0 - iii est inversible, d'où a(T0 ) est vide. Ainsi M = R(f(T)) = 

{0}. 

(v)~ (i). Supposons queT est algébrique et soient f le polynôme minimal tel 

que f(T) = 0 et f1 E a(T), alors f(A) = (ii- fl)dg(A), où d EN et g un polynôme 

complexe tel que g(fl) *O. D'où 

X = N(g(T)) œ N(T- fl)a 

et 
R(T- fl)a n R(g(T)) = {0}. 

De plus, comme g(f1) est non nul, il est simple à verifier que N(g(D) ç; R(T- fl)d 

et N(T- fl)d Ç R(g(T)). Par conséquent X= R(T- fl)d EBN(T- fl)d; d'où le résultat 

désiré. 

Corollaire 2.1.11. Soit T un opérateur borné sur X, alors 

da(T) Ç a!sc(T) U Pol(T). 

Théorème 2.1.12. Soit TE L(X) et 0 une composante connexe de P~sc(D, alors 

0 c a(T) ou 0\ Eo ç p(D, 

où Eo := 0 n Pol(T). 

• 
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Preuve. Soit Or = {A E 0: T- A est à la fois semi-régulier et semi-Fredholm}. 

D'après le théorème 2.1.11 0 0 := 0 \Or est au plus dénombrable et donc Or 

est connexe. Supposons que 0 n p(1) est non vide, alors il en est de même 

pour Or n p(1). De plus, d'après la continuité de l'indice et la proposition 1.1.7, 

dimN(T- A) et codim R(T- A) sont deux fonctions constantes sur Ov ce qui 

implique que Or Ç p(7). Par conséquent 0 0 est constitué par des points isolés de 

a(T), d1où 

Oo Ç da(T) n P:sc(T) = {A E C: A est un pôle de la résolvante de T}. 

Ainsi En = 0 0 et 0 \ En Ç p(T) . 

Corollaire 2.1.13. Soit T E L(X), alors les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) a(T) est au plus dénombrable, 
(ii) Ciasc(T) est au plus dénombrable, 
(iii) a;scCD est au plus dénombrable. 
Dans ce cas, on a a:scCD = Ciasc(7) et a(1) = Ciasc(7) U Pol(7). 

• 

Preuve. Comme a:scCD ç aasc(7) ç a(7), alors les implications (i) ==> (ii) ==> (iii) 
sont claires. 

(iii) ==> (i). Supposons que a:scCD est au plus dénombrable, alors p;sc(T) est 

connexe et puisque p(1) Ç P:sc(7), le théorème précèdent implique que P:scCT) \ 

Pol{T) ç p(7). Ainsi a(7) = a;scCD U Pol(T) est au plus dénombrable. De plus, 

d'après la proposition 2.1.8, Ciasc(7) \ a~scCD est un ouvert au plus dénombrable, 

donc Ciasc(7) = a:sc(T). Ce qui termine la preuve. • 

Un opérateur T E .!(X) est dit méromorphique si tout nombre complexe non 

nul A du spectre de T est un pôle de la résolvante de T - A. Évidement, tout 

opérateur compact et plus généralement de Riesz est méromorphique. 

Corollaire 2.1.14. Soit T un opérateur borné sur X, alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 
(i) Test méromorphique, 
(ii) Ciasc(T) Ç {0}, 

(iii) a~sc<D ç {0}. 

Pour tout T E .!(X), on dénote par Lr l'opérateur correspondant de multi

plication à gauche sur .[,(X) donné par Lr(S) := TS pour tout S E L(X). Notons 
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que 

R(Ly) est fermé => R(l) est fermé . (2.3) 

En effet, soit {xn}nelN une suite à éléments dans X tel que lim Txn =y. Choisissons 

z E X et f E X" tel que j(z) = 1. Comme lim T(f ® Xn) = lim(f ® Txn) = f ®y 
et R(Lr) est fermé, il existe un opérateur S E L(X) tel que f ®y = TS. Donc 

y = f ® y(z) = TS(z). 
De plus, dans le cas d'un espace de Hilbert, l'implication (2.3) devient une 

équivalence, voir [16]. 

Proposition 2.1.15. Soit T un opérateur borné sur X, alors les conditions suivantes 
sont équivalentes : 
(i) a(T) est finie, 
(ii) a(Lr) est finie, 
(iii) ae(Lr) est finie. 
De plus, si X est un espace de Hilbert, alors a asc(Lr) = a asc(T). 

Preuve. Les implications (i) => (ii) => (iii) sont claires. 

(iii)=> (i). Supposons que l'ascente de Test infinie et soient n un entier positif 

arbitraire et xE N(P+1) \N(T"). Considérons une suite {/dkeJN de formes linéaires 

continues linéairements indépendantes, alors (fk ®x) ç; N(Lyn+t) \ N(Lyn). Donc 

l'ascente essentielle de Lr est infinie; ce qui termine la preuve. • 
Théorème 2.1.16. Soit X un espace de Banach, alors les conditions suivantes sont 
équivalenies : 
(i) X est de dimension finie; 
(ii) aasc(T) = 0 pour tout TE L(X), 

(iii) a~sc(T) = 0 pour tout T E L(X), 

(iv) L'ascente de Test finie pour tout TE L(X), 

(v) L'ascente essentielle de Test finie pour tout TE L(X), 

(vi) L' ascente de Lr est finie pour tout T E L(X), 

(vii) L'ascente essentielle de Lr est finie pour tout TE L(X). 

Preuve. Les implications (i) => (ii) => (iv) => (v) Sont claires. 

Les équivalences (ii) ~ (iii) et (iv) ~ (vi) ~ (vii) sont des conséquences immé

diates du Théorème 2.1.10 et de la Proposition 2.1.15. 

(v) => (i). Supposons que X est de dimension infinie et soit {en}neJN une suite 
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infinie de vecteurs linéairements indépendants et {/n}nEN une suite infinie de 
' l' ' • .&.' .&. 1 C / \ r . .&. • • r- lN c • ..J ' wrmes merures conünues ,eJ. que Ji\ejJ = Dij pour tou, 1, J c: • onsïuerons 

l'opérateur borné T = LpElN Ap/2p ® ep, où {Ap}pEN est une suite de nombres com

plexes non nuls tel que LpEN ! Ap !!1 /2p !!!! ep Il est finie. Il est simple à vérifier 

que la suite {e2k+lp+2k }pEN est constituée de vecteurs linéairements indépendants 

de N(Tk+1) \ N(Tk). Donc l'ascente essentielle de Test infinie. D'où le résultat 

désiré. • 
Dans [7L B. A. Bames a montré le Théorème suivant : 

Théorème 2.1.17. Soient T, S E L(X), si R(S) Ç R(T) et s'il existe un sous-espace 
vectoriel fermé W de X tel que X = N(T) ED W, alors S = TR pour un certain R E L(X). 

Comme conséquence immédiate du théorème 2.1.16 et du théorème 2.1.17, 

on annonce le corollaire suivant : 

Corollaire 2.1.18. Soit T un opérateur borné sur X, alors a(T) et d(T) sont finies si et 
seulement si a(Ly) et d(Ly) sont finies. 

Preuve. (i) => (ii). Supposons que a := a(T) = d(T) est finie, alors d'après la 

Proposition 2.1.15, a(Ly) estfinie. De plus, comme R(T') = R(P+1) et X= R(ra+1 )ED 

N(P+1), le théorème 2.1.17 assure l'existence d'un opérateur U E L(X) tel que 

ya = ya+1u. Donc d(Ly) est finie. 

(ii) => (i). Si a := d(Ly) est finie, alors il existe un opérateur U E L(X) tel que 

T' = ya+l U. D'où R(P) ç R(T'+1) et par conséquent la descente de Test finie. • 

2.2 la notion d' ascente essentielle dans une algèbre 

de Banach 

Tout au long de cette section, 31 désigne une algèbre de Banach Complexe 

avec unité. À un élément x E SZI, on associe l'opérateur de multiplication à gauche 

Lx donné par Lx(Y) := xy pour tout y E .7{. L'asce:hte et l'ascente essentielle d'un 

élément x E SZl sont définies respectivement par a(x) := a(Lx) et ae(x) := ae(Lx). 

Notons d'après la Proposition 2.1.15, que l'ascente d'un opérateur TE L(X) 

et l'ascente de Tentant qu'un élément de l'algèbre de Banach L(X) sont deux 

définitions équivalentes. Par contre il n' existe aucune relation qui lie l' ascente 
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essentielle de Tentant qu'un opérateur et l' ascente essentielle de Tentant qu'un 

élément de l'algèbre de Banach L(X). En effet; D'après la proposition 2.1.15, il 

suffit de considérer un opérateur T d'ascente essentielle finie et d'ascente infinie. 

On appelle radical de Ji, Rad(Jl), l'intersection de tous les idéaux maximaux 

de~. On rappelle qu'urt élément x E Rad(.i1l-) si et settlement si 1-xz est inversible 

pour tout z E .9{. Dans le cas où Rad(3!) = {0} , l'algèbre .9{ est dite semi-simple. Il 
est bien connu que l'algèbre L(X) est semi-simple, voir [5]. 

Une algèbre avec unité, .9{, est dite algébrique si pour tout a E .9{, il existe un 

polynôme non nul, 'P, tel que 'P(a) = O. 

Dans [5], B. Aupetit établit le théorème suivant : 

Théorème 2.2.1. si 3{ est une algèbre de Banach complexe contenant un ouvert non 
vide U tel que pour tout x de U, a( x) est fini, alors 3!/Rad3{ est de dimension finie. 

Théorème 2.2.2. Soit 3{ une algèbre de Banach complexe avec unité, alors les assertions 
suivante sont équivalentes : 

(i) dim(3!/Rad(.9I)) est finie et Rad(3!) Ç N(3!) où N(.9l) désigne l'ensemble des 
éléments nilpotents de 3!, 

(ii) Œasc(X) = 0 pout tout xE .9I, 

(iii) a~sc(x) = 0 pout tout x E .9{, 

(iv) 3{ est algébrique. 

Preuve. L'équivalence (ii)~ (iv) est une conséquence immédiate du théorème 

2.1.10. 

(i) => (ii). Soit x E 3{, puisque 3!/Rad(.9I) est une algèbre de dimension finie, 

alors il existe un polynôme complexe Q tel que Q(x + Rad(3!)) = O. Ainsi Q(x) 

appartient à Rad(.9I) et par conséquent Q(x)11 = 0 pour un certain entier positif n. 
Ce qui implique que x est algébrique. 

L' implication (ii) => (iü) est claire. 

(iii)=> (i). Supposons que a:sc(x) = 0 pout tout x E .91, alors le théorème 2.1.10 

implique que x est algébrique pour tout x E 3{. Par conséquent d'après le 

théorème2.2.1 , dim3!/Rad(.9I) est finie. De plus, si x E Rad(3!), alors x est 

quasinilpotent et algébrique et donc nilpotent. • 



2.3 Spectres de l' ascente essentielle et perturbations 19 

2.3 Spectres de l' ascente essentielle et perturbations 

Dans [26, Theorem 2.2], M. Kaashoek et D. Lay établissent que si Fest un 

opérateur borné sur X pour lequel il existe un entier positif n tel que Pest de 

rang fini, alors 

O"asc(T + F) = O"asc(T) pour tout opérateur borné TE L(X) commutant avec F. 

lis ont également conjecturé qu'un tel opérateur F peut être caractérisé par 

cette propriété. 

L'objectif principal de cette section est de répondre à cette question et de 
généraliser ce résultat à l'ascente essentielle. 

Proposition 2.3.1. Soit F E L(X) pour lequel il existe n E N tel que P est de rang fini 
et T E L(X) commutant avec F, alors 

ae(T) est finie Ç:> ae(T + F) est finie. 

Preuve. ll est claire qu'il suffit de prouver une seule implication. Supposons que 

d := ae(T) est finie et notons respectivement par T0 et Fa la restriction de Tet 

F à X0 := N(T + F)k, où k ~ n + d. Comme T0 + F0 est nilpotent, alors il existe 

S E L(Xo) tel queT~ = SF0 = F0 S et par conséquent T~n est de rang fini. Ainsi 
dimN(T +Fi /[N(Tkn) n N(T + F)k] est finie. De plus, comme 

on obtient que dimN(T + F)k /[N(J·'tf) n N(T + F)k] < oo. 

D'autre part, on a 

et comme P est de rang fini, alors dim N(P)/[N(P) n N(P)] est fini. Ce qui 

implique que pour tout k ~ d + n, 

dimN(T + F)k /[N(r) n N(Ft] < oo, 

Ce qui prouve que ae(T + F) :::; n + d . • 
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Remarque 2.3.2. Dans l'exemple ci-dessous on montre que le résultat prêcédent n'est 
· ' ' 1 ' 11 

' r:' t T' pas vraz en genera. sz. operateur~ ne commu e pas avec ... . 

Exemple. Considérons les opérateurs Tet F définis sur l'espace de Hilbert 

muni de la base orthonormale {e;,j}rf=1 par: 

( 0 
. 1 

1'e;,j = t ~,j-1 
et 

. . 1 
Sl 1 = ~· J • 

si j impair et j ~ 2, 

si j pair. 

si j impair, 

si j pair. 

Il est évident que ae(T) est finie et F2 = 0, mais l'opérateur T +Fest d'ascente 

essentielle infinie. 

Comme conséquence immédiate de la proposition 2.3.1, on annonce les Co

rollaires suivants. 

Corollaire 2.3.3. Soit T un opérateur borné sur X et F E L(X) un opérateur de rang 
fini commutant avec T, alors ae(T) est finie si et seulement si ae(T + F) est finie. 

Corollaire 2.3.4. Soit T un opérateur borné sur X et N E L(X) un opérateur nilpotent 
commutant avec T, alors ae(T) est finie si et seulement si ae(T + N) est finie. 

Remarque 2.3.5. L'exemple ci-dessous nous montre que le résultat de la proposition 
2.3.1 ne peut pas être généralisé aux opérateurs compacts. 

Exemple. Considérons l'opérateur T = 0 défini sur l'espace de Hilbert muni 

de la base orthonormale {e;,j}iJ=l' on a ae(T) = O. Cependant, si on considère 

l'opérateur compact K défini par : 

{ 
0 

Ke;,j = 1 
T]ei,j-1 

si j = 1, 

pour tout j ~ 2, 

Il est clair que N(Kn) est le sous espace engendré par {ei,j : 1 :::; i et 1 :::; j :::; n} et 

par conséquent ae(K) est infinie. 
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Théorème 2.3.6. Soit F un opérateur borné sur X, alors les conditions suivimtes sont 
équivalentes 

(i) a~sc(T + F) = a~sc(T) pour tout T E L(X) commutant avec F, 
(ii) Œasc(T + F) = ŒascCD pour tout TE L(X) commutant avec F1 

(iii) il existe un entier positif n tel que P est de rang fini. 

Lemme 2.3.7. Soient T E L(X) et F un opérateur borné défini sur X commutant avec 
T pour lequel il existe n E N tel que P est de rang fini, alors 
(i) Si L' ascente essentielle de T est finie, alors R(T"e(T)+l) est fermé si et seulement si 
R(T + F)a,(T+F)+l est fermé. 

(ii) Si l'ascente de Test finie, alors R(ram+1) est fermé si et seulement si R(T + F)a(T+F)+l 

est fermé. 

Preuve. (i). Supposons que d := ae(T) est finie et R(J'ti+1) est fermé, alors d'après 

la preuve de la proposition 2.3.1, ae(T + F) ::::;; n + d. Soit k un entier naturel 

vérifiant k ~ n + d + 1 ~ ae(T + F) + 1, il est clair d'après le lemme 1.2.3 qu'il suffit 

de démontrer que R(T + F)k est fermé. Considérons les opérateurs f et F induit 

respectivement parT et F sur X/N(P), il vient que fest semi-Fredholm, et comme 

F est un opérateur de Riesz commutant avec T, alors F est un opérateur de Riesz 

commutant avec f. Par conséquent f +Fest semi-Fredholm. Ainsi R(T + F)k + N (P) 

est fermé. De plus, comme on a N(Fn) n N(P) ç N(T + F)k n N(P) ç; N(P) et P 

est de rang fini, on obtient que dimN(P)/[N(T + F)k n N(P)] est fini, d'où 

dim[R(T + Fl n N(rt)]/[R(T + F)k n N(T + Fl n N(rt)] < oo. (2.4) 

De plus, comme l'ascente essentielle de T +Fest finie, alors d'après la formule 

(1.3), dim R(T + F)k n N(T + F)k est finie. Ce qui implique que dim R(T + F)k n N(P) 

est finie. Finalement, d'après 1.2.2, R(T + F)k est fermé. 

(ii) Supposons que a(T) est finie et R(Ta(T)+l) est fermé, alors a(T + F) est finie. 

De plus, comme ae(T) ::::;; a(T), alors d'après le lemme 1.2.3 et (i), on obtient que 
R(T + F)a(T+F)+l est fermé. • 

Dans [11], M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri ont établie que 

le commutant de tout opérateur défini sur un espace de Banach de dimension 

infinie contient un opérateur non algébrique. 
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Preuve du théorème 2.3.6. Les implications (iii) => (i) et (iii) => (ii) sont des 

conséquences immediates de la proposition 2.3.1 et le lemme 2.3.7. 

Pour démontrer (i) => (iii) et (ii) => (iii), il suffit de supposer (i) ou (ii). Notons par 

r le spectre de l'ascente ou de l'ascente essentielle. En prenant T = 0, on obtient 

d'après la proposition 2.1.10 que Fest algébrique. Notons par A1, i\.2, ···,An les 

éléments du spectre de F, il vient que X = X1 $ X2 E9 · · · E9 Xn, où les sous espaces 

X; sont invariant par F et la restriction àe F - A; à X; est un opérateur nilpotent 

pour tout 1 ::::; i ::::; n. Alors pour tout A; * 0, dim X; est finie. En effet, Supposons 

le contraire. Soit À; :t 0 tel que dim X; est inr..nie. Alors il existe u...11. opérateur non 

algébrique S; défini sur Xi commutant avec la restriction F; de F à ce sous-espace. 

Notons par S l'extension de Si à X donnée par S = 0 sur chaque Xj tel que j * i, 
il est évident que SF = FS et par consequent f(S + F) = f(S) par hypothèse. D' 

autre part, comme pour tout 1 ::::; i ::::; n, Fi - Ai est nilpotent et f(S) = f(Si) et 

f(S + F) = f(Si + Fi), il résulte que f(S;) = f(Si + F;) = f(S; + À;). Prenons un 

nombre complexe arbitraire a E f(S) * 0, il vient que kAi +a E f(S) pour tout 
entier naturel k, ce qui implique que Ài = 0 puisque f(S) est un sous-ensemble 

borné de C ; contradiction. Ainsi pour tout Ai non nul Xi est de dimension finie, 

et par suite il existe n E N tel que P est de rang fini. • 

2.4 Partie quasi-nilpotent, coeur analytique et la SVEP 

Comme le montre les articles de M.Mbekhta, [32] et [36], le coeur analytique 

et la partie quasi-nilpotente d'un opérateur jouent un rôle fondamentale dans la 

théorie spectrale locale et la théorie de Fredholm d'un opérateur défini sur un 

espace de Banach complexe. Cette partie est consacrée à l'étude de la propriété de 

l'extension unique d'un opérateur TE .{,(X). Nous rapporterons cette propriété 

aux opérateurs d'ascente et d'ascente essentielle finie, aussi bien qu'aux coeur 

analytique et la partie quasi-nilpotente de T. 

On commence par généraliser des résultats démontré par M. Mbekhta et A. 

Ouahab dans [35], [37] et [38] sur les opérateurs semi-réguliers aux opérateurs 

d' ascente essentielle finie. 

Proposition 2.4.1. Soit T E .[,(X) un opérateur d' ascente essentielle finie, alors Co(n = 
'Roo(T). 
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Preuve. Il estclairqueCo(T) ç 'R""(T), doncilsuffitdeprouverque'R""(T) ç Co(T). 

Sol't 11 ç W00(T\ l R(Tfi+l)' nù n ·= nf'T\ rlonr 1î ev1..:tP 7l ç y tei t111e 11 = TP+ln 
" YI- - ~ ~ ~' .=::=. ·"'.... " ....... ""-'!. r . r' '' - "- '"'""' ........... ~ - .... - ....... -- .... '"'1 _..... ... .,. ... -. 

Posons w = TPv, alors u = Tw. D'autre part, comme pour tout n;::: p, u E R(P+1), 

!l ........ ,~ 8.j.. ..... ,.,. ~ v ""el _.,. .. ,... 11 _ ~+1,., ....... J.. _ ..... _ .................. """..<.- ..... --+ "T'n'Y, '7"'P17, _ r-rnv '7'1'1 c:: 
11 t::JU lt:: Vn <::: L\. l l ~Ut: U - l Vn t:l _paL \..V!Li:>C:1.fUC:.lLl l Vn ~ l' V - l n - <.V '-' 

N(T) n R(TP). Ce qui implique d'après le théorème 1.2.5, que w E 'R00 (T). Ainsi 

'R""(T) ç T('R""(T)). Ce qui termine la preuve. • 
Proposition 2.4.2. Soit T un opérateur borné sur X tel que ae(T) est finie et R(Pe(T)+l) 

est fermé, alors 
--

(i) Ho(T) = Noo(T), 

(ii) H 0 (T) est fermé si et seulement si H 0 (T) = N(TP), 
-- --

(iii) H0 (T) = T(H0 (T)) + N(TP). 

(iv) K(T) = 'R00 (T) est fermé, 
(v) N""(T) ç 'Roo(T) + N(TP), où p := p(T), 

Preuve. Soit T l'opérateur semi-régulier défini sur X/N(TP) par T(x + N(TP)) = 
Tx + N(TP) et np la surjection canonique de X à X/N(TP). 

(i) D'abord, on démontre que H0 (Ï') = np(H0 (T)). Il est clair que np(H0 (T)) Ç 

H 0 (T). Pour l'autre inclusion, soit np(x) tel que lim llfn(np(x))ll* = 0, alors il existe 

une suite {un}neJN à éléments dans N(TP) tel que lim IIPx + Unll* =O. Donc 

ainsi TPx E H 0 (T). D'où xE H 0 (T). 

De plus, comme Test semi-régulier, alors on obtient que 

Et par conséquent H 0 (T) = N""(T). 

(ii) D'après la preuve de (i), il vient que H 0 (T) est fermé si et seulement si H 0 (Î') est 

fermé, et commeT est semi-régulier, alors d'après 1.1.9, H0 (T) = H 0 (T)/N(TP) = 
{0}, i.e H 0 (T) = N(TP). --
(iii) Puisque test semi-régulier, [38, Lemme 1.2] implique que T(H0 (T)) = H 0 (Î'). 

Alors 
T(H0 (T)) + N(TP) _ H 0 (T) 

N(TP) - N(TP)' 
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(iv) D'après la Proposition 2.4.1, on a Co(T) = ~oo(T). De plus, comme R(T") est 

fermé pour tout n ~ ae(T) + 1; alors Co(T) est fermé. Ainsi K(T) = Co(T) = ~oo('D. 

(v) Puisque Test semi-régulîer, on a rrp(N00(T)) = Noo(f) Ç ~oo('Ï') = K('Ï'). Pour 

finir la preuve, il suffit de verifier que K('Ï') = rrp(K(T)). Soit np(x) E K('Ï'), alors 

il existe une suite {yn}nEIN à éléments dans X tel que rrp(x) = fnnp(Yn), pour 

tout n E N. Donc TPx = yn+pYn· D'où TPx E R(T") pour tout n E N. Ainsi 

T'Px E K(T) et par conséquent TPx = TPy pour certain y E K(T). Ce qui implique 

que xE K(T) + N(TP). Donc K(f) ç rrp(K(T)). Réciproquement, on a 

rrp(K(T)) = K(T) + N(TP)/N(TP) = [~oo(T) + N(TP)]/N(TP) 

ç nn[R(T") + N(TP)]/N(TP) = K(t). 

ce qui termine la preuve. • 
Proposition 2.4.3. Soit T un opérateur borné sur X tel que ae(T) est finie et R(yae(T)+l) 

est fermé, alors il existe 6 > 0 tel que pour tout 0 <1 A 1< 6 et p := p(T), 
(i) Ho(T- A)+ N(TP) = Ho(T), 

(ii) K(T- A) = K(T) + N(TP). 

Preuve. Soit T et np comme dans la preuve de la proposition précédente, alors 

on a Ho('Ï') = Ho(T)/N(TP) et K(f) = [K(T) + N(TP)]/N(TP). Soit 6 > 0 tel que 

f-A est semi-régulier pour tout 1 A 1< 6, il vient d'après la propositionl.l.10 que 

Ho(f- A)= H 0 (f) et K('Ï'- A)= K(f). Ainsi il suffit de démontrer que pour tout 

0 <1 A 1< 6, 

Ho(f- i\) = [Ho(T- A)+ N(TP)]/N(TP) and K('Ï'- i\) = K(T- A)/N(TP) . (2.5) 

Il est évident que, rrp(H0 (T- A)) Ç H0 (T- A). Pour l'autre inclusion on a 

Ho(f- A) = UnN('Ï'- A)" = [UnN((T- A)"TP)]/N(TP) 

= Un[N(T- A)n EEl N(TP)]/N(TP) = [UnN(T- A)"] œ N(TP)/N(TP) 

ç H 0 (T- A)+ N(TP)/N(TP) = rrp(Ho(T- i\)). 

Pour la deuxième partie de (2.5), on a N(TP) ç K(T- A). Donc 

K(f- A) = nnR(T- A)" = [nnR(T- A)")/N(TP) 

= K(T- A)/N(TP). 

Ce qui termine la preuve. • 
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Avant de commencer cette partie, on aura besoin d'introduire quelques no

tions de la théorie spectrale locale. On dit qu'un opérateur TE ..C(X) satisfait la 
L ~ ~ 

propriété de l'extension unique, ou SVEP en abrégé, eni\. si pour tout ouvert U dei\., 

f = 0 est l'unique solution analytique sur U de l'équation (T- A)f(A) = O. Il est 

bien connu d'après P. Aiena, Colasante, Maria Luisa et M. Gonzalez,[2], qu'un 

opérateur TE ..C(X) d'ascente finie satisfait la SVEP en zéro. 

uans [2], P. Aiena, Coiasante, Maria Luisa et M. Gonzalez ont montré les 

implications suivantes : 

H 0 (T- À) est fermé~ H 0 (T- A) n K(T- À)= {0) ~ T satisfait la SVEP eni\.. 

Et 

X= H 0 (T- ii)+ K(T- i\.) => T* satisfait la SVEP en ii. 
Dans le cas où T est un opérateur semi-fredholm les implications suivantes 

deviennent des équivalences. En particulier, un opérateur T E ..C(X) surjectif qui 

vérifie la SVEP en zéro est inversible. 

Proposition 2.4.4. Soit TE ..C(X) tel que ae(T) est finie et R(Tae(T)+l) est fermé, alors 
les assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) T satisfait la SVEP en 0, 

(ii) 0 n'est pas un point d'accumulation de Œap(T), 

(iii) Test d'ascente finie, 
(iv) H 0 (T) est fermé, 
(v) H 0 (T) n K(T) = {0}. 

Preuve. (i) => (ii). Notons par T0 la restriction de Tau sous-espace fermé K(T). 

CommeT satisfait la SVEP, alors il en est de même pour T0 • Mais comme T0 est 

surjectif, alors T0 est inversible. Par conséquent pour tout A * 0 suffisamment 

petit, on a 

N(T- ii)= N(T- A) n K(T) = N(To- A)= {0}. 

D'autre part, pour tout nombre complexe ii non nul et suffisamment petit, T-i\. 

est semi-Fredholm, d'où R(T- il) est fermé. Ce qui montre que zéro n'est pas un 

point d'accumulation de Œap(T). 

L'implication (ii)==> (iii) est une conséquence du théorème 2.1.1 (ii). 

(iii) => (iv). Supposons queT est d'ascente finie d, alors N 00 (T) = N(P). Donc 

d'après la Proposition 2.4.2, H0 (T) = N(Tc!) est fermé. 

Les implications (iv) => (v) => (i) sont claires. • 
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Remarque 2.4.5. Notons d'après l'exemple ci-dessous que la proposition 2:4.4 n'est pas 
en général vraie si on ne suppose pas que R(Tae(T)+ 1) est fermé. 

Exemple. Considérons l'opérateur T défini sur l 2(lN) par T(x1, x2, x3, • .. ) = 

(i, ~' 7, ···),il est claire que Testuï1.opérateur quasi-nilpotentetdim(N(Tk)) = k 

pour tout k E Iî'\1. Ainsi Ta la SVEP en zéro et ae(T) est finie mais a(T) est infinie. 

les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) Ta la SVEP en 0, 

(ii) X = K(T) + N(TP), où p := p(T), 

(iii) Test de descente finie, 
(iv) 0 n'est pas un point d'accumulation de CJ5u(T). 

Preuve. (i) ~ (ii). Considérons la restriction S de T' au sous-espace fermé R(TP). 

Puisque 

dimR(T'P)JR(T*<p+l)) = codim (R(T') + N(T'P)) = dimN(T) n R(TP) < oo, 

alors S est semi-Fredholm, d'où 

K(S) = ~00(5) = tp.oo(T') ç;;; K(T'). 

Donc K(T') = tp.oo(T') est fermé. De plus, la restriction de T' à K(T') est surjective 

et satisfait la SVEP, alors elle est injective. Par conséquent pour tout nombre 

complexe À non nul suffisamment petit, N(T'- À)= N(T'- À) n K(T') = {0}. De 

plus, d'après Théorème 2.1.1, on peut supposer que pour un tel À, T- À est semi

Fredholm. Donc T- À est surjectif et K(T- A)= X. D'où d'après la proposition 

2.4.3, X = K(T) + N(TP). 

(ii)~ (iii). Si X = K(T) + N(TP), alors R(P) = P(K(T)) = K(T) pour tout n 2 p, 

d'où Test de descente finie. 

L'implication (iii) ~ (iv) est une conséquence du théorème 2.1.1 (iii). 

(iv) ~ (i). Il suffit de voir que pour tout nombre complexe A * 0 suffisamment 

petit, T' - À est injectif. • 
Les corollaires suivants sont des conséquences immédiates des propositions 

2.4.2, 2.4.4 et 2.4.6. 
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Corollaire 2.4.7. Soit TE L(X) tel que ae(T) est finie et R(Tae(T)+l) est fermé, alors les 
assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) Tet 1 vérifient la SVEP en 0, 

(ii) X = H 0 (T) EB K(T), 

(iii) X = R(TP) œ N(TP), où p := p(T) 
(iv) 0 est un pôle de la résolvante de T. 

Pour tout opérateur borné T défini sur X, on dénote par S(T) l'ensemble des 

nombres complexes A tel que T ne satisfait pas la SVEP en A. Il est clair que 

S(T) est un sous-ensemble fermé de a(T). On dit qu'un opérateur T satisfait la 

SVEP précisément quand S(T) est vide. Il est clair aussi que si a(T - A) est finie 

pour tout ,1 E C, alors T satisfait la SVEP. L'exemple suivant nous montre que ce 

résultat ne reste pas vrai dans le cas où ae(T - A) est finie pour tout A E C. 

Example. Soit T l'opérateur défini sur t 2(N) par T(xl, X2, x3, •.. ) = (x2, X3, X4, .. . ). 

Puisque T est surjectif et non inversible, alors T ne satisfait pas la SVEP. Mais 

comme dimN(T- A) = 1 pour tout 1 A 1< 1 et N(T- A) = {0} pour tout 1 A 1;::: 1, 

alors ae(T- A) est finie pour tout A E C. 

Corollaire 2.4.8. Soit T un opérateur borné sur X 1 alors 

a asc(T) = a:sc(T) U 8(1). 

Preuve. Il est évident que si A ~ Œasc(T)1 alors A ft a~sc(T) et T a la SVEP en A. 
Réciproquement, si A ft a:sc(T) U S(T)1 alors d'après la Proposition 2.4.4, a(T- A) 

est finie. • 
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Chapitre 3 

spectre de la descent~ essentielle et 
perturbations 

Dans le présent chapitre, une étude similaire à celle établie dans le deuxième 

chapitre est menée sur la descente essentielle et le spectre que lui est associé. 

3.1 Caractérisation du spectre de la descente essen

tielle 

La plupart des résultats obtenus dans cette section sont basés sur le théorème 

suivant: 

Théorème 3.1.1. : Soit T E L(X) tel que de(T) est finie, alors il existe 6 > 0 tel que 
pour tout 0 < lAI < 6 et p := p(T), 
(i) T- ;\ est semi-régulier, 
(ii)dimN(T-;\)n = ndimN(TP+1)/N(TP), 

(iii) codimR(T- i\)n = ndimR(TP)/R(TP+1). En particulier, T- ;\ E <P_(X) pour tout 

0 < li\1 < 6. 

La preuve de ce théorème nécessite le lemme suivant : 

Lemme 3.1.2. : Soit T E L(X) un opérateur semi-régulier, alors codim R(P) = 

ncodim R(T) pour tout nE N. 

Preuve. Soit n un entier naturel positif arbitraire et yn-l : X ~ X/R(P) l'opé-
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rateur induit par p-1. Comme T est un opérateur semi-régulier, N(fn-1) = 
R(T) + N(r-1) = R(T) et par conséquent dimX/R(D = dimR(P-1)/R(T»). 

D'autre part, on a dimX/R('P) = dimX/R(rn-1) + dimR('P-1)/R(P), d'où 

dim X/R(rn) = dim X/R(rn-1) + dim X/R(T). 

Ainsi en répétailt le même argument piusieurs fois on obtient ie résuitat désiré . 

• 
Preuve du Théorème 3.1.1 : Soit T la restriction de T à R(TP). On définit une 

nouvelle norme sur R(TP) par 

!y!= l!yll + inf{l!xll :xE X et y= TPx} pour tout y E R(TP) 

Il est évident que R(TP) muni de cette norme est un espace de Banach, donc T 

est à la fois semi-Fredholm et semi-régulier. En effet; comme R(Î') = R(TP+1
) et 

dim R(TP)/R(TP+1) est finie, alors Test semi-fredholm. D'autre part, comme de(T) 

est finie,le théorèmel.2.5, implique que N(T)nR(TP) = N(T)nR(TP+n) pour tout n E 

N. Donc 

N(Î') = N(T) n R(TP) = N(T) n R(TP+n) ç; R(TP+n) = R(f») pour tout n E N, 

et par conséquent Test semi-régulier. Soit fJ > 0 tel que pour tout 0 :$ lAI < 6, 

T- A est à la fois semi-Fredholm et semi-régulier. De plus comme il est bien 

connu que, 

X= R(T- A)+ R(TP) pour tout À* 0, 

il vient que pour tout 0 <lAI < 6, 

codim R(T - A) = dim R(TP) /R(T") n R(T - A) 

= dim(R(T- A)+ R(TP))/R(T- A) 

= dim X/R(T- A)= codim R(T- A.) 

De plus, 

N(T- A) = R(T") n N(T- A) 

= N(Î'- A) ç; R(T- A)n ç; R(T- At 
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D'où T- À est à la fois semi-fredholm et semi-régulier pour tout 0 <: lAI < 6. 

A lors d'apl"~"' la pronnclf1nn1 1 ~ Ql'\ Obti'ent n11A • .&. .L 1-t.-'-V ..1.. 1"'"-'LJ..LL..&.'-J' L...S...: •'-'J .LL L .LL "!-"'"-" e 

dimN(T- À)n = dimN('Î'- À)n = n dimN('Î') 

= n dim R(TP) n N(T) 

Mais comme TP induit une isomorphisme de N(TJHl )/N(TP) sur R(TP) n N(T), 

dimN(T- A)= àim R(T") n N(T) = dimN('J1'+1)/N('fP) 

D'autre part, d'après le lemme 3.1.2 et la Proposition 1.1.8, on obtient 

codim R(T - À t = ncodim R(T - À) = ncodim R(t- À) 

= ncodim R(Î) = ndimR(TP)/R(TP+1
). 

Ce qui termine la preuve. • 

Comme le montre le corollaire suivant, le théorème précédent est une gé

néralisation du résultat démontré par M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. 

Oudghiri dans[ll], où le cas de la descente a été traité: 

Corollaire 3.1.3. [11): Soit TE .[,(X) tel que d := d(T) est finie, alors il existe un réel 
t5 > 0 tel que pour tout 0 < lAI < 6, 
(i) T- À est surjectif, 
(ii) dimN(T- A)= dimN(P+1)/N(P). 

Corollaire 3.1.4. :Soit T un opérateur borné sur X, alors a~es(T) est un sous-ensemble 
compact de a(T). 

Dans [39], M. Mbekhta et V. Müller ont démontré que l'ensemble {TE .[,(X): 

de(T)est finie} est une régularité dans .[,(X). Par conséquent d'après [27, théo

rème 1.4 ], le spectre de la descente essentielle satisfait le théorème de l'application 

spectrale. 

Théorème 3.1.5. Soit T un opérateur borné sur X et f une fonction analytique sur un 
voisinage ouvert de a(T), non identiquement nulle sur aucune composante connexe de 
son domaine de définition, alors 



32 spectre de la descente essentielle et perturbations 

Proposition 3.1.6. Soient TE L(X) et A E Ja(T). Si de(T- A) est finie, alors A est un 
pôle de la résolvmzte de T. 

Preuve. Supposons que de(T- A) est finie et soit p := p(T- A), alors d'après le 

théorème 3.1.1, il existe u...Tl voisinage ouvert, U, pointé de .A tel que dim N{T- p) = 
dirnN((T -· A)P+1)/N((T -l•)P) et codim R(T- fi)= diinR((T- ,l)P)/R(T- lt)P+1) 

pour tout 
1
U E U. Mais comme A E Ja(T), U \ a(T) est non vide et par conséquent 

dimN((T- A)P+1)/N((T- A)P) = dimR((T- A)P)/R((T- A)P+1) =O. 

Donc T-A est d'ascente et de descente finies, d'où tl est un pôle de la résolvante 

~~ . 
Proposition 3.1.7. : Soit T un opérateur borné sur X, alors Œdes(T) \ a~es(T) est un 
sous-ensemble ouvert de C. 

Preuve. Soit À E Œdes(T) \ a~es(T) et p := p(T- A), alors d'après le théorème 3.1.1, 
il existe un voisinage ouvert V pointé de, A, tel que V n a~e5(1) = 0 et pour tout 

11 E V et n E N, on a 

codim R(T -11-t = n dimR(T- A)P /R(T- A)P+1
• 

De plus, commeT- tl est de descente infinie, alors dimR(T- tl)P /R(T- A)P+1 est 

non nul et par conséquent la sui te ( codim (R(T -11 )n) )nEN est une suite strictement 

croissante pour tout 11 EV. Donc V Ç Œdes(T); ce qui termine la preuve. • 

Notons que le spectre de la descente essentielle d'un opérateur peut être vide. 

Le théorème suivant caractérise les opérateurs dont le spectre de la descente 

essentielle est vide. 

Théorème 3.1.8. Soit T E L(X), alors a~es(T) est vide si et seulement si Test algébrique. 

Preuve. Notons que a~es(T) est vide si et seulement si ades(T) l'est aussi. En effet 

supposons que a~es(T) = 0, alors d'après la proposition précédente, Œdes(T) est 

vide. Et par conséquent, d'après [11, théorème 1.5], on aT est algébrique. • 

Théorème 3.1.9. Soit TE L(X) et 0 une composante connexe de P~es(T), alors 

0 c a(T) ou 0 \ 01 ç p(T) 

où 0 1 :={A E 0: A est un pôle de la resolvante de T}. 



3.2 La notion de descente essentielle dans une algèbre de Banach 33 

Preuve. :Soit 0, = {;\ E 0: T- .1 est à la fois semi-régulier et semi-Fredholm}. 

Alors d'après théorème 3.î.l, 0 0 := 0\ Or est un ensemble dénombrable et donc 

n, est connexe. Supposons que 0 n p(T) est non vide, alors il en est de même pour 
(") (\ pf'T'\ nn >"'1H<' ~,.,.m.,....e _.:l!~-->--1-- p---o-l'ti'~-- '1 1 ,.., '1 1 0 --'- 1- c-r--'-'~---'LL __1_ 
...... , 1 1. \.L , ........ ~ yJ...._~, '-v uu• u apu::;:, 11:::::::> 1up ;:, l vu;:, .1..1.1 1 J..J..O t:llé::t ·u Hl tune Ut: 

l'indice, on a dimN(T- J.) et codim R(T- ll) sont deux fonctions constantes sur 

0,, il vient que 0, ç;;; p(T). Par conséquent 0 0 est constitué par des points isolés 

Oa = 01 = {;\ E 0: A est un pôle de la résolvante de T}. 

Corollaire 3.1.10. : Soit T E .!(X), alors les assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) a(T) est au plus dénombrable, 
(ii) ades(T) est au plus dénombrable, 
(iii) a~es(T) est au plus dénombrable. 
Dans ce cas, on a 

a~es(T) = Œdes(T) et a(T) = ades(T) U {;\ E 0 : ;\est un pôle de la résolvante de T}). 

• 

Preuve. : Comme a~es(T) Ç Œdes(T) Ç a(T), alors les implications (i)=;)(ii)==>(iii) 

sont claires. 

(iii)==>(i) Notons comme dans le chapitre précédent par Pol(T) l'ensemble des 

pôles de la résolvante de Tet supposons que a~es(T) est au plus dénombrable, 

alors P~es(T) est connexe. De plus, comme p(T) Ç P~es(T),le Théorème précédent 

implique que P~es(T) \ Pol(T) = p(T). Donc a(T) = a~es<n U Pol(T) est au plus 
dénombrable. Cependant, comme Œdes(T) \ a~es(T) est un ensemble ouvert au plus 

dénombrable, on déduit que ades(T) = aâes(T). • 

3.2 La notion de descente essentielle dans une al

gèbre de Banach 

Tout au long de cette section, JI désigne une algèbre de Banach complexe avec 

unité. À un élément x E JI, on associe l'opérateur de multiplication à gauche Lx 

donné par Lx(y) := xy pour tout y E .JI. La descente et la descente essentielle d'un 

élément x E .JI sont définies respectivement par d(x) := d(Lx) et de(X) := de(Lx). 
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Soit x E .JI, le spectre de la descente et de la descente essentielle de x sont 

définies respectivement par : 

Dans [11 ], M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri ont montré que 

dans le cas d'un espace de Hilbert, la descente de T comme étémt un élément de 

l'algèbre de Banach .L(H) est finie si et seulement si la descente de T est finie. 

Cependant, dans le cas d'un espace de Banach complexe, il existe aucune relation 

entre la descente de T comme étant un élément dè l'algèbre de Banach .L(X) et 

T comme étant un opérateur défini sur X. Pour l'ascente essentielle, le lemme 

suivant nous montre qu'il n'existe aucune relation entre l'ascente essentielle de 

Lr et l' ascente essentielle de T. 

Lemme 3.2.1. Soit T E .L(X). Si la descente essentielle de Lr est finie, alors il en est de 
même pour la descente de T. 

Preuve. supposons que d(T) est finie et soit n un entier naturel et x = Pz E 

R('P) \ R(P+1) où, z E X. Si on considère une suite infinie de formes linéaires 

continues linéairements indépendants (/kheN, il vient que la suite (/k ®x )keN est 

linéairements indépendante dans R(Lrn) \R(Lyn+l ). En effet, pour y E X, (fk®x)(y) = 
/k(y)x = /k(y)'Pz = 'P(fk(y)z) = 'P(fk®z(y)), et par conséquent, fk®x = 'P(/k®z); 
Ce qui implique que fk ®xE R(L~). Supposons maintenant que fk ®xE R(Lyn+l), 

alors il existeS E L(X) tel que /k®X = yn+ 1 S, et par conséquent pour tout y E .L(X) 

/k(y)x = rz+1(S(y)); contradiction. Ce qui termine la preuve. • 

Comme généralisation du résultat [11, théorème] aux opérateurs de descente 

essentielle finie, on annonce le théorème suivant : 

Théorème 3.2.2. Soit Jl une algèbre de Banach complexe avec unité, alors les assertions 
suivante sont équivalentes : 
(i) dim(Jl/Rad(.JI)) est finie et Rad(Jl) ç N(.JI) où N(Jl) désigne l'ensemble des 
éléments nilpotents de Jl, 

(ii) D"des(X) = 0 pout tout x E .J{, 

(iii) a~es(x) = 0 pout tout x E .11, 
(iv) .J{ est algébrique. 

Preuve. Conséquence immédiate du [11, théorème 3.1] et théorème3.1.8. 



3.3 Spectre de la descente essentiellè et perturbations 35 

3.3 Spectre de la descente essentielle et perturbations 

Dans [11], M. Burgos, A. Kaidi, M. :tv'Ibekhta et M. Oudghiri ont montré que 

pour tout opérateur FE L(X), si a~es(T + F) = a~es(T) pour tout TE L(X) tel que 

TF = FT, alors Il existe k E i'-J tel que fk est de rang fini. Dans le théorème suivant 

on généralise ce résuîtat aux opérateurs d'ascente essentielle finies. 

(i) aâes(T + F) = aâes(T) pour tout TE L(X) tel que TF= FT. 
(ii) Il existe k E N tel que Fk est de rang fini. 

La démonstration de ce résultat nécessite le lemme suivant : 

Lemme 3.3.2. Soient T E L(X) et S un opérateur borné sur X commutant avec T, alors 
pour tout n,k EN, 

dim R(yn+k-l) /R(T + S)n n R(yn+k-l) ~ dim R( Sk) 

P S . t x t 1 'T'I!+k-1 'T'Il+k-l 'T'Il+k-l t 1" ' . reuve. 01en X1, ... , Xm E e que 1 x1, 1 Xz, ... , 1 Xm son Ineaire-
ments indépendants modulo R(p+k-l) n R(T + S)n. Puisque T commute avec S, 

alors pour tout 1 :$ i ~ m, il existe Ut, Vt E X vérifiant : 

Supposons que m > dim R(Sk), alors il existe des nombres complexes (a1, a2, ... , am) * 
(0, 0, ... , 0) tel que L.;:1 atSkvi = 0 et par conséquent I:;:1 aiyn+k-lxi = L.:1 ai(T + 
S)nui; contradiction. • 

Preuve du théorème 3.3.1. 
(ii) ~ (i) D'après le lemme3.3.2, on a dim R(yn+k-l )/R(T + F)n n R(yn+k-l) est finie 

pour tout entier n ~ 1, et comme d := de(T) est finie, il vient que dim R(P) /R(T + 
F)n n R(P+k-l) est finie pour tout n ~ d. De plus, puisque 

R(T +Ft n R(yn+k-I) ç R(T + F)n n R('rt) ç R('rt), 

il résulte que dim R(Td) /R(T + F)n n R(P) est finie pour tout n ~ d. Mais comme 

Fk est de rang fini, on obtient que 

dim(R('P) + R(Fk))/R(T + F)n n R('rt) est finie pour tout n ~ d (3.1) 
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D'autre part, en interchangeant Tet T + F dans le lemme 3.3.2, on peut, conclure 

que 
dim R(T + F)n+k-l /R(T") n R(T + F)n+k-l < oo 

De plus, on a R(P) n R(T + F)n+k-l ç;; R(T + F)n+k-1 n R(Jd) ç;; R(T + F)r:+k-1 pour 

tout 11. ~ d et par cortséquent, 

àim R(T + F(+k-l /R(r) n R(T + F)n+k-l est finie pour tout n ~ d (3.2) 

Donc en combinant (3.1) et (3.2) on obtient que 

dim(R(~) + R(Fk))/R(T + F)" est finie pour tout n;;:: d +k. 

Ainsi de(T + F) :::; d + k. 

(i)~(ii) En prenant T = 0 on obtient que a~es(F) est vide et donc F est al

gébrique. Notons par ih, A2, ... An les éléments du spectre de F, il vient que 

X = X1 œ X2 œ ...... œ Xn, où les sous-espaces Xi sont invariants par F et la res

triction de F - A; à Xi est un opérateur nilpotent pour tout 1 :::; i :::; n. Supposons 

que pour un Ài =/= 0, Xi est de dimension infin, alors il existe un opérateur non 

algébrique S; sur Xi commutant avec la restriction Fi de F à Xi. Si on dénote 

par S l'extension de Si à X donnée par S = 0 sur chaque Xj tel que j =1= i, il est 

évident que SF = FS et par suite, a~es(S+F) = a~es(S) par hypothèse. D'autre part, 
comme aed (S) = aed (Si) et aed (S + F) = aed (Si + Fi) et Fi - Ài est un opérateur es es es es 
nilpotent, on obtient que a~es(Si) = a~es(S; + F;) = a~es(Si + Ài). Choisissons un 

nombre complexe a E a~es(S) * 0, alors nAi +a E a~es(S) pour tout nE N, ce qui 
implique que À; = 0; contradiction. • 

Remarque 3.3.3. L'exemple ci-dessous nous montre que le résultat précédent ne peut 
pas être généralisé aux perturbations par des compacts. 

Exemple. Considérons l'opérateur T = 0 défini sur l'espace de Hilbert muni 

de la base orthonormale {ei,j}W=l; il est claire que de(T) est finie. Cependant, si on 
considère l'opérateur compact K défini par 

1 
Ke; 1· = -:-:ei 1·+ 1, 

' l] ' 

on obtient que pour tout n EN et i;;:: 1, ei,n+l E R(K») \ R(K»+1), ce qui implique 

que de(K) est infinie. 
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M. Mbekhta et V. Müller ont montré dans [39] que si T E LXX), alors aâe/T + 
F) = aâes(T) pour tout opérateur F de rang fini défini sur X. Par conséquent, on 

obtient: 

a~cs(T) ç ~-~ Œdes(T + F) 
FET'"(X) 

Pour un sous ensemble K de C, on dénote par isaK l'ensemble de tous ses 

P"'l .... ~-s '"o1e' ~ ,.,.J- ~ar ac" v - V\ t'soK l'e .... s~~ble .-:le ~-ousse"' ~ ...... l."'ts d' "'C .... "mula~-l·On" v 1u .. ~o J.. .;:') c:t. t' f,....i."\. - 1.'\. \ J.L "ÇTlL u \. o yv .11 n '-""' .11 t. ~ CJ. 

Dans le résultat suivant on démontre que l'inclusion précédente devient une 

égalité si on complète l'ensemble aâes(T) par tous les points d'accumulation de 

l'ensemble CJ;/T) formé par les nombres complexe i\. pour les quels T-A n'est 

pas un opérateur semi-Fredholm d'indice positif. 

Théorème 3.3.4. Soit T E .!(X), alors 

aâes(T) U acca;/T) = n ades(T + F) 
FEF(X) 

Preuve. Si 0 rf_ nFEF(X) ades(T + F), alors il existe F E F(X) tel que d(T + F) est 

finie et par conséquent, 0 E P~es(T). D'autre part, comme d(T + F) est finie, alors 
d'après le corollaire 3.1.3, il existe un réel 6 > 0 tel que pour tout 0 < lAI < 6, 

(T +F-A) est surjéctif. Ce qui implique que 0 E isoa;t<T)npâes(T). Réciproquement, 

soit 0 fi. aâes(T) U acca;/T), alors il existe 6 > 0 tel que pour tout 0 < lAI < 6, 
ind(T - 1\) ;;::: 0 et par conséquent il existe un opérateur de rang fini F tel que 

T + F- A est surjectif pour tout 0 < lAI < 6. De plus, comme de(T) est finie, alors 

il en est de même pour de(T + F) et par conséquent, le théorème3.1.1, implique 

que d(T + F) est finie; ce qui termine la preuve. • 

3.4 Propriété de l'extension unique, partie quasi-nilpotente . 

et coeur analytique 

Dans cette partie, on généralise des résultats démontrés dans la dernière 

partie du chapitre 2 aux opérateurs de descentes essentielles finies. 
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Proposition 3.4.1. Soit T un opérateur borné défini sur X de descente essentlelle finie, 
alors pour p := p(T) on a : 
(i) Ho(T) = N 00(T) 

(ii) Co(T) = R00 (T) 

(iii) H0(T) est fermé si et seulement si Ho(T) = N(TP) -- ---
(iv) Ho(T) = T(Ho(T)) + N(TP) 

Pour démontrer ce résultat, on utilise souvent le lemme suivant : 

Lemme 3.4.2. [19, Lemma 2.2] Soient T un opérateur borné à image fermée de X sur Y 
etE ç;;; X et F ç;;; Y deux sous espaces vectoriels tel que N(T) ç;;; E et F ç;;; R(T), alors 
--

(i) T(E) = T(E) 
--

(ii) r-1(F) = r-1(F) 

Soit F ç R(TP) un sous espace vectoriel. Dans toute la suite, on dénote par 

clp(F) l'adhérence de F dans l'espace topologique R(TP). 

Preuve de la Proposition 3.4.1 Pour démontrer les quatres propriétés , re

marquons d'abord que comme la restriction T de T au sous espace vectoriel 

R(TP) est semi-régulier, alors d'après le théorème 1.1.9, clp(H0(T)) = clp(N00(T)) 

et Co(T) = R00(Î') et montrons que: 

Ho(Î') = R(TP) n Ho(T) = TP(Ho(T)) (3.3) 

et 

1P(Ho(Î')) = Ho(T) (3.4) 

Il est clair queH0(Î') ç;;; R(TP)nH0(T). Pourl'autre inclusion, soit y E R(TP)nH0(T), 

il existe x E H0(T) tel que y = TPx. De plus, comme on a 

il résulte que y E Ho(Î'). 

Pour démontrer la dernière égalité, il suffit de voir que y-p (H0(Î')) = y-p (TP(H0(T)) = 
Ho(T) + N(TP) = Ho(T). 

(i) Il est clair que N 00(Î') = R(TP) n N 00(T) et par consequent, 

1P(N00(Î')) = N 00(T) (3.5) 
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D'autre part, si on applique le lemme 3.4.2(ii) à l'opérateur TP, on obtient d'après 

les formules (3.4) et (3.5) que: 

(ii) CommeT est semi-régulier et Rcv(f) = Rco(l ), il vient que Î'(Rcv(Î')) = Rco(Î) = 

R00(T) ~ T(R00 (T)). Par conséquent Co(T) = R00(T). 

(. · ·\ s· 1· 1 1 'l 4 2 (") , I' - t 'T'1J 1-.4-" t d' , 1 m1 1 on app 1que e e1nme '-'· . 1 a opera eur .1;, on OvLien apres es 

formules (3.3) que : TP(Ho(T) = clp(Ho(T)). Par conséquent, si Ho(T) est fermé, 

Ho(Î') = TP(Ho(T)) = TP(Ho(T) = clp(Ho('Î)). 

Donc H0(T) est fermé. Mais commet est semi-régulier, alors d'après théorème 

1.1.9 et la formule 3.3, H0(Î') = R(TP)nH0(T) = {0}. Par conséquent H0(T) = N(TP), 

car si y E H 0(T), TPy E H 0(T) n R(TP) = O. 

(iv) Commet est semi-régulier, il vient d'après le théorème 1.1.9 que 

clp(Ho(Î')) = T(clp(H0(Î'))) = T('J'P(Ho(T)) = 'J'P(T(Ho(T)). 

Donc d'après la formule (3.6), H 0(T) = 1P(clp(H0(Î'))) = T(Ho(T)) + N(TP). Ce qui 

termine la preuve. • 
Corollaire 3.4.3. Soit T E .!(X) de descente essentielle finie, alors Test quasi-nilpotent 
si et seulement si Test nilpotent de degré p, où p := p(T). 

Preuve. Supposons queT est quasi-nilpotent, alors IIPII~ -? 0 quand n -? oo. 

Donc pour tout xE X, limn-+oo Il Px Il~= 0 et par conséquent H 0 (T) =X est fermé. 

Alors, d'après la proposition 3.4.1(iii), H0(T) =X= N(TP). • 

Proposition 3.4.4. Soit T E .!(X) de descente essentielle finie, alors il existe 6 > 0 tel 
que pour tout 0 < lAI < 6 et p := p(T), on a : 
(i) Ho(T- A) + N(TP) = Ho(T) 

(ii) Co(T- A) = Co(T) + N(TP) 

Preuve. Soit t la restriction de Tau sous espace vectoriel R(TP). Commet est 

semi-régulier, alors d'après la proposition3.1.1, il existe 6 > 0 tel que pour tout 

0 < lAI < 6, t- A et T- ;\ sont semi-réguliers 
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(i) Comme Noo(f'- i\) = R(TP) n N 00(T- À), alors d'après la propositionl.1.10, on 
1 •• 1 oonenraue . 

De plus, comme y-P(R(TP) n Noo(T -- rt)) = N 00(T- it) + N(TP) et si on applique le 

lemme 3.4.2 (ii) à l'opérateur TP il vient que : 

H0(T) = 1P(clp(Ho(Î')) = y-P(clp(R(TP) n N 00(T- i\.)) 

= N 00(T- i\.) + N(TP) = Ho(T- A)+ N(TP). 

(ii) On aT est semi-régulier. Alors d'après les propositions 1.1.10 et 3.4.1 (ii), il 

vient que: 

Co(T) = R00 (T) = R00 ('Î) = Co(Î') 

= Co(T- A)= R00(Î'- A) 

= R(TP) n R""(T- i\). 

Par conséquent, TP(Co(T)) = Co(T) = R(TP) n R00(T- A). Ce qui implique que : 

Co(T) + N(TP) = y-P(TP(Co(T)) = 1P(R(TP) n Co(T- A)) 

= y-P(R(TP) n R00(T- i\.)) = R00(T- i\) + N(TP) 

= R""(T- A)= Co(T- A). 

3.5 Descente essentielle et image fermé 

• 

Soit T E L(X), un résultat célèbre de T. Kato montre que si codim R(T) est 

finie, alors l'image de Test fermé. Ce résultat est généralisé par Goldberg comme 

suit : si M est un sous-espace fermé de X tel que R(T) EB M est fermé, alors R(T) 

est fermé. Mais l'exemple suivant nous montre que si on remplace la condition 

du théorème de T. Kato par la descente essentielle de Test finie, alors l'image de 

T n'est pas en général fermée. 

Exemple : soit H l' espace de Hilbert muni de la base orthonormale (en)nEJN et 

l'opérateur T défini par Te2n = ~ezn-l et Te2n-l = 0, alors R(T) n'est pas fermé et 

d(T) = 2. 
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Dans la suite de cette partie on va donner quelques conditions suffisantes 

pour que l'image d'un opérateur d'ascente essentielle fipJe soit fermée. 

Théorème 3.5.1. Soit T E L(X), si d := de(T) et dim N(T) sont finies, alors R(T'"') est 
fermé pour tout entier m 2: 1. 

Preuve. Pour tout entier naturel m 2: 1, on a 

De plus, d'après M. A. Kaashoek[25L on a 

dim(N(r) + R(ym))/R(J'"l) = dimN(T)/R(r+m) n N(T) (3.8) 

En combinant (3.7) et (3.8), on obtient que 

codim R(ym) = dimN(T)/R(r+m) n N(T) + codim (N(r) + R(ym)) 

et comme de(T) est finie, alors la formule (1.4) implique que codim R(JW) est finie 

pour tout m 2: 1. Ce qui termine la preuve. • 
Théorème 3.5.2. Soit T E L(X) tel que d := de(T) est finie. Si N(P) n R(Tk) possède 
un sous-espace vectoriel complémentaire dans N(P) pour un certain kEN, alors R(Tk) 

est fermé. 

Preuve. Par définition de sous-espace complémentaire fermé, il existe un sous

espace fermé M ç N(P) tel que N(Td) = M $ N(P) n R(Tk). Puisque N(P) est 

fermé dans X, alors il en est de même pour M. D'autre part, comme d := de(T) 
est finie, alors codim (R(Tk) + N(yd)) < oo. Donc il existe un sous-espace fermé 

de dimension fini M1 tel que X= [R(T") + N(P)] EBM1 = R(Tk) EBM EBM1. D'où 

d'après le théorème de Goldberg, R(Tk) est fermé. • 

Corollaire 3.5.3. Soit T E L(X) tel que de(T) = 1, alors 
(i) Si dim N(T) n R(T) est finie, alors R(T) est fermé. 
(ii)Si X est un espace de Hilbert, alors N(T) n R(T) est fermé si et seulement si R(T) est 
fermé. 

Théorème 3.5.4. Soit TE L(X) et Ao E C tel que de(T- ;\0) = 1. S'il existe une suite 
{An}n;::l de nombres complexes qui converge vers Ào tel que dimN(T- Ài) est finie pour 
tout i 2: 1, alors R(T - A0) est fermé. 
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Preuve. Soit i\0 = 0 et supposons qu'il existe une suite {i\n ln~l de nombres com
plexes qui converge vers Ào tel que dimN(T- Ài) est finie pour tout i;;:: 1, alors 

d'après le théorème 3.1.1, dimN(T) tî R(T) est finie, d'où d'après le corollaire 

précédent, R(T) est fermé. !!!!! 
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Relèvement des pôles dans l'algèbre 
de Calkin 

Dans ce chapitre on étudie le problème de relèvement des pôles dans l'algèbre 

de Calkin d'un espace de Hilbert séparable. De plus, une caractérisation des pôles 

dans l'algèbre de Calkin en termes d'ascente essentielle et de descente essentielle 

est fournie. 

4.1 Relèvement des points isolés du spectre dans l'al

gèbre de Calkin 

Dans cette section on étudie le problème de relèvement des points isolés du 

spectre dans l'algèbre de Calkin d'un espace de Hilbert séparable:« Soit TE L(H) 

tel que zéro est un point isolé de son spectre essentielle, existe-il un opérateur 

compact K tel que zéro est un point isolé du spectre de T + K ».On montre par un 

exemple qu'un tel relèvement n'est pas possible en général. Ensuite, on donne 

les obstructions à relever cette classe d'éléments de l'algèbre de Calkin. 

Exemple 4.1.1. Considérons l'opérateur shift à droite T défini sur t 2(N) par T(x1, x2, .•. ) = 

(0, x1, •.. ).Il est claire queT- À est un opérateur de Fredholm d'indice strictement négatif 
pour tout complexe lAI < 1. Cependant, s'il existe un opérateur compact K tel que zéro 
est un point isolé du spectre de T + K, alors ind(T + K- p) = ind(T- p) = 0 pour tout 
11 dans un voisinage de zéro; contradiction. 
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Comme on a montré dans l'exemple 4.1.1, le relèvement des points isolés du 

spectre dans l'algèbre de Calkin d'un opérateur TE L(H) n'est pas possible en 

général. Cependant, si un tel relèvement peut exister, alors l'indice de T-A doit 

être nul au voisinage de ce point. Donc l'indice non nul au voisinage constitue 

une obstruction à relever les points isolés du spectre essentielle. 

Dans toute la la suite on considère le cas où X = H est un espace de Hilbert 

séparable et on dénote par Go la composante connexe des éléments inversibles 

de l'algèbre àe Calkin C(H) contenant l'identité. D'après R. G. Douglas [15], on 

a n(T) E G0 si et seulement si ind(T) = O. Et dans ce cas, il existe un opérateur 

compact K tel queT +K est inversible. 

Dans[48], J. G. Stampfli a démontré le résultat suivant: 

Théorème 4.1.2. Soit T un opérateur borné sur H, alors il existe un opérateur compact 
K tel que 

a(T + K) = {A E C: T-i\ n'est pas de Fredholm d'indice zéro}. 

Théorème 4.1.3. Soit T E L(H) tel que zéro est un point isolé de son spectre essentiel, 
alors les assertions suivantes sont équivalentes : 
(i) il existe un opérateur compact K tel que zéro est un point isolé du spectre de T + K. 

(ii) il existe 6 > 0 tel que n(T) - i\ E Go pour tout 0 <1 i\ 1< 6. 

(iii) il existe 6 > 0 tel que T- A est de Fredholm d'indice zéro pour tout 0 <1 A 1< 6. 

Preuve. L'implication (i)~ (iii) est claire. 

(iii) ~ (i) Supposons qu'il existe 6 > 0 tel que T-i\ est de Fredholm d'indice 

zéro pour tout 0 <1 A 1< 6, alors d'après le théorème 4.1.2, il existe K E K(H) tel 

que zéro est un point isolé du spectre de T + K 

4.2 Relèvement des pôles dans l'algèbre de Calkin 

On commence cette section par montrer par un exemple que le relèvement 

des pôles dans l'algèbre de Calkin d'un espace de Hilbert séparable n'est pas 

possible en général. 
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Exemple 4.2.1. Soit S l'opérateur shift à gauche défini sur l'espace de Hilbert é2(N) par 
Se1+1 = e1 et Se1 = 0, où {ei : i ;::: 1} est une base orthonormale de t 2(N). Considérons 
l'opérateur T = 0 œ S défini sur l'espace de Hilbert H = t 2(N) œ t 2(N). Il est évident 
queT- J~ est de Fredholm et ind(T- A) = 1 pour tout nombre complexe 0 < !A! < 1. 

De plus, comme la descente de T est finie, alors il en est de même pour la descente 
de n(T). Par conséquent zéro est un pôle de la résolvante de n(n. Cependant, s'il 
existe un opérateur compact K tel que zéro est un pôle de la résolvante de T + K, alors 
ind(T + K- ,\) = ind(T- À) = 0 pour tout 0 < !Al < 1; Contradiction. 

Lemme 4.2.2. [42, Theorem 2.3] Soient A et B deux opérateurs bornés sur H tel que 
leur produit AB E X(H), alors il existe une projection P E L(H) tels que AP et (I- P)B 

sont deux opérateurs compacts. 

Proposition 4.2.3. Soit T E L(H) et k E N tel que n(T)k = 0, alors il existe un 
opérateur compact K tel que (T + K)k = O. 

Preuve. Pour démontrer ce résultat on va procéder par induction sur k. Suppo

sons que n(n = 0, alors Test un opérateur compact. En suite, supposons que Tk 
est un opérateur compact pour un certain k ~ 2 et que le résultat est vrai pour 

k- 1, alors d'après le lemme 4.2.2, il existe une projection p tels que rk-1 pet 

(1 - P)T sont deux opérateurs compacts. Par conséquent 

T _ ( A X l R(P) 
Kz1 Kzz N(P) 

où K21 et K22 sont deux opérateurs compacts et A= T\R(P)· 

Observons que 

(T-(TO 0 )Jk-lP=rAk-1 *)PE'K(H) 
, Kz1 Kzz , 0 0 

DoncAk-l E X(R(P)) et par conséquent d'après l'hypothèse d'induction, il existe 

un opérateur compact Ku E L(R(P)) tel que (A- K11 )k-l = O. 

Considérons l'opérateur compact 
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Alors 

(T-K)' = ( A-
0
Kn ~ f'( A-

0
Kn ~) 

( 0 * Î ( A - Ku X -~ 
= l 0 0 Jl 0 0 J 
= 0 

Théorème 4.2.4. Soit T un opérateur borné sur H, alors zéro est un pôle de la résolvante 
de n(1) si et seulement si il existe un opérateur compact K tel que T + K = A œ B, A 
nilpotent et B de Fredholm. 

Preuve. Supposons que zéro est un pôle de la résolvante de T = n(T) d'ordre 
d, alors il existe un idempotent E tel que ET = TE, a(ETE, EC(H)E) = {O} et 

a((l- E)T(l- E), (1- E)C(H)(l- E)) = a(Î') \ {0}. Soit À un nombre complexe non 

nul, alors ETE- ÀE est inversible dans EC(H)E. De plus, d'après la proposition 
4.2.3, on peut relever E à un idempotentE défini sur H. Donc il existeS E L(H) tel 

que [E(T- À)E][ESE]- E et [ESE][E(T- À)E]- E sont compacts et par conséquent 

ETEIR(E)- À est de Fredholm. Donc ae(ETEIR(E)) = {0}. De la même manière on 

obtient que (I- E)T(I - E)IN(E) est de Fredholm. D' autre part, comme la descente 
de Test finie, alors il existe U E L(H) tel que fei= f'd+1û, où [I = n(U). D'où 

Par conséquent (ETE)d- (ETE)d+1(EUE) est compact et il en est de même pour 

sa restriction sur le sous-espace invariant R(E) , ce qui implique que la descente 

de nR(E)(ETEIR(E)) est finie, où nR(E) : L(R(E)) --+ C(R(E)) dénote la surjection 

canonique. De plus, comme TrR(E)(ETEIR(E)) est quasi-nilpotent dans l'algèbre de 

Calkin C(R(E)), donc d'après le théorème 3.1.8, TrR(E)(ETEIR(E)) est nilpotent. Ainsi 
la proposition 4.2.3 assure l'existence d'un opérateur compact K1 définie sur R(E) 

tel que ETEIR(E) + K1 est nilpotent. Posons K = EK1E- ET(I- E)- (I- E)TE, alors il 
est simple à vérifier que K est un opérateur compact. Finalement, T + K =A œ B, 

A = (ETE)R(E) + K1 est un opérateur nilpotent et B = (1 - E)T(I - E)IN(E) est de 
Fredholm. 

Réciproquement, supposons qu'il existe un opérateur compact K tel que T + K = 
A œ B, où An= 0 pour un certain entier positif net B de Fredholm. Notons par P 

la projection tel que P(T + K)P =A et (I- P)(T + K)(I- P) = B, alors il existe un 
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opérateur S E L(H) tel que (1- P) - B(I- P)S(I - P) est compact. Par conséquent, 
yn- yn+1(1- P)S(l- P) est compact, ainsi la descente de rr(n est finie. De plus, 

comme zéro est un point isolé de a(n(n), alors zéro est un pôle de la résolvante 

de rr(n d'ordre d ::;; n. 

Remarque 4.2.5. Comme l'exemple 4.2.1le montre, le relèvement àes pôles dans l'al
Q'èl-.re rie rnlk11'1 n'est nac 1'11lcs1blo en Q'ém5Yn1 En r.ufy,o SU1J1Jil"On" a•'e zoro ect 11n vôlo 
0

_LI _ &.11- '-'1./1.1.~1-1&. 1- t-' ùt'LhJ f, &.'-" ,_
0 

11-LdKJ,.• V &- '-'J / l VV 1 V, ..... """ V ...... , l "'-' 

de la résolvante de rr(n et qu'il existe un opérateur compact K tel que zéro est un pôle 
de la résolvante de T + K, alors l'indice de T-i\. est nul dans un voisinage de zéro. Donc 
l'indice non nul au voisinage du pôle constitue une obstruction pour le relèvement. 

· Corollaire 4.2.6. Soit T E L(H) tel que zéro est un pôle de la résolvante de n(n, alors 
les assertions suivantes sont équivalentes. 
(i) il existe un opérateur compact K tel que zéro est un pôle de la résolvante de T +K. 

(ii)il existe 6 > 0 tel que n(D- i\. E Go pour tout 0 <1 i\. 1< 6. 

(iii) il existe 6 > 0 tel queT- i\. est de Fredholm d'indice zéro pour tout 0 <1 i\. 1< 6. 

Preuve. (i)=> (ii). Comme zéro est un pôle de la résolvante de T + K, alors il existe 

6 > 0 tel que pour tout 0 <1 i\. 1< 6, T +K-i\. est inversible et par conséquent 

ind(T- i\.) = ind(T +K-it) = O. 

(ii) ==> (i) Comme zéro est un pôle de la résolvante de n(D, alors le théorème 4.2.4 

assure l'existence d'un opérateur compaetK1 défini sur Htel que T+K1 = A$B,A 

nilpotent et B de Fredholm. De plus, comme ind(T- i\.) = 0 pour tout 0 <1 i\. 1< 6, 
alors d'après la continuité de l'indice on obtient que ind(B) = 0 et par conséquent 

l'existence d' un opérateur compact K2 tel que B + K2 est inversible. Enfin, il suffit 

de prendre K = K1 + (0 EB Kz). 

• 

4.3 Pôles dans l'algèbre de Calkin, ascente essen

tielle et descente essentielle 

En se basant sur les multiples définitions et résultats démontrés dans les 

premiers chapitres, une caractérisation des pôles de la résolvante dans l'algèbre 
de Calkin en termes d'ascente essentielle et de descente essentielle est fournie 

dans cette section. 
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Dans [20], S. Grabiner et J. Zemanek ont établit le théorème suivant·: 

Théorème 4.3.1. Soit T E L(H) d' ascente essentielle et de descente essentielle finies, 
alors on a 
(i) Pour tout nE N, àimN(T'H1)/N(P) est finie si et seulement si dimR(T")/R(r+1) 

est finie. 
Iii'; Si dim Rf'T'11\ IR('f'll+l '; oc:tji·r1io r1ln1'<:: R(Ttt\ PSI- fernu5 
,......... • .L.L.A.L "\1 Il..... ..... """"' .............. , ....... V", ............. 1""' ... j ....... 

Théorème 4.3.2. Soit T un opérateur borné sur H, alors zéro est un pôle de la résolvante 
de n(D si et seulement si il existe un opérateur compact K tel que ae(T + K) et de(T + K) 

sont finies. 

Preuve. Le sens directe est une conséquence immédiate du théorème 4.2.4. 

Réciproquement, supposons qu'il existe un opérateur compact K tel que ae(T + K) 

et de(T + K) sont finies, alors d'après un résultat du à V. Müller, [40], il existe 

deux sous-espaces fermés M et N invariants par T + K tels que H = M ffi N et 

T + K = T1 $ T2, où T1 nilpotent et T2 de Fredholm. Ce qui termine la preuve. • 

Remarque 4.3.3. Dans le résultat précèdent, l'opérateur compact K ne peut pas être 
identiquement nul. En effet, considérons l'opérateur compact K défini sur t 2(N) par 
Ken = ~en, alors il est évident que zéro est un pôle de la résolvante de n(K) = O. Mais si 
on suppose que K est d'ascente essentielle et de descente essentielle finies, alors d'après 
le théorème 4.3.1, R(Kd) est fermé, où d := ae(K) = de(K); contradiction. 

Avant de commencer cette partie on rappelle quelques résultats et notions 
introduites par B. N. Sadovskii dans [44] et [40]. On dénote par l00(H) l'espace 

de Banach de toutes les suites bornées d'éléments de H muni de la norme sup et 

par m(H) le sous espace fermé de loo(H) de toutes les suites (xn)neJN d'éléments de 

H tel que {Xn : n E N} est précompact. 

Soit P(H) = l00 (H) /m(H). À partir d'un opérateur T E B(H) on défini un opérateur 

T"' : l00(H) --+ zoo(H) par roo((xn)neN) = (T(xn))neN· 

Comme T00(m(H)) ç m(H), alors on peut définir un opérateur P(T) défini sur 

P(1f) tel que 

P(T) = 0 <:::} T compact (4.1) 
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Et 

Si R(T) est fermé, alors N(P(T)) = l""(N(T)) + m(H) (4.2) 

Lemme 4.3.4. Soient ~l\.,1 et N deux sous-espaces jermés de H tel que .,.;\1 c f-..J, alors 

(i) Si dim N /lvi < oo, alors l""(lvl) + m(.f-J) = l""(N) + m(H) 

(ii) Si dimN/M = oo, alors dim(l""(lvf) + m(H))/00°(N) + m(H)) = oo 

Théorème 4.3.5. Soit T E L(H) tel que zéro est un pôle de la résolvante de rr(T) d'ordre 
d et R(P) et R(P+1) sont fermés, alors d = ae(T) = àe(T). 

Preuve. Soit Q la projection orthogonale sur N(P+1), alors rr(P+1)rr(Q) = 0 et 

comme d = a(rr(T)), il vient que rr(P)rr(Q) = O. D'autre part, comme R(P) est 

fermé, alors il en est de même pour R(PQ) = R(P) n N(T) et par conséquent 

R(P)nN(T) est de dimension finie. De plus, comme N(P+1 )/N(P) est isomorphe 

à R(Td) n N(T), alors ae(T) ~ d. D'autre part, par passage à l'adjoint, il résulte 

que dimR(T*d) n N(T*) est finie et donc codim (N(P) + R(T)) est finie. Enfin, 

d'après la formule(1.4), on conclut que de(T) est finie. Supposons maintenant que 

ae(T) = de(T) < d, alors dimN(P)/N(P-1) est finie. D'où d'après le lemme4.3.4, 

l 00(N(Td))+m(H) = f""(N(P-1 ))+m(H), et comme R(Td) est fermé, alors N(P(P)) ç: 

N(P(P-1)). Donc N(P(P)) = N(P(P-1)). Finalement, si S est un opérateur tel 

que PS est compact alors il en est de même pour rt-1s, ce qui implique que 

a(rr(T)) < d; contradiction. • 

Notons que le sens inverse du théorème 4.3.5 n'est pas vrai en général. En 

effet; si on considère l'opérateur compact K défini sur f 2(N) par Ke2p = ~e2p_1 et 

Kezp-1 = 0, alors ae(K) = de(K) = 2 et zéro est un pôle de la résolvante de rr(K) 

d'ordre 1. Cependant, si on suppose que R(P-1) est fermé on obtient le résultat 

suivant: 

Proposition 4.3.6. Soit T un opérateur borné sur H, si d := ae(T) = de(T) est finie et 
R(rt-1) est fermé, alors zéro est un pôle de la résolvante de rr(T) d'ordre d. 

Preuve. Comme le théorème 4.3.2 assure que zéro est un pôle de la résol

vante de rr(T), alors il suffit d'établir que d = a(rr(T)). D'abord, supposons que 

n := a(rr(T)) < d et soit Q la projection orthogonale sur N(P), alors r-1Q 

est compact et donc P(P-1Q) = P(Td-1)P(Q) = O. On a l 00(N(P)) + m(H) = 

foo(N(P-1)) + m(H). En effet; soit {xn}neN E f""(N(P)), alors P(P-1)({xn}neiN + 
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m(H)) = P(Tt-1 )P(Q)({xn}nEN + m(H)) = O. Par conséquent {xn}nEN + m(H) E 

N(P(Td-1)) = t""(N(Td-1)) + m(H) puisque R(Td-1) est fermé. En utilisant main

tenant le lemme4.3.4, on obtient que dim N(P) /N(P-1) est finie; contradiction. 

Donc n ~ d. Finalement, d'après le théorème4.3.1, R(P) et R(P+1) sont fermés et 

par conséquent n = d d'après ie théorème 4.3.5. • 
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