50336
100}

Numéro d’ordre: 39 44
THESE
présentée a
L "UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLEI

UF.R DE MATHEMATIQUES
pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L’UNIVERSITE
discipline : Mathématiques Pures
Par
Olfa BEL HADJ FREDJ

Ascente essentielle, descente essentielle et probleme de
perturbations

Soutenance prévue le 26 janvier 2007 devant la commission d’examen:

Directeur : Pr. Mostafa MBEKHTA Université de Lillel
Rapporteurs: Pr. Manuel GONZALEZ Université de cantabria, Espagne

Pr. Marek PTAK Université d’agriculture,

Al. Mickiewicza, pologne

Pr. Gilles CASSIER Université de Lyon1,France
Examinateurs : Pr. Florian-Horia VASILESCU Université Lillel, France

Pr. Catalin BADEA Université de Lillel, France

Pr. Hervé QUEFFELEC Université de Lillel, france

Pr. Pascal Lefevre Université d’ Artois, france






REMERCIEMENTS

1 1TT

Ce travail a été réalisé au sein du Groupe d’Analyse Fonctionnelle de 1'Uni-
versité des Sciences et Technologies de Lille 1.

En premier lieu je tiens a exprimer ma profonde gratitude & Monsieur Mostafa
Mbekhta, Professeur & I'Université de Lille I, qui m’a dirigé durant ces trois
années de these avec la plus grande compétence et la plus grande disponibilité.
Son soutien et sa gentillesse m’ont énormément apporté pendant 1’élaboration de
cette these. Sa passion des mathématiques ainsi que les conseils et la clarté des
explications qu’il me prodiguait chaque fois que je m’adresse a lui m’ont beaucoup
apporté. '

Je tiens donc a remercier chaleureusement Monsieur M. Mbekhta sans qui ce
travail n’aurait jamais pu voir le jour.

Je remercie trés sincerement Monsieur Florian-Horia Vasilescu, Professeur &
Puniversité de Lille I, qui me fait I’honneur de présider le jury de cette thése.

Je remercie également les professeurs Manuel Gonzalez, Marek Ptak et Gilles
Cassier d’avoir accepté d’étre les rapporteurs de ce travail et de m’avoir apporté
des remarques judicieuses.

Mes remerciements vont également a Monsieurs Catalin Badea et Hervé Quef-
félec, Professeurs & I’Université de Lille I, et Monsieur Pascal lefevre, Professeurs
a I’Université d’artois, qui ont accepté d’examiner mon travail et me fair ’honneur
de participer au jury de cette these.

J’exprime mes remerciements & mes amis pour leur soutien moral trés pré-
cieux.

Je remercie Mourade Oudghiri pour son aide et I'amitié qu’il m’a témoigné
au cours de ces trois années de these.

Je tiens a exprimer tout particuliérement mes sincéres remerciements a4 mon
mari Dimassi Bassem pour son soutien moral tres précieux et inestimable.

Je dédie cette thése & mes parents,qui ont su m’amener a ce niveau d’étude,
mes freres, Maysoun, ma soeur, Jamel, et mon oncle rached pour qui j’éprouve un
grand amour et un profond respect que je tiens a leur exprimer ici, de la maniere
la plus humble.






Ascente essentielle, descente essentielle et
probléme de perturbations

BEL HADJ FREDJ. Olfa



ii




Introduction

Dans cette thése on s’intéresse au probleme de relevement des éléments de
l’algebre de Calkin, dans le cas d’un espace de Hilbert. Plus précisément, si on
note L(H), C(H) := .L(H)/K(H) respectivement 1’algébre des opérateurs bornés
sur H, I’algébre de Calkin et si on note 7 : L(H) — C(H) la surjection canonique,
alors le probleme de relévement consiste a étudier la question suivante :soit 71(T)
un élément de C(H) vérifiant certaine propriété "P” (par exemple : idempotent, quasinil-
potent, algébrique, normal...), existe-t-il un opérateur T' élément de L(H) appartenant
d la méme classe que T (i.e. (T) = n(T")) et vérifiant cette méme propriété "P"’ ?

Historiquement, J.W. Calkin est le premier mathématicien qui s’est intéressé
a ce probléme. Il a démontré, en 1941 (voir [12]), le résultat suivant : Si t(E) est
un projecteur dans C(H) (i.e. n(E) = n(E)* = n(E)"), alors il existe E’ projecteur dans
L(H) tel que E — E’ soit un opérateur compact.

Ainsi, J.W. Calkin, a résolu le probleme du relevement des projecteurs. Plus
tard ce résultat a été généralisé aux familles analytiques d’idempotents (voir
[4, 29]).

En 1966, T.T. West, a résolu le probleme du relévement des quasinilpotents,
en démontrant que (voir [51]) : Si n(T) un élément quasinilpotent dans C(H) (i.e.
le spectre de Ti(T) est réduit a zéro) alors il existe T' quasinilpotent dans L(H) tel que
T" — T soit un opérateur compact.

En 1971, C.L. Olsen (voir[42]), a démontré que : Si (T) un élément algébrique
dans C(H) (i.e. n(T) est annulé par un polyndme non nul) alors il existe T algébrique
dans L(H) tel que T' — T soit un opérateur compact.

En 1973, L.G. Brown, R.G. Douglas, P.A. Fillmore (voir [10]), ont résolu le
fameux probléme du relévement des opérateurs normaux, en utilisant des outils
de la topologie algébrique. Dans ce résultat I'indice apparait comme une “obs-
truction”, plus précisément, ils ont démontré que : Si n(T) un élément normal dans
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C(H) alors il existe T' normal dans L(H) tel que T' — T soit un opérateur compact si et
seulement si l'indice de T — A est nul pour tout A dans le domaine de Fredholm de T.

Depuis, 1’algebre de Calkin a fait 1’objet d’'une grande étude par plusieurs
auteurs. Dans [14] on trouve une trés bonne introduction sur ce sujet. Par ailleurs,
il faut noter que I'algebre de Calkin est le plus célebre exemple d"une C*-algébre
qui n’est pas une algebre de Van Neumann.

Ce travail comporte deux grandes parties.

La premieére partie concerne la résolution du probléme de relevement des
poles de la résolvante dans 1'algebre de Calkin: Plus précisément, nous répon-
dons a la question suivante : soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert
séparable tel que zéro soit un pole d’ordre d de la résolvante de n(T), existe t-il un
opérateur compact K tel que zéro soit un pdle d’ordre d de la résolvante de T + K ?

La deuxiéme partie consiste a étudier 1’ascente essentielle et la descente es-
sentielle d'un opérateur. Ces deux notions jouent un role trés important dans
les caractérisations des poles de la résolvante dans 1’algébre de Calkin. D’autre
part, elles permettent aussi de définir des spectres associés vérifiant certaines
propriétés du spectre classique.

La these est organisée de la fagon suivante :

Dansle premier chapitre on introduit des définitions et des résultats qu’on uti-
lisera dans la suite. On rappelle des résultats sur les opérateurs semi-Fredholm et
semi-réguliers. On rappelle aussi quelques résultats fondamentaux sur 1’ascente
essentielle et la descente essentielle d'un opérateur qui jouent un réle essentiel

dans ce travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de I’ascente et de I’ascente essen-
tielle d'un opérateur T défini sur un espace de Banach complexe et leurs spectres
associés. On commence dans la section 1 de ce chapitre par établir des résultats
sur la stabilité de 1’ascente essentielle sous des “petites” perturbations du type
Al Ces perturbations sont importantes pour 1’étude du spectre associé a l’ascente
essentielle :

Théoréme. Soit T € £L(X) un opérateur tel que a.(T) est finie et R(T%M*) est
fermé, alors il existe 6 > 0 tel que pour tout 0 < |A| < betp:=p(T),ona:
(i) T — A est semi-régulier,



(ii) dim N(T — A)" = n dim(N(T7**)/N(T7)) pour tout n € IN,
(iii) codim R(T = A)* = n dim(R(T?)/R(TP*)) pour tout n € N.

De ce théoréme, on en déduit que les spectres de l'ascente et de 1’ascente
essentielle sont compacts pour tout opérateur T € L(X). Ensuite, on obtient
plusieurs résultats classiques sur le comportement des éiéments de la frontiére

I 4
de ces deux spectres.

Dans la section 2 de ce chapitre, on définit grace aux opérateurs de multipli-
cations 1’ascente et 1’ascente essentielle d'un élément d’une aigébre de Banach
complexe et on établit le résultat suivant :

Théoréme. Soit A une algébre de Banach complexe avec unité, alors les assertions
suivante sont équivalentes :

(i) dim(A/Rad(A)) est finie et Rad(A) € N(A) ou N(A) désigne 'ensemble des
éléments nilpotents de A,

(ii) 0asc(x) = O pout tout x € A,

(iil) 0%, (x) = 0 pout tout x € A,

(iv) A est algébrique.

Dans [26], M. Kaashoek et D. Lay établissent que si F est un opérateur borné
sur un espace de Banach X, pour le quel il existe un entier positif n tel que F”* est
de rang fini, alors l'ascente de T + F est finie pour tout opérateur T commutant
avec F et ayant l’ascente finie. Il conjecturent également que I'opérateur F peut
étre caractérisé par cette propriété. Dans la section 3 de ce chapitre on donne une
réponse positive a cette question dans le cadre général de 'ascente essentielle :

Théoréme. Soit F un opérateur borné dans X, alors les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) 05 (T + F) = 05,(T) pour tout T € L(X) commutant avec F;

(ii) Oasc(T + F) = 025(T) pour tout T € L(X) commutant avec F;

(iii) il existe un entier positif n tel que F" est de rang fini.

Enfin, comme le coeur analytique et la partie quasi-nilpotente d'un opérateur
jouent un réle important dans la théorie de Fredholm (particuliérement dans la
décomposition de Kato) et dans la théorie spectrale locale, on généralise dans les
propositions 2.4.2 et 2.4.3 des résultats démontrés dans [38] et [34], portant sur
les opérateurs semi-réguliers. On donne aussi une caractérisation de la propriété
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d’extension unique pour un opérateur d’ascente essentielle finie. Notons que le
cas particulier des opérateurs d’ascentes finies a été traité par P. Aiena et M.
Tbioni dans un travail paru en 2002 (voir [2]).

L'objectif du troisiéme chapitre est de mener une étude similaire a celle éta-
blie dans le deuxiéme chapitre pour le spectre de la descente essentielle au lieu
du spectre de 1’ascente essentielle. On comumence par établir que le spectre de
la descente essentielle vérifie certaines propriétés du spectre classique. Plus pré-
cisément, on montre qu’il est compact et satisfait le théoréme de l'application
spectrale pour tout opérateur T € L(X). Ceperidant, le spectre de la descente
essentielle peut étre vide. Dans le théoréme suivant on caractérise les opérateurs
dont le spectre de la descente essentielle est vide :

Théoréme. Soit T € L(X), alors
PSeS(T) N aG(T) = Pdes(T) N aO'(T) = POI(T)

De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 0aes(T) = 0,
(i) 0%,(T) = 0,
(iii) 90(T) € pues(T),
(iv) B0(T) € PG (),
(v) T est algébrique.

En se basant sur ce dernier résultat, on montre que pour tout opérateur
F € L(X), si 65 (T +F) = 05 (T) pour tout T € L(X) tel que TF = FT, alors il
existe k € N tel que F* est de rang fini. De plus, dans [39], M. Mbekhta et V. Miiller
ont étudié aussi la stabilité du spectre de la descente essentielle sous différents
types de perturbations et ont montré que le spectre de la descente essentielle de
tout opérateur défini sur un espace de Banach reste invariant sous perturbations
par opérateurs de rang fini. Par conséquent, 0§ (T) € (\rerx) Odes(T + F) . Une
question naturelle peut étre posée : l'inclusion précédente est-elle une égalité ? Dans
le théoreéme ci-dessous on donne une réponse a cette question :

Théoréme. Soit T € L(X), alors

05e(T) Uacea}(T) = () Gueo(T +F).
FeF(X)
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Pour conclure ce chapitre, nous donnons des conditions suffisantes pour
qu’un opérateur de descente essentielle finie soit d'image fermée. On obtient en
particulier des résultats démontré par D. Barraza dans le cas des opérateurs de
descentes finies, [6].

oLy
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poles dans l'algébre da Calkin d’un espace de Hilbert séparable. On montre par
un exemple que l'existence d’un tel r"lé rement mn’est pas possible en général et

on établit le théoréme suivant :

Théoréme. Soit T un opérateur borné dans H, alors zéro est un pole de la ré-
solvante de 7(T) si et seulement si il existe un opérateur compact K tel que
T + K = A& B, A nilpotent et B de Fredholm.

Comme le théoréme ci-dessus le montre la condition zéro est un poéle de la
résolvante de n(T) n'implique pas en général que l'indice de T — A est nul au
voisinage de zéro. Cependant, si on suppose qu'il existe un opérateur compact K
tel que zéro soit un pole de la résolvante de T + K, il vient quel'indice de T — A est
nul au voisinage de zéro. Par conséquent, l'indice non nul au voisinage constitue
une obstruction a relever les pdles. En particulier, on démontre :

Corollaire. Soit T € L(H) tel que zéro soit un péle de la résolvante de n(T), alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un opérateur compact K tel que zéro est un pole de la résolvante de
T +K,

(ii) il existe 6 > 0 tel que (T) — A € G, pour tout 0 <| A |< §, olt G, dénote la
composante connexe des éléments inversibles de C(H) contenant I'identité.

(iii) il existe 6 > Otel que T— A est de Fredholm d’indice zéro pour tout 0 <| A [< 6.

Notre point de départ dans la deuxiéme partie de ce chapitre se base sur le
résultat de Caradus suivant : Zéro est un pdle de larésolvante de T si et seulement
si ’ascente et la descente de T sont finies. Dans le cas d’une algebre de Calkin,
on établit :

Théoréme. Soit T un opérateur borné dans H, alors zéro est un pdle de la résol-
vante de 7(T) si et seulement si il existe un opérateur compact K tel que a.(T + K)
et do(T + K) sont finies.
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Chapitre
Préliminaires

Dans toute la suite, X désigne un espace de Banach complexe, £(X) I'algebre
des opérateurs bornés sur X, ¥(X) 'idéal des opérateurs de rang fini et K(X)
I'idéal des opérateurs compacts. Pour T € £(X), on notera T* l'adjoint de T,
N(T) le noyau de T, R(T) l'image de T, o(T) le spectre de T , 6.5(T) le spectre
approximatif de T et 04,(T) le spectre surjectif de T.

1.1 Opérateurs semi-Fredholm et semi-réguliers

1.1.1 Opérateurs semi-Fredholm

On appelle opérateur semi-Fredholm tout opérateur T € L(X) tel que R(T)
est fermé et dim N(T), ou codim R(T) est fini. Pour un tel opérateur, 'indice est
défini par

ind(T) = dimN(T) — codim R(T).

Si ind(T) est fini, alors on dit que T est un opérateur de Fredholm ; ce qui est
aussi équivalent a dire que I'image de T par la surjection canonique 7 de £(X)
sur l'algebre de Calkin C(X): = L(X)/K(X) est inversible [13]. Il est claire que si
T est un opérateur de Fredholm, alors pour tout opérateur compact K défini sur
X, T + K est aussi de Fredholm. Dans [13] et [40], on trouve la généralisation
suivante aux opérateurs semi-fredholms :

Théoréme 1.1.1. Soit T € L(X) un opérateur semi-fredholm, alors pour tout opérateur
compact K défini sur X, T + K est un opérateur semi-fredholm. De plus, ind(T + K) =
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ind(T).

Dans toute la suite on dénote par :
D (X) = {T € L(X), tel queR(T) est fermé et dimN(T) < oo},

et par
P_(X) = {T € L(X), tel que codimR(T) < oo}.

Théoréme 1.1.2. [40] soient T, S € L(X), alors :
)T ed,(X)et S e D (X),alors TS € O, (X) et ind(TS) = ind(T) + ind(S)
(i) TeD_(X) et S € O_(X), alors TS € ©_(X) et ind(TS) = ind(T) + ind(S)

Le spectre essentielle de T, g(T), est par definition :
0e(T) := o(n(T)) = {A : T — A n’est pas de Fredholm },
c’est un sous-ensemble compact non vide de C.

Un opérateur T € L(X) tel que 0.(T) = {0}, ou encore 71(T) est quasi-nilpotent
dans C(X), est dit opérateur de Riesz. Le spectre d"un tel opérateur est dénombrable
et zéro est son unique éventuel point d’accumulation.

Proposition 1.1.3. [13]. Soient R € L(X) un opérateur de Riesz et M un de ses sous-
espaces fermés invariants, alors Ty et Ty sont aussi des opérateurs de Riesz, ot T
désigne la restriction de T au sous-espace M et Ty désigne I'opérateur défini sur X/M
par Tpm(x + M) = Tx + M.

Etant donnés un opérateur de Fredholm T € £(X) et un opérateur de Riesz
R € L(X) commutant avec T. En utilisant le fait que 1’ensemble des éléments
inversibles d'une l’algebre de Banach est stable par toute perturbation quasi-
nilpotent commutative, on obtient que T + R est un opérateur de Fredholm et
ind(T+R) = ind(T). Dans [46], M. Schechter et R. Whitley généralisent ce résultat
aux opérateurs semi-Fredholm.

Théoréme 1.1.4. Soient T € L(X) un opérateur semi-Fredholm et R € L(X) un
opérateur de Riesz commutant avec T, alors T + R est un opérateur semi-Fredholm et
ind(T + R) = ind(T).
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On rappelle que si le spectre d’un opérateur T € L(X) est réunion de deux
fermés disjoints F; et F,, alors par le calcul fonctionnel de Riesz, il existe deux
sous-espaces fermés X; et X, hyperinvariants par T, tels que X = X; @ X,
o(Ty,) = F1 et o(Tix,) = Fa.

Dans le cas d’une algébre de Banach A avec unité, on denote par o(x; A) le
spectre d'un element x € A, ou simplement par o(x) si aucune confusion n’est
possible. Dans [9], F. F. Bonsall et J. Duncan établissent le résuitat suivant :

Théoréme 1.1.5. soient A une algébre de Banach avec unité et x € A. zéro est un
point isolé de o(x) si et seulpment si il existe un projecteur e commutant avec x tel que
o(exe;eAe) = {0} et o((1 — e)x(1 —€); (1 - e)A(1 —e)) = a(x) \ {0}.

1.1.2 Partie quasi-nilpotente et Coeur analytique

Soit T € L(X) , la partie quasi-nilpotente, Ho(T), de T et le coeur analytique de
T, K(T), sont définies respectivement par

Ho(T)={xeX : Lm | Tx|*=0)
et

KD ={xeX : F{xyno & XetIc>0tels quex = x,

Txne1 = X4 et || x, [I< " || x || pour tout n € N}.

Ces deux sous-espaces ont été profondément étudiés par M. Mbekhta dans
[35], [36], [37] et [38].

Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier et seront souvent utilisées dans
le premier chapitre :

(i) Ho(T) et K(T) sont des sous-espaces vectoriels de X.

(ii) Soit x € X, alors x € Hy(T) si et seulement si Tx € Hy(T).
(iii) N(T") € Ho(T) pour tout n € IN.

(iv) Si T est inversible alors Hy(T) = {0}.

(v) Si T est quasi-nilpotent alors K(T) = {0}.

(vi) T(K(T)) = K(T).

La partie quasi-nilpotente et le coeur analytique d'un opérateur sont des
sous-espaces non nécessairement fermés.
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Proposition 1.1.6. [50]. Soit T € L(X), alors T est quasi-nilpotent si et seulement si

H,(T) = X.

En particulier, si T est un opérateur tel que Hy(T) est fermé, alors Ty (1) est

2o s . 3 . .
un operateur quasi-nupotent.

1357 Mai R, LR T
1.1.9 Upcratcula semi-reguiiers

Etant donné un opérateur T € £(X), on denote respectivement par N°(T) :=
UN(T™) et R*(T) = N,R(T") le noyau généralisé et I'image généralisé de T. Un
opérateur T € L(X) est dit semi-régulier si R(T) est fermé et N*(T) € R(T).

Evidemment cette classe d’opérateurs, introduite par T. Kato dans [24], contient
les opérateurs surjectifs et les opérateurs injectifs a4 images fermées. Dans [35],
M. Mbekhta démontre les deux résultats suivants qui seront souvent utilisés :

Proposition 1.1.7. Soit T € L(X) tel que R(T) est fermé et N(T) posséde un complement
M dans X, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est semi-régulier,

(ii) I existe un voisinage U de zéro dans C tel que pour tout A € U, N(T — A)eM = X.

Proposition 1.1.8. Soit T € L(X) tel que R(T) est fermé et R(T) posséde un complement
M dans X, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est semi-régulier,

(ii) Il existe un voisinage U de zéro dans C tel que pour tout A € U, R(T-A)eM = X.

Soit T € .L(X), on appelle coeur algébrique de T qu’on note Co(T) , le plus grand
sous-espace M de X tel que T(M) = M. Il est évident que K(T) € Co(T) € R*(T).
Il est bien connu d’aprés M. Mbekhta que si Co(T) est fermé, alors Co(T) = K(T).

Théoréme 1.1.9. [38], [34] Soit T € L(X) un opérateur semi-régulier, alors on a
(i) R(T™) est fermé pour tout n € IN.

(i) Ho(T) = N*(T) et T(Ho(T)) = Ho(T).

(iii) Co(T) = K(T) = R™(T).

(iv) Si Hy(T) est fermé, alors Ho(T) = {0}.

L'ensemble résolvant semi-régulier d’'un opérateur T € L(X), s-reg(T) , est I’en-
semble des complexes A pour les quels T— A est semi-régulier. Le spectre singulier,
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os(T), est le complémentaire dans C de s-reg(T), c’est une partie fermée, non vide
puisqu’elle contient la frontieére de o(T) et vérifie le théoréme de I'application
spectrale, voir [37].

\ cant ronctantes sur chague comnosand
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1.2 Lanotion d’ ascente essentielle

1.2.1 Ascente et descente

On rappelle que pour un opérateur borné T défini sur X, l'ascente, a(T), et la
descente, d(T), sont définies respectivement par :

a(T) :=inf{n 2 0: N(T") = N(T""")} et d(T) := inf{n = 0 : R(T") = R(T"*")}

Dans [49], on trouve les deux caractérisations suivantes d’ascente et de des-
cente finies :

a(T) est finie & R(TY) N N(T) = {0} pour un certaind > 0. (1.1)

et
d(T) est finie & R(T) + N(T?) = X pour un certaind > 0, 1.2)

Comme conséquence immediate des deux caractérisations suivantes, on an-
nonce la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Soit T € L(X) et 0 € o(T), alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) L'ascente de T et la descente de T sont finies,

(i) a(T) = d(T) =4,

(iii) X = R(T?) @ N(T7),

(iv) T = Ty & T, Ty inversible et T, nilpotent d’ordre d,

(V) zéro est un pdle d’ordre d de la résolvante de T.

Le lemme suivant sera souvent utilisé par la suite,

Lemme 1.2.2. [40] Soient T € L(X) et M un sous-espace fermé de X tel que M + R(T)
et M N R(T) sont fermés, alors R(T) est fermé.
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Onrappelle qu'un opérateur T € L(X) est ditalgébrique s’il existe un polynéme
complexe non nul, P, tel que P(T) = 0. D’apres le théoreme de l'application
spectrale, le spectre d’un tel opérateur est fini. Dans [11], M. Burgos, A. Kaidj,
M. Mbekhta et M. Oudghiri on montré qu'un opérateur T € L(X) est algébrique
si et seulement si d(T — A) est finie pour tout A € C.

Dans le cas d'une algébre de Banach#, I'ascente et la descente d'un élément
x € A est par définition 1’ascente et la descente de I'opérateur de multiplication
a gauche L, donné par L.(y) := xy pour tout y € A.

On signale que dans le cas d"un espace de Hilbert H, la descente d"un opéra-
teur T, d(T), et la descente de T en tant qu’élément de 1’algébre de Banach L(H)
sont de méme nature. En fait, il suffit d’appliquer un résultat da a R. G. Douglas
affirmant que si A et B sont deux opérateurs bornés sur H tel que R(A) C R(B),
alors il existe un opérateur S € L(H) tel que A = BS, voir [16].

1.2.2 Ascente essentielle et descente essentielle d'un opérateur

borné

D’apres S. Grabiner [19], on associe a tout opérateur T € £(X) les deux suites
décroissantes {dim N(T"*!)/N(T")},en et {dim R(T")/R(T"*!)},en. L'ascente essen-
tielle et la descente essentielle d'un opérateur T € L(X) sont définies respectivement
par :

a.(T) == inf{n € N : dim N(T™*)/N(T") est finie }

et
de(T) := inf{n € N : dim R(T")/R(T"*") est finie }

Les opérateurs d’ascente essentielle et de descente essentielle finie ont été
étudiées dans [19], [20], [39] et [40].

Remarques.
(1) 11 est simple a vérifier que si 1’ascente essentielle et la descente essentielle
d’un opérateur borné T sont finies, alors on a a.(T) = de(T).
(2) Soit T € L(X) tel que R(T) est fermé, alors

a.(T) = O si et seulement si T € O, (X),



1.2 La notion d’ ascente essentielle’ 7

et
d.(T) = 0 si et seulement si T € ®_(X).

(3) Soit T € L(X), N(T™) est de codimension finie dans N(T"*!) si et seulement si

NI/ Th+m

~ R . S SR o UL I SR 1
N(T") est de Cudluleuslun fnue dans N(1 R{T*Y)

") pour tout m € IN. De méme, R(7T"*")

v-c;

flme dans R(T") pour tout m € N,

Dans [20], S. Grabiner et J. Zemanek ont établit les caractérisations suivantes
d’ascente essentielle et de descente essentielle finies qui sont analogues a celles
d’ascente et de descente finies données dans les formules (1.1) et (1.2) :

a.(T) est finie < dim(R(T¥) N N(T)) < co pour un certain d > 0. (1.3)

de(T) est finie & codim (R(T) + N(T%)) < oo pour un certaind > 0 (1.4)

Pour un opérateur T € L(X) d’ascente essentielle finie, M. Mbekhta et V.
Miiller ont établit dans [39] le lemme suivant :

Lemme 1.2.3. Soit T € L(X) tel que a.(T) < oo, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Il existe n > a.(T) + 1 tel que R(T") est fermé;

(ii) R(T™) est fermé pour tout n > a.(T).

L'ensemble résolvant de l'ascente essentielle et de la descente essentielle d’un
opérateur T € L(X) sont définis respectivement par :

PS(T) = {A € C : ag(T — A) est finie et R(T%(T-"*1) est fermé }.

et

Pe(T) = {A € € : do(T — A) est finie }.

Les ensembles complémentaires o5,.(T) := C\ pe(T) et 65 (T) := C\ p§(T) sont
appelés respectivement le spectre de 'ascente essentielle et le spectre de la descente
essentielle. 11 est claire que o5, (T) € o(T) et 05 (T) C o(T).

Le lemme technique et le théoréme suivants seront souvent utilisés par la
suite, voir[19] :
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Lemme 1.2.4. Soient T € L(X) et U, V, W et E des sous-espaces vectoriels de X, alors
(i) Les sous espaces vectoriels U/(U N V) et (U + V)]V sont isomorphes,

(@) THTW)) = N(T) + U,

() TWUNTYE) =T(U)NE.

Théoréme 1.2.5. Soient T ¢
équivalentes :

(i) L'application linéaire induite par T de R(T™)/R(T"*!) a R(T*)/R(T™*?) est une
isomorphisme pour tout n > d,

(ii) La suite des sous-espaces {R(T") N N(T)}nen est constante pour tout n > d,

(iti) R(T") " N(T) = R™(T) N N(T),

(iv) L'application linéaire induite par T de N(T™2)/N(T™*1) a N(T™*1)/N(T") est une
isomorphisme pour tout n > d,

(v) La suite {N(T") + R(T)}nen est constante pour tout n > d,

(vi) N(T) + R(T) = N*(T) + R(T).
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Spectre de ’ascente essentielle

Notre but, dans ce chapitre, est d’adopter des méthodes utilisés par S. Gra-
biner ( dans [19]) et M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri ( dans
[11]) a fin d’étudier I’ascente et 1’ascente essentielle d"un opérateur défini sur un
espace de Banach et la stabilité de leurs spectres associés sous différents types
de perturbations, ce qui nous sera utile dans les chapitres suivants. L'ensemble
des résultats présentés dans ce chapitre est le fruit d"une collaboration avec M.
Burgos et M. Oudghiri.

2.1 Spectre de l’ascente et de I’ascente essentielle

On commence cette section par généraliser un résultat démontré par M.
Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri dans [11] aux opérateurs d’ascente
essentielle finie. En particulier, on établit que tout opérateur T € L(X) tel que
0 € p5.(T) , zéro ne peut pas étre un point d’accumulation de son spectre semi-
régulier.

Soit T € L(X) d’ascente essentielle finie. Comme la suite {dim N(T"*")/N(T")} nen
est une suite décroissante, notons par p(T) le plus petit entier positif n tel
que dim N(T™1)/N(T") = dim N(T**')/N(T*) pour tout k > n. Il est clair que
a.(T) < p(T) et que si a(T) est finie , alors a(T) = p(T).

Théoréme 2.1.1. Soit T € L(X) un opérateur tel que a.(T) est finie et R(T2(D*1) est
fermé, alors il existe & > 0 tel que pour tout0 < |Al < detp:=p(T),ona:
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(i) T — A est semi-régulier,
(i) dim N(T = A)* = n dim(N(TP*1)/N(TP)) pour tout n € N,
(iii) codim R(T — A)" = n dim(R(T?)/R(T?*")) pour tout n € N.

—rt

Avant de démontrer ce Théoréme, quelques Lemmes techniques doivent étre

Lemme 2.1.2. Soit T € L(X) tel que a.(T) est finie et R(T*D+1) est fermé, alors
I'opérateur T défini sur X/N(T?) par T(x + N(T?)) = Tx + N(T?), otr p := p(T), est i la
fois semi-régulier et semi-Fredholm. _

Preuve. Comme N(T) est de dimension fini et R(T) + N(T?) = T-?(R(17*1)), alors
d’aprésle Lemme 1.2.3, R(T) = (R(T)+N(T7))/N(T7?) est fermé et par conséquent T
est semi-Fredholm. Soit n un entier positif arbitraire et considérons la restriction
S de T au sous-espace de dimension fini Y := N(TP*"*1)/N(T7). Puisque

dimY/N(S) = dimN(TP*1)/N(TP*!) = dimN(TP*")/N(T7),
on obtient que
N(T™) = N(TP*")/N(T?) = R(S) € R(T).
D’ou T est semi-régulier. m
Lemme2.1.3. Soit T € L(X)unopérateur semi-régulier, alors dimN(T") = n dim N(T)
pour tout n € IN.

Preuve. Soit n € N, comme N(T"!) € R(T), T définit une surjection de N(T")
sur N(T"1). Ce qui implique que dim N(T") = dim N(T) + dim N(T"?). Ainsi en
répétant le méme argument plusieurs fois on aura dimN(T") = ndimN(T). =

Preuve du Théoréme 2.1.1. Soit T l'opérateur défini sur X/N(T?) par T(x +
N(TP)) = Tx + N(T?) , d’aprés le lemme 2.1.2, T est a la fois semi-Fredholm
et semi-régulier. Soit 56 > 0 tel que pour tout 0 <| A |< 6, T — A est a la fois
semi-Fredholm et semi-régulier. Comme pour tout 0 <| A |[< detn € NN,

N(T - A" = N((T = M)"T")/N(T”) = [N(T ~ 1)" & N(T7)]/N(T?) (2.1)

et
R(T - A) = [R(T - A) + N(T")]/N(T”) = R(T - A)/N(TP).
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il vient que pour tout 0 <| A |< 6 et n € N, R(T — A) est fermé et contient le sous
espace vectoriel de dimension finie N(T — A)". Ce qui implique que T — A est &
la fois semi-régulier et semi-Fredholm. Maintenant, d’aprés la formule (2.1), le

lemme 2.1.3 et la proposition 1.1.7, il vient que pourtout 0 <{ A |< §

LLENSEL Ao i SN0 I™ vy

dimN(T - Ay = dimN(T - A)* = ndim N( - A)
= ndimN(T) = ndim N(T?*)/N(T?).

Enfin, par la continuité de l'indice on obtient,

codim R(T - A)"

codim R(T ~ A)"/N(T7) = codim R(T - A)"
dim N(T — AY" — ind(T - A)"

n dim N(T) — nind(T — A)

ndim N(T) - nind(T)

ncodim R(T) = ndim X/[R(T) + N(T7)].

Mais comme T? induit une isomorphisme de X/[R(T) + N(T7)] sur R(T?)/R(T7*}),
on obtient

codim R(T — A)" = ndim X/[R(T) + N(T?)] = ndim R(T?)/R(T**").
ce qui termine la preuve. n

Corollaire 2.1.4. Soit T € L(X) tel que a.(T) est finie et R(T*D*Y) est fermé, alors il
existe un & > 0 tel que pour tout 0 < [A]| <6, T — A € @, (X).

Comme cas particulier du théoréme 2.1.1, la proposition suivante prouve que
tout opérateur T € L(X) tel que a(T) < oo et R(T*D*1) est fermé, zéro ne peut pas
étre un point d’accumulation de son spectre ponctuel.

Proposition 2.1.5. Soit T € L(X) tel que d := a(T) est finie et R(T**!) est fermé, alors
il existe & > O tel que pour tout 0 < |A| <6,

(i) T — A est injectif,

(i) codim R(T — A) = dim R(T*)/R(T*).

Pour T € L(X), I'ensemble résolvant de I'ascente de T, pas.(T), est par définitions
I’ensemble des nombres complexes A tels que a(T — A) est finie et R(T*T~M*1) est
fermé. L'ensemble complémentaire 0,s(T) := C \ pas(T) sera appelé spectre de
I'ascente de T. 1l est claire que 05, (T) C 0as(T), et on a le résultat suivant :
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Corollaire 2.1.6. Soit T € L(X), alors 05, (T) et 0,5.(T) sont deux sous-ensembles
compacts de o(T)

Notons que le spectre de 'ascente et de l’ascente essentielle peuvent étre

Y o DR of Uy .5 [RRSRUNY of 054 . A 1 S
vides. En effet, il suffit de considérer I’

Proposition 2.1.7. Soient T et S deux opérateurs bornés sur X, alors
0%, (TS)\ {0} = 02, (ST) \ {0} et Gpse(TS) \ 10} = 0,5e(ST) \ {0},
Preuve. il suffit de prouver que pour tout A € C\ {0} et n € N,
dim N(TS - A)"*! /N(TS — A)" = dim N(ST — A)**!/N(ST - A)"

et
R(TS — A)" est fermé < R(ST - A)" est fermé.

Considérons I’opérateur S: N(TS = A)"*1/N(TS — A" = N(ST — A)™*1/N(ST - A
défini par 5(x + N(TS — A)") = Sx + N(ST — A)". Il est clair que S est injectif et par
conséquent,

dim N(TS = Ay /N(TS - A)* < dim N(ST — A)"*1/N(ST — A)".

L’autre inégalité peut étre obtenue de la méme maniére. Supposons maintenant
que R(TS—A)" est fermé et soit y € X tel que y = Im(ST — A)"x;, ot {xk}ken €St une
suitede X.Ona Ty = im(TS~A)"Tx;, d’otril existew € X tel que Ty = (TS-A)'w
et par conséquent,

~Ay = (ST = A)y = STy = (ST — A)y — (ST — A)"Sw. (2.2)

Donc y € R(ST — A). Enfin, D’aprés la formule (2.2) et par induction on obtient
que y € R(ST — A)". Ce qui termine la preuve. =

Proposition 2.1.8. Soit T un opérateur borné sur X, alors 0,s(T) \ 05.(T) est un
ensemble ouvert.

Preuve. Soit A € 0,4(T) \ 05,.(T), d’apres le théoreme 2.1.1, il existe un voisinage
ouvert, V, pointé de A tel que VN o5 (T) = Det

dimN(T — )" = ndim(N(T - AY**/N(T - A)?) pour toutn € Net y € V,
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ot p := p(T — A). Mais comme l'ascente de T — A est infinie, alors dim N(T ~
AYP*1/N(T — AY est non nul pour tout p € N. Par conséquent {dim N(T' — p)"},en
est une suite croissante pour tout u € Vet donc V C 0a5(T). ]

Dans [39], M. Mbekhta et V. Mtiller ont démontré que les spectles de I’ascente

a1 ~ +1 17 1611 soect .
ie ve ufu:ut le théoréme uc i pp o aycc'ﬁ'cuc.

Théoréeme 2.1.9. Soit T € L(X) et f une fonction analytique sur un voisinage ouvert
de o(T) non identiquement constante sur aucune composante connexe de son domaine
de définition, alors

asc(f(T)) = f(0asc(T)) €t 056 (f(T)) = fl055c(T))-

Pour tout opérateur T € L(X), on dénote par Pol(T) ’ensemble des poles de
la résolvante de T.

Théoréme 2.1.10. Soit T € L(X), alors

0%e(T) N 9(T) = pace(T) N Io(T) = Pol(T).

De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Gasc(T) = 0,
(i) 0%,(T) = 0,
(iii) 90(T) € Pase(T),
(v) 90(T) € pu(T),
(v) T est algébrique.

Preuve. Comme Pol(T) C pasc(T)Nda(T) € p(T)NIo(T), il suffit de prouver que
pe(T)NJo(T) € Pol(T). Soit A € pe, (T)NJo(T), alors d’apres le théoréeme 2.1.1, il
existe un voisinage ouvert U pointé de A tel que pour tout y € U, dimN(T ~ p) =
dim N(T — AYP*/N(T — AY et codim R(T - u) = dimR(T — A)/R(T — Ay*, ot
p = p(T — A). De plus, comme A € do(T), alors U \ o(T) est non vide. Donc

dimN(T = AP*/N(T = AV = dimR(T — AY/R(T - A+ = 0,

et par conséquent l'ascente et la descente de T — A sont finies, d’ot1 A est un pole
de la résolvante de T.
Il est claire que 05, (T) € 04s(T) € o(T) et par conséquent on a (i) = (ii) = (iii) =
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@iv).

(iv) = (v). Supposons que do(T) C pe, (T), alors d’aprés la premiére assertion,
do(T) est"ensemble des péles de T. Par conséquent o(T) = do(T) est un ensemble
fini de nombres complexes {A;}1, tel que d; = d(T - A;) = a(T - A,) est finie pour
tout 1 < i < n. Considérons le polynéme complexe f(A) = T, (A — A;)%, alors
F(T) = 0. En effet, si on dénote par T, la restriction de T au sous-espace fermé
M := R(f(T)) = N R(T — A;)%, il résulte directement que o(T,,) € o(T). De plus,

pour chaquel <i<n,
N(T, = A) = N(T - A) N M S N(T - A)* NR(T - A)* = {0},
et comme T — A; est d’ascente finie, on a aussi

(To=A)M = (T = ANy (T = A X = [T (T = AT = A)*+X
]#t
[TTL, (T = AYANT = A)*X = T, (T ~ A))%X
i

= M,

i

ce qui implique que T, ~ A; est inversible, d’oi1 6(T,) est vide. Ainsi M = R(f(T)) =
{0}.

(v) = (i). Supposons que T est algébrique et soient f le polyn6me minimal tel
que f(T) = 0 et u € o(T), alors f(A) = (A — u)'g(A), o d € N et g un polynéme
complexe tel que g(u) # 0. D’'out

X = Ng(T)) ®N(T - Y’

et

R(T - w)* N R(g(T)) = {0}.
De plus, comme g(u) est non nul, il est simple & verifier que N(g(T)) € R(T - p)*
et N(T - p)* € R(g(T)). Par conséquent X = R(T - p)? ®N(T - p)* ; d’ot1 le résultat
désiré. ]

Corollaire 2.1.11. Soit T un opérateur borné sur X, alors
d0(T) € 05,.(T) U Pol(T).
Théoréeme 2.1.12. Soit T € L(X) et Q une composante connexe de p.(T), alors
Qco(T) ou Q\Eq < p(T),
ot Eq := Q N Pol(T).
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Preuve. Soit Q); = {A € Q: T — A est a la fois semi-régulier et semi-Fredholm}.
D’apres le théoréme 2.1.1, Q, := Q\ Q; est au plus dénombrable et donc Q.
est connexe. Supposons que Q N p(T) est non vide, alors il en est de méme
pour Q; N p(T). De plus, d’apreés la continuité de l'indice et la proposition 1.1.7,
dim N(T" - A) et codim R(T — A) sont deux fonctions constantes sur ;, ce qui
implique que Q, C p(T). Par conséquent (), est constitué par des points isolés de

o(T), d’ota
Qo C do(T) N ps(T) = {A € C: A est un pole de la résolvante de T}.
AinsiEq = Q, et Q\ Eq C p(T) . ' |

Corollaire 2.1.13. Soit T € L(X), alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) o(T) est au plus dénombrable,

(i1) Oasc(T) est au plus dénombrable,

(iii) 0%, (T) est au plus dénombrable.

asc

Dans ce cas, on a 05, (T) = 0asc(T) €t 6(T) = 0,25.(T) U Pol(T).

Preuve. Comme 05, (T) € 0a.sc(T) C 0(T), alors les implications (i) = (ii) = (iii)
sont claires. '

(iii) = (i). Supposons que ¢ (T) est au plus dénombrable, alors p5.(T) est
connexe et puisque p(T) C pS..(T), le théoréme précédent implique que pg, (T) \
Pol(T) € p(T). Ainsi o(T) = 0%,.(T) U Pol(T) est au plus dénombrable. De plus,
d’apres la proposition 2.1.8, 0as(T) \ 05,.(T) est un ouvert au plus dénombrable,
donc gas(T) = 05, (T). Ce qui termine la preuve. ]

Un opérateur T € L(X) est dit méromorphique si tout nombre complexe non
nul A du spectre de T est un pole de la résolvante de T — A. Evidement, tout
opérateur compact et plus généralement de Riesz est méromorphique.

Corollaire 2.1.14. Soit T un opérateur borné sur X, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) T est méromorphique,

(ii) oasc(T) € {0},

(iii) 034 (T) < {O}.

Pour tout T € £(X), on dénote par L I'opérateur correspondant de multi-
plication a gauche sur £(X) donné par Lr(S) := TS pour tout S € £L(X). Notons
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que
R{Lt) est fermé = R(T) est fermé . (2.3)

En effet, soit {x,},epv une suite a éléments dans X tel que lim Tx,, = y. Choisissons
z€Xet fe X tel que f(z) = 1. Comme IimT(f ®x,) = im(f®Tx,) = f®y
et R(Lr) est fermé, il existe un opérateur S € L(X) tel que f ® y = TS. Donc
y = fRy(z) = TS(2).

De plus, dans le cas d'un espace de Hilbert, I'implication (2.3) devient une
équivalence, voir [16].

Proposition 2.1.15. Soit T un opérateur borné sur X, alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) a(T) est finie,

(ii) a(Ly) est finie,

(iii) ac(Lt) est finie.

De plus, si X est un espace de Hilbert, alors 0,s.(Lt) = Gasc(T).

Preuve. Les implications (i) = (ii) = (iii) sont claires.

(iii) = (i). Supposons que 1’ascente de T est infinie et soient n un entier positif
arbitraire et x € N(T"*!)\ N(T™). Considérons une suite { f}xen de formes linéaires
continues linéairements indépendantes, alors (fx ® x) € N(Lyn) \ N(L+). Donc
’ascente essentielle de Ly est infinie ; ce qui termine la preuve. [ |

Théoréme 2.1.16. Soit X un espace de Banach, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) X est de dimension finie ;

(if) 0asc(T) = @ pour tout T € L(X),

(iii) 02,.(T) = @ pour tout T € L(X),

(iv) L'ascente de T est finie pour tout T € L(X),

(v) L'ascente essentielle de T est finie pour tout T € L(X),

(vi) L'ascente de Lr est finie pour tout T € L(X),

(vii) L'ascente essentielle de Ly est finie pour tout T € L(X).

Preuve. Les implications (i) = (ii) = (iv) = (v) Sont claires.

Les équivalences (ii) < (iii) et (iv) & (vi) & (vii) sont des conséquences immé-
diates du Théoréme 2.1.10 et de la Proposition 2.1.15.

(v) = (i). Supposons que X est de dimension infinie et soit {e,},eny une suite
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infinie de vecteurs linéairements indépendants et {f,},en une suite infinie de
formes linéaires continues tel que fi(e;) = §;; pour tout i, j € N. Considérons
l'opérateur borné T = ZpeN Apfop ® &5, 01 {A, e est une suite de nombres com-
plexes non nuls tel que ZP&N | Az Wl fop llll €, Il est finie. 1l est simple & vérifier
que la suite {ex1,,0tlpen €St constituée de vecteurs linéairements indépendants
de N(T**1) \ N(T*). Donc l'ascente essentielle de T est infinie. Dot le résultat

désiré. |
Dans [7], B. A. Barnes a montré le Théoreme suivant :

Théoréme 2.1.17. Soient T,S € L(X), si R(S) € R(T) et sil existe un sous-espace
vectoriel fermé W de X tel que X = N(T) ® W, alors S = TR pour un certain R € L(X).

Comme conséquence immédiate du théoréme 2.1.16 et du théoréeme 2.1.17,
on annonce le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.18. Soit T un opérateur borné sur X, alors a(T) et d(T) sont finies si et
seulement si a(Lt) et d(Lr) sont finies.

Preuve. (i) = (ii). Supposons que a := a(T) = d(T) est finie, alors d’apres la
Proposition 2.1.15, a(Lr) est finie. De plus, comme R(T") = R(T**!) et X = R(T*"")®
N(T**1), le théoréme 2.1.17 assure l'existence d’un opérateur U € L(X) tel que
T* = T**'U. Donc d(L7) est finie.

(ii) = (i). Si a := d(Lr) est finie, alors il existe un opérateur U € L(X) tel que
T* = T*"'U. D’'ou R(T?) € R(T**!) et par conséquent la descente de T est finie. ®

2.2 la notion d’ascente essentielle dans une algébre
de Banach

Tout au long de cette section, A désigne une algébre de Banach Complexe
avec unité. A un élément x € A, on associe'opérateur de multiplication a gauche
L, donné par L,(y) := xy pour tout y € A. L'ascente et ’ascente essentielle d'un
élément x € A sont définies respectivement par a(x) := a(Ly) et a.(x) := a.(Ly).

Notons d’apres la Proposition 2.1.15, que I’ascente d’un opérateur T' € L(X)
et I'ascente de T en tant qu’ un élément de l'algébre de Banach £(X) sont deux
définitions équivalentes. Par contre il n’ existe aucune relation qui lie I’ascente
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essentielle de T en tant qu’ un opérateur et 1’ascente essentielle de T en tant qu'un
élément de l'algebre de Banach £(X). En effet; D'aprés la proposition 2.1.15, il
suffit de considérer un opérateur T d’ascente essentielle finie et d’ascente infinie.

On appeile radical de A, Rad(A), I'intersection de tous ies idéaux maximaux
de A. Onrappelle qu'un élément x € Rad(A) si et seulement si 1 -xz est inversible
pour tout z € A. Dans le cas ou Rad(A) = {0}, I'algébre A est dite semi-simple. Il
est bien connu que l'algebre £(X) est semi-simple , voir [5].

Une algebre avec unité, A, est dite algébrique si pour tout a € A, il existe un
polyndme non nul, P, tel que P(a) = 0.

Dans {5], B. Aupetit établit le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. si A est une algébre de Banach complexe contenant un ouvert non
vide U tel que pour tout x de U, o(x) est fini, alors A/Rad.A est de dimension finie.

Théoréme 2.2.2. Soit A une algebre de Banach complexe avec unité, alors les assertions
suivante sont équivalentes :

(i) dim(A/Rad(A)) est finie et Rad(A) € N(A) ot N(A) désigne I'ensemble des
éléments nilpotents de A,

(ii) Oasc(x) = @ pout tout x € A,

(iil) 0f,.(x) = O pout tout x € A,

(iv) A est algébrique.

Preuve. L'équivalence (ii) & (iv) est une conséquence immédiate du théoréme
2.1.10.

(i) = (ii). Soit x € A, puisque A/Rad(A) est une algébre de dimension finie,
alors il existe un polynéme complexe Q tel que Q(x + Rad(A)) = 0. Ainsi Q(x)
appartient a Rad(A) et par conséquent Q(x)" = 0 pour un certain entier positif n.
Ce qui implique que x est algébrique.

L’ implication (ii) = (iii) est claire.

(iii)= (i). Supposons que o5, (x) = 0 pout tout x € A, alors le théoréme 2.1.10
implique que x est algébrique pour tout x € A. Par conséquent d’apres le
théoréme2.2.1 , dim A/Rad(A) est finie. De plus, si x € Rad(A), alors x est
quasinilpotent et algébrique et donc nilpotent. -
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2.3 Spectres de I’ascente essentielle et perturbations

Dans [26, Theorem 2.2], M. Kaashoek et D. Lay établissent que si F est un
opérateur borné sur X pour lequel il existe un entier positif n tel que F” est de
rang fini, alors

Oasc(T + F) = 045c(T) pour tout opérateur borné 1" € £(X) commutant avec F.

Iis ont également conjecturé qu’un tel opérateur F peut étre caractérisé par
cette propriété.

L’objectif principal de cette section est de répondre a cette question et de
généraliser ce résultat a I’ascente essentielle.

Proposition 2.3.1. Soit F € L(X) pour lequel il existe n € N tel que F" est de rang fini
et T € L(X) commutant avec F, alors

a.(T) est finie & a.(T + F) est finie.

Preuve. Il est claire qu'il suffit de prouver une seule implication. Supposons que
d = a,(T) est finie et notons respectivement par T, et F, la restriction de T et
FaX,:=N(T+FF ouk>n+d. Comme T, +F, est nilpotent, alors il existe
S € L(X,) tel que TX = SF, = F,S et par conséquent T¥" est de rang fini. Ainsi
dim N(T + F)*/[N(T*) N N(T + F)*] est finie. De plus, comme

dim N(T*) N N(T + E}*/[N(T*) n N(T + EF)*] £ dim N(T%")/N(T%) < o0

on obtient que dim N(T + F)*/[N(T¥) N N(T + F)¥] < oo.
D’autre part, on a

NF) N N(TY) € N(T + B n N(T%) € N(T%),

et comme F" est de rang fini, alors dim N(T%)/[N(F") N N(T¥)] est fini. Ce qui
implique que pour tout k > d + n,

dim N(T + F)*/[N(T*) N N(F)"] < oo,

Ce qui prouve que a(T+F)<n+d. n
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Remarque 2.3.2. Dans l'exemple ci-dessous on montre que le résultat précédent n’est

pas vrai en général si 'opérateur F ne commute pas avec T .
Exemple. Considérons les opérateurs T et F définis sur 1’espace de Hilbert

muni de la base orthonormale {ei,j}f}zl par:

(0 sij=1,
Tejj={ eyj1 sijimpairet j>2,
0 si j pair.

et

0 sij impair,
O
€,j-1 Sl1]pair.
Il est évident que a.(T) est finie et F2 = 0, mais l'opérateur T + F est d’ascente
essentielle infinie.

Comme conséquence immédiate de la proposition 2.3.1, on annonce les Co-
rollaires suivants.

Corollaire 2.3.3. Soit T un opérateur borné sur X et F € L(X) un opérateur de rang
fini commutant avec T, alors a,(T) est finie si et seulement si ao(T + F) est finie.

Corollaire 2.3.4. Soit T un opérateur borné sur X et N € L(X) un opérateur nilpotent
commutant avec T, alors a(T) est finie si et seulement si a.(T + N) est finie.

Remarque 2.3.5. L’exemple ci-dessous nous montre que le résultat de la proposition
2.3.1 ne peut pas étre généralisé aux opérateurs compacts.

Exemple. Considérons I'opérateur T = 0 défini sur ’espace de Hilbert muni
de la base orthonormale {e;; z‘;zl, on a a.(T) = 0. Cependant, si on consideére
'opérateur compact K défini par :

K 0 sif=1,
e, = ,
K 5eij-1 pour tout j > 2,

Il est clair que N(K") est le sous espace engendré par {¢;; : 1 <ietl < j<n}et
par conséquent a.(K) est infinie.
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Théoréme 2.3.6. Soit F un opérateur borné sur X, alors les conditions suivantes sont
équivalerites

(1) 05, (T + F) = 05, (T) pour tout T € L(X) commutant avec F,

(ii) 0asc(T + F) = 0,5(T) pour tout T € L(X) commutant avec F,

(iii) il existe un entier positif n tel que F" est de rang fini.

[g°)

La preuve de ce théoréme est basée sur le Lemme suivant :

Lemme 2.3.7. Soient T € L(X) et F un opérateur borné défini sur X commutant avec
T pour lequel il existe n € IN tel que F" est de rang fini, alors

(i) Si L'ascente essentielle de T est finie, alors R(T%(D+Y) est fermé si et seulement si
R(T + F)2T+H*1 gst fermé.

(ii) Si l'ascente de T est finie, alors R(T>™*1) est fermé si et seulement si R(T + F)2(T+H)+1
est fermé.

Preuve. (i). Supposons que d := a.(T) est finie et R(T**!) est fermé, alors d’apres
la preuve de la proposition 2.3.1, a.(T + F) < n + d. Soit k un entier naturel
vérifiantk 2 n+d +1 2 a.(T +F) + 1, il est clair d’aprés le lemme 1.2.3 qu'il suffit
de démontrer que R(T + F)* est fermé. Considérons les opérateurs T et F induit
respectivement par T et F sur X/N(T?), il vient que T est semi-Fredholm, et comme
F est un opérateur de Riesz commutant avec T, alors F est un opérateur de Riesz
commutant avec T. Par conséquent T+F est semi-Fredholm. Ainsi R(T+F)*+N(T¥)
est fermé. De plus, comme on a N(F") N N(T%) € N(T + F)¥ " N(T%) € N(T?) et F*
est de rang fini, on obtient que dim N(T%)/[N(T + F)* " N(T%)] est fini, d’ot1

dim[R(T + E)* N N(TH)/IR(T + F)* " N(T + EY* n N(T%)] < oo. (2.4)

De plus, comme l’ascente essentielle de T + F est finie, alors d’apreés la formule
(1.3), dim R(T+F)*NN(T + F)* est finie. Ce qui implique que dim R(T+ F) N\ N(T")
est finie. Finalement, d’apres 1.2.2, R(T + F)* est fermé.

(ii) Supposons que a(T) est finie et R(T*D*!) est fermé, alors a(T + F) est finie.
De plus, comme a.(T) < a(T), alors d’apres le lemme 1.2.3 et (i), on obtient que
R(T + F)2T+H+1 egt fermé. =

Dans [11], M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri ont établie que
le commutant de tout opérateur défini sur un espace de Banach de dimension
infinie contient un opérateur non algébrique.
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Preuve du théoréme 2.3.6. Les implications (iii) = (i) et (iii) = (ii) sont des
conséquences immediates de la proposition 2.3.1 et le lemme 2.3.7.

Pour démontrer (i) = (iii) et (ii) = (iii), il suffit de supposer (i) ou (ii). Notons par
I le spectre de ’ascente ou de l’ascente essentielle. En prenant T = 0, on obtient
d’apres la proposition 2.1.10 que F est algébrique. Notons par Ay, Ay, , A, les
éléments du spectre de F, il vientque X = X; 8 X, & - - - @ X,,, ou1 les sous espaces
X; sont invariant par F et la restriction de F - A; a X; est un opérateur nilpotent
pour tout 1 < i < n. Alors pour tout A; # 0, dim X; est finie. En effet, Supposons
le contraire. Soit A; # 0 tel que dim X est infinie. Alors il existe un opérateur non
algébrique S; défini sur X; commutant avecla restriction F; de F & ce sous-espace.
Notons par S 'extension de S; 2 X donnée par S = 0 sur chaque X; tel que j # i,
il est évident que SF = FS et par consequent I'(S + F) = I'(S) par hypothése. D’
autre part, comme pour tout 1 < i < n, F; — A; est nilpotent et I'(S) = I'(5;) et
I'(S + F) = T(S; + F)), il résulte que I'(S;) = I'(S; + F;) = I'(S; + A;). Prenons un
nombre complexe arbitraire a € I'(S) # 0, il vient que kA; + a € T'(S) pour tout
entier naturel k, ce qui implique que A; = 0 puisque I'(S) est un sous-ensemble
borné de C; contradiction. Ainsi pour tout A; non nul X; est de dimension finie,
et par suite il existe n € IN tel que F" est de rang fini. =

2.4 Partie quasi-nilpotent, coeuranalytique etlaSVEP

Comme le montre les articles de M.Mbekhta, [32] et [36], le coeur analytique
et la partie quasi-nilpotente d'un opérateur jouent un réle fondamentale dans la
théorie spectrale locale et la théorie de Fredholm d’un opérateur défini sur un
espace de Banach complexe. Cette partie est consacrée al’étude de la propriété de
l’extension unique d’un opérateur T € L(X). Nous rapporterons cette propriété
aux opérateurs d’ascente et d’ascente essentielle finie, aussi bien qu’aux coeur
analytique et la partie quasi-nilpotente de T.

On commence par généraliser des résultats démontré par M. Mbekhta et A.
Ouahab dans [35], [37] et [38] sur les opérateurs semi-réguliers aux opérateurs
d’ascente essentielle finie.

Proposition 2.4.1. Soit T € L(X)unopérateur d'ascente essentielle finie, alors Co(T) =

R>(T).
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Preuve. Il est clair que Co(T) C R*(T), doncil suffit de prouver que R*(T) € Co(T).
Soit u & fl’?""(—’\ T‘KTP“) on p = nlj\ donc 1l existe p € X tel que u = TPHip,

ji - = 4u U

Posons w = TPv, alors u = Tw. D’autre part, comme pour tout n > p, u € R(T"*?),

il existe v, € X tel que u = "y, et par conséquent T"v, — TPv = T"v, —w €
N(T) " R(T?). Ce qui impliqLe d’aprés le théoréme 1.2.5, gue w € R(T). Ainsi
R>(T) € T(R*(T)). Ce qui termine la preuve. B

Proposition 2.4.2. Soit T un opérateur borné sur X tel que a(T) est finie et R(T2(D*?)

est fevmo alors

(1) Ho(T) = N=(T),

(ii) Ho(T) est fermé si et seulement si Ho(T) = N(T7),
(iii) Ho(T) = T(Ho(T)) + N(T7),

(iv) K(T) = R>(T) est fermé,

(v) N*=(T) € R=(T) + N(T?), oit p := p(T),

Preuve. Soit T l'opérateur semi-régulier défini sur X/N(T?) par T(x + N(T7)) =
Tx + N(T?) et 71, la surjection canonique de X a X/N(T7).

(i) D’abord, on démontre que Ho(T) = m,(Ho(T)). 11 est clair que 7,(Ho(T)) C
H,(T). Pour I'autre inclusion, soit 7,(x) tel que lim IT™(r,(x)II* = 0, alors il existe
une suite {uy, e a éléments dans N(T7) tel que lim ||T"x + u,||" = 0. Donc

NTP*7x||% < TP T + wgll,

ainsi 7?x € Hy(T). Dot x € Hy(T).
De plus, comme T est semi-régulier, alors on obtient que

Ho(T)/N(T?) = Hy(T) = N=(T) = N=(T)/N(T").

Et par conséquent Hy(T) = N=(T).

(ii) D’apres la preuve de (i), il vient que Ho(T) est fermé si et seulement si Ho(T) est
fermé, et comme T est semi-régulier, alors d’apres 1.1.9, Hy(T) = Ho(T)/N(T?) =
{0}, i.e Ho(T) = N(T7).

(iii) Puisque T est semi-régulier, [38, Lemme 1.2] implique que T(H(T)) = H,(T).
Alors

T(Hy(T)) + N(T?) _ H«(T)
N(T?) ~ N(T?)’
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(iv) D'aprés la Proposition 2.4.1, on a Co(T) = R*(T). De plus, comrhe R(T") est
fermé pour tout n 2 a.(T) +1, alors Co(T) est fermé. Ainsi K(T) = Co(T) = R*(T).
(v) Puisque T est semi-régulier, on a m,(N*(T)) = N*(T) € R*(T) = K(T). Pour
finir la preuve, il suffit de verifier que K(T) = 11,(K(T)). Soit 1t,(x) € K(T), alors
il existe une suite {y,},en & éléments dans X tel que m,(x) = T"‘np(y,,), pour
tout n € N. Donc TPx = T"*?y,. D’ou TPx € R(T") pour tout n € IN. Ainsi
T7x € K(T) et par conséquent T7x = TPy pour certain y € K(T). Ce qui implique
que x € K(T) + N(T?). Donc K(T) € 7,(K(T)). Réciproquement, on a

(K(T)) = K(T)+N(T")/N(T") = [R*(T) + N(T")}/N(T")
€ Na[R(T™) + N(T))/N(T?) = K(T).
ce qui termine la preuve. ]

Proposition 2.4.3. Soit T un opérateur borné sur X tel que a.(T) est finie et R(T?(1*1)
est fermé, alors il existe 6 > 0 tel que pour tout 0 <| A |< b et p := p(T),

(i) Ho(T = A) + N(T?) = Ho(T),

(i) K(T - A) = K(T) + N(T7).

Preuve. Soit T et 71, comme dans la preuve de la proposition précédente, alors
on a Hy(T) = Ho(T)/N(T?) et K(T) = [K(T) + N(T?)]/N(T?). Soit 6 > 0 tel que
T — A est semi-régulier pour tout | A |< 8, il vient d’apres la proposition1.1.10 que
Ho(T - A) = H(T) et K(T — A) = K(T). Ainsi il suffit de démontrer que pour tout
0<jAl<y,

Ho(T - A) = [Ho(T = A) + N(T?)]/N(T?) and K(T — A) = K(T — A)/N(T?) .(2.5)

Il est évident que , 71,(Ho(T — A)) € Ho(T — A). Pour l'autre inclusion on a

Hy(T-4) = UN(T - A) = [UN(T - A)"T?)]/N(T?)
Un[N(T — Ay & N(T?)]/N(T?) = [U.N(T — A)*] & N(T7)/N(T7)
C Ho(T - A) + N(T?)/N(T?) = 70,(Ho(T - A)).

Pour la deuxiéme partie de (2.5), on a N(7T7) € K(T — A). Donc

KT-A4) = n,R(T-A)" = [N,R(T - A)"]/N(T?)
= K(T - A)/N(T”).

Ce qui termine la preuve. n
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Avant de commencer cette partie, on aura besoin d’introduire quelques no-
tions de la théorie spectrale locale. On dit qu'un opérateur T € £(X) satisfait la
propriété de I'extension unique, ou SVEP en abrégé, en A si pour tout ouvert U de A,
f = 0 est I'unique solution analytique sur U de I"équation (T — A)f(A) = 0. Il est
bien connu d’aprés F. Aiena, Colasante, Maria Luisa et M. Gonzélez,[2], qu'un
opérateur T € L(X) d’ascente finie satisfait la SVEP en zéro.

Dans [2], P. Aiena, Colasante, Maria Luisa et M. Gonzalez ont montré les
implications suivantes :

Ho(T — A) est fermé = Hy(T — A) N K(T - A) = {0} = T satisfait la SVEP en A.
Et

X =Hy(T - A)+ K(T - A) = T satisfait la SVEP en A.

Dans le cas ou T est un opérateur semi-fredholm les implications suivantes
deviennent des équivalences. En particulier, un opérateur T € £(X) surjectif qui
vérifie la SVEP en zéro est inversible.

Proposition 2.4.4. Soit T € L(X) tel que a,(T) est finie et R(T? DY) est fermé, alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T satisfait la SVEP en Q,

(ii) O n’est pas un point d'accumulation de o,,(T),

(iii) T est d’ascente finie,

(iv) Ho(T) est fermé,

(v) Ho(T) N K(T) = {O}.

Preuve. (i) = (ii). Notons par T, la restriction de T au sous-espace fermé K(T).
Comme T satisfait la SVEP, alors il en est de méme pour T,. Mais comme T, est
surjectif, alors T, est inversible. Par conséquent pour tout A # 0 suffisamment
petit, on a

N(T-A)=N(T-A)nK(T) = N(T, - A) = {0}

D’autre part, pour tout nombre complexe A non nul et suffisamment petit, T — A
est semi-Fredholm, d’ott R(T — A) est fermé. Ce qui montre que zéro n’est pas un
point d’accumulation de a.,(T).

L'implication (ii) = (iii) est une conséquence du théoréme 2.1.1 (ii).

(iii) = (iv). Supposons que T est d’ascente finie d, alors N*(T) = N(T%). Donc
d’apres la Proposition 2.4.2, Hy(T) = N(TY) est fermé.

Les implications (iv) = (v) = (i) sont claires. [ ]
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Remarque 2.4.5. Notons d’aprés I'exemple ci-dessous que la proposition 2.4.4 n’est pas
en général vraie si on ne suppose pas que R(T2D+1) est fermé.

Exemple. Considérons l'opérateur T défini sur ¢*(IN) par T(x1, %, %3,...) =

(%,%, %) il est claire que T est un opérateur quasi-nilpotent et dim(N(T%)) = k

pour tout k € IN. Ainsi T a la SVEP en zéro et a.(T) est finie mais a(T) est infinie.

L(X) tel gue a,(T) est finie et R(T*D*1) et fermé, alors

Proposition 2.4.6. Soit T e ao{T) est fin (1 est fermé

les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) T"ala SVEP en Q,

(i) X =K(T) + N(T?), o1 p := p(T),

(iii) T est de descente finie,

(iv) O n'est pas un point d’accumulation de o5,(T).

Preuve. (i) = (ii). Considérons la restriction S de T* au sous-espace fermé R(T7).

Puisque
dimR(T?)/R(T***Y) = codim (R(T*) + N(T*?)) = dim N(T) N R(T?) < o0,
alors S est semi-Fredholm, d’ou
K@) = R*(S)=R™(T") CK(T).

Donc K(T*) = R*(T*) est fermé. De plus, la restriction de T* a K(T") est sutjective
et satisfait la SVEP, alors elle est injective. Par conséquent pour tout nombre
complexe A non nul suffisamment petit, N(T* — 1) = N(T* — ) N K(T*) = {0}. De
plus, d’apres Théoreme 2.1.1, on peut supposer que pour un tel A, T — A est semi-
Fredholm. Donc T — A est surjectif et K(T — A) = X. D’olt d’aprés la proposition
2.4.3, X = K(T) + N(T7).

(i) = (iii). Si X = K(T) + N(T7), alors R(T") = T*(K(T)) = K(T) pour tout n > p,
d’ot1 T est de descente finie.

L'implication (iii) = (iv) est une conséquence du théoreme 2.1.1 (iii).

(iv) = (i). 1 suffit de voir que pour tout nombre complexe A # 0 suffisamment
petit, T — A est injectif. =

Les corollaires suivants sont des conséquences immeédiates des propositions
24.2,244et24.6.
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Corollaire 2.4.7. Soit T € L(X) tel que a.(T) est finie et R(T?D*1) est fermé, alors les

(i) T et T" vérifient la SVEP en 0,

(ii) X = Hy(T) @ K(T),

(iii) X = R(T?) @ N(17), ots p := p(T)
(iv) O est un péle de la résolvante de T.

Pour tout opérateur borné T défini sur X, on dénote par S(T) I'ensemble des
nombres complexes A tel que T ne satisfait pas la SVEP en A. Il est clair que
S(T) est un sous-ensemble fermé de o(T). On dit qu'un opérateur T satisfait la
SVEP précisément quand S(T) est vide. Il est clair aussi que si a(T — A) est finie
pour tout A € C, alors T satisfait la SVEP. L'exemple suivant nous montre que ce
résultat ne reste pas vrai dans le cas oli a.(T — A) est finie pour tout A € C.

Example. Soit T I'opérateur défini sur £2(N) par T(xy, x2, x3,...) = (X2, X3, X4, ...).
Puisque T est surjectif et non inversible, alors T ne satisfait pas la SVEP. Mais
comme dimN(T — A) = 1 pour tout | A [< 1 et N(T — A) = {0} pour tout | A |> 1,
alors a.(T — A) est finie pour tout A € C.

Corollaire 2.4.8. Soit T un opérateur borné sur X, alors

Tasc(T) = 045c(T) U S(T).

Preuve. 1l est évident que si A & 0,5(T), alors A ¢ 05 (T) et T ala SVEP en A.
Réciproquement, si A € o5 (T) U S(T), alors d’aprés la Proposition 2.4.4, a(T - A)
est finie. [
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Chapitre 3

spectre de la descente essentielle et
perturbations

Dans le présent chapitre, une étude similaire a celle établie dans le deuxiéme
chapitre est menée sur la descente essentielle et le spectre que lui est associé.

3.1 Caractérisation du spectre de la descente essen-
tielle

La plupart des résultats obtenus dans cette section sont basés sur le théoréme
suivant :

Théoréme 3.1.1. : Soit T € L(X) tel que d(T) est finie, alors il existe 6 > O tel que
pour tout 0 < |A| < 6 et p == p(T),

(i) T — A est semi-régulier,

(if) dim N(T — A)" = ndim N(T?*1)/N(T7),

(iii) codimR(T — A)" = ndim R(T7)/R(T**Y). En particulier, T — A € ®_(X) pour tout
0<|Al <.

La preuve de ce théoréme nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.1.2. : Soit T € L(X) un opérateur semi-régulier, alors codim R(T") =
ncodim R(T) pour tout n € N.

Preuve. Soit n un entier naturel positif arbitraire et T+1: X — X/R(T") 'opé-
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rateur induit par 7"!. Comme T est un opérateur semi-régulier, N(T’”‘l) =
R(T) + N(T" ') = R(T) et par conséquent dim X/R(T) = dim R(T"})/R(T™).
D’autre part, on a dim X/R(T") = dim X/R(T"*) + dim R(T"!)/R(T"), d"ou

dim X/R(T") = dim X/R(T"!) + dim X/R(T).

Preuve du Théoréme 3.1.1 : Soit T la restriction de T a R(T?). On définit une
nouvelle norme sur R(T?) par

lyl = llyll + inf{llx]| : x € X et y = TPx} pour tout y € R(T?)

Il est évident que R(T?) muni de cette norme est un espace de Banach, donc T
est a la fois semi-Fredholm et semi-régulier. En effet; comme R(T) = R(T?*) et
dim R(T?)/R(T7*1) est finie, alors T est semi-fredholm. D’autre part, comme d.(T)
est finie, le théoreme1.2.5, implique que N(T)NR(T7) = N(T)NR(T?P*") pour tout # €
IN. Donc

N(T) = N(T) N R(T?) = N(T) N R(TP*") € R(TP*") = R(IT™) pour tout n € IN,

et par conséquent T est semi-régulier. Soit 6 > 0 tel que pour tout 0 < [A| < §,
T — A est a la fois semi-Fredholm et semi-régulier. De plus comme il est bien
connu que,

X =R(T - A) + R(T?) pour tout A # 0,

il vient que pour tout 0 < |A| < 6,

codim R(T - A) dim R(T?)/R(T?) N R(T - A)
dim(R(T — A) + R(T?))/R(T — A)

dim X/R(T — A) = codim R(T - A)

!

De plus,

N(T - A)

R(T?) N N(T - A)
= NT-A)CR(T-A)"CR(T-A)"
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Dot T — A est a la fois semi-fredholm et semi-régulier pour tout 0 < |A| < 6.
Alors d’aprés la proposition1.1.8, on obtient que :

dimN(T - A)" = dimN(T - A)" = ndim N(T)

1: STTHN o~ AT/

= ndimR{T") N N(T)

Mais comme T7 induit une isomorphisme de N(T7*1)/N(T7) sur R(T?) N N(T),

o
il résulte que

dim N(T - A) = dim R(T?) N N(T) = dim N(T7*!)/N(T”)
D’autre part, d’apreés le lemme 3.1.2 et la Proposition 1.1.8, on obtient

codim R(T - A)" = ncodim R(T — A) = ncodim R(T - A)
= ncodim R(T) = ndim R(T?)/R(T"*).

Ce qui termine la preuve. |

Comme le montre le corollaire suivant, le théoréme précédent est une gé-
néralisation du résultat démontré par M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M.
Oudghiri dans[11], ol1 le cas de la descente a été traité :

Corollaire 3.1.3. [11]: Soit T € L(X) tel que d := d(T) est finie, alors il existe un réel
0 > 0 tel que pour tout 0 < |A] < 6,

(i) T — A est surjectif,

(i) dim N(T — A) = dim N(T*1)/N(T%).

Corollaire 3.1.4. : Soit T un opérateur borné sur X, alors o__(T) est un sous-ensemble
compact de o(T).

Dans [39], M. Mbekhta et V. Miiller ont démontré que ’ensemble {T € L(X) :
de(T)est finie } est une régularité dans L(X). Par conséquent d’apres [27, théo-
réeme 1.4], le spectre dela descente essentielle satisfait le théoréme del’application
spectrale.

Théoréme 3.1.5. Soit T un opérateur borné sur X et f une fonction analytique sur un
voisinage ouvert de o(T), non identiquement nulle sur aucune composante connexe de
son domaine de définition, alors

0ges(f(T)) = f(0Ge5(T))-
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Proposition 3.1.6. Soient T € L(X) et A € do(T). Si do(T — A) est finie, alors A est un
pole de la résolvante de T.
Preuve. Supposons que d (T — A) est finie et soit p := p(T — A), alors d’apres le

théoréme 3.1.1, il existe un vnlcmaop ouvert, U, pointéd de A tel que dim N(T - u‘l =

el o

dim \T((T . A)n-ﬂ N INTLIT AN At - T _ N s (T _ 2 \n)/n('-r' - )\p+1>

}/l‘\\}. - /li } Cl. \,Uulnl L\\A H} -_— ullllP\\\i it }
pour tout y € U. Mais comme A € da(T), U \ o(T) est non vide et par conséquent
dim N((T = AY*)/N((T ~ AY) = dim R(T = A)")/R((T - Ay*!) =

Donc T — A est d’ascente et de descente finies, d’olt A est un pdle de la résolvante
deT. |

Proposition 3.1.7. : Soit T un opérateur borné sur X, alors o4es(T) \ 05, (T) est un
sous-ensemble ouvert de C.

Preuve. Soit A € gqes(T) \ 05 (T) et p := p(T — A), alors d’apres le théoreme 3.1.1,
il existe un voisinage ouvert V pointé de, A, tel que VN 0% s(T) = { et pour tout
peVetnelN,ona

codim R(T — p)" = ndim R(T — AY/R(T — Ay*L.

De plus, comme T — A est de descente infinie, alors dimR(T — A)P /R(T — A)P*! est
non nul et par conséquent la suite (codim (R(T — t)"))nen €st une suite strictement
croissante pour tout y € V. Donc V C 04e5(T) ; ce qui termine la preuve. [ |

Notons que le spectre de la descente essentielle d’un opérateur peut étre vide.
Le théoréme suivant caractérise les opérateurs dont le spectre de la descente
essentielle est vide.

Théoréme3.1.8. Soit T € L(X), alors o5 (T) est vide si et seulement si Test algébrique.

Preuve. Notons que ¢§_(T) est vide si et seulement si 04es(T) I'est aussi. En effet
supposons que o5, (T) = 0, alors d’aprés la proposition précédente, 0 ges(T) est
vide. Et par conséquent, d’apres [11, théoréme 1.5], on a T est algébrique. |

Théoréme 3.1.9. Soit T € L(X) et Q une composante connexe de PSes(T), alors
Qco(T) ou Q\OQy Cp(T)

o Qg :={A € Q: A est un péle de la resolvante de T}.
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Preuve. :Soit Q, = {A € Q: T — A est a la fois semi-régulier et serm-Fredholm}

Alors d’apres théoreme 3.1.1, ), := (21 (), est un ensemble dénombrable et donc
€2, est connexe. Supposons que QN p(T) est non vide, alors il en est de méme pour
Q, N p(T). De ph me d’apres les propositions 1.1.7, 1.1.8 et la continuité de

Ao
1CS
el ‘d RfT —_ A\ C(\ﬂ+ r!ony Fnﬂnhnr\n nqna{-pn!-no sur

OGlm LA (LR SRR Lt & (A

Vindi
Q,, il vient que Q, C p(T). Par conséquent Q, est constitué par des points isolés

Corollaire 3.1.10. : Soit T € L(X), alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) o(T) est au plus dénombrable,

(ii) oqes(T) est au plus dénombrable,

(iii) 0§, (T) est au plus dénombrable.

Dans ce cas, on a

05es(T) = 04es(T) €t 0(T) = 04es(T) U{A € Q : A est un pole de la résolvante de T}).

Preuve. : Comme ¢§_(T) C 04e5(T) C o(T), alors les implications (i)= (ii)=(iii)
sont claires.

(iii)=(i) Notons comme dans le chapitre précédent par Pol(T) 'ensemble des
poles de la résolvante de T et supposons que o5 (T) est au plus dénombrable,
alors p§_(T) est connexe. De plus, comme p(T) € p¢_(T), le Théoreme précédent
implique que p§_(T) \ Pol(T) = p(T). Donc o(T) = 0§ (T) U Pol(T) est au plus
dénombrable. Cependant, comme 04e5(T) \ 0§ (T) est un ensemble ouvert au plus
dénombrable, on déduit que 04es(T) = 0 (T)- ]

3.2 La notion de descente essentielle dans une al-
gébre de Banach

Tout au long de cette section, A désigne une algebre de Banach complexe avec
unité. A un élément x € A, on associe I'opérateur de multiplication 2 gauche L,
donné par L,(y) := xy pour tout y € A. La descente et la descente essentielle d"un
élément x € A sont définies respectivement par d(x) := d(Ly) et de(x) := de(Ly).
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Soit x € A, le spectre de la descente et de la descente essentielle de x sont
définies respectivement par :

Dans [11], M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri ont montré que
dans le cas d"un espace de Hilbert, la descente de T comme étant un élément de
'algebre de Banach .L(H) est finie si et seulement si la descente de T est finie.
Cependant, dans le cas d"un espace de Banach complexe, il existe aucune relation
entre la descente de T comme étant un élément de I'algebre de Banach £(X) et
T comme étant un opérateur défini sur X. Pour 1'ascente essentielle, le lemme
suivant nous montre qu'il n’existe aucune relation entre 1’ascente essentielle de

Lt et l’ascente essentielle de T.

Lemme 3.2.1. Soit T € L(X). Si la descente essentielle de Ly est finie, alors il en est de
méme pour la descente de T.

Preuve. supposons que d(T) est finie et soit n un entier naturel et x = T"z €
R(T™") \ R(T"*) o1y, z € X. Si on considére une suite infinie de formes linéaires
continues linéairements indépendants (fi)ken , il vient que la suite (fi ® X)ren st
linéairements indépendante dans R(Ly)\R(L7+). Eneffet, pour y € X, (fi®x)(y) =
filly)x = fl(NT"z = T*(f(y)z) = T"(fr ®2(Yy)), et par conséquent, fi®x = T"(f,®z);
Ce qui implique que f; ® x € R(L}). Supposons maintenant que f; ® x € R(Ly»1),
alorsilexiste S € L(X) tel que fi®x = T"*1S, et par conséquent pour tout y € L(X)
fily)x = T"1(S(y)) ; contradiction. Ce qui termine la preuve. |

Comme généralisation du résultat [11, théoréme] aux opérateurs de descente
essentielle finie, on annonce le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.2. Soit A une algebre de Banach complexe avec unité, alors les assertions
suivante sont équivalentes :

(i) dim(A/Rad(A)) est finie et Rad(A) C N(A) ot N(A) désigne I'ensemble des
éléments nilpotents de A,

(ii) Oges(x) = @ pout tout x e A,

(iii) 0§, (x) = @ pout tout x € A,

(iv) A est algébrique.

Preuve. Conséquence immédiate du [11, théoréme 3.1] et théoreme3.1.8.
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3.3 Spectre deladescente essentielle et perturbations

Dans [11], M. Burgos, A. Kaidi, M. Mbekhta et M. Oudghiri ont montré que
pour tout opérateur F € £(X), si 05 (T + F) = 0§ (T) pour tout T € L(X) tel que
TF = FT, alors Il existe k € IN tel que F* est de rang fini. Dans le théoréme suivant
on généralise ce résultat aux opérateurs d’ascente essentielle finies.

@) o des( F) =0 des(T) our tout
(ii) Il existe k € N tel que F* est de ra

La démonstration de ce résultat nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.3.2. Soient T € L(X) et S un opérateur borné sur X commutant avec T, alors
pour tout n,k € N,

dim R(T"* 1) /R(T + S)" N R(T™*!) < dim R(S¥)

Preuve. Soient xy, ..., x, € X tel que T"*1x;, T"*1x,, ..., T"**1x,, sont linéaire-
ments indépendants modulo R(T"*) N R(T + S)". Puisque T commute avec S,
alors pour tout 1 < i < m, il existe u;, v; € X vérifiant :

T 1y, = (T + S)"u; + S*v;.

Supposons quem > dim R(S%), alorsil existe des nombres complexes (a1, az, ..., Am) #
(0,0, ...,0) tel que Y7 4;S*v; = 0 et par conséquent Y1, ;7" x; = Y7, al(T +
S)*u; ; contradiction. ]

Preuve du théoréme 3.3.1.
(if) = (i) D'aprés le lemme3.3.2, on a dim R(T"**1)/R(T + F)* N R(T**1) est finie
pour tout entier n > 1, et comme d := d.(T) est finie, il vient que dim R(T%)/R(T +
F)* N R(IT™**1) est finie pour tout n = d. De plus, puisque

R(T + F)' nR(T™* 1) C R(T + F)" " R(T%) € R(TY),

il résulte que dim R(T%)/R(T + F)" N R(T") est finie pour tout n > d. Mais comme
F* est de rang fini, on obtient que

dim(R(T%) + R(F}))/R(T + F)" N R(T?) est finie pour tout n > d (3.1)
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D’autre part, en interchangeant T et T + F dans le lemme 3.3.2, on peut conclure

dimR(T + B/ R(T NR(T + F"* ! < o0

De plus, on a R(T®) N R(T + Fy***1 € R(T + F)"**! N R(T*) € R(T + F)*** pour
tout n1 > 4 et par conséquent,
dim R(T + F)"*1/R(T%) N R(T + F)"**! est finie pour tout n > d (3.2)

Donc en combinant (3.1) et (3.2) on obtient que
dim(R(T%) + R(F)/R(T + E)" est finie pour tout n > d + k.

Ainsid(T+F) <d +k.

(i)=(ii) En prenant T = 0 on obtient que 0§ (F) est vide et donc F est al-
gébrique. Notons par Ay, Ay, ...A, les éléments du spectre de F, il vient que
X=X6X2®..... ® X, ou les sous-espaces X; sont invariants par F et la res-
triction de F ~ A; a X; est un opérateur nilpotent pour tout 1 < i < n. Supposons
que pour un A; # 0, X; est de dimension infin, alors il existe un opérateur non
algébrique S; sur X; commutant avec la restriction F; de F a X;. Si on dénote
par S 'extension de S; a X donnée par S = 0 sur chaque X tel que j # i, il est
évident que SF = FS et par suite, 05_(5+F) = 0§ _(S) par hypothése. D’autre part,
comme 03 (S) = 05,.(S:) et 0§, (S + F) = 0§, (S: + F) et F; — A; est un opérateur
rulpotent, on obtlent que 05, (Si)) = 05 (Si + F) = 03.(5i + A). Choisissons un
nombre complexe a € 6§ (S) # @, alors nA; + a € 0§ (S) pour tout n € N, ce qui
implique que A; = 0; contradiction. n

Remarque 3.3.3. L'exemple ci-dessous nous montre que le résultat précédent ne peut
pas étre généralisé aux perturbations par des compacts.

Exemple. Considérons l'opérateur T = 0 défini sur I’espace de Hilbert muni
de la base orthonormale {e,-,,'};j‘}’.=1 ; il est claire que d.(T) est finie. Cependant, si on
considere 'opérateur compact K défini par

Kei; = ;781’, j+1s

on obtient que pour tout n € N et i > 1, ¢; 5,1 € R(K") \ R(K™?), ce qui implique
que d.(K) est infinie.



3.4 Propriété de 'extension unique,“ partie quasi-nilpotente et coeur analytique 37

M. Mbekhta et V. Miiller ont montré dans [39] que si T € £(X), alors 0§, (T +
F) = 05 (T) pour tout opérateur F de rang fini défini sur X. Par conséquent, on
obtient :

FeF(X)

Pour un sous ensemble K de C, on dénote par isoK 1’ensemble de tous ses
points isolés et par accK = K\isoK l’ensemble de tous ses points d’accumulations.

Dans le résultat suivant on démontre que l'inclusion précédente devient une
égalité si on complete I’ensemble ¢§_(T) par tous les points d’accumulation de
I'ensemble o7,(T) formé par les nombres complexe A pour les quels T ~ A n’est
pas un opérateur semi-Fredholm d’indice positif.

Théoréme 3.3.4. Soit T € L(X), alors

04es(T) U acca:f("[) = ﬂ Odes(T + F)
FeF(X)

Preuve. Si 0 ¢ (\rerx) Oaes(T + F), alors il existe F € F(X) tel que d(T + F) est
finie et par conséquent, 0 € p§_ (T). D’autre part, comme d(T + F) est finie, alors
d’apres le corollaire 3.1.3, il existe un réel 6 > 0 tel que pour tout 0 < [A] < §,
(T+F-A) estsurjéctif. Ce quiimplique que 0 € isoa;}(T)ﬂ PSes(T)- Réciproquement,
soit 0 ¢ of (T) U acco;“f(T), alors il existe 6 > 0 tel que pour tout 0 < |A] < §,
ind(T — A) > 0 et par conséquent il existe un opérateur de rang fini F tel que
T + F — A est surjectif pour tout 0 < JA| < 6. De plus, comme d¢(T) est finie, alors
il en est de méme pour d(T + F) et par conséquent, le théoréme3.1.1, implique
que d(T + F) est finie ; ce qui termine la preuve. |

3.4 Propriété del’extension unique, partie quasi-nilpotente

et coeur analytique

Dans cette partie, on généralise des résultats démontrés dans la derni¢re
partie du chapitre 2 aux opérateurs de descentes essentielles finies.
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Proposition 3.4.1. Soit T un opérateur borné défini sur X de descente essentielle finie,
alors pourp:=p(T)ona:

(i) Ho(T) = N=(T)

(if) Co(T) = R*(T)

(iii) Ho(T) est fermé si et seulement si Hy(T) = N(T7)

(iv) Ho(T) = T(Ho(T)) + N(T7)

Pour démontrer ce résultat, on utilise souvent le lemme suivant :

Lemme 3.4.2. [19, Lemma 2.2] Soient T un opérateur borné a image fermée de X sur Y
et E C X et F C Y deux sous espaces vectoriels tel que N(T) C E et F C R(T), alors

(i) T(E) = T(E)

(ii) T-'(F) = T-X(F)

Soit F € R(T?) un sous espace vectoriel. Dans toute la suite, on dénote par
cl,(F) I'adhérence de F dans ’espace topologique R(17).

Preuve de la Proposition 3.4.1 Pour démontrer les quatres propriétés , re-
marquons d’abord que comme la restriction T de T au sous espace vectoriel
R(T?) est semi-régulier , alors d’aprés le théoreme 1.1.9, cl,,(HO(T)) = clp(N""(T))
et Co(T) = R*(T) et montrons que :

Ho(T) = R(T*) N Ho(T) = T (Ho(T)) (3.3)

et
TP(Hy(T)) = Ho(T) (34)

Il est clair que Ho(T) € R(TP) N Hy(T). Pour "autre inclusion, soit y € R(T?)NHy(T),
il existe x € Hy(T) tel que y = T?x. De plus, comme on a

[T yIY" < (1PN + YT,

il résulte que y € Hy(T).

Pour démontrer la derniére égalité, il suffit de voir que T7 (Ho(T)) = T7(TP(Hy(T)) =
Ho(T) + N(T?) = Ho(T).

(i) 11 est clair que N*(T) = R(T?) N N*(T) et par consequent,

TPIN(T)) = N*(T) (3.5)
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D’autre part, si on applique le lemme 3.4.2(ii) a 'opérateur 17, on obtient d’apres
les formules (3.4) et (3.5) que :

s oo 25T

(ii) Comme T est semi-régulier et R%( T) = R®(T), il vient que TR=(T) = R*(D) =
R>(T) € T(R®(T)). Par conséquent Co(T) = R*(T).

(iii) Si on applique le lemme 3.4.2 (i) a 'opérateur T?, on obtient d’apres les
formules (3.3) que : TV’(HTTS = cl,,(Ho(T)). Par cohséquent, si Hy(T) est fermé,

Ho(T) = TP(Hy(T)) = TP(Ho(T) = cl(Ho(T)).

Donc Hy(T) est fermé. Mais comme T est semi-régulier, alors d’aprés théoreme
1.1.9 etla formule 3.3, Hy(T) = R(TP)NHy(T) = {0} . Par conséquent Hy(T) = N(T7),
car si y € Hy(T), T’y € Hy(T) N R(17) = 0.

(iv) Comme T est semi-régulier, il vient d’apres le théoréme 1.1.9 que

clp(Ho(T)) = T(clp(Ho(T)) = T(TP(Ho(D)) = T (T(Ho(T)).

Donc d’apres la formule (3.6), Hy(T) = T™? (clp(Ho(T))) = T(Ho(T)) + N(T?). Ce qui
termine la preuve. n

Corollaire 3.4.3. Soit T € L(X) de descente essentielle finie, alors T est quasi-nilpotent
si et seulement si T est nilpotent de degré p, oir p = p(T).

Preuve. Supposons que T est quasi-nilpotent, alors [|T”]|s — 0 quand n — co.
Donc pour tout x € X, lim, o || T"x 7= Oet par conséquent Ho(T) = X est fermé.
Alors, d"apres la proposition 3.4.1(iii), Hy(T) = X = N(T?). [ |

Proposition 3.4.4. Soit T € L(X) de descente essentielle finie, alors il existe 6 > O tel
que pour tout 0 < |[Aj < betp:=p(T),ona:

(i) Ho(T — A) + N(T7) = Ho(T)

(ii) Co(T — A) = Co(T) + N(T7)

Preuve. Soit T la restriction de T au sous espace vectoriel R(T7). Comme T est
semi-régulier, alors d’apreés la proposition3.1.1, il existe 6 > 0 tel que pour tout
0<|Al<6, T—AetT—Asont semi-réguliers
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(i) Comme N*(T — A) = R(T?) N N=(T — A), alors d’apres la propositionl.i.lO, on
obtient que

c,(Ho(T)) = cl,(Ho(T-A)) = cl,(N®(T-1)) = cl,(R(T")NN*(T-A)) pour tout 0 < |A| < 6
De plus, comme TPR(TVHINN®(T - A) = N°(T - A)+ N{TP) etsionap

AL "[,‘.‘u‘u/ ~

lemme 3.4.2 (ii) a 'opérateur T7 il vient que :

Ho(T) = TP(cl(Ho(T)) = TP(cl,(R(T") N N™(T = A))

= N=(T - A) + N(I¥) = Ho(T — A) + N(T?).

(ii) On a T est semi-régulier. Alors d’apreés les propositions 1.1.10 et 3.4.1 (ii), il
vient que :

R™(T) = R*(T) = Co(T)
Co(T-A)=R>(T-1)
= R(TP) N R>(T - A).

Co(T)

it

Par conséquent, TP(Co(T)) = Co(T) = R(T?) N R®(T — A). Ce qui implique que :

i

Co(T) + N(T?) = T(TP(Co(T)) = TP(R(T?) N Co(T — A))
TP(R(T?) N R*(T — A)) = R(T — A) + N(T?)

R®(T = A) = Co(T — A).

It

3.5 Descente essentielle et image fermé

Soit T € L(X), un résultat célebre de T. Kato montre que si codim R(T) est
finie, alors I'image de T est fermé. Ce résultat est généralisé par Goldberg comme
suit : si M est un sous-espace fermé de X tel que R(T) ® M est fermé, alors R(T)
est fermé. Mais 1’exemple suivant nous montre que si on remplace la condition
du théoréme de T. Kato par la descente essentielle de T est finie, alors 'image de
T n’est pas en général fermée.

Exemple : soit H I’ espace de Hilbert muni de la base orthonormale (e,)nen et
Vopérateur T défini par Te,, = %ezn_l et Tey,-1 = 0, alors R(T) n’est pas fermé et

d(T) = 2.
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Dans la suite de cette partie on va donner quelques conditions suffisantes
pour que 'image d’un opérateur d’ascente essentielle finie soit fermée.

Théoréme 3.5.1. Soit T € L(X), sid := d(T) et dim N(T) sont finies, alors R(T™) est

fermé pour tout entier m > 1.
Preuve. Pour tout entier naturel m > 1,on a
dim X/R(T™) = dim(N(T%) + R(T™))/R(T™) + dim X/N(T%) + R(T™))  (3.7)
De plus, d’aprés M. A. Kaashoek[25], on a
dim(N(T%) + R(T™))/R(T™) = dim N(T)/R(T*™) N N(T) (3.8)
En combinant (3.7) et (3.8), on obtient que
codim R(T™) = dim N(T)/R(T**™) N N(T) + codim (N(T%) + R(T™))

et comme d.(T) est finie, alors la formule (1.4) implique que codim R(T™) est finie
pour tout m > 1. Ce qui termine la preuve. |

Théoréme 3.5.2. Soit T € L(X) tel que d := do(T) est finie. Si N(T%) N R(T*) posséde
un sous-espace vectoriel complémentaire dans N(T%) pour un certaink € N, alors R(T¥)
est fermé.

Preuve. Par définition de sous-espace complémentaire fermé, il existe un sous-
espace fermé M C N(T7) tel que N(T%) = M & N(T%) N R(T*). Puisque N(T¥) est
fermé dans X, alors il en est de méme pour M. D’autre part, comme d := d(T)
est finie, alors codim (R(T*) + N(T%)) < . Donc il existe un sous-espace fermé
de dimension fini M tel que X = [R(T*) + N(TH)] & M; = R(T")® M & M;. D'ou
d’apres le théoréme de Goldberg, R(T¥) est fermé. ]

Corollaire 3.5.3. Soit T € L(X) tel que do(T) = 1, alors

(i) Si dim N(T) N R(T) est finie, alors R(T) est fermé.

(ii)Si X est un espace de Hilbert, alors N(T) N R(T) est fermé si et seulement si R(T) est
fermé.

Théoréme 3.5.4. Soit T € L(X) et Ag € C tel que d(T — Ag) = 1. S'il existe une suite
{Anlaz1 de nombres complexes qui converge vers A tel que dim N(T — A;) est finie pour
tout i > 1, alors R(T — Ay) est fermé.
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Preuve. Soit A = 0 et supposons qu'il existe une suite {A,},>1 de nombres com-
plexes qui converge vers A tel que dim N{T — A;) est finie pour tout i > 1, alors
d’apres le théoréme 3.1.1, dim N(T) N R(T) est finie, d’'ot d’apres le corollaire

=

précédent, R(T) est fermé. |
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Chapitre 4

Relévement des pdles dans ’algébre
de Calkin

Dans ce chapitre on étudie le probléeme de relévement des p6les dans I’algebre
de Calkin d’un espace de Hilbert séparable. De plus, une caractérisation des poles
dans l’algebre de Calkin en termes d’ascente essentielle et de descente essentielle

est fournie,

4.1 Relevementdes pointsisolés du spectre dans1’al-
gebre de Calkin

Dans cette section on étudie le probléme de relévement des points isolés du
spectre dans I’algebre de Calkin d"un espace de Hilbert séparable :«Soit T € L(H)
tel que zéro est un point isolé de son spectre essentielle, existe-il un opérateur
compact K tel que zéro est un point isolé du spectre de T + K ». On montre par un
exemple qu'un tel relevement n’est pas possible en général. Ensuite, on donne
les obstructions a relever cette classe d’éléments de 1’algébre de Calkin.

Exemple4.1.1. Considérons I'opérateur shift a droite T défini sur €2(IN) par T(x, x3, ...) =
(0, x1,...).  est claire que T — A est un opérateur de Fredholm d’indice strictement négatif
pour tout complexe |A| < 1. Cependant, sil existe un opérateur compact K tel que zéro
est un point isolé du spectre de T + K, alors ind(T + K ~ p) = ind(T — u) = 0 pour tout
p dans un voisinage de zéro; contradiction.
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Comme on a montré dans 1’exemple 4.1.1, le relevement des points isolés du
spectre dans l'algébre de Calkin d"un opérateur T € L(F) n’est pas possible en
général. Cependant, si un tel relevement peut exister, alors 1'indice de T — A doit
étre nul au voisinage de ce point. Donc l'indice non nul au voisinage constitue

une obstruction a relever les points isolés du spectre essentielle.

Dans toute la la suite on considére le cas ott X = H est un espace de Hilbert
séparable et on dénote par G, la composante connexe des éléments inversibles
de l'aigébre de Calkin C{H) contenant l'identité. D’aprés R. G. Douglas [15], on
a(T) € G, si et seulement si ind(T) = 0. Et dans ce cas, il existe un opérateur
compact K tel que T+K est inversible.

Dans[48], J. G. Stampfli a démontré le résultat suivant :

Théoréme 4.1.2. Soit T un opérateur borné sur H, alors il existe un opérateur compact
K tel que

o(T+ K) ={A € C: T — A n’est pas de Fredholm d’indice zéro }.

Théoréme 4.1.3. Soit T € L(H) tel que zéro est un point isolé de son spectre essentiel,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un opérateur compact K tel que zéro est un point isolé du spectre de T + K.
(ii) il existe 6 > O tel que (T) — A € G, pour tout 0 <| A |< 6.

(iii) il existe 6 > O tel que T — A est de Fredholm d’indice zéro pour tout 0 <| A |< 6.

Preuve. L'implication (i)= (iii) est claire.

(111) = (i) Supposons qu'il existe 6 > 0 tel que T — A est de Fredholm d’indice
zéro pour tout 0 <| A |< 6, alors d’apres le théoreme 4.1.2, il existe K € K(H) tel
que zéro est un point isolé du spectre de T + K

4.2 Relévement des pdles dans 1’algébre de Calkin

On commence cette section par montrer par un exemple que le reléevement
des poles dans 1’algeébre de Calkin d’un espace de Hilbert séparable n’est pas
possible en général.
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Exemple 4.2.1. Soit S I'opérateur shift & gauche défini sur l'espace de Hilbert £2(IN) par
Seiny = ¢ et Sey = 0, oit {e; : 1 > 1} est une base orthonormale de £2(N). Considérons
Vopérateur T = 0@ S défini sur l'espace de Hilbert H = £2(IN) & €2(N). Il est évident
gue T — A est de Fredholm et ind(T — A) = 1 pour tout nombre complexe 0 < |A| < 1.
De plus, comme la descente de T est finie, alors il en est de méme pour la descente
de 1i(T). Par conséquent zéro est un pole de la résolvante de 1(T). Cependant, s'il
existe un opérateur compact K tel que zéro est un pole de la résolvante de T + K, alors
ind(T + K- A) = ind(T — A) = 0 pour tout 0 < |A| < 1, Contradiction.

Lemme 4.2.2. [42, Theorem 2.3] Soient A et B deux dpe’rateurs bornés sur H tel que
leur produit AB € K(H), alors il existe une projection P € L(H) tels que AP et (I — P)B
sont deux opérateurs compacts.

Proposition 4.2.3. Soit T € L(H) et k € N tel que n(T)* = 0, alors il existe un
opérateur compact K tel que (T + K)* = 0.

Preuve. Pour démontrer ce résultat on va procéder par induction sur k. Suppo-

sons que 71(T) = 0, alors T est un opérateur compact. En suite, supposons que T

est un opérateur compact pour un certain k > 2 et que le résultat est vrai pour

k — 1, alors d’apres le lemme 4.2.2, il existe une projection P tels que T*1P et
(I — P)T sont deux opérateurs compacts. Par conséquent

T [ A X ] R(P)

Ka K j N(P)

ol Ky et K3, sont deux opérateurs compacts et A = T\gp).

o o )\ AT
’1".._( P:( PeK(H

\

Observons que

Donc A¥! € K(R(P)) et par conséquent d’apres I’hypothese d’induction, il existe
un opérateur compact Ky; € L(R(P)) tel que (A — Ki1)* = 0.
Considérons l'opérateur compact

K= Kn O
Ky Kn
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Alors

N _ \
(T—Kf = A-Ky XJ (A—Ku XJ

0 0 0 0

Théoréme4.2.4. Soit T un opérateur borné sur H, alors zéro est un pole de la résolvante
de 1(T) si et seulement si il existe un opérateur compact K tel que T+ K= A®B, A
nilpotent et B de Fredholm.

Preuve. Supposons que zéro est un pdle de la résolvante de T = n(T) d’ordre
d, alors il existe un idempotent E tel que ET = TE, o(ETE, EC(H)E) = {0} et
o((1 - EYT(1 - E), 1 - E)C(H)(1 - E)) = o(T) \ {0}. Soit A un nombre complexe non
nul, alors ETE — AE est inversible dans EC(H)E. De plus, d’apres la proposition
4.2.3, on peut relever Eaun idempotent E défini sur H. Doncil existe S € .£L(H) tel
que [E(T - A)E][ESE] - E et [ESE][E(T - A)E] — E sont compacts et par conséquent
ETEg) — A est de Fredholm. Donc 6.(ETEgE)) = {0}. De la méme maniére on
obtient que (I — E)T(I — E)g) est de Fredholm. D’ autre part, comme la descente
de T est finie, alors il existe U € L(H) tel que T# = T*1{I, ot U = n(U). D’otx

(ETE)? = ET'E = ET*'UE = [ET* E)[EUE] = (ETE)Y*Y(EUE).

Par conséquent (ETE)? — (ETE)**(EUE) est compact et il en est de méme pour
sa restriction sur le sous-espace invariant R(E) , ce qui implique que la descente
de mrE)(ETER()) est finie, ot mgr) @ LIR(E)) — C(R(E)) dénote la surjection
canonique. De plus, comme 7mir(r)(ETERre)) est quasi-nilpotent dans 1’algebre de
Calkin C(R(E)), donc d’apres le théoréme 3.1.8, mr()(ETEr(r)) est nilpotent. Ainsi
la proposition 4.2.3 assure l’existence d ‘un opérateur compact K; définie sur R(E)
tel que ETER) + K; est nilpotent. Posons K = EK1E~ET(I—~E)—(I-E)TE, alors il
est simple a vérifier que K est un opérateur compact. Finalement, T+ K= A&B,
A = (ETE)g) + K; est un opérateur nilpotent et B = (I — E)T(I — E)) est de
Fredholm.

Réciproquement, supposons qu'’il existe un opérateur compact Ktel que T+ K =
A ® B, ou A" = 0 pour un certain entier positif n et B de Fredholm. Notons par P
la projection tel que P(T + K)P = A et (I ~ PX(T + K)(I - P) = B, alors il existe un
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opérateur S € L(H) tel que (I — P) — B(I — P)S(I — P) est compact. Par conséquent,
T — T**Y(I — P)S(I - P) est compact, ainsi la descente de 7t(T) est finie. De plus,
comme zéro est un point isolé de o(n1(T)), alors zéro est un péle de la résolvante
de n(T) d’ordre d < n.

Remarque 4.2.5. Comme I'exemple 4.2.1 le monire, le relévement des pbles dans I'al-
gébre de Calkin n’est pas possible en général. En outre, supposons que zéro est un pole
de la résolvante de 1i(T) et qu’il existe un opérateur compact K tel que zéro est un pole
de la résolvante de T + K, alors l'indice de T — A est nul dans un voisinage de zéro. Donc

Vindice non nul au voisinage du pole constitue une obstruction pour le relevement.

" Corollaire 4.2.6. Soit T € L(H) tel que zéro est un pdle de la résolvante de 7(T), alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) il existe un opérateur compact K tel que zéro est un pole de la résolvante de T + K.
(ii)il existe 6 > O tel que n(T) — A € G, pour tout 0 <| A |< .

(iit) il existe & > O tel que T — A est de Fredholm d’indice zéro pour tout 0 <] A |< 6.

Preuve. (i)= (ii). Comme zéro est un podle de la résolvante de T+ K, alors il existe
6 > 0 tel que pour tout 0 <| A |< §, T+ K — A est inversible et par conséquent
ind(T—A) =ind(T+ K- A) =0.
(ii) = (i) Comme zéro est un pole de larésolvante de 7i(T), alors le théoréme 4.2.4
assure l’existence d"un opérateur compact K; défini sur Htel que T+K; = A®B, A
nilpotent et B de Fredholm. De plus, comme ind(T - A) = 0 pour tout 0 <| A |< 6,
alors d’apres la continuité del’indice on obtient que ind(B) = 0 et par conséquent
I'existence d’ un opérateur compact K; tel que B + K; est inversible. Enfin, il suffit
de prendre K = K; + (0 ® K3).

]

4.3 Poles dans l'algébre de Calkin, ascente essen-
tielle et descente essentielle

En se basant sur les multiples définitions et résultats démontrés dans les
premiers chapitres, une caractérisation des poles de la résolvante dans 1’algebre
de Calkin en termes d’ascente essentielle et de descente essentielle est fournie
dans cette section.
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Dans [20], S. Grabiner et J. Zemanek ont établit le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1. Soit T € L(H) d’ascente essentielle et de descente essentielle finies,
alors on a

(i) Pour tout n € IN, dim N(T™*')/N(T") est finie si et seulement si dim R(T")/R(T"*")
est finie.

(it) S dim R(T")/R(T™*") est finie, alors R(T™) est fermé.

Théoréeme4.3.2. Soit T un opérateur borné sur H, alors zéro est un pdle de la résolvante
de i(T) si et seulement si il existe un opérateur compact K tel que a.(T + K) et de(T + K)
sont finies.

Preuve. Le sens directe est une conséquence immédiate du théoréme 4.2.4.

Réciproquement, supposons qu’il existe un opérateur compact K tel que a.(T +K)
et do(T + K) sont finies, alors d’aprés un résultat du a V. Miiller, [40], il existe
deux sous-espaces fermés M et N invariants par T + K tels que H = M @& N et
T + K =T, & Ty, oit T1 nilpotent et T, de Fredholm. Ce qui termine la preuve. B

Remarque 4.3.3. Dans le résultat précédent, I'opérateur compact K ne peut pas étre
identiquement nul. En effet, considérons V'opérateur compact K défini sur £2(IN) par
Ke, = Le,, alors il est évident que zéro est un pole de la résolvante de n(K) = 0. Mais si
on suppose que K est d’ascente essentielle et de descente essentielle finies, alors d’apres
le théoreme 4.3.1, R(K?) est fermé, oit d := a.(K) = de(K); contradiction.

Avant de commencer cette partie on rappelle quelques résultats et notions
introduites par B. N. Sadovskii dans [44] et [40]. On dénote par [*(H) l’espace
de Banach de toutes les suites bornées d’éléments de H muni de la norme sup et
par m(H) le sous espace fermé de I°(H) de toutes les suites (x,)nen d'éléments de
H tel que {x, : n € IN} est précompact.

Soit P(H) = 1*(H)/m(H). A partir d"un opérateur T € B(H) on défini un opérateur

T* : I*(H) — I*(H) par T"((Xn)nen) = (T(Xn))nen-

Comme T*(m(H)) € m(H), alors on peut définir un opérateur P(T) défini sur
P(H) tel que

P(T) = 0 © T compact 4.1)
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Et
Si R(T) est fermé, alors N(P(T)) = I”(N(T)) + m(H) 4.2)

ces fermés de
1

BN

tel que A

P

Lemme 4.3.4, Soient M et N deux sous-esp
x T

’:I

AN ol I N
\ivi) T i 1 l- ) + :IL(I .l}

(ii) 5i dim N/M = o0, alors dim(I® (M} + 1 (H)\/(iw(N\ +m(H)) =

Théoréme 4.3.5. Soit T € L(H) tel que zéro est un pble de la résolvante de (T d’ordre
d et R(T") et R(T%*) sont fermés, alors d = ao(T) = de(T).

Preuve. Soit Q la projection orthogonale sur N(T**1), alors n(T**)r(Q) = 0 et
comme d = a(r(T)), il vient que n(T")(Q) = 0. D’autre part, comme R(T") est
fermé, alors il en est de méme pour R(T*Q) = R(T%) N N(T) et par conséquent
R(T*)NN(T) est de dimension finie. De plus, comme N(T#+1)/N(T") est isomorphe
a R(T%) N N(T), alors a,(T) < d. D’autre part, par passage a l’adjoint, il résulte
que dim R(T*) N N(T*) est finie et donc codim (N(T¥) + R(T)) est finie. Enfin,
d’apres la formule(1.4), on conclut que d.(T) est finie. Supposons maintenant que
ao(T) = do(T) < d, alors dim N(T%)/N(T?*!) est finie. D’ot1 d’apres le lemme4.3.4,
E2(N(T)+m(H) = £°(N(T%1))+m(H), et comme R(T%) est fermé, alors N(P(T%)) C
N(P(T%1)). Donc N(P(T%)) = N(P(T¥!)). Finalement, si S est un opérateur tel
que T7S est compact alors il en est de méme pour T%"1S, ce qui implique que
a(n(T)) < d; contradiction. n

Notons que le sens inverse du théoréme 4.3.5 n’est pas vrai en général. En
effet; si on considére l'opérateur compact K défini sur £2(IN) par Key, = ;;ezp_l et
Key, 1 = 0, alors a.(K) = de(K) = 2 et zéro est un péle de la résolvante de n(K)
d’ordre 1. Cependant, si on suppose que R(T*?) est fermé on obtient le résultat
suivant :

Proposition 4.3.6. Soit T un opérateur borné sur H, si d := a.(T) = do(T) est finie et
R(T*1) est fermé, alors zéro est un péle de la résolvante de i(T) d’ordre d.

Preuve, Comme le théoréme 4.3.2 assure que zéro est un podle de la résol-
vante de 7i(T), alors il suffit d’établir que d = a(n(T)). D’abord, supposons que
n = a(n(T)) < d et soit Q la projection orthogonale sur N(T¥), alors T9"!Q
est compact et donc P(T*1Q) = P(T*1)P(Q) = 0. On a £°(N(T%) + m(H) =
£°(N(T% 1)) + m(H). En effet; soit {X,}nen € €°(IN(T), alors P(T* 1) ({%n}nen +
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m(H)) = P(T*)P(Q)({xn}nen + m(H)) = 0. Par conséquent {x,}nen + m(H) €
N(P(T 1)) = £2(N(T" 1) + m(H) puisque R(T*™) est fermé. En utilisant main-
tenant le lemme4.3.4, on obtient que dim N(T%)/N(T%!) est finie ; contradiction.
Donc n > d. Finalement, d’aprés le théoréme4.3.1, R(T") et R(T™*!) sont fermés et
par conséquent n = d d’aprés le théoréme 4.3.5. ]
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T+, 1

X, 1
a(T),5
K(T),3
C(X),1
d(h), 5
a.(T), 6
de(T), 6
FX),1
Hy(T),3
ind(T), 1
N(T), 1
K(X), 1
L(X),1
n(T), 1
Rad(A), 18
R(T), 1
Pasc(T), 11
Pasc(T), 7
P57
o(T), 1
Oasc(T), 11
oap(T), 1
TaeslT) 7
oe(T), 2
os(T), 5
osu(T), 1
s-reg(T), 5
isoK, 37
N>(T), 4
R>(T), 4
s-reg(T), 4

0,,(T), 37
05sc(1), 7

accK, 37

Co(T), 4
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