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Résumé 

Ce travail de thèse présente une contribution à l'étude de la propagation et la lo

calisation des ondes acoustiques et électromagnétiques dans les cristaux phononiques et 

photoniques unidimensionnels. 

Notre intérêt a porté principalement sur la propagation des ondes acoustiques dans les 

matériaux multicouches périodiques de type solide-fluide et les ondes électromagnétiques 

dans les guides d'ondes monomodes quasi-périodiques. L'objectif étant de chercher de 

nouveaux matériaux avec des bandes interdites larges et étudier l'effet de la présence des 

inhomogénéités (défaut) dans ces structures telles que : la surface libre, l'interface avec 

un substrat homogène ou l'existence d'une cavité. Ces résultats sont obtenus à partir 

d'un calcul analytique détaillé des fonctions de Green qui nous a permis de déterminer les 

relations de dispersion, les densités d'états locale et totale et les différents coefficients de 

transmission et de réflexion ainsi que les temps de phase correspondants. 

Dans le cas des ondes acoustiques de polarisation sagittale dans les super-réseaux 

solide-fluide, nous avons mis en évidence l'existence et le comportement des modes de 

surface et d'interface ainsi qu'une règle générale sur l'existence de ces modes. Aussi, 

nous avons montré que ces systèmes peuvent présenter des gaps omnidirectionnels qui 

réfléchissent les ondes quelque soit l'angle d'incidence (miroirs acoustiques) ainsi qu'une 

transmission sélective à travers les modes de défaut et d'interface (filtres acoustiques) 

Dans le cas des ondes électromagnétiques dans les guides d'ondes monomodes quasi

périodiques (de type Fibonacci) à base de câbles coaxiaux, nous avons mis en évidence 

certaines propriétés liées à ces systèmes telles que l'auto-similarité avec un facteur d'échelle 

dans le cas d'une seule séquence de Fibonacci. Aussi, Il a été montré que ces systèmes 

peuvent présenter dans certaines régions de fréquences, des vitesses subluminiques et su

perluminiques. Dans le cas des séquences périodiques de Fibonacci, nous avons montré des 

propriétés liées aux bandes permises telles que la fragmentation des spectres de fréquences 

selon une loi en puissance ainsi que deux types de modes de surface. Les modes de volume 

et de surface dans ces structures peuvent présenter des comportements liés aux systèmes 

multifractals. Tous ces résultats sont obtenus à partir de la mesure de l'amplitude et la 

phase de la transmission à travers ces cristaux photoniques placés soit horizontalement 

entre deux guides soit verticalement sur un guide. Les résultats expérimentaux sont en 

bon accord avec les résultats théoriques. 



Mots-clés: super-réseau, solide-fluide, guide d'onde, onde acoustique, onde électromagnétique, 

périodique, quasi-périodique, Fibonacci, surface, interface, défaut, fractal. 
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...__ _________________ Introduction générale 

Durant les deux dernières décennies, la propagation des ondes acoustiques et électromag

nétiques dans les milieux lamellaires périodiques unidimensionnels (lD) a fait l'objet d'un 

grand nombre de travaux théoriques et expérimentaux en raison des propriétés physiques 

nouvelles observées dans ces structures en comparaison avec les milieux massifs[l, 2]. 

Une propriété essentielle de ces structures est l'existence de bandes interdites dues à la 

différence entre les caractéristiques acoustiques et diélectriques des matériaux constituants 

qui sont arrangés de façon périodique à l'intérieur de ces systèmes. Dans le domaine de 

fréquences des bandes interdites, ces matériaux peuvent avoir des applications dans le 

guidage, le filtrage et le confinement des ondes. Dans ce travail, nous nous intéressons aux 

propriétés de vibrations (phonons acoustiques) dans les cristaux phononiques unidimen

sionnels formés à partir de multicouches solide-fluide et aux propriétés électromagnétiques 

(Photons) dans les cristaux photoniques à base de câbles coaxiaux. 

La première partie de ce travail concerne la propagation et la localisation des ondes 

acoustiques de polarisation sagittale dans les super-réseaux (SRs) solide-fluide. L'étude 

des phonons acoustiques dans les SRs a fait l'objet de nombreux travaux ces dernières 

années[3-9], essentiellement depuis la première observation[lü] en 1980, des doublets as

sociés aux modes repliés dans la première minizone de Brillouin du SR. Les états propa

gatifs dans ces structures forment les bandes de volume qui sont séparées par des bandes 

interdites appelées aussi mini-gaps. Dans ces mini-gaps peuvent exister des états localisés 

liés aux perturbations apportées au système initial telles que l'introduction d'une surface 
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libre (avec ou sans couche d'encapsulage)[ll-21], une interface SR/substrat[13, 22-24], 

une couche défaut (cavité) à l'intérieur du SR[25-31], ainsi qu'une couche tampon[17] 

(une couche encastrée entre le substrat et le SR). 

Plusieurs travaux théoriques et expérimentaux ont été consacrés à l'étude de ces struc

tures, la majeure partie d'entre eux portant sur les SRs solide-solide[4, 5, 9, 32]. Les 

modèles utilisés sont souvent la matrice de transfert[4, 33] et la fonction de Green[ll, 12, 

34]. Sur le plan expérimental, les techniques utilisées essentiellement sont : la spectroscopie[35-

39], la diffusion Raman[10, 40-43], les ultrasons[44-4 7] et la diffraction des rayons X 

résolue en temps[22]. Cependant, peu de travaux ont traité le cas des SRs solide-fluide. Les 

premiers travaux sur ces systèmes ont été développés par Rytov[48] et par Brekhovskikh[1]. 

Plus tard, Shi:ienberg[49] et Rousseau[50] ont établi la structure de bande d'un SR solide

fluide. Ces résultats ont été confirmés expérimentalement par les ultrasons dans des SRs de 

types Al-eau et plexiglas-eau[51]. Aussi, il a été démontré à travers des spectres de trans

mission théorique et expérimentaux que ces SRs peuvent présenter de larges gaps[52-54] 

et la présence des couches défauts dans ces structures peut donner lieu à des modes loca

lisés bien définis dans ces gaps[53]. Récemment[55], des expériences réalisées sur des lames 

de plexiglas séparées par des cavités d'eau caractérisées par un gradient d'épaisseur, ont 

montré l'existence des oscillations de Bloch (de type Wannier-Stark Ladder) analogues à 

celles observées pour les états électroniques dans les SRs semi-conducteurs polarisés[56]. 

Le modèle de calcul que nous avons appliqué dans ce travail est basé sur le formalisme 

de la théorie de réponse d'interface[57]. Cette méthode nous a permis de déterminer les 

densités d'états locales et totales ainsi que les coefficients de transmission et de réflexion 

aux différentes interfaces. Nous donnons analytiquement les fonctions de Green dans ces 

hétérostructures pour les modes de vibration sagittale. Nous discutons en detail, les re

lations de dispersion des modes localisés et résonants dans les SRs semi-infinis[58] (avec 

une surface libre recouverte ou non d'une couche d'encapsulage, ou en contact avec un 

substrat). En second lieu, nous avons examiné l'effet de la taille finie du SR solide-fluide 

sur la répartition des modes[59]. Ainsi, nous avons mis en évidence d'autres propriétés et 

caractéristiques liés aux SRs finis solide-fluide, à savoir, les zéros de transmission et de 

réflexion, les résonances de type Fano, l'origine des croisements des bandes et des gaps, 

l'angle de Brewster. Aussi, nous avons montré que ces structures possèdent la propriété 

de réflexion omnidirectionnelle des ondes acoustiques (miroirs acoustiques), i.e., elles per

mettent la réflexion des ondes quelque soit l'angle d'incidence et la polarisation des ondes 
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de la même façon que dans les systèmes phononiques 2D et 3D[60-62]. En insérant des 

défauts dans ces structures, on montre qu'elles peuvent jouer le rôle de filtres sélectifs. 

Ces différents résultats associés à ces systèmes ont été examinés et analysés en terme de 

spectres de transmission et de réflexion, temps de phase et densités d'états. 

La deuxième partie de ce travail concerne la propagation des ondes électromagnétiques 

dans les guides d'ondes quasi-unidimensionnels. L'étude des ondes électromagnétiques 

dans les multicouches ID[63, 64, 66-74] a connu un grand intérêt depuis plusieurs années. 

L'idée est de mettre en évidence plusieurs propriétés importantes dans le domaine optique 

et optoélectronique. Du point de vue pratique, ces structures ont été proposées pour 

réaliser des microcavités optiques[75] et des réflecteurs omnidirectionnels[76], ainsi que 

dans la conception des circuits optiques comme les capteurs et les modulateurs[77-82]. 

Récemment, une attention particulière à été portée a l'étude des cristaux photoniques 

quasi-unidimensionnels formés de câbles coaxiaux[83-89]. Ces systèmes reproduisent des 

résultats analogues aux multicouches optiques, mais dans le domaine des radio-fréquences. 

Ces structures sont constituées soit d'une alternance de câbles coaxiaux d'impédances 

différentes, soit de structures sous forme de peigne ou de boucles[88-93]. Des structures 

quasi-périodiques (type Fibonacci)[90-93], fractales (type Sierpinski)[94] ou désordonées[95] 

ont aussi été étudiées en utilisant des câbles coaxiaux. Les cristaux photoniques formés 

de ces câbles sont évidemment beaucoup plus simples pour l'étude de ces différents effets 

en comparaison avec leurs analogues multicouches puisqu'ils demandent un équipement 

simple. Les sections transversales de ces guides sont faibles par rapport à la longueur 

d'onde des ondes qui s'y propagent. Par conséquent, la propagation devient monomode[96] 

et on peut obtenir des résultats expérimentaux très précis qui peuvent être reproduits en 

utilisant un modèle simple ID. En plus, contrairement aux systèmes multicouches ID et les 

différents systèmes 2D et 3D où le contraste entre les constantes diélectriques des consti

tuants joue un rôle primordiale dans la création des gaps, les guides quasi-unidimensionnels 

peuvent présenter de larges gaps même si les matériaux qui les constituent sont identiques. 

Dans cette partie de notre travail, on s'est intéressé particulièrement aux cas des struc

tures quasi-périodiques de type Fibonacci[90-93] caractérisées par une règle mathématique 

de substitution formée à partir de deux blocs A et B qui s'écrit SJ+1 = SjSj_1 , où j est 

le numéro de la génération. Par exemple : S1 = A, S2 = AB, S3 = ABA, S4 = ABAAB, 

Ss = ABAABABA, ... Le nombre de blocs dans chaque génération est Fk = Fk_ 1 + Fk_ 2 
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avec F1 = 1 et F2 = 2. En particulier, nous avons étudié les différentes propriétés de pro

pagation et de localisation des ondes électromagnétiques en considérant soit une séquence 

de Fibonacci seule, soit une séquence donnée répétée périodiquement appelée SR de Fi

bonacci. Nous avons calculé et mesuré le coefficient de transmission (amplitude et phase) 

lorsque ces structures sont soit insérées entre deux guides, soit greffées verticalement le 

long d'un guide. 

Dans le cas d'une seule séquence de Fibonacci[92], une analyse aussi bien théorique 

qu'expérimentale de l'amplitude et la phase du coefficient de transmission nous a permis 

de déduire différentes informations sur la propagation des ondes dans une séquence de 

Fibonacci donnée, à savoir : le temps de phase et par conséquent la densité d'états ainsi 

que la vitesse de groupe. En particulier, ces structures présentent dans certaines régions 

de fréquences des vitesses subluminiques ou superluminiques[92]. En outre, nous avons 

mis en évidence différentes propriétés d'auto-similarité et loi d'échelle des spectres de 

transmission ainsi qu'une analyse des modes propres de ces structures avec différentes 

conditions aux limites sur leurs extrémités. Dans le cas des SRs de Fibonacci[93], on s'est 

intéressé à l'étude de l'existence et le comportement des modes localisés de surface dans ces 

structures. Nous avons ainsi pu généraliser une règle théorique sur l'existence des modes 

de surface, à savoir, lorsqu'on considère deux SRs semi-infinis obtenus à partir du clivage 

d'un SR infini, il existe exactement un mode de surface par gap. Ce mode est localisé à 

la surface de l'un des deux SRs semi-infinis complémentaires. Différents types de modes 

de surface ont été trouvés et leurs localisations spatiales ont été analysées ainsi que leurs 

comportement multifractal. 

L'observation expérimentale de ces modes est réalisée d'une façon originale, à savoir en 

mesurant la transmission à travers un guide droit sur lequel est greffé verticalement un 

SR fini, c'est-à-dire constitué d'un nombre fini de cellules quasi-périodiques. Les modes 

de surface apparaissent comme des maxima dans le spectre de transmission. Nous avons 

aussi mis en évidence la loi d'échelle sur la subdivision des bandes permises en fonction 

du numéro de génération et l'existence de deux types de gaps (stable et transitoires). 

Finalement, nous avons montré théoriquement et expérimentalement l'existence de 

deux types de modes dans un SR fini composé de N cellules[88], à savoir : N-1 modes 

propres dans chaque bande et un mode par gap qui est indépendant de N. Ce mode 

appartient à l'une des deux surfaces qui délimitent le SR fini. 
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Rappelons que le point commun entre ces deux parties (Phononique et Photonique), 

réside particulièrement dans les méthodes de calculs utilisées. Elles sont basées principale

ment sur le formalisme de la théorie de réponse d'interface (fonction de Green)[ll, 12, 34] 

et quelquefois la méthode de la matrice de transfert[4, 33]. Du point de vue des résultats, 

les deux parties traitent les modes de surface qui présentent un intérêt pratique pour la 

caractérisation des propriétés acoustiques et diélectriques de ces matériaux ainsi que pour 

les phénomènes de guidage ou filtrage des ondes qui peuvent en résulter. 

Ce travail est structuré de la façon suivante : 

Dans le chapitre I, nous rappelons brièvement la théorie de réponse d'interface des 

matériaux composites continus, qui est à la base des différents calculs menés dans cette 

thèse. La première partie de cette thèse, traite les ondes acoustiques de polarisation sagit

tale dans les SRs semi-infinis solide-fluide (chapitre II) et les SRs de taille finie (chapitre 

III). La deuxième partie de cette thèse est consacrée aux ondes électromagnétiques dans 

les structures quasi-périodiques composées soit d'une séquence de Fibonacci (chapitre IV) 

soit d'un SR de Fibonacci (chapitre V). 
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I.l Introduction 

La recherche sur les matériaux est la découverte et l'étude des propriétés de formes 

nouvelles de la matière condensée. Sur le plan théorique, l'une des méthodes qui permet 

d'aborder les propriétés physiques soit pour les systèmes continus (élasticité, électromagnét

isme, structure électronique, ... ) soit pour les systèmes discrets (dynamique des cristaux, 

approximation des liaisons fortes, ... ), est le formalisme de la fonction de Green[34, 97, 98]. 

Dans ce contexte une nouvelle méthode de calcul a été développée, intitulée théorie de 

réponse d'interface[99]. Cette méthode nous permet de calculer la fonction réponse (dite 

aussi fonction de Green) afin d'obtenir toutes les propriétés physiques du système com

posite étudié. La connaissance des fonctions de Green de chacun des constituants d'un 

matériau composite nous permet, à l'aide de la théorie de réponse d'interface[99], de 

calculer la fonction réponse correspondante et par conséquent, les relations de disper

sion des modes propres et leurs vecteurs propres, les densités d'états ainsi que les coef

ficients de transmission et de réflexion. Dans ce travail, nous allons étudier deux types 

de systèmes : i) les systèmes composites lamellaires élastiques pour l'étude des ondes 

acoustiques dans les systèmes solide-fluide et ii) les systèmes diélectriques pour l'étude 

des ondes électromagnétiques dans les câbles coaxiaux. Ces structures sont considérées 

comme des milieux continus qui nécessitent l'utilisation du modèle continu de la théorie 

de réponse d'interfaces. Dans ce qui suit, nous présentons l'ensemble des ingrédients utiles 

pour tous les chapitres qui suivent. 

I.2 Formalisme de la théorie de réponse d'interface 

I.2.1 Equations générales pour un système composite discret 

Soit un matériau homogène infini i [Fig. :I.l(a)] défini dans un espace D~ auquel on 
+------7 +------7 

associe un opérateur Hi. La fonction réponse Ci de ce matériau n'est autre que l'inverse 
+------7 

de l'opérateur Hi et est définie par : 

dans D~ (I.l) 

+------7 

où 1 est l'opérateur identité. 
+------7 

A partir de ce système (matériau) infini, on crée à l'aide de l'opérateur de clivage Vsi, un 

Chapitre I 
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matériau occupant l'espace Di[Fig :I.l(b)], et délimité par des surface libres MiJ (i décrit 

l'espace D;, j indique l'indice d'une interface du matériau i) et on lui associe l'opérateur 
f------+ 

hsi, tel que : 

(1.2) 

La fonction réponse correspondante est définie par : 

(1.3) 

f------+ f------+ 

H; et hsi peuvent être selon les propriétés à étudier, une matrice dynamique, un hamil-

tonien, ... 

On définit l'opérateur réponse de surface par : 

(1.4) 

Les éléments Vsi(n, n') de cet opérateur sont nuls si n ti M;, où 111i = UM;j est l'espace 

des interfaces. 

f------+ 

La connaissance de la fonction réponse de volume Ci et de l'opérateur réponse de 
+------+ 

surface As;, nous permet de déduire la fonction réponse g;; d'un matériau homogène avec 

surface libres (Equation de Dyson) : 

dans Di. (1.5) 

+-------+ 
D'autre part, en considérant des matrices rectangulaires Asi(MiD;), l'équation précédente 

s'écrit 

dans Di (1.6) 

avec 

(I. 7) 

Une forme particulière de l'équation (1.6) est : 

f------+-1 f------+ f------+ -1 . 
g si (llf;Mi) = .6. sJll!iMi) G i (111;111;), dans llfi (1.8) 

f------+ f------+ 

où ~ ;/(llf;Mi), ~?t;/(llfil\Ii) et G i 1 (1II;Mi) sont respectivement les inverses des matrices 
f------+ f------+ 

~ s;(llf;ll1i), gs;(M;M;) et G ;(MiM;) 
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!.2 Formalisme de la théorie de réponse d'interface 9 

(a) 

(b) 

(c) 

Fig. I.l: Formation d'un matériau composite (c), défini dans l'espace D (D = U Di), à partir 

de différents sous-systèmes définis dans leurs espaces d'existence D; (b). Chacun de ces 

derniers est découpé de son système de référence infini défini dans l'espace D~(a). 
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I.2.2 Equations générales pour un système composite continu 

Soit un système composite défini dans l'espace D et formé de sous-systèmes définis res

pectivement dans leurs espaces d'existence Di(D = UDi) [Fig :I.1(c)]. Ces sous-systèmes 

sont assemblés par leurs domaines d'interfaces Jt,fi E Di. Chaque sous-système i est en 

général en interaction avec J autres sous-systèmes. Ainsi, l'espace d'interface Mi est en 

général composé de J sous-interfaces l'vfij, 1 ::; j ::;; J; et l'ensemble de tous les espaces 

l'vii est appelé espace d'interface M du matériau composite (M = UAfi)· 

La fonction réponse d'un tel système s'écrit[99, 100] 

g(DD) = G(DD)- G(DM)G- 1 (l'v1 M)G(M D) 

+G(DM)G-1 (1\1 M)g(A1 M)G-1(1\1 M)G(M D). 

(I.9) 

Cette équation permet le calcul de tous les éléments de la fonction réponse g(DD) une 

fois connus ceux dans l'espace des interfaces g(M M). Or ces derniers s'obtiennent par une 

superposition des différentes g;/ ( Mij Mi'j') (I.8) associées aux différents sous-systèmes i 

constituant le système composite[57, 101] : 

g- 1 (l'v1ij, Mi'F) = 0 

g- 1 (Mij,Mij') = g-_;/(Mij,Mij') 

g- 1(Mij, Mij) = 2:_i, g-_;/(Mij, AJi'F) 

Mi'j' rJ. Mi 

j =J j' (1.10) 

Toutes les conditions aux limites aux interfaces sont satisfaites à travers les équations 

(I.10). 

Les nouveaux modes associés aux interfaces du système composite sont donnés par 

l'équation : 

det[g- 1(1\fl\1)] =O. (1.11) 

Si IU(D)) représente la déformation du système de référence, l'équation (I.9) nous permet 

de calculer la déformation lu(D)) du matériau composite[102] 

iu(D)) = IU(D))-G(Dl\f)G-1(1\1 l'v!)IU(M))+G(DAJ)G-1(1\1 l\J)g(l'vf M)G-1(A1 AJ)IU(M)) 

(I.12) 

Chapitre I 
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En particulier, si IU(D)) représente une onde de volume se propageant dans un milieu 

homogène du système composite, l'équation (I.12) nous permet de calculer toutes les ondes 

réfléchies et transmises par les différentes interfaces. L'équation (I.12) nous permet aussi 

de calculer les vecteurs propres correspondant aux modes d'interface. En effet, seulement 

le troisième terme de l'équation (I.12) est nécessaire pour obtenir les vecteurs propres non 

normalisés associés aux valeurs propres données par la relation (1.11), soit[57, 101] 

lu(D)) ex G(DM)G- 1(MM)det[g- 1 (M M)]g(A1 M)G- 1(M A:f)IU(M)) (I.13) 

I.3 Fonction de Green en théorie d'élasticité pour un solide et un fluide 

infini, semi-infini et fini 

I.3.1 Solide infini 

Un système lamellaire quelconque peut-être construit à partir de milieux semi-infinis 

et/ou de lames minces. Par conséquent, nous allons rappeler d'abord les expressions des 

fonctions de Green en élasticité correspondant soit à un milieu semi-infini, soit à une 

lame mince formés tous de milieux isotropes. Ces calculs peuvent aussi facilement être 

étendus[103] à des cristaux hexagonaux avec des surfaces (0001) ainsi qu'aux cristaux 

cubiques avec une surface (001) et une propagation selon les axes [100] et [110]. Dans la 

suite, on appellera x 3 l'axe qui est perpendiculaire aux surfaces et on supposera que le 

vecteur d'onde k 11 (parallèle aux surfaces) est dirigé selon 1 'axe x1. En raison du découplage 

entre les vibrations transverses polarisées suivant la direction x2 et celles polarisées dans 

le plan sagittal (x1 , x3)[103], on peut étudier séparément ces deux types de vibrations. La 

résolution de l'équation (I.1) permet de déduire les éléments de la fonction de Green de 

volume d'un milieu isotrope[104, 105]. Dans le cas de la vibration transverse, la fonction 

de Green entre deux points x3 et x3 ' s'écrit sous la forme : 

(I.14) 

Dans le cas de la polarisation sagittale, la fonction de Green s'écrit sous la forme matricielle 

suivante : 
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où 

2 _ k2 w2 2 _ k2 w 2 t ( _ e>te>e 
at - Il- 2, ai!- Il- 2, e - -k2 . 

~ vt Il 

12 

(I.15) 

Vt, VJ! et Ps sont, respectivement, les vitesses de cisaillement (transverse), de compression 

(longitudinale) et la densité du matériau. 

I.3.2 Solide semi-infini 

Considérons maintenant un cristal semi-infini situé dans le demi-espace x 3 ;::::: 0 (Fig : 

1.2). 

Fig. I.2: Système semi-infini 

L'inverse de la fonction de Green à la surface x 3 = 0 est obtenu à partir des équations 

(1.4), (I. 7) et (I.8), soit[105] 

(I.16) 

pour les vibrations de polarisation transverse, et 

(I.17) 
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pour les vibrations de polarisation sagittale. 

13 

Notons que si le système occupe le demi-espace x 3 ~ 0, g-1 (0, 0) a les mêmes expressions 

que (I.16) et (I.17), mais avec un changement de signe des termes non diagonaux qui 

couplent les composantes x1 et x 3 dans l'équation (I.17). 

!.3.3 Lame mince solide 

Pour une lame mince élastique d'un matériau solide d'épaisseur d8 , telle que- d2, ~ x 3 ~ 

+;' (Fig: 1.3), l'espace des interfaces est composé de deux états {1- ~', x2), 1+ d2, x2)} pour 

Fig. I.3: Système fini (lame mince) 

la polarisation transverse, et de quatre états {1-~, x1); 1- d2, x3); 1+~, x1); 1+~, x3)} pour 

la polarisation sagittale. Dans chaque vecteur, le premier paramètre indique la position 

dans l'espace selon l'axe x3 et le second paramètre est lié à la polarisation de l'onde. 

Dans le premier cas, l'inverse de la fonction de Green est obtenu à partir des équations 

(I.4), (I.7) et (I.8), soit[105] 

F ) s 
_Ff 

(1.18) 

avec 

(1.19) 

Dans le deuxième cas : 

h zq d if 

g-l(M 1\:I) = 
-zq r if e 

(1.20) 
d -if h -zq 

-if e zq r 
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où 

avec 

No:w2 

e =- k t 2 [sinh(o:zds)- (sinh(o:tds)] 
2 "1 ;vt 

f = -N[2o:eŒt- ((k/; + o:;)][sinh2 (o:l' ;) - sinh2 (o:t ~8 )] 

I.3.4 Fluide infini 

14 

(1.21) 

(1.22) 

(I.23) 

(1.24) 

(I.25) 

(1.26) 

Il a été démontré auparavant[106~ 108] que le mouvement d'un fluide régi par l'équation 

linéarisée de Navier-Stokes, peut être étudié à l'aide des mêmes équations qui régissent le 

mouvement d'un solide isotrope, à condition que les vitesses de cisaillement (transverse), 

et de compression (longitudinale) s'écrivent respectivement sous la forme : 

Ve = 2 iw ( 4 ) v - - p/ + -~-L ' 
f P! 3 

(I. 28) 

et 

(1.29) 
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où v! est la vitesse longitudinale du son dans le fluide, Pt la densité, et 11 et 11' les 

coefficients de viscosité de cisaillement et de dilatation. 

Le fluide non visqueux peut être considéré aussi à partir des relations (I.28) et (!.29), 

où il suffit de prendre dans ces équations la limite Vt --+ O. Dans ce cas, la fonction de 

Green de volume d'un fluide s'écrit[109] 

' 2 _ k2 w 2 

ou a!- Il- v} 

-ik;1sgn(x3 - x~)catlx3 -x;l 

a
1
e-a1 1x3-x;1 

I.3.5 Fluide non visqueux semi-infini 

) (I.30) 

L'inverse de la fonction de Green à la surface x3 = 0 d'un fluide semi-infini [Fig. I.4] 

est donné par[109] 

(I.31) 

X3 

Fig. I.4: Fluide semi-infini 

I.3.6 Lame mince d'un fluide non visqueux 

l'inverse de la fonction de Green dans l'espace des interfaces d'une lame d'un fluide est 

donné par[109] 

0 0 0 0 

g-1 (111 M) = 
0 a 0 b 

(I.32) 
0 0 0 0 

0 b 0 a 
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Fig. I.5: Fluide fini 

où 

(I.33) 

et 

(I.34) 

I.4 Fonction de Green d'un câble coaxial infini, semi-infini et fini 

Les éléments de la fonction réponse des milieux diélectriques peuvent être déduits 

aisement par une simple analogie avec les ondes acoustiques transverses pour un solide 

isotrope (infini, semi-infini et lame mince) en remplaçant dans les équations (!.14), (I.16) 

et (I.18) a et F par : 

k
2 - w2si 

Il c2 
(I.35) 

où c est la vitesse de la lumière, ci la permitivité diélectrique et F prend deux valeurs 

différentes à savoir : 

pour la polarisation TE (I.36) 

et 

pour la polarisation T lvi. (I.37) 

Pour la propagation dans les câbles coaxmux, les deux polarisations TE et TM se 

confondent puisqu'il faut poser k11 = O. 
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I. 5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons rappelé la théorie de réponse d'interface qui consiste à 

déterminer la fonction de Green dans une structure composite quelconque. Nous avons 

appliqué cette théorie dans le cas de la propagation des ondes acoustiques dans les milieux 

stratifiés élastiques isotropes infini, semi-infini et fini (lame mince), ainsi que dans le 

cas de la propagation des ondes électromagnétiques dans les milieux diélectriques formés 

de câbles coaxiaux infini, semi-infini et fini. Nous possédons alors tous les ingrédients 

nécessaires pour étudier n'importe quel système composite, en particulier les super-réseaux 

(SRs) (voir chapitre II et III) et les structures en boucles (chapitre IV et V) qui feront 

l'objet de ce travail. Les résultats ainsi obtenus nous permettent de calculer les relations 

de dispersion, les coefficients de transmission et de réflexion, et les temps de phase ainsi 

que les densités d'états locale et totale. 
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II.l Introduction 

L'étude de la propagation des ondes acoustiques dans les structures périodiques unidi

mensionnelles est un sujet d'intérêt vu le large potentiel d'applications possibles présentés 

par ces systèmes. Plusieurs structures de type solide/solide ou solide/fluide ont été étudiées. 

Une propriété essentielle de ces structures par rapport aux milieux massifs est l'exis

tence de bandes interdites dues à la différence entre les caractéristiques acoustiques des 

matériaux constituants. Plusieurs travaux théoriques et expérimentaux ont été consacrés 

à l'étude des super-réseaux (SRs) solide-solide[4, 5, 9, 32] de type métalliques ou semi

conducteurs ( cristalins ou amorphes), en raison des propriétés physiques nouvelles ob

servées dans ces structures en comparaison avec les milieux massifs[1, 2]. Sur le plan 

théorique, les modèles utilisés sont souvent la matrice de transfert[4, 33] et la fonction de 

Green[ll, 12, 34], tandis que sur le plan expérimental les techniques utilisées sont essentiel

lement spectroscopiques[35~39], la diffusion Raman[10, 40, 41], les ultrasons[44~47] et la 

diffraction des rayons X résolue en temps[22]. Il a été montré aussi bien théoriquement et 

expérimentalement que, l'introduction des inhomogénéités dans un tel SR telles que : une 

surface libre (avec ou sans une couche d'encapsulage)[ll ~21], une interface SR/substrat[13, 

22~24], et une couche défaut (cavité) à l'intérieur du SR[25~31], donnent lieu à des modes 

à l'intérieur des gaps. 

Vu les importantes applications qui découlent de ces propriétés, la propagation des 

ondes acoustiques dans les cristaux phononiques à 2 et à 3 dimensions a aussi été entreprise 

depuis le début des années 90 et fait l'objet de plusieurs études à la fois théoriques[llO~ 112] 

et expérimentales[60, 113~121]. 

L'étude des ondes acoustiques dans le cas des SRs solide-fluide a fait l'objet comparati

vement aux structures solide-solide de relativement peu de travaux. Les premiers travaux 

sur les structures lamellaires solide/fluide ont été développés par Rytov[48] et résumé en

suite par Brekhovskikh[1]. Plus tard, Schoenberg[49] et Rousseau[50] ont établi la structure 

de bande d'un SR formé par l'empilement alterné et périodique d'une couche solide iso

trope et d'une couche fluide idéale (sans viscosité). En particulier, dans la limite des basses 

fréquences[49], il a été démontré l'existence d'une onde se propageant perpendiculairement 

aux couches et deux ondes de compression se propageant parallèlement aux couches avec 

des vitesses lente et rapide. Ces ondes sont sans analogue dans les SRs solide-solide et leur 

existence est prédite par la théorie de Biot[122]. Ces résultats ont été confirmés par des 

expériences par ultrasons sur des SRs de type Al-eau et plexiglas-eau[51]. 
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Cependant, à notre connaissance, aucune étude (théorique ou expérimentale) n'avait été 

réalisée jusqu'à présent sur les modes de surface et d'interface dans les SRs solide-fluide. 

Dans ce chapitre, nous abordons dans le cadre de la théorie de l'élasticité et en utilisant 

la méthode de la théorie de réponse d'interface[57], l'étude des ondes acoustiques de pola

risation sagittale dans les SRs solide-fluide semi-infinis[58]. Nous donnerons les relations 

de dispersion des modes de volume et de surface[58] sous forme analytique compacte. Le 

SR peut-être recouvert ou non par une couche d'encapsulage d'extension finie ou semi

infinie (substrat). La couche d'encapsulage et le substrat peuvent être de type fluide ou 

solide, de même nature ou de nature différente de celles des constituants du SR. 

La connaissance des fonctions de Green dans ces hétérostructures, nous permet de 

déduire aussi les densité d'états. Par conséquent, on peut obtenir en plus des modes 

localisés de surface et d'interface à l'intérieur des gaps, des modes résonants (appelés 

aussi leaky waves). Ces modes résonants apparaissent sous forme de pics bien définis dans 

la densité d'états soit à l'intérieur des minigaps, soit à l'intérieur des bandes de volume 

du SR 

Ce chapitre est structuré de la façon suivante : dans une première partie, nous présentons 

la méthode de calcul des fonctions de Green pour un SR infini et semi-infini avec une 

couche d'encapsulage ou en contact avec un substrat. Les expressions analytiques des 

densités d'états sont beaucoup plus compliquées, c'est pourquoi, nous présentons un bref 

résumé de la méthode de calcul de ces quantités. La deuxième partie est consacrée aux 

résultats numériques. Des applications spécifiques sont données pour les SRs semi-infinis 

plexiglas-eau et Al-eau avec ou sans couche d'encapsulage ou en contact avec un milieu 

homogène semi-in:fini de type fluide ou solide. 

Notons que l'hypothèse d'un fluide idéal est valable pour une large gamme de fréquences 

pour laquelle la profondeur de pénétration cr = ( 2771 
) ~ est très petite par rapport à 

PJW 

l'épaisseur d1 de la couche fluide[123], w étant la fréquence de l'onde acoustique et TJJ 

la viscosité de la couche fluide[123]. 

II.2 Fonction de Green d'un super-réseau infini et semi-infini 

Le SR est constitué d'un empilement alterné et périodique d'une couche solide (S) 

élastique isotrope (Fig. l(a)) caractérisée par une vitesse de cisaillement (transverse) Vt, 
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une vitesse de compression (longitudinale) ve et une densité Ps et une couche d'un fluide 

idéal (F) sans viscosité caractérisée par une vitesse longitudinale vi et une densité Pi· 

L'inverse de la fonction de Green du SR dans l'espace des interfaces peut être construit 

en juxtaposant les inverses des fonction de Green des couches successives (voir équations 

1.20 et 1.32) 

Notons que toutes les interfaces sont prises parallèles au plan (x1 , x2 ) et le vecteur 

d'onde k;; est parallèle à l'axe x1. La position suivant l'axe x3 dans le milieu i = S ou F 

appartenant à la cellule élémentaire n est notée par (n, i = S ou F, x3 ) où-~ :::; x3 :::; ~

La période du SR est notée D = d1 + d2. 

Dans ce chapitre nous sommes intéressés par la propagation des ondes acoustiques de 

polarisation sagittale. 

L'inverse de la fonction de Green d'une lame mince solide élastique dans l'espace des 

surfaces est une matrice 4 x 4 (Eq. 1.20)[101, 124]. Pour une lame mince d'un fluide idéal 

l'inverse de la fonction de Green dans l'espace des surfaces est aussi une matrice 4 x 4 

(Eq. 1.32) dans laquelle juste les composantes zz sont différentes de zéro[101, 124]. Par 

conséquent, la matrice 4 x 4 de la couche fluide peut être réduite à une matrice 2 x 2 où 

on tient compte seulement des éléments zz. Nous appelons cette matrice : 

[gi(MA1)t 1 = ( ab ab), (ILl) 

où 

w2 w2 
F =-pi- et o:2 = k1

2
1--. a i v2 

i i 
(II.2) 

Nous montrons dans l'appendice A une propriété intéressante qui permet de ramener 

aussi l'inverse de la fonction de Green de la couche solide à une matrice 2 x 2 (au lieu de 

4 x 4) ce qui permet de mener de façon analytique la plupart des calculs et notamment 

obtenir les relations de dispersion des modes de volume et de surface. Cette propriété 

s'applique lorsque la couche solide est entourée de couches fluides des deux cotés. Dans 

ce cas, on peut inverser la matrice 4 x 4 de l'inverse de la fonction de Green, garder 

uniquement les composantes zz, puis inverser à nouveau cette matrice 2 x 2 (voir appendice 
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A). Après quelques calculs algébriques, l'expression de cette matrice peut être écrite sous 

la forme: 

(II.3) 

où 

Ce Ct 1 f3 v{ 2 2 2 v{ 2 
A= -ry-S - (3-

5 
, B = -S + -

5
, 1 = -p-2-(k;; +at) , (3 = 4p2 atk;; (II.4) 

e t e t w ete w 

et 

(II.6) 

II.2.1 Super-réseau infini 

Le calcul des éléments de la fonction de Green g(DD) dans l'espace complet du SR 

[Eq. (I.9)], nécessite d'abord la connaissance des éléments 9(111m, Mm) dans l'espace res

treint des interfaces Mm : (l'indice m designe la couche i = S ou F appartenant à la 

cellule n : m = (n, i, ±~ )). Or, en pratique 9(Mm, Mm) est obtenu en calculant son 

inverse 9-1(Mm, Mm); celui-ci peut être construit tout simplement à partir d'une juxta

position des matrices g-; 1(Mm, Mm) et 9j1(Mm, Mm) [Eqs. II.1,II.3] correspondant aux 

lames solide et fluide. Par conséquent, 9-1(Mm, Mm) devient une matrice tridiagonale 

dont les éléments sont donnés par les équations (II.2) et (All) 

B A+a b 

b A+a B (II.7) 

B A+a b 

En tenant compte de la périodicité D le long de la direction x 3 du SR solide-fluide, la 

transformée de Fourier [g(k3 , M M)]-1 à l'intérieur d'une cellule élémentaire ( 1 ~ i ~ 

N - 1) de la matrice tridiagonale ci-dessus, s'écrit sous la forme : 

(II.8) 
A+a 
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Les bandes de volume du SR solide-fluide sont obtenues facilement en annulant le 

déterminant de la matrice [g(k3 , M M)]-1 donnée par l'équation (II.8) et s'écrit sous la 

forme: 

(II.9) 

où A, B, a et b sont donnés par les équations (II.2) et (All). k3 est la composante 
--+ 

du vecteur d'onde perpendiculaire aux interfaces ( k = (k3 , k;; )). On notera TJ(k;;D,w) 

la quantité (II.9). En utilisant la transformée de Fourier réciproque et le théorème des 

résidus, les éléments de la fonction de Green dans l'espace des interfaces (dans l'espace 

réel 1\l[m) du SR s'écrivent : 

dt , dt dt , dt (A+ a) tln-n'I+I 
g(n,F,-

2
;n,F,-

2
)=g(n,F,2;n,F,2)=- Bb t2 _

1 
(II.10a) 

d d tln-n'l+1 tln-n'-11+1 
g(n,F,- ;;n',F, ;) =- B(t2 -1) + b(t2 -1) (II. lOb) 

d d tln-n'l+1 tln-n'+ll+1 
g(n, F, ; ; n', F,- ; ) =- B(t2 - 1) + b(t2 - 1) . (II. lOc) 

Dans ces expressions t représente simplement eik3 D et est défini par 

t=TJ+~ si Tl< -1 (II.lla) 

t='fl+i~ si I'Tll ::; 1 (II.llb) 

t='fl-~ Sl Tl> -1 (II.llc) 

II.2.2 Super-réseau semi-infini avec une couche d'encapsulage fluide 

Nous souhaitons écrire la fonction de Green d'un SR solide-fluide semi-infini terminé 

par une couche solide en contact avec une couche d'encapsulage fluide à la surface [Fig. 

Il.1(c)] caractérisée par une vitesse logitudinale v0 , une densité p0 et d'épaisseur d0 . Il 

convient alors de considérer les étapes suivantes en partant du SR solide-fluide infini [Fig. 

II.1(a)] : 

i) on détache la lame (n = 0, i = S) afin d'obtenir deux SRs solide-fluide semi-infinis 

découplés terminés par une couche fluide [Fig. II.1 (b)] 

ii) on change la couche (n = 1, i = F) par la couche (n = 1, i = F0 ) [Fig. Il.1(c)] 

Le calcul de la fonction réponse dans l'espace des interfaces Afm du SR semi-infini 
+---+ 

[Fig. II.1(c)], nécessite d'écrire la perturbation qui a conduit à sa création. Soit d la 
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Cell. -1 Cell. 0 Cell.1 (a) 
A A 

- · - · - · -c~~~~iJ~~~~~~J~~~!i~J~~~~~~~L~~0~~J~~~~i~~.r ·-·-·+ -oo +oo .. ~.. ~ ... ~ 
d, dr D 

Cell.1 Cell. 2 
A 

e~~~i~~~r~~~i~J~~~~i~~J~ - . - . + ~ • .. ~.. .. 
dr d, 

Cell. -1 Cell. 0 (b) 
Â 

-. -. -. -r-~~~~~-r~~~~~;-r-i~~~~;-1 
- 00 L,. _______ ..... _______ ...... ________ 

.. •• • d, dr 

Cell. 1 Cell. 2 (c) 
À À 

( .. ----· "···------t-----------------'l 

1 
, 1 1 r-

}~i~:.J_~o!~~e __ l_~~!~~-l_~o!~d_e___ • - • t • + 
.. .... •• • 00 

do d, dr 

Cell.1 Cell. 2 (d) 
.c::=::!' ~ "" "" ""-"" "" "-" .. "' "" """. "" ,, ""'"'. . ---- -· --~-. ------------. ·-

. ~l!eu bomo~è~: (~uide~ .... , , l_~o!~d_e __ L~~~!~: _ l_~~~~e __ }- . - ·-·+ .. .... .. +oo 
d, dr 

Fig. II.l: (a) Schéma de la géométrie d'un SR infini formé de deux couches solide/fluide. ds et dt 

sont les épaisseurs des couches solide et fluide du SR, respectivement, et D = ds+dt est 

la période. (b) Deux SRs semi-infinis solide-fluide découplés terminés par une couche 

fluide. ( c) SR semi-infini solide-fluide en contact avec une couche d'encapsulage fluide 

d'épaisseur do. ( d) SR semi-infini solide-fluide en contact avec un milieu homogène 

fluide 
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~ 

fonction de Green du SR solide-fluide final [Fig. II.l(c)J son inverse d-l dans l'espace 

des interfaces Mm est donné par les équations (LlO) et (II.l,All) : 

(II.12) 

où 

Co Fo . w2 
2 2 w2 

ao = -F-
5 

, bo = 0 , Co= cosh(a0 d0 ), Sa= sznh(a0 d0 ), F0 =-po- et a0 = k;;- 2 . 
0 oo a0 v0 

(II.13) 

La perturbation nous permettant de réaliser les deux opérations i) et ii) décrites précédemment 

s'écrit : 

(II.14) 

où {j- 1 (Jv1m111m) est l'inverse de la fonction de Green du SR infini, donnée par l'équation 
~ 

(II.7). La perturbation V (MsMs) affecte un ensemble de trois états Ms = {(n = 0, i = 

F, d{ ), (n = 1, i = F,- d{ ), (n = 1, i = F, df)}, et peut s'écrire matriciellement : 

-A 

-B 

0 

-B 

ao- (A+ a) 

bo-b 

0 

bo-b 

a0 - a 

(II.15) 

La connaissance des éléments de la fonction de Green g(A1mA1m) dans l'espace des 
~ 

interfaces [Eq. II. lü] et de ceux de l'opérateur de perturbation V (MsMs) [Eq. II.15], nous 

permet de déduire les éléments de l'opérateur réponse de surface [Eq. I.4] : 

(II.16) 

où 11!0 = { (n = 1, i = F,- d{ ), (n = 1, i = F, d{)} représente l'espace des interfaces 
~ 

perturbé du SR final (Fig. II.1(c)). Les éléments de l'opérateur A dans l'espace des 

interfaces perturbées s'écrivent : 
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~ . dt ' . dt A (1, z = F, - 2 ; n, z = F, - 2 ) = 

_t -{- ln'l [A
2

- B
2 + a2

- b
2 + 2Aa _ ao(A +a) bo] ln'-11 bo-b ln'-21} 

t 2 - 1 t + 2Bb Bb + B t + b t 

(II.17a) 

A(1 i = F- dt. ' . = F dt)= _t_{aotln'l + [ao- bo(A + a)]tln'-11} (II.17b) 
' ' 2 'n 'z ' 2 t2 - 1 b B Bb 

A(1 i = F dt. n' i = F _dt)= _t_{[ao A_ bo(A + a)]tln'-1l ao- a} 
' ' 2 ' ' ' 2 t 2 - 1 B + B Bb + b 

(II.17c) 

A(1 i = F dt. n' i = F dt)= _t -{bo-b tln'l [bo-b_ (ao- a)(A + a)]tln'-1l} 
' ' 2 ' ' ' 2 t 2 - 1 b + B Bb 

(II.17d) 

Les éléments de la fonction réponse dans l'espace des interfaces s'obtiennent à partir de 

l'équation (I.6). 

(II.18) 

où les éléments de g ( l'vfmMm') sont donnés par les équations (II.10( a, b,c)) et les éléments 
~ 

de 1 'opérateur .6. sont donnés par 1 'equation (I. 7) : 

~ 

.6. (MoMo) = 

( 

1 + A(n = 1 i = F -dt· n = 1 i = F _:!:.t_) A(n = 1 i = F -dt· n = 1 i = F :!:.L) ) ' ' 2 , , , 2 ' , 2 , , ' 2 

A(n = 1 i = F dt· n = 1 i = F -dt) 1 + A(n = 1 i = F dt· n = 1 i = F dt) , , 2 ' ' , 2 , , 2 , ' ' 2 

(II.19) 

Les modes localisés de surface en présence de la couche d'encapulage fluide se déduisent 

des pôles de la fonction réponse, soit 

~ 

det[ .6. (MoAfo)] = 0 (II.20) 

La solution de cette équation donne : 

(II.21) 

avec la condition suivante : 

(II.22) 
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où 
w2 w2 

C0 = cosh(o:odo), So = sinh(o:0do), Jo= -po- et o:6 = k/;- 2· 
eto Vo 

(II.23) 

Cette dernière condition assure la décroissance de la fonction d'onde en pénétrant dans le 

volume du SR. 

A partir de ces expressions générales, on peut déduire deux cas limites : 

A/ Limite d'un super-réseau solide-fluide semi-infini terminé par une couche 

solide sans couche d'encapsulage 

Les expressions qui donnent les modes de surface pour un SR solide-fluide semi-infini 

terminé par une couche solide complète sont obtenues en faisant tendre l'épaisseur 

de la couche d'encapsulage vers zéro (do= 0); ce qui implique S0 = 0, 

(II.24) 

avec la condition 

(II.25) 

B/ Limite d'un super-réseau solide-fluide semi-infini terminé par une couche 

solide en contact avec un fluide homogène semi-infini 

Lorsque l'épaisseur d0 de la couche d'encapsulage tend vers l'infini, la quantité ~~ 

tend vers 1 dans les expressions précédentes qui décrivent alors le cas de l'interface 

entre un SR solide-fluide semi-infini terminé par une couche solide en contact avec 

un fluide homogène semi-infini, 

(II.26) 

avec la condition 

(II.27) 

II.2.3 Super-réseau semi-infini avec une couche d'encapsulage solide 

En procédant de la même façon que dans le paragraphe précédent, on peut calculer 

la fonction de Green d'un SR solide-fluide semi-infini terminé par une couche fluide en 
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contact avec une couche d'encapsulage solide à la surface [Fig. II.2(c)] caractérisée par 

une vitesse transverse vw, une vitesse logitudinale Veo, une densité Pso et d'une épaisseur 

do: 

i) on détache la lame (n = 0, i = F) afin d'obtenir deux SRs solide-fluide semi-infinis 

découplés terminés par une couche solide [Fig. II.2(b)] 

ii) on change la couche (n = 0, i = S) par la couche (n = 0, i = S0 ) [Fig. II.2(c)]. 

Cell. -1 Cell. 0 Cell.1 (a) 
A A A 

-_·: · -· -~I~~~~~~L~~~ii~L~~~~~~L~~0~;~L~i~ii~.r · -· + ~ + 
~ ~~ ~ ~ ~ 

d, dr D 

Cell 1 Cell. 2 
A A 

r 

c~i~i~~r~~~~i~I~- · -· + ~ • 
~ .. ~ .. 

d, dr 

Cell. -1 Cell. 0 (b) 
A 

- . - . - . - ··;,~~~;·r~~~~;-r;~~~~;~-~~~~~;-J 
1 1 . 1 - 00 L., _______ ..... _______ ..... _______ ..... _______ 

~ --~ .. 
dr d, 

Cell.l Cell 2 (c) 
A 

(" 

rw ;~llde t~~~!ii~L~~~~~r~~~~ii~~ 1 

- • + · + 
~ --~ .... .. 00 

do dr d, 

Cell. 2 Cell. 3 (d) 
A A 

C ........ ·------~---····· ..., 
Substrat solide L~~~~~~-L~~~~~-L~~~~~J- 1 

- • + · + 
,. .. ~ .. 00 

dr d, 

Fig. II.2: (a) Schéma de la géométrie d'un SR infini formé de deux couches solide/fluide. ds et dt 

sont les épaisseurs des couches solide et fluide du SR, respectivement, et D = ds + d f est 

la période. (b) Deux SRs semi-infinis solide-fluide découplés tenninés par une couche 

solide. (c) SR semi-infini solide-fluide en contact avec une couche d'encapsulage solide 

d'épaisseur d0 . (d) SR semi-infini solide-fluide en contact avec un substrat solide 
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D'où, l'inverse de la fonction de Green du SR solide-fluide final [Fig. II.2(c)] dans 

l'espace des interfaces ll1m s'écrit : 

(II.28) 

où 

a 4 4 

B ÎO fJO VtO (k2 2 )2 R 4 VtO k2 
o = -S + -S , Îo = -po-2 - ~Il+ Ctw , {Jo= Po2Ctw ~Il' 

Ceo Cw 
Ao = -Îo-- f3o-, 

Seo Sw ro w w~ w 
(II.29) 

Cw = cosh(o;wdo), Ceo = cosh(o;p_0d0 ), Sw = sinh(o;wd0 ), Seo= sinh(Cteodo), (II.30) 

et 
2 2 

2 2 w 2 2 w 
Ctw =kil- 2' Cteo =kil- -2 · 

Vw Veo 
(II.31) 

Les états perturbés dans ce cas sont Ms= {(n = 0, i = F,- d!), (n = 0, i = F, d!), (n = 

1, i = F,- df )}, d'où l'opérateur de perturbation : 

-a -b 

A0 -(A+a) 

Bo-B 

0 

B0 -B 

A0 -A 

(II.32) 

Parmi ces trois états, deux appartiennent au SR semi-infini qui nous intéresse, à savoir 

M0 = {(n = 0, i = F, d!), (n = 1, i = F,- d; )}. Les éléments de l'opérateur A dans cet 

espace s'écrivent : 

A(O i = F df) (n' i = F- df) = _t_{Aotln'l [Ao- Bo(A + a)]tln'-11} 
' ' 2 ' ' ' 2 t 2 - 1 B + b Bb 

(II.33a) 

A(O i = F df) (n' i = F df) = _t -{[A
2

- B
2 + a2

- b
2 + 2Aa Ba_ A0 (A + a)]tln'l 

' ' 2 ' ' ' 2 t2 - 1 2Bb + b Bb 

+[Bo- B]tln'-11 _ tln'+ll} 
B 

(II.33b) 

A(1 i = F _ df) (n' i = F _ df) = _t_{Bo- B tln'I+[Bo- B (Ao- a)(A- a)]ln'-1l} 
' ' 2 ' ' ' 2 t 2 - 1 B b Bb t 

(II.33c) 
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A(1 . = F _dt) ( , . = F dt)= _t_{[Ao _ Bo(A +a) ~]ln'! Ao- A_ ln'-ll} 
'z ' 2 ' n 'z ' 2 t2 - 1 b Bb + b t + B t . 

(II.33d) 

f------7 

D'où, les éléments de l'opérateur .6. : 

( 

1 + A(n = 0 i = F dt· n = 0 i = F dt) 
' ' 2 ' ' ' 2 

A(n = 1 i = F -dt· n = 0 i = F dt) 
' ' 2 ' ' ' 2 

A(n = 0 i = F dt· n = 1 i = F- dt) 
' ' 2 ' ' ' 2 

1 + A(n = 1 i = F _r}j_. n = 1 i = F -dt) 
' ' 2 ' ' ' 2 

(II.34) 

Les modes localisés de surface correspondant à la couche d'encapsulage solide sont 

donnés par: 

(II.35) 

avec la condition 

où 

(II.36) 

(II.37) 

A partir de ces expressions générales, on peut déduire les deux cas limites suivants : 

A/ Limite d'un super-réseau solide-fluide semi-infini terminé par une couche 

fluide sans couche d'encapsulage 

Lorsque l'épaisseur de la couche d'encapsulage tend vers zéro (i.e., d0 = 0, Sw = 0 et 

Seo= 0), les résultats précédents (Eqs. II.35,II.36) deviennent : 

(II.38) 

avec la condition 

(II.39) 

Ceux-ci décrivent alors le cas d'un SR semi-infini solide-fluide terminé par une couche 

fluide complète à la surface. 

B/ Limite d'un super-réseau solide-fluide semi-infini terminé par une couche 

fluide en contact avec substrat solide 

Les expressions donnant les modes d'interface entre un SR solide-fluide semi-infini 

terminé par une couche fluide à la surface et un substrat solide homogène (i.e. 

d0 ---+ oo, csw ---+ 1 et cSeo ---+ 1) sont les mêmes que les équations (II.35) et 
w eo 

(II.36) avec F0 (Eq. (II.37)) donné par Fo = -(ro + f3o). 
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Remarques : Notons que les expressions qui donnent les modes de surface pour un SR 

solide-fluide semi-infini terminé par une couche solide complète (Eq. (II.38)) ou par une 

couche fluide complète (Eq. (II.24)) sont exactement les mêmes. Cependant, les conditions 

assurant la décroissance de ces modes de surface (Eqs. (II.39) et (II.25)) sont différentes 

dans les deux cas. En particulier, on peut noter que ces deux conditions sont inverses l'une 

par rapport à l'autre, ce que signifie que si un mode de surface existe pour l'un des SRs, il 

n'existe pas dans l'autre SR complémentaire. En plus, on peut montrer facilement à partir 

des équations (ILl) et (II.3) que l'expression donnant les fréquences des modes de surface 

pour deux SRs solide-fluide semi-infinis complémentaires est exactement la même que celle 

donnant les ondes stationnaires d'une cellule unitaire solide-fluide avec des surfaces libres. 

II.3 Densités d'états 

Le calcul des densités d'états peut être effectué à partir de la connaissance de la fonction 

de Green des SRs infini et semi-infini en utilisant l'équation (I.9). 

Comme nous nous sommes intéressés à la propagation des ondes acoustiques sagit

tales dans chaque structure, les éléments de la fonction de Green prennent la forme 

gafJ(w2
, k11in, i, z; n', i', z'), où west la fréquence de l'onde acoustique, k11 est le vecteur 

d'onde parallèle aux interfaces, et a, (3 dénotent les directions x1 et x 3 . Pour des raisons 

de simplicité, on va omettre dans la suite les paramètres w2 et k 11, et nous notons g 

( . 1 ., ') . 2 2 d t l 'l' ( . 1 ., ') ( (3 n, z, z; n, z, z comme matnce x on es e ements sont gafJ n, z, z; n, z, z a, =x, 

z). A partir de ces fonctions de Green, on obtient les densités d'états locales pour une 

valeur donnée de k;;. 

(II.40) 

ou de façon équivalente : 

( k . ) 2w Pi ( 2 l . . ) ( ) na w, ';;;n,1.,z =---lm gaa w ,k;; n,z,z;n,z,z a= x,z. 
7f 

(II.41) 

La densité d'états totale, pour une valeur donnée de k;;, est obtenue en intégrant sur 

x 3 la densité d'états locale et en sommant sur n, i, et a. Dans la pratique, nous nous 

intéressons à la variation de la densité d'états lorsqu'on passe du SR infini aux structures 

semi-infinies. Cette variation ~n(w) peut être écrite comme la somme des variations de 
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densités d'états ,~:n 1 (w) et .6.n8 (w) des couches fluide et solide, et la densité d'états no(w) 

de la couche d'encapsulage. Cette expression est donnée par : 

(II.42) 

où 

'!J_ 

.6.n1(w 2
) = _PJ Im tr '""1 2 

[d(n,i = j,z;n,i = f,z)- g(n,i = f,z;n,i = f,z)]dz, 
7r L...- df 

n ---z 
(II.43) 

r!..s_ 

.6.n8 (w 2
) = _Ps Im tr I:1 2 

[d(n,i = s,z;n,i = s,z)- g(n,i = s,z;n,i = s,z)]dz 
7r ds 

n -2 

(II.44) 

et 
é!Q. 

n0 (w2
) =-Po Im tr 12 

d(n, i = 0, z; n, i = 0, z)dz. 
7r _é!Q. 

2 

(II.45) 

d et g sont respectivement, les fonctions de Green du système final (SR/couche d'en

capsulage) et du SR solide-fluide infini. L'integration suivant x3 et la sommation sur n 

s'effectue aisément puisque les éléments des fonctions de Green sont composés de termes 

en exponentiel seulement. Finalement la trace dans les équations (II.43)-(II.45) est prise 

sur les composantes xx et zz pour ce qui concerne la contribution des modes sagittaux. 

Dans notre cas on s'est uniquement intéressé à la composante zz étant donné qu'on a 

travaillé avec les calculs réduits des inverses des fonctions de Green des lames solide et 

fluide. Notons que si le milieu homogène 0 est semi-infini au lieu d'être fini, nous calculons 

.6.n0 (w2l au lieu de n 0 (w2l, où la contribution de milieu infini est soustraite (plus de détails 

à propos du calcul de la variation de densité d'états sont donnés dans la Réf.[ll, 12]). 

II.4 Résultats numériques et discussions 

Nous illustrons maintenant ces résultats théoriques par quelques résultats numériques 

pour quelques exemples spécifiques. Nous reportons les résultats des relations de disper

sion et des densités d'états des ondes acoustiques dans : (i) un SR semi-infini composé de 

plexiglas-eau avec une surface libre ou recouvert par une couche fluide de mercure finie 

ou semi-infinie et (ii) un SR Aluminium-eau avec une surface libre ou recouvert par une 

couche solide de plexiglas finie ou semi-infinie. L'existence des bandes permises et inter

dites dans ces structures a été montrée théoriquement [49] et vérifiée expérimentalement 
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p(gjcm3 ) Vt(l05cmj s) vc(km/s) 

Plexiglas 1200 1.38 2.7 

Aluminium 2700 3.15 6.45 

Eau 1000 - 1.49 

Mercure 13500 - 1.45 

Tab. II.l: Paramètres élastiques du Plexiglas, Aluminium, Eau et Mercure 

[51, 52]. Les épaisseurs des couches fluide et solide dans le SR sont supposées égales, 

df = d8 , et la période du SR est D = d1 + d8 = 2df comme dans les Refs. [49, 51]. Le 

tableau ILl donne les valeurs numériques des vitesses de son et des densités de masse des 

matériaux utilisés dans ce chapitre. 

Nous concentrerons notre attention d'abord sur l'existence et le comportement des 

ondes acoustiques liées à une surface libre d'un SR terminé par une couche fluide ou 

solide. En particulier, dans le cas d'une couche fluide à la surface, nous présentons une 

règle sur l'existence des ondes de surface, à savoir : la création de deux SRs semi-infinis 

à partir du clivage d'un SR infini à l'intérieur d'une couche fluide produit un mode par 

gap qui est localisé à la surface de l'un ou l'autre des deux SRs semi-infinis. Cette règle 

s'applique pour chaque valeur du vecteur d'onde k;;- En revanche, dans le cas d'un clivage 

au sein d'une couche solide à la surface, cette règle n'est pas satisfaite. En particulier, on 

peut avoir zéro, un ou deux modes de surface qui peuvent apparaître dans les gaps des 

deux SRs semi-infinis complémentaires. 

Puis, nous nous intéressons aux modes d'interface dans le cas d'un SR solide-fluide en 

contact soit avec un fluide homogène soit avec un solide homogène. Nous montrons que ces 

interfaces peuvent supporter de nouveaux modes d'interface en comparaison avec l'inter

face entre deux milieux homogènes solide-fluide. Finalement, nous étudions le problème 

des modes guidés localisés et résonnants induits par une couche d'encapsulage de type 

fluide ou solide. En particulier, nous prouvons que la structure de bande du SR peut être 

utilisée comme un moyen pour confiner les modes à l'intérieur de la couche déposée sur le 

SR 
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II.4.1 Super-réseau semi-infini en contact avec le vide 

Le figure II.3 donne la courbe de dispersion des bandes de volume et des modes de 

surface, i.e., la fréquence réduite D = wD/vt(Plexiglas) en fonction du vecteur d'onde k;;D 

de deux SRs semi-infinis complémentaires plexiglas-eau, obtenus à partir du clivage du 

SR solide-fluide infini à l'interface entre une couche fluide complète et une couche so

lide complète. Les zones hachurées en gris correspondent aux bandes de volume où les 

ondes acoustiques se propagent à travers le SR. Ces bandes sont séparées par des gaps 

où peuvent exister des états localisés de surface. On peut noter qu'en raison du faible 

contraste entre les paramètres acoustiques du plexiglas et l'eau, les gaps ne sont pas assez 

larges contrairement au cas du SR Al-eau (voir plus loin). Les deux premières bandes 

de volume sont situées au-dessous des vitesses du son de Plexiglas et de l'eau et sont par 

conséquent constituées par les ondes évanescentes dans ces deux milieux. Ces deux bandes 

tendent asymptotiquement vers le mode d'interface entre le plexiglas et l'eau lorsqu'on 

augmente les valeurs du vecteur d'onde k;;D. La création de la surface libre du SR donne 

lieu à des modes localisés à l'intérieur des gaps du SR. 

JO-

k D " Il 
JI) 

verse du son dans le plexiglas, et D = 
ds + dJ la période du SR. ds et df 

étant les épaisseurs des couches solide et 

fluide respectivement. Les zones en gris 

représentent les bandes de volume. Les 

cercles pleins représentent les états de 

surface pour le SR semi-infini terminé 

par une couche d'eau à la surface. Les 

cercles vides représentent les états de sur-

face pour le SR complémentaire terminé 

par une couche de plexiglas à la surface. 

Les cercles pleins (vides) représentent les modes de surface pour une couche d'eau 

(plexiglas) à la surface du SR. Ces modes sont obtenus à partir des équations (II.24), 
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(II.25), (II.38) et (II.39). A k11D = 0 (incidence normale), les modes dans la lame solide 

ont soit une polarisation purement transverse, soit purement longitudinale et se propagent 

indépendamment. Par conséquent, la structure de bande du SR (Fig. II.3) résulte de la 

propagation des ondes de compression (longitudinale) dans les lames solides et fluides 

sans couplage avec les ondes de cisaillement (transverse) dans les couches solides. Dans 

ce cas, les modes de surface apparaissent à la surface du SR dont la couche de surface 

a l'impédance acoustique Z = p v la plus faible[14]. Ceci est clairement montré dans 

la figure II.3, où tous les modes de surface apparaissent lorsque la couche d'eau est en 

surface puisque Zeau < Z Plexiglas. En augmentant k 11 D, ces modes de surface existent 

toujours dans les gaps les plus élevés jusqu'à la fermeture des gaps. Pour le SR terminé 

par une couche de plexiglas à la surface, nous obtenons deux branches (cercles vides). 

En augmentant k11 D, une de ces branches (la plus basse) tend vers le mode d'interface 

entre le plexiglas et l'eau comme pour les deux premières bandes de volume. Cependant, 

la branche la plus élevée tend asymptotiquement vers l'onde de Rayleigh à la surface de 

la couche de plexiglas. Ceci est clairement montré dans la densité d'états locale comme 

il est illustré sur les figures II.4( a) et II.4(b) en fonction de la position d'espace X3 pour 

les modes notés 1, 2, 3 et 4, 5, 6 à k1 1D = 2, 6, 10 respectivement dans la figure II.3. 

La densité d'états locale reflète le module au carré du champ de déplacement dans les 

couches. On peut noter (Fig. II.4( a)) que les modes correspondant à la branche la plus 

basse (notés 1, 2 et 3 dans Fig.II.3) deviennent localisés à l'interface entre le plexiglas et 

l'eau en augmentant k11D. Cependant, les modes dans la branche la plus élevée (notés 

4, 5 et 6 dans Fig.II.3) représentent des ondes de Rayleigh localisées à la surface de la 

couche de plexiglas [Fig.II.4(b) J. 

Nous avons également tracé [Fig.II.4(c)J la densité d'états locale pour le mode noté 7 

à k11D = 4.5 dans la figure II.3. Ce mode montre une localisation forte à la surface de la 

couche d'eau et diminue en pénétrant dans le SR. 

Un résultat intéressant dans la figure II.3 est l'existence d'un mode par gap associé 

soit à un SR semi-infini soit à son complémentaire. La variation de la densité d'états 

vibrationnelle Lc,n8 (w) [respectivement, Lc,n1(w)] entre le SR semi-infini terminé par une 

couche de plexiglas (respectivement, une couche d'eau) et le même volume d'un SR infini 

est tracé dans les figues II.5(a) et II.5(b) pour k11D = 4.5, en fonction de la fréquence 

réduite Sl. Les fonctions 6 qui apparaissent sur ces figures sont élargies en ajoutant à la 
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fréquence w une petite quantité imaginaire. 

Les fonctions 5 associées aux modes localisés de surface sont notés Li, et les fonctions 

5 de poids (-1/4), situées respectivement, en bas et en haut des bandes de volume, sont 

notées Bi et Ti- Ces fonctions 5 élargies Bi et 1i de poids (-1/4) n'ont pas toutes exac

tement la même forme; ceci est dû aux divergences en (w- WBit 112 ou (w- Wri)-
1

/
2 

qui existent près des limites de bandes dans les densités d'états des systèmes à une di

mension. A part les pics deltas mentionnés ci-dessus et le comportement particulier aux 

limites des bandes de volume, la variation de la densité d'états ne révèle pas d'autres 

effets significatifs à l'intérieur des bandes de volume du SR. Maintenant, en considérant la 

variation de la densité d'états .6..n(w) = .6..n8 (w) + .6..n1(w) entre les deux SRs semi-infinis 

complémentaires et le SR infini, donnés dans les figues II.5( a) et II.5(b), on peut montrer 

analytiquement et numériquement [fig. II.5(c)] que: 

o .6..n(w) est égal à zéro pour des fréquences w qui tombent à l'intérieur de chaque 

bande de volume du SR. 

o La perte d'un état par bande due aux pics 5 de poids ( -1/2) à chaque limite de bande 

de volume (puisque nous considérons deux SRs semi-infinis) est alors compensée par 

le gain de pics 5 de poids (1) associés aux états localisés (L 1 ,L2 ,L3 ,L4 ). Ces états 
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la den

unité de 

D/vt(Plexiglas)] entre le SR 

semi-infini terminé par une 

couche de Plexiglas et le même 

volume d'un SR infini, en fonc

tion de wD/vt(Plexiglas), pour 

k; ;D = 4.5. Bi et Ti se réfèrent 

aux pics 6 de poids (-1/4) situés 

en bas et en haut des bandes 

de volume et Li indique les 

états localisé de surface. (b) 

Même chose que (a), pour le 

SR semi-infini complémentaire 

terminé par une couche d'eau 

à la surface. ( c) Même chose 

que (a), pour les deux SRs 

complémentaires pris ensemble. 

apparaissent à l'intérieur des minigaps afin d'assurer la conservation du nombre total 

d'états. 

Un point important à noter est la généralisation de cette règle quand le clivage a lieu 

à l'intérieur d'une couche fluide le long d'un plan parallèle aux interfaces (Fig. II.6(a)). 

Ces résultats sont obtenus à partir des équations (II.21) et de (II.22) en considérant 

la couche fluide de même nature que celle du volume (l'eau), mais avec des épaisseurs 

différentes: d11 = 0.6d1 (cercles vides) et d12 = 0.4d1 (cercles pleins). Les résultats dans 

la figure II.6( a) montrent clairement l'existence d'un mode par gap pour les deux SRs 

complémentaires. Pour illustrer ce résultat général, nous présentons dans Fig. II.6(b) la 

variation des modes de surface en fonction des épaisseurs dfl et d12 des couches fluides 

de surface pour les deux SRs semi-infinis complémentaires, tels que dfl + d12 = dt à 

k;;D = 4.5. 

Les cercles pleins (cercles vides) sont les modes de surface induits par la couche d'eau 

d'épaisseur dfl (d12 ). On remarque clairement que pour n'importe quelle combinaison de 

deux SRs semi-infinis complémentaires telle que dfl + d12 =dt, on a toujours un état de 

surface par gap, et ceci pour n'importe quelle valeur du vecteur d'onde k;;D. Cependant, 

dans le cas très spécifique où le clivage est fait exactement au milieu de la couche fluide 
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Fig. II.6: (a) Même chose que dans la figure II.3, mais pour les deux SRs complémentaires obtenus 

à partir du clivage d'un SR infini à l'intérieur de la couche fluide tel que dfl = 0.4df 

(cercles pleins) et d12 = 0.6d1 (cercles vides). (b) Variation de la fréquence réduite 

[wD fvt(Plexiglas)] des modes localisés de surface induits par la couche d'encapsulage 

d'eau d'épaisseur dfl (cercles pleins) et df2 (cercles vides) à k;;D = 4.5. d11 et d12 

sont choisis tels que d /1 + d 12 = d J. 

(i.e., dfl = d12 = 0.5df ), le mode de surface n'apparaît pas à l'intérieur des gaps, mais 

rejoint une des limites de bande. 

Afin de montrer la dépendance de la structure de bande ainsi que les modes de surface 

de la nature de la couche solide constituant le SR, nous avons tracé dans la figure II. 7 

la fréquence réduite D = wD fvt(Al) en fonction du vecteur d'onde parallèle réduit k; ;D 

pour un SR Aluminium-eau avec toujours d1 = d8 = D/2. En raison du fort contraste 

entre ces deux matériaux, les bandes sont plus étroites et les gaps sont plus larges en 

comparaison avec le cas du SR plexiglas-eau. En outre, la dispersion des modes de surface 

montre un comportement tout à fait différent. Par exemple, lorsque le clivage est effectué 

entre la couche d'Al et la couche d'eau du SR infini [Fig.II.7(a)], on observe que à part 

la branche la plus basse (cercles vides) associée à la couche d'Al à la surface, toutes les 

autres branches (cercles pleins) sont localisées à la surface de la couche d'eau. 

La figure II.7(b) donne les mêmes résultats que la figure II.7(a) mais pour les deux 
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Fig. II. 7: (a) Même chose que dans la figure II.3 mais pour le SR Al-eau. Les courbes représentent 

la fréquence réduite wDfvt(Al) en fonction de vecteur d'onde réduit k;;D. (b) Même 

chose que dans la figure II.6(a) mais pour le SR Al-eau. 

SRs semi-infinis complémentaires terminés par deux couches fluides tels que dfl = 0.4d1 

(cercles pleins) et d12 = 0.6d1 (cercles vides). Ces résultats montrent encore une fois 

l'existence d'un mode par gap et la dépendance de ces modes de surface avec l'épaisseur 

de la couche fluide à la surface. 

Considérons maintenant le cas où le clivage est produit à l'intérieur de la couche so

lide le long d'un plan parallèle aux interfaces. Les figures II.8( a) et II.8(b) représentent 

les courbes de dispersion pour les deux SRs semi-infinis complémentaires Aluminium-eau 

terminés par une couche d'encapsulage de type Al, tels que d81 = d82 = ds/2 (Fig. II.8(a)) 

et dsl = 0.2ds, ds2 = 0.8ds (Fig. II.8(b)). 

Ces résultats sont obtenus à partir des équations (II.35), (II.36) et (II.37) en considérant 

la couche solide de même nature que celle de volume mais avec des épaisseurs différentes. 

Contrairement au cas où le clivage est fait exactement au milieu de la couche fluide 

(dfl = d12 = 0.5df) pour lequel il n'y a pas de mode de surface, la figure II.8(a) montre 

que dans le cas où le clivage a lieu au milieu de la couche solide à la surface, on peut 

avoir deux branches de modes de surface dégénérées dans quelques gaps et aucun mode 

Chapitre II 



!!.4 Résultats numériques et discussions 42 

Fig. II.S: (a),(b) Même chose que dans la figure 3 mais pour les deux SRs complémentaires 

obtenus à partir du clivage d'un SR infini au milieu de la couche solide (Al) tel que : 

(a) dsl = ds2 = 0.5ds et (b) dsl = 0.2ds et ds2 = 0.8d8 • 
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de surface dans d'autres gaps pour les deux SRs semi-infinis complémentaires. Lorsque le 

clivage est fait tel que d81 =/= 0.5d8 (voir Fig. II.8(b) pour dsr = 0.2d8 et d82 = 0.8d8), une 

levée de dégénérescence de modes de surface se produit. Par conséquent, zéro, une ou deux 

branches des modes de surface peuvent exister à l'intérieur des différents gaps dans le plan 

(0, k;; D). Ceci est clairement illustré dans la figure II.9 où nous avons tracé l'évolution des 

modes de surface pour deux SRs semi-infinis complémentaires pour différentes épaisseurs 

dsr et ds2 tels que dsl + ds2 = ds à k;;D = 7. On peut noter que : 

• pour d81 = 0 et d82 = ds, nous avons un mode par gap (ceci résulte du clivage entre 

une couche solide et une couche fluide). 

• pour d81 = d82 = 0.5d8, nous avons deux branches de modes de surface dégénérées 

dans les trois gaps les plus bas et aucun mode dans les trois gaps les plus haut. 

• pour des valeurs arbitraires de d81 et d82 (avec dsr +d82 = d8), nous avons zéro, un ou 

deux modes pour différentes combinaisons des deux SRs semi-infinis complémentaires. 

10-

(b) 

dû= 0.7d, 

• d,J = 0.3d, 

0 2 8 10 0 2 8 10 

Fig. II.lO: Même chose que dans la figure II.3 mais pour les deux SRs complémentaires Plexiglas

eau terminé par la couche d'encapsulage de Plexiglas tels que : (a) dsr = ds2 = 0.5d8 
et (b) dsr = 0.3ds et ds2 = 0.7ds. 

Des résultats similaires pour deux SRs semi-infinis plexiglas-eau avec une couche d'en

capsulage solide à la surface sont donnés dans la figure II.lO. Ces résultats montrent 

les mêmes conclusions que dans la figure II.8, à savoir l'existence de deux branches 

dégénérées dans quelques gaps et aucune branche dans d'autres gaps pour ds1 = ds2 = 
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0.5ds (Fig.II.10(a)), tandis que pour d81 =/= 0.5d8 (Fig. II.lO(b)), on peut avoir zéro, un ou 

deux modes dans chaque gap pour les deux SRs complémentaires. 

II.4.2 Super-réseau semi-infini en contact avec un fluide homogène semi-infini 

Dans ce paragraphe, nous étudions les modes localisés et résonnants induits par l'in

terface entre un SR semi-infini en contact avec un fluide homogène semi-infini ou avec 

une couche d'encapsulage fluide d'épaisseur finie. D'abord, nous considérons les modes 

d'interface induits par l'interface entre une SR plexiglas-eau terminé par une couche de 

plexiglas en contact avec un fluide semi-infini homogène de Mercure (Hg). La figure II.ll 

donne la dispersion des modes localisés (résonnants) induits par cette interface au-dessous 

(au-dessus) de la bande de volume de Hg (ligne droite). Ces modes sont obtenus à partir 

des maxima de la variation de la densité d'états .6.n(w) entre le système couplé SR/Hg et 

le même volume d'un SR infini et d'un milieu infini de Hg. Deux exemples de la densité 

d'états .6.n(w) sont représentés dans les figures II.12(a) et II.12(b) pour k;;D = 2.5 et 

k;;D = 7 respectivement. 

... ·· .. 

. ··· .. .. .. .. .. ·· .. 
.•.. ······ 

.·· 

.. 

..·J Fig. II.ll: Dispersion des modes d'inter-

... ··· .. · face induits par l'interface 
... ····· entre le SR semi-infini 

plexiglas-eau et le milieu 

homogène fluide (Hg). Les 

courbes sont les modes loca-

lisés (résonants) lorsque leurs .. ·· .. . ... 
..... ;····· ....... ···· 

.. ···~_......../'__... .......... 
fréquence tombent au-dessous 

(au-dessus) de la ligne corres-

pondant à la vitesse du son 

dans le mercure (Hg). 

Hl 

Les fonctions J de poids (-1/4) situées respectivement, au bas et en haut des bandes 

de volume, sont notées B; et T;. B f indique un pic J de poids ( -1 j 4) situé en bas de la 

bande de volume du milieu fluide (Hg). Les deux pics J positifs notés L1 et L 2 représentent 

les modes localisés d'interface; leurs positions peuvent être déduites également à partir 
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Dfvt(Plexiglas)] entre le SR 
semi-infini en contact avec Hg 

et le même volume d'un SR 

infini et du volume de la 

couche de (Hg), en fonction de 

wDfvt(Plexiglas) à k;;D = 2.5. 

Bi et Ti représentent, respecti

vement, des pics 6 de poids (-

1/4) situés en bas et en haut 

des bandes de volume et B f 

indique un pic 6 de poids (-

1/4) situé en bas de la bande 

de volume de mercure (Hg). Li 

et Ri indiquent les modes lo

calisés et résonants respective

ment. (b) Même chose que (a) 

mais pour k;;D = 7. 

des équations (II.26) et (II.27). Les petits pics notés R 1 et R2 qui tombent au-dessus 

de B1 sont des modes résonnants d'interface (Fig.II.12(a)). Ces derniers modes sont des 

modes évanescents par rapport au SR et propagatifs par rapport au mercure comme il 

est illustré dans la densité locale (Fig. II.13(a)) pour le mode résonnant noté R 2 . Notons 

que les modes localisés d'interface dans la figure II.12 (a) sont élargis artificiellement en 

ajoutant à la fréquence w une petite quantité imaginaire, tandis que les résonances d'in

terface sont intrinsèquement élargies en raison de leur interaction avec la bande de volume 

du Hg. Expérimentalement, on peut détecter les résonances notées R 1 et R 2 à partir du 

coefficient de réflexion d'une onde incidente envoyée à partir du milieu homogène (Hg). 

Les deux branches des modes localisés situés au-dessous de la bande de volume de Hg 

montre un comportement différent dans la localisation spatiale. La plus basse branche 

montre une forte localisation à l'interface SR/Hg, tandis que la branche la plus élevée 

montre une localisation importante à l'interface interne entre les couches de plexiglas et 

l'eau situées juste au voisinage de l'interface SR/Hg. Ces résultats sont illustrés par les 

lignes discontinue et continue dans la densité d'états locale (Fig. II.13(b)) correspondant 

aux modes notés L 3 et L 4 (Fig. II.12(b)) respectivement. 

Maintenant nous supposons que le milieu homogène de mercure est de taille finie 
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(d'épaisseur d0 ). Les figures II.14(a) et II.14(b) donnent la dispersion des modes localisés 

et résonnants (cercles vides) induits par la couche d'encapsulage d'épaisseur d0 = 0.5D et 

do = 1.5D respectivement. La ligne droite indique la ligne du son dans Hg. Ces modes sont 

obtenus à partir des pics de la densité d'états totale entre le SR en contact avec une couche 

d'encapsulage et le même volume du SR sans la couche d'encapsulage. Les modes localisés 

à l'intérieur des gaps peuvent être obtenus à partir des relations de dispersion (Eqs. (II.21) 

et (II.22) ). Les modes localisés et résonnants induits par la couche d'encapsulage, peuvent 

présenter différents comportements dans la direction perpendiculaire aux interfaces : ils 

peuvent être propagatifs à la fois dans le SR et dans la couche d'encapsulage (modes 

pseudo-guidés) quand leurs fréquences tombent à l'intérieur de la bande de volume du SR 

et au-dessus de la ligne du son dans Hg; ou bien ils peuvent se propager dans la couche 

d'encapsulage et s'attenuer dans le SR (modes guidés) quand leurs fréquences tombent à 

l'intérieur des gaps du SR et au-dessus de la ligne de Hg; ou encore ils peuvent s'évanouir 

des deux cotés de l'interface SR/Hg quand leurs fréquences tombent à l'intérieur des gaps 

de SR et au-dessous de la ligne de Hg. Dans la figure II.14(a), on peut noter que pour 

une certaine épaisseur de la couche Hg (do = 0.5D), tous les modes guidés sont loca

lisés dans les gaps du SR, tandis que lorsque d0 augmente (do= 1.5D, Fig.II.14(b)), les 

fréquences des modes localisés qui se trouvent à l'intérieur des gaps continuent jusqu'à ce 
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que les courbes correspondantes pénètrent dans les bandes de volume et deviennent des 

résonances (Leaky waves). Les deux branches les plus basses situées au-dessous de la ligne 

de Hg dans les figures II.l4( a) et (b) coïncident avec les branches localisées d'interface 

dans la figure II.11. 
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Fig. II.14: (a) Dispersion des modes localisés et résonants (cercles vides) induits par une couche 

fluide de Hg d'épaisseur do = 0.5D déposée sur un SR semi-infini plexiglas-eau terminé 

par une couche complète de plexiglas. (b) Même chose que dans (a), mais pour do = 

l.5D. La ligne continue représente la vitesse du son dans Hg. 

Ces résultats montrent que les fréquences des modes localisés et résonnants dépendent 

fortement de l'épaisseur de la couche d'encapsulage d0 . Cette variation est mieux illustrée 

dans la figure II.15(a) en fonction de do pour k;;D = 3. On peut observer que les deux 

branches les plus basses qui correspondent aux modes localisés à l'interface entre le SR et la 

couche d'encapsulage deviennent presque indépendantes de l'épaisseur d0 pour d0 2: 0.5D 

(voir aussi Figs.II.14(a),(b)). Les branches plus élevées correspondent aux modes guidés de 

la couche Hg, ces branches tendent vers la ligne du son dans Hg lorsque d0 augmente. Auss 

notons que les courbes dans cette figure sont presque horizontales lorsqu'un,e branche loca

lisée tend à devenir résonante en pénétrant dans la bande de volume, tandis qu'à l'intérieur 

des bandes de volume les branches correspondant à ces résonances varient rapidement avec 

do. Cependant, l'intensité de ces résonances dans la densité d'états décroît voire s'annule 
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lorsque d0 est petit ou la fréquence est élevée. 

m':J"V' 

' '~ ,:~t f!!,~l 
~-' "'" 

(b) 

3 

2+-----.-----.------.-----,----_, 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

dJD dJD 

Fig. II.15: (a) Modes localisés et résonants induits par la couche d'encapsulage (Hg) en fonction 

de l'épaisseur do de cette dernière. Le SR est composé des couches plexiglas-eau 

terminé par une couche complète de plexiglas à la surface pour k; ;D = 3. Les modes 

guidés tendent asymptotiquement vers la vitesse du son de Hg (indiqué par la ligne 

horizontale) au fur et à mesure que do augmente, cependant les deux branches les 

basses correspondent aux modes localisés à l'interface SR-Hg. (b) Même chose que 

dans (a) mais pour k;;D = 7. 

Finalement, notons que pour une fréquence w donnée dans la figure II.15(a) les modes 

se répètent périodiquement en fonction de d0 . La figure II.15(b) donne une représentation 

à plus grande échelle pour la variation des deux branches d'interface les plus basses en 

fonction de do à k;;D = 7. A d0 = 0, les deux branches coïncident avec les modes de 

surface du SR terminé par une couche de plexiglas (Fig. II.3) à la surface. Au fur et à 

mesure que d0 augmente, ces deux branches diminuent, croisent les deux premieres bandes 

de volume et tendent asymptotiquement vers les branches localisées associées à l'interface 

SR/Hg (Fig. II. 11). La localisation spatiale de ces deux branches dépend fortement de d0 . 

En effet, la branche la plus élevée, fortement localisée à la surface du SR pour d0 = 0 

(Fig. II.4(b)), devient localisée à la surface interne entre la couche de plexiglas et 1 'eau 

pour d0 '2 0.5D (voir la figure II.13(b) en traits continus). Par contre, la branche la plus 

basse fortement localisée à la surface interne entre la couche de plexiglas et l'eau pour 

do = 0 (Fig. II.4(a)), devient localisée à l'interface SR/Hg lorsque d0 '2 0.5D (voir la 
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figure II.13(a) en traits discontinus). 

II.4.3 Super-réseau semi-infini en contact avec un solide 

Maintenant, nous supposons qu'une couche d'encapsulage de plexiglas d'épaisseur d0 , 

est déposée sur un SR Al-eau terminé par une couche complète d'eau. La dispersion des 

modes localisés induits par la couche d'encapsulage d'épaisseur d0 = 2D est représentée 

sur la figure II.16. Suivant leur fréquence, ces modes peuvent présenter différents compor

tements dans la direction perpendiculaire aux interfaces : ils peuvent se propager à la fois 

dans le SR et dans la couche d'encapsulage, ou se propager dans l'un et s'atténuer dans 

l'autre, ou s'atténuer des deux cotés de l'interface SR-couche d'encapsulage. La droite 

épaisse en ligne continue (discontinue) indique la vitesse du son transverse (longitudinale) 

dans le plexiglas. Les modes localisés sont obtenus à partir des relations de dispersion 

(Eqs. (II.35) et (II.36) ). Les branches situées au-dessus de la vitesse du son transverse 

de plexiglas représentent les modes localisés induits par la couche adsorbée du plexiglas, 

ces modes tendent vers la ligne du son transverse de plexiglas (vt(Plexiglas)) lorsque 

k;;D-----+ oo. 

101"'"''8~: 
,. . >XLs,c-, 

..,_ __ ,___.,.~: ,,, ~0~~?~ 
~----"""""" ..... ' o"""'-- ,. ' 

oo~o~ 

d'épaisseur do = 2D 

0 -,OOOOe'--~---~-------------i 

0 JO 

La branche notée CR située au-dessous de la vitesse transverse de plexiglas ( Vt( Plexiglas)) 

correspond au mode de Rayleigh localisé à la surface de la couche de plexiglas en sur-
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Fig. II.l7: Modes localisés induits par la 

couche d'encapsulage de plexi

glas en fonction de l'épaisseur 

do de cette dernière à k 11 D = 7. 

CR indique le mode de Ray

leigh et i le mode d'interface. 

0+--------.--------.-------.-------_, 
0 3 4 

face. La branche notée i dans la figure II.16 représente les modes localisés à l'interface 

SR/plexiglas. Les modes situés au-dessus de la vitesse transverse ( Vt(Plexiglas)) ne pro

pagent pas dans le SR et restent bien confinés dans la couche superficielle. 

Notons que les fréquences des modes localisés dépendent fortement de l'épaisseur d0 

de la couche d'encapsulage. Un exemple de cette variation est illustré dans la figure 11.17 

pour k11 D = 7. Dans cette figure, les modes situés au voisinage de la ligne de la vi

tesse transverse de plexiglas (vt(Plexiglas)) sont de caractère essentiellement transverse, 

tandis que les modes qui tombent entre les vitesses transverse et longitudinale du plexi

glas sont de caractère mixte (transverse et longitudinal). Finalement, les modes situés 

au-dessus de la ligne de la vitesse longitudinale ( ve(Plexiglas)) sont de caractère longitu

dinal prédominant. 

II. 5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude théorique basée sur le formalisme de 

la fonction de Green pour les ondes acoustiques de propagation sagittale dans les SRs 

semi-infinis solide-fluide. L'approche des fonctions de Green utilisée dans cette étude nous 

a permis de déterminer les relations de dispersion des ondes de surface et d'interface, ainsi 

que les densités d'états locale et totale dans ces structures. 
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Nous avons montré que la création de deux SRs semi-infinis à partir du clivage d'un SR 

infini à l'intérieur d'une couche fluide donne lieu à un mode de surface par gap, ce résultat 

est identique à celui obtenu auparavant pour les modes purement transverses dans les SRs 

solide-solide. Cependant, lorsque le clivage a lieu à l'intérieur d'une couche solide, cette 

règle n'est plus valable et on peut avoir zéro, un ou deux modes de surface à l'intérieur 

de chaque gap selon les valeurs du vecteur d'onde k;; et les épaisseurs des couches à la 

surface des deux SRs complémentaires. 

Nous avons aussi examiné l'existence des modes localisés et résonants dans un SR semi

infini avec une couche de surface (fluide ou solide) différente de celle de volume (couche 

d'encapsulage). En particulier, nous avons montré que ces modes dépendent fortement des 

paramètres élastiques et de l'épaisseur relative de la couche d'encapsulage, ainsi que de 

la nature de la couche du SR en contact avec cette dernière. Aussi, nous avons étudié les 

modes localisés et résonants associés à l'interface SR-substrat(de type fluide ou solide). 

Ces modes dépendent fortement des paramètres relatifs du substrat ainsi que de la nature 

de la couche du SR en contact avec ce dernier. 
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III.l Introduction 

Du point de vue pratique, les super-réseaux (SRs) sont des structures composées d'un 

nombre fini de cellules déposées sur un substrat. Ces structures composites possèdent 

généralement des défauts artificiels ou naturels. Des perturbations introduites dans ces 

structures telles que : une couche tampon (une couche encastrée entre le substrat et le 

SR) et d'encapsulage (une couche à la surface du SR), une cavité, donnent lieu à de 

nouveaux modes qui peuvent exister dans les gaps en plus des modes de volume. 

Expérimentalement, les spectres des phonons dans les SRs solide-solide ont été étudiés 

par la diffusion Raman[lO, 42, 43] qui a permis l'observation, pour la première fois, des dou

blets associés aux modes repliés dans la première zone de Brillouin. D'autres expériences 

de la diffusion Raman ont été effectuées sur un SR fini Si/ GemSin pour examiner les 

différentes interactions du système substrat/SR/couche d'encapsulage[125], certains pics 

observés ont été interprétés comme des modes résonnants associés à la présence du sub

strat et de la couche d'encapsulage. Des études similaires dans les SRs Si-Ge1_xSix et 

GaAs-AZAs, ont montré l'existence des pics faibles dans les spectres des phonons acous

tiques repliés[126, 127]. Ces pics ont été interprétés comme étant des phonons confinés 

dans le SR fini. 

Dans le cas des SRs finis solide-fluide, il a été démontré à travers des spectres de 

transmission théoriques et expérimentaux que des structures composées d'une[52, 53] ou 

plusieurs[54] périodes peuvent présenter de larges gaps et la présence des couches défauts 

dans ces systèmes peut donner lieu à des modes localisés bien définis dans ces gaps[53]. 

Récemment[55], des expériences réalisées sur les lames de plexiglas séparées par des cavités 

d'eau caractérisées par un gradient d'épaisseur, ont montré 1 'existence des oscillations 

de Bloch (de type Wannier-Stark Ladder) analogues à celles observées pour les états 

électroniques dans les SRs semi-conducteurs polarisés [56]. 

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés, dans le cadre de la théorie de réponse 

d'interface[-57], à l'étude de la propagation des ondes acoustiques de polarisation sagittale 

dans les SRs solide-fluide de taille finie . .Notre but est de mettre en évidence certains 

résultats nouveaux dans ces systèmes tels que : 

• Les modes confinés liés à la taille finie du SR. En particulier, l'établissement d'une 

règle générale sur la répartition des modes dans les SRs. 
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• L'effet des différentes inhomogénéités telles que : la surface libre et l'interface avec 

un substrat homogène. 

• Etude des coefficients de transmission et de réflexion (amplitude et phase) à travers 

un SR fini avec et sans défaut. En particulier, nous mettrons en évidence deux types 

de gaps : des gaps dus aux zéros de transmission et des gaps dus à la périodicité du 

système ainsi que des résonances de type Fano. La possibilité d'existence de l'angle 

de Brewster acoustique. 

• L'existence des gaps omnidirectionnels qui permettent la réflexion des ondes quelque 

soit l'angle d'incidence. 

• Transmission sélective à travers les modes de défaut et les modes d'interface. 

Notons que ces différentes points n'ont fait l'objet d'aucune étude antérieure jusqu'à 

présent. 

Ce chapitre est structuré comme suit : les paragraphes 111.2 et 1II.3 sont consacrés, res

pectivement, aux expressions explicites des fonctions de Green des différentes géométries 

et des coefficients de transmission et de réflexion correspondants. Dans le paragraphe 

111.4, nous discutons ces résultats à travers quelques illustrations numériques, telles que : 

la règle générale sur les modes propres d'un SR fini, les spectres de transmission et de 

réflexion à partir desquels on déduit les modes de surface, les zéros de transmission et 

de réflexion, les résonances de Fano, l'origine des croisements des bandes et des gaps et 

l'angle de Brewster. Aussi nous montrons que ces structures peuvent présenter la propriété 

de réflexion omnidirectionnelle des ondes acoustiques (miroirs acoustiques), i.e., elles per

mettent la réflexion des ondes quelque soit l'angle d'incidence et la polarisation des ondes 

de la même façon que dans les systèmes phononiques 2D et 3D[60-62]. Finalement comme 

dernière application, nous discuterons la possibilité de transmission sélective à travers les 

modes de défaut insérés dans un SR fini. Le défaut peut-être soit une cavité insérée dans le 

SR soit l'interface SR/milieu homogène. Les conclusions sont résumées dans le paragraphe 

111.5. 

III.2 Fonction de Green des super-réseaux finis solide-fluide dans 

différentes géométries 

A/ Super-réseau fini solide-fluide terminé de part et d'autre par une couche 

solide 
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Considérons la géométrie de la figure III.1(b) d'un SR fini solide-fluide terminé par 

deux couches solides de part et d'autre, noté S-S. 

La procédure de réalisation d'un tel système est la même que celle présentée dans 

le chapitre II, à savoir, la création du SR fini à partir d'un SR infini (Fig. III.1(a)) en 

découplant les couches (n = 1, i = F) et (n = N + 1, i = F). Cette opération se traduit 
+-+ 

par la détermination de l'opérateur de clivage V (AI M). 

Lorsqu'on découple le SR infini, on supprime deux couches (de type fluide) des cellules 

(n = 1) et (n = N + 1). L'espace des interfaces perturbées est donc constitué de 4 

états M {(n = 1,i = F,-d{),(n = 1,i = F, d{),(n = N + 1,i = F,-d{),(n = 

N + 1, i = F, d{ )}. L'inverse de la fonction réponse d'interface d-l (M lvi) qui décrit 

le système obtenu est équivalente à celle de la structure infinie 9-1(M M) (Eq. II.10a, 

II.10b, II.10c) dans l'espace des interfaces sauf aux sites appartenant à l'espace M où il y 

a eu le découplage. L'opérateur de clivage est donné par la relation suivante : 

+-+ +-+ 
V (Jv!M) = d - 1(MM)- 9-1(MM). (III.1) 

+-+ 
V ( J\;f M) est donc une matrice ( 4 x 4) définie dans l'espace des interfaces Jl.1. Elle 

s'écrit sous la forme suivante : 

-a -b 0 0 

+-+ 
V (J1.1 AI)= 

-b -a 0 0 
(III.2) 

0 0 -a -b 

0 0 -b -a 

où les paramètres a et b sont donnés dans le chapitre II (Eq. II.2) et caractérisent la couche 

fluide. 

+-+ 
L'opérateur .6. (MM) est défini par la relation suivante [Eq. I.7] : 

7:_ (AI AI)= I (M 1\I) +V (JI.I M)g(M lvi). (III.3) 

où 9(M JI.J) est défini par les équations (II.lüa, II.10b, II.10c) et qui s'écrit dans 

l'espace des interfaces M = {(n = 1, i = F,- d{), (n = 1, i = F, d{), (n = N + 1, i = 

F,- d{ ), (n = N + 1, i = F, ~)} sous la forme suivante: 
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(b) 

Cell.1 Cell.2 Cell. N-1 Cell. N 

(c) 
Cell.1 Cell. 2 Cell. N Cell. N+1 

(d) 
Cell. 1 Cell. 2 Ceii.N 
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Fig. III.l: (a) Schéma de la géométrie d'un SR infini formé de deux couches solide/fluide. (b) SR 

fini terminé de part et d'autre par une couche solide appelé S-S. ( c) SR fini terminé 

d'une part par une couche solide et d'autre par une couche fluide appelé S-F. (d) SR 

fini terminé d'une part par une couche fluide et d'autre par une couche solide appelé 

F-S. 

A+a b+Bt _A+atN b+BttN 
- Bb Bb Bb Bb 

t 
b+Bt A+a B+bttN-1 _A+atN 

g(MM)=-- Bb -Bb Bb Bb (III.4) 
t 2 - 1 _A+atN B+bttN-1 _A+a b+Bt 

Bb Bb Bb Bb 
b+BttN _A+atN b+Bt A+a 

Bb Bb Bb -""""Bb 

où A et B sont donnés dans le chapitre II (Eqs. II.4) et caractérisent la couche solide. 

L'inverse de la fonction réponse de surface de la structure finie S-S s'écrit sous la forme 

suivante : 

(III.5) 

En réalité, étant donné que nous sommes intéressés par le SR fini, nous n'avons be

soin que des éléments de la fonction de Green dans l'espace des interfaces Mm = (n = 
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1, i = F, d{), ( n = N + 1, i = F,- d{) qui délimite le SR fini. La matrice de l'opérateur 
~ 

.6. (Jvfm.Mm) s'écrit alors : 

(III.6) 

avec 

Y1 = b2
- a2

- aA + Bbt et Y2 =aB- Abt. (III. 7) 

g-; ( Mm1v1m) est une matrice constituée par les éléments de la fonction réponse de la 

structure infinie dans l'espace des interfaces Mm = (n = 1, i = F, di), (n = N + 1, i = 

F, - ~ ) . Elle a pour expression : 

A+a - ----m; 

B+bttN-l 
Bb 

A+a 
- Bb 

L'équation (III.5), peut s'écrire sous la forme : 

avec 

et 

B(N) ) ' 
A(N) 

Yi 1Yi 
A(N) = (-)[1- Bb(t- -)-] 

A+a t .6. 

B(N) = Bb(t- ~) YiY; tN-l 
t (A+ a).6. 

) (III.8) 

(III.9) 

(III.10) 

(III.ll) 

Bj Super-réseau fini solide-fluide terminé d'une part par une couche solide 

et d'autre part par une couche fluide 

Maintenant, considérons le SR fini terminé d'une part par une couche solide et d'autre 

part par une couche fluide noté S-F (Fig. III.1 ( c)). Ce système est obtenu en utilisant 

la même procédure que celle décrite ci-dessus : on découpe le SR infini (Fig. III.1 (a)) au 

niveau des sites ( n = 1, i = F) (où on supprime une couche fluide) et ( n = N + 1, i = S) 
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(où on supprime une couche solide). L'espace des interfaces perturbées est donc M = 

{( -1 ·-p di) ( -1 ·_pd!) ( -N 1 ·-pd!) ( -N 2 ·-p dt)} n- , z- , - 2 , n- , z- , 2 , n- + , z- , 2 , n- + , z- , - 2 . 

L'opérateur de clivage s'écrit sous la forme : 

-a -b 0 0 

f-----+ -b -a 0 0 
V (M i'vf) = (III.12) 

0 0 -A -B 

0 0 -B -A 

Dans l'espace des interfaces Afm = (n = 1,i = F dt) (n = 
' 2 ' 

N + 1,i = F, d{), les 
f-----+ 

éléments de l'opérateur b. (i'v1mMm) et de la fonction réponse de la structure infinie 

9s (JvfmA1m) s'écrivent respectivement : 

(III.13) 

(III.14) 

A partir des équations (III.5), (III.13) et (III.14) la fonction réponse du système final 

S-F (Fig. III.1(c)) s'écrit: 

où 

Y(N))' 
Z(N) 

f-----+ 

(III.15) 

(III.16) 

Notons que, à partir de la matrice de l'opérateur b. (A1mAim) (Eq. (III.13)), on peut 

déduire les modes propres de la structure finie, à savoir : 

(III.17) 
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En remplaçant Y1 par son expression dans (III.13), l'équation (III.17) devient: 

(III.18) 

cf Super-réseau fini solide-fluide terminé d'une part par une couche fluide 

et d'autre part par une couche solide 

La troisième géométrie étudiée est un SR fini solide-fluide terminé d'une part par 

une couche fluide et d'autre part par une couche solide, noté F-S (Fig. III.1(d)). Cette 

structure peut être obtenue de la même façon que celle de la deuxième géométrie. Dans 

ce cas, il suffit d'intervertir les éléments diagonaux de la matrice de la fonction réponse, 

soit 

Y(N) ) ' 
X(N) 

où X(N), Y(N) et Z(N) sont donnés dans l'équation (III.16). 

(III.19) 

III.3 Calcul du coefficient de transmission et de réflexion à travers un 

super-réseau fini 

III.3.1 Super-réseau fini sans défaut 

Considérons le SR fini (Fig. III.1(b)) en contact avec deux fluides homogènes semi

infinis (supposés de natures différentes) aux extrémités (n = 1, i = F, d{) et (n = N +1, i = 

F,- d{) (Fig. III.2). 

Cell. 1 Cell.2 Cell.N 

-------------- ------ --r-- ----- ---------------- c. _______ Al _____ -__ \. _________ ------ -------~ 
J Milieu Homogène (fluide) 1 Solide 

1 
Fluide ! Solide J- • - • - ·1 Fluide Solide J Milieu Homogène (fluide) : 

.................................................. L .... ------- ............ ..~., .......... ...... .................. .. ............ J-O ............................................ 1 

Fig. III.2: Représentation schématique d'un SR fini S-S, pris en sandwich entre deux milieux 

homogènes semi-infinis fluides. 

~ 

D'après la théorie de réponse d'interface[57], la fonction de Green d'interface d-1 (ll1m111m) 

de la structure finale (Fig. III.2) est donnée par : 
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B(N) 

A(N)- Fs2 

60 

(III.20) 

où - Fs1 et - Fs2 sont les fonctions réponse de surface des deux fluides semi-infinis de part 

et d'autre du SR (Eq. I.31). Par conséquent : 

-B(N) 

A(N)- Fsl 
(III.21) 

Pour calculer le coefficient de transmission et de réflexion à travers la structure finie, 

nous avons besoin de l'élément de matrice d(n = 1, i = F, d;; n = N + 1, i = F,- d;) pour 

le coefficient de transmission, soit : 

T -I-2F B(N) 12 
-

82 A2(N) - B2(N) + F8 1Fs2- A(N) [Fsl + Fs2J 

et d(n = 1, i = F, d;; n = 1, i = F, d;) pour le coefficient de réflexion, soit : 

R = 1 A2(N)- B
2
(N)- Fs1Fs2 + A(N) [Fsl - Fs2]1

2 

A2(N)- B 2 (N) + FslFs2- A(N) [Fsl + Fs2] 

III.3.2 Super-réseau fini avec un défaut de type fluide 

(III.22) 

(III.23) 

Pour le calcul du coefficient de transmission à travers un SR fini contenant un défaut 

fluide, nous procédons de la même façon que précédemment (c.à.d, le cas où il n'y a pas 

de défaut dans la structure). 

Cell.l Cell.P Cell. P+l Cell. N-P 

[ ~ ~~!~; ~~~~~~~ Î ~~~~d~e~ J~~~;~i~~} • • "1

"" [~~~~~~~~t~i:] }~~d~e~ ~ J • • • • • ·l ~~~~~ ~Î~ ~~~~~ ~1.-.~~~J;~--~:!·~~---_-_-j 
~ 

do 

Fig. III.3: Représentation schématique de deux SRs finis S-S, reliés entre eux par l'intermédiaire 

d'une couche fluide (défaut), le tout est pris en sandwich entre deux milieux homogènes 

semi-infinis fluides. 

.:--..+ 
Nous utilisons la fonction de Green d'interface ds - 1(MmMm) (Eq. (III.9)) d'une struc-

ture finie S-S. Afin de construire un SR fini avec un défaut de type fluide, prenons 
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deux structures finies (Fig. III.l(b)), l'une possède P cellules (1 ::; n ::; P) et l'autre 

N- P cellules (P + 1 ::; n ::; N), on couple les deux structures entre elles aux sites 

(n = P + 1, i = F,- d{; n = P + 1, i = F, d;) par l'intermédiaire d'une couche fluide 

d'épaisseur d0 ensuite on couple la structure finie obtenue aux sites (n = 1, i = F, d{) et 

(n = N + 1, i = F,- d{) (Fig. III.3) par deux fluides homogènes semi-infinis. Dans ce cas 

l'espace perturbé est de la forme Mm = (n = 1, i = F, d{), (n = P + 1, i = F,- d{), (n = 

P + 1, i = F, d{), (n = N + 1, i = F,- d{ ). Ces opérations nous permettent de déduire 
f-t 

la fonction de Green inverse d - 1(MmJI.1m) de la structure finale (Fig. III.3). Elle s'écrit 

sous la forme suivante : 

A(P)- Fsr B(P) 0 0 

+--* -1 
d (MmMm) = 

B(P) A(P) + ao bo 0 

0 bo A(N- P) + ao B(N- P) 

0 0 B(N- P) A(N- P)- Fs2 
(III.24) 

a0 et b0 caractérisent les éléments de la fonction de Green de la couche fluide (défaut), 

leurs expressions sont données par l'équation (II.13). 

Pour le calcul du coefficient de transmission, on inverse la matrice de la fonction réponse 

du système finale (Eq. (III.24)) et on retient l'élément d(n = 1, i = F, d{; n = N + 1, i = 

F dt) .. ,-2, SOit. 

et d(n = 1, i = F, d{; n = 1, i = F, d{) pour le calcul du coefficient de réflexion, soit: 

R = 1 Ar (N, P)A2(N, P)- B2(N, P)- FsrFs2 + Fs1A2(N, P) - Fs2Ar (N, P) 1

2 
(III_ 26) 

A1(N, P)A2(N, P)- B2(N, P) + FsrFs2- Fs1A2(N, P) + Fs2Ar(N, P) 

avec 

A (N P)- 1/J(P) :=; 
1 

' - 1/J(P)'IjJ(N- P)- [b0B(P)B(N- P)] 2 

A (N P)- 1/J(N- P) :=; 
2 

' - 1j;(P)1j;(N- P)- [b0B(P)B(N- P)]2 (III.27) 

B(N P) = b0B(P)B(N- P) :::: 
' 1j;(P)1j;(N- P)- [b0 B(P)B(N- P)J 2 
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où 

[A2(P)- B2(P) + a0A(P)] [A2(N- P)- B 2(N- P) + a0A(N- P)] -b5A(P)A(N-P) 

(III.28) 

et 'lj;(P)(P = P, N-p) est donné par : 

(III.29) 

et les autres paramètres sont donnés par l'équation (III.lO). 

III.3.3 Super-réseau fini avec un défaut de type solide 

La procédure d'insertion d'un défaut de type solide dans un SR fini s'effectue comme 

suit : Soit un SR fini terminé d'une part par une couche solide et d'autre part par une 

couche fluide S-F (Fig. III.l ( c)) composé de P- 1 cellules et un deuxième SR fini terminé 

d'une part par une couche fluide et d'autre part par une couche solide F-S (Fig. III.1(d)) 

composé de N- P cellules. On couple ces deux SRs par l'intermédiaire d'une couche 

solide (défaut) aux sites (n = P, i = F, df; n = P + 1, i = F,- df ). L'ensemble est pris en 

sandwich entre deux fluides homogènes semi-infinis (Fig. III.4). 

Cell.l Ceii.P Cell. P+l Ceii.N-P 

Fig. III.4: Représentation schématique de deux SRs finis S-F et F -S, reliés entre eux par l'in

tennédiaire d'une couche solide (défaut), le tout est pris en sandwich entre deux 

milieux homogènes semi-infinis fluides. 

<,--+ 

La fonction de Green inverse dfs -l(MmMm) de la structure finale est : 

X(P- 1)- Fsl Y(P- 1) 0 0 

<,--+ -1 Y(P- 1) X(P- 1) + A0 Bo 0 
dfs (MmAim) = 

0 Bo Z(N- P) + A0 Y(N- P) 

0 0 Y(N- P) X(N- P)- Fs2 
(III.30) 
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A0 et B0 caractérisent les éléments de la fonction de Green de la couche solide (défaut), 

leurs expressions sont données dans le chapitre II (Eq. Il.29). 

où 

Les coefficients de transmission et de réflexion ont pour expressions respectivement : 

T = 1 -2Fs2Y(N, P) 1

2 

X(N, P)Z(N, P)- Y2(N, P) + FsrFs2- FsrZ(N, P) + Fs2X(N, P) (III.
31

) 

R --1 X(N, P)Z(N, P)- Y2

2

(N, P)- FsrFs2 + FsrZ(N, P)- Fs2X(N, P) 12 
( ) III.32 

X(N, P)Z(N, P)- Y (N, P) + FsrFs2- FsrZ(N, P) + Fs2X(N, P) 

avec 

y 

X(N P) = x(P) y 2 

' x(P)x(N- P)- [BoY(P)Y(N- P)] 

Z(N P) = x(N- P) y 2 

' x(P)x(N- P)- [BoY(P)Y(N- P)] 
(III.33) 

Y(N, P) = B0Y(P)Y(N- P) Y 
2 x(P)x(N- P)- [B0Y(P)Y(N- P)] 

[X(P)Z(P)- Y2 (P) + A0X(P)] (III.34) 

[X(N- P + 1)Z(N- P + 1)- Y2(N- P + 1) + A0X(N- P + 1)] 

-B5X(P)X(N- P + 1) 

et x(f!)(f! = P, N-P+ 1) est donné par: 

x(f!) = [Ao + Z(N- f!)] [X(f!)Z(f!)- Y2 (f!) + AoX(f!)] - B5X(e) (III.35) 

III.4 Résultats numériques et discussions 

Dans ce qui suit, nous donnons quelques illustrations relatives aux modes propres dans 

un SR fini solide-fluide composé de plexiglas et l'eau. Ensuite nous considérons le spectre 

de transmission à travers un SR fini pris en sandwich entre deux fluides de même nature 

(eau) avec ou sans défaut. Notons que le défaut peut être de type fluide (eau avec une 

épaisseur différente) ou solide (Aluminium). Nous co.nsidérons aussi l'association de deux 
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SRs différents afin d'illustrer la notion de "Bande Interdite phononique complète". Fina

lement, nous donnerons un exemple typique d'une transmission sélective à travers un SR 

fini composé du mercure (Hg) et d'Aluminium (Al) pris en sandwich entre deux milieux 

homogènes semi-infinis Hg et eau. Les paramètres élastiques de tous ces matériaux sont 

donnés dans le chapitre II (Tableau II.l). Notons que, les épaisseurs des couches fluide 

et solide dans les SRs étudiés sont supposés égales, dt = ds, et la période du SR étant 

D =dt+ ds = 2dt comme dans les Réfs.[49, 51] 

III.4.1 Règle générale sur les modes de surface et les modes confinés 

Dans ce qui suit, nous présentons une règle générale sur l'existence des modes de surface 

et des modes confinés dans un SR fini solide-fluide formé de N cellules avec des surfaces 

libres de contraintes. A partir de l'équation (III.18), on peut distinguer deux types de 

modes propres de la structure finie : 

t Si le vecteur d'onde k est réel, ce qui correspond aux bandes de volume, les modes 

propres du SR fini sont donnés par le troisième terme de l'équation (III.18), à savoir, 

sin(NkD) = 0 ce qui donne: kD = ";:,avec m = 1, 2, ... , N -1. En effet, le premier 

et le deuxième termes dans l'équation (III.18) ne s'annulent pas dans la bande de 

volume. 

t Si le vecteur d'onde k est imaginaire (modulo 1r), ce qui correspond à une bande 

interdite, dans ce cas les modes propres de la structure finie sont donnés par les deux 

premiers termes de l'équation (III.18), à savoir, t = a2 -~:Aa out= _A2-~~+Aa. Par 

contre, le troisième terme dans l'équation (III.18) ne peut pas s'annuler à l'intérieur 

du gap tant que t satisfait la condition suivante ltl (1 qui assure la décroissance des 

états de surface à partir de la surface. 

A titre d'exemple, considérons un SR fini solide-fluide composé de N = 4 cellules 

plexiglas-eau terminé de part et d'autre par une couche fluide d'eau d'épaisseur respecti

vement d tl = 0.4d t et d t 2 = 0.6d t, de telle façon que ces deux couches de surfaces soient 

complémentaires (i.e. dfl + dt2 =dt). La figure III.5 montre ces différents résultats à sa

voir, l'existence de N -1 = 3 modes confinés à l'intérieur des bandes de volume (branches 

en cercles pleins) et un mode par gap. Ce dernier est associé à l'une des deux surfaces 

qui entourent le SR, à savoir la couche fluide d'épaisseur df1 = 0.4dt (cercles vides) ou 
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Fig. III.5: Structure de bande en 

fonction du vecteur d'onde 

réduit k;;D, d'un SR 

plexiglas-eau. Les zones ha

churées en gris représentent 

les bandes du SR infini, les 

branches en cercles pleins 

représentent les N - 1 = 3 

modes confinés dans le SR 

fini constitué de N = 4 

cellules. Les cercles vides 

représentent les modes 

de surface induits par la 

couche d'eau d'épaisseur 

dfl 0.4dt à l'une des 

surfaces. Les triangles vides 

représentent les modes 

de surface induits par la 

couche d'eau d'épaisseur 

dfl 0.6df à l'autre 

surface. 

celle d'épaisseur d12 = 0.6d1 (triangles vides). Notons que ces modes de surface sont 

indépendants du nombre N de cellules constituant le SR et coïncident exactement avec 

les modes de surface associés aux deux SRs semi-infinis complémentaires terminés par les 

couches fluides à la surface d'épaisseur dfl = 0.4dt et dt2 = 0.6dt (voir Fig. II.6(a)). Ces 

résultats restent valables aussi dans le cas des modes purement transverses[128] ainsi que 

dans le cas des cristaux photoniques à base de câbles coaxiaux[88] (voir chapitre V). Aussi, 

nous avons montré que cette règle s'applique de même pour une chaîne linéaire multia

tomique (voir Appendice B). Des expériences récentes sur les sphères soudées d'acier de 

différentes diamètres sont en conformité avec cette règle[129]. 

III.4.2 Coefficients de transmission et de réflexion 

III.4.2.1 Super-résea.u fini en contact avec le fluide d'un coté et le vide de l'autre coté 

Le phénomène de la réflexion des phonons incidents, envoyés à partir d'un milieu ho

mogène fluide, à la surface du SR fini est expliqué et analysé quantitativement en terme de 

temps de phase. En raison de la surface libre du système composite, les phonons incidents 
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avec des fréquences situées au-dessus de la ligne du son du milieu homogène se trouvent 

entièrement réfléchis. Vu que le taux de réflexion, dans ce cas, est égal à l'unité, le temps 

de phase demeure la seule quantité physique permettant de donner des informations rela

tives aux interactions des phonons incidents avec les modes de surface. Rappelons que ce 

temps de phase est défini dans l'approximation de la phase stationnaire, comme la dérivée 

de la phase du coefficient de réflexion par rapport à la pulsation. Ce temps est interprété 

comme le temps nécessaire à un phonon pour effectuer le processus de la réflexion. Dans 

ce paragraphe nous donnons, comme étant une méthode expérimentale, une méthode de 

détecter les modes de surface à partir des maxima du temps de phase à la réflexion d'un 

SR en contact d'une part avec un milieu homogène qui sert de milieu incident et d'autre 

part par le vide. Afin de confirmer les résultats du chapitre II sur les modes de surface d'un 

SR semi-infini terminé soit par une couche solide soit par une couche fluide (paragraphe 

II.4.1), nous considérons un SR solide-fluide fini composé de quatre cellules plexiglas-eau 

en contact d'un côté avec un milieu homogène (eau) et terminé de l'autre côté soit par 

une couche solide, soit par une couche fluide. 

Dans le cas où le SR est terminé par une couche d'eau à la surface, nous présentons 

dans la figure III. 6 les modes de surface (cercles vides) et les modes propagatifs dans le 

SR (cercles pleins). Notons que ces modes sont obtenus à partir des maxima du temps de 

phase à la réflexion comme il est illustré dans la figure insérée de la figure III.6 en fonction 

de la fréquence réduite à k;;D = 1. Le pic noté L correspond au mode de surface. Un 

autre exemple est illustré dans la figure III. 7 dans le cas où le SR est terminé par une 

couche de plexiglas à la surface. Les triangles vides et les cercles pleins représentent, 

respectivement, les modes de surface et les modes propagatifs dans le SR. Ces modes sont 

obtenus à partir des maxima du temps de phase à la réflexion. Un exemple du temps de 

phase est représenté dans la figure insérée à k;; D = 5.5, où le mode noté S correspond au 

mode de surface. Dans ces deux exemples, on remarque que les modes de surface sont en 

conformité avec ceux trouvés pour les SRs semi-infinis complémentaires (Fig. II.3). 

III.4.2.2 Super-réseau fini pris en sandwich entre deux fluides 

Dans ce paragraphe, nous étudions les courbes de dispersion et la densité d'états d'un 

SR fini à partir du calcul du coefficient de transmission à travers ce système. Considérons 
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Fig. III.6: Structure de bande en fonction du vecteur d'onde réduit k;;D, d'un SR plexiglas

eau. Les zones hachurées en gris représentent les bandes du SR infini, les branches en 

cercles pleins représentent les modes propagatifs dans le SR fini constitué de N = 4 

cellules et terminé par une couche d'eau à la surface. Les cercles vides représentent 

les modes de surface associés à la couche d'eau à la surface. La droite indique la ligne 

du son dans l'eau. La figure insérée représente le temps de phase à la réflexion en 

fonction de la fréquence réduite wDfvt(Plexiglas) à travers le SR décrit ci-dessus, à 

k;;D = 1. L indique le mode de surface associé à la couche d'eau à la surface. 
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Fig. III. 7: Même chose que la figure III.6, mais dans ce cas le SR est terminé par une couche de 

plexiglas à la surface. Les triangles vides représentent les modes de surface associés à 

la couche de plexiglas à la surface. La figure insérée représente le temps de phase à la 

réflexion en fonction de la fréquence réduite wD/vt(Plexiglas) à travers le SR décrit 

ci-dessus, à k;;D = 5.5. S indique le mode de surface associé à la couche de plexiglas 

à la surface. 
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un SR formé de N = 4 plaques de plexiglas émergées dans l'eau (Fig. III.l(b)). La fi

gure III.8 donne les courbes de dispersion obtenus à partir des maxima du coefficient de 

transmission (voir aussi figure III.9). Dans cette figure les branches en lignes continues 

représentent les modes discrets. Le nombre de ces branches est lié au nombre de cellules 

constituant le SR. Au fur et à mesure que ce nombre augmente, la construction des bandes 

de volume devient plus marquée donnant lieu à un continuum dans la limite N -----7 oo 

(zones hachurées en gris). 

0 2 4 6 8 10 

Fig. III.8: Structure de bande en fonction du vecteur d'onde réduit k;;D, d'un SR plexiglas

eau. Les zones hachurées en gris représentent celles du SR infini, les branches conti

nues représentent celles du SR fini composé de N = 4 cellules. Les cercles pleins et 

vides illustrent respectivement les branches correspondant aux zéros de transmission 

et de réflexion. Les droites discontinue en pointillé et en traits discontinus moyen 

représentent respectivement les vitesses du son transverse et longitudinale du plexi

glas. La droite en traits discontinus long représente la vitesse du son longitudinale 

d'eau. 

Sur la figure III.8, nous avons aussi présenté des branches qui correspondent à l'an

nulation soit du coefficient de transmission (cercles pleins) soit du coefficient de réflexion 
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(cercles vides). Les branches qui donnent T = 0 sont obtenues à partir des équations 

(III.10) et (III.22), soit B =O. Cette quantité B dépend uniquement de la couche solide 

du SR (ici le plexiglas), ce qui signifie que les zéros de transmission sont dus à l'insertion 

de la couche solide de plexiglas entre deux fluides (voir ci-dessous). Aux fréquences des 

zéros de transmission, la quantité cosk3 D (Eq. II.9) tend vers l'infini et par conséquent, 

l'atténuation (partie imaginaire du vecteur d'onde) dans le SR diverge. Cette propriété 

n'a pas d'analogue dans les SRs solide-solide. 

En plus, un autre point à signaler dans cette figure est l'existence de croisements 

des bandes de volume. Les fréquences de ces points de croisement sont données par 

cosk3D = ±1 (correspondant aux limites des bandes) et B = 0 (correspondant aux 

zéros de transmission). Lorsque les bandes se ferment, on obtient des bandes plates. 

Sur la figure III.8, nous avons aussi représenté (cercles vides) les courbes correspondant 

à une réflexion nulle R =O. Celles-ci s'obtiennent à partir de A2 - B 2 - a2 + b2 = 0 (Eq. 

(III. 23)). Cette dernière équation donne aussi les fréquences de croisement des gaps (ou 

la fermeture des bandes) avec la condition cosk3D = ±1. 

La figure III.9 illustre la variation du coefficient de transmission de la structure décrite 

ci-dessus en fonction de la fréquence réduite wD /vt(plexiglas) pour différents valeurs de 

N (nombre de cellules constituants le SR) : N =1, 2 et 5 en incidence normale (B = 0°, 

Figs. III.9(a),(b),(c)) et en incidence oblique (B = 25°, Figs. III.9(e),(f),(g)). 

En incidence normale, on remarque la formation de deux gaps de type Bragg au fur 

et à mesure que N augmente et qui sont dus à la périodicité de la structure. Notons 

qu'en incidence normale, les modes dans la lame solide ont soit une polarisation purement 

transverse, soit purement longitudinale et se propagent indépendamment. Par conséquent, 

la structure de bande résulte de la propagation des ondes longitudinales dans les lames 

solides et fluides sans couplage avec les ondes transverses dans les couches solides. Les 

courbes de dispersion du SR infini sont illustrées sur la figure III.9(d), où on remarque 

que le repliement des branches acoustiques d'origine purement longitudinale donne lieu 

à des gaps directs au centre et à la limite de la minizone de Brillouin. Notons que des 

expériences par ultrasons ont été réalisées sur les SRs de type plexiglas-eau et Aluminium

eau[52-54] pour mettre en evidence les premières branches acoustiques repliées. 

En incidence oblique ( e = 25°), le couplage avec les ondes transverses dans le solide 

a pour conséquence l'apparaition des zéros de transmission. Pour N = 1 (Fig III.9(e)), 
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Fig. III.9: Variation du coefficient de transmission en fonction de la fréquence réduite 

wD/vt(Plexiglas), à travers le SR fini S-S composé deN= 1 (a),(e); N = 2 (b),(f) 

et N = 5 (c),(g) cellules du plexiglas-eau. (d) et (h) Structures de bandes complexes. 

Le panneau de gauche correspond à l'incidence normale () = 0° et le panneau de droite 

à une incidence oblique 0° < e = 25° < Ber = 39°. 
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c.à.d pour une couche de plexiglas émergée dans l'eau, il apparaît un zéro de transmission. 

Ce zéro de transmission est dû à une interférence destructive des deux ondes transverse 

et longitudinale qui parcourent deux chemins différents dans la couche de plexiglas. Pour 

N = 2 (Fig. III.9(f)) correspondant à deux couches de plexiglas séparées par une couche 

d'eau, on remarque que ce zéro de transmission se transforme en un gap en même temps 

qu'il apparaît un autre gap de type Bragg. Un résultat intéressant dans la figure III.9(f) 

est l'existence d'une résonance au voisinage du zéro de transmission. Cette résonance 

asymétrique est de type Fano[130], elle est due à l'insertion de la couche fluide entre deux 

plaques solides. Pour N > 2, on remarque que (Fig. III.9(g) pour N = 5) le zéro de 

transmission se transforme en une large bande interdite. Une conséquence de ce résultat 

est que la partie imaginaire du vecteur d'onde diverge au voisinage du zéro de transmis

sion comme il est illustré dans la figure III.9(h). Signalons que, ces zéros de transmission 

existent juste pour une certaine gamme d'angle d'incidence 0 < e < Ber = 39oet dis

paraissent pour Ber = 39° < e < 1r /2 ainsi que pour e = 0°. Un exemple typique est 

représenté dans la figure III.10(a,b,c) pour e = 40° où on observe clairement l'absence des 

zéros de transmission et l'apparition seulement des gaps de type Bragg. 

Les bandes interdites résultent des interférences destructives des ondes transmises et 

réfléchies aux interfaces dans le SR. Par analogie avec les ondes électromagnétiques[2, 131], 

il existe aussi des angles de Brewster acoustiques à l'interface solide-fluide. Ceci signifie 

que la fréquence d'un mode acoustique qui satisfait une telle condition ne peut pas tomber 

dans une bande interdite. En d'autre termes, les gaps de la structure de bande doivent 

être fermés suivant une ligne droite (w en fonction de k;;) dont la pente est définie par la 

condition de Brewster. L'angle acoustique de Brewster qui correspond à une transmission 

totale (réflexion égale à zéro) est donné, après quelques calculs algébriques, par : 8B = 

arcsin ( ;JvJ' et qui correspond à la droite w = V'ik;;vt. Les figures III.lO(e),(f),(g) 

représentent la variation du spectre de transmission en fonction de la fréquence pour 

BE = 49° (angle de Brewster dans le cas du SR plexiglas-eau) et différents valeurs de N 

(N = 1, 2 et 5). On remarque une transmission totale quelque soit la valeur deN. 

Une analyse comparative du temps de phase et de la densité d'états totale est illustrée 

dans la figure III.ll, qui donne le temps de phase (Figs. III.ll(a),(b),(c)) et la variation 

de la densité d'états totale .6.n(w) (Figs. III.ll(d),(e),(f)) en fonction de la fréquence 

réduite wD/vt(Plexiglas) pour un SR fini composé deN= 5 couches de plexiglas pour 
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Fig. III.lO: Même chose que la figure III.9, mais pour e = 40° >Ber, et e = eB = 49° (angle de 

Brewster). 
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trois angles d'incidence : e = 0° (a) et (d), e = 30° (b) et (e), et e = 60° (c) et (f). 

On remarque qu'en incidence normale (Figs. III.ll(a),(d)), ou lorsque l'angle d'incidence 

dépasse un certain angle critique (ici Ber= 39°) (Figs. III.ll(c),(f)), le temps de phase en 

transmission (T) est proportionnel à la variation de la densité d'états totale L\n(w), plus 

précisément : T = 7f L\n( w). Par contre, pour les angles d'incidence e tels que 0 < e < e cr) 

la phase présente des sauts de 1r au voisinage des zéros de transmissions et par conséquent 

le temps de phase présente un pic 5 négatif comme il est illustré dans la figure III.ll (b). 

Notons que ces pics 5, élargis en tenant compte de l'absorption dans le cristal, n'existent 

pas dans la densité d'états et par conséquent T #1rL\n(w) au voisinage des zéros de trans-

mlSSlün. 
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Fig. III.ll: Temps de phase à la transmission (panneau à gauche) et densité d'états totale (pan

neau à droite) en fonction de la fréquence réduite pour le SR fini composé de N = 5 

cellules plexiglas-eau, pour trois angles d'incidences : e = 0° (a), 0 < e = 30° < BcT 

(b) et B = 60° >Ber (c) 

III.4.3 Miroir acoustique omnidirectionnel 

Une propriété interéssente fournie par les ondes acoustiques/ élastiques dans les cris

taux phononiques est l'existence des "Bandes Interdites Phononiques" (BIP), qui a reçu 

l'attention des chercheurs aussi bien sur le plan théorique que sur le plan expérimental. 

Récemment, les structures à 2 et 3[60, 61, 132] dimensions ont fait l'objet de plusieurs 
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travaux sur les BIP où la propagation des ondes acoustiques/élastiques est inhibée dans 

toutes les directions. En comparaison avec les systèmes 2D et 3D, peu travaux ont traité 

ces propriétés dans les systèmes solide-solide lD[ll-13, 24, 25]. Notre objectif dans ce pa

ragraphe est de mettre en évidence cette propriété dans les multicouches solide-fluide. En 

général, l'existence de gaps omnidirectionnels dans les systèmes ID dépend fortement du 

choix du substrat qui sert de support pour l'onde incidente. Pour surmonter ce problème, 

nous avons proposé deux solutions : la première solution consiste à insérer une couche 

tampon (de type solide) entre le SR solide-fluide et le milieu homogène afin de montrer 

l'effet de cette couche dans l'obtention d'un gap omnidirectionnel pour lequel toutes les 

ondes sont réfléchies quelque soit l'angle d'incidence. 

Considérons un SR solide-fluide fini formé de N = 8 cellules de plexiglas-eau avec une 

couche d'Aluminium supposée comme couche tampon d'épaisseur d0 = 4D, l'ensemble 

est pris en sandwich entre deux milieux homogènes semi-infinis (eau). La couche tarn pon 

de type Aluminium est caractérisée par des vitesses du son élevées. Par conséquent, cette 

couche peut jouer le rôle de barrière entre les phonons issus du milieu homogène semi-infini 

(eau) et ceux se propageant dans le SR. 

La figure III.12 donne les spectres de transmission en fonction de la fréquence réduite 

pour trois angles d'incidence différents, à savoir : e = 0° (Fig III.12(a)), e = 25° (Fig 

III.12(b)) ete= 60° (Fig III.12(c)). 
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Fig. III.13: (a) Structure de bande projetée pour le SR fini composé de N = 8 cellules de 

plexiglas-eau sans couche tampon. (b) Même chose que (a) mais pour le même SR 

avec une couche tampon (Al). 
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Nous remarquons que quelque soit l'angle d'incidence, on obtient dans le spectre de 

transmission une bande interdite phononique omnidirectionnelle indiquée par des petits 

cercles dans l'axe des fréquences. Afin de discuter davantage ce résultat, nous avons 

représenté dans les figures III.13(a) et 13(b) les structures de bande du SR fini sans et 

avec la couche tampon. Notons que ces structures sont obtenues à partir des maxima du 

spectre de transmission au-dessus d'un seuil fixé égal à 10-3
. Ces résultats montrent clai

rement l'effet de la couche tampon dans l'obtention du gap absolu pour toute les valeurs 

de k 11 (ou pour différents angles d'incidence B). 

L'existence du gap absolu dépend de différents paramètres dans la structure. La figure 

III.14(a) montre la gamme de fréquence du gap comme absolu en fonction de l'épaisseur d0 

de la couche tampon, les autres paramètres sont les mêmes que ci-dessus. Le gap s'ouvre 

quand d0 dépasse un certain seuil (approximativement 3D) et sature très rapidement. 

Dans la figure III.14(b), nous montrons la largeur du gap en fonction du nombre de cel

lules du SR, pour une épaisseur de la couche tampon fixée à d0 = 4D. L'existence du gap 

exige un nombre minimum de cellules dans le SR autour de N = 7. 

La deuxième solution qui permet d'avoir le gap omnidirectionnel, consiste à associer 

deux SRs finis. Considérons tout d'abord deux SRs infinis solide-fluide pris indépendamment, 

le premier est constitué d'une alternance de deux couches plexiglas-mercure(Hg), le second 

de deux couches PVC-mercure(Hg). Les deux SRs sont considérés de même période D de 

telle façon que : dpzexiglas = dMercure = dpvc = D /2 et les paramètres élastiques du PVC 

sont : p(PVC) = 1.2, vt(PVC) = 1.03 et ve(PVC) = 2.3 

Les structures de bande projetées des deux SRs infinis sont données sur la figure 

III.15(a), les zones hachurées en noirs et en gris représentent respectivement les bandes 

de volume des SRs plexiglas-Hg et PVC-Hg. Ces structures ont été choisies de telle façon 

que les bandes de volume du SR plexiglas-Hg coïncident avec les gaps du SR PVC-Hg et 

réciproquement. Considérons maintenant le système fini formé par l'association des deux 

SRs finis plexiglas-Hg (4 cellules) et PVC-Hg (4 cellules) pris en sandwich entre deux 

milieux homogènes (Hg) semi-infinis. La structure de bande projetée correspondante est 

donnée dans la figure III.15(b). Ces modes sont obtenus à partir des maxima du spectre 

de transmission à travers la structure au-dessous d'un seuil égal à 10-3 . On remarque 

l'existence de deux gaps omnidirectionnels absolus autour de 0 = 4 et 0 = 5.5. 
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Fig. III.14: Variation du gap absolu en fonction de différents paramètres de la structure. (a) En 

fonction de l'épaisseur do de la couche tampon (Al) pour un SR composé deN= 8 

cellules. (b) En fonction du nombre de cellules constituant le SR avec une épaisseur 

de la couche tampon do = 4D. 

Le choix des épaisseurs des matériaux qui constituent le système final joue un rôle 

important pour obtenir une large bande interdite absolue. Pour illustrer ce résultat, nous 

avons calculé la largeur de toutes les bandes interdites en fonction de l'épaisseur des deux 

couches de Hg des deux SRs. Notons que, l'épaisseur de la couche de plexiglas est alors 

donnée par dpzexiglas/D = 1- d1(Hg)/D et l'épaisseur de la couche de PVC est donnée 

par dpvc/ D = 1- d2 (Hg)/ D. La figure III.l6 résume le couple des épaisseurs de Hg de 

chaque SR qui permet d'avoir un gap omnidirectionnel large, d1 (Hg) est l'épaisseur de la 

couche Hg du SR plexiglas-Hg et d2 (Hg) est l'épaisseur de la couche Hg du SR PVC-Hg 

quelque soit le vecteur d'onde réduit k;;D. 
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Fig. III.15: (a) Structure de bande projetée pour deux SRs infinis, plexiglas-Hg (zones hachurées 

en noirs) et PVC-Hg (zones hachurées en gris). (b) Même chose que (a), mais pour 

deux SRs finis (N = 4) associés ensemble. Les épaisseurs de chacune des couches 

constituants ces deux SRs sont supposés égales : dpzexiglas = dMercure = dpvc = 
D j2. La droite épaisse dans les deux figures indique le bas de la bande de volume 

du Hg. 

III.4.4 Transmission sélective 

Dans ce dernier paragraphe, nous montrons la possibilité de transmission sélective en 

fréquence à travers un SR fini. Cette transmission peut être réalisée soit par l'insertion 

d'un défaut de type fluide à l'intérieur du SR soit à travers les modes à l'interface entre le 

SR et le fluide homogène. Plus particulièrement, nous montrons que ces deux structures 

peuvent jouer le rôle d'un filtre sélectif ne laissant passer qu'une seule fréquence bien 

déterminée à l'intérieur du gap et qui due essentiellement soit au mode de défaut soit au 

mode localisé à l'interface SR/Milieu Homogène fluide (semi-infini), respectivement. 

A/ Transmission sélective à travers un défaut de type fluide 

Dans ce qui suit, nous discutons l'existence des modes localisés dans les gaps lorsqu'on 

introduit un défaut plan dans la structure. L'introduction d'un défaut par la brisure de 

la périodicité de la structure, provoque l'apparition des modes localisés dans les gaps de 

la structure. Ces modes apparaissent sous forme de pics bien définis dans le spectre de 

Chapitre III 



III.4 Résultats numériques et discussions 80 

d
1
(Hg)/D 

0.6 0.2 0.6 0.26 0.58 0.6 
11 

10 

~ 
9 

"' 0::: 
bb ·;:;:: 
<l) 

0:: 
~ 

:>-
6 

êS 
8 

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

d/Hg)/D 

Fig. III.16: Largeur des bandes interdites absolues en fonction de l'épaisseur des deux couches de 

Hg des deux SRs, pour différentes valeurs des autres épaisseurs des couches consti

tuant chaque SR fini. 

transmission. La figure III.17 donne une comparaison entre les spectres de transmission 

avec et sans défaut, pour un nombre N = 6 de cellules constituant le SR et pour un 

angle d'incidence e = 10°. Notons que le SR étudié est composé de plexiglas et eau et le 

défaut est de type fluide (couche d'eau d'épaisseur d0 = D). Le défaut peut être placé 

dans différentes positions au sein du SR fini. 

ffiD/v
1
(Plcxiglas) 

Fig. III.17: Spectre de transmission à tra

vers un SR fini composé de 

N = 6 cellules de plexiglas-eau et 

contenant un défaut fluide (eau) 

d'épaisseur do = D dans la cellule 

P. (a) sans défaut, (b) P = 3 au 

milieu, (c) P = 2, (d) P = 1. 

La figure III.l 7 (a) représente le spectre de transmission à travers le SR sans défaut. La 

figure III.17(b) montre le spectre de transmission dans le cas où le défaut est inséré au 
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centre de la structure (P = 3). On remarque l'apparition des modes localisés dans les gaps 

qui atteint l'unité. Lorsque le défaut est placé loin du centre de la structure, l'amplitude 

des pics de transmission des modes de défaut diminue progressivement. Ce comportement 

est présenté dans les figures III.17( c) et III.17( d). En effet, quand le défaut est placé à 

P = 2 (voir Fig. III.17(c)), l'amplitude du pic de transmission du mode de défaut diminue 

et disparaît complètement lorsque le défaut est situé à P = 1 (voir Fig. III.17(d)). Notons 

aussi que le spectre de transmission dans les bandes de volume est affecté par la présence 

des modes de défaut surtout au voisinage des limites de bandes qui présentent des formes 

asymétriques. 

B/ Transmission sélective à travers le mode d'interface 

Dans ce deuxième exemple (Fig. III.18), nous avons choisi un SR composé de Hg-Al 

pris en sandwich entre un milieu homogène semi-infini (Hg) qui sert de milieu incident et 

un second milieu homogène (l'eau) qui sert de milieu de réception. Les couches Hg et Al 

constituant le SR sont supposés des lames quart d'onde, par conséquent, les épaisseurs des 

couches sont choisies de telle façon que dH9 /vtJH g) = dAz/vc(Al). Dans la figure III.18, la 

ligne horizontale représente le taux de transmission entre les deux milieux homogènes semi

infinis (Hg et eau) sans le SR. On peut noter que l'insertion d'un SR solide-fluide fini entre 

ces deux milieux homogènes semi-infinis (Hg et eau) augmente de manière significative la 

transmission du Hg vers l'eau. Analytiquement on peut montrer qu'en incidence normale, 

le nombre de bicouche qui donne une transmission sélective est donné par : 

N _ lln(Z(Hg)/Z(eau)) ' 1 z ' t t 1 · 'd d ·1· "d' ' - 2 ln(Z(Hg)/Z(Al)) , ou es represen en es Impe ances es m1 1eux cons1 eres. 

On remarque donc dans la figure III.18 que le spectre de transmission atteint l'unité 

pour une valeur de N = 11. Cette transmission se produit aux fréquences qui coïncident 

avec les modes localisés à l'interface SR/eau. Ces résultats sont semblables à ceux trouvés 

récemment[133-135] pour la transmission dans un SR solide-solide en contact avec l'eau. 

Dans la figure insérée dans la figure III.18, nous avons présenté l'amplitude du premier 

mode localisé à la fréquence réduite wD/vt(Al) = 3.2194 en fonction du nombre de cellules 

de SR. On remarque que l'amplitude de ce mode atteint l'unité pour N = 11 et diminue 

pour les valeurs de N =1- 11. L'analyse du temps de phase à la transmission en fonction 

de la fréquence est illustrée dans la figure III.19 pour N = 11. Contrairement aux pics du 

spectre de transmission des modes d'interface qui diminuent lorsque N =1- 11, le temps de 
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Fig. III.lS: Spectre de transmission à travers un SR fini (F-S) composé de N = 11 cellules de 

Hg-Al, pris en sandwich d'une part par Hg qui sert de milieu incident et d'autre 

part par eau qui sert de milieu de réception en incidence normale. La figure insérée 

représente le maximum de transmission en fonction du nombre de cellules constituant 

le SR pour le mode situé à wDfvt(Al) = 3.2194. 

phase associé au mode d'interface augmente avec N et tend asymptotiquement vers une 

valeur constante pour N de l'ordre de 30 (voir la figure insérée dans la figure III.19). 
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Fig. III.19: Même chose que la figure III.18, mais pour le temps de phase à la transmission 

III.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons étudié les ondes acoustiques de polarisation sagittale dans 

les SRs de taille finie composés de deux couches solide-fluide. Nous avons présenté un calcul 

. analytique de la fonction réponse (fonction de Green) pour différentes géométries. Ceci 
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englobe le calcul des coefficients de transmission et de réflexion ainsi que les temps de 

phase correspondants et la densité d'états totale, à partir desquels on déduit la dispersion 

des modes de surface et des modes confinés dans un SR fini avec des surfaces libres de 

contraintes. 

Comme première application de ces résultats analytiques, nous avons obtenu une généralisation 

de la règle sur l'existence des modes de surface et des modes confinés dans un SR fini formé 

deN cellules avec des surfaces libres. En effet, nous avons montré qu'il existe N -1 modes 

propres à l'intérieur de chaque bande de volume et un mode de surface par gap. Ce mode 

de surface est associé à l'une des deux surfaces complémentaires qui délimitent la structure 

finie et il est indépendant deN (nombre de cellules constituants le SR). Ce mode coïncide 

avec le mode de surface de deux SRs semi-infinis complémentaires (chapitre II). 

Un autre résultat en liaison avec le chapitre II, a été mis en évidence concernant les 

modes de surface. En particulier, nous avons proposé une géométrie qui permet de détecter 

les modes de surface à travers un SR solide-fluide fini en contact d'une part par un milieu 

homogène fluide, qui sert de milieu incident, et d'autre part par le vide. Les modes de 

surface apparaissent comme des pics bien définis dans le temps de phase en réflexion. 

Comme deuxième application, nous avons aussi étudié les spectres de transmission 

à travers un SR fini solide-fluide. Nous avons montré que les spectres de transmission 

présentent des zéros de transmission qui sont dus à l'insertion d'une couche solide dans 

un fluide. Ces zéros de transmission se transforment en gap lorsque le nombre de couches 

solides insérées dans le fluide augmente. Nous avons aussi mis en evidence l'existence des 

résonances de type Fano qui sont dues à l'insertion d'une couche fluide entre deux couches 

solides. 

La formation du gap absolu de transmission (appelé aussi gap omnidirectionnel ou 

miroir acoustique), a été l'un des objectifs de ce chapitre. En effet, l'insertion d'une couche 

tampon solide (défaut de type solide) dans un SR fini solide-fluide sert à stopper la 

transmission à travers la structure pour une gamme de fréquence bien déterminée. Une 

autre façon de mettre en evidence un gap absolu consiste à associer deux SRs finis solide

fluide différents, de telle façon que les bandes de l'un coïncident avec les gaps de l'autre 

et vice-versa, ce qui permet aussi d'élargir les gaps omnidirectionnels. 

La dernière application dans ce chapitre est consacrée à la possibilité d'une transmission 

sélective en fréquence à travers un SR fini pris en sandwich entre deux milieux homogènes 
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semi-infini (fluide). La transmission est réalisée soit à travers les modes du défaut (cavité) 

inséré dans le SR, soit à travers les modes à l'interface SR/milieu homogène. Nous avons 

montré que ces deux structures peuvent jouer le rôle d'un filtre sélectif qui ne laisse passer 

qu'une seule fréquence bien déterminée à l'intérieur du gap, et qui est due essentiellement 

soit au mode de défaut soit au mode localisé à l'interface SR/milieu homogène semi-infini, 

respectivement. 
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IV.l Introduction 

La propagation des ondes électromagnétiques dans les muticouches optiques a connu un 

grand intérêt depuis plusieurs années[63~74]. Cet intérêt croissant provient de la grande 

utilité et les applications qu'offrent ces structures notamment dans le domaine de l'optique 

et de l'optoélectronique[2, 136, 137]. Ces matériaux présentent des domaines de fréquence 

caractéristiques dans la courbe de dispersion où la lumière peut se propager (bande de 

volume) et des domaines de fréquence où la lumière ne peut pas se propager (gaps). 

Ces structures présentent alors des propriétés importantes et inhabituelles qui peuvent 

être exploitées pour réaliser des dispositifs optiques ou électromagnétiques capables de 

stocker, filtrer et guider la lumière à l'échelle de la longueur d'onde. Ces matériaux sont 

connus sous le nom de "Matériaux à Bande Interdite Photonique" (BIP) ou "Cristaux 

Photoniques" (CP) lorsque leur périodicité se produit selon deux ou trois dimensions 

de l'espace[138~140]. Les matériaux BIP ou CP sont des structures artificielles dont la 

constante diélectrique varie périodiquement. 

Une attention toute particulière est portée à l'étude des cristaux photoniques quasi

unidimensionnels formés par des câbles coaxiaux avec des connecteurs BNC. L'idée est 

de mettre en évidence plusieurs effets liés aux milieux diélectriques dans le domaine des 

radio fréquences, à savoir, les structures de bandes avec et sans défaut[83~89], l'effet 

superluminique [89, 141], la localisation du champ électrique[84], les résonateurs Perot

Fabry[142], les démultiplexeurs[143] et des effets non-linéaires[144]. 

Ces structures sont constituées soit d'une alternance de câbles coaxiaux d'impédances 

différentes, soit d'un guide coaxial avec des résonateurs latéraux (stubs) ou encore un 

guide coaxial contenant des boucles. Des structures quasipériodiques (type Fibonacci)[90~ 

93], fractales (type Sierpinski)[94] ou désordonées[95] ont aussi été étudiés en utilisant des 

câbles coaxiaux. Les cristaux photoniques formés de ces câbles sont évidemment beaucoup 

plus simples pour l'étude de ces différents effets en comparaison avec leurs analogues 

multicouches puisqu'ils demandent un équipement simple. Les sections transversales de 

ces guides sont faibles par rapport à la longueur d'onde des ondes qui s'y propagent. 

Par conséquent, la propagation devient monomode[96] et on peut obtenir des résultats 

expérimentaux très précis qui peuvent être reproduits en utilisant un modèle simple 1D. 

En plus, contrairement aux systèmes multicouches 1D et les différents systèmes 2D et 3D 

où le contraste entre les constantes diélectriques des constituants joue un rôle primordial 
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dans la création des gaps, les guides QlD peuvent présenter de larges gaps même si les 

matériaux qui les constituent sont identiques. 

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à l'étude de la propagation des ondes 

électromagnétiques dans les structures quasi-périodiques de type Fibonacci composées par 

des boucles reliées entre elles par des segments. Les expériences sont réalisées en utilisant 

des câbles coaxiaux standard (50D) dans le domaine de fréquences de quelques dizaines 

de MHz. Les structures quasi-périodiques[145] de type Fibonacci[146J sont généralement 

formées de séquences de substitution formées à partir de deux blocs A et B. Une séquence 

de Fibonacci est définie à partir des deux séquences précédentes par la relation : Sj+1 = 

SjSj_ 1 où j est le numéro de la génération. Par exemple : S1 = A, S2 = AB, S3 = ABA, 

S4 = ABAAB, S5 = ABAABABA, ... Le nombre de blocs A et B dans une séquence 

d'ordre k est donnée par : Fk = Fk_ 1 + Fk_2 avec F1 = 1 et H = 2. Dans ce chapitre, 

nous considérons des séquences de Fibonacci avec deux types de blocs : 

- le bloc A est un segment, tandis que le bloc B est une boucle[Fig. l(a) et (b)][92]. 

Cette structure est équivalente à celle étudiée par Kohmoto et al. [64]. 

- les blocs A et B sont composés chacun à la fois d'un segment et d'une boucle[Fig. 

l(c) et (d)J [92]. Cette structure est équivalente à celle étudiée par Merlin et al.[147] 

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans le paragraphe IV.2, nous donnons un résumé 

du modèle théorique basé sur le formalisme de la fonction de Green. Cette fonction permet 

de déterminer, en plus des courbes de dispersion, les coefficients de transmission et de 

réflexion, les temps de phase et les vitesses de groupe correspondants ainsi que les densités 

d'états totale et locale. Le paragraphe IV.3 décrit le dispositif expérimental utilisé dans 

ce travail. Le paragraphe IV.4 est consacré à la discussion des résultats théoriques et leur 

comparaison avec les résultats expérimentaux des mesures des spectres de transmission à 

travers des séquences de Fibonacci composées de câbles coaxiaux. Cette discussion porte 

sur deux objectifs : i) l'étude d'une séquence de Fibonacci placée horizontalement entre 

deux guides semi-infinis, afin d'étudier le comportement de l'amplitude et de la phase de 

la transmission, à savoir: la propriété d'auto-similarité, l'effet superluminique, ainsi que la 

localisation spatiale des modes dans ces systèmes selon la nature des guides à l'entrée et à 

la sortie de ces structures. ii) L'étude d'une séquence de Fibonacci attachée verticalement 

à un guide. Cette géométrie originale nous permet de mesurer les modes propres d'une 

séquence donnée de Fibonacci. Les conclusions sont données dans le paragraphe IV.5. 
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IV.2 Modèle théorique 

L'analyse théorique est réalisée à l'aide de la théorie de réponse d'interface décrite dans 

le chapitre I [57]. 

IV.2.1 Fonctions de Green inverses des constituants élémentaires 

Nous considérons un fil diélectrique isotrope homogène infini i caractérisé par son 

impédance caractéristique Zi. La transformée de Fourier de la fonction de Green entre 

deux points x et x' de ce fil s'écrit[57] 

G( ') _ jZi -ja;lx-x'l 
t x, x -

2 
e , (IV.l) 

avec 

(IV.2) 

où c est la vitesse de la lumière, fi est la permittivité relative, w la fréquence angulaire de 

l'onde et j =A. 
Avant d'aborder le problème des séquences de Fibonacci, il est utile de connaître les 

éléments de surface de leurs constituants élémentaires, à savoir, les fonctions de Green 

d'un segment fini de longueur d1 (voir figure IV.l(a)), d'une boucle (2,3) composée de 

deux fils de longueurs d2 et d3 (voir figure IV.l(b)) respectivement, et d'un fil semi-infini 

s. Le segment fini est caractérisé par deux surfaces libres situées en x= -*" et x=+*"· 

Ces éléments de surface peuvent être écrits sous la forme d'une matrice carrée gi ( .A1 M) 

de taille 2 dans l'espace d'interface Mi= { -*", +*" }. 
L'inverse de cette matrice prend la forme suivante [96] 

(IV.3) 

pour le segment (figure IV.l(a)) et 

(IV.4) 

pour la boucle (figure IV.l(b)). Ci= cos(aidi), Si= sin(aidi) et Zi est l'impédance des 

différents fils (i = 1, 2, 3). L'inverse de l'élément de surface d'un guide d'onde semi-infini 

caractérisé par son impédance Zs est donné par 

(IV.5) 
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(a) (b) 
BlocB 
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0 
d3 

(c) Bloc A Bloc B (d) 
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d2 ds 

(e) ...., (0 
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-
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(i) 

Fig. IV.l: Représentation schématique des blocs A et B constituant la structure de Fibonacci. 

Le bloc A (a) est un câble coaxiale simple de longueur d1 et d'impédance Z1. Le bloc 

B (b) est une boucle formée de deux câbles de longueurs d2 et d3 et d'impédances Z2 

et Z3 respectivement. (c) et (d) Même chose que (a) et (b), mais dans ce cas chaque 

bloc A (B) est formé d'une boucle de longueur d1 +d2 (d4 + d5) reliée à un segment de 

longueur d3 ( d6). ( e) Structure de Fibonacci finie insérée horizontalement entre deux 

guides d'onde. (f) Même chose que (e) mais pour une structure attachée verticalement 

à un guide horizontal. (g) Super-réseau (SR) infini formé par une répétition d'une 

séquence de Fibonacci donnée k. (h), (i) Deux SRs semi-infinis obtenus à partir du 

clivage d'un SR infini (g) entre deux séquences successives. 
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A partir de l'équation (IV.4), on peut déduire que si la boucle est symétrique, c'est à dire 

constituée de deux fils identiques de longueurs d2 = d3 et d'impédances z2 = z3, alors elle 

est équivalente à un segment simple de longueur d2 et d'impédance Z2 /2. Par conséquent, 

dans ce cas, chaque bloc (Fig. IV.1(c),(d)) devient équivalent à deux segments différents 

connectés (bisegment). La mise en évidence expérimentale de l'existence de bandes in

terdites et de modes de défaut dans les systèmes photoniques périodiques 1D réalisés à 

partir de deux câbles coaxiaux d'impédances caractéristiques différentes disposés alter

nativement a été réalisée récemment[83, 141, 142]. Cependant, l'avantage des structures 

de boucles réside dans le fait qu'il n'est pas nécessaire d'avoir deux segments de natures 

différentes pour réaliser le contraste entre les deux matériaux constituant chaque bloc. 

Cette propriété peut être d'un intérêt pratique potentiel pour la réalisation des structures 

de guide d'ondes optiques. 

IV.2.2 Coefficient de transmission 

Considérons d'abord une structure constituée d'une séquence de Fibonacci. Celle-ci 

peut être est formée par l'assemblage d'un nombre fini de blocs A et B disposés suivant 

l'ordre de Fibonacci. Le domaine d'interface est composé de tous les points de raccorde

ment entre les segments et les boucles. Dans tout l'espace d'interface du système, l'in

verse de la matrice représentant la fonction de Green g, est une matrice tridiagonale finie 

constituée par la superposition linéaire des éléments [gi(M M)J-1 (Eqs. (IV.3) et (IV.4)). 

Du fait que cette matrice (de grande taille) est tridiagonale, on peut l'inverser puis se 

restreindre à un espace limité à 2 états constitué des 2 extrémités de la séquence de 

Fibonacci. On peut alors écrire formellement[148] : 

[g( MM)] 
1 ~ ( : : ) (IV.6) 

Ces quatres éléments de matrice sont des quantités réelles fonction des différents éléments 

qui constituent les gi(.M _M) (Eqs. (IV.3) et (IV.4)). A partir de l'équations (IV.6), on peut 

déduire l'expression des modes de la séquence de Fibonacci dans deux cas : 

t Lorsque les conditions aux deux extrémités sont de type H = 0 : 

ac- b2 = 0, (IV.7) 

Chapitre IV 



IV.2 Modèle théorique 93 

:j: Lorsque les conditions aux deux extrémités sont de type E = 0 

c= O. (IV.8) 

Maintenant, lorsque cette séquence de Fibonacci est insérée entre deux guides semi-infinis 

notés s (Fig.IV.l(e)) ou attachée verticalement le long d'un guide (Fig.IV.l(f)), on peut 

calculer le coefficient de transmission d'une onde incidente en provenance du guide d'onde 

de gauche est transmise dans le guide d'onde de droite. Les fonctions de transmission pour 

les géométries horizontale et verticale s'écrivent : 

2jb/Zs 
th = ---,--:--:-=---~--,---,--

ac- b2 - (1/Zs)2- j(a + c)/Zs 
(IV.9) 

et 
-2jc/Zs tv = -----"--'----

ac- b2 - 2jc/Zs 
(IV.lü) 

respectivement, h et v signifient respectivement horizontal et vertical. La fonction de 

transmission peut être écrite sous la forme explicite complexe t = a+ jf3 = /t/ei'P où /t/ 

est l'amplitude du coefficient de transmission, r.p = arctan(f3 /a) ± m1r est la phase du 

champ transmis et m est un nombre entier. La dérivée première de r.p par rapport à la 

pulsation représente le temps mis par l'onde pour traverser la structure. Cette quantité, 

appelée temps de phase, est définie par[148-150] : 

dr.p 
Tep=

dw 
(IV.ll) 

IV.2.3 Relation de dispersion pour une séquence périodique infinie et semi-infinie 

Considérons un SR dont chaque période est constituée d'une séquence de Fibonacci. 

L'inverse de la fonction de Green de ce SR infini (Fig. IV.l(g)) s'obtient par une juxta

position des matrices 2 x 2 [IV.6] pour différentes interfaces. Nous obtenons une matrice 

tridiagonale. Après la transformée de Fourier, l'expression qui donne la relation de dis

persion pour un SR infini[92] s'écrit : 

cos(KD) =-(a+ c)/2b (IV.12) 

où K est le vecteur de propagation et D la période du SR ( D= I:;:1 d; où H est le nombre 

de blocs pour la génération k). 
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Avec le même raisonnement, la relation de dispersion qui donne les modes de surface 

pour un SR semi-infini situé dans le demi-espacez> 0 (Fig. IV.l(i)) est donnée par 

ac- b2 = 0, (IV.l3) 

avec la condition, 

1~1 < 1. 
(IV.14) 

Cette dernière condition (Eq.IV.14) assure la décroissance de la fonction d'onde en pénétrant 

dans le volume du SR. Nous obtenons aussi la même expression (Eq.IV.13) pour un SR 

semi-infini situé dans le demi-espacez< 0 [Fig.l(g)] mais avec la condition 

1~1 > 1. 
(IV.15) 

Ce résultat montre que si le mode de surface apparaît pour la surface d'un des SRs, il 

n'apparaît pas pour l'autre SR complémentaire. Cependant, l'équation (IV.13) montre 

que l'expression donnant les modes de surface pour deux SR semi-infinis complémentaires 

est exactement la même que celle donnant les modes d'une seule séquence (Eq.IV.7). 

IV.3 Dispositif expérimental 

La partie expérimentale a été réalisée en collaboration avec l'équipe EPHONI de Lille 

sous la direction du Professeur B. Djafari-Rouhani. Les différents systèmes étudiés sont 

constitués de câbles coaxiaux reliés par des connecteurs métalliques en forme de T. La 

génération et l'analyse des signaux incident et transmis sont assurées par un analyseur 

de spectre vectoriel "HP 89400". A l'entrée du système étudié est injecté un signal si

nusoïdal d'amplitude constante modulé en fréquence V;. A sa sortie, la tension mesurée 

Vi> proportionnelle au carré du champ électrique permet de déterminer le coefficient de 

transmission T = V1 /Vi. En plus du coefficient de transmission, L'analyse de spectre per

met de mesurer également le déphasage du signal transmis par rapport au signal incident. 

Le pilotage de cette procédure expérimentale est réalisé a l'aide d'un logiciel de program

mation graphique "Lab View" permettant le pilotage de 1' analyseur pour la génération et 

l'analyse des signaux. Le transfert et le stockage des résultats de l'expérience sont effectués 

directement dans des fichiers de données. 
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IV.4 Résultats numériques et expérimentaux 

Comme mentionnée auparavant, nous nous sommes intéressés aux structures formées 

par deux blocs A et B arrangés suivant la séquence de Fibonacci. Les segments constituant 

ces blocs sont constitués par des câbles coaxiaux standard (chaque câble est caractérisé 

par son impedance caractéristique Z = 500 et sa permittivité c = 2.3). Nous étudierons 

en détail deux cas particulier : 

• Le cas où le bloc A est formé par un simple câble coaxial de longueur dA = lm et 

d'impédance ZA = Z = 500, tandis que le bloc B est une boucle formée par deux 

câbles coaxiaux identiques de même longueur dB = lm et d'impédance Z = 500 

[Fig. IV.l (a) et (b) ]. Dans ce cas, la boucle est équivalente à un segment de longueur 

dB = lm et d'impédance moitié ZB = Z/2 = 250. Cette structure est équivalente 

à celle étudiée par Kohmoto et al.[64] puisque la boucle symétrique est équivalente 

à un segment avec une impédance égale à la moitié de celle des constituants. Cette 

structure nous permet de discuter le comportement de l'amplitude et la phase de 

transmission. 

• Le cas où les blocs A et B sont composés chacun à la fois d'un segment et d'une 

boucle [Fig. IV .1 ( c) et (cl)]. Cette structure est équivalente à celle étudiée par Merlin 

et al. [14 7] puisque chaque bloc est équivalent à un bi-segment 250 - 500. 

Nous montrons que ces deux géométries peuvent donner des informations différentes 

sur la propagation des ondes électromagnétiques dans ces structures. 

IV.4.1 Cas où le bloc A est un segment et le bloc B est une boucle 

Dans cette section, nous nous concentrons sur le calcul du coefficient de transmission 

pour une structure de Fibonacci insérée horizontalement entre deux guides d'onde semi

infinis du type A (Fig. IV.l(e)) ou greffée verticalement sur un guide (Fig. IV.l(f)). En 

particulier, nous explorons les différents comportements de propagation et de localisation 

des oncles électromagnétiques de ces deux structures. 

A/ Cas de la séquence horizontale 

Considérons une séquence donnée de Fibonacci insérée horizontalement entre deux 

guides d'oncle semi-infinis (Fig. IV.l(e)). Les figures IV.2(b)-(g) représentent le coefficient 
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de transmission pour les générations S4 (5 blocs), S5 (8 blocs), S6 (13 blocs), S7 (21 blocs), 

S8 (34 blocs) et S9 (55 blocs), respectivement. Les courbes en traits continus (discontinus) 

représentent les résultats théoriques avec (sans) absorption, tandis que les cercles vides 

correspondent aux courbes expérimentales. 

Notons que, les expériences ont été réalisées en utilisant des câbles coaxiaux standard 

assemblés à l'aide de connecteurs métalliques en forme de T. La section transversale 

des câbles étant négligeable par rapport à leur longueur et à la longueur d'onde, on 

peut alors considérer que la propagation est monomode. Les mesures des spectres de 

transmission ont été réalisées en utilisant l'analyseur de spectre décrit précédemment 

dans une gamme de fréquences allant de 10 à 300 MHz. L'atténuation à l'intérieur des 

câbles coaxiaux a été simulée en prenant une constante diélectrique relative complexe ( s = 

s'- js"). Le coefficient d'atténuation c/' a pour expression a"= s"wjc. Les spécifications 

concernant l'atténuation fournies par le fabricant des câbles coaxiaux dans la gamme 

de fréquence concernée nous permettent d'écrire : ln(c/') = a+ bln(w), où a et b sont 

deux constantes. A partir de cette relation, on peut obtenir une expression utile pour s" 

en fonction de la fréquence f (exprimée en Hertz) sous la forme: s" = 0.017f-0
·
5

. Les 

résultats expérimentaux sont en très bon accord avec le modèle théorique lD utilisant la 

méthode de la fonction de Green. 

On peut noter dans la figure IV.2 que pour une génération donnée, l'atténuation à 

l'intérieur des câbles induit une baisse de la transmission et ce particulièrement aux hautes 

fréquences. Deux régions de fréquences peuvent être alors distinguées : 

* les régions où la transmission tombe rapidement à zéro au fur et à mesure que 

le numéro de génération augmente. Ces régions correspondent aux zones interdites 

(absence de transmission). 

* les régions où la transmission est plus importante, ces régions correspondent aux 

zones permises. 

En comparaison avec le spectre de transmission d'une structure périodique où un seul 

gap existe (Fig. IV.2(a)), on remarque que les spectres des structures de Fibonacci (Fig. 

IV.2(b )-(g)) présentent plusieurs régions où la transmission se creuse en particulier pour 

les générations élevées. En effet, cette propriété est une caractéristique des structures 

quasi-périodiques dans lesquelles les bandes permises subissent des fragmentations au fur 

et à mesure que le numéro de génération augmente[93]. 
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Fig. IV.2: Variation du coefficient de transmission en fonction de la fréquence pour différentes 

structures. Les courbes en traits continus et en cercles vides représentent les résultats 

théoriques et expérimentaux respectivement. Les courbes en traits discontinus dans 

(a)-(g) sont les courbes théoriques sans absorption. Le bloc A est un câble de longueur 

d1 = lm et d'impédance Z1 = 50Sl, tandis que le bloc B est une boucle symétrique 

avec d2 = d3 = lm et Z2 = Z3 = 500. (a) La structure périodique; (b )-(g) les 

différentes générations S~.c(k = 4- 9) de la structure de Fibonacci respectivement. A 

noter le changement d'échelle et l'auto-similarité entre les figures insérées dans s4, s5 
et S6 en comparaison avec S7, Ss et Sg respectivement autour de la fréquence centrale. 
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Un résultat intéressant peut être observé autour de la fréquence centrale du gap de la 

structure périodique (i.e. fe= 49.34A1Hz). En effet, les spectres de transmission autour 

de fe se reproduisent toutes les trois générations. Cette propriété d'auto-similarité ap

pelée loi d'échelle[64] a été interprétée comme un signe de localisation des ondes dans les 

systèmes de Fibonacci. Kohmoto et al. [64] ont montré que ce comportement des spectres 

de transmission est caractérisé par un facteur d'échelle 

F = J1 + 4(1 + !)2 + 2(1 + I). (IV.16) 

où I est un invariant qui reste constant à chaque étape de la procédure récursive, son 

expression a la forme suivante[64] 

1 (ZB ZA) 2 
. 2 I =- --- sm (wd/Ë/c), 

4 ZA ZB 
(IV.17) 

où ZA = 500 et ZB = 250 sont les impédances des segments et des boucles respectivement. 

Aussi, il a été démontré[64] que ce phénomène se produit autour de cp= wdJE/c = (2m+ 

1)7r/2, où la quasi-périodicité est la plus efficace (m étant un nombre entier). Ceci signifie 

que le coefficient de transmission devrait présenter un caractère auto-similaire autour de la 

fréquence centrale avec TJ+3 = Tj (le coefficient de transmission présente une périodicité 

d'ordre trois) avec un facteur d'échelle F. Pour la fréquence centrale fe, les équations 

(IV.16) et (IV.17) donnent I = 0.526 et F = 6.4061. Ce résultat est bien illustré à partir 

des figures IV.2(b),(c),(d) en comparaison avec les figures IV.2(e),(f),(g) respectivement. 

On remarque une grande ressemblance des générations S4 - S7 , S5 - S8 et S6 - S9 autour 

de la fréquence centrale fe avec une périodicité d'ordre trois et un facteur d'échelle F. Ce 

résultat est similaire à celui trouvé par Kohmoto et al. [64] dans les multicouches optiques. 

On peut noter, cependant, qu'en raison de la dissipation dans les câbles, les différentes 

courbes ne sont pas bien reproduits autour de la fréquence centrale fe comme cela est 

le cas avec les courbes sans absorption (voir les courbes en traits discontinus). Ceci est 

d'autant plus marqué pour les générations élevées (voir les figures insérées dans les figures 

IV.2(d) et (g)). Cependant, comme on va voir ci-dessous, les spectres de temps de phase 

illustrent mieux l'auto-similarité entre les différentes générations. 

Il est bien établi que la localisation des modes dans une structure de Fibonacci présente 

un comportement critique au sein de la structure[151]. En effet, contrairement aux systèmes 

désordonnés, ces modes décroissent selon une loi en puissance plutôt qu'en exponen

tielle et la localisation de ces modes présente la propriété d'auto-similarité[152]. Afin 
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de comprendre la localisation spatiale des différents modes dans la figure IV.2, nous avons 

présenté dans la figure IV.3 la densité d'états locale[153] en fonction de la position d'es

pace z pour les modes situés aux fréquences f = 98.68, 49.34 et 68.08 MHz (i.e., pour 

les fréquences réduites cp= 7T,Ü.57T, et 0.697r) dans la figure IV.2(f) (seme génération). La 

densité d'états locale représente le module au carré du champ électrique à l'intérieur de 

la structure. 
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Fig. IV.3: Densité d'états locale [en unités arbitraires] en fonction de la position d'espacez pour 

trois fréquences appartenant à la figure IV.2(f) : (a) cjJ = 1r (milieu de la bande), 

(b)cjJ = 0.57r (fréquence centrale) et (c) cjJ = 0.697r (limite de la bande). La figure 

insérée dans (b) correspond à la densité d'états locale associée à la 11 eme génération 

pour cjJ = 0 .57f. La figure insérée dans ( c) correspond à la densité d'états locale associée 

à la structure périodique pour cjJ = 0.622 

Ces modes peuvent être classés respectivement comme suit 
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i) Les modes étendus comme il est illustré dans la figure IV.3(a) pour les modes totale

ment transparent (cp= 1r) pour lesquels la transmission atteint l'unité[151]. La distri

bution du champ électrique suit la géométrie de Fibonacci (voir la figure insérée dans 

Fig. IV.3(a)). Des résultats similaires ont été trouvés pour les ondes électroniques et 

électromagnétiques dans les matériaux muliticouches[68, 154]. 

ii) Les modes auto-similaires, comme il est montré dans la figure IV.3(b) pour le mode 

situé à cp= 0.57r. La densité locale correspondante montre un comportement d'auto

similarité[155, 156] autour du pic principal chaque trois générations (voir la figure 

insérée dans la figure IV.3(b) pour la neme génération). 

iii) Les modes aux limites des bandes comme il est montré dans la figure IV.3( c) pour 

le mode cp = 0.69Jr. Le spectre de densité locale est moins régulier en comparaison 

avec celui associé aux modes situés aux limites des bandes des structures périodiques 

(voir la figure insérée dans la figure IV.3( c) ). Cependant, les résonances de la li

mite de bande dans les cristaux photoniques périodiques sont des états non localisés 

puisqu'ils se propagent tout au long du système et ne sont pas évanescents[155, 

157]. En revanche, les résonances aux limites de bandes des structures de Fibonacci 

s'évanouissent selon une loi de puissance qui est due au caractère désordonné des 

blocs A et B dans ces systèmes[67, 141]. 

Des travaux récents ont traité ces résonances qui tombent au voisinage des limites 

de bandes dans des structures multicouches optiques arrangées selon la séquence de 

Fibonacci[158]. En raison d'un gradient d'indice optique durant le processus de croissance 

de ces multicouches, les modes résonants en bord de bandes montrent une décroissance 

dans la structure selon une loi de puissance. En particulier, il a été montré que ces 

résonances peuvent servir comme cavités complexes[158] dans les structures multicouches 

uni-dimensionnelle avec des applications dans le domaine des lasers désordonnés. 

Une autre quantité importante qui caractérise l'interaction du photon incident avec 

les différents modes dans la séquence de Fibonacci est le temps de phase à la transmis

sion T'P. Cette quantité est interprétée comme étant le temps nécessaire pour qu'un photon 

complète le processus de la transmission. Le temps de phase dans les structures en boucles 

symétrique est équivalent à la densité d'états totale[89, 159]. La figure IV.4(a) représente 

le temps de phase en fonction de la fréquence pour la structure périodique. Comme pour à 

la densité d'états, les modes aux limites de bandes présentent un temps de phase élevé en 

comparaison avec les modes situés à l'intérieur des bandes de volume (le nombre d'oscil-
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lation décrit les modes discrets d'une structure de taille finie). Dans les structures quasi

périodiques, on peut noter que le temps de phase (Fig. IV.4(b )-(g)) montre les mêmes 

comportements d'auto-similarité (chaque trois générations) que l'amplitude de transmis

sion autour de la fréquence centrale fe· En particulier, les spectres de temps de phase 

illustrent mieux l'auto-similarité autour de fe pour les différentes générations 54 - 57 , 

55 - 58 et 56 - 59 puisque la phase est moins sensible que l'amplitude à l'effet de l'ab

sorption dans les câbles (voir les figures insérées dans IV. 2). 
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Fig. IV.4: (a) Même chose que la figure IV.2(a), mais pour le temps de phase. (b)-(g) Même 

chose que les figures IV.2(b )-(g), mais pour le temps de phase dans le domaine des 

fréquences [40- 60]M Hz. 

A partir du temps de phase, on peut déduire également la vitesse de groupe v9 = 

L/T'P[160] où L est la longueur totale de la structure, c-à-d, la somme des longueurs des 

blocs A et B constituant la structure (ici L = Fk (en metre)). Dans le cas de la struc

ture périodique (Fig. V.5(a)), une dispersion anormale se produit à l'intérieur des gaps 

et des vitesses plus grandes que la vitesse de la lumière (vitesse superluminique) sont 

prévues[89, 141]. A l'intérieur des bandes passantes, la vitesse de groupe est égale à 0.66c, 
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qui est la vitesse de propagation normale des ondes dans les câbles coaxiaux utilisés dans 

ces expériences. Dans le cas d'une séquence de Fibonacci (Fig. IV.5(b )-(g)), la structure 

est désordonnée, donnant lieu à un temps de phase élevé dans le domaine des fréquences 

[40 - 60M Hz], et donc des vitesses de groupe faibles ( v9 :::::; 0.33c) inférieures à la vitesse 

normale dans les câbles. Cette valeur est identique à celle trouvée par Munday et Robert

son [161] dans des structures de câbles coaxiaux différentes. La structure de Fibonacci 

peut donc être utilisée comme un outil pour réduire la vitesse de propagation des ondes. 
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Fig. IV.5: Même chose que la figure IV.4, mais pour la vitesse de groupe. 

IV.4.1.1 Cas de la séquence verticale 

Maintenant, considérons le deuxième cas où les différentes séquences de Fibonacci sont 

placées verticalement sur un guide (Fig. IV.l(f)). Le choix de cette géométrie est motivé 

par le fait que son coefficient de transmission permet de déduire tous les modes propres 

de la structure finie avec les conditions H = 0 aux extrémités. A partir de la comparai

son des équations (IV.7) et (IV.10), on peut remarquer que les fréquences correspondant 
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aux maxima des spectres de transmission (i.e. tv = 1) donnent les modes propres de la 

séquence de Fibonacci avec les conditions aux limites H = 0 sur les deux extrémités. 

Cependant, la comparaison des équations (IV.8) et (IV.lO) montrent que les fréquences 

correspondant aux minima des spectres de transmission (i.e. tv = 0) donnent les modes 

propres de la séquence de Fibonacci avec les conditions aux limites H = 0 sur une surface 

et E = 0 sur l'autre. Quelques exemples de spectres de transmission pour les générations 

53 - 58 sont présentés dans la figure IV.6. Les résultats théoriques (traits continus) sont 

en bon accord avec les courbes expérimentales (cercles vides). 
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Fig. IV. 6: Variation du coefficient de transmission théorique (courbes en traits continus) et 

expérimental (courbes en cercles vides) en fonction de la fréquence pour une séquence 

de Fibonacci finie greffée verticalement sur un guide (Fig. IV .1 ( f)) pour les générations 

S3-Ss 

Dans la figure IV.7 nous avons reporté par des cercles pleins les fréquences correspon

dant aux maxima des spectres dans la figure IV.6 pour les différentes générations. Comme 

prévu, on remarque que le nombre de modes propres dans une séquence de Fibonacci 
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augmente avec le numéro de génération. Un autre point intéressant, est que ces modes 

s'accumulent (disparaissent) dans certaines régions de fréquences qui coïncident avec les 

régions des modes permis (interdits) dans la figure IV.2. 
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Fig. IV.7: (a) Modes propres (cercles pleins) d'une structure finie de Fibonacci en fonction du 

numéro de génération. Ces modes sont obtenus à partir des maxima des spectres de 

transmission (Fig. IV.6). (b) Agrandissement de la figure (a) dans le domaine des 

fréquences [40 - 60]M Hz 

En général, la localisation spatiale des modes propres de la séquence de Fibonacci 

avec les conditions aux limites H = 0 sur les deux extrémités présente un comportement 

différent en comparaison avec celle de la séquence de Fibonacci insérée entre deux guides. 

Un exemple de densité d'états locale en fonction de la position d'espace pour la génération 

Sn, pour le mode situé à la fréquence centrale fe = 49.34Af Hz avec différentes impédances 

des guides qui entourent la structure est illustré dans la figure IV.8. Ces résultats montrent 

que le champ électrique se délocalise du centre de la structure vers ses extrémités lorsque 

l'impédance Zs des guides décroît de Zs = ZA vers Zs =O. 

Dans ce qui suit, on va discuter la localisation spatiale des modes propres de la structure 

de Fibonacci (Fig. IV. 7)en distinguant plusieurs cas : 
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génération Sn à la fréquence 

centrale fe = 49.34M Hz et 

pour différentes impédances des 

milieux qui entourent la struc

ture de Fibonacci : (a) Z 8 = 

ZA, (b) Zs = ZA/2, (c) Zs = 
ZA/3, (d) Zs = ZA/7, et (e) 

Zs =O. 

i) Le spectre de densité d'états locale (Fig. IV.9(a)) associé au mode situé à la fréquence 

centrale fe = 49.34J\!I Hz (voir figure IV. 7) ne présente pas une auto-similarité comme 

il est illustré dans la densité d'états locale pour la génération Sn en comparaison avec 

celle de la génération S8 (figure insérée dans la figure IV.9(b)). Cependant, le spectre 

de la densité d'états locale associé à la génération Sn donne un spectre similaire à 

ceux des générations S5 et S8 dans le domaine d'espacez< 34m. 

Ceci est bien clairement dans les figures IV.9(b) et (c), où on donne une comparaison 

des courbes de la génération Sn avec celles des générations S8 (Fig. IV.9(b)) et S5 

(Fig. IV.9(c)). 

ii) Les modes situés à la fréquence presque constante (J = 41.93MHz) jusqu'à la 

geme génération (Fig. IV.7(b)), ces modes sont induits par l'une des deux surfaces 

qui délimitent la séquence de Fibonacci comme il est illustré dans la figure IV.9( cl) 

pour les modes notés 1 et 2 clans la figure IV. 7(b). On observe une décroissance 

de la densité d'états locale à partir de la surface en pénétrant clans la structure 

avec presque la même localisation. Ceci est aussi le cas pour les modes situés à la 

fréquence J = 57.01111Hz [Fig.IV.7(b)]. Ces modes induits par les surfaces n'existent 

pas dans le cas où la séquence de Fibonacci est entourée par des guides d'impédances 

différentes. 
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iii) Le mode situé à la fréquence f = 98.68M Hz (i.e., </J = 7T ). On peut noter (traits 

discontinus dans la figure IV.9(e)) que ces modes présentent un comportement oscil

latoire à l'intérieur de la structure (modes confinés). 

iv) Finalement, pour les modes dont la fréquence varie en fonction du numéro de 

génération ; ils présentent une localisation aléatoire à l'intérieur de la structure (voir 

courbe en traits continus dans la figure IV.9(e) associé au mode noté 3 dans la fi

gure IV.7(b)). Ces modes sont qualifiés comme des modes critiques. Notons que des 

résultats similaires ont été trouvés pour les modes de type plasmon-polaritons et ma

gnetostatiques dans des structures de Fibonacci composées de couches magnétiques 

et non magnétiques[162]. 

Comme mentionné ci-dessus, les minima du spectre de transmission de la figure IV.6 

donnent les modes propres de la séquence de Fibonacci avec les conditions aux limites 

H = 0 sur une surface et E = 0 sur l'autre. Ces résultats sont reportés dans la figure 

IV.lO. On peut noter que lorsque les conditions aux limites sont de type H = 0 sur une 

surface etE= 0 sur l'autre, la dispersion des modes propres des différentes générations de 

Fibonacci est assez différente par rapport à celle lorsque les conditions aux deux extrémités 

sont de type H = 0 (Fig. IV.7(a)). 

Comme signalé précédemment, les modes propres d'une seule séquence de Fibonacci 

finie avec les conditions aux limites de type H = 0 coïncident avec les modes de sur

face de deux SRs semi-infinis complémentaires obtenus à partir de clivage d'un SR infini 

composé par une répétition périodique des séquence de Fibonacci. Afin de confirmer ces 

résultats, nous avons tracé dans la figure IV.ll la distribution des largeurs des bandes 

(traits continus) pour un SR infini. Les bandes de volume sont séparées par des gaps où 

les modes de surface pour le SR situé dans le demi-espace z > 0 [Fig. IV.l(f)] [z < 0 

(Fig. IV.l(g)] sont tracés par des cercles vides (triangles pleins). On peut noter que, à 

part les modes situés autour de 0 et lOOMHz, tous les modes propres d'une séquence de 

Fibonacci (Fig. IV.7(a)) coïncident avec les modes de surface des deux SRs semi-infinis 

complémentaires (Fig. IV.ll). En plus, nous avons généralisé une règle théorique obtenue 

précédemment pour les ondes élastiques transverses dans les SRs à N-couches[12], à sa

voir lorsqu'on considère deux SRs semi-infinis obtenus à partir du clivage d'un SR infini, 

on obtient autant de modes de surface que de mini-gaps. Le nombre de bandes permises 
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Fig. IV.9: Densité d'états locale [en unité arbitraire] en fonction de la position d'espace z pour 

deux fréquences : (i) f = fe et pour différentes générations : (a) Su, (b) Su élargie 

dans la position d'espace z < 34m (la figure insérée représente la densité d'états 

locale pour la génération Ss) et (c) Sn élargie dans la position d'espace z < Sm 

(la figure insérée représente la densité d'états locale pour la génération S5). On peut 

noter une grande similitude entre les courbes élargies de Su et celles de Ss et S5 (ii) 

f = 41.931\IIHz; (d) la densité d'états locale pour les modes notés l(courbe en traits 

continus) et 2 (courbe en traits discontinus) dans la figure IV. 7(b) pour les générations 

S6 et S7 respectivement. (e) La densité d'états locale pour le mode noté 3 (courbe 

en traits pleins) dans la figure IV.7(b) ; la courbe en traits discontinus correspond au 

mode situé à la fréquence réduite rjJ = 7r (f = 98.68 MHz). 
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Fig. IV.lO: (a) Modes propres (cercles 

pleins) pour une séquence fi

nie de Fibonacci lorsque les 

conditions aux limites sont de 

type H = 0 sur une surface 

et E = 0 sur l'autre en fonc

tion du numéro de génération. 

Les modes propres sont obte

nus à partir des minima du 

spectre de transmission de la 

figure IV.6. 

est égale au nombre de blocs Fk dans chaque génération pour le domaine de fréquence 

cp < 1r (i.e., f < lOOlvf Hz), le nombre de gaps et donc de modes de surface est égal à Fk -1. 

IV.4.2 Cas où les blocs A et B sont chacun formés d'une boucle connectée à un segment 

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas où la structure de Fibonacci est formée 

de deux blocs A et B où chaque bloc est composé d'une boucle connectée à un segment 

(Figs. IV.l(c) et (d)). Afin de distinguer les deux blocs A et B, nous avons utilisé des 

boucles identiques (composées de câbles de lm), par contre les segments connectés à 

ces boucles sont de longueurs dA = lm et dB = 2m respectivement[91]. En d'autres 

termes, les blocs A et B deviennent équivalents à des bi-segments 25fl(lm) - 50fl(lm) 

et 25f1(1m) - 50D(2m). Notre objectif est d'étudier le comportement de l'amplitude et 

de la phase dans ces structures en passant d'une structure périodique à une structure de 

Fibonacci. 

Afin de comprendre le spectre de transmission d'une génération donnée de Fibonacci 

formée par ces blocs A et B, nous présentons dans un premier temps le coefficient de 
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Fig. IV.ll: Distribution des largeurs 

de bande (traits continus) 

pour un SR périodique (Fig. 

IV.l (g)) en fonction du 

numéro de génération. Les 

cercles vides et les triangles 

pleins correspondent aux 

modes de surface des deux SRs 

semi-infinis complémentaires 

situés à z > 0 [Fig.l(i)] et 

z < 0 [Fig.l(h)] respecti

vement. On peut noter la 

similitude entre la position 

de ces modes de surface avec 

ceux d'une seule séquence de 

Fibonacci (figure IV.7(a)). 

transmission d'une structure périodique composée exclusivement de blocs A (8A) (Fig. 

IV.l2(a). On peut remarquer qu'il n'y a aucun mode à l'intérieur des gaps. En remplaçant 

un bloc A par un bloc B (Fig. V.5(b)), des petits pics associés au bloc B inséré (défaut) 

apparaissent au milieu des gaps. En augmentant le nombre de blocs (B) substitués au sein 

de la structure périodique (Figs. IV.l2(c), (d)), d'autres modes se détachent des bandes 

permises et tombent à l'intérieur des gaps. Ces modes donnent lieu à une nouvelle structure 

de bandes sans modes de défauts, lorsque tous les blocs A sont remplacés par les blocs 

B (Fig. IV.l2(e)). Ces résultats montrent que le spectre du coefficient de transmission de 

la structure de Fibonacci (Fig. IV.5(c)), composée à la fois de blocs A et B, peut être 

considéré comme un spectre intermédiaire entre ceux associés à des structures périodiques 

constituées respectivement par des blocs A et par des blocs B. 

Signalons que, dans le type de structure considéré ici, la propriété d'auto-similarité est 

obtenue chaque six générations au lieu de trois et avec un facteur d'échelle F 2 au lieu de 

F. Cependant, à cause de la dissipation dans les câbles, l'étude expérimentale devient dif

ficile pour les générations élevées des structures de boucles de Fibonacci. Cependant, ces 

propriétés peuvent être vérifiées expérimentalement pour un matériau sans perte[65, 164]. 
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Fig. IV.l2: Variations du coefficient de transmission théorique (courbes en traits pleins) et 

expérimental (courbes en pointillés) en fonction de la fréquence pour différentes 

structures : (a) structure périodique formée exclusivement de blocs A. (b), (c) et 

(d) même chose que (a) lorsque 1, 3, et 4 blocs A sont remplacés par des blocs B. 

( e) Structure périodique formée exclusivement de blocs B. 
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L'existence des ondes localisées dans la séquence de Fibonacci peut être utilisée pour 

réduire la vitesse de groupe des ondes dans de ces structures. En effet, dans un travail 

récent[161], il a été montré que la présence d'un défaut simple dans un système constitué 

de deux câbles coaxiaux différents, peut réduire considérablement la vitesse de groupe en 

dessous de la vitesse normale de propagation dans les câbles dans une bande de fréquence 

étroite. En introduisant plus d'un défaut dans ces structures comme il est le cas pour 

les systèmes de Fibonacci, on peut obtenir une bande de fréquence étroite où la vitesse 

devient plus lente. Ces résultats sont présentés dans la figure IV.13, où nous avons tracé 

la phase (panneau supérieur), le temps de phase (panneau au milieu) ainsi que la vi

tesse de groupe v9 = L/T'P[165] (panneau inférieur) en fonction de la fréquence pour trois 

structures : la structure périodique 8A (Figs. IV.13(a), (b), (c)), la 5ème génération de 

Fibonacci (Figs. IV.13(d), (e),(f)) et la structure périodique 8B (Figs. V.13(g), (h), (k)). 

L est toujours la longueur totale de la structure finie, soit la somme des longueurs des 

blocs A et B constituant la structure. Il a été signalé auparavant, le temps de phase est 

équivalent à la densité d'états dans les cristaux photoniques à une dimension et la vitesse 

de groupe est équivalente à l'inverse de la densité d'états[165]. Dans le cas des structures 

périodiques (Figs. V.13(a), (b), (c), (g), (h) et (k)), une dispersion anormale se produit 

à l'intérieur des gaps et des vitesses superluminiques sont prévues, on arrive alors à des 

vitesses 3c < v9 < 3.5c [89, 141]. Ce résultat n'est pas en désaccord avec la théorie de la 

relativité restreinte d'Einstein, mais plutôt il résulte exclusivement des interférences dans 

la zone où la dispersion est anormale[141]. À l'intérieur des bandes passantes, la vitesse 

de groupe est égale à 0.66c, qui est la vitesse de propagation normale des ondes dans les 

câbles coaxiaux utilisés dans les expériences. 

Dans le cas des séquences de Fibonacci (Figs. IV.13( d), ( e), (f)), la structure est désordonnée, 

donnant lieu à un temps de phase élevé à l'intérieur des gaps (Fig. IV.13(e)) et donc des 

vitesses de groupe faibles (v9 ;::j 0.3c) inférieures à la vitesse normale dans les câbles (Fig. 

IV.13(f)). Cette valeur est identique à celle trouvée par Munda.y et Robertson [161] dans 

des structures de câbles coaxiaux différentes. 

Le ralentissement de la vitesse de groupe peut être expliqué par le temps dépensé par 

le photon (temps de piégeage) à l'intérieur des segments des blocs B (cavités) avant sa 

transmission. Un autre résultat intéressant concerne le comportement du temps de phase 

et de la vitesse de groupe aux limites des bandes interdites. En effet, dans les systèmes 
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Fig. IV.l3: Phase (panneau supérieur), temps de phase (panneau au milieu) et vitesse de groupe 

(panneau inférieur) en fonction de la fréquence pour trois structures : SA (a), (b), 

(c), 5ème génération de Fibonacci (d), (e), (f) et 8B (g), (h), (k). Les courbes en 

traits pleins (pointillés) correspondent à la théorie (expérience). 
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périodiques unidimensionnels infinis, la densité des modes tend vers l'infini en bordure 

de bande et la vitesse de groupe devient très petite. Par contre, dans un système fini, 

la densité de mode électromagnétique est une fonction oscillatoire plutôt qu'une fonction 

monotone (Figs. IV.13(b),(h)). L'augmentation du temps de phase (densité d'états) en 

bords de bande induit une vitesse de groupe faible (v9 ~ 0.2c) (Figs. IV.13(c),(k)) qui 

peut présenter un intérêt potentiel pour les applications en optique[157]. Dans le cas des 

séquences de Fibonacci (Figs. IV.13(e),(f)), le temps de phase et la vitesse de groupe 

présentent un comportement similaire à ceux des structures périodiques en bordure de 

bande. Cependant, il a été montré récemment [67] que les résonances de bord de bande 

dans les systèmes photoniques périodiques ne sont pas des états localisés à cause de leurs 

extensions linéaires avec la taille du système, et aussi du fait qu'elles ne s'évanouissent 

pas. En revanche, les résonances de bord de bande de Fibonacci décroissent selon une loi 

de puissance en raison de la nature de leur localisation. 

IV. 5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons étudié à la fois théoriquement et expérimentalement la 

propagation et la localisation des ondes électromagnétiques dans des cristaux photoniques 

quasi-unidimensionnels formés de câbles coaxiaux. 

Nous nous sommes intéressés à des séquences de Fibonacci avec deux types de blocs 

qui forment la séquence. 

Dans le premier cas, les deux blocs sont respectivement un simple câble coaxial et une 

boucle symétrique qui joue le rôle d'un segment avec une impédance égale à la moitié de 

celle des constituants. Nous avons montré quelques propriétés liées à l'auto-similarité des 

spectres de transmission (amplitude, phase et vitesse de groupe) dans ces structures avec 

un facteur d'échelle bien déterminé. En particulier, la propriété d'auto-similarité recursive 

de Fibonacci d'ordre trois s'avère valide également pour le temps de phase et la vitesse 

de groupe. En plus, nous avons montré que la propagation des ondes électromagnétiques 

dans une séquence de Fibonacci peut présenter une dispersion anormale (très normale) à 

1 'intérieur des gaps et donc des vitesses de groupe très rapides (assez lentes). Les modes 

propres de ces structures avec différentes conditions aux limites, ont été obtenus et leur 

localisation spatiale analysée. La majorité de ces modes présentent un comportement 
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critique à l'intérieur de la structure, cependant certains d'entre eux peuvent présenter un 

comportement oscillatoire, auto-similaire voire localisé au voisinage de l'une des surfaces. 

Pour le deuxième cas, les blocs qui forment la séquence de Fibonacci sont composés 

chacun à la fois d'une boucle connectée à un segment. Dans ce cas, chaque bloc est 

équivalent à un bisegment. L'analyse des spectres de transmission et de temps de phase 

des différentes générations de Fibonacci nous a permis de déduire que, contrairement au 

cas précédent, ces spectres présentent une auto-similarité d'ordre six au lieu de trois avec 

un facteur d'échelle F 2 au lieu de F. 
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V.l Introduction 

L'étude des ondes électromagnétiques dans les multicouches optiques est largement 

développée ces dernières années. Comme signalés au chapitre précédent, ces matériaux 

présentent des propriétés exceptionnelles qui peuvent être explorées dans le contrôle, le gui

dage et le filtrage de la lumière. L'existence des modes électromagnétiques localisés à la sur

face de ces multicouches a été prédite théoriquement[166] et observée expérimentalement 

dans un super-réseau (SR) GaAs/Al0.2Ga0.8 As[167, 168]. L'existence de ces modes de 

surface fut également prouvé expérimentalement dans un SR ZnSjcryolite[169]. Plus 

récemment, nous avons montré dans des SRs à deux et à trois couches, les conditions 

d'existence de ces modes de surface[170] (voir Annexe). Ces résultats ne sont pas développés 

dans ce chapitre. 

Dans ce chapitre on s'est intéressé à l'étude de l'existence et la localisation des ondes 

de surface dans un SR où chaque période (cellule) est constituée par un arrangement 

quasi-périodique de deux blocs A (segment) et B (boucle) (Fig. V.1) selon la séquence 

de Fibonacci. Notons que les quasi-cristaux photoniques (QCP) sont des structures in

termédiaires entre les systèmes périodiques et les systèmes désordonnés [145]. L'étude de 

la propagation et la localisation de la lumière dans les QCP-1D a été largement développée 

durant la dernière décennie [63-76, 145, 163, 164, 171, 172]. La majorité de ces résultats 

concerne les propriétés de volume de ces structures, cependant les modes de surface ainsi 

que les propriétés d'échelle et de multifractalité, ont été peu étudiés[145] en particulier du 

point de vue expérimental. Notre objectif est de : 

i) généraliser au cas des structures quasi-périodiques une règle sur l'existence des modes 

de surface, à savoir, lorsqu'on considère deux SRs semi-infinis obtenus à partir du 

clivage d'un SR infini, il existe exactement un mode de surface clans chaque gap. Ce 

mode est localisé sur la surface de l'un des deux SRs semi-infinis. Nous montrons 

que ces modes de surface correspondent aux modes d'une cellule unique (avec la 

condition H = 0 aux deux extrémités). 

ii) Montrer qu'en plus des modes de surface liés à la périodicité dans les SRs habituels, 

il existe de nouveaux modes de surface liés à la quasi-périodicité de chaque cellule 

élémentaire. 

iii) Utiliser la méthode expérimentale décrite clans le chapitre IV pour observer les 

modes de surface. 
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Cependant, avant de traiter les modes de surface, nous discutons quelques résultats 

spécifiques aux modes de volume dans les SRs de Fibonacci tels que la propriété d'échelle 

et la dimension fractale. 

Finalement, nous montrons théoriquement et expérimentalement l'existence de deux 

types de modes dans une structure finie composée de N cellules, à savoir : N-1 modes 

propres dans chaque bande et un mode de surface par gap qui est indépendant de N. 

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans le paragraphe V.2, nous présentons un 

bref résumé du formalisme théorique et des principaux résultats analytiques utilisés dans 

nos calculs numériques. Le paragraphe V.3 donne les principaux résultats numériques et 

expérimentaux relatifs aux modes de volume et aux modes de surface. Les conclusions 

sont résumées dans le paragraphe V.4. 

V.2 Modèle et formalisme théorique 

Le SR de Fibonacci est une structure quasi-périodique unidimensionnelle simple construite 

à partir de deux blocs A et B. Pour la structure considérée ici, le bloc A est formé par un 

simple câble coaxial de longueur d = lm, tandis que le bloc B est une boucle symétrique 

formée par deux câbles coaxiaux standard identiques (chaque câble est caractérisé par son 

impédance caractéristique Z = 500 et sa permittivité E: = 2.3) de même longueur d = lm 

(Fig. V.l). 

Bloc A 

d 

BlocB 

d 

d 

Fig. V.l: Illustration schématique des blocs A et B qui constituent la structure de Fibonacci. 

Le bloc A est un câble coaxial simple de longueur d = lm et d'impedance Z = 50 r2. 

Le bloc B est une boucle symétrique composée de deux câbles coaxiaux identiques de 

même longueur d = lm et d'impedance z = 50 n. 

Comme il a été mentionné dans le chapitre IV, le bloc B (boucle) est équivalent à un 

câble coaxial caractérisé par une impédance moitié Z/2 = 250, ce qui permet de créer 
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un large contraste entre les impédances caractéristiques des deux blocs A et B et par 

conséquent la création de larges gaps dans la structure de bande [89, 91]. Les blocs A et 

B à l'intérieur de chaque cellule du SR respectent la séquence de Fibonacci : 

(V.1) 

Par conséquent, les générations de Fibonacci sont : 

S1 = [A], S2 = [AB], S3 = [ABA], S4 = [ABAAB], Ss = [ABAABABA], ... 

V.2.1 Formalisme théorique 

Le formalisme théorique utilisé est basé sur la théorie de réponse d'interface [57]. Dans 

la référence [12], El Boudou ti et al. ont présenté les expressions analytiques détaillées 

des relations de dispersion des ondes élastiques transverses de volume et de surface dans 

un SR périodique où chaque période est formée de N couches différentes. Les expres

sions des champs de déplacement et des densités d'états locale et totale sont également 

données. Ces expressions restent valables aussi pour étudier la propagation des ondes 

électromagnétiques dans les câbles coaxiaux qui sont des structures monomodes ; il suf

fit de remplacer les impédances acoustiques par les impédances électromagnétiques et les 

constantes élastiques par les permittivités diélectriques. Le calcul des fonctions de Green 

d'un SR à N couches (Fig. V.2(a)) peut être effectué en utilisant la matrice de transfert 

2 x 2: 

(V.2) 

où 

(V.3) 

S · h ( d ) t C h( d ) -jwyfci · = ~1 t 1 1 t' 1 i = szn . Œi i e i = cos Œi i . ai = c , J v-.~., w es a pu sa wn, fi a 

permittivité diélectrique du milieu i et c la vitesse de la lumière. Dans notre cas, les blocs 

A et B sont caractérisés par fA= EB = 2.3 et ZA/2 = ZB = 250 et les N couches (blocs) 

à l'intérieur de chaque cellule respectent la séquence de Fibonacci (Fig. V.2(a)). Par 
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a) 

..... ·• x 

Cell-4 Cell-3 Cell-2 Cell-l Cell 0 Cell l Cell 2 Cell 3 

b) 

·• x 

Ce li 0 Cell l Cel! 2 Cell 3 

Fig. V.2: a) Schéma de la géométrie du SR infini. Chaque cellule est une génération donnée 

de Fibonacci (par exemple 84). b) Schéma de la géométrie de deux SRs semi-infinis 

obtenus à partir du clivage d'un SR infini. On note SRd le SR à droite et SR9 le SR 

à gauche. 

conséquent, les matrices de transfert s'écrivent (V.2) : T(l) = .6.A pour S1, T(2) = .6.s.6.A 

pour s2, T(3) = .6.A.6.s.6.A pour s3, T(4) = .6.BLlA.6.A.6.s.6.A pour s4, .... 
On obtient alors la relation de récurrence : T(k+ 1) = T(k)T(k-1) à partir de laquelle toutes 

les matrices T(k)peuvent être déterminées où k est le numéro de génération de Fibonacci. 

Le nombre de blocs dans chaque génération k est Fk = Fk- 1 + Fk-2 avec F 1 = 1 et F2 = 2. 

Notons aussi la propriété utile de la matrice de transfert valable pour n'importe quel 

numéro de génération k : 

(V.4) 

où Tn, T12, T21 et T22 sont les éléments de la matrice de transfert rUe) (V.2). 

V.2.2 Relations de dispersion et fonctions de Green 

La relation de dispersion d'un SR infini (i.e., w en fonction du vecteur d'onde Q), est 

donnée par [12] : 

Chapitre V 

1 
cos(QD) = -(T11 + T22) = TJ. 

2 
(V.5) 
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où D = Fk (en mètre) est la période du SR. Chaque période est une séquence de Fibonacci 

d'ordre k. 

Le calcul des éléments de la fonction de Green g(DD) dans l'espace complet du SR, 

nécessite d'abord la connaissance des éléments g(MmMm) dans l'espace restreint des in

terfaces Mm [l'indice m désigne la couche i appartenant à la cellule m : n _ ( n, i) et Mm 

représente l'espace des deux interfaces de la couche i : Afm = (n, i, ±~ ), i = 1, 2, ... , N]. 

Ces éléments sont donnés par [12] : 

(T ) . . tln-n
1
l+l 

12 t, ... ,N,1, ... ,t-1 t2-1 

(T ) tln-n'l+l (T ) tln-n
1
-ll+l 

12 j, ... ,N,1, ... ,i-1 t2-1 + 12 i, ... ,j-1 t2-1 

(T ) tln-n
1
l+l (T ) tln-n

1 
+ll+l 

12 i, ... ,N,1, ... ,j-1 t2-1 + 12 j, ... ,i-1 t2-1 

z =J' 

,i<j~N, 

, j < i ~ N. 

(V.6) 

Les différents termes (T12 ) dans l'équation (V.6) sont obtenus à partir de l'équation 

(V.2) en tenant compte des indices qui donnent l'ordre des couches à commencer par le 

premier terme et finir par le dernier terme. t est défini par : 

7] + (r/- 1)1/2, 7] < -1 
' 

t= 7] ± i(1- 7]2)1/2' -1<7]<+1 ' 
(V.7) 

7]- (7]2- 1)1/2 
' 7]>1 

Le signe± dans l'expression de t à l'intérieur des bandes de volume est tel que 1t(w2 + 
isl"_,o sera légèrement inférieur à 1. 

L'expression de la fonction de Green entre deux points quelconques du SR infini est 

donnée par: 

1 . di . di { sinh(ai'(d2' -x')) } 
SS' { smh(ai(?- x)); smh(ai(- + x))}g(Mm, .i\!Im') . d, , 

t i ~ 2 smh(ai'( 2 +x') 

(V.8) 

où 

Ui(x,x') --
1
-exp[-ailx- x'l] + - 1

- x (V.9) 
2Fi 2FiSi 

{sinh(ai(~i - x'))exp( -ai(~i +x))+ sinh(ai(~i + x'))exp( -ai(~i -x))}. 
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Le dernier terme de l'équation (V.8) est composé d'un produit de trois matrices qui sont 

respectivement d'ordre :(1 x 2),(2 x 2) et (2 x 1). g(Mm, Mm') est une matrice (2 x 2) dont 

les éléments sont donnés par l'équation (V.6) pour m = (n,i,±~) et m'= (n',i',±~). 

La relation de dispersion d'un SR semi-infini avec une surface libre (Fig. V.2(b)) est 

donnée par: 

(V.10) 

avec la condition 

(V.ll) 

SRd et SRg dénotent, respectivement, le SR semi-infini à droite et le SR semi-infini à 

gauche (Fig. V.2(b) ). Cette dernière condition assure la décroissance de la fonction d'onde 

à partir de la surface en pénétrant dans le volume du SR. 

La fonction de Green dans l'espace des interfaces du SR semi-infini est donnée par [12]. 

d d d d tn+n'+l Y:Y. 
d(n, i, - 2; n,j, - 2) = g(n, i, -2; n,j, -2) + (t2 _ 1) ;

2
/' (V.12) 

où }î = T22 pour i = 1, 

et Yi= -t(Tnh, ... ,i-1 + (T22k .. ,N pour i = 2, ... , N. 

La fonction de Green dans l'espace complet du SR semi-infini est donnée par l'équation 

(V.8) en remplaçant g(Mn,Mn') (Eq. V.6) par d(Mn,Mn') (Eq. V.12). 

V.2.3 Densité d'états 

La densité d'états locale en un point x de la structure est donnée par : 

1 
n(w; n, i, x)= --fm d+(w; n, i, x; n, i, x), 

7r 
(V.13) 

La densité d'états totale est obtenue en integrant sur x la densité d'états locale et en 

sommant sur n et i. Nous nous intéressons plus particulièrement à la densité d'états 

du système formé du SR semi-infini (Fig. V.2(b)) à partir de laquelle on soustrait la 

contribution du SR infini (Fig. V.2(a)). 

Cette variation 6.n(w) peut être écrite comme la somme des variations de densités d'états 

6.in(w) des blocs i du SR: 
N 

.6.n(w) = L.6.in(w) (V.14) 
i=l 
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où 
z. +oo ld;/2 

.6.in(w) = --" Im L [d(n, i, x; n, i, x)- g(n, i, x; n, i, x)] dx, 
7f n=O -cL; / 2 

(V.15) 

d et g sont les fonctions de Green du SR semi-infini et infini respectivement. En remplaçant 

d et g par leurs valeurs respectives, on obtient : 

(V.16) 

i=1,2, ... ,N-1 

Les vecteurs propres associés aux modes de surface du SR semi-infini à N couches (Eq. 

V.10) sont donnés par [12] : 

1 ["/ . h (di ) 'i/ . h (di )] inQD 
si 1 ism ai 2 -x + 1 i+lszn ai 2 +x e (V.18) 

i = 1, 2, · · · , N- 1 

1 ["7 . (dN ) h (dN )] inQD -
5 

1NsznhaN-- x + tY1sin aN- +x e 
N 2 2 

(V.19) 

V.3 Résultats Numériques et expérimentaux 

V.3.1 Modes de volume 

La figure V.3 montre les fréquences permises et interdites (distribution des largeurs 

de bandes) d'un SR de Fibonacci en fonction du numéro de génération k allant jusqu'à 

la sème génération ( 34 blocs). Des générations plus élevées sont illustrées dans la figure 

V.3(b) pour la gamme des fréquences [48.2-50.4]MHz autour de la fréquence centrale 

fe = 49.34MHz. Dans la figure V.3, les limites des bandes sont données par QD = 0 

et QD = 1r dans l'equation (V.5) de telle façon qu'on a une alternance d'une bande à 

l'autre selon la séquence 0, 1r, 1r, 0, 0, 1r, 1r, 0, .... Le nombre de bandes permises est égale 

au nombre de blocs Fk dans chaque génération pour f < 100 MHz, car cette distribution 

est répétitive chaque wdc.fi = 1r (i.e., f c::::: 98.68 MHz), d'où l'intérêt d'étudier la distri

bution des bandes seulement dans la zone de fréquences f < 100 MHz. On peut noter 

aussi, l'existence des gaps stables (notés Gs) qui apparaissent pour toutes les générations 
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(par exemple les gaps autour de f = 22, 35, 65 et 78 MHz) et les gaps transitoires (notés 

Ct) qui apparaissent pour une génération sur trois (par exemple les gaps autour de la 

fréquence centrale fe= 49.34 MHz pour S2 , S5 , S8 , ... )[174]. 
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Fig. V.3: (a) Distribution des largeurs de bandes (traits continus) en fonction du numéro de 

génération. Ct et Gs dénotent les gaps transitoires et les gaps stables respectivement. 

(b) Même chose que (a) mais pour les générations plus élevées dans la gamme de 

fréquences [48.2, 50.4] MHz autour de la fréquence centrale fe = 49.34 MHZ. L'accent 

est mis sur les positions des gaps transitoires Gt autour de fe qui apparaissent chaque 

trois générations. 

La figure V.3(b) illustre bien ces différents gaps transitoires où nous avons présenté un 

agrandissement des largeurs de bandes autour de fe et en allant jusqu'à la 16ème génération. 

On peut noter que la largeur des gaps stables reste presque constante, tandis que la largeur 

des gaps transitoires diminue au fur et à mesure que le numéro de génération augmente. 

Un point à signaler et que, comme prévu, les régions des bandes permises deviennent 

de plus en plus étroites lorsque k augmente, montrant le caractère de plus en plus localisé 

des modes. En effet, la largeur totale .6..k des bandes permises est reliée au nombre de 

blocs Fk pour chaque génération k. La figure V.4 donne la relation log-log entre .6..k et 

H, et montre clairement la décroissance de la largeur totale des bandes en fonction du 
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Fig. V.4: La courbe log-log représentant la largeur des bandes permises i:::J.k en fonction du numéro 

de génération Fk. 

nombre de blocs selon la loi en puissance : 

(V.20) 

avec 8 ~ 0.137. Lorsque k devient de plus en plus large, b..k (la mesure de Lebesgue des 

bandes d'énergies) tend vers zéro, par conséquent tous les états deviennent critiques. Ce 

résultat, propre aux structures quasi-périodiques, a été mis en évidence pour plusieurs 

autres types d'excitations [145]. 

Pour mettre en évidence expérimentalement les modes de volume, nous avons mesuré la 

transmission à travers une structure périodique finie prise en sandwich entre deux guides 

d'onde semi-infinis. La figure V.5 représente les spectres de transmission théoriques (lignes 

continues) et expérimentales (cercles vides) pour une structure périodique de Fibonacci 

composée de quatre cellules. Les lignes horizontales correspondent aux bandes de volume 

de la structure périodique de Fibonacci infinie. Le formalisme théorique et la mise en 

évidence expérimentale sont exactement les mêmes que ceux décrits dans le chapitre IV 

précédent. Les résultats théoriques et expérimentaux sont en bon accord. Ces résultats 

montrent clairement la fragmentation du spectre (subdivision des bandes) lorsqu'on passe 

d'une génération de Fibonacci à une autre génération supérieure. Malgré le nombre faible 

de cellules (quatre), les spectres de transmission montrent bien les régions des bandes 

interdites (transmission faible) et les régions des bandes permises (transmission notable) 

en particulier pour les premières générations. En effet, pour des générations élevées, les 

positions des gaps étroits sont moins nettes dans le spectre de transmission en raison de 
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la dissipation dans les câbles. Cette contrainte (absorption) limite l'étude des générations 

assez élevées (voir chapitre IV). 

a) 

20 40 60 80 100 Fig. V.5: Spectre de transmission en fonc-

tion de la fréquence pour une 

o!' 
structure périodique finie com-

posée de quatre cellules. Chaque 

s3 cellule est une génération de 
= Fibonacci sk (k 2, 3, 4, 5). Q = ·v; 0 

"' 0 20 40 60 80 100 ï§ Les courbes en traits continus 
"' = ~ 1 et en cercles vides représentent E-< 

les résultats théoriques et 

expérimentaux respectivement. 

0 
Les traits horizontaux corres-

0 20 40 60 80 100 pondent aux largeurs de bandes 

des structures infinies (Figure 

V.3(a)). 

0 
20 40 60 80 100 

Fréquence (MHz) 

V.3.2 Modes de surface : Résultats numériques 

Quelques années auparavant, El Boudouti et al. [12] ont montré théoriquement que, 

dans le cas des ondes élastiques transverses, la création de deux SRs semi-infinis à N 

couches (N ;? 2) à partir du clivage d'un SR infini permet la création d'un mode de 

surface par gap. Ce mode est localisé à la surface de l'un des deux SRs semi-infinis. Ce 

résultat a été confirmé expérimentalement dans un SR métallique formé par l'alternance 

de deux couches Ag/ Al [19]. Récemment, Djafari-Rouhani et al. [85] ont confirmé ces 

résultats dans une structure photonique en peigne formée par des résonateurs greffés 

périodiquement le long d'un guide. Dans ce paragraphe, nous présentons une extension de 

ce travail au cas des SRs quasi-périodiques semi-infinis de type Fibonacci. En particulier, 

nous considérons deux SRs semi-infinis complémentaires obtenus à partir du clivage d'un 

SR infini. Par exemple, le clivage d'un SR infini correspondant à la 4ème génération de 
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Fibonacci ... IABAABIABAABIABAABIABAABI ... (Fig. V.2(a)) donne deux SRs semi

infinis complémentaires (Fig. V.2(b), SRd: SR à droite et SR9 : SR à gauche). 

... IABAABIABAABI et IABAABIABAABI ... (V.21) 

De même, la création de deux SRs semi-infinis obtenus à partir du clivage du SR infini 

correspondant à la 5ème génération de Fibonacci donne les deux SRs complémentaires : 

... IABAABABAIABAABABAI et IABAABABAIABAABABAI ... (V.22) 

On peut noter que lorsqu'on passe d'une génération à l'autre, les surfaces des deux SRs 

ne se comportent pas de la même façon. En particulier, les terminaisons des SRd restent 

inchangées, par contre, les terminaisons des SR9 changent de génération en génération, 

tout en restant les mêmes pour les générations paires (bloc B à la surface) ainsi que pour 

les générations impaires (bloc A à la surface). 
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Fig. V.6: Même chose que la figure 

V.3(a), mais en présence 

des modes de surface 

à l'intérieur des gaps. 

Les cercles vides et les 

triangles pleins corres

pondent aux modes de 

surface des deux SRs 

complémentaires SRd 
et SR9 (Fig. V.2(b)) 

respectivement. 

Dans la figure V.6, nous avons représenté les modes de surface pour deux SRs semi

infinis complémentaires pour différentes générations allant jusqu'à la sème génération. Les 

cercles vides donnent les modes de surface des S Rd et les triangles pleins ceux des SRs 
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Fig. V. 7: a) Variation de la densité d'états 

totale (en unité arbitraire) entre 

le SR semi-infini SRd (Fig. 

V.2(b)) et le même volume du 

SR infini (Fig. V.2(a)) en fonc

tion de la fréquence. Les blocs 

à l'intérieur de chaque cellule 

respectent la séquence 84. Les 

pics 6 positifs correspondent aux 

modes de surface, tandis que les 

pics - ~ 6 négatifs correspondent 

aux limites des bandes de vo

lume. b) Même chose que a) 

pour le SR complémentaire SR9 . 

c) même chose que a), mais pour 

les deux SRs complémentaires 

ensemble. 

complémentaires S R9 . Ces modes sont obtenus à partir de la relation de dispersion (Eqs. 

V.lO et V.ll). On peut noter l'existence d'un mode de surface par gap, ce mode est 

associé à la surface de l'une des deux structures périodiques semi-infinies. Pour expliquer 

ce résultat, nous avons tracé dans la figure V. 7, la variation de densité d'états entre le 

SR semi-infini et le même volume d'un SR infini (Eqs. V.16 et V.17) et ceci pour les 

deux SRs SRd (Fig. V.7(a)) et SR9 (Fig. V.7(b)) correspondant à la 4ème génération. Les 

modes localisés de surface apparaissent comme des pics 8 de poids 1. Ces pics sont élargis 

artificiellement en ajoutant une petite quantité imaginaire à la fréquence w. Aux limites 

des bandes de volume apparaissent des pics 8 de poids -~, ces pics n'ont pas exactement 

le même poids à cause des divergences qui existent aux limites des bandes dans la densité 

d'états des systèmes lD. Lorsqu'on considère les deux SRs complémentaires ensemble 

(Fig. V.7(c)) : 

t La variation de densité d'états présente une perte d'un demi-état à la limite de chaque 

bande, soit un état par bande. 

:j: La variation de densité d'états est nulle à l'intérieur des bandes de volumes des deux 

structures complémentaires. 

Ces deux résultats ensemble associés à la nécessaire conservation du nombre total de 

modes, montrent qu'il doit exister un mode de surface de poids 1 par gap (Fig. V.7(c)) 
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pour compenser la perte d'un état par bande. Comme il a été démontré analytiquement 

dans la référence [12], l'expression donnant les fréquences des modes de surface pour deux 

SRs semi-infinis complémentaires (Eq. V.15) est exactement la même que celle donnant 

les ondes stationnaires d'une cellule unitaire avec les conditions aux limites H = O. Dans 

la figure V.6, on peut distinguer deux types de modes de surface : 
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Fig. V.8: Même chose que la figure V.6, mais élargies dans la zone de fréquences [10,30]MHz et 

[40,60]MHz afin de bien illustrer les positions des différents modes de surface dans les 

gaps stables et transitoires. Les positions de ces gaps sont indiquées par des flèches à 

droite de ces courbes. 

i) Les modes qui tombent dans les gaps stables, ces modes apparaissent presque à 

la même fréquence pour toutes les générations des SRd (cercles vides) et pour une 

génération sur deux des S R9 (triangles pleins). Ce résultat est prévisible puisque, 

comme signalé précédemment, les terminaisons des S Rd restent inchangées quelque 

soit le numéro de génération, tandis que les terminaisons des SR9 changent de façon 

alternée d'une génération paire à une génération impaire. Ce résultat est bien illustré 

dans la figure V.8 où nous avons élargi la figure V.6 dans les intervalles de fréquences 
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[10,30] MHz (Fig. V.8(a)) et [40,60] MHz (Fig. V.8(b)) et en allant jusqu'à la llème 

génération. Notons que la gamme de fréquence [70,90] MHz est équivalente à [10,30] 

MHz puisque le spectre de fréquences de la figure V.6 est symétrique par rapport 

à la fréquence centrale wde..fi = ~ (i.e., fe = 49.34 MHz). Des résultats similaires 

ont été trouvés pour les modes magnétostatiques dans des structures de Fibonacci 

composées de couches magnétiques et non magnétiques [175]. 

ii) les modes qui tombent dans les gaps transitoires autour de fe (Fig. V.3(b) ). Ces 

modes apparaissent à la même fréquence chaque six générations selon le schéma d'ar

borescence présenté dans la figure V.9 pour les SRd. Le même schéma est obtenu 

pour les SR9 où entre deux modes de surface de même fréquence du SRd, il existe 

un mode de surface du SR9 . 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 

Numéro de génération 

Fig. V.9: Schéma illustrant la distribu

tion des modes de surface à 

l'intérieur des gaps transitoires 

de la figure V.3 pour le SR SRd 

autour de la fréquence centrale 

fe = 49.34 MHZ (i.e., wdc,fi 

~). 

Une analyse du champ électrique ou de façon équivalente la densité d'états locale (Fig. 

V.10), permet de distinguer la localisation spatiale des deux types de modes de surface 

discutés précédemment. La longueur de localisation est définie par f = 1 ~ 1 où X est la 

partie imaginaire du vecteur d'onde Q obtenu à partir de l'équation (V.5). Les modes de 

surface qui tombent à l'intérieur des gaps stables présentent presque la même longueur 

de localisation (rv Sm), comme il est illustré dans les figures V.10(a) et V.10(b) pour les 

modes notés 1 et 2 dans la figure V.8(a) pour les générations S6 et S8 respectivement. 

Par contre, les modes à l'intérieur des gaps transitoires présentent une longueur de lo

calisation proportionnelle à la période D. En effet, on peut montrer analytiquement que 
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électrique (en unité arbitraire) 

en fonction de la position d'es-

pace pour les modes notés 1 et 

2 dans la figure V.8(b) respec

tivement. c) et d) Même chose 

que a) et b) pour les modes 

notés 3 et 4 dans la figure V.9 

respectivement. 

€ = D / log2 = 1.433D pour les modes qui tombent à la fréquence centrale wde..fi = ~ 

(i.e., fe = 49.34 MHz). La même expression a été trouvé aussi par Zijlstra et al[176] 

pour les états de surface dans les SRs de Fibonacci en utilisant le modèle de liaison forte. 

Numériquement, nous avons vérifié que la valeur de € reste presque la même pour les modes 

de surface dans les gaps transitoires au voisinage de fe (Fig. V.9). Ce résultat montre que, 

contrairement aux modes dans les gaps stables, la longueur de localisation des modes dans 

les gaps transitoires augmente avec le numéro de génération comme il est illustré dans 

les figures V.lO(c) et V.lO(d) pour les modes notés 3 et 4 dans la figure V.9 pour les 

générations 58 et 514 respectivement. La localisation spatiale des deux types de modes de 

surface discutés précédemment présente des comportements différents en fonction de la 

position d'espace x. Les modes de surface dans les gaps stables décroissent à partir de la 

surface en pénétrant dans le volume du SR (Fig. V.lü(a) et V.lü(b)) comme dans les SRs 

périodiques usuels. Tandis que les modes dans les gaps transitoires présentent une localisa

tion importante au milieu de chaque cellule et un comportement d'auto-similarité d'ordre 

six (voir Fig. V.lü(c) et V.lO(d) pour 58 et 514 , respectivement). Ce comportement est dû 

à la quasi-périodicité des blocs A et B à l'intérieur de chaque cellule élémentaire, et qui 

peut être caractérisé par l'analyse multifractale. Ce concept de multifractalité a été utilisé 

pour comprendre les fonctions d'onde critiques en utilisant le modèle de liaison forte[152] 
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ainsi que dans des guides d'ondes quantiques[177]. Cependant, à notre connaissance, ce 

concept n'a pas été appliqué pour les modes de surface situés dans les gaps transitoires. 

Il a été montré que les spectres des systèmes quasi-périodiques peuvent être expliqués 

en utilisant le concept multifractale. La notion de fractal [178] est liée à la définition de 

dimension. Les objets fractals et multifractals sont identifiés dans de nombreux domaines 

de la physique en particulier dans le contexte développé de turbulence [179]. L'analyse 

multifractale permet de décrire les propriétés statistiques de mesure. Si on couvre le sup

port de la mesure par une partition en boules de rayon f et on note par p; ( f) la probabilité 

(mesure intégrée) dans la boule i, on définit alors un exposant (degré de singularité) a; 

par: 

(V.23) 

Si on compte le nombre de boules N (a )da pour lesquelles la probabilité p; présente un 

degré de singularité entre a et a+ da, alors f(a) peut être défini comme la dimension 

fractale de l'ensemble de boules de singularité a par : 

(V.24) 

L'exposant de singularité a rend compte du degré de régularité de la mesure. Cette me

sure est dite monofractale si f( a) se réduit à un point. Elle est multifractale si le support 

de f(a) est large et qu'il existe une variété d'exposants. Par conséquent, une structure 

multifractale peut être considérée comme un ensemble de structures monofractales entre

lacées de différentes dimensions a, où f(a) est une mesure de leurs intensités relatives. Le 

spectre de singularité f( a) donne une description précise de l'irrégularité du système. 

Le formalisme multifractal permet une description statistique convenable pour l'étude 

du comportement à long distance d'un système physique. Dans le cas des systèmes quasi

périodiques, l'origine de fractalité (ou multifractalité) peut être attribuée à 1 'ordre à long 

distance présenté par la hiérarchie structurale des séquences quasi-périodiques. La fracta

lité est une propriété de fragmentation caractérisée par : 

- L'auto similitude qui est une propriété d'un phénomène physique de se ressembler à 

lui même à différentes échelles. On parle de "symétrie liée à l'invariance d'échelle", 

- dimension non-entière, 

- fragmentation récursive. 
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Plusieurs modèles basés sur le calcul de la dimension fractale generalisée Dq ont été 

élaborés [179, 180] pour calculer a et J(a). L'expression de Dq en fonction de la variable 

q est donnée par : 

D = _1_lim log LiP{(c). (V.25) 
q 1- q HO logE 

Lorsque f (a) et D q sont des fonctions lisses en fonction de a et q, alors f (a) est reliée à 

la quantité 

T(q) = (q- 1)Dq 

par la transformée de Legendre 

J(a) = qa- T(q) 
dT 

avec a=-. 
dq 

(V.26) 

(V.27) 

Ce modèle a été appliqué pour la première fois par Kohmoto et al. [155] pour l'étude 

des électrons dans des structures quasi-périodiques 1D. Cependant, l'application de cette 

méthode présente des difficultés avec la transformée de Legendre en particulier lorsque 

f(a) ou T(q) présentent des discontinuités [181]. Pour remédier à ce problème, une nouvelle 

méthode mathématique précise a été proposée par Chabra et al. [182]. Elle permet le calcul 

de f (a) avec une excellente précision numérique. Cette méthode a été appliquée avec 

succès pour plusieurs excitations élémentaires dans des systèmes 1D [145, 183, 184]. Dans 

cette méthode, l'ingrédient essentiel dans la caractérisation multifractale est la densité de 

probabilité Pi (mesure). Dans notre cas, Pi est défini comme étant le poids du champs 

électrique dans le spectre de densité d'états, à savoir : 

Pi= '\'N IE-12' 
L..j=l J 

(V.28) 

où N = H est le nombre de blocs considéré dans une cellule élémentaire pour une 

génération k et 1 Ei 1 est le champs électrique moyen dans le bloc i. En suite, on construit 

la fonction de partition : 
N 

Z(q) = LPi- (V.29) 
i=l 

Notons que les régions de haute densité ont un plus grand poids pour q > 1, et les régions 

moins denses pèsent davantage pour q < 1. Pour q = 1, la mesure Z(1) reproduit la 

mesure originale. Les expressions de a et f(a) sont données par [183] : 

f(a) 
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avec 
dZ N 

Z'(q) = - = """"pqlog Pi· dq ~ l 

i=l 

Le spectre de singularité f(a) donne une description précise de la distribution du 

champs électrique dans la structure. En effet, il a été bien établi que f (a) est réduit en 

un seul point f(a = 1) = 1 pour des modes étendus et f(a = 0) = 0 et f(a = oo) = 1 

pour les modes localisés. Cependant, pour les modes auto-similaire, f(a) est prévu d'être 

une fonction lisse dans la région finie [amin, Œmax]. 
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Fig. V.ll: La fonction f(a) pour la distribution des modules du champs électrique correspondant 

au modes notés 4 (ligne continue) et 5 (ligne discontinue) dans la figure V.9. Ces modes 
appartiennent aux générations 14ème et 16ème respectivement. 

Les résultats numériques de f (a) pour le champs électrique associé aux modes notés 

4 et 5 dans la figure V.9 sont donnés dans la figure V.11. Ces résultats montrent claire

ment que les modes situés dans les gaps transitoires ne sont ni étendus ni localisés mais 

possèdent des propriétés multifractales qui caractérisent les modes auto-similaires. Dans la 

figure V.ll, les valeurs extrêmes Œmin et Œmax des abscisses de la courbe f(a) représentent 

le minimum et le maximum de l'exposant de singularité a . En effet, Œmin et Œmax cor

respondent respectivement aux régions où l'intensité de la mesure est très dense et moins 

dense. La quantité 6.o: = Œmax - Œmin peut être utilisée comme un paramètre qui reflète le 

désordre de l'intensité de la mesure [184]. Ces résultats et analyses montrent clairement 

que les spectres de fréquences des structures de Fibonacci étudiées ici, correspondent à 
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une distribution non uniforme de l'intensité de la mesure, et par conséquent ils possèdent 

la propriété d'échelle des systèmes multifractals. Contrairement aux modes localisés situés 

dans les gaps transitoires, le champ électrique associé aux modes de surface situés dans 

les gaps stables (figure V.lO(a) et lO(b)) montre la propriété des ondes localisées, à sa-

voir, amin c:::: 0 et augmentent rapidement au fur et mesure que le numéro de génération 

augmente, comme il est illustré dans la figure V.12 pour les générations S8 - S 13 à la 

fréquence D = 41.78876 MHz. 
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Fig. V.l2: Même chose que dans la figure V.ll, mais pour le mode qui tombe dans le gap stable 

à la fréquence 0 = 41.78876 MHz pour les générations Ss- S13· 

V.3.3 Modes de surface : Résultats expérimentaux 

Pour mettre en évidence expérimentalement les modes de surface, nous avons attaché 

verticalement un SR fini de Fibonacci à un guide. Cette structure est formée par quatre 

cellules où chaque cellule est constituée d'une génération donnée de Fibonacci (Fig. V.13). 

Le choix de ce système est motivé par le fait que son coefficient de transmission permet 

de déduire tous les modes propres de la structure finie avec les conditions aux extrémités 

H =O. En effet, soit g-1(IIf III) l'inverse de la. fonction de Green dans l'espace des interfaces 

III= {0, 1} de la structure finie avec des surfaces libres (Fig. V.l3(a)). g- 1(1\lfl'vf) est 
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Fig. V.l3: a) Structure finie constituée de 4 cellules, chaque cellule est une génération de Fibo

nacci S k. b) Structure finie attachée verticalement à un guide horizontal. 

obtenu de la même façon que dans le chapitre IV, son expression peut être écrite sous la 

forme: 

g-1(MM)= g ' g ' . 
( 

-
1(0 0) - 1(0 1) ) 

g- 1(1, 0) g- 1 (1, 1) 
(V.31) 

Si on greffe cette structure verticalement à deux guides semi-infinis d'impédances Zs sur 

le site { 0} (Fig. V.13(b)), on obtient la fonction de Green du système final sur ce site sous 

la forme: 

d(O 0) = 9-
1
(1, 1) 

' [g-1(0, O)g-1(1, 1)- g-1(0, 1)g-1(1, 0))- 2jg-1(1, 1)/Zs 
(V.32) 

Le site {0} est le point où s'effectue la réflexion et la transmission d'une onde incidente 

dans le premier guide semi-infini gauch~ ( -oo, 0). L'onde transmise dans le guide semi

infini à droite (0, +oo) s'écrit : 

t = -:----,..---,------,---2.::.,-:j gc_-_
1 

(c_1 ,_1.:.,:--) /,--Z_s --,-::--------,...,---..,----
[g-1(0, O)g-1(1, 1)- g-1(0, 1)g-1(1, 0))- 2jg-1(1, 1)/Zs 

(V.33) 

Les modes propres de la structure finie avec la condition H = 0 sur les deux surfaces (Fig. 

V.13(a)) sont donnés par det g- 1(MM) = g-1(0,0)g-1(1, 1)- g-1(0, 1)g-1(1,0) = 0 (Eq. 

V.31). Par conséquent, le coefficient de transmission (Eq. V.33) devient égale à l'unité. 

Ce résultat montre que tous les modes propres de la structure finie isolée, peuvent être 

déterminés à partir des maxima du coefficient de transmission de la même structure greffée 

verticalement sur un guide horizontal. 
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Quelques spectres de transmission pour les générations s3 et s4 correspondant à une et 

quatre cellules greffés sont présentés dans la figure V.14. Les résultats théoriques (traits 

continus) sont en bon accord avec les courbes expérimentales (cercles ouverts). Comme 

signalé précédemment, ces courbes présentent des minima et des maxima. 
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Fig. V.l4: Spectre de Thansmission d'une structure périodique finie greffée verticalement sur 

un guide. La structure finie est composée de quatre cellules, chaque cellule est une 

génération de Fibonacci Sk ( k = 2, 3, 4, 5). 

Les fréquences correspondant aux maximums de ces courbes donnent les modes propres 

de la structure finie la condition H = 0 sur les deux surfaces. Ces modes sont reportés 

dans la figure V.15( a) par des petits traits horizontaux et des cercles ouverts pour une 

et quatre cellules, respectivement, pour chaque génération. Les traits foncés verticaux 

correspondent aux bandes de volume des structures infinies (Fig. V.3(a)). 

On remarque que les modes propres d'une seule cellule (N = 1) coïncident avec ceux 

des deux SRs semi-infinis complémentaires (Fig. V.6). Ces résultats expérimentaux sont 

en conformité avec le résultat théorique démontré dans la référence [12] et rappelé dans le 

paragraphe V.3.2, à savoir, les modes propres d'une seule cellule donnent aussi les modes 

de surface des deux SRs semi-infinis complémentaires. Dans le cas de N = 4 cellules, 
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on obtient en plus des modes de surface qui tombent dans les gaps, N - 1 = 3 modes 

qui tombent dans chaque bande comme nous allons le discuter ci-dessous. Ces résultats 

montrent encore une fois la fragmentation des bandes lorsqu'on augmente le numéro de 

génération. 
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Fig. V.l5: a) Distribution des largeurs de bandes (traits continus) et des modes propres (cercles 

ouverts) de la structure finie (quatre cellules). Les modes propres de la structure finie 

sont obtenus à partir des maxima des coefficients de transmission de la figure V.l4. 

Les petits traits horizontaux représentent les modes associés à une seule cellule au 

lieu de quatre. b) L'analyse de la densité locale en fonction de la position d'espace 

permet de distinguer les modes associés aux deux surfaces de la structure finie. Par 

exemple, les modes notés 1 et 2 (Fig. V.l5(a)) sont associés à la surface greffée sur le 

guide, tandis que le mode 3 est associé à l'autre surface libre. 

Une analyse de la densité d'états locale en fonction de la position d'espace (Fig. 

V.15(b)), permet de distinguer les modes associés aux deux surfaces de la structure finie. 

Par exemple, les modes notés 1 et 2 (Fig. V.15(a)) sont associés à la surface greffée sur le 

guide, tandis que le mode 3 est associé à l'autre surface libre. Malgré le nombre petit de 

cellules (quatre), la localisation spatiale des modes surface est analogue à celle des modes 
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de surface dans les SRs semi-infinis. 

Finalement, un résultat général démontré dans le chapitre III analytiquement et numériquement 

sur les modes propres d'une structure finie a été mis en évidence numériquement et vérifié 

expérimentalement pour le cas de la propagation des ondes électromagnétiques dans les 

guides d'onde quasi-unidimensionnels. En effet, nous avons montré que pour une structure 

finie composée de N cellules avec les conditions aux limites sur les deux extrémités de 

type H = 0 ou E = 0, il existe deux types de modes propres : N -1 modes confinés dans 

chaque bande et un mode localisé par gap associé à l'une des deux surfaces qui délimitent 

la structure[88]. Ces derniers modes sont indépendants de N et coïncident avec ceux de 

deux SRs semi-infinis complémentaires obtenus à partir du clivage d'un SR infini entre 

deux cellules. Nous présentons deux exemples typiques pour les générations k = 2 (S2 ) et 

k = 3(S3 ) répétés 4 fois (N = 4). La figure V.16 représente en plus des courbes de dis-

persion d'une structure infinie (traits continus et discontinus), les modes propres (cercles 

vides et pleins) de la structure finie composée deN= 4 cellules de type S2 . Dans l'exemple 

de la figure V.16(a) (théorie) et V.16(b) (expérience), on peut distinguer N -1 = 3 modes 

(cercles pleins) qui tombent à l'intérieur de chaque bande de volume et un mode par gap 

(cercles ouverts) induit par l'une des deux surfaces et qui est indépendant deN. 
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Fig. V.l6: Structure de bande (courbes en traits continus et discontinus) du système infini et 

modes propres (cercles vides et pleins) du système fini composé de N = 4 cellules. 

Chaque cellule est formée d'une boucle attaché à un segment. Tous les câbles sont de 

longueurs lm chacun. a) :Théorie; b) : Expérience. 

Afin de monter l'indépendance de ces modes elu nombre N de cellules constituant la 

structure finie, nous avons présenté dans la figure V.17 la variation des modes propres da 

la structure finie en fonction du nombre de cellules N. On remarque qu'on a toujours un 

mode de surface par gap et qui tombe à une fréquence constante pour différentes valeurs 

de N, et N - 1 modes clans chaque bande. 
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Fig. V.l7: Variation des modes propres de la structure finie en fonction de nombre de cellules. 

Le deuxième exemple est présenté dans la figure V.18 pour la génération S3 (répété 4 

fois), dans ce cas les deux surfaces de la structure finie sont identiques (deux segments 

identiques de longueurs égales à la moitié de celles des segments qui composent le cristal 

photonique) ; dans ce cas les modes de surfaces tombent aux limites des gaps comme il 

a été montré auparavant dans le chapitre III pour les modes sagittaux dans les SRs finis 

solide-fiuide[58]. 
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Fig. V.l8: Même chose que la figure V.l6, mais pour la génération S3 de Fibonacci répétée 

quatre fois (chaque cellule est formé de segment-boucle-segment), a): Théorie; b): 

Expérience. 

Dans les figures V.18(a) (théorie) et V.l8(b) (expérience), on peut noter qu'en plus des 

N - 1 = 3 modes de vol ume (cercles pleins), il existe un mode par gap, mais qui tombe 

exactement à la limite de chaque gap (cercles vides). Ces modes sont indépendants deN. 

Dans les deux exemples, les résultats expérimentaux sont en bon accord avec la théorie. 
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V.4 Conclusions 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats théoriques et expérimentaux des 

modes de volume et de surface dans les SRs quasi-périodiques unidimensionnels de type 

Fibonacci. Les blocs A et B qui constituent ces structures sont formés par des câbles 

coaxiaux sous forme de boucles et de segments. Différentes propriétés liées aux bandes de 

volume telles que la fragmentation des spectres de fréquences, la loi sur la subdivision des 

bandes selon une loi en puissance en fonction du numéro de génération, sont analysées et 

discutées en détail. Nous avons généralisé une règle théorique sur l'existence des modes de 

surface dans les SRs quasi-périodiques, à savoir lorsqu'on considère deux SRs semi-infinis 

obtenus à partir du clivage d'un SR infini, on obtient autant de modes de surfaces que de 

mini-gaps. Deux types de modes de surface peuvent être distingués : 

i) les modes à l'intérieur des gaps stables. Ces modes tombent à la même fréquence 

pour chaque génération pour le premier SR et pour chaque deux générations pour le 

SR complémentaire. Ces modes sont très localisés à la surface et présentent presque 

la même longueur de localisation. Ils sont liés à la périodicité de la structure. 

ii) Les modes à l'intérieur des gaps transitoires. Ces modes apparaissent chaque six

générations suivant un schéma bien précis (Fig. V.9) et leur localisation spatiale 

montre la propriété d'auto-similarité d'ordre six et le comportement multifractallié 

à la quasi-périodicité de la structure. 

Expérimentalement, nous avons mis en évidence l'existence des bandes permises et inter

dites du SR de Fibonacci en mesurant la transmission à travers une structure finie placée 

horizontalement entre deux guides semi-infinis. En outre, nous avons proposé une méthode 

originale pour détecter les modes de surface en mesurant la transmission à travers un guide 

le long duquel la structure finie est attachée verticalement. 
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Les travaux effectués au cours de cette thèse ont été consacrés à l'étude des cristaux 

phononiques lD (première partie), à base de multicouches solide-fluide et à l'étude des 

cristaux photoniques lD (deuxième partie) à base de câbles coaxiaux. Ces études ont été 

menées dans le cadre de la théorie de réponse d'interface (fonction de Green). 

La première partie est consacrée à l'étude des ondes acoustiques de polarisation sagit

tale dans les super-réseaux (SRs) solide-fluide (infini, semi-infini et fini). L'approche des 

fonctions de Green utilisée dans cette étude nous a permis de déterminer des expressions 

analytiques compactes des relations de dispersion des ondes de surface et d'interface, les 

différents coefficients de transmission et de réflexion ainsi que les temps de phase corres

pondant. Le calcul des densités d'états locales et totales est plus compliqué et un calcul 

numérique s'avère nécessaire. 

Sur le plan numérique, nous avons montré dans le cas des SRs semi-infinis que la 

création de deux SRs semi-infinis à partir du clivage d'un SR infini à l'intérieur d'une 

couche fluide donne lieu à un mode de surface par gap comme pour les modes purement 

transverses. Cependant, lorsque le clivage a lieu à l'intérieur d'une couche solide, cette 

règle n'est plus satisfaite et on peut avoir zéro, un ou deux modes de surface à l'intérieur 

de chaque gap selon les valeurs du vecteur d'onde k;; et les épaisseurs des couches à la 

surface des deux SRs complémentaires. 

Nous avons aussi examiné l'existence des modes localisés et résonants dans un SR 

semi-infini avec une couche d' encapsulage en surface différente (de type fluide ou solide) 

de celle de volume. En effet, les modes localisés et résonants induits par cette couche 
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d'encapsulage, apparaissent respectivement dans les gaps et dans les bandes de volume du 

SR. En particulier, nous avons montré que ces modes dépendent fortement des paramètres 

élastiques et de l'épaisseur relative de la couche d'encapsulage, ainsi que de la nature de la 

couche du SR en contact avec cette dernière. Aussi, nous avons étudié les modes localisés et 

résonants associés à l'interface SR-substrat( de type fluide ou solide). Ces modes dépendent 

fortement des paramètres relatifs du substrat ainsi que de la nature de la couche du SR 

en contact avec ce dernier. 

En ce qui concerne le cas des SRs solide-fluide finis, un calcul analytique a été développé 

de la fonction réponse (fonction de Green) pour différents geometries. Ceci englobe le 

calcul des coefficients de transmission et de réflexion ainsi que les temps de phase cor

respondant à partir desquels on déduit la dispersion des modes de surface et des modes 

confinés dans un SR fini avec des surfaces libres de contraintes. En particulier, nous avons 

obtenu une généralisation de la règle sur l'existence des modes de surface et des modes 

confinés dans un SR fini formé de N cellules avec des surfaces libres. En effet, nous avons 

montré qu'il existe N - 1 modes propres à l'intérieur de chaque bande de volume et 

un mode de surface par gap. Ce mode de surface est associé à 1 'une des deux surfaces 

complémentaires qui délimitent la structure finie et il est indépendant de N (nombre de 

cellules constituant le SR). Ce mode coincide avec les modes de surface de deux SRs semi

infinis complémentaires. Du point de vue pratique, nous avons proposé une géométrie qui 

permet de détecter les modes de surface à travers un SR solide-fluide fini en contact d'un 

côté avec un milieu homogène fluide, qui sert de milieu incident, et de l'autre côté avec 

le vide. Les spectres de transmission ont été aussi étudiés à travers un SR fini solide

fluide. Dans ce cas, nous avons montré que le spectre de transmission présente des zéros 

de transmission qui sont dus à l'insertion d'une couche solide dans un fluide. Ces zéros de 

transmission se transforment en gap lorsque le nombre de couches solides insérées dans 

le fluide augmente. Aussi, nous avons mis en evidence l'existence des résonances de type 

Fano qui sont dues à l'insertion d'une couche fluide entre deux couches solides. Les zéros 

de transmission et les résonances Fano n'existent pas dans les SRs solide-solide. 

Sous certaines conditions, nous avons montré que les SRs finis solide-fluide peuvent 

présenter des "Bandes Interdites Omnidirectionnelles" où la propagation des ondes acous

tiques à travers ces structures subissent une réflexion totale. Pour réaliser ces gaps omni

directionnels, deux solutions ont été proposées : 

o La première solution consiste à insérer une couche tampon (de type solide) dans la 
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structure. Cette couche est caractérisée par des vitesses du son élevées afin de jouer 

le rôle de barrière entre les phonons dans le substrat (qui sert du milieu incident) et 

le SR. 

<> La deuxième solution consiste en l'association de deux SRs différents de telle façon 

que les bandes de l'un coïncident avec les gaps de l'autre et vice versa, ce qui permet 

aussi d'élargir les gaps omnidirectionnels. 

Nous avons également étudié la possibilité d'une transmission sélective en fréquence 

à travers un SR fini pris en sandwich entre deux milieux homogènes semi-infinis fluides. 

La transmission s'effectue soit à travers les modes de défaut inséré dans le SR, soit à 

travers les modes d'interface SR/milieu homogène semi-infini. Nous avons montré que 

ces deux structures peuvent jouer le rôle d'un filtre sélectif qui ne laisse passer qu'une 

seule fréquence bien déterminée à l'intérieur des gaps. Cette étude peut être étendue aux 

multicouches quasi-périodiques, en particulier aux structures de Fibonacci formées par 

deux blocs A et B où le bloc A est une couche fluide, tandis que le bloc B est une couche 

solide. 

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous nous sommes intéressé à l'étude (théorique 

et expérimentale) de la propagation et la localisation des ondes électromagnétiques dans 

les cristaux photoniques quasi-unidimensionnels formés de câbles coaxiaux. En particu

lier, nous nous sommes intéressés à des structures quasi-périodiques de type Fibonacci 

constituées par deux blocs A et B. Ces blocs sont formés par des câbles coaxiaux sous forme 

de boucles et de segments. Ces résultats ont permis de reproduire plusieurs phénomènes 

similaires à ceux observés dans leurs analogues lD voire dans les systèmes 2D et 3D. Nous 

avons traité ces structures de Fibonacci sous deux aspects en considérant soit une seule 

séquence de Fibonacci, soit une séquence répétée périodiquement. 

Le premier volet de cette deuxième partie consiste à étudier des structures quasi

périodiques composées d'une séquence de Fibonacci donnée où le bloc A est un segment 

et le bloc B est une boucle et dans le cas où les blocs A et B sont composés chacun à la 

fois d'un segment et d'une boucle. Dans les deux cas, nous avons mis en evidence certaines 

propriétés liées à ces systèmes telles que l'auto-similarité et la loi d'échelle et qui peuvent 

présenter des vitesses subluminiques et superluminiques. Tous ces résultats sont obtenus 

à partir de la mesure de l'amplitude et la phase de la transmission à travers ces cristaux 

photoniques placés soit horizontalement entre deux guides soit verticalement sur un guide. 

Les résultats expérimentaux sont en bon accord avec les résultats théoriques. 
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Dans le deuxième volet, nous avons présenté les résultats théoriques et expérimentaux 

des modes de volume et de surface dans les SRs quasi-périodiques de type Fibonacci. 

En particulier, une propriété liée aux bandes de volume telle que la fragmentation des 

spectres de fréquences selon la loi en puissance, est analysée et discutée en détail. Aussi, 

nous avons généralisé une règle théorique sur l'existence des modes de surface dans les 

SRs quasi-périodiques, à savoir lorsqu'on considère deux SRs semi-infinis obtenus à partir 

du clivage d'un SR infini, on obtient autant de modes de surfaces que de mini-gaps. Deux 

types de modes de surface ont été mis en évidence : 

i) les modes à l'intérieur des gaps stables. Ces modes tombent à la même fréquence 

pour chaque génération pour un SR semi-infini et pour chaque deux générations pour 

le SR complémentaire. Ces modes sont très localisés à la surface et présentent presque 

la même longueur de localisation. Ils sont liés à la périodicité de la structure. 

ii) Les modes à l'intérieur des gaps transitoires. Ces modes apparaissent chaque six

générations suivant un schéma bien précis et leur localisation spatiale montre la 

propriété d'auto-similarité d'ordre six ainsi qu'un comportement multifractale, lié à 

la quasi-périodicité de la structure. 

Expérimentalement, nous avons mis en évidence l'existence des bandes permises et 

interdites du SR de Fibonacci en mesurant la transmission à travers une structure finie 

placée horizontalement entre deux guides semi-infinis. En outre, nous avons proposé une 

méthode originale pour détecter les modes de surface en mesurant la transmission à travers 

un guide le long duquel la structure finie est attachée verticalement. 

Comme suite de ces travaux, nous envisageons d'étudier, dans le cas des cristaux pho

noniques, la propagation des ondes acoustiques dans les structures de Fibonacci formées 

par des blocs solide et fluide. Ces structures peuvent présenter des résultats nouveaux par 

rapport aux SRs solide-solide. Aussi, l'effet de la viscosité dans le fluide peut être introduit 

en considérant le fluide comme un solide, mais avec des constantes élastique complexes. 

Aussi, vu l'intérêt croissant de l'étude des cristaux phononiques à deux et trois dimensions 

et en utilisant la méthode des différences finies (FDTD finite difference time Domain), nous 

avons déjà commencé par étudier les résonances locales de type Fano dans des systèmes 

2D formés de tiges rigides plongées dans l'eau. Cette étude est réalisée en collaboration 

avec l'équipe de Lille (Ephoni) qui a une bonne expérience dans ce domaine. Dans le cas 

des cristaux photoniques, nous comptons aussi poursuivre les expériences avec les câbles 

coaxiaux dans le but de réaliser des démultiplexeurs avec des structures photoniques ainsi 

que la recherche des résonances de type Fano dans ces systèmes. 



...____ __________________ Appendice A 

Expressions A et B de la matrice réduite de la lame solide (Eq. II.l4). 

Rappelons l'inverse de la fonction de Green d'une lame solide (Eq. 1.20) 

h zq d if 

g-; 1 (MM) = 
-zq r if e 

(Al) 
d -if h -zq 

-if e zq r 

où h, r, q, d, e, et f sont données par les équations (1.21-1.27). 

L'inverse de cette matrice Al s'écrit sous la forme : 

x x x x 

1 x [MJ x ffi] 
g(-MA1) =-

~ x x x x 
(A2) 

x ffi] x [MJ 
où 

111 = r(h2
- d2

)- h(q2 + f 2
) - 2fqd, 

(A3) 
N = e(d2

- h2
) + d(q2 + f 2

) + 2hfq 

et 

~ = [(r ~ e)(h- d)- (! + q) 2
] [(r + e)(h + d) + (!- q?]. (A4) 

Le couplage des plaques solides avec le fluide nécessite la connaissance seulement des 

éléments zz de la matrice (A2). Par conséquent, si on retient seulement les éléments zz 

de (A2), on obtient la matrice tronquée suivante : 
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1 ( Af 
9s(M M) = .6. N (A5) 

Or, pour construire les multicouches solide-fluide, nous avons besoin de l'inverse de la 

matrice A5: 

_ 1 (A 9s (MA1) = B 

avec 

Expressions des éléments A et B 

A partir de l'équations A3, on a : 

et 

111- N = (h + d) [(r + e)(h- d)- (f + q) 2
] 

A1 + N = (h- d) [(r- e)(h + d)- (f- q) 2
] 

(A6) 

(A7) 

(A8) 

J\,12
- N 2 = (h- d)(h + d) [(r- e)(h- d)- (! + q) 2

] [(r + e)(h + d) + (f- q) 2
] (A9) 

d'où 

111 = (h + d) [(r + e)(h- d)- (! + q) 2
] + (h- d) [(r- e)(h + d)- (J- q) 2

] 

(A10) 
et N = (h- d) [(r- e)(h + d)- (!- q) 2

)- (h + d) [(r + e)(h- d)- (f + q) 2
) 

En remplaçant h, r, q, d, e, et f par leurs expressions (Eqs. !.21-1.27), A et B deviennent: 

(All) 



L__ __________________ Appendice B 

Dans cette appendice, nous présentons une démonstration similaire à celle de l'équation 

(III.18) pour une chaîne linéaire diatomique et triatomique. 

A/ chaîne diatomique 

La figure B.l (a) représente la structure infinie de la chaîne linéaire constituée de deux 

atomes de masses m 1 et m2 alternées et reliées entre elles par la même constante de force 

(3. En utilisant la relation fondamentale de la dynamique et en tenant compte des premiers 

proches voisins, on aboutit à la matrice dynamique de la chaîne infinie suivante : 

0 0 0 0 

-ry2 f3 0 0 0 

H(A1m,Mm) = 
0 f3 -ryl f3 0 0 

(Bl) 
0 0 f3 -ry2 f3 0 

0 0 0 f3 -ryl 

0 0 0 0 

où '"fi = 2(3 - miw2
, (i=1,2). 

Grâce à la périodicité par translation suivant l'axe Ox de la structure, la transformée 

de Fourier g-1 (k; M l\1) à l'intérieur d'une cellule élémentaire de la matrice tridiagonale 

(Bl) s'écrit sous la forme suivante: 

(B2) 
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a) 

-1 0 1 2 2N-1 2N 2N+1 2N+2 
111] 111z 111] l11z 111] 1112 111] 1112 

••• • ••••• • • 

u_l Vo u1 Vz UN-1 VN UN+l VN+l 

dt 

b) 

1 2 2N-1 2N 
m1 111z 111] 1112 

•••••• 

u1 Vz UN-1 VN 

dt 

Fig. B.1 :(a) Schéma de la structure infinie de la chaîne linéaire diatomique formée de 

deux atomes (m1 - m 2 ). La figure (b) illustre la structure finie formée deN bi-atomes. 

Les masses sont fixées à m 1 = 2.09g, m 2 = 4.08g et la constante de force est prise égale à 

(3 = 6.3 106 Njm. 

où k est le module du vecteur d'onde du réseau réciproque. 

En inversant la matrice (B2) la fonction réponse d'interface s'écrit : 

g(k· M 1v1) = -
1 

( 
' 2(cos (kd1)-

1~;i2 + 1) 

D'où, on déduit la relation de dispersion donnée par det(g- 1 (k; Jvf M)) 

forme: 

( ) 
Îll2 

cos kdl = 2(32 - 1 

où d1 est la distance entre les deux masses m1 et m 2 . 

(B3) 

0, sous la 

(B4) 

En utilisant la transformée de Fourier réciproque et le théorème des résidus, les éléments 

de la fonction réponse qui est une matrice 2 x 2, dans l'espace des interfaces (réel) sont 

donnés par : 
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/ tln-n'l+l 
g(n,l;n',l)=(/3~) t2 _

1 
, 

1 tln-n'l+l tln-n'-lJ+l 

g(n 1· n' 2) - -( + ) ) ) ) - (3 t2 - 1 t2 - 1 ) 

1 tln-n'J+l tln-n'+ll+l 
g(n,2;n',l)=-(3( 

2 
+ 

2 
) , 

t - 1 t - 1 
' /1 tln-n'J+l 

g(n,2;n ,2) = ((32) t2 -1 . 
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(B5) 

(B6) 

(B7) 

(B8) 

où t = eikd1 et n, n'désignent les numéros des différents sites correspondants aux masses 

r.n1 et r.n2 notées 1 et 2. 

Maintenant, on se propose d'étudier analytiquement les modes localisés dans une struc

ture finie formée de 2N atomes (i.e., N bi-atomes) obtenue à partir du clivage de la struc

ture infinie dans l'espace d'interface M = {0, 1,2N,2N + 1} (Fig.B.l(b)) qui commence 

par l'atome 1 de masse r.n1 et se termine par l'atome 2N de masse r.n2. L'opérateur de 

clivage est donné par la formule : 

Vd(M f\.1) = h(M 111) - H(M M) (B9) 

où h est la matrice dynamique du système total obtenu après le clivage. Donc Vcz(Af M) est 

une matrice 4 x 4, définie dans l'espace des interfaces Met s'écrit sous la forme suivante : 

(3 -(3 0 0 

Vd(MM) = 
-(3 (3 0 0 

(BIO) 
0 0 (3 -(3 

0 0 -(3 (3 

L'opérateur fl(Af A1) est défini par la relation suivante : 

!:l(MM) = I(MM) + Vcz(MM)g(MA1) (Bll) 

où g(M M) s'écrit dans l'espace des interfaces M = {(0, 1, 2N, 2N + 1)} sous la forme 

suivante : 

11 1 1 11 t 2N t2N 
/3 t+l /3 t+l 

t 1 ]2_1_ eN-1 r2 t2N 

g(l\1 M) = {3 t+l {3 t+l (B12) 
(3(t- 1) rl t2N t2N-l 11 1 1 fJ t+l /3 t+l 

t2N r2 t2N 1 12_1_ 
7i t+l {3 Hl 
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D'ou on déduit l'expression de i::l 8 (.A18 M8 ) de la structure finale dans l'espace des sur

faces 1\1!8 = {0, 2N} (Fig.B.1(b)) sous la forme: 

( - 'YI_l_ + _1 )t2N ) f3 t2_l t-l 

1 + 'YI 1 
-t-l {j t 2 -l 

Les modes localisés sont donnés par 1 'équation suivante : 

(B13) 

(B14) 

Après quelques calculs algébriques, l'équation (B14) s'écrit sous la forme suivante : 

(t + _(3_)(t + _{3_)(t2N- 1) = Ü. 
{3 - '"'fr {3 - "'(2 

(B15) 

Donc, lorsque k est réel, ce qui correspond à la bande passante, les modes propres sont 

donnés par l'annulation du troisième terme dans l'équation (B15), à savoir : 

sin(Nkd1 ) = 0, (B16) 

m7r 
ou kd1 = N, avec m = l,2, ... ,N -1. (B17) 

Lorsque k est imaginaire, ce qui correspond au gap, les modes propres sont donnés par 

l'annulation des deux premiers termes dans l'équation (B15) tels que : 

et 

avec la condition : 

t = _{3_ 
'YI - (3 

!tl< 1 

(B18) 

(B19) 

(B20) 

qui assure la décroissance des ondes à partir de la surface. La relation de dispersion est 

donné par: 

f3(rr + 12) - 11/2 = 0 (B21) 

En combinant les équations (B18) (respectivement (B19)) et (B20) avec la relation de 

dispersion de l'équation B21, nous permettent d'aboutir au résultat m 2 < m 1 (respecti

vement m 1 < m2 ) qui affirme que les modes localisés de surface apparaissent lorsque la 

chaîne se termine par la masse la plus petite. 
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La figure B.2(a) montre la fréquence en fonction de kdd1r dans la première zone de 

Brillouin pour une chaîne bi-atomique telle que : m 1 = 2.09g, m 2 = 4.08g et (3 = 

6.3 106 Njm. Ces paramètres sont identiques à ceux utilisés dans le travail récent de Hladky 

et al.[? ] . La structure de bande d'une structure infinie est représentée par les pointillés 

et les modes confinés de la structure finie formée de N = 4 bi-atomes sont représentés 

par les cercles pleins, tandis que les modes de surface sont représentés par les cercles vides. 
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Fig. B.2 :(a) Variation de la fréquence en KHz en fonction de k:1
, pour une chaîne 

linéaire diatomique. Les masses sont fixées à m1 = 2.09g, m2 = 4.08g et la constante de 

force est prise égale à (3 = 6.3 106 Njm. Les pointillés représentent la structure de bande 

de la chaîne infinie, les cercles pleins représentent les modes confinés de la structure finie 

(formée de N = 4 biatomes) qui commence par l'atome 1 et se termine par l'atome 2, ils 

sont au nombre de N - 1 et les cercles vides sont les modes localisés aux deux surfaces 

libres. La figure (b) illustre la variation de la fréquence en KHz en fonction du nombre N 

de biatomes. Les cercles pleins sont les modes confinés et les cercles vides sont les modes 

localisés. 

La branche inférieure commence par l'origine pour k:1 = 0 et croit progressivement 

jusqu'à la fréquence (2i3 pour kd1 = 1. La branche supérieure commence par la fréquence y-;;;; 7f 

~i3(~m2} pour kd1 = 0 et décroît progressivement jusqu'à la fréquence /2ri pour kd1 = 1. 
m1 mz 1r V~ 7r 

On voit bien que chaqu'une des deux branches contient N- 1 modes confinés. Le gap 

est de largeur {!f; - y"!f;. A l'intérieur du gap apparaît un mode localisé[? J qui est 

dû à l'atome de plus petite masse à la surface. Ce mode est indépendant deN comme il 

est illustré dans la figure B.2(b) où nous avons représenté la variation de la fréquence en 

fonction du nombre de bi-atomes. 
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B / chaîne triatomique 

La figure B.3( a) représente une structure infinie de la chaîne linéaire constituée de trois 

atomes de masses m 1 , m2 et m3 alternées et reliées par la même constante de force (3. 

La figure B.3(b) est la structure finie correspondante après clivage de la structure infinie 

entre les sites (0, 1) et (3N, 3N + 1). En effectuant la même procédure de calcul que celle 

du cas diatomique, on aboutit à la relation de dispersion de la chaîne infinie (Fig.B.3(a)) : 

(kd~ ) - 'Yl'Y2'Y3 - /32 
('Yl + /'2 + /'3) 

cos 2 - 2(33 (B22) 

et les modes propres de la chaîne finie (Fig.B.3(b)) : 

( t - /3
2 

) ( t - 132 ) (eN - 1) = o 
'Yl 'Y2 - /32 - f3'Y2 /'2/'3 - /32 - f3'Y2 

(B23) 

a) 

-2 -1 0 2 3 3N-2 3N-l 3N 3N+l 3N+2 3N+3 

•• •• • •• 

Uo Vo Wo u1 VI w1 UN VN WN UN+I VN>I WNII 

dz 

b) 
2 3 3N-2 3N-l 3N 

•• 

u1 VI w1 UN VN WN 

dz 

Fig. B.3 :(a) Schéma de la structure infinie de la chaîne linéaire triatomique formée de 

trois atomes ( m1 - m 2 - m3). La figure (b) représente la structure finie corn posée de N 

triatomes. Les masses sont fixées à m1 = 2.09g, m 2 = 4.08g, m3 = 6.07g et la constante 

de force est prise égale à /3 = 6.3 106 Nf m. 

Pour k réel, le troisième terme de l'équation (B23) donne la même express10n que 

l'équation (B17). 

Par contre, lorsque k est imaginaire, les deux premiers termes de l'équation (B23) 

donnent les modes localisés de surface, à savoir : 

(32 
t=-----

'Yl /'2 - /32 - f3'Y2 
(B24) 
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et 
{32 

t = __ __;_--:--:---
"!2"!3 - !32 - !3"!2 

(B25) 

avec la condition : 

JtJ < 1 (B26) 

La relation de dispersion des modes de surface est donnée par : 

(B27) 

Dans le cas particulier où les masses m 1 et m3 sont identiques, les équations (B24) et 

(B25) s'écrivent : 

t = ±1 . (B28) 

Ce résultat montre que les modes de surface tombent à la limite des bandes de volume. 

Comme dans le cas de la structure diatomique, Les équations (B24) (respectivement 

(B25)) et (B26) combinées avec la relation de dispersion B27 nous permettent d'aboutir 

au résultat m 3 < m1 (respectivement m 1 < m3 ) qui affirme que les modes localisés de 

surface apparaissent lorsque la chaîne se termine par la masse la plus petite. 

La figure B.4(a) montre la variation de la fréquence en fonction de kd2 j1r pour une 

chaîne triatomique telle que : m1 = 2.09g, m 2 = 4.08g, m3 = 6.07g et f3 = 6.3 106 Njm. 

La structure de bande de la chaîne infinie est représentée par les pointillés, tandis que les 

modes confinés (de surface) sont représentés par les cercles pleins (vides). 

La structure de bande est formée de trois branches acoustiques séparées par deux gaps. 

On remarque la formation de N- 1 modes confinés à l'intérieur de chaque bande et un 

mode de surface par gap induit par l'atome la plus légère. Ces modes sont indépendant 

deN comme il est illustré dans la figure B.4(b). 

Les figures B.4(c) et (d) donnent les mêmes résultats que dans les figures B.4(a) et (b), 

mais pour une chaîne triatomique symétrique dans laquelle les deux masses extrêmes sont 

identiques, c'est à dire, m 1 = m3 = 2.09g, m 2 = 4.08g et f3 = 6.3106 Njm. 

A la différence du cas précèdent et en conformité avec la démonstration analytique 

(Eq.B28), les modes localisés (cercles vides) apparaissent dans ce cas exactement aux 

limites des bandes. 
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Fig. B.4 : (a) Variation de la fréquence en KHz en fonction de k~2 , pour une chaîne 

linéaire triatomique formée de trois atomes de masses m 1 - m2 - m 3 . Les masses sont 

fixées à m 1 = 2.09g, m2 = 4.08g, m 3 = 6.07g et la constante de force est prise égale à 

f3 = 6.3 106 Njm. Les pointillés représentent la structure de bande de la chaîne infinie, 

les cercles pleins représentent les modes confinés de la structure finie qui commence par 

l'atome 1 et se termine par l'atome 3, ils sont au nombre de N - 1 et les cercles vides 

sont les modes localisés aux deux surfaces libres. La figure (b) illustre la variation de 

la fréquence en KHz en fonction du nombre N de tri-atomes, les cercles pleins sont les 

modes confinés et les cercles vides sont les modes localisés. ( c) et ( d) Même chose que 

(a) et (b), mais pour une chaîne tri-atomique telle que m 1 = m3 = 2.09g, m 2 = 4.08g et 

f3 = 6.3 106 N/m. 



(~----~A~n~n~e~xe~----~J 



Annexe 156 

IOP PUntJSIIIl\G Jot:RNAL or 0Prrcs A: PuRE Al-iD APPLIED 0Pncs 

J. Opl A: Pure Appl. Opt. 9 (2007) 308-313 doi: 10.1 088/1464-4258/9/3/NO 1 

COMMENT 

Comment on 'Sensitivity of surface states 
to the stack sequence of one-dimensional 
photonic crystals' 
Y El Hassouani1

, EH El Boudouti1
, H Aynaou 1, 

B Djafari-Rouhanï2 and V R Velasco3 

1 Laboratoire de Dynamique ct d'Optique des Matériaux, Département de Physique, Faculté 
des Sciences, Université Mohamed Premier, 60000 Oujda, Morocco 
2 Institut d'Electronique, de Microélectronique et de Nanotechnologie, UMR CNRS 8520, 
UFR de Physique, Université de Lille 1, F-59655 Villeneuve d' Ascq, France 
3 Instituto de Ciencia de Materiales de Madrid, CSIC, Sor Juana Inés de la Cruz 3, E-28049 
Madrid, Spain 

E-mail: clhoudouri@yahoo.fr 

Received Il March 2006, accepted for publication 18 January 2007 
Published 26 February 2007 
Online at stacks.iop.org/JOptA/9/308 

Abstract 
We analyse the theoretical and numerica! results ofFeng et al (2005 
J. Opt. A: Pure Appl. Opt. 7 37 4-8 1) and show th at the dispersion relation 
derived for surface states in a one-dimensional (ID) photonic crystal made of 
two or more composite lay ers requires an addition al condition that en sures 
the decaying of surface states from the surface. Consequently, most of the 
surface states presented by the authors are not true surface !ocalized states. In 
particu!ar, we show that the surface states do not exhibit connectivity in the 
dispersion curves as the au thors of the paper claimed. 

Keywords: photonic crystal, surface states, stack sequence 

In a recent paper, Feng et al [ 1] employ an analytical Bloch 
mode to analyse the dispersion behaviour of localized surface 
states supported by the surface of a semi-infinite lD photonic 
crystal (PC) th at is adjacent to an air background. The crystal 
consists of two or multiple composite layers. It was shawn 
that the surface states are sensitive to the stack sequence of 
the semi-infinite lD PC with respect to the air background. 
In particular, the authors found that 'the dispersion curves of 
surface states for one composite layer at the surface exhibit 
connectivity with the dispersion curves for the other composite 
layer at the surface'. Unfortunately, part of the se results 
are incorrect because the authors have forgotten to ensure 
that the surface modes should decay when penetrating into 
the superlattice. To avoid similar mistakes, in particular 
for the benefit of other researchers working in this field, 
the abject of this comment is to show the correct way of 
calculating these surface waves. Our discussion is based on 
the use of an analytical method we have developed sorne 

years aga to derive closed form expressions of surface and 
interface transverse elastic waves in two-component or N
component semi-infinite superlattices by using the Green's 
function method [2, 3]. These results could also be used 
straightforwardly for transverse electric (TE) and transverse 
magnetic (TM) waves, as the theories for ail these waves are 
isomorphic (see [4] for the transpositions). 

Our aim in this comment is twofold: 

(i) To show that, with respect to the results of [1 ], the 
dispersion relation derived for surface states in a ID 
photonic crystal made of two or more composite layers 
requires an additional condition that ensures the decaying 
of surface states from the surface. As a consequence, 
the dispersion curves of surface states for two semi
infinite superlattices obtained by the cleavage of an infinite 
superlattice do not exhibit connectivity (contrary to the 
statement of [ 1 ]). 

1464-4258/07 /030308+06$30.00 © 2007 !OP Puhlishing Ltd Printcd in the UK 308 
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Figure 1. Calculated band diagrams of the background PC and the 
surface modes for both the TE (a) and TM (b) polarizations when the 
parameters of the two laycrs are n1 = 1.7, n2 = 3.4, 
d1 = dn2/Cn1 + 112), d2 = dn 1/(n 1 + n2), where d = d1 + d2 is the 
pcriod of the superlatticc. Two samples thal arc arrayed in the 
jairjnljn2jnljn2j. _ .. (solid dotted !ines) and jairjn2jnljn21n 11 .... 
(open dotted !ines) sequences arc considered. The inset in figure !(a) 
shows the angular reflcctivity for a surface mode for TE polarization 
at Q = 0.3 (solid curvc) and Q = 0.229 (dashcd curve). The inset in 
figure l(b) represents the same as in the inset in figure l(a) but for 
TM polarization at Q = 0.4. The surface state obtained by the 
angular rcflectivity is indicated by a diamond for TE and TM 
polarizations. 

(ii) The information on localized surface states supported by 
the ID PC could also be extracted from examination of 
the reflection spectrum of a finite-thickness PC deposited 
on top of a substrate, in the same way as in recent 
experimental work [5, 6]. 

In [ 1] the dispersion relation giving the localized surface 
states in a semi-infinite PC made of two or more alternating 
layers is given by 

(l) 

where eikd is given by the dispersion relation for bulk waves 

2 cos(kd) = Q11 + Q22 (2) 

where k is the Bloch wavevector, d the period of the 
superlattice and the expressions of Q11 , Q12 , Q21 and Q22 for 
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Figure 2. Variation of the dcnsity of states for the scrni-infinitc 
superlattice tcnninated by layer 1 at k = 0.56 (a) and layer 2 at 

0.6 

0.6 

k = 1.8 (b). B; and T; refcr to 8 peaks ofwcight -1/4 at the edges 
of the different bulk bands. L 1 (a) and L;, L; (b) indicate surface 
modes induced by a semi-infinite superlatticc tenninated by layer 1 
and layer 2, rcspectively. Ba indicates the bottom of the light line. 
The insets in figures 2(a) and (b) show the calculatcd field 
distributions of a surface mode at (Q = 0.2745, k = 0.56) and 
(Q = 0.3466, k = 1.8), respective! y. 

TE polarization (for example) in a two-layer superlattice are 
given by 

ki: . . 
Q11 = cos(kt:dl) cos(k2:d2) - -k sm(k1,dt) sm(kz,d2) 

2-

i i 
Q 12 = -sin(k 1.dJ) cos(k2.d2) +- cos(k1-d1) sin(k2-d2) 

ki: - - k2: - -

Q2t = ikz,cos(k 1,d1) sin(k2,d2) + ik1,sin(k 1,di) cos(k2,d2) 

k,. 
Q22 = cos(kt:dl) cos(kz:d2) - k·- sin(k 1,di) sin(kz,dz) 

1: 
(3) 

where d;, k;, = -,/c;ko- k} and E; are the thickness, 
the perpendicular wavevector component and the dielectric 
constant in each medium. k0 = wjc is the wavevector in 
vacuum, where w is the angular frequency and c the speed 
of light kx is the parallel wavevector component which is a 
conservative quantity. Similar equations to equation (3) for TM 
polarization are given in [1 l-
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(open do tt cd li nes). 

Qu, Q12, Q2t and Q22 are related by the well known 
equation 

(4) 

However, the two solutions of eikd obtained from 
equation (2) and replaced in equation (1) are not all valid. 
Indeed, as we are concemed with surface states inside the gaps 
of the superlattice, k is imaginary (modulo n) and a val id 
solution eikd should satisfy the condition 

(5) 

to ensure that the state is decaying far from the surface. 
Therefore, in arder to avoid unphysical states, it is more 
convenient to calculate eikd from equation (1) and to replace it 
in equation 0). We obtain the following equation, after using 
equation ( 4) and factorizing by the factor Q t2. 

As mentioned by the authors of [1], equation (6) should be 
solved within the photonic bandgap and below the light line 
of the air background as we are interested only in localized 
surface states. However, to ensure the decaying of surface 
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states when penetrating into the superlattice, and th us keeping 
only the correct surface dispersion curves, it is necessary to 
introduce an additional condition. This condition is obtained 
from equations ( 1) and (5), namely 

(7) 

Consequently, equation (6) together with the condition (7) 
give, without any ambiguity, the dispersion relation of surface 
states for a semi-infinite PC. These relations are derived also 
in [2, 3]. 

In the following we will discuss in detail the results 
conceming figure 1 of [ 1] and we shall present later the 
new versions of ali the other figures of the paper (reduced 
frequency versus reduced parallel wavevector). Figure 1 
gives the bandgap structure for TE (figure l(a)) and TM 
(figure 1 (b)) polarizations in two-layer superlattices. The 
refraction indices of layers 1 and 2 of the superlattice are set 
to be nt = 1.7 and n2 = 3.4. The corresponding layer 
widths are dt = d11d(11t + 112) and d2 = dnt/(11t + 112) 

where d = dt + d2 is the period of the superlattice (these 
parameters are the same as tho se of [ 1 ]). The grey areas 
represent the allowed bands, while the white areas correspond 
to the forbidden bands (gaps). The straight line indicates 
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Figure 5. Calculated band diagrams of the background PC and the 
surface modes forboth the TE (a) and TM (b) polarizations when the 
parameters of the three layers are 11 1 = 1.7, n2 = 2.5, n3 = 3.4, 
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the light line of the air background. Below the light line 
of the air and inside the superlattice forbidden bands, we 
displayed by sol id dotted !ines and open dotted !ines the surface 
modes associated, respectively, with two complementary semi
infinite superlattices terminated by layers 1 and 2 following the 
sequences ... lnlln21nlln2lnllairl and lairln2lnlln21nll .... 
One can notice that, although sorne of the surface states in 
figure 1 of [ !] coïncide with tho se in our figure 1, there exist 
sorne additional surface states in figure 1 of [ 1] that we believe 
are not true surface states. Indeed, these surface states are due 
to the fact that the condition (equation (7)) is not taken into 
account in [ 1]. Consequently, the surface dispersion curves 
in figure 1 do not exhibit connectivity for bath TE and TM 
polarizations as it is found by the authors of [ 1]. 

Another method of calculation that enables us to excite 
surface states in PC is the Kretschmann configuration used 
in attenuated total reftectance [7, 8]. This method has been 
often used experimenta]] y to excite surface plasmons in metal s. 
Recently, this method has been employed to excite surface 
electromagnetic waves in ID photonic multilayers [5, 6]. An 
example of the reftectance as a function of the incident angle 
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for a finite size superlattice composed of four cells is sketched 
in the insets of figures 1 (a) and (b) for a given reduced 
frequency Q = wdj2lrc. The superlattice is deposited on a 
substrate with an index of refraction n, = 2 from which the 
incident wave is launched, while the other surface is in contact 
with air. 

In the region of frequency below the light line in air, 
the incident waves launched from the substrate are completely 
reftected. However, if we take into account the Joss inside the 
multilayers (by adding a small imagining part to the refractive 
indices [6]), then the incident wave interacts with surface 
waves supported by the multilayer and gives rise to dips in 
the reftectance. In the inset of figure !(a), we have plotted the 
reftectance as a function of the angle of incidence e at n = 0.3 
(solid curve) and Q = 0.229 (dashed curve). The cap layer of 
the superlattice in contact with air is of type 1 (the details of the 
theoretical calculations are given in [9]). These results clearly 
show the existence of only one surface state at Q = 0.3 lying 
at e = 33.13° (indicated by a square in the surface dispersion 
curves of figure l (a)). However, there is no surface state at 
Q = 0.229, which is not the case in figure 1 of Feng et al [1] 
where an addition al surface state exists. Similar remarks can be 
made for the surface states in the first gap of figure 1 (b) (TM 
polarization) at Q = 0.4. The superlattice being ended now 
with layer 2, we notice here also (see the in set of figure 1 (b )) 
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the existence of on! y one surface state at() = 70.8° instead of 
two states as is found by the authors of [ 1]. 

To stress the correctness of our results, we also calculate 
the frequencies of the surface localized states from the peaks 
in the density of states (DOS). More precisely, we calculate 
for each semi-infinite superlattice the so-called variation of the 
density of states (VDOS) (see figure 2), namely the DOS of the 
semi-infinite superlattice from which we subtract the DOS of 
the same volume of the infinite superlattice using the Green's 
function method (for more details see [2, 3]). 

Figures 2(a) and (b) give the VDOS of TE modes as a 
function of the frequency for the semi-infinite superlattices 
terminated by layer 1 and layer 2, respectively, and for the 
parallel wavevectors k = 0.56 and 1.8, respectively. The 
positive 8 peaks indicate the positions of surface states, while 
negative -8/4 peaks indicate the positions of the edges of the 
superlattice bulk bands and air light line. The bottom and top 
of the bulk band i of the superlattice are labelled by B1 and T;, 
respectively, wh ile the air light li ne is !abe lied B11 • The 8 peaks 
are enlarged artificially by adding a small imaginary part to the 
frequency w. 

One can notice that inside the first gaps limited by T1 and 
B2 in figures 2(a) and (b) there is on! y one surface state instead 
oftwo, as is found by Feng et al [1]. In the in sets of figures 2(a) 
and (b) we have sketched the spatiallocalization of the surface 
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Figure 8. Calculated band diagrams of the background PC and the 
surface modes for both the TE (a) and TM (b) polarizations when the 
paramcters of the three layers arc n1 = 1.7,112 = 2.5, n3 = 3.4 and 
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modes lying in the first gap. The electric field clearly shows a 
strong localization at the interface between the superlattice and 
air and a fast decaying far from the interface. 

In what follows, we have checked carefully ali the other 
dispersion curves of surface states given by Feng et al [ 1] 
and given below the amended figures (the number of these 
figures correspond to those in [1]). As a final remark, let us 
mention that Feng et al [1] have attributed the terminology 
TM (TE) waves to the case where the electric (magnetic) 
field is perpendicular to the incidence plane. However, we 
think that the commonly used terminology is the opposite (see, 
for example, [10]). That is why we have permuted these 
terminologies in this comment. 

In conclusion, we have shown th at the dispersion rel a ti on 
derived for surface states in a one-dimensional (ID) photonic 
crystal made of two or more composite layers [1] requires 
an additional condition that ensures the decaying of surface 
states from the surface. Therefore, the surface states for 
two semi-infinite complementary superlattices do not exhibit 
connectivity in the dispersion curves, as claimed by the au thors 
of [1]. Our calculations are based on dispersion relations, 
densities of states in semi-infinite superlattices as weil as total 
internai reflection in fini te size superlattices. 
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Résumé 

Ce travail de thèse présente une contribution à l'étude de la propagation et la localisation 

des ondes acoustiques et électromagnétiques dans les cristaux phononiques et photoniques uni

dimensionnels. 

Notre intérêt a porté principalement sur la propagation des ondes acoustiques dans les 

matériaux multicouches périodiques de type solide-fluide et les ondes électromagnétiques dans 

les guides d'ondes monomodes quasi-périodiques. L'objectif étant de chercher de nouveaux 

matériaux avec des bandes interdites larges et étudier l'effet de la présence des inhomogénéités 

(défaut) dans ces structures telles que : la surface libre, l'interface avec un substrat homogène 

ou l'existence d'une cavité. Ces résultats sont obtenus à partir d'un calcul analytique détaillé 

des fonctions de Green qui nous a permis de déterminer les relations de dispersion, les densités 

d'états locale et totale et les différents coefficients de transmission et de réflexion ainsi que les 

temps de phase correspondants. 

Dans le cas des ondes acoustiques de polarisation sagittale dans les super-réseaux solide-fluide, 

nous avons mis en évidence l'existence et le comportement des modes de surface et d'interface 

ainsi qu'une règle générale sur l'existence de ces modes. Aussi, nous avons montré que ces 

systèmes peuvent présenter des gaps omnidirectionnels qui réfléchissent les ondes quelque soit 

l'angle d'incidence (miroirs acoustiques) ainsi qu'une transmission sélective à travers les modes 

de défaut et d'interface (filtres acoustiques) 

Dans le cas des ondes électromagnétiques dans les guides d'ondes monomodes quasi-périodiques 

(de type Fibonacci) à base de câbles coaxiaux, nous avons mis en évidence certaines propriétés 

liées à ces systèmes telles que l'auto-similarité avec un facteur d'échelle dans le cas d'une seule 

séquence de Fibonacci. Aussi, Il a été montré que ces systèmes peuvent présenter dans certaines 

régions de fréquences, des vitesses subluminiques et superluminiques. Dans le cas des séquences 

périodiques de Fibonacci, nous avons montré des propriétés liées aux bandes permises telles que 

la fragmentation des spectres de fréquences selon une loi en puissance ainsi que deu.-x: types de 

modes de surface. Les modes de volume et de surface dans ces structures peuvent présenter des 

comportements liés aux systèmes multifractals. Tous ces résultats sont obtenus à partir de la me

sure de l'amplitude et la phase de la transmission à travers ces cristaux photoniques placés soit 

horizontalement entre deux guides soit verticalement sur un guide. Les résultats expérimentaux 

sont en bon accord avec les résultats théoriques. 

Mots-clés: super-réseau, solide-fluide, guide d'onde, onde acoustique, onde électromagnétique, 

périodique, quasi-périodique, Fibonacci, surface, interface, défaut, fractal. 


