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Introduction

ES coques minces sont des corps tridimensionnels dont I'une des dimensions (I’épaisseur) est petite
devant les deux autres. Elles sont aujourd’hui tres utilisées dans 'industrie, notamment dans I’in-
dustrie automobile (carrosserie), aéronautique (carlingue, ailes, ...) ou encore dans le génie civil (ponts,
toits, ...). Leur utilisation s’explique par un poids propre faible et par une grande résistance qui est
due pour une majeure partie a la courbure qui permet aux efforts d’étre mieux répartis. Ainsi leur
résistance vis-a-vis des efforts de flexion est bien plus importante que celle des plaques. L’utilisation de
coques minces permet donc de concevoir des structures de tres grande envergure et pouvant encaisser
des efforts importants (voir Figs. 1 et 2). Dans la conception de telles structures, on essaye autant que
possible de réduire leur épaisseur afin de réduire leur poids, tout en conservant une résistance suffisante.

Fic. 1 — L’A380 de Airbus Fi1G. 2 — Le Dome a Marseille

Les premiers travaux sur les plaques remontent & la fin du 19°™¢ siecle (Kirchhoff) et furent ensuite
poursuivis par Love au début du 20°"¢ siecle. Il fallut attendre les années 50 pour voir apparaitre les
premiers modeles de coques [18, 23, 61, 73], obtenus a partir d’hypotheses a priori. D’autres modeles
furent proposés en élasticité non linéaire [95] et en plasticité et élasto-plasticité [8, 90, 92]. Par la suite,
de nombreux travaux porterent sur la justification de ces modeles de plaques et de coques par des
méthodes asymptotiques. A.L. Goldenveiser fut le premier a essayer de justifier en formulation locale
le modele de plaques de Kirchhoff-Love [46] et de coques de Novozhilov-Donnell [47]. Par la suite,
au début des années 1980, de nombreuses justifications basées sur les méthodes asymptotiques furent
menées, aussi bien dans le cadre de I’élasticité linéaire que non linéaire, en utilisant une formulation
variationnelle du probléme tridimensionnel initial. Ainsi, P.G. Ciarlet et P. Destuynder justifierent par
méthode asymptotique, le modele linéaire de plaques de Kirchhoff-Love [27], ainsi que le modele non
linéaire de plaques de Von Karman [28]. En utilisant une formulation intrinseque, le modele linéaire
de coques de Novozhilov-Donnell pour des courbures faibles fut ensuite justifié, ainsi que le modele
linéaire de membrane [37, 38]. Une approche en composante fut également développée par E. Sanchez-
Palencia [84-86] puis par P.G. Ciarlet et al. [30, 31]. Ces derniers travaux mirent en évidence le role
fondamental des déplacements inextensionnels sur le comportement limite (quand ’épaisseur tend vers
zéro), qui est, soit un modele de membrane si la coque est inhibée, soit un modele de flexion pure dans
le cas contraire. La convergence vers I'un ou l'autre des modeles ne dépend alors que de la géométrie de
la surface moyenne de la coque et des conditions aux limites [38]. Ces travaux furent ensuite poursuivis
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dans le cas non linéaire [68, 71]. En utilisant une formulation locale des équations tridimensionnelles
de I'élasticité non linéaire, une classification des modeles asymptotiques a été établie en fonction du
niveau d’efforts appliqués [52, 53]. Cependant, malgré tous ces travaux visant a justifier les modeles
bidimensionnels de plaques et de coques existants, et a construire de nouveaux modeles, le modele de
coques de Koiter n’a jamais pu étre justifié par approche asymptotique, bien que ce soit le modele le
plus couramment utilisé pour les résolutions numériques.

Parallelement, des modeles de poutres élastiques furent également justifiés par méthodes asympto-
tiques. Les premiers travaux sont dus a A. Rigolot [79, 80] dans le cadre de ’élasticité linéaire. Une
extension a I’élasticité non linéaire fut ensuite proposée dans [32, 69].

A la croisée de ces deux types de structures (les coques et les poutres a section pleine), se trouvent
les poutres voiles. Celles-ci peuvent étre vues comme des poutres a paroi mince ou comme des coques
tres allongées. Le modele de référence pour ce type de structures est celui de Vlassov [96] qui est un
modele unidimensionnel composé de quatre équations différentielles. Dans [76-78, 94], J.M. Rodriguez
et J.M. Viano aboutissent a partir d’un modele de poutre pleine qu’ils ont établi au préalable par
méthode asymptotique, a un modele plus riche que celui de Vlassov, mais dans lequel 1’équation de
torsion n’est que du deuxiéme ordre (elle est du quatrieme ordre dans le modele classique de Vlassov).
Par la suite, des justifications & partir des équations tridimensionnelles de 1’élasticité linéaire ont été
développées dans [48, 49] en faisant tendre en méme temps la largeur et ’épaisseur du profil vers
zéro. Le modele de Vlassov est retrouvé dans le cas fortement courbé avec cependant des termes de
couplage flexion/torsion supplémentaires. Dans le cas des poutres voiles a profil faiblement courbé,
un modele asymptotique unidimensionnel est également obtenu dans le cas élastique linéaire [51]. Un
modele non linéaire de poutre voile élastique a aussi été obtenu a partir de I’élasticité tridimensionnelle
non linéaire [50]. Notons enfin les travaux récents de J. I. Diaz et E. Sanchez-Palencia [40] qui ont
établi des résultats de convergence du modele de Novozhilov-Donnell vers un modele de poutres voiles
faiblement courbées.

La premiere partie de ce travail de these concerne I’étude des singularités en théorie des coques minces
élastiques, a partir du modele de Koiter [61, 62]. Ce modele, bien qu’il ne puisse pas étre justifié par
méthodes asymptotiques, est le plus couramment utilisé pour I’étude de coques minces, car il tient a la
fois compte des effets de déformations membranaires et de variation de courbure couplés a des ordres
de grandeur différents. Ainsi la formulation faible du modele de Koiter contient deux contributions, la
forme bilinéaire d’énergie de membrane, proportionnelle a 1’épaisseur, et la forme bilinéaire d’énergie
de flexion proportionnelle au cube de I’épaisseur.

La premiere difficulté rencontrée lors de I’étude des coques minces a partir du modele de Koiter vient
du fait que le comportement limite, lorsque I’épaisseur tend vers zéro, est tres différent selon que
la surface moyenne (et les conditions aux limites associées) est ou non géométriquement rigide. Une
coque sera alors dite indifféremment ” géométriquement rigide”, ”a flexion pure inhibée”, ou plus sim-
plement ”inhibée” lorsque les seuls déplacements inextensionnels® existants sont les déplacements nuls.
Le caractere rigide ou inhibé d’une surface dépend non seulement de la nature de la surface considérée
(elliptique, hyperbolique, parabolique), mais aussi des conditions aux limites imposées [24, 85]. Si la
coque n’est pas inhibée en flexion (géométriquement rigide), le modele asymptotique limite est celui
de flexion pure? [26, 84]. Par contre lorsque la coque est inhibée en flexion (géométriquement rigide),
nous avons un probléme de perturbations singuliéres [65] dont le probleme limite est le modele de
membrane. Dans ce mémoire nous nous focaliserons sur les coques inhibées.

'Déplacements qui ne modifient pas la métrique de la surface moyenne.
2Ce modele traduit une rigidité moindre de la structure, la rigidité en flexion étant proportionnelle au cube de
I’épaisseur.
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Dans le cas des coques inhibées, les solutions du probléme limite de membrane (pour une épaisseur
nulle) sont moins régulieres que les solutions du probleme de Koiter (pour une épaisseur strictement
positive). Ainsi lorsque 1’épaisseur tend vers zéro, il apparait des couches limites le long des bords de la
coque et également des couches internes a l'intérieur desquelles les déplacements sont de plus en plus
singuliers [89]. Cette perte de régularité est d’autant plus importante lorsque le probléme limite n’est
pas elliptique (il est de la méme nature que la surface moyenne de la coque). Cependant, méme quand
la surface moyenne de la coque est elliptique, il peut apparaitre une instabilité (oscillations sur le bord
libre) quand la coque posséde un bord libre : nous avons alors un probléme sensitif [45, 66, 75]. Dans
ce cas, le probleme limite est mal posé et la solution n’est pas contenue dans I’espace des distributions.
De plus, toujours dans le cas des coques elliptiques, lorsque le domaine de chargement possede un
coin, il peut apparaitre une singularité logarithmique au voisinage de ce point [13].

La diversité des problemes et des singularités existant en théorie des coques lorsque 1’épaisseur tend
vers zéro, pose de sérieux problemes lorsque 1’on cherche a résoudre numériquement le modele de
Koiter, qui ne possede en général pas de solutions analytiques. Les éléments finis de coques ont fait
leur apparition vers le milieu des années 1960, précédés de quelques années par les premiers éléments
de plaques. Les premiers éléments proposés étaient basés sur des méthodes en déplacements. Un histo-
rique des différents éléments utilisés peut étre trouvé dans [67, 97]. Cependant, ces éléments classiques
rencontrent vite des problemes lorsque ’épaisseur relative® de la coque devient petite : un phénomeéne
de verrouillage numérique (de cisaillement ”shear locking” ou de membrane " membrane locking” ) rend,
dans certains cas, les résultats totalement faux. Et ceci d’'une maniére dangereuse car les résultats sur
les déplacements sont en général tres sous-estimés; ce qui s’avere problematique pour le dimension-
nement d’une structure. Depuis, cela est devenu un challenge de réussir a contourner ce probleme de
verrouillage numérique et plusieurs méthodes ont été proposées parmi lesquelles :

- 'utilisation d’intégration numérique réduite [56]

- l'utilisation de formulations mixtes telles que les éléments MITC, d’abord mises au point pour les
plaques [12] puis pour les coques [9, 10]

- adaptation de maillage (méthodes-h ou méthodes-p par exemple) [5, 6, 44].

D’autre part, lorsque I'on veut résoudre numériquement un probléeme de coques minces par la méthode
des éléments finis en utilisant le modele de Koiter, on rencontre, outre le blocage membranaire, des
difficultés a bien rendre compte des fortes variations des déplacements dans les couches ol apparaissent
des singularités pour de faibles épaisseurs. Sans avoir a priori de connaissance particuliere sur les sin-
gularités existantes et sur leur propagation éventuelle, le seul moyen d’avoir des résultats précis serait
de raffiner uniformément et fortement le maillage en diminuant la taille des éléments. Cependant, cela
induirait une forte augmentation du nombre d’éléments et donc du temps de calcul, de fagon souvent
irréaliste. Ainsi, pour limiter le nombre de degrés de liberté et d’éléments, il est important d’avoir un
maillage raffiné localement la ol les déplacements sont singuliers, et plus spécifiquement dans les direc-
tions ol ceux-ci sont singuliers. C’est tout 'intérét des procédures de maillages adaptatifs anisotropes,
méme si, en général, il est recommandé d’avoir des éléments isotropes pour assurer la convergence de la
méthode des éléments finis. Cependant, compte tenu des forts gradients des déplacements a l’intérieur
des couches, dans la direction transverse a la couche, un maillage anisotrope s’avere précis et adéquat
[83]. Ce type de maillage adaptatif et anisotrope a déja été utilisé dans [1] pour des probleme de
perturbations singulieres (en diffusion), et dans [16, 17, 20, 55] pour des calculs sur les ondes de choc
en mécanique des fluides. Dans tous les cas, 'adaptation de maillage est un processus itératif utilisant
un estimateur a posteriori. A partir d’un maillage initial approximativement isotrope, et d’un critére
a définir selon le probléme traité (voir par exemple [2]), le maillage sera raffiné dans les zones ou ce
critere est vérifié. Le maillage peut étre raffiné, soit globalement, soit en divisant en plusieurs éléments
des éléments du maillage précédent, ou encore en déformant le maillage initial. L’équipe de P.L. George
a 'INRIA a développé un mailleur adaptatif anisotrope bidimensionnel BAMG [54]. Ce mailleur a été

3rapport entre I'épaisseur et la longueur caractéristique de la coque
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couplé au code éléments finis MODULEF dans [33] afin d’obtenir un maillage adaptatif dans le cas
des coques. Des résultats intéressants ont été obtenus pour des problemes modeles et pour les coques
hyperboliques [34]. Il s’avere en particulier qu'un maillage adapté est plus performant qu’un maillage
structuré uniforme et isotrope. De plus, 'utilité de raffiner dans les couches pour obtenir des résultats
précis avec un nombre réduit d’éléments est clairement mis en évidence.

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous nous focaliserons sur 1’étude des singularités en théorie
des coques minces elliptiques et paraboliques inhibées?, & partir du modele de Koiter d’un point de vue
théorique, et en utilisant le logiciel d’éléments finis MODULEF couplé avec le mailleur adaptatif aniso-
trope BAMG pour les simulations numériques. On rappelle que les coques elliptiques sont des coques
dont les deux courbures principales sont de méme signe. Les exemples les plus courants de coques
elliptiques sont les ellipsoides (dont la sphere est un cas particulier) et le paraboloide elliptique. Ces
surfaces ont la particularité de ne pas avoir de ligne asymptotique réelle. Nous verrons qu’il n’y aura
donc pas de propagation des singularités, celles-ci se propageant le long des lignes asymptotiques. Les
surfaces paraboliques sont des surfaces ayant une courbure principale nulle. Les exemples classiques
sont les surfaces développables : les cylindres, les cones ou encore 1’hélicoide développable. Les coques
parabolique possédent une seule famille de lignes asymptotiques et la propagation des singularités est
possible.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a des considérations théoriques. Tout d’abord, nous y
rappelons les notions élémentaires de la théorie des surfaces utiles dans la suite, ainsi que la formulation
du modele de coques minces de W.T. Koiter. Nous étudierons ensuite son comportement limite quand
I’épaisseur tend vers zéro, avec apparition possible de couches limites et internes liées a la perte de
régularité des solutions. La suite du premier chapitre est consacrée a I’étude détaillée des singularités
apparaissant dans les couches limites et internes, lorsque le chargement est singulier. Pour cela, nous
commencons par établir une formulation réduite du modele de membrane ne faisant intervenir qu’une
seule composante du déplacement & la fois, particulierement bien adaptée a I’étude des singularités.
A partir de cette formulation réduite, nous établissons un certain nombre de résultats assez généraux,
donnant lordre des singularités des déplacements dans le cas d’un chargement normal singulier. Les
résultats obtenus sont différents selon la nature de la coque, et le fait que le chargement est singulier le
long d’une ligne caractéristique (confondue avec les lignes asymptotiques de la surface) ou d’une ligne
non-caractéristique. Enfin, & partir d’'une équation réduite du modele de Koiter pour le déplacement
normal ugz, nous retrouvons les résultats classiques donnant les épaisseurs des couches (limites ou in-
ternes) selon la nature de la surface moyenne et de la couche (suivant une ligne caractéristique ou non).

Dans le deuxieme chapitre de cette these, nous présentons les outils de simulation numérique et d’adap-
tation de maillage utilisés pour résoudre le modele de coques de Koiter pour de tres faibles épaisseurs.
Nous commencons par rappeler le probleme de blocage membranaire que ’on rencontre lorsque que
I’on veut discrétiser un probleme de coques minces par la méthode des éléments finis. Nous présentons
ensuite les différentes méthodes existantes pour y remédier, ainsi que la solution que nous avons choi-
sie. Il s’agit de l'utilisation de I’élément de coque DKTC non conforme de MODULEF, couplé avec le
mailleur adaptatif anisotrope BAMG. Nous verrons que les simulations numériques réalisées avec un
nombre réduit d’éléments permettent d’approcher précisément les singularités prédites par la théorie.
Enfin, nous exposons la nouvelle routine que nous avons implémentée dans MODULEF, qui permet de
calculer séparément les énergies de membrane et de flexion. Quelques exemples d’application viendront
vérifier son bon fonctionnement et sa précision.

Le chapitre 3 concerne ’étude théorique et numérique des singularités dans le cas des coques parabo-
liques inhibées. Dans un premier temps, nous mettons en évidence en intégrant directement le systeme
membranaire, les différences qui existent sur ’ordre des singularités des déplacements, suivant que le

“Les coques hyperboliques ont déja fait 1'objet d’études théoriques et numériques dans [33, 57, 58].
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chargement est singulier le long d’une ligne caractéristique ou non-caractéristique. Nous considérerons
ensuite 'exemple d’'un demi-cylindre soumis a un effort normal appliqué seulement dans une zone cir-
culaire. Nous verrons que les déplacements résultants ont alors des singularités ”fractionnaires”. Ces
résultats sont confrontés a des simulations numériques réalisées avec MODULEF et BAMG couplés.
Nous constatons que le maillage est raffiné automatiquement uniquement dans les couches internes ou
les déplacements sont les plus singuliers. Enfin, des calculs numériques sont présentés dans le cas d’un
chargement singulier le long du bord (libre ou encastré) ou encore lorsque le domaine de définition de
la surface moyenne est plus complexe.

Le chapitre 4 est consacré aux coques elliptiques bien-inhibées, fixées sur tout leur bord. Lorsque le
chargement est singulier, les singularités des déplacements correspondent a celles obtenues dans le cas
d’un chargement singulier le long d’une ligne non-caractéristique (dans le cas des coques elliptiques,
il n’y a pas de ligne caractéristique réelle). D’autre part, nous montrons a partir de la formulation
réduite du probleme de membrane, qu’il peut apparaitre un autre type de singularité : il s’agit d’'une
singularité du déplacement normal, ponctuelle et de type logarithmique. Celle-ci apparait lorsque le
domaine de chargement possede des coins et lorsque les courbures principales y sont différentes. Des
simulations numériques illustreront ces différents types de singularités et montreront a nouveau que la
méthode de résolution numérique utilisée est bien adaptée. En effet, le maillage est raffiné automati-
quement d’une maniere anisotrope dans les couches limites (comme précédemment), et d’'une maniere
isotrope autour de la singularité logarithmique.

Dans le chapitre 5, nous nous intéressons cette fois aux coques elliptiques mal-inhibées, dont une par-
tie du bord est libre. Dans ce cas, nous montrons que le probleme limite et les conditions aux limites
associées, ne satisfont pas a la condition de Shapiro-Lopatinskii. Le probleme limite est mal posé;
ses solutions sont dans l’espace des fonctionnelles analytiques qui est bien plus grand que celui des
distributions. Ainsi, nous avons a faire & un probléeme sensitif : le modele de Koiter bien posé tend vers
un probleme limite mal posé. Il apparait alors un phénomene de complexification : des oscillations de
plus en plus rapprochées et de plus en plus amples apparaissent le long du bord libre a mesure que
I’épaisseur tend vers zéro. Des simulations numériques nous permettront de visualiser le phénomene
aussi bien au niveau des déplacements, que de la répartition de 1’énergie de flexion qui se concentre
au niveau du bord libre.

Dans la seconde partie de ce mémoire, nous étudierons le comportement limite du modele de Koiter
quand une des deux dimensions de la surface moyenne de la coque est beaucoup plus importante que
I’autre. Nous essaierons en particulier de répondre a la question suivante : une coque tres allongée
peut-elle étre décrite indifféremment par le modele de Koiter ou le modele unidimensionnel de Vlassov ?
Pour cela, au chapitre 6, a partir de la formulation faible du modele de Koiter, nous effectuerons un
développement asymptotique des équations d’équilibre par rapport a l’épaisseur relative, du méme
ordre de grandeur que l'inverse de I’élancement. Nous limitons notre étude au cas des profils fortement
courbés. Comme probleme limite, nous retrouvons naturellement la cinématique de Vlassov, ainsi que
les équations d’équilibre unidimensionnelles classiques existant dans la littérature. Seul un coefficient
géométrique lié au terme du second ordre de ’équation de torsion differe. Nous en obtenons une
expression analytique avec ’approche développée, alors que Vlassov n’en donne qu'une expression
semi-empirique. Enfin, nous comparons les résultats obtenus a ceux donnés par un développement
asymptotique des équations tridimensionnelles de 1’élasticité linéaire [49].
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Chapitre 1

Singularités et couches limites en
théorie des coques élastiques linéaires

1.1 Introduction

Les modeles de coques que nous utiliserons au cours de cette these sont des modeles bidimensionnels, ou
la géométrie de la coque est décrite par une surface moyenne (surface plongée dans I’espace tridimen-
sionnel) et par une épaisseur généralement supposée constante. Dans ce chapitre nous commencerons
par rappeler les principales définitions de la théorie des surfaces et de géométrie différentielle (surface
paramétrée, base locale, champs de vecteurs, dérivation sur une surface ...) en coordonnées curvi-
lignes, nécessaires a la formulation des probléemes de coques.

Nous rappellerons ensuite la formulation variationnelle classique du modele de coque de Koiter et les
phénomeénes de couches limites qui apparaissent lorsque 1’épaisseur tend vers zéro.

Nous établirons a la section 1.4 une formulation réduite des modeéles de membrane et de Koiter par-
ticulierement bien adaptée a I’étude des singularités et des couches limites. Au paragraphe 1.5, cette
formulation réduite du modele de membrane nous permettra d’énoncer un certain nombre de résultats
assez généraux caractérisant ’ordre des singularités des déplacements résultant d’un chargement sin-
gulier.

L’étude des épaisseurs de couche sera effectuée a la section 1.6 de ce chapitre en se basant sur la
réduction du modele de Koiter en une équation aux dérivées partielles ne faisant intervenir que le
déplacement normal ug. On verra que l’on retrouve entre autres certains résultats classiques.

1.2 Rappels sur la théorie des surfaces

Ce paragraphe n’est pas exhaustif sur le sujet mais présente les principaux aspects utiles pour les
problémes de coque. Le lecteur pourra se référer par exemple a [93] ou [19] pour des informations plus
détaillées.

1.2.1 Carte locale - base covariante

Soit (O, e1, ez, e3) un repere orthonormé de R3. Soit Q un ouvert borné connexe de R?. Une surface
S peut étre définie par une carte locale (Q,¥) ot ¥ est une application injective au moins C?(€2) &
valeur dans R3 :

UV:QCcR: — S CR?
Why?) — V() (1.1)
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Uy, v?)

€3

€2

€1

F1G. 1.1 — Définition d’une surface plongée dans R?

En chaque point p = ¥(y', y?) de S, on peut alors définir les deux vecteurs tangents & la surface S en
ce point par :

0% (y', %)
Ao = T (12)

ou « € {1,2}. De fagon générale, les indices grecs prendront des valeurs dans I’ensemble {1, 2} et les
indices latins dans I’ensemble {1, 2, 3}.

Pour une carte locale donnée, ces vecteurs sont définis de maniere unique. Ils sont linéairement
indépendants et définissent le plan tangent en tout point p de S, noté 7,S. On peut alors définir
le vecteur unitaire normal au plan tangent par :

B a1 N\ a2 (1 3)
 lar Aag '

Définition 1.2.1 Le triplet (a1, a2, N) définit la base covariante en chaque point p de la surface S.

1.2.2 Premiere forme fondamentale de la surface S - base contravariante

A partir de la base covariante, on peut définir le tenseur métrique (aqg) de la surface S associé a la
carte (£2, V) par ses composantes covariantes :

o = - 4 (1.4)

ot le - désigne le produit scalaire de R3.

Si on considere une courbe I' tracée sur la surface S, définie sous la forme paramétrique
(vt =yl (t),y? = y%(t)), la longueur ds d’un élément d’arc de I' sera donnée par :

ds? = andy'dy! + 2a12dy*dy® + asedy®dy? (1.5)

La forme quadratique définie par (1.5) est appelée la premiére forme fondamentale de la surface S.

On peut également calculer 'aire d’un élément de surface dS de S en fonction d’un élément d’aire
dy'dy? de € suivant :

dS = Vady'dy? avec a = det(anp) = arnag — (a12)? (1.6)

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Fabien Béchet, Lille 1, 2007
1.2 Rappels sur la théorie des surfaces 9

A la base covariante (qui n’est pas en général orthonormée), nous associons une base contravariante
(a',a?, a®) définie par :

¥ aa=06% et *=N (1.7)

olt 67 désigne le symbole de Kronecker!.

Les vecteurs de la base covariante et de la base duale contravariante sont reliés entre eux par le tenseur
métrique :
(o = Qqp a° (1.8)

et inversement :
a® = q®?

ag (19)

ot (a®?) est le tenseur métrique lié & la base contravariante défini par :

1 azy —ai2
P =a® .o’ = (ang) ' =~ (1.10)
a
—aiz  an
On a comme propriété évidente det(a®?) = 1 1
det(a®P)  a

1.2.3 Deuxieme forme fondamentale
La deuxiéme forme fondamentale de la surface S est directement reliée a la courbure de celle-ci. Elle
s’écrit sous forme quadratique :

b(dy', dy?) = birdy'dy" + 2b12dy" dy* + baody*dy® (1.11)

ou les b, sont les composantes covariantes du tenseur de courbure définies par :

bag =bga = —aa-Ng=N-aqp (1.12)

Ce tenseur peut également étre exprimé dans la base contravariante & ’aide du tenseur métrique :

bP = a®a™p,,, (1.13)

Enfin, on définit les composantes mixtes du tenseur de courbure :

by = —a® N, 5= N-a% (1.14)

qui représentent les composantes de I’endomorphisme de courbure associé. Ce sont les composantes
mixtes qui ont une signification physique concrete. Par exemple, pour une demi-sphere de rayon R, on
a toujours b = b3 = % et b? = bl = 0 alors que les composantes bag et b8 dépendent du paramétrage
choisi pour décrire la surface S.

1.2.4 Classification des surfaces

On se place dans le cas d’une coque, qui, a la différence des plaques, possede au moins une composante
bg de l'opérateur de courbure non nulle. On peut ainsi définir la nature de chaque point p de S
(avec O—]; = U(y',y?)) en étudiant la position d’un point p’ de S proche du point p (avec O—>p’ =
U(y! + dy',y? + dy?)) par rapport au plan tangent en p. Appelons d la distance algébrique entre le
plan tangent? en p et p'.

1On rappelle que 'on a 6% =1sia=F et 62 =0si a # 6.
20n rappelle que le plan tangent & S en p est le plan défini par les 2 vecteurs a; et as tangents & S au point p.
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F1Gc. 1.2 — Définition de la distance d

Cette distance d s’exprime alors comme suit [93] :

d= [y +dy'v* +dy®) — T(y',v?)] - as (1.15)

En développant ¥(y! + dy',4? + dy?), on peut montrer que d s’exprime & I'ordre principal par :

1
d = 3 [budy'dy" + 2b1ady’ dy® + bosdy*dy’] (1.16)

Les directions (dy!,dy?) qui annulent (1.16) sont appelées directions asymptotiques de la surface S
au point p = ¥(y!,y?). La nature de ces directions dépend directement de la nature de la surface
moyenne S.

La nature du point p dépendra du signe de d qui dépend lui-méme du déterminant de la seconde forme
fondamentale :

— Si by1bog — (b12)2 > 0, d garde le méme signe et la surface se situe donc d’'un méme co6té du plan
tangent dans un voisinage de p. Le point p est alors un point elliptique de la surface S. Les deux
directions asymptotiques sont imaginaires.

— Siby1bog — (612)2 = 0, il existe localement une direction ou d = 0. Le plan tangent ”colle” a la surface
en p le long de cette direction. Le point p est un point parabolique de la surface S. La direction ou
d s’annule est alors la direction asymptotique (racine double de 1’équation d = 0).

— Si by1bge — (b12)2 < 0, il existe localement deux directions ou d = 0. Les courbures principales de
S sont alors de signe opposé en p. Le plan tangent coupe la surface S en p. La surface S se trouve
de part et d’autre du plan tangent dans un voisinage de p. Le point p est un point hyperbolique de
la surface S. Les 2 directions ou d s’annule sont les directions asymptotiques (racines simples de
d=0).

Définition 1.2.2 La surface S sera dite uniformément elliptique, paraboliqgue ou hyperbolique si le
déterminant de la seconde forme fondamentale est respectivement positif, nul, ou négatif en tout point

de S.

Les courbes asymptotiques de la surface S seront les courbes tangentes en chacun de leurs points a
une direction asymptotique. Ces courbes vérifient donc I’équation :

birdytdy' + 2by0dytdy? + boody>dy® = 0 (1.17)
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Les courbes asymptotiques au point p sont représentés sur les Figs. 1.3 a 1.5 pour les trois types de
surface (elliptique, parabolique, hyperbolique) en pointillés.

Fia. 1.3 — Exemple de point elliptique - Pas de courbe asymptotique réelle

Fi1G. 1.4 — Exemple de point parabolique - Une famille de courbes asymptotiques doubles

1,8

Fia. 1.5 — Exemple de point hyperbolique - Deux familles de courbes asymptotiques simples
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1.2.5 Dérivation sur la surface S

Les bases covariante (a1, as, N) et contravariante (a',a?, N) ne sont ni orthonormées ni orthogonales
en général et dépendent du point p de S. Ainsi, les dérivées des vecteurs de ces deux bases ne sont
pas nulles. De plus, la dérivée d’un vecteur tangent n’est en général pas dans le plan tangent. Elle
possede une composante suivant la normale, liée a la courbure de la surface. On a les formules de
dérivation suivantes (formule de Gauss pour les vecteurs du plan tangent et de Weingarten pour le
vecteur normal) qui s’écrivent :

a3 = FéﬁCL)\ + ba/gN (1.18)
a% = —T%za* + bGN (1.19)
N = —bray (1.20)
ou
I'hs=The =0a" aag (1.21)

sont les symboles de Christoffel associés a la premiere forme fondamentale. On ajoute généralement a
ceux-ci les symboles de Christoffel associés a la deuxieme forme fondamentale :

35 =bag et Ty, =02 (1.22)

Soit maintenant v un champ de vecteurs défini sur la surface S. Il peut alors s’écrire dans les bases
covariante et contravariante :

u=1u"ay + >N ou u=uya® + usN (1.23)

De facon équivalente, tout champ de vecteurs de R3 & support sur S peut se décomposer en la somme
d’un vecteur du plan tangent u; = u®a, et d’'un vecteur suivant la normale ug/N. Autrement dit, on
a la décomposition R® = 7,5 ® RN. La dérivation sur S du champ de vecteurs u & support sur S
nécessite de définir les notions suivantes.

Dérivation d’un champ scalaire
Soit

f:95 — R
p — f(p) (1.24)

un champ scalaire défini sur la surface S. On a :

of _ of
ap 8yaaa = faa® (1.25)
.. Of L 0 ) : )
Ainsi 2 est une forme linéaire sur €2, son transposé a3 est un vecteur appelé gradient de f (noté
P p
gradf). On a :
gradf = fq aaﬁag (1.26)

Dérivation d’un champ de vecteur tangent

Par généralisation de la définition précédente, on a :

ou ou

Comme u; = u”ag, on obtient la formule de dérivation d'un vecteur tangent en utilisant (1.18) & (1.20)
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8ut

op
Ainsi, la dérivée d’un vecteur tangent n’est pas nécessairement dans le plan tangent a la surface S en
p. Sa dérivée contient un terme selon la normale, le second terme de 1'expression (1.28).

= u%|g ao.a® + (u“bop)N.a" (1.28)

ou
La composante tangente de a—t, projection sur le plan tangent 7,S en p a S est appelée dérivée
p
. , 8ut
covariante de u; et est notée 8— On a:
P
éut ouy
L =TI—— = w3 ag.d’ 1.29

ou II désigne I'opérateur de projection sur 7T},5.

C’est un endomorphisme de 7,5 dont les composantes sont définies par :

u|g = u + Fi‘ﬁu)‘ (1.30)
= Ualp = Uap — Tagun (1.31)

avec
u®lp = 0 g (132

Dérivation d’un champ de vecteur de R?

Pour finir, généralisons la définition précédente & un champ de vecteurs de R? qui s’écrit :

0
D’apres ce qui précede, la dérivée a—u du champ de vecteurs u défini sur S est donnée par :
p
@—(uoﬂ — b%u3) aaa® + (uzg + bGuq ) N.a” (1.34)
8}9 - B 33 « 3,08 3o . .

avec les relations complémentaires :

’U,a|5 = aa,\u)‘|g et bgua = bagua (135)

Par la suite, pour simplifier I’écriture, on notera Dyug = uq|g.

Dérivation d’un champ de tenseurs

Soit T" un champ de tenseurs d’ordre deux défini sur la surface S. On peut représenter 1" soit par ses
composantes 2 fois contravariantes :

T =T%a,®ag (1.36)

soit par ses composantes mixtes® T = Tgaaaﬁ dans le cas de '’endomorphisme associé. Dans ce qui
suit, afin d’écrire les équations d’équilibre des coques, on a besoin de définir 'opérateur de dérivation
suivant sur 7' qui constitue une généralisation de ce qui a été vu dans le cas des vecteurs :

78|, = 0,77 + 77, 1°* + 12,1 (1.37)

Par la suite, on écrira D,T' of — Tof |y lorsqu’aucune confusion ne sera possible.

3L écriture de T en composantes covariantes ne nous intéresse pas ici.
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1.2.6 Déformation d’une surface

Lors d’une sollicitation extérieure (chargement appliqué par exemple), la surface S se déforme en une
nouvelle surface S. La carte de S s’écrit alors :

U(y' y®) = ¥y v?) +uly', ) (1.38)
ott u(y!,y?) est le déplacement subi par un point p = ¥(y',y?) de S (voir Fig. 1.6).

F1G. 1.6 — Déformation d’une surface

On peut calculer les nouveaux tenseurs métrique aqg et de courbure l;ag correspondant a la surface
déformée S. Afin de caractériser la déformation de la surface lors du déplacement u, on définit les
tenseurs de variation de métrique vo(u) et de variation de courbure pos(u) comme suit :

1,
Yap = §(aa,8 - aaﬁ) (139)

Pap = bag — bap (1.40)
On trouvera dans [39, 82] par exemple une étude détaillée sur le sujet ol les expressions de y,3 et
Pap sont obtenues, soit en calculant la variation tridimensionnelle de la métrique dans ’épaisseur de
la coque, soit par un calcul de variations de b,g.

En se placant dans le cadre de la théorie linéaire en petits déplacements, la linéarisation des expressions
(1.39) et (1.40) conduit & :

1
'yag(u) = §(DQUg + Dgua) — bagus (1.41)

,Oag(u) = 0, 0u3 — Fgﬁa)\u;g — béb,\gUg + D, (bgU)\) + béDgU)\ (1.42)

avec Dyug = ugla. Cette notation sera celle utilisée par la suite.

Il est important de noter, qu’en théorie linéarisée (hypothese de petits déplacements), ce qui sera le
cas dans cette these, la donnée de v,5(u) et pag(u) suffit & caractériser completement la déformation
d’une surface S soumise au champ de déplacements u. En effet, on a le théoreme de Koiter suivant
qui est un cas particulier du théoreme de Gauss-Bonnet dans le cas linéarisé :

Théoréme 1.2.1 Soit u(p) un champ de déplacement d’une surface S, de point courant
p = ¥(yhvy?). Si vap(u) = pas(u) = 0V «,8 € {1,2}, alors u est un déplacement de solide
rigide.
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1.3 Théorie des coques minces élastiques

Nous rappellerons d’abord ici la théorie des coques linéaires élastiques et principalement le modele de
Koiter. Nous présenterons ensuite les principaux résultats existant sur le comportement asymptotique
des coques lorsque leur épaisseur tend vers zéro.

1.3.1 Le modele de Koiter

Fia. 1.7 — Coque considérée

Soit une coque de surface moyenne S et d’épaisseur € occupant le domaine

€ ¢
S. =S x }—7, 7[
: 22
de R? dans sa configuration initiale, constituée d’un matériau élastique linéaire isotrope. Le but du
probleme mécanique est de trouver le champ de déplacement u de la coque soumise a un chargement f
et satisfaisant a des conditions aux limites données. Nous supposons que les efforts sont suffisamment

petits pour rester dans le cadre de 1’élasticité linéaire.

De fagon générale, la frontiere v = 35 de S peut étre décomposée en 2 parties, g et 1 constituant une
partition de . On définit alors la frontiere latérale I' = v x| — 5, 5[ de la coque S; sur laquelle peuvent
étre imposés deux types de conditions aux limites différentes, cinématiques sur le bord I'g = yox]—35, 5]
et statiques sur I'y = 1 x] — §, §[ (voir Fig. 1.7). On peut par exemple imposer sur I'g des conditions
aux limites cinématiques du type :

8u3
encastrement : u; =us =u3 = —— =0 sur vy

on
o (1.43)

fization : uy =us =u3 =0 sur y

N\ u Yo 7, . 7’ 7 . N
ou — = gradu.n désigne la dérivée normale et n la normale extérieure a ~q.

on

Le modele bidimensionnel de Koiter découle du probleme tridimensionnel linéaire élastique auquel ont

été ajoutées plusieurs hypotheses :

— I'hypothese de Reissner-Mindlin qui suppose que la déformation normale est nulle suivant 1’épaisseur
(il n’y a pas de variation d’épaisseur au cours de la déformation).

— T’hypothese de contrainte de pincement ou de compression nulle suivant I’épaisseur.
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Ces deux hypotheses conduisent & un modele de type Nagdhi qui prend en compte le cisaillement trans-
verse. Si la coque est mince, le cisaillement transverse peut étre supposé tres faible, voire négligeable,
ce qui constitue 'hypothese cinématique de Kirchhoff-Love :

— les normales a la surface moyenne non-déformée reste normales a la surface moyenne déformée.
Ces trois hypotheses suffisent & établir le modeéle bidimensionnel de Koiter & partir des équations
tridimensionnelles de 1'élasticité linéaire, par intégration sur I’épaisseur.

Si l’on considere que les efforts volumiques sont constants dans I’épaisseur, supposée elle-méme constante,
le déplacement u, solution du probleme, est donné par le modele de Koiter :

Trouver u eV, tel que, Y v eV :

83 A
o [ A u0a(0)dS + 55 [ AP0, pns(w)as = [ Foas  (14)

avec V = {v = (v1,v2,v3) € H(Q) x HY(Q) x H*(Q) ; v satisfaisant & (1.43) }

Les A®PM représentent les coefficients de la loi de comportement linéaire élastique isotrope. Ce sont
des tenseurs du quatrieme ordre. Leur expression quatre fois contravariante est donnée par (voir [15]) :

E
2(1+v)

ou v et E représentent respectivement le coefficient de Poisson et le module d’Young.

AP — [aw‘aﬁ“ + a®aPA 4 I%aaﬁa’\“] (1.45)

— UV

Ces coeflicients relient le tenseur des contraintes membranaires au tenseur des déformations membra-
naires, et le tenseur des moments de flexion au tenseur de variation de courbure par les relations :

TP = APy (1.46)
1
MoP = o APy, (1.47)
Ces coefficients satisfont les conditions usuelles de symétrie
AP — pPor — gAnaf (1.48)
et de positivité
AC >0 tqg APy ,yas > C Z 72[3 (1.49)

(a,8)

A partir des ces coefficients, on peut déterminer les coefficients de souplesse B, gy, vérifiant les relations
inverses :
Yap = Baﬁ)\,uTAu (150)

Pap = 12Bagr, MM (1.51)

Le premier membre de la formulation variationnelle (1.44) contient deux parties. La premiere est la
forme bilinéaire de déformation membranaire, proportionnelle a ’épaisseur ¢, tandis que la seconde,
la forme bilinéaire de flexion est proportionnelle au cube de I’épaisseur 3. La rigidité en flexion est
donc beaucoup plus faible que la rigidité en membrane quand ¢ est petit.
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Afin d’étudier le processus asymptotique du modele de Koiter quand € \, 0, on I’écrit classiquement
sous la forme du probléme P(e) suivant :

am (u,v) + e2ay(u,v) = b(v) (1.52)

am(u,v) = / Aa’g’\“’w\y(u)’)’aﬂ@)ds
S

représente la forme bilinéaire d’énergie de membrane et

1
ar(u,v) = o /S ANy () pag(0)dS

la forme bilinéaire d’énergie de flexion et ol on a posé :

b(v) = /S flvdS

avec

A~

f=¢f (1.53)

Remarque 1.3.1 Pour e > 0, lexistence et ['unicité de la solution du probléme P(e) est démontrée
a Uaide du théoréme de Lax-Milgram [14]. Ce théoréme s’appuie sur la continuité et la coercivité du
premier membre de (1.52). La coercivité de cette forme bilinéaire a été démontrée dans [14] a l'aide
d’inégalités de Korn sur une surface, dés que € > 0.

On peut aussi écrire le probleme P(e) sous la forme locale suivante, constituée d’un systeme de 3
équations aux dérivées partielles couplées (voir section VIII.3.1 de [82]) :

—D, T — &2 [bQDaMOW + Dv(bgMaﬁ)} — 8 pour B=1,2
(1.54)
~bag T + 2| Do DM — bgbys M| = f°

ot T et M®P représentent les tenseurs de contraintes membranaires et de moments de flexion. Il
convient bien entendu de rajouter aux équations d’équilibre (1.54) les conditions aux limites cinéma-
tiques sur (uq,ug,us), ainsi que les conditions aux limites de bord libre ou d’efforts imposés faisant
intervenir 7% et M5,

1.3.2 Rigidité des surfaces

Lorsque que cela est possible, la coque a tendance a se déformer par des déplacements inextensionnels,
c’est-a-dire des déplacements annulant la forme bilinéaire d’énergie membranaire. En effet, la rigidité
en flexion étant beaucoup plus faible quand I’épaisseur relative € est petite, les déplacements, qui ont
tendance a minimiser ’énergie privilégieront naturellement, lorsque cela est possible, les déformations
de flexion pure. Or l'existence de déplacements inextentionnels dépend de la nature géométrique (el-
liptique, hyperbolique, parabolique) de la surface moyenne S, ainsi que des conditions aux limites, et
notamment du fait que celles-ci assurent ou non le caractere inhibé de la coque. On rappelle ici les
principales définitions et les principaux résultats utiles par la suite.

On dit qu'une coque n’est pas géométriquement rigide (ou est non inhibée), si elle peut se déformer
par des déplacements inextensionnels, autrement dit par des déplacements qui ne modifient pas la

métrique et qui annulent a,(. ,.).

On définit ainsi G, sous-espace des flexions pures de la fagon suivante.
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Définition 1.3.1 Le sous-espace G des déplacements inextensionnels ou des flexions pures est défini
par :

G={veV;anv)=0}={ve V; y458(v) =0} (1.55)

Ces deux définitions sont bien équivalentes du fait de la positivité des coefficients A*M de la loi
de comportement. D’autre part, on peut montrer [82] que les courbes caractéristiques du systeéme de
rigidité correspondant a 7,3 = 0 coincident avec les lignes asymptotiques de la surface S.

Définition 1.3.2 La surface S associée a des conditions aux limites données est dite inhibée (ou
géométriquement rigide) si G = {0}. Dans le cas contraire, S est non-inhibée.

De plus, une surface S inhibée est dite bien-inhibée s’il existe une constante C > 0 telle que
2 2 2
am (v, 0) > C ([Jor][f + o2l +|vs][5) Vv eV (1.56)

Il est important de noter que ces propriétés de rigidité conditionnent le comportement asymptotique
du modele de Koiter étudié dans la section suivante.

1.3.3 Théorie asymptotique des coques

Il est connu que le modele de Koiter n’est pas un modele asymptotique contrairement au modele
de Novozhilov-Donnell pour les coques faiblement courbées [39, 52]. Il contient & la fois de maniere
couplée, les effets de membrane et les effets de flexion. Cependant, on peut montrer que lorsque € \ 0,
le modele de Koiter tend, soit vers le modele de membrane dans le cas des coques inhibées, soit vers
le modele de flexion pure dans le cas des coques non-inhibées, qui sont tous les deux des modeles
asymptotiques [84, 85].

Ainsi, les problemes limites sont tres différents suivant le caractere inhibé ou non de la surface moyenne
de la coque.

Si G # {0}, la coque est non-inhibée, et le processus asymptotique (quand ¢ \, 0) entre alors dans le
cadre d’un probleme de pénalisation (voir [82], section VI.1.3) dont le probleme limite est le modele
de flexion pure [84].

Dans la suite, nous nous intéresserons essentiellement au cas des coques inhibées ot G = {0}. Dans le
cas d’une coque inhibée, nous avons affaire a un probleme de perturbations singulieres. En effet, les
dérivées d’ordre supérieur sont contenues dans ay qui disparait a la limite compte tenu du facteur e2.

Le probleme limite P(0) s’écrit alors :
Trouver u’ € V,, tel que, ¥ v e Vj :
P(0) (1.57)
am(u’, v) = b(v)

avec

Vo = {v = (vi,v9,v3) € H'(Q) x H(Q) x L*(Q) ; (v1,v2) vérifiant (1.59)} (1.58)

uy =ug =0 sur v sila coque est encastrée ou firée sur (1.59)

Le probleme (1.57) a une solution unique dans V, si la coque est bien-inhibée car la coercivité de
am(.,.) est alors assurée d’apres 1.56. Dans ce cas, on a V, =V, ou V,, est défini au paragraphe
1.3.4. Tl est important de noter que la formulation faible (1.52) du modele de Koiter est posée dans
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H(Q) x H} () x HZ(2) dans le cas d'une coque encastrée sur tout son bord latéral. Par contre, le
probléeme P(0) sera posé uniquement dans H(Q) x HE(Q) x L*(Q) dans le cas d'une coque bien-
inhibée. Il n’est donc pas possible d’imposer des conditions aux limites sur uz. En effet, ug € L?(),
ce qui d’apres le théoreme des traces implique que la valeur de us n’est pas définie sur le bord du
domaine ). Ce phénomene classique correspond a ’apparition de couches limites le long du bord de
la coque lors du processus asymptotique. La perte de régularité est encore plus importante si la coque
n’est pas bien-inhibée.

Le probleme P(0) est appelé probleme membranaire car il ne prend en compte que l’énergie de
déformation membranaire. Alors que I'opérateur associé a ay est toujours elliptique (ce qui implique
que le probleme P(e) est elliptique), celui associé a a, est de méme nature que la surface moyenne
S. Ainsi, le probleme limite P(0) est elliptique, parabolique ou hyperbolique suivant que la surface
moyenne S est respectivement elliptique, parabolique ou hyperbolique.

Le probleme P(0) peut, de la méme maniére que P(e), s’écrire sous forme d’un systeéme appelé systéme
membranaire :

—D T = (B
(1.60)
—bagT’ = f3

avec les conditions aux limites cinématiques (1.59) sur u; et ug sur vp, et les conditions de bord libre
naturelles associées sur 71. On rappelle que la dérivée D77 du tenseur T est définie en (1.37).
1.3.4 Convergence vers le probleme limite
Dans le cas d’une coque inhibée nous avons

am(v,v) =0, veV =v=0 (1.61)

Ainsi
10]lv,,, = am (v, )"/ (1.62)

définit une norme sur V. On note alors V,,, 'espace complété de V' pour cette norme, qui est un espace
de Hilbert. V;,, est bien stir plus grand que V', ce qui donne l'inclusion inverse au niveau des duaux :
Vn DV & VI cV/ (1.63)

Dans le cas d'une coque inhibée, nous avons le résultat classique suivant sur la convergence de u®
solution du probléme P(g) vers la solution du probléme limite u" (voir [87] et VI.1.4 de [82] pour la
démonstration).

Théoréme 1.3.1 Si f € V), autrement dit s’il existe une constante C' telle que

[(f,0)] < Cam(v,0)"/? YveV, (1.64)

la solution u® du probléme P(e)est telle que
ut — u® dans Vi, fort, (1.65)

e\0

ou u® est la solution du probléeme limite P(0) posé dans Vi, :

Trouver u® € Vi, tel que, Y v € Vi,
(1.66)
am(u’,v) = b(v)
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L’existence et 'unicité de la solution du probleme limite sont démontrées par le théoreme de Lax-
Milgram [29] (la forme bilinéaire a,, étant coercive et continue sur V).

Il est important de noter que ’hypothese (1.64) est tres restrictive. Dans certains cas, cette hypothese
exclut certains champs de forces tres réguliers (de classe C°).

Ainsi, le probléme limite P(0) est bien posé dans V;,, pourvu que f € V.. Dans le cas d’une coque
bien-inhibée, V;,, est le plus petit possible et coincide avec V, défini en (1.58). Ainsi, le dual V), =
H='x H7! x L? est le plus grand possible et contient les champs de forces usuels.

Par contre, lorsque f ¢ V,/ on a un probléme de coques mal-inhibées et des phénomeénes d’instabilités
peuvent apparaitre a la limite lorsque € N\, 0 (voir [66]). Ce sont des phénomenes sensitifs qui seront
étudiés plus en détails dans le chapitre 5.

1.3.5 Couches limites et singularités

Comme c’est souvent le cas dans les problemes de perturbations singulieres, la solution u? du probleme
limite est moins réguliere que u¢, puisque u" est la solution d’un probleme d’ordre inférieur.

Pour des valeurs petites de ¢, le comportement de la coque se rapproche de celui décrit par P(0), le
probleme membranaire, qui ne contient pas de termes de flexion.

Comme on vient de le voir, le probleme limite est associé a ’espace d’énergie V,,, qui est plus grand que
V', ce qui implique une perte de régularité quand ¢ tend vers zéro. Pour que le probléeme limite P(0)
soit bien posé, il faut que f € V). Or V,/ pouvant étre tres petit, il arrive que f ¢ V! . La solution du
probléme limite u° appartient alors & des espaces qui sont encore plus grands que V;, et qui peuvent
méme ne pas étre contenus dans ’espace des distributions. Ces problemes dit sensitifs, seront étudiés
dans le chapitre 5.

Meéme si la solution limite quand & \, 0 n’est pas réguliere, dés que € > 0, u® est réguliere puisque
u® € V. Lorsque € devient tres petit, il apparait un phénomene de couche limite au voisinage des zones
ott u’ est singulier. De plus, en passant de u® € V & u’ € V,, la composante uz passe de H?(Q) a
L?(2) au mieux. Cela implique la perte des conditions aux limites concernant ug et il apparait, pour
€ petit, une couche limite au niveau du bord de la coque, le long des contours de la surface S. Lorsque
¢ devient petit, il peut également apparaitre d’autres types de couches appelées couches internes :

— le long des courbes ou le chargement f est discontinu

— le long des courbes ot la courbure est discontinue

— le long des caractéristiques tangentes a une des courbes citées auparavant

Nous n’étudierons pas dans cette these tous les cas de figure de singularités et de couches limites que
I’'on peut rencontrer, notamment celles qui apparaissent au niveau des contours de la surface S. En
particulier, nous concentrerons notre attention sur 1’étude des singularités dues a une discontinuité
du chargement f, ou a 'existence de coins sur le contour du domaine de chargement (dans le cas de
coques elliptiques). Dans le premier cas, nous essaierons de développer dans la section 1.5 une théorie
générale de ’étude des singularités, permettant de déduire l'ordre de grandeur des singularités des
déplacements de celle du chargement (notamment du chargement normal f3), et ceci en fonction de
la géométrie de la coque. Nous étudierons plus particulierement le cas des coques elliptiques et para-
boliques.

Le cas des coques hyperboliques a été étudié en détails dans [33, 57, 59]. Il a été montré que la perte de
régularité est plus importante le long des caractéristiques correspondant aux courbes asymptotiques
de la surface moyenne S. Il apparait des singularités le long des courbes ou le chargement est singulier
mais aussi le long des caractéristiques tangentes aux discontinuités du chargement lorsque € Y\, 0. De
plus, il a été mis en évidence des phénomenes de réflexion des singularités lorsque le bord de la surface
moyenne n’est pas parallele & une courbe asymptotique [58].
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Nous étudierons au chapitre 3, le cas des coques paraboliques, qui est assez semblable au cas des
coques hyperboliques, mais sans le phénomeéne de réflexion du fait qu’il n’y a qu’une famille de lignes
asymptotiques.

Dans le chapitre 4, nous nous intéresserons également au cas des coques elliptiques bien-inhibées qui
présentent plusieurs particularités. Nous verrons que les singularités ne se propagent jamais (car une
coque elliptique n’a pas de courbes asymptotiques réelles). De plus, on mettra en évidence I’apparition
de singularités particulieres lorsque le domaine de chargement possede des coins. Dans le cas de coques
mal-inhibées, nous verrons qu’il apparait en plus un phénomene de complexification le long du bord
libre (chapitre 5).

1.4 Reéduction du systeme membranaire a une équation aux dérivées
partielles

On se propose dans cette section de ramener les équations d’équilibre couplées du systeme membranaire
(1.60) & une équation aux dérivées partielles ne faisant intervenir qu’un seul déplacement. On verra que
ces équations réduites sont tres commodes pour étudier les ordres des singularités des déplacements
provenant d’une discontinuité des efforts ou encore afin d’étudier les épaisseurs des couches limites et
internes. Etant donné que l'objectif principal est d’étudier les singularités et leur propagation, on va
voir qu’il suffit de garder les termes de plus haut degré en terme de dérivation des déplacements uq,
ug et us.

Le systéeme membranaire (1.60) s’écrit en termes de déplacements en utilisant la loi de comportement
(1.46) ainsi que la définition (1.41) des déformations membranaire o3 :

—Alﬁﬂaﬂ&,ul — Alﬂ'ﬂagaﬂm + A157567565u3 + = f1
—Awﬂa/g&,m — A2ﬂ'7285871m + Azﬁwbv(;agu?, + .= f2 (1.67)
—A157567585u1 — A2575b7585u2 + AaﬁwébaﬂwaUS + = f3

Les termes complémentaires + . .. font intervenir les dérivées des coefficients de la loi de comportement
A“BM: et Jes symboles de Christoffel multipliés par des dérivées d’ordre moins élevé des déplacements.
D’apres I’analyse microlocale (voir [41]), ces termes d’ordre inférieur? peuvent étre négligés dans I’étude
des singularités. Cela revient & considérer I’équation réduite (1.67) que I’on peut écrire matriciellement :

Ai=f (1.68)

avec A = (A;;). La matrice A découle des termes principaux du systeme (1.67) et s’écrit :

—AY950,  —AY29,0, AYp, 505
A= | —A%1930, —A%2950,  APb504 (1.69)

—A1575b7586 —Azﬂvébv(saﬁ Aaﬁ’y‘sbagbw;

Les ordres de dérivation des A;; sont alors :

41’ordre de dérivation le plus important n’est pas le méme pour les 3 déplacements et les 3 équations. L’ordre de
dérivation le plus important pour chaque déplacement et chaque équation est indiqué dans (1.70).
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2 2 1
2 2 1 (1.70)
110

1.4.1 Cas du déplacement normal u;

L’analyse microlocale développée ici revient a considérer que tous les coefficients dans le systeme (1.68)
sont constants®. On peut montrer que cela ne modifie pas 1’étude des ordres principaux des singularités
développée dans ce qui suit. En appliquant au systéme (1.68) une technique analogue a la regle de
Cramer pour les systemes différentiels a coefficients constants, on obtient :

Det(A)yuz = AGf! + AG f2 + AS, f3 (1.71)

ou les Ag- sont les cofacteurs de la matrice A = (A;;).

On consideére dans ce qui suit le cas d’un chargement f = f3e3 uniquement normal & la surface
moyenne, qui introduit des singularités plus élevées que f! et f2. On supposera donc que :

fl=f>=0et 240 (1.72)

L’expression (1.71) se réduit alors a :

Det(A)uz = AG f3 (1.73)

Apres quelques calculs, relativement longs mais sans difficulté particuliere (détaillés dans 'annexe A.1,
formules (A.19) et (A.22), les expressions de Det(A) et A se simplifient. On obtient :

E3

2(1 = v2)(1 +v)a? (62207 + b1105 — 26150105 (1.74)

Det(A) =

et
E2

T (0102 + a?203 + 20'%0,,]”) (1.75)

c _
A33_

On rappelle que a = det(ang) = ar1az — (a12)? désigne le déterminant du tenseur métrique de la
surface moyenne S. Finalement, on obtient ’équation aux dérivées partielles suivante :

) [bgz@% + 511822 — 2[)128162] @ Uz = a2 [allaf + a22822 + 2&128182] @ f3 (1.76)

caractérisant a ’ordre principal, les singularités du déplacement ug en fonction des singularités éventuelles
du chargement f3. Comme (a®?) est la matrice inverse de (a,s) on a enfin d’apres (1.10) :

E [b2202 + b1102 — 2b150195] ™ ug = [0220% + 01103 — 2a120195]” f° (1.77)

1.4.2 Cas des déplacements tangentiels u; et u,

Reprenons la méme démarche que dans la section précédente mais pour les déplacements tangentiels
u1 et ug. Afin d’obtenir une équation aux dérivées partielles ne faisant intervenir que w1, nous partons
de la formule suivante analogue a (1.73) :

Det(A)u; = A 2 (1.78)

®Ce qui est le cas si le tenseur métrique aqs et donc les coefficients A“P** sont supposés constants au moins localement.
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obtenue de fagon similaire.

Comme nous avons déja calculé det(A), nous devons seulement calculer A§;. Le calcul de A§; (détaillé
dans Pannexe A.1, formule (A.26)) conduit a5 :

E2

A = ———
37 4a(1+v)2

{(2 + Jbii(a't)? + (at'a®® — (2 +2J)(a'?)?) bgg}ai’ +

{2(2 + 1) (a®*)2b1a + 2(2 + J)a*a'?by, }83
+{4(2 + Jatta??byy + (42 + J)(a'?)? — 2aMa®)b1y — 2(2 + J)a22a12b22}a%<92
{((3J +4)a"a®® + (6 + 2J)(a'?)?)byy

—(2+ J)(a®*)%bye + (8 + 4J)a22a12b12}818§] (1.79)

2v

_U‘

ol l'on rappelle que J = 1
Si on se place dans un systeme de coordonnées quelconque, 'opérateur A§; est donc de la forme :

AS) = mi )05 + m}, 0501 + m),0207 +m 507 (1.80)

De la méme maniere pour ueo, les singularités en déplacements a l'ordre principal sont régies par
I’équation :

Det(A)uy = AS f> (1.81)

Pour avoir A%, il suffit d’intervertir tous les indices 1 et 2 dans I'expression de A§; et d’ajouter un
signe moins. On aura alors :

E2

Ay = ——
32 4a(l+v)?

{2(2 + J)(a't)?big +2(2 + J)anambgg}@i)’

{ (a11a22 — (2 + 2J)(CL12)2) b1 + (2 + J)bgg(a22)2}8§’ + { — (2 + J)(a11)2b11

(1.82)
+((3J + 4)a11a22 + (6 + 2J)(a12)2)b22 + (8 + 4J)a11a12b12}6%82
+{ —2(2+ J)a'ta'?byy + 4(2 + J)a*2a by + (4(2 + J)(a*?)? - 2a11a22)b12}81822]
Dans un systeme de coordonnées quelconque, Agz s’écrit de maniere générale sous la forme :

olt les coefficients mb, peuvent étre identifiés & partir de la formule (1.82).

50n pourrait utiliser la formule (1.10) pour exprimer les 2 formules suivantes a 1’aide des composantes covariantes du
tenseur métrique mais cela ne simplifierait pas les expressions.
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1.5 Structure des singularités des déplacements dans le cas d’un
chargement singulier le long d’une courbe

Dans cette partie, on considére toujours le cas d’un chargement normal f3 # 0, les chargements
tangentiels f! et f? étant nuls. Comme on I’a vu précédemment (équations (1.73), (1.78) et (1.81)),
le probleme membranaire limite P(0) peut étre ramené, dans le cas d’'un chargement normal, a 3
équations du type :

Lu; = M; f? (1.84)

ott L = a3det(A) est un opérateur différentiel du 4°¢ ordre donné par (1.74). On I’écrira de fagon

générale sous la forme :
L =105 + 110301 + 150307 + 130,03 + 1,0} (1.85)

ou chaque I; peut étre identifié avec I'expression (1.74) de det(A). On a par exemple :

2(1 —12)(1+v) b

lo = (1.86)
Dans (1.84), u; représente la composante i du déplacement u. Le second membre M; f3 dépend de M;,
qui est égal a a3A3CZ-. Ainsi, M; et M sont des opérateurs du 3¢™¢ ordre que 1’on peut écrire sous la
forme :

M, = maoag’ + malc‘?%&l + ma2828% + ma38f’, a=1,2 (187)

Par contre, M3 est un opérateur du 4¢¢ ordre de la forme :

Ms = m306§ + m318§81 + mggag(?% + m33828§ —+ 7113481l (1.88)

Pour l'instant, nous traitons le cas d’'une coque ayant une surface moyenne S de nature quelconque
(elliptique, hyperbolique ou parabolique) et pour des conditions aux limites pas encore précisées.
Considérons un chargement f3 présentant une singularité a l'intérieur du domaine, par exemple, le
long de la droite 2 = 0 (voir Fig. 1.8). Le cas d’une courbe est analogue dans des coordonnées cur-
vilignes adaptées. Notons que, en coordonnées curvilignes, les coefficients ne sont plus constants mais
les résultats correspondants resteront vrais pour les termes d’ordre supérieur.

Dans ce qui suit, on considere de facon générale une singularité So(y?) et la chaine de singularités

correspondante :
coey S22(y?), S-a(y?)s So(y?), Si(y?), Sa(y?), S3(y?), - (1.89)
d
avec Sk = dT/? Sk.

Cette chaine de singularités est prise au sens de fonctions (ou distributions) définies & une fonction
(ou distribution) additive prés qui est réguliere au voisinage de 32 = 0. Un exemple d’une chaine de
singularités peut étre :

o PH(Y) L HyY), 6y, 0 (y°), - (1.90)

H(.) étant la fonction saut de Heavyside et §(.) la distribution de Dirac & l'origine, mais d’autres
chaines existent. Nous en verrons un exemple dans le paragraphe 3.3.2.
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f3 singulier le long de 3 = 0

- —- -

FiG. 1.8 — Singularité du chargement en y? = 0

Considérant que f2 présente une singularité en So(y?) le long de la droite 42 = 0, f2 peut s’écrire de
la forme :

2 =2(y")So(y?) (1.91)

o1 ®(y') est une fonction réguliere en 3. Ainsi le second membre de (1.84) s’écrit :

M;f* = Wi(y") S, (y%) (1.92)
ott la fonction W;(y!) est une fonction réguliere contenant des dérivées d’ordre au plus égal & 4 en y!

et (B; un entier relatif & déterminer pour chaque déplacement u;.
Classiquement, on cherche la solution u; sous la forme :

wi(y" y%) = Uia; (") Sa; (%) + Uiay—1(y")Sei—1 (%) + - .- (1.93)
L’expression (1.93) est une séquence formelle de la chaine de singularités (1.89) dont le terme le plus
singulier est plus élevé que celui de (1.92), multipliées par des coefficients inconnus Ujq, (¥1), Ua, —1(y1),

En remplagant (1.92) et (1.93) dans (1.84), on a par identification avec (1.85) :

lo [Um () S+ 4(¥?) + Uiay—1 (¥ Sa, 13(12) + .. }
i [P Srrs)+
+a [Uz’(jz(yl)saiw(f) +.. }
+l3 [Ui(asz(yl)sai—l-l(yQ) +.. }
iy (U Sa,D) + - | = 0S5 %) + - (1.94)
ol U;k) = (Z];(ljg

Nous allons voir dans ce qui suit que le fait que y? = 0 soit une courbe caractéristique ou pas joue un
role primordial. Cela a non seulement des conséquences sur 'ordre des singularités des déplacements
mais également sur le fait que cette singularité se propage ou pas.
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1.5.1 Singularité le long d’une ligne non caractéristique

Nous étudions ici le cas ot la droite 2 = 0 n’est pas une courbe caractéristique’. Par définition, les
lignes asymptotiques vérifient en tout point I’équation (1.17). Dans le cas étudié ici, on a nécessairement
b11 # 0 quelle que soit la nature de la surface moyenne. En effet, si b1 était nul, (1.17) impliquerait
que y? = constante est une direction asymptotique, ce qui n’est pas le cas ici. De plus, si on se refere
a lexpression (1.86), le coefficient Iy est également non nul.

Afin de déterminer I'ordre des singularités des déplacements, on identifie les termes les plus singuliers
de chaque membre de I’équation (1.94) (on part du plus singulier Sg, puis Sg_1, etc). On trouve que
a; +4 =0,

e Déplacement u;

On distingue deux cas différents selon que mqg est nul ou non. D’apres 1'expression (1.79) de A3cl, le
coefficient mqg s’écrit :

E2a?

mio = 2(1 + V)2

E2 2
L2+ ) (1.95)

) J 22 22b 12b _
(2+ J)a**(a““bi2 + a “b11) 0+

Comme a > 0 et a®?> > 0, mjo s’annule si b% est nul. C’est le cas par exemple si le paramétrage

(y',y?) correspond aux directions des courbures principales. Ainsi, il convient de distinguer les deux
cas suivants :

-Sib?#£0,0na:

My f? = Wi(y")Sg, + - = mio®(y")S3(y?) + ... (1.96)
On trouve alors 81 = 3 et donc a; = —1, ce qui donne en terme de singularités pour le déplacement
ujq -
ui(y'y?) = U1 (y)S-a(y®) + - .. (1.97)
avec
Uia(y') = 0 2() (1.98)

Le facteur Uj_; est toujours défini comme Iy # 0.

Ainsi, dans le cas général ol b3 # 0, le déplacement u; est d'un ordre moins singulier que le chargement
normal f3.

- Si b% =0, on a m1g = 0. On doit alors distinguer deux nouveaux cas suivant que mi; est nul ou non.
Rappelons d’abord ’expression de my; déduite de (1.79) :

_ E*a? 11 22 1242
mi1 = 5 ((3J+4)a a +2(3+J)((1 ))bn

41 +v)
(1.99)

—(2+ J)(a®?)?bag + 4(2 + J)a*?a'?byy

“En théorie linéaire, les courbes caractéristiques du systéme de rigidité coincident avec les courbes asymptotiques de
la surface S.
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11 est assez difficile de donner une interprétation géométrique a la condition mi; = 0. Cependant, si on
est dans le repere principal des courbures (qui implique bien mjy = 0), la condition m1; = 0 devient :

(3J + 4)a' a®*byy — (2 + J)(a®*)?bye = 0 (1.100)

soit finalement :

a11b11 b% 24+ J 1

a?2byy _%_4+3J:2+V

(1.101)
Autrement dit, si (y',y?) correspond au paramétrage du repere principal des courbures, m1q est nul,
et my1 est nul si on a b3 = (2 + V)b%. Ceci ne peut arriver que dans le cas d’une coque elliptique ou
les deux courbures sont de méme signe.

Revenons au 2¢™¢ cas traité, celui ot1 mjp = 0 car b? = 0. On distingue les deux sous-cas suivants :

- Si my est non nul, 'équation (1.94) devient :

lo [Utay (") Sarsa(y®) + ]+ = mu @V (y")Sa(y”) + .. (1.102)
Cela donne cette fois #; = 2 et a; = —2. Ainsi, le terme le plus singulier pour le déplacement u; sera :
ui(y',y?) = Ur-a(y")S—a(y®) + . .. (1.103)
avec
Ur-a(y') = @) (1.104)
0

Dans ce cas, la singularité du déplacement u; sera de 2 ordres moins singulier que le chargement f3.
- Enfin, si mq1 est nul, il faut distinguer a nouveaux 2 cas suivant que mis est nul ou non. Dans
le repere principal des courbures, m1s se réduit a :

E2q?

_ 9 11,22 1.1
mio 7(1 +11)2( + J)a " a*"byy (1.105)
et est donc non nul. L’équation (1.94) devient alors :
lo [Utay (") Sar4a@®) + .. ]+ = ma®P (y1)S1(y%) + ... (1.106)
Cela donne cette fois §1 = 1 et @1 = —3. Ainsi, le terme le plus singulier pour le déplacement uq
s’écrit :
ur(yt, y?) = Ur_3(y')S_s(y?) + ... (1.107)
avec
m
Ur-s(y') = = 200" (1.108)

Ainsi, dans ce cas tres particulier, le déplacement u; sera de 3 ordres moins singulier que le chargement
f3
On constate que I’étude générale des singularités nécessite de considérer un certain nombre de cas et

de sous-cas particuliers, entrainant une étude complete qui peut étre fastidieuse. Cependant, ce qui
nous intéresse est de déterminer les déplacements les plus singuliers, qui sont les plus pénalisant pour
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la structure. Les cas particuliers conduisant a des déplacements moins singuliers, sont donc moins
importants a étudier de facon générale, d’autant qu’ils correspondent a des cas rarement rencontrés en
principe. Cela dit, ces cas particuliers pourraient étre envisagés spécifiquement en pratique pour dimen-
sionner des structures sous certaines sollicitations de fagon a réduire les singularités des déplacements.

Remarque 1.5.1 Si b% =0 (ce qui est le cas dans le repére principal de courbures) et si f> ne dépend
pas de y* (i.e. ¢(y') = constante), d’aprés (1.108), on aura Uy_3 = 0. En continuant l’étude des
singularités, on montrerait que les coefficients Uy_p, liés a ® (y) (avec n > 3) sont nuls. Dans ce
cas particulier, uy ne serait pas singulier.

Ceci est dii au fait que les coefficients Uy, dépendent alors des dérivées de ¢(y') par rapport & y* et
sont donc tous nuls.

e Déplacement us

Pour déterminer les singularités les plus importantes du déplacement uo, nous procédons de la méme
fagon que pour le déplacement u;. Nous repartons de I’équation (1.84) avec i = 2. Le coefficient mgg
devant le terme en d3 peut étre nul dans certains cas. En effet, il s’écrit :

E2%q?
e ((a11a22 — 21+ J)(a'2)2)byy + (2 + J)bgg(a”)?) (1.109)

Celui-ci s’annule dans des cas tres spécifiques, quand :

mao =

2(1+ J)(a'?)? — ala?2
b = = (1.110)

Si on est dans le repére principal des courbures, cette condition devient :

v—1
by =
2 2

Cela ne peut se rencontrer que dans le cas d’une coque hyperbolique car v — 1 < 0.

b (1.111)

Considérons le cas le plus courant ou le coefficient mog est non nul. On a alors :

Maf? = mao®(y")Ss(y®) + ... (1.112)
On obtient par identification B2 = 3 et donc as = —1, ce qui donne :
us(y', %) = Va1 (y")S—1(y®) + ... (1.113)
avec m
Up1(y') = %‘P(yl) (1.114)

D’une maniere générale®, si la singularité de f2 n’est pas le long d’une courbe caractéristique, us sera
d’un ordre moins singulier que f3.

e Déplacement ug
Le calcul de l'ordre de la singularité du déplacement normal us s’obtient de maniére similaire en

repartant & nouveau de (1.84) avec i = 3 cette fois. Un point important est que dans le cas du
déplacement us, le coefficient au second membre msg est toujours non nul. En effet, on a :

8Sauf pour le cas tres particulier olt mao = 0, qui a trés peu de chances d’étre rencontré en pratique.
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E2
21 —v?)(1+v

m3o =

)all (1.115)

avec a1y strictement positif par définition. Ainsi, on a :

M3f3 = m30<I>(yl)S4(y2) + ... (1116)

Dans ce cas , on trouve par identification que o = 4 et ag = 0, ce qui donne :

us(y*,y%) = Uso(y")So(v®) + - - (1.117)
avec m
Uso(y') = T?’O@(yl) (1.118)

qui est défini et non nul car mgy # 0 et Iy # 0. Ainsi, le déplacement normal ug aura toujours la méme
singularité que le chargement f? quand la singularité du déplacement est le long d’une courbe non
caractéristique.

1.5.2 Singularité le long d’une courbe caractéristique

Contrairement au cas d’une singularité du chargement le long d’une courbe non caractéristique, les
ordres des singularités des déplacements dépendent de la nature de la surface moyenne de la coque
lorsque la singularité f2 est le long d’une courbe caractéristique. On peut tout de suite mettre & part
le cas des coques elliptiques qui, ne possédant pas de courbe caractéristiques réelles, sont uniquement
concernées par des singularités le long de lignes non caractéristiques.

Cas d’une coque parabolique

Commencons par le cas d’une coque parabolique avec des caractéristiques le long des droites y? =
constante. La direction dy> = 0 annule donc la deuxiéme forme fondamentale, ce qui implique
nécessairement que b3 = 0 d’aprés (1.17). La coque étant parabolique, on a byjbye — b2, = 0,
ce qui implique nécessairement que bja = 0 et bea # 0 (sinon on aurait une plaque). On a donc
lo = ll = l2 = l3 =0et l4 75 0 d’aprés (174)

On considére comme précédemment le cas ol f2 posséde une singularité en Sp(y?) au voisinage de

y? = 0 qui correspond & une courbe caractéristique (dans le plan des parametres). Ainsi, dans le cas
d’une coque parabolique, I’équation (1.94) devient :

i (U 0 San ) + - | = W) Sa ) + . (1.119)

Cette équation permet comme on I’a vu de déterminer les ordres des singularités des déplacements w1,
ug et uz. On aura de fagon générale, en identifiant les termes les plus singuliers a; = 3;

e Déplacement u;

Dans le cas parabolique considéré, comme b1 = b1o = 0, on a myg = 0. On a donc comme coefficient

au second membre, mi; = —%(2 + J)(a??)%bge. Comme a?? et byo sont forcément non nuls, on a
mii1 7& 0et:
My f? =m0 (y")Sa(y?) (1.120)
do
ott on rappelle que () = —-
dy
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On trouve alors 31 = 2 et oy = 2. Cela donne :

u(y',y%) = Ura(y")S2(y®) + . .. (1.121)

avec

1 (1) (1) (1.122)

ou Iy est différent de zéro, ainsi que myi. Le déplacement u; est donc de deux ordres plus singulier
que le chargement f3.

e Déplacement uy

De méme que pour u1, on détermine les singularités du déplacement us dues & une singularité de f3 le
long de 42 = 0. Le coefficient mag est non nul si la condition (1.110) n’est pas satisfaite. Cette derniere
devient dans le cas parabolique avec by = bjo =0 :

a'*a®® —2(J 4+ 1)(a'?)? =0 (1.123)

que 'on suppose non vérifiée. Il est évident que cela est le cas pour un paramétrage correspondant
aux lignes de courbure principale? ot1 a'? = 0 et a'! > 0, a?? > 0.

Ainsi, si mgg # 0, on a le second membre :

My f* = mao®(y")Ss(y) (1.124)

On trouve alors as = 3. Le terme le plus singulier du déplacement us est alors :

uz(y',y?) = Uas(y")Ss(y*) + - - (1.125)
avec
d'Uss , 1, mao ., |
W(y )= T‘I’(l/ ) (1.126)

Dans ce cas, le déplacement us est de 3 ordres plus singulier que f3.
e Déplacement ug

Comme on 'a vu précédemment, le coefficient mgy est toujours non nul, quelle que soit la géométrie
de la surface moyenne S (expression (1.115)). On a alors :

M3f3 = m30¢(y1)54 (1127)

qui conduit & g = 4. On a donc dans ce cas :

uz(y',y%) = Usa(y")Sa(y?) + . .. (1.128)
avec
d*Uss , 1, mso0.,
ai ) =7, o) (1.129)

Ainsi, le déplacement normal u3 sera de 4 ordres plus singulier que le chargement f3.

C . . . . . . ’ 7’ .
9Dans le cas des coques paraboliques, une des lignes de courbure principale coincide avec les génératrices y? = cste,
sur lesquelles on suppose le chargement singulier.
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Cas d’une coque hyperbolique

Nous étudions maintenant le cas ou la coque est hyperbolique avec des caractéristiques le long des
droites y? = constante. Comme précédemment, la direction dy? = 0 annule la deuxiéme forme fonda-
mentale, ce qui implique nécessairement que by; = 0.

y! = cste

directions asymptotiques

lignes de courbures principales

Fi1c. 1.9 — Exemple de coque hyperbolique et systeme de coordonnées choisi

La coque étant hyperbolique, on a by1bag — b5 < 0, et donc byo est nécessairement non nul. On a donc
lo =1; =0 d’apres (1.74). L’équation (1.94) devient :

b [US ) Saral®) + |+ = WS () +

-5,
(1—-v2)(1+v)
donc a; +2 = ;. Ainsi, les déplacements sont en général moins singuliers que dans le cas parabolique.

ol ly = apres ce qui précede. Dans le cas des coques hyperboliques, on aura
u ! 0 d’apre i précede. D 1 d hyperboli

e Déplacement u;
E2%a?

4(1 4 v)?

forcément non nul. On a donc comme second membre :

D’apres ce qui précede, on a byy = 0 et myg = 2(2 + J)(a**)?*byy d’apres (1.79) qui est
My f3 = mio®(y*)S3(y?) (1.130)

On trouve alors 1 = 3 et ¢y = 1. Cela donne :

ui(y',v?) = Un(y")Si(y*) + - (1.131)

avec

d2U11
d(y*)?

qui est toujours défini et non nul des que ®(y') # 0. Ainsi, le déplacement u; sera d’un ordre plus
singulier que le chargement f3.

_my

(y') = ——2y") (1.132)

lo
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e Déplacement us

D’apres I'expression (1.109) de myg, celui-ci sera nul dans le cas hyperbolique si la condition suivante
est satisfaite :
(24 J)baa(a®?)? =0 (1.133)

- Simgg # 0 (i.e si bag # 0), le second membre s’écrit :

M2f3 = mgofb(yl)Sg(yQ) + ... (1134)

et le déplacement uo s’écrit en terme singularité :

up(y*, y?) = Un(yH)S1(y°) + ... (1.135)
avec
d*Uyy  magg ., 4
=—0 1.1
- 1 W) (1.136)

Ainsi, uy sera d’un ordre plus singulier que f3, tout comme le déplacement u;.

- Dans le cas hyperbolique, si le systéme de coordonnées correspond aux lignes asymptotiques (qui

sont distinctes), on a by; = byy = 0 et byo # 0. Ainsi, la condition mgy = 0 sera automatiquement

vérifie. Le coefficient mo; se réduit alors a
—E?a?

2(1+v)?

qui est généralement non nul sauf pour les cas tres particuliers ou

Moy = (2(2 + J)(a'?)? — a'la®?) (1.137)
a'ta®® =2(2+ J)(a'?)?
qui ne seront pas considérés ici.

On a alors, si mo; est non nul, comme second membre :

Mo f? = mg @M (y1) S5 (y?) (1.138)

et le déplacement wuo s’écrit avec o = 2 et ap =0 :

us(y",y%) = Uso(y")So(v®) + - - (1.139)

d?Usxn(y')  ma

= oWyt 1.140
Si le systeme de coordonnées correspond aux lignes asymptotiques, la singularité du déplacement us
est dans ce cas du méme ordre que f3, alors que u; est d’un ordre plus singulier.
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e Déplacement ug
Comme dans les cas traités précédemment , msp est toujours non nul, ce qui implique que :

Msf3 = mao®(y')Sa(y?) (1.141)

On trouve alors que 33 = 4 et az3 = 2 dans le cas hyperbolique. On donc a dans ce cas :

us(y', y?) = Usa(y)Sa(y) + . .- (1.142)
avec

d?Usa(y')  mao

W =, d(y) (1.143)

Le déplacement normal u3 est alors de 2 ordres plus singulier que le chargement f3.

1.5.3 Synthese des résultats

Malgré la diversité des cas étudiés et des résultats obtenus, dépendant a la fois de la nature de la
surface S et de la direction des singularités du chargement (suivant ou non une courbe caractéristique
du systéme membranaire), il est possible de dégager un certain nombre de résultats généraux. Les
cas et sous cas considérés ne concernent que les déplacements tangentiels dont les deux composantes
dépendent fortement du paramétrage choisi tandis que les résultats concernant le déplacement normal
us sont intrinseques. Ces résultats permettent de déterminer a priori I'ordre de grandeur des singula-
rités des déplacements u1, us et ug en fonction de la singularité du chargement et de son orientation.

Tout d’abord, il y a deux différences majeures suivant que la singularité du chargement f3 soit ou non
le long d’une courbe caractéristique. Cette distinction n’a bien siir de sens que dans le cas des coques
paraboliques et hyperboliques, une surface elliptique n’ayant pas de courbe asymptotique réelle.

e Dans le cas d’une singularité le long d’une courbe caractéristique, les déplacements u1, us et ug sont
en général plus singuliers que f3. Ainsi, si par exemple f2 présente une singularité en (y?)3H (y?) qui
n’est pourtant pas trés importante, alors ug aura une singularité en §(y?) dans le cas parabolique et en
y>H (%) dans le cas hyperbolique. La deuxiéme différence majeure est que lorsque le chargement est
singulier le long d’une caractéristique, les singularités vont se propager sur toute la caractéristique. En
effet, dans les résultats obtenus au paragraphe 1.5.2, U12(y'), Uas(y') et Uss(y') sont des primitives de
®(yh), du 4¢me ordre dans le cas parabolique et du 2°™¢ ordre dans le cas hyperbolique. Ainsi, méme
si ®(y') = 0 (ce qui est le cas hors de la zone chargée), ces trois facteurs sont en général non nuls.

e Par contre, dans le cas d'un chargement f3 le long d’un courbe non caractéristique de la surface
moyenne S, les fonctions Uty (y'), Ur2(y!), Uss(y') sont directement proportionnelles & ®(y') (résultats
du paragraphe 1.5.1). Elles sont donc exactement nulles hors de la zone de chargement et il n’y a au-
cune propagation des singularités.

D’autre part, tous les résultats obtenus a la section 1.5 peuvent se résumer dans le résultat suivant :
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Résultat 1.5.1 Soit S une surface quelconque plongée dans R3, paramétrée par la carte locale (2, ¥)
ot (yt,y?) est un point courant de Q1 € R2. Cette surface est supposée soumise a un chargement uni-
quement normal f3, qui posséde une singularité sur la ligne y> = 0. Alors, on a les résultats suivants :

1) Si y? = 0 n'est pas une courbe caractéristique,

o les déplacements uy et uy seront d’un ordre moins singulier que le chargement f3, sauf dans
des cas tres particuliers.

o le déplacement normal ug aura towjours la méme singularité que f3.
e il n’y a aucune propagation des singularités.
2) Si y? = 0 est une ligne asymptotique, le résultat dépend de la nature géométrique de la surface S
mais dans tous les cas, les singularités se propagent le long de cette ligne asymptotique.
i) si la surface S est parabolique :
e uy est généralement de 2 ordres plus singulier que f2 (sauf cas trés particuliers).
e uy est généralement de 3 ordres plus singulier que f> (sauf cas trés particuliers).
o ug est toujours de 4 ordres plus singulier que f3.
i1) si la surface S est hyperbolique :
o uy est towjours d’un ordre plus singulier que f3.

e uy est d'un ordre plus singulier que f> (ou du méme ordre si le systéme de coordonnées est
celui des lignes asymptotiques)

o u3 est towjours de 2 ordres plus singulier que f3.

Remarque 1.5.2 Dans le cas d’une coque hyperbolique, la direction des déplacements u; et ug n’est
pas toujours facile a interpréter géométriquement dans le systéeme de coordonnées correspondant auz
courbes caractéristiques. En effet, il s’agit des composantes covariantes dans la base duale (a',a?) du
plan tangent, qui est orthogonale d la base (a1, a2), elle méme tangente aux courbes caractéristiques
y' = cste et y? = cste, mais pas nécessairement orthogonale. Dans le cas parabolique, o les courbes
caractéristiques sont confondues, l'interprétation est plus aisée, si on se place dans le systéme de
coordonnées lié auzx courbures principales. Dans ce cas, la base locale (ay,as) est orthogonale et une
des deuz directions correspond nécessairement & une ligne asymptotique (la direction ot la courbure

est nulle).

1.6 Etude des épaisseurs de couche
Dans cette section, nous proposons de retrouver les résultats classiques donnant les ordres des épaisseurs

des couches limites et internes en fonction de la nature de la surface moyenne de la coque (elliptique,
parabolique, hyperbolique), et de la nature de la couche (le long d’une courbe caractéristique ou non).

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



1.6 Etude des épaisseurs de couche

En effet, I’épaisseur de la couche n’est pas la méme si celle-ci se trouve ou non le long d’une courbe ca-
ractéristique du systeme membranaire correspondant aux lignes asymptotiques de la surface moyenne.
Nous commencerons par établir une équation aux dérivées partielles réduite, déduite du modele com-
plet de Koiter, mais ne faisant intervenir que le déplacement normal uz. Cette formulation réduite
s’obtient de la méme fagon que la formulation réduite du modele de membrane (1.76) présentée a la
section 1.4.1. Au terme de membrane correspondant a la formulation réduite (1.76), il convient de
rajouter le terme de flexion en €2, ou plutdét seulement le terme de flexion prépondérant pour 1’étude
des singularités. Ce terme sera celui qui aura la plus faible puissance en ¢ et 'ordre de dérivation le
plus important.

Ecrivons le systéme complet du modele de Koiter (1.44) sous la forme Au = f. La matrice A s’exprime
ici (voir le détails des calculs en annexe A.2) :
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—AB G0, —AVB2950, A5

+e2(0% +...)  +e2(0%+...) +e2(3% +...)

— A2 940, — A28729,30, A2899p_ 50 a4
2@ 4..) (02 +..) 42 +..) (1.144)
— AW 505 —AP0h 50y AYP0hghs + S F

+e2(P+...) 4203 +...) +e2(3% +...)

© 2008 Tous droits réservés.

avec F = [ANHO] 4+ A22229} 4 (241122 4 4 A1212)9203 + 4AM12930, + 4412220, 03]
et oit +2(9"+. .. ) dénotent les termes restants et n les ordres les plus élevés des dérivées de ces termes.

Ainsi le terme de flexion le plus important (en terme de singularité) provient de la multiplication du
cofacteur A% par le terme %F de Asz. Ce terme est en €2 et comporte des dérivées d’ordre 8. Tous
les autres termes de flexion contiennent des dérivées d’ordre inférieur ou sont facteurs de terme en £
avec n > 2. Ils sont donc dans les 2 cas moins importants en termes de singularités.

On obtient finalement 1’équation réduite suivante du modele de Koiter pour I’étude des singularités
lorsque € Y\, 0 qui s’écrit :

2
E [;cﬁ (0107 + 42202 + 2a"20,05) ™Y + (1 + 1) 52202 + 01102 — 2b120100] ) +
(1.145)

0(52)} uz = [a2(1 +v) [al102 4 2203 + 2a120,05) ) + 0(52)} £3
Pour € = 0 qui correspond au cas limite du modéle de membrane, on retrouve bien évidemment 1’ex-

pression (1.76) de ’équation réduite du modele de membrane. Cette équation réduite peut également
s’écrire sous la forme :

g2 1
E [12&2 [a110] + a2203 + 24120102 @4 (L4 v) [b220F + b1105 — 2b120105] @ 4
(1.146)
0(82):| ug = [(1 +v) [am@% + a118§ — 2@123162] @ + 0(62)} f3

1.6.1 Cas d’une couche le long d’une courbe non caractéristique

L’épaisseur de couche est identique quelle que soit la géométrie de la coque, dans le cas d’une singularité
le long d’une courbe non caractéristique. Prenons par exemple une couche dans la direction y? =
constante. Comme on ’a vu précédemment (section 1.5.1), si cette droite est non caractéristique,
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on a forcément b;; # 0. Nous effectuons alors de facon classique une dilatation dans la direction
perpendiculaire a la couche :

2=yl
(') = (21, 22) tel que . (1.147)
22— g2
EOC

Cherchons I’épaisseur de la couche sous la forme = €, o étant une constante positive indéterminée
pour l'instant. Avec les nouvelles variables (21, 22), ’équation (1.145) devient :

K; 08 1 o0t
2 f =
E[e <€8a (22)8+...>+Km64a (22)4+...:|U3

(1.148)
{(1 +v) [a110f + 2203 + 120,05 @4 0(52)] f?
oll +... dénotent des termes contenant des ordres de dérivation inférieurs par rapport a 22, et ott K [

et K3 sont des constantes. A 'intérieur des couches, les termes de flexion et de membrane doivent étre
de méme ordre méme pour un faible . A 'intérieur des couches on doit donc avoir :

g2 1
soit : X
= 1.150

Dans le cas d’une couche le long d’une courbe non caractéristique, 1’épaisseur 7 de la couche est donc
de lordre de n = £'/2 quelle que soit la géométrie de la surface moyenne S.

1.6.2 Cas d’une couche le long d’une courbe caractéristique
Cas d’une coque parabolique

Dans le cas d’une coque parabolique, les choses sont différentes si la couche se trouve le long d’une
courbe caractéristique ou asymptotique, celles-ci étant confondues. Nous étudions ici le cas ou la
couche se trouve le long d'une courbe caractéristique y> = constante. On a alors by;; = 0. Comme la
coque est parabolique, on a by1bye — b2, = 0, ce qui implique que byz = 0. L’équation (1.145) devient
alors :
e? 1 2 ) () 21(2) 2
ELQGQ (1107 + a2205 + a120102]" 7 + (1 +v) [b2207]™ + O(e?) |ug =
(1.151)

|:(1 + I/) [CLHG% + a226§ + a128162] ) + 0(62)] f3

On effectue & nouveau la dilatation (1.147) dans la direction perpendiculaire & la caractéristique
y? = constante. Avec ces nouvelles variables (21, 22), le premier membre de I’équation (1.151) devient :

Ky 08 ot
E52<f +...>+Km+...]u5 1.152
|: e8a 6(22)8 0(21)4 3 ( )
Dans ce cas on obtient :
&2
& =00 (1.153)
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ce qui donne :

= - 1.154
o= (1.154)

Ainsi, dans le cas d’une coque parabolique, 1’épaisseur d’une couche limite ou interne le long d’une
caractéristique est de ordre de £1/4. Elle est donc plus épaisse qu’une couche le long d’une droite non
caractéristique lorsque € \ 0.

Cas d’une coque hyperbolique

On considere cette fois-ci une coque hyperbolique. Si la ligne y?> = constante est caractéristique, alors
b1 = 0. Comme la coque est hyperbolique, bj1bas — b2, < 0, ce qui implique cette fois-ci que bja # 0.
L’équation (1.145) devient alors :

2
E [TZ [a'107 + a*05 + a'0105] @y (14 v)a® [b120102 + b2 07| @ L 0(52)} g =
(1.155)

(14 ) [a07 + 268 + a'20,0,)*) + O(?)] 2

En effectuant encore la dilatation (1.147), le premier membre de I’équation (1.155) devient :

K¢ 08 1 ot
2 f €

qui conduit a :

g2 1
ce qui donne :
L (1.158)
a=— .
3

Dans le cas d’une coque hyperbolique, I’épaisseur d’une couche interne ou limite le long d’une courbe
caractéristique est de Pordre de £1/3. Elle est donc plus épaisse qu'une couche le long d’une courbe non
caractéristique lorsque € Y\, 0, mais moins épaisse qu'une couche le long d’une ligne caractéristique
dans le cas d’'une coque parabolique.

Finalement, on peut résumer les résultats existant sur les épaisseurs de couche 7 de la facon suivante :

o= 0(51/ 2) le long des couches qui ne sont pas caractéristiques et cela pour tous les types de coques
(elliptique, parabolique, hyperbolique)

e (’)(51/ 4) le long des caractéristiques doubles, i.e. pour les coques paraboliques
o 7= O(c'/3) le long des caractéristiques simples, i.e. pour les coques hyperboliques
Nous verrons dans les chapitres suivants, lors de I’étude numérique précise de 'apparition de ces

couches limites ou couches internes lorsque ¢ tend vers 0, que ’on retrouve précisément les ordres de
grandeur d’épaisseurs de couches prédites par la théorie dans les différents cas étudiés.
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1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les outils élémentaires de géométrie différentielle permettant
de formuler correctement le modele linéaire de coque élastique de Koiter, ainsi que les problemes
de couches limites et couches internes qui apparaissent lorsque 1’épaisseur € tend vers 0. Nous avons
ensuite établi une formulation réduite du modele de Koiter, et du modele membranaire limite, par-
ticulierement bien adaptée a I’étude des singularités. Cette formulation réduite a permis d’énoncer
un certain nombre de résultats assez généraux caractérisant ’ordre des singularités des déplacements
résultant d’une discontinuité du chargement. Nous avons également pu retrouver les résultats classiques
donnant les épaisseurs de couche suivant la géométrie de la surface moyenne de la coque (elliptique,
parabolique, hyperbolique), et I'intersection ou non de la couche avec les courbes caractéristiques de
la surface moyenne.

Dans les chapitres suivants, nous approfondirons cette étude des singularités dans le cas des coques

paraboliques et elliptiques, non seulement d’un point de vue théorique, mais également avec des
simulations numériques basées sur 'adaptation de maillage.
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Chapitre 2

Simulation numérique et adaptation de
maillage

2.1 Introduction

On se propose dans la suite de cette theése de mettre en oeuvre des simulations numériques par éléments
finis permettant de visualiser précisément les singularités prédites par la théorie dans différents cas
de figure. Afin de pouvoir appréhender finement les singularités en déplacements apparaissant lorsque
I’épaisseur de la coque devient tres faible, il est nécessaire de raffiner de fagon importante le maillage
a l'intérieur des couches. Or, les couches limites et internes qui apparaissent sont de petite épaisseur
(entre el/2 et 1/ 4) comparativement & leur longueur. L’utilisation d’éléments finis anisotropes &
Iintérieur des couches est donc une solution bien adaptée pour raffiner le maillage au voisinage des
singularités avec un nombre réduit d’éléments. Un tel maillage sera réalisé de fagon adaptative en
utilisant le logiciel BAMG (Bidimentional Anisotropic Mesh Generator) développé a 'INRIA couplé
avec le logiciel éléments finis MODULEF développé également a 'INRIA. L’utilisation d’éléments fi-
nis anisotropes permet également de réduire le phénomene de blocage (ou verrouillage) numérique qui
apparait lorsque ’épaisseur devient tres faible.

Dans ce chapitre, nous commencerons par rappeler les phénomenes de verrouillage numérique existant
classiquement en théorie des coques minces élastiques, ainsi que les solutions pour y remédier. Nous
présenterons ensuite ’élément fini DK'TC, ainsi que la technique de raffinement de maillage (maillage
adaptatif) utilisés pour les simulations numériques. Enfin, nous présenterons une nouvelle routine
implémentée dans MODULEF permettant de calculer séparément les énergies de membrane et de
flexion lors de la déformation des coques. Ces renseignements seront utiles afin de mieux comprendre
les phénomenes apparaissant lors de la création de couches limites et internes.

2.2 Le verrouillage numérique et les remedes existants

Le phénomene de verrouillage numérique est rencontré lorsque 'on discrétise par la méthode des
éléments finis un probléme de structure mince (coques, plaques, poutres), qui dépend d’un petit pa-
rametre £. Si on fixe le maillage, et que l'on fait tendre I’épaisseur relative € vers 0, il peut survenir,
dans certains cas, un phénomene de blocage ou verrouillage numérique. Dans le cas des coques, ce
phénomene est du a une mauvaise description de ’espace des déplacements inextensionnels G. En effet,
lorsque la coque est non-inhibée, les déplacements solutions sont tous dans l’espace G (voir section
1.3.2). Or il arrive que GNV}, = {0} ou V}, est l'espace discrétisé de V. Dans ce cas, le verrouillage est
total et la solution tend vers 0 si on fixe le maillage et que I'on fait tendre € vers 0.

Le verrouillage numérique peut également étre vu [7] comme la non uniformité de la convergence
du probleme discret quand h (le pas du maillage) tend vers 0 par rapport a . Autrement dit, les
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constantes intervenant dans I’étude de la convergence uniforme du probléeme discret par rapport a h
dépendent de €, et le probleme ne converge pas de la méme fagon quelle que soit 1’épaisseur.

Le verrouillage numérique a été étudié théoriquement et numériquement pour divers types de
problémes : le "shear locking” dans le cas des poutres en flexion avec cisaillement (poutres de Timo-
shenko [21]), et le "membrane locking” dans le cas d’arches dans le plan [22] ou de coques hyperboliques
[25, 82]. Dans les trois cas, la démarche est similaire : on montre que 'espace des solutions (V3 N G
dans le cas des coques non-inhibées) se réduit a I’élément nul. Ainsi, les éléments finis sont incapables
de tenir compte des phénomenes de flexion. Les déplacements résultants sont alors sous-estimés.
Diverses méthodes ont été proposées pour essayer de résoudre les problemes de verrouillage numérique.
Des techniques d’intégration réduite permettent d’éviter ce probléme, mais ne sont pas toujours
précises car il apparait souvent des solutions parasites. Celles-ci peuvent parfois étre controlées par
des méthodes de stabilisation.

Une autre possibilité pour réduire le phénomene de verrouillage numérique consiste a utiliser des
méthodes d’éléments finis mixtes. La formulation utilisée n’est plus la formulation variationnelle clas-
sique du probléme, mais une formulation faisant intervenir d’autres inconnues telles que les déforma-
tions. Cette méthode fonctionne bien dans le cas de coques non-inhibées (en flexion) mais pose parfois
probleme dans le cas de coques inhibées.

Les dernieres méthodes permettant de réduire le verrouillage, sont les méthodes d’adaptation de
maillage. Il en existe principalement trois sortes : les méthodes-h, les méthodes-p et les méthodes-hp
décrites a la section 2.4.

2.3 L’élément de coque D.K.T.C. et le probleme discret

L’élément D.K.T.C. de MODULEF a été développé par M. Bernadou [15] & partir de I’élément D.K.T.
(Discrete  Kirschhoff Triangle). Il est basé sur une méthode d’approximation non
conforme : l'espace discret V3, n’est pas inclus dans ’espace continu V. Ceci permet d’utiliser des
éléments finis plus simples dans lesquels seule la continuité C¥ est assurée. En effet, une méthode
conforme satisfaisant a Vj, C V nécessite quant & elle une continuité C! (c’est le cas par exemple de
I’élément Ganev-Argyris de MODULEF). La non-conformité de 1’élément ainsi que la convergence
du probleme discret vers le probleme continu sont démontrées dans [15]. L’utilisation de 1’élément
D.K.T.C est justifiée par son faible nombre de degrés de liberté (21 par éléments) par rapport a
I’élément Ganev-Argyris (51 degrés de liberté). Ceci permet de limiter le nombre total de degrés de
liberté lors de 'adaptation de maillage.

2.3.1 L’lément D.K.T.C.

La construction de 1’élément D.K.T.C. est basée sur la formulation faible du probléeme de Naghdi dans

lequel on a :

— négligé I'énergie de cisaillement transverse

— introduit des contraintes de type Kirchhoff-Love en un nombre de points finis ce qui permet d’avoir
un probleme bien posé.

Cet élément constitue donc un certain compromis entre les méthodes d’approximation des modeles de

Koiter et de Naghdi. Il s’agit d’une méthode d’approximation non conforme du modele de Koiter.

L’élément D.K.T. classique utilise 2 espaces différents d’éléments finis suivant les composantes a ap-
proximer :

- les composantes u; et uo des déplacements et 31, B2 des rotations sont approchées par un élément
fini de type P2-Lagrange. On a donc besoin de 6 noeuds pour ces composantes (les 3 sommets et les
3 milieux des arétes) avec 4 inconnues pour chacun des 6 noeuds.

- la composante us est approchée par un élément de type P3’-Hermite. L’approximation se fait donc
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sur 3 noeuds mais avec 3 inconnues par noeud (ug, ug 1, u32).
Cela fait donc au total : 4 X 6 + 3 x 3 = 33 inconnues par élément D.K.T.

On impose ensuite pour ’élément D.K.T.C. 12 contraintes de type Kirchhoff-Love obtenues en négli-
geant les effets de cisaillement transverse. Celles-ci permettent de relier les déplacements aux rotations
suivant B, = —us o — b)uy. On a ainsi un probleme discret bien posé. Le nombre d’inconnues passe
alors a 21 (voir Fig. 2.1) pour 'élément D.K.T.C..

Uy
Uz

az | ug

[a

ay

[£5)

Fia. 2.1 — Elément fini triangulaire avec les différentes inconnues a chaque type de noeud

2.3.2 Discrétisation

La discrétisation du modele de coque de Koiter s’effectue classiquement a partir de la formulation
faible (1.44) et conduit au probleme discret :

a® (iin, B, Un, ;) = »_ af(iin, B, Vn, 63) = £°(¥n, 33) (2.1)
K

ot a(.,.) est la forme bilinéaire discrétisée de ean(.,.) + 3ayz(.,.) et a3-(.,.) la forme bilinéaire
discrétisée de I’élément K. Le second membre f°(.,.) représente la forme linéaire des efforts discrétisés.
On peut ’écrire matriciellement sous la forme :

Y UkRkUx =Y 'FUk (2.2)
K K

ol Uk désigne le vecteur déplacement inconnu, Ry la matrice de rigidité élémentaire et F le vecteur
force élémentaire de ’élément K.

D’un point de vue plus technique, nécessaire pour le lecteur qui voudrait rentrer plus a méme dans
MODULEF, la formulation (2.1) s’écrit sous la forme matricielle :

L
3 [DLDKT(ﬁh, gh)} 1B] {Z%K (ILAMBD] [A;,]' [LAM BDY)) (bl,K)}
K =1

"[B]' [IDLDKT (@, ;)] = (2.3)

Z {ZWI,K ("P'[LAM BD]) (bl,K)} [B)' [DLDKT(t, 53]

K =1
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ou K représente 1’élément considéré et ou :

e les constantes wy g sont les poids de I'intégration numérique aux points de Gauss by i

e la matrice [B] contient les différents coefficients constants issus de I'interpolation utilisée
e le vecteur [LAM BD] contient la partie variable due & l'interpolation et est donc intégrée
e [DLDKT] est le vecteur contenant les déplacements rangés par variable

e P est le vecteur des efforts surfaciques.

Enfin :

Fe
1—v2

2
e
[Ars] = \/&{(1 — V)P AGAL + utAgAg +133 [(1 —v)'N§NS + utNgNg’} } (2.4)
est la matrice de rigidité élémentaire contenant les termes de membrane et de flexion ou Ag et Ng
sont définis par

~B(dn) = A8t [LAMBD]! [B]! [DLDKT(ﬁh, gh)}

pi(@) = N ' [LAMBDY' [B' | DLDKT (i, 8,)]

C’est a ce niveau que nous pourrons séparer la matrice (Ary) en 2 parties contenant chacune les
contributions des énergies de membrane et de flexion (voir section 2.5).

Il faut noter, qu’avant d’enregistrer la matrice de rigidité de chaque élément, MODULEF la range par
noeud et non plus par inconnue pour faciliter ’assemblage. L’ordre des noeuds est alors le suivant :
ai, az, as, bz, b1, ba.

2.4 Maillage adaptatif avec BAMG

L’adaptation de maillage est une technique de plus en plus utilisée dans les méthodes de résolution par
éléments finis. Elle permet d’obtenir de meilleurs résultats en maillant plus finement dans les régions
sensibles du probleme, et en augmentant par contre la taille des éléments la ou ils sont inutilement
trop fins. Il y a diverses méthodes d’adaptation de maillages.

Les méthodes-h permettent d’adapter le maillage via un critére déterminé, en modifiant la taille des
éléments de maniere isotrope ou anisotrope (dans une direction privilégiée). Ceci peut étre fait locale-
ment (seule une partie du maillage et modifiée) ou globalement (le maillage est entierement reconstruit
en respectant certains criteres). L’adaptation de maillage se fait en conservant un degré d’interpola-
tion constant. Dans le cas de maillages anisotropes, la condition sur les angles du triangle doit étre
respectée [4].

Les méthodes-p consistent a adapter le degré des polynomes d’interpolation de certains éléments sans
modifier la géométrie du maillage, pour obtenir de meilleurs résultats. Ces méthodes sont efficaces

dans le cas de géométries simples.

Enfin, les méthodes-hp couplent ces deux stratégies en combinant les avantages respectifs des 2 ap-
proches.

Dans tous les cas, il est nécessaire d’avoir un critere (gradient de la solution, estimation d’erreur, ... )
permettant de détecter les régions ou I'adaptation est nécessaire.
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Le logiciel BAMG [55], développé a 'INRIA est un mailleur adaptatif anisotrope basé sur une méthode-
h d’adaptation globale et un mailleur classique de type Delaunay. Il permet, a partir d’'un maillage
initial et des résultats de la simulation éléments finis utilisant ce maillage, de créer un maillage adapté,
et ceci avec des éléments éventuellement anisotropes selon le probleme étudié. Dans le cas des problemes
de coques, cela s’avere particulierement adapté a I’étude des couches limites et de leur caractere, non
seulement local, mais aussi fortement anisotrope (les déplacements varient beaucoup dans la direction
perpendiculaire & la couche limite). Ainsi, un maillage raffiné plus spécifiquement dans la direction
perpendiculaire a la couche limite permet d’obtenir de meilleurs résultats tout en utilisant un nombre
de degrés de liberté inférieur a celui d’un maillage uniforme, et également inférieur a celui d’un maillage
raffiné de maniere isotrope. En procédant de la sorte, nous verrons qu’il est possible d’approcher tres
précisément la forme des singularités des déplacements au voisinage des couches limites et internes.

2.4.1 Le logiciel BAMG

Le logiciel BAMG est basé sur un mailleur utilisant une décomposition de Delaunay. Il s’agit de créer
des éléments dont les cotés ont la taille appropriee Dans le cas d’un maillage isotrope, le co6té AB
(décrit par la paramétrisation v(t) = A + tAB, t € [0,1]) doit satisfaire :

am) = [\ 4548, 29

ou h(t) désigne la longueur souhaitée du coté AB a la position ¢. I faut noter que la valeur de h(t)
est déterminée aux noeuds. Ainsi, pour avoir une valeur de h sur I’aréte, il est nécessaire d’interpoler
h entre les deux noeuds de 'aréte AB [16].
On peut encore écrire (2.5) sous la forme :

M(AB) = /0 1 VIABM(t)ABdt = 1 (2.6)

avec

(2.7)
h2(t)

Si on veut un maillage anisotrope, la condition pour avoir des éléments de taille adéquate reste
IMm(AB) = 1 mais avec une métrique anisotrope de la forme :

1
— 0
M) =R | MO R(t) (2.8)
N0

ol R(t) est une matrice de rotation indiquant la direction de ’anisotropie, et ou h;(t) est la longueur
souhaitée dans la direction ¢ correspondante.

L’idée principale de 'adaptation de BAMG est ”le controle de la métrique” (en anglais ”metric
control”) basée sur une estimation des zones ou la solution varie le plus. Si on considére que la
solution éléments finis n est exacte aux noeuds et si on appelle 7, la solution interpolée linéairement
entre les noeuds (interpolation P1), I'erreur d’interpolation est alors obtenue grace & un développement
de Taylor [3] :

1= hloe < o h® H()o (2.9)

‘H étant la matrice ne de n défini par :
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0?n 0%n
A(yh)?  Oyloy?
H(n) = (2.10)
8277 6277

oy*oyt  0(y?)?

Dans (2.9), ¢p désigne une constante, h la taille du maillage, | | la norme infini de R? et || || la
norme infini des matrices. Cette méthode n’est pas basée sur une estimation d’erreur a partir des
résultats, mais sur une estimation des zones ou la solution varie le plus.

Ensuite, BAMG génére un nouveau maillage en utilisant une nouvelle métrique M(t) déterminée en
fonction de la matrice hessienne de 7 et de 'erreur relative € sur une aréte a; du maillage actuel [44] :

€ = co| taiHa;l (2.11)

Comme H n’est en général pas défini positif et ne définit pas une métrique, on définit |H| a partir de
la matrice diagonale composée des valeurs absolues des valeurs propres A; et Ay de H :

Al 0
H| =R R (2.12)
0 [A]
On considere alors la nouvelle métrique :
M(t) = %’ H| (2.13)

qui est obtenue en se fixant une erreur €. Celle-ci est anisotrope en général et les directions principales
d’anisotropie correspondent aux directions ou les dérivées de n varie le plus (ou le moins). BAMG
réalise ensuite un nouveau maillage a partir d’une discrétisation en éléments finis triangulaires de type
Delaunay en utilisant la nouvelle métrique (2.13), ou la longueur des cotés des éléments est toujours
I'unité.

Avec cette nouvelle métrique, les longueurs sont modifiées : elle sont augmentées (respectivement
diminuées) 1a ou les dérivées secondes de la solution sont importantes (respectivement faibles). En
conséquence, le maillage est raffiné (respectivement élargi) dans les zones ou les dérivées secondes sont
importantes (respectivement faibles).

Remarque 2.4.1 Dans le cas d’une interpolation linéaire et continue par morceauz (de type P'), les
dérivées secondes sont nulles. La matrice hessienne est alors estimée a l’aide d’une formulation faible
ne faisant intervenir que des dérivées premieres.

2.4.2 Couplage BAMG-MODULEF

Le logiciel BAMG que nous avons utilisé est la version v0.68 datant d’avril 2001, développée par
Frédéric Hecht. Méme si PINRIA détient les droits de propriété sur le logiciel, celui-ci est du domaine
public et peut étre téléchargé avec sa documentation a l'adresse :

http://www-rocql.inria.fr/gamma/cdrom/www/bamg/fra.htm

Le couplage entre les logiciels MODULEF et BAMG a été réalisé lors du travail de these de Carlos
De Souza [33]. Le schéma du couplage est représenté Fig. 2.2.
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Autres |

. données !
fffffffff | ;
' Maillage ,
varlage, MODULEF Résultats
' initial |

| Maillage

' adapté | SAME T

Fic. 2.2 — Schéma du couplage BAMG-MODULEF

Tout d’abord, on lance un premier calcul avec MODULEF en utilisant un maillage grossier approxima-
tivement uniforme et isotrope. Ensuite, BAMG utilise les résultats de ce calcul ainsi que le maillage
initial pour générer un nouveau maillage adapté. On peut alors lancer le calcul avec ce nouveau
maillage et obtenir un deuxieme maillage adapté. On répete le processus plusieurs fois jusqu’a avoir
un maillage optimisé pour 'erreur choisie.

Pour les problemes de coques étudiés ici, c’est le déplacement uz qui a été choisi comme parametre
scalaire n pour ’adaptation. En effet, nous avons vu que dans les couches limites, u3 avait les singula-
rités les plus importantes. En outre, les dérivées secondes de ug représentent les termes prépondérants
des variations de courbure p,3 (les termes prépondérants de p,g étant 0,0gus). Ainsi le maillage
est raffiné 1a ou les phénomenes de flexion sont importants. On sait que dans le cas des coques tres
minces, la flexion est localisée dans les couches limites. Avec la procédure utilisée pour le raffinement
du maillage, celui-ci sera donc raffiné au niveau des couches limites.

L’adaptation se termine quand la différence entre deux itérations est faible. Pour estimer cette diffé-
rence, on projette la solution du l'itération i — 1 sur le maillage de l'itération i (option de BAMG) et
on compare les résultats des deux itérations a l’aide d’une norme de la forme :

U5 b))
j=1

dif, = .
1= Toupudy) —inf(u)

x 100 (2.14)

ot n est le nombre de noeuds du maillage de litération 4, u4(j) la valeur de ug au noeud j du maillage
de l'itération ¢ et ug_l( j) la valeur de la solution de 'itération i —1 projetée sur le maillage de l'itération
i au noeud j. Ainsi, dif; s’exprime en % et le critere d’arrét que nous avons choisi est dif; < 0.10%
sauf mention contraire.

2.5 Calcul des énergies de membrane et de flexion

Nous avons développé une routine permettant de calculer les énergies de membrane et de flexion dans
chaque élément. La forme bilinéaire a (i, @) = ea, (i, @) +3a., (i, @) de la formulation faible du modele
de Koiter utilisée pour la discrétisation représente ’énergie totale de déformation, contenant 1’énergie
de membrane et de flexion. Ainsi, a partir de la discrétisation (2.1)-(2.3) faite dans la section 2.3.2,
il est possible de calculer I’énergie totale d’un élément en calculant a}q((ﬁh, Qh, Up, B h). Pour cela, on
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calcule !Ux Ry Uy avec :

Uy = [DLDKT(ﬁh,ﬁh,Uh,éh)}

L
Ry = [B] {ZW (ILAMBD] [A1,)' [LAMBD)) <bl,K>} ‘(8] (2.15)
=1

On rappelle que Uy est le vecteur solution et Ry la matrice de rigidité de I’élément K considéré.
Pour calculer I’énergie de I’élément K, il faut donc récupérer la matrice de rigidité Ry de I'élément
K et les résultats des inconnus aux noeuds de cet élément. Finalement, on calcule ’énergie totale
Uk Rig Ugk. Un point important est qu’il faut ordonner les résultats de telle sorte que ceux-ci soient
rangés tels qu’ils le sont dans MODULEF. Ceci se fait de la facon suivante.

Mise en ordre du vecteur résultat

Pour mettre le vecteur résultat en ordre, il faut récupérer le numéro des noeuds de I’élément K or-
donnés comme dans la matrice de rigidité Ry, dans 'ordre suivant : a1, a9, as, bs, b1, ba. Ainsi, nous
avons 5 inconnues pour les 3 premiers noeuds et 2 pour les 3 derniers.

Ensuite, on crée le vecteur résultat pour chaque élément de la fagon suivante :

[ wi(ar), ug(ar), us(ar), Br(ar), Fa(ar), o

az

u1(b3), uz(b3)
—————

résultats résultats
au noeud aq au noeud bs

b1 bo

Il ne reste plus qu’a faire le produit entre la forme bilinéaire Rx et le vecteur déplacement Ug pour
obtenir I'énergie de I’élément K.

Calcul des énergies de membrane et flexion

Le calcul séparé des énergies de membrane et de flexion pour chaque élément s’effectue simplement a
partir de la matrice de rigidité Rx correspondant a 1’énergie totale. On sépare la matrice de rigidité
élémentaire R en deux parties, contenant respectivement la matrice de rigidité de membrane Ry,
et de flexion Ry s. Ces deux matrices de rigidité sont calculées dans la subroutine cdaijc modifiée pour
négliger tantot 1’énergie de flexion tantot 1’énergie de membrane. Les deux énergies de membrane F,,
et de flexion Ey s’obtiennent ensuite en calculant WUk RmUgk et tUk R tUk.

2.6 Validation

Afin de valider I'implémentation numérique effectuée, nous allons comparer la valeur des énergies
calculées numériquement a des résultats analytiques connus. Ensuite, nous verrons dans des cas plus
complexes ou il n’existe pas de solution analytique simple, si le résultat obtenu est conforme a la
tendance qualitative prédite par la théorie.

2.6.1 Cas d’une plaque circulaire sous pression
Théorie

Nous considérons d’abord le cas d’une plaque circulaire, de rayon R = 100 mm, d’épaisseur
h = 3.28 mm, de module d’Young et de coefficient de Poisson de E = 210 000 M Pa et v = 0.33.
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P3

F1G. 2.3 — Schéma de la plaque considérée

Cette plaque supposée encastrée sur tout son bord est soumise a une pression normale uniforme
p3 = —0.025M Pa (voir Fig. 2.3). Les déflexions ug sont solutions du modele de plaque de Kirchhoff-

Love :
DA?u3 = p3 dans S
(2.16)
0
usz = e 0 sur 9S
on
Eh? . .
avec D = —————— et ou S désigne la surface moyenne de la plaque.
12(1 — v2)
La solution théorique est classiquement :
3 p 2y p2 _ .2\2
us(r) = 1—6%(1 —v7)(R* —1r7) (2.17)

our = \/y% + yg, I'origine étant prise au centre de la plaque.

L’application numérique nous donne au centre un déplacement normal maximum
ug = —1.711 1075 mm. Dans ce probleme, nous n’avons que de la flexion car les problemes de
membrane et de flexion sont découplés. On a donc E,, = 0 et Ey = E;,. L'énergie de flexion Ey est
alors simplement donnée par :

R
Ef:/p3u3d5227rp3/ a(RQ—TQ)Qrdr:gapgRG (2.18)
S 0
ou 'on a posé a = 53 (1—12).
16Er3

L’application numérique pour les valeurs des parametres considérées nous donne Ey = 44.77 m.J.

Résultats numériques

Le probleme précédent est maintenant résolu numériquement avec les logiciels MODULEF et BAMG
couplés, comme décrit précédemment. De plus, les énergies de membrane et de flexion sont cal-
culées séparément comme indiqué a la section 2.5. On constate que pour un probleme simple, les
résultats sur les déplacements sont déja tres précis pour 964 éléments seulement. En effet, on trouve
u3(0) = —1.707 10> soit une erreur de 0.2% par rapport & la solution théorique.

Le tableau 2.1 donne les répartitions d’énergie en fonction du nombre d’éléments du maillage (Nel).
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Nel | Ef (mJ) | Ep, (mJ) | By (mJ)
964 45.22 0 45.22
1602 44.92 0 44.92
2762 44.86 0 44.86

TAB. 2.1 — Evolution des énergies avec ’épaisseur relative

On constate que 1’énergie de flexion calculée numériquement est tres proche de la valeur théorique, et
que I'énergie de membrane est exactement nulle. De plus, le résultat dépend peu du nombre d’éléments.
Enfin, la répartition de la densité d’énergie (Fig 2.4) est conforme a la théorie. On peut en effet
remarquer qu’a ’endroit ou ug possede un point d’inflexion, 1’énergie de déformation de flexion est la
plus faible.

3.9E-11
3.7E-11
34E-11
3.2E-11
3.0E-11
27E-11
25E-11
22E-11
2.0E-11
1.7E-11
15E-11
1.3E-11
1.0E-11
7.8E-12
5.4E-12

F1G. 2.4 — Répartition de la densité surfacique d’énergie de flexion E/

2.6.2 Cas d’une demi-sphere sous pression uniforme

Résultats analytiques

I

Fia. 2.5 — Demi-sphere et carte considérée
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Considérons le domaine Q = {(51,52) [0, 27] x [0, %]} et la demi-sphere définie par la carte (€2, ))

ou :

(e, €2) = (Rcos({l)sin(ﬁz), Rsin(€Y)sin(£2), Rcos§2) (2.19)

On consideére une calotte sphérique constituée de la demi-sphere S = ¥(2) comme surface moyenne,
et d’épaisseur ¢ << R. Cette coque mince élastique est supposée soumise a une pression uniforme
constante p = f3 sur toute la surface intérieure. On considere de plus les conditions aux limites
suivantes, afin que la surface S soit inhibée en flexion et que le modele limite soit membranaire :

— les déplacements u; et ugp sont bloqués sur le bord £2 = g soit

w(E@=")=u(?=1)=0

™
2
— le déplacement us est libre sur le bord &2 = g

L’absence de condition aux limites sur ug (ug libre sur le bord) est nécessaire pour limiter le phénomene
de couche limite lorsque ¢ tend vers zéro. En effet, la coque considérée étant bien-inhibée, le modele
de Koiter converge pour de petites épaisseurs vers le modele de membrane, posé ici dans H&(Q) X
H} () x L*(Q). Ainsi, il n’est pas possible d’imposer des conditions aux limites sur ug. Ceci est bien
évidemment vrai en théorie a la limite lorsque € = 0. Pour des valeurs petites de ¢ différentes de zéro,
la solution numérique sera donnée par le modele de Koiter et non par celui de membrane. C’est pour
cela que 'on observe de tres faibles flexions, mais de la flexion tout de méme tres proche du bord
latéral (voir Figs 2.6(a) et 2.6(b)).

La solution de ce probleme de coque sous pression uniforme peut étre obtenu facilement par résolution
du probléme de membrane dont la solution est [39] :

Uy = uy = 0 (2.20)
_ (A—vppR (2.21)
Us = 2 FE ’

Considérons dans ce qui suit un rayon R = 100 mm, une épaisseur ¢ = 3.14 mm, un chargement
f2 = 1M Pa ainsi que les constantes élastiques du matériau F = 2.1 10° M Pa et v = 0.3. On obtient
alors la valeur numérique suivante pour ug :

uz = 5.307 1072 mm (2.22)
Calcul des énergies
On peut calculer I’énergie totale de déformation qui est égale au travail des efforts extérieurs :
Bt = /SpudS (2.23)
Dans notre cas, p et u sont constants. On a donc :
Eiot = p3 U3/Sds =p3 uz S (2.24)
ou S = 2w R? est la surface de la demi-sphere, surface moyenne de la coque. L’application numérique

conduit & : Eyo; = 5.307 10728 m.J. Nous pouvons noter que cette énergie est quasiment membranaire
pour de petites épaisseurs.
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Par ailleurs, nous pouvons calculer I’énergie de flexion car il subsiste une tres légere flexion pour € # 0.
En effet, les composantes suivantes du tenseur de variation de courbure ne sont pas nulles. En effet,
d’apres la définition (1.40) de p,g, on a :

pi1 = —bibyiug et pa = —bybrous (2.25)

Compte tenu du paramétrage considéré (voir (2.19)), on a :

p11 = —uzsin®(y?) et poy = —us (2.26)

ou encore en composantes mixtes :

u3
pl=ps= Rz (2:27)

Par la loi de comportement en contrainte plane écrite en composantes mixtes, on obtient :

Bu(A + ) 4\
M1:M2: 1 2 2.28
1 2 (3<)\+2M)01+3(/\+2M)Pz (2.28)

L’énergie totale de flexion est alors donnée par :

3

_& 1,1 2 2 _ B’ ﬁ,

L’application numérique pour les parametres physiques choisis nous donne : E; = 4.361 10778 mdJ.
Ainsi, I'énergie de flexion est bien trés inférieure & I'énergie de membrane (de I'ordre de 10~ fois)
mais non nulle exactement pour € > 0.

On obtient finalement les densités surfaciques d’énergie en divisant E, et Ey par S soit
Epms = 5.307 107m.J/mm? et Eps = 4.361 10~ "m.J/mm?.

Résultats numériques

Les simulations numériques sont effectuées avec une carte différente de (2.19) car la carte utilisée pour
le calcul analytique présente un point singulier (le sommet de la demi-sphere).

Considérons donc le domaine 2 = {(yl, y?) e R?, (y1)2+ (y?)? < R2]} et la demi-sphere S définie par
la carte (2, ®) ou :

oy, y%) = (yl,yQ, VE - () - (2 > (2.30)

Pour les simulations numériques, nous serons obligés d’enlever le bord de S ou les dérivées de & pour
(yh)? + (y*)? = R? ne sont pas définies. Cependant, cela ne change pas les valeurs numériques des
densités surfaciques d’énergie. Les valeurs numériques des énergies de membrane et de flexion totales
obtenues sont respectivement E,, = 286.3 m.J et E; = 0.02354 m.J.

Les résultats obtenus numériquement pour les déplacements sont tres proches de la théorie. Ils sont
compris entre 5.305 1072 mm et 5.308 102 mm sur tout le domaine, les faibles erreurs se concentrant

sur le bord. Cela nous donne une erreur relative maximale de 0.38% par rapport & la valeur théorique.

Nous calculons enfin les densités surfaciques d’énergie de membrane et de flexion de chaque élément
que nous comparons aux valeurs théoriques dans le tableau 2.2 en fonction du nombre d’éléments (Nel).
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Nel Eps (mJ/mm?) | Efs (mJ/mm?)
1631 5.325 1073 4.375 1077
2795 5.317 1073 4.369 10-7
4725 5.313 1073 4.366 107
valeur théorique 5.307 1073 4.361 1077

TaB. 2.2 — Comparaison des énergies surfaciques moyennes numériques et théoriques

Les densités d’énergie E,,s et Ey, obtenues numériquement sont conformes aux valeur prédites par
la théorie. A mesure que 'on augmente le nombre d’éléments, leur valeur converge vers la valeur
théorique.
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(a) Energie surfacique de membrane (b) Energie surfacique de flexion

FiG. 2.6 — Répartition des énergies surfaciques pour 4725 éléments

Pour finir, la répartition des énergies surfaciques de membrane et de flexion sont représentées sur les
Figs. 2.6(a) et 2.6(b). Les valeurs sont quasiment constantes sur tout le domaine. Il y a juste de tres
faibles différences au niveau du bord de la demi-sphére a cause de la présence de la couche limite.

Cet exemple, ainsi que le précédent, permettent de valider la nouvelle routine de calcul des énergies
implémentée dans MODULEF.

2.7 Application au cas parabolique

Maintenant que nous avons validé la procédure de calcul des énergies de membrane et de flexion
(totales et surfaciques) sur des exemples ot une solution analytique est connue, nous proposons un
cas un peu plus complexe de coque parabolique inhibée ou seule une étude qualitative sera possible.
Il s’agit d’un demi-cylindre de révolution de longueur 100 mm (suivant I'axe y') et de rayon 25 mm,
fixé sur tout son pourtour. On applique un effort constant f3 = 10 ¢ MPa sur tout le domaine,
proportionnel a I’épaisseur relative.

L’évolution des énergies de membrane et de flexion est donnée dans le tableau 2.3 apres résolution
numérique avec MODULEF et BAMG.
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€ E¢ (mJ) E,, (mJ)
1073 | 1.4248 10~* | 2.0636 102
107 | 4.1921 1076 | 2.1094 10~3
1075 | 1.1541 1077 | 2.1224 10~*

TAB. 2.3 — Evolution des énergies avec I’épaisseur relative

On voit que ’énergie membranaire totale évolue proportionnellement a £, comme prédit par la théorie.
L’énergie totale de flexion quant a elle diminue plus vite et représente une part de plus en plus
négligeable par rapport & 1’énergie totale (0.7% pour ¢ = 1072 et 0.06% pour ¢ = 107°).

Regardons maintenant la répartition des énergies pour 3 épaisseurs différentes.
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F1G. 2.7 — Répartition des énergies surfaciques pour ¢ = 1073
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F1G. 2.8 — Répartition des énergies surfaciques pour ¢ = 1074

On observe que dans les 3 cas I’énergie de membrane est assez uniforme, un peu plus faible sur les
bords. L’énergie de flexion est tres faible au centre de la coque et n’est quasiment présente que dans
les couches limites qui sont elles-méme de plus en plus étroites quand 1’épaisseur relative diminue. Ces
résultats sont bien conformes a la théorie.
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F1G. 2.9 — Répartition des énergies surfaciques pour e = 10~°

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les logiciels de simulation numérique qui seront utilisés dans la
suite pour étudier précisément les singularités en théorie des coques. Il s’agit du logiciel d’éléments
finis MODULEF couplé avec le mailleur adaptatif anisotrope BAMG, basés respectivement sur des
éléments finis de coques non conformes D.K.T.C., et sur une adaptation de maillage raffinant de
maniere anisotrope dans les zones de forte flexion, en particulier & 'intérieur et au voisinage des couches
limites et internes. D’autre part, nous avons présenté également une nouvelle routine implémentée dans
MODULEF qui permet de calculer séparément les énergies de membrane et de flexion. Celle-ci a été
validée en comparant les résultats numériques a des solutions analytiques existantes.
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Chapitre 3

Etude des singularités dans le cas des
coques paraboliques inhibées

3.1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous avons développé une étude générale des singularités en théorie des coques
élastiques linéaires, basée sur une réduction du systeme membranaire couplé en une équation aux
dérivées partielles ne faisant intervenir qu’un seul déplacement inconnu. Cette étude basée sur ’ana-
lyse microlocale, revenait & supposer, au moins localement, que la géométrie (1°7¢ forme fondamentale,
tenseur des courbures) était constante.

Dans le cas des surfaces paraboliques étudiées ici, nous allons voir qu'’il est possible d’intégrer direc-
tement les équations du systeme membranaire, qui se découplent en se plagant dans un systeme de
coordonnées bien choisi, celui des courbures principales'. On détermine ainsi, sans aucune hypothese
sur la géométrie, les singularités des déplacements résultant d’une singularité du chargement normal
f2 qui produit les singularités les plus importantes.

On retrouve de cette fagon les résultats du chapitre 1. En particulier, les résultats sont de nature
trés différente selon que la singularité du chargement est présente ou non le long d’une courbe ca-
ractéristique. En effet, dans le premier cas, les déplacements sont non seulement plus singuliers (res-
pectivement de 2, 3 et 4 ordres pour uy, ug, u3z pour une singularité de f3), mais en plus les singularités
se propagent le long de cette caractéristique. Par contre, si la singularité du chargement se trouve sur
une ligne non-caractéristique, les singularités des déplacement restent confinées autour de la singula-
rité du chargement. Elles sont, de plus, moins singuliéres que dans le cas précédent.

D’autre part, suivant le cas, les couches internes qui apparaissent au voisinage des singularités n’ont
pas la méme épaisseur. Elle est de D'ordre de ¢!/4 dans le cas d’une singularité le long d’une ligne
caractéristique et de Pordre de £1/2 sinon.

Dans ce chapitre, apres une étude théorique complete des singularités par intégration directe du
systéme membranaire, nous particulariserons les résultats dans le cas d’une coque cylindrique (demi-
cylindre de révolution). Nous comparerons ensuite les résultats obtenus par des simulations numériques?
pour de treés petites épaisseurs, a ceux fournis par la théorie (ordre des singularités des déplacements,
forme des déplacements, épaisseur des couches . .. ). Nous verrons que la technique de maillage adaptatif
anisotrope est particulierement bien adaptée pour appréhender précisément les différentes singularités
présentes avec un minimum de degrés de liberté. Sans la technique de maillage adaptatif, les erreurs
commises a l'intérieur des couches seraient tres importantes. Dans un second temps, nous présenterons

1On peut faire de méme dans le cas des coques hyperboliques en se placant dans le systéme de coordonnées des
courbes asymptotiques. Le lecteur pourra se référer a [33, 59] pour plus de détails.
2En utilisant les logiciels MODULEF et BAMG couplés comme décrit au chapitre 2
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des résultats numériques obtenus dans des cas plus complexes, soit de chargement singulier le long
d’un bord (libre ou encastré), soit de domaine de définition de la surface moyenne plus complexe.

3.2 Propagation d’une singularité dans le cas parabolique

Dans cette partie nous allons montrer, par intégration du systeme membranaire, que les singularités
des déplacements sont de nature différente selon que le chargement est singulier ou non le long d’une
ligne caractéristique. Considérons une coque parabolique et plagons-nous dans le systéme de coor-
données des courbures principales, ot y? = cste correspond aux lignes asymptotiques (car une des
courbures principales est nulle). Dans ce systéeme de coordonnées, nous avons alors by = big = 0 et
bag = baa(y', y?) est différent de zéro. Le systéme membranaire (1.60) s’écrit alors :

DiTH + DT =0
DyT? + DT =0 (3.1)

—ba(y', ) T* = f°
oll comme précédemment les composantes tangentielles f et f2 des efforts sont supposées nulles.

Afin d’étudier les singularités et leur propagation, on suppose le chargement normal f3 de la forme? :

P =v") o) (3.2)
oi1 on considérera soit ¥ (y'), soit p(y?) singuliere suivant les cas étudiés.

Nous avons volontairement limité notre étude au cas des chargements normaux f2 car ce sont eux qui
engendrent les singularités les plus importantes. Essayons alors de déterminer, a partir du chargement
f3, les singularités les plus importantes des déplacements u;, us et us. Pour cela, nous ne gardons que
les termes les plus importants par leur ordre de singularité lors de la résolution du systéme (3.1). Ainsi
nous pouvons remplacer les dérivées covariantes par des dérivées simples et le systéme membranaire

devient :
61T11 + 02T12 =0

0oT? 4+ 0,T™2 =0 (3.3)

—baa(yt,y?)T?% = f3

Nous faisons une étude microlocale de ces singularités au voisinage des lignes y' = ¢ ou y? = k. Ainsi,
nous prendrons la valeur des divers coefficients variables des équations aux dérivées partielles en y' = ¢
ou y? = k.

3.2.1 Singularité le long d’une courbe caractéristique

On étudie ici le cas ol la fonction ¢(y?) est singuliere en y? = k. Le chargement f> est donc singulier
le long d’une courbe caractéristique du systeme correspondant & une ligne asymptotique de la surface

S.

3Dans I’étude des singularités développées au chapitre 1, on avait considéré un effort f3 = ®(y*)So(y?) possédant une
singularité en So (y2) le long de la ligne y? = 0. Via des notations légérement différentes considérées ici, il y a concordance
des résultats obtenus dans le cas parabolique.
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F1G. 3.1 — Exemples de chargement singulier le long de la ligne y? = k

Par exemple, les figures 3.1(a) et 3.1(b) représentent le cas de 2 chargements singuliers sur la ligne
y? = k. Dans les deux cas, f2 = 9 (y!) ¢(y?) avec ¥ (y') = constante. Par contre, p(y?) = H(y* — k)
dans le premier cas et p(y?) = §(y* — k) dans le deuxieme cas.

Pour effectuer I’'étude du terme le plus singulier des déplacements, plagons-nous au voisinage de la
droite y? = k. On tire immédiatement de la troisieme équation du systeme (3.3) :

% =72(y") (y?) (3.4)
avec )
722(91) = —m w(yl) (3.5)

Par la suite, on ne gardera que les termes les plus singuliers engendrés par f3. En remplacant 1’ex-
pression de 722 dans la deuxiéme équation de (3.3) , on obtient la forme de 712 :

T =12(y") ¢'(v*) + ... (3.6)
Ly = () (37)
dy! ’

Puis en remplacant 1’expression de 7'? dans la premiere équation de (3.3), on obtient la forme de 7! :

TH =7y ¢" () + ... (3.8)
avec
1,1 12,1
=7 () =-7"(y) (3.9)
On peut remarquer que la tension la plus singuliere est 7!, qui est de 2 ordres plus singuliere que ¢(y?)
car ¢(y?) apparait dérivée deux fois dans I’expression (3.8) de T'!. Ainsi, on considérera uniquement

cette tension pour la suite de la résolution. Utilisant la loi de comportement inverse (1.50), on obtient
le systeme suivant en termes de déplacements :

our = Bt yh) " () + ...

Oauz — baa(y', k)uz = Boonm' (y') "(y%) + ... (3.10)

1
5(81112 + Oour) = 2B1ani ™ (yh) " (v?) + ...
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Remarque 3.2.1 [l arrive souvent que Bio11 = Bigoo = 0. Dans ce cas, il faut considérer T12 (la
deuzxiéme tension la plus singuliére) dans la troisiéme équation de (3.10). Cependant, nous verrons
que cela n’a pas d’incidence dans le cas d’une singularité le long d’une courbe caractéristique.

On peut en déduire les déplacements en utilisant respectivement la premiere équation de (3.10) d’ou
on tire w;, puis la troisitme qui nous donne* us et enfin la seconde équation qui nous donne uz. On
obtient alors les termes les plus singuliers des trois déplacements :

(dUy 11/, 1

—— =Bt (y)
ur (vt y?) = Ui(y') ¢"(v?) + ... dy!

dU-.
uz(yl,y2) = Uz(yl) 80(3)(312) + ... avec @12 = —Ul(yl) (3.11)
uz(y', y?) = Us(y') oW (5?) + ...

Us = b—UQ( )

22
et oul on a utilisé la notation classique ¢\ (y=) = d(yQ)” (v?).

Pour déterminer les facteurs 7' (y'), 722(y1), 72(yY), Ui(y'), Ua(y') et Us(y'), nous avons des
équations différentielles en y' ainsi que les conditions aux limites cinématiques sur les déplacements
u1 et ug et sur les tensions membranaires.

Les déplacements g, up et uz sont donc respectivement 2, 3 et 4 ordres plus singuliers que f3. De
plus, les singularités se propagent le long de la ligne caractéristique y> = k. En effet, les facteurs
Uy, Uy et Uz ne s’annulent pas en général lorsque 1 (y') s’annule, c’est-a-dire en dehors de la zone
chargement. En effet, comme ce sont des primitives de 1 (y!), ils contiennent des termes réguliers
qui sont généralement différents de zéro. En conséquence, une singularité de f2 en un point de la ca-
ractéristique y? = k implique une singularité des déplacements sur toute le droite y? = k (voir Fig. 3.2).

propagation

des singularités

FIG. 3.2 — Propagation des singularités le long de la caractéristique y? = k

3.2.2 Singularité le long d’une courbe non-caractéristique

Dans cette section, nous considérons le cas ol ¥(y') (et donc f3) est singuliere sur la ligne y' = gq.
Il s’agit donc d’une singularité le long d’une ligne non-caractéristique. On se place cette fois-ci au

411 faut noter que dauy est plus singulier que le second membre, que Bi112 soit nul ou pas, d’oit la fin de la remarque
3.2.1
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voisinage de la droite y' = ¢. Partant de la méme maniere de la troisitme équation de (3.10), on
obtient :

T% =72 (y%) ¥ (y") (3.12)
avec v, a0 1 ,
T (YT = b0, 57 o(y”) (3.13)

ot la fonction ¢(y?) est supposée cette fois réguliere par rapport a y?2.

On voit que la tension 7?2 est la plus singuliere car pendant la résolution du systeme (3.3), la fonction
Y(y') est toujours intégrée et jamais dérivée. En général, il n’est pas nécessaire de calculer les autres
tensions pour déterminer le terme le plus singulier des déplacements sauf lorsque Bis11 = Bigos = 0
(voir remarque 3.2.1). Nous avons alors besoin de déterminer T2 pour calculer us.

Nous considérons ici le cas général ou Bisoo est non nul. Reprenant la loi de comportement inverse
(1.50), on obtient le systeme :

( Bi122 2 1
Ouy=—— o) Yy ) +...
ba2(q, y?) W) ¥l
Ooug — boguz = —BLHQ 90(3/2) 1/’(y1) +... (3.14)
b22(q,y?)
1 Big22 2 1
—(Ohug + Qouy) = ———— + ...
5( ) boa (0.5 e(y”) ¥(y)
oll ... représente les tensions ayant une singularité plus faible en y!. Notons encore que ce systeme

est exact si le coefficient de la loi de comportement Bi992 n’est pas nul.

Considérant la premiere équation de (3.14), la singularité en u; sera d’un ordre moins élevé que celle
de ¥ (y') et sera de la forme :
uy = U ()00 () + ... (3.15)

dyp(=1

avec
dy?

= 9(y') et +... dénotant des termes d’ordre inférieurs.

Utilisant la troisieme équation de (3.14), on obtient une expression similaire pour uy :

ug = Us ()0 + .. (3.16)

dyp(—1
dy!

avec = 1p(y') et +... dénotant des termes d’ordre inférieurs.

Finallement, avec la seconde équation de (3.14), on obtient us :

uz = Us(y*)(y') + ... (3.17)
01(02) = s olo?)

() = —bffq”;é) o) (3.18)
B 9
Us(y?) = TR o(y?)
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Remarque 3.2.2 Dans le cas ou Bi2ga est nul, us sera moins singulier d’au moins un ordre.

Dans le cas d’une singularité le long d’une courbe non-caractéristique, on voit que la singularité de
us est du méme ordre que celle de f3, alors que u; et up sont d’un ordre moins singulier. De plus,
les trois déplacements sont non nuls seulement si ¢(y?) # 0. Ainsi les singularités en y' existent
seulement 14 ot f3 est singulier. Il n’y a donc pas de propagation de ces singularités suivant les lignes
y' = ¢ (voir Fig. 3.3). On retrouve bien les résultats sur les ordres des singularités obtenus au résultat
1.5.1 du chapitre 1 a partir de la formulation réduite du modele de membrane. Dans le cas d’une
surface parabolique, il a été possible d’intégrer directement le systéme membranaire dans le systéeme
de coordonnées correspondant aux courbures principales.

pas de propagation
des singularités

F1G. 3.3 — Non propagation des singularités le long de la droite y' = ¢

3.3 Exemple d’un demi-cylindre de révolution

Dans cette section, nous particularisons les calculs précédents dans le cas d’une coque dont la sur-
face moyenne est un demi-cylindre de révolution. Aprés avoir défini le paramétrage choisi et les pro-
priétés géométriques qui en découlent, nous déduirons les singularités des déplacements en utilisant
les résultats de la section précédente.

3.3.1 Caractéristiques géométriques

e Carte

Nous considérons le domaine 2 = {(yl,y2) € [0,L] x[0,0], L € Ry, | € R+,} et la surface
parabolique S définie par la carte (€2,) ou :

U(yt, %) = <Rcos (yRZ> .y', Rsin <z£>> (3.19)

et ou R € R est une constante. Nous prenons [ = 7 R.

La coque considérée correspond a un demi-cylindre de révolution de rayon R et de longueur L. Pour

les applications numériques, nous prendrons : R = 25mm, L = 100mm et [ = 257 mm (voir Fig. 3.4).

L’épaisseur relative ¢ est prise comme étant le rapport 7 — PABRET,
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F1G. 3.4 — Surface S

e Bases covariante et contravariante

Le plan tangent & la surface S est défini en tout point p = ¥(y',4?) de S par les 2 vecteurs tangents
G = Ont, soit dans notre cas :

a1 = (0,170) et ap— <—sin <y}:> .0, cos (ﬁ)) (3.20)

a1 \a .
Le vecteur normal au plan tangent est donc N = ﬁ soit :
ai A ag

N = <— cos (i) ,0, —sin <:‘£>> (3.21)

Ainsi la base covariante (ay, az, N) définie au point W(y', y?) est orthonormée si bien que la base duale
définie par a® - ag = 5§ est identique a la base covariante. On a a® = a,. Le tenseur métrique a,g a
donc respectivement pour composantes covariantes et pour composantes contravariantes :

10
aaﬁ = = (aa,@)_l = aaﬁ (322)

e Tenseur de courbure et symboles de Christoffel

Le tenseur de courbure s’obtient aisément d’apres (1.12) et (1.14). On a, compte tenu de (3.22) :

0 0
bop = b2 = (3.23)
0 %

Le fait que det(by3) = 0 prouve que la surface est bien parabolique en tout point de S. Les directions
asymptotiques sont celles qui annulent la deuxiéme forme fondamentale égale ici & by (dy?)?. Cela
donne :

dy* =0 <= y? = constante (3.24)

Les lignes asymptotiques sont donc les droites y? = cste correspondant aux génératrices du cylindre.
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Ici, compte tenu du paramétrage choisi, tous les symboles de Christoffel sont nuls : Fz\yﬁ = 0. Ainsi, les
dérivées des vecteurs de la base covariante (et de la base duale) s’écrivent respectivement :

Ontp = Dpa® = bopas = bgag (3.25)
Les dérivées covariantes sont donc égales aux dérivées ordinaires. On a en particulier :
Dyug = Oqug

(3.26)
Dy\T*P = 9\ T8

e Loi de comportement

En prenant en compte le caractere orthonormé de la base covariante, on déduit de I'expression (1.45)
des coefficients de la loi de comportement que ’'on a :

1 v 0
Tll 1—v 1—v Y11
E v 1
T22 | — 3.27
(1+v) l1-v 1-v 0 722 (3:27)
712 0 0 1 12
2

La loi de comportement inverse faisant intervenir les coefficients B,gy,, s'écrit :

Y11 1 -V 0 Tll
1 22
Y12 0 0 2(1+v) T2

En particulier, on remarque que l'on a ici Bis11 = Bigge = 0. Il faut donc prendre en compte la
remarque 3.2.2 pour déterminer les singularités de us dans le cas d’une singularité de f3 le long d’une
courbe non-caractéristique. Le déplacement us sera dans ce cas d’'un ordre moins singulier que u;,
lui-méme d’un ordre moins singulier que f3.

Remarque 3.3.1 Il est important de noter que les deux approches théoriques que nous avons
développées, dans le chapitre 1 a partir de [’équation réduite du modéle de membrane, et dans ce
chapitre par intégration directe, conduisent au méme résultat dans le cas particulier rencontré ici. En
effet, uy est de 2 ordres plus singulier que f3 car Bio11 = 0, qui provient lui-méme du fait que le
paramétrage de S correspond auzr courbures principales. On est donc dans le cas particulier du para-
graphe 1.5.1 lorsque mig = 0 et my1 # 0 car b3 # 0 d’une part, et que mag # 0 car (1.110) n’est pas
vérifiée.

Il faut juste faire attention au fait que les directions 1 et 2 peuvent étre inversées (cela dépend si on
étudie le cas d’une singularité le long d’une ligne caractéristique ou non) compte tenu des notations
choisies.

3.3.2 Chargement et conditions aux limites

Considérons le probleme mécanique ou toutes les données sont considérées dans le plan des parametres
(y',y?). Soit une coque fixée sur les segments OA et C'D. On applique chargement normal constant
f3 = —1 dans la zone circulaire (hachurée), centrée en (a, é) et de rayon égal a £ (voir Fig. 3.5).
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F1a. 3.5 — Systeme de coordonnées choisi et conditions aux limites

Pour les applications numériques, nous prendrons a = 50 mm. Cet exemple est intéressant car il
présente des singularités dans toutes les directions. Nous verrons cependant, comme prédit par la
théorie, que seules les singularités dans la direction tangente aux caractéristiques se propagent.

Expression de la force f? au voisinage des lignes 32 = i et y? = %l

Afin de déterminer les singularités des déplacements résultant du chargement, il est nécessaire d’ex-
primer f3 sour la forme f3 = ¥ (y')p(y?) au voisinage des lignes y* = % et y? = %l. C’est I'objet de ce
qui suit. Pour cela, on consideére la force f3 comme étant une distribution en 3? appartenant a [0,1] &
valeurs dans D'(0, L),1. Cette distibution a pour valeur :

L
Pour 0<y’<—=, f*=0

1
Pour % <y’ < 31[, FP=H{y' —(a—s)~H(y' —(a+5)) (3.29)

l
Pour 32<y2<l, =0

oil 2s est la longueur de la corde reliant les 2 intersections entre le cercle et la droite y? = cste (voir
Fig. 3.5) et H(.) étant la fonction d’Heavyside définie par :

Hz—-a)=0siz—a<0
(3.30)
Hzx—a)=1sizx—a>0

Dans un premier temps, nous allons expliciter 3 au voisinage des droites y? = 1/4 et y?> = 31/4 pour
pouvoir étudier les déplacements au voisinage de ces 2 droites. Exprimons tout d’abord s en fonction
de y2. Les coordonnées (y',y?) des points d’intersection entre le cercle et la droite y? = cste a y?, fixé

appartenant a [i, %l], vérifient :

=P+ —a)?=— (3.31)
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312 l 3l
it} 0=y =+ - \/_ (#-1) (- 7)

On obtient finalement :
l 3l
=4/— |y —-- 2 — .32
s \/ <y 4)<y 4) (3.32)

. l
e Etude de la fonction f? au voisinage de 3> = 1

La figure 3.6 représente les variations de f2 pour y? fixé, y? € [ﬁ, 31[}

F1G. 3.6 — Chargement f3 pour ﬁ <y’ < %

l
Eny? = T la fonction f2 a une discontinuité de type Heavyside. La fonction f2 est donc de la forme :
l
POt =[G @) - B~ )] 1 (57 - ) (3.33)
l
Exprimons maintenant f3 au voisinage de y? = T Pour cela, écrivons f3 sous la forme suivante :
l Hy'—(a—s)—H(y' —(a+s
f3 — (28) H yQ v (y ( )) (y ( )) (3‘34)
4 2s
. 5 1 Ly 1 5 1
Au voisinage de y* = —,ona s~ /= |y — - ). Quand y* — —, on a s — 0.
4 2 4 4
On a donc :
_H(y'—(a—s)) —H(y' —(a+s))  H(y' —(a—s) -H(y' —(a+s) _ |
lim = lim =d(y —a)
y2—t 2s s—0 2s
(3.35)
Finalement, on obtient la forme de f3 au voisinage de y? = é :
Peot (- m (-1 st -a) (3.36)
- 2 4 4 '
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, 3l
e Etude de la fonction f? au voisinage de y? = 1

En suivant la méme démarche que précédemment, on obtient expression suivante de f3 au voisinage

de y? = % :
1 (3l 3
Ao - ( — y2> H <4 — y2> S(y' —a) (3.37)

Dans les 2 cas, f3 posséde une singularité en /y2H (y?) par rapport y2. Cette singularité n’est pas
classique : elle est intermédiaire entre y?H (y?) et H(y?). La singularité en § par rapport a y! est
beaucoup plus importante mais n’apparait que comme un coefficient de la singularité en 2.

3.3.3 Etude des déplacements

Etudions maintenant la maniére dont se propagent les singularités sur les lignes caractéristiques 32 = %l

et y? = é. Dans les 2 cas, les singularités des tensions et des déplacements vont se propager le long de
la caractéristique correspondante et seront du méme ordre. Seules leur amplitude et leurs variations
seront différentes par rapport a y! & cause des conditions aux limites.

. 3l
e Etude de la singularité le long de la caractéristique y? = i

Reprenons les résultats théoriques de la section 3.2 avec un chargement de la forme (3.2). On a alors
2y _ — .2 a2 1y _ 1 _ :

o(y?) = 3l/4—vy H(3l/4 Yy ) et (') = V2 6y a). Dans la suite, on pose

K = V2l/bys(y',31/4). Rappelons que la coque est encastrée sur le bord y' = 0 et libre sur le

bord y' = L. On obtient directement I’expression de 722 d’apres (3.5) :

2y = —Ké(y' —a) (3.38)

Le bord étant libre en (y',y?) = (L,3l/4), on doit avoir 7'2(L) = 0. En intégrant (3.7), on obtient
donc (la constante étant déterminée grace a la condition aux limites en y* = L) :

Ty =K(H(y' —a) - 1) (3.39)
Finalement, en utilisant (3.9) et la condition de bord libre en y* = L qui donne 7!1(L) = 0, on obtient :

Py = —K(y' —a) [Hy' —a) — 1] (3.40)

Les allures des fonctions 712(y!) et 711 (y') sont représentées Figs. 3.7 et 3.8 au voisinage de y? = 31/4.

50 2.0E+03

0 . . . . 0.0E+00

50 -2.0E+03

-4.0E+03
-100

-6.0E+03
-150

T2
™

-8.0E+03
-200

-1.0E+04
-250
-1.2E+04
-300
-LAE+04 /

-350 -1.6E+04
1 1

y y

F1G. 3.7 — Forme de 712(y!) Fic. 3.8 — Forme de 711 (y!)

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



, 3 Thése de Fabien Béchet, Lille 1, 2007
66 ETUDE DES SINGULARITES DANS LE CAS DES COQUES PARABOLIQUES INHIBEES

Déterminons maintenant les singularités des déplacements. La coque est encastrée en y' = 0, on a
donc :

U1(0) = Us(0) = 0 (3.41)

En considérant (3.11) et en intégrant successivement, on obtient :

K ((y' —a)? a?
Uy == (=2 [H@W —a) 1] + = 3.42
) =3 (U5 [ -0 - 1)+ 5 (3.42)
K ((y' —a)? a? a?
Us(y)) = = T—L[Hy' —a) — 1] + =y + — 3.43
2(y") E< s [H —a) 1]+ 5y + ¢ (3.43)
avec Bi111 = % dans le cas du demi-cylindre considéré ici. Les fonctions Ui(y!) et Us(y') sont
représentées Figs. 3.9 et 3.10 au voisinage de y? = 31/4.
’ ’ yl yl
FiG. 3.9 — Forme de U; Fi1G. 3.10 — Forme de U,
On obtient enfin l'expression de Us & partir de (3.11) :
K [((y' —a)? a? a’
Us(y') = Hy' —a) — 1] + =y + — 3.44
3(y") b22E< s [HY —a) -1+ 5y + (3.44)

représentée sur la Fig. 3.11.
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Fic. 3.11 — Forme de Us
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Finalement, la forme des singularités des déplacements est donnée par :
ur =Ui(y")e" (%) + ...
uy = Us(y))p® (y?) + . .. (3.45)

ug = Us(y )™ (y2) + ...

3l 3l
avec p(y?) =4/ = —y* H <4 — y2>.

- l
e Etude des singularités le long de la ligne y? = 1

Dans le cas de la singularité de f3 en 32 = [/4, le chargement normal f3 est défini par (3.36). On
a alors o(y?) = /y2 —1/4 H (y* —1/4) et ¢¥(y') = V2l 6(y' — a). Les équations & résoudre pour
déterminer les singularités des déplacements sont les mémes que précédemment. Seules les conditions
aux limites en y' = L sont différentes.

La coque étant fixée en (L, [/4), nous n’avons pas de conditions limites ni sur 7'2 ni sur 7'!. Les condi-
tions de fixation s’appliquent seulement sur u; et ug. Nous cherchons donc directement les expressions
de Uy (y!) et Us(yh).

En intégrant les équations du systéme (3.11), on obtient les expressions suivantes de Uy (y') et Ua(y?) :

Ui(y') = —% <(y1;“)2H(y1 —a)+ K, (y;)Q + Koy + K3> (3.46)
Us(y') = % <(y1ga)3H(y1 —a)+ K, (y;)g + K, (y;)2 + Kyl + K4> (3.47)

qui dépendent de 4 constantes a déterminer.

La coque étant encastrée en y' = 0 et y' = L, nous avons bien 4 conditions aux limites :

U1(0)=U1(L)=0
{ U2(0) = Un(L) = 0 (3.48)
qui permettent de déterminer les 4 constantes. On obtient finalement :
L q)? a —a)? a(L — a)?
Ui(y') = —[bf((y 5 ) H(y' —a) - 2 +2)L(3L ) (:L/l)er(LL2 ) yl) (3.49)
L _q)3 a —a)? a(L —a)?
Ualy") = if((y B e <y1>2> (3.50)
L _q)3 a —a)? a(L —a)?
Us(s") = ((y R e e i (Lw)(ylF) (351)
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Nous avons représenté 'allure des fonctions Uy (y!), Ua(y!) et Us(y') sur les Figs. 3.12 & 3.14. Celles-ci
different bien de celles obtenues le long de la courbe caractéristique y? = 31/4 & cause des conditions
aux limites différentes. Finalement la forme des singularités des déplacements en y? = /4 est donnée
par :

ur =Ui(y")¢"(y*) + ...
ug = Uz (y))® (y2) + ... (3.52)

uz = Us(yH) ™ (y?) + . ..

uz

-0.25 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1 1
y y

FiG. 3.12 — Forme de U; FiG. 3.13 — Forme de Uy

FiG. 3.14 — Forme de U;

Remarque 3.3.2 Les fonctions p(y?) et ¢ (y?) sont localement intégrables, autrement dit, (¢, ¢') € (L1)2.
/31 3l 3l

En effet, pour p(y?) = 1 v> H ( — y2>, dans le cas de létude de la singularité en y> = 1 on

a:

1
3l
/ o
.

dy* < oo, Ye>0 (3.53)

3, /3
o2l
Vi Y (4 y)
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et

dy* < co, Ye>0 (3.54)

1730 N\ Y% /3,
(2 _ H(Z -

2 (4 Y ) 1Y
Ce n’est pas le cas des dérivées suivantes de p. En effet :

3 5
// 2__1 37l_2_§ il_Q (3) 2__§ 37[_2_5 37l_2
O (y7) = A H LV ) ety (y7) = s\7 Y H 1Y

ne sont pas localement intégrables, et ne peuvent étre associées a une distribution. Il faut donc
considérer les dérivées de ©' au sens des distributions :

¢ () = JZQ <—;(il - yQ)_é H (il — y2>> (3.55)

[T LBl N TE
- /3[_62<4—y) 0'dy (3.56)

Et ainst de suite pour les dérivées suivantes. Le probleme est le méme pour l’étude de la singularité

[ l
en y? = i, ot cette fois nous avons p(y*) = /y? — 1 H <y2 - 4).

3.4 Simulation numérique

Nous réalisons maintenant une simulation numérique du probleme précédent a 1’aide des logiciels
BAMG et MODULEF couplés de fagon a avoir un processus de maillage adaptatif calculé par rapport
au déplacement us qui est le plus singulier. Nous rappelons les valeurs des constantes utilisées :

e [ =100 mm

o [ =25m mm

e R=25mm

e £ =210000 M Pa

e =203

e f3=10e MPa d’ou f3 =10 MPa

Par la suite, tous les résultats sur les déplacements seront exprimés en mm.

Au cours des simulations numériques, nous ferons varier I’épaisseur relative e de 1073 & 1076 afin de
mettre en évidence les singularités a l'intérieur des couches.
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3.4.1 Adaptation du maillage

Le maillage initial (Fig. 3.15) est un maillage régulier approximativement isotrope. Il décrit juste les
différents domaines (notamment la frontiere du cercle sur lequel on impose les efforts). Les figures
3.16, 3.17, 3.18 représentent le maillage adapté et raffiné & différentes itérations pour € = 107,

NN,
F1G. 3.15 — Maillage initial (11275 DDL) F1G. 3.16 — Itération 2 (23226 DDL)
F1a. 3.17 — Itération 5 (66778 DDL) F1a. 3.18 — Itération 7 (66283 DDL)

On peut voir dans le processus de raffinement du maillage que les singularités se propagent bien comme
prévu théoriquement le long des lignes y? = é et y? = BZZ. Les conditions aux limites en y' = L (bord
libre pour y? > é et encastré pour y? < %) influent grandement sur le maillage. Dans la partie haute
(y? > %)7 la taille du maillage reste a peu pres constante lorsqu’on s’approche du bord libre, tandis
que dans la partie basse (y? < %), la taille du maillage regrossit quand on s’approche du bord encastré
en y' = L. Notons enfin que les couches sont plus évasées que dans le cas hyperbolique (voir [33]). En
théorie, leur épaisseur est de lordre de €'/* contre £'/3 dans le cas hyperbolique. Nous reviendrons
sur le calcul des épaisseurs de couche plus tard.
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3.4.2 Résultats numériques sur les déplacements

La figure 3.19 montre 'évolution de la forme de uz (déplacement le plus singulier) sur la ligne y' = % au
cours des différentes itérations de 'adaptation de maillage. Les calculs sont réalisés pour une épaisseur

relative de ¢ = 107°. On constate que u3 converge bien au fur et & mesure de I'adaptation vers la
7éme

valeur donnée a la itération (car 'adaptation de maillage converge).

-0.6

y2

L
F1G. 3.19 — Convergence de ug sur la ligne y! = 1 pour € = 107°

D’autre part, il y a un rapport 2 entre la valeur maximale de ug trouvée a l'itération 2 et celle trouvée
a l'itération 8. Ceci prouve lefficacité du maillage adapatatif qui converge rapidement (en 7 itérations).

Apres 'adaptation de maillage et la convergence des résultats, visualisons tout d’abord la déformée
3D, ainsi que le déplacement us3 sur tout le domaine (Figs. 3.20(a) et 3.20(b)). Nous y observons que
seules les singularités dans les directions tangentes aux courbes caractéristiques (les génératrices) se
sont propagées. De plus, on constate la dissymétrie des déplacements due aux conditions aux limites.

1000

(a) Déformée de la coque (b) Déplacement uz sur le domaine

FIG. 3.20 — Résultats pour € = 107°

Pour finir, les figures 3.21 & 3.23 représentent les trois déplacements (en mm) obtenus a la septiéme
itération apres convergence de I'adaptation, pour € = 107> fixé, sur la ligne y! = L/4.
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FiG. 3.21 — Déplacement u; pour y' = L/4 et ¢ = 107°
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FiG. 3.22 — Déplacement uy pour y' = L/4 et ¢ = 107°
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FiG. 3.23 — Déplacement us pour y' = L/4 et ¢ = 107

Afin de pouvoir interpréter la forme des déplacements en terme de singularité, nous renvoyons le lecteur
en annexe B ou figurent quelques rappels élémentaires sur la distribution de Dirac et ses dérivées. On
constate que la singularité de wuo est plus importante que celle de ui. En effet, le déplacement uo
possede 4 "bosses” dans chaque couche limite alors que u; n’en a que 3. De méme, la singularité de
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ug3 est plus importante que celle de us (5 "bosses” contre 4). De plus, pour y' = L/4 fixé, & un facteur
prés on constate que ug est bien la dérivée de uy (& chaque extremum de u; correspond un zéro de ug)
et de méme, ug est la dérivée de uy. Enfin, méme s’il est difficile de déduire exactement 1’expression
analytique de la singularité & partir de la forme du déplacement, on constate que ui(L/4,y?) est
bien intermédiaire entre & et &' , ug(L/4,y?) entre § et 8", et usz(L/4,y*) entre 6" et &, comme
prédit par la théorie au résultat 1.5.1 du paragraphe 1 compte tenu des expressions de ¢(y?) sur les 2
caractéristiques étudiées.

3.4.3 Répartitions des énergies

Toujours pour le méme exemple, la répartition des densités surfaciques d’énergie de membrane et
de flexion (respectivement FE,,s et Efy) est représentée sur les Figs. 3.24 et 3.25 pour une épaisseur
relative e = 107°.
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FIG. 3.24 — Répartition de E,,5 (en m.J/mm?) Fia. 3.25 — Répartition de Efs (en m.J/mm?)
pour € = 107 pour € = 107

On constate que les 2 énergies sont principalement localisées le long des 2 couches limites en y? = %

et y? = % (correspondant & y? ~ 20 et y? ~ 60). On peut aussi voir Iinfluence des conditions limites.
Pour % = 311’ il y a plus d’énergie de flexion du co6té du bord libre en y' = L, tandis que sur cette
méme ligne, ’énergie de membrane se concentre & 1'opposé en y' = 0 ot1 la coque est encastrée. En
y? = i, les répartitions des 2 énergies est symétrique par rapport a la ligne y' = L/2 tout comme
le sont les conditions aux limites. Les oscillations présentes au niveau des déplacements, notamment
sur ug, sont observables sur la répartition de Efs. Si on se place en y' = 20 sur la figure 3.25, on
observe sur chaque couche limite 3 zones ol Ey, est élevée, séparées par 2 zones olt Eys est faible.
Les 3 zones ou Ey, est élevée correspondent aux trois sommets principaux de ug présents dans les 2
couches limites (voir Fig. 3.23). Les zones olt Ey; est faible correspondent & des zones ot ug présente

des points d’inflexion donc une énergie de flexion faible.

3.5 Convergence vers le probleme limite de membrane

Dans cette partie, nous étudions d’un point de vue numérique, la convergence du modele de Koiter vers
le probleme de membrane lorsque ¢ tend vers 0. Pour cela, nous effectuons des simulations numériques
pour différentes valeurs de € en prenant comme effort fg = ef? (voir 1.53) ce qui permet d’avoir des
déplacements du méme ordre de grandeur lorsque € varie.

3.5.1 Convergence des déplacements vers la solution du probleme de membrane

Nous allons étudier ici comment varient les déplacements dans la couche interne quand ¢ tend vers 0.
Nous en étudierons deux aspects :
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e D'évolution de I'amplitude des déplacements en fonction de ¢ en y' = L/4 fixé.
e I’épaisseur 7 de la couche interne en 3% = 311 qui correspond & une ligne caractéristique.

Les graphes du déplacement u3 sur la ligne ' = L/4 pour différentes valeurs ¢ sont présentés Figs.
3.26 a 3.29. Nous voyons que le maximum de u3 est de plus en plus élevé au fur et & mesure que &
diminue. Parallelement, la zone affectée par les déplacements les plus importants correspondant aux
singularités est de plus en plus étroite : pour € = 1073, des déplacements ”importants” sont présents
sur toute la coque, mais pour € = 1079, ils ne sont plus présents que dans une tres petite zone autour
des 2 courbes caractéristiques y? = i et y? = Szl. La couche interne et donc les effets de flexion se
concentrent autour des 2 courbes caractéristiques quand € diminue.
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0005 /\ 00 \
o
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0 0
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A 0,02
0005 o
/ \\\/ oo
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2 2
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F1G. 3.26 — Déplacement u3 pour € = 1073 F1G. 3.27 — Déplacement ug pour € = 1074

Usz
°

m\uf zo\/ 0 0 5 60 w p

w7
«

2 2

y y

F1G. 3.28 — Déplacement ug pour € = 107° F1G. 3.29 — Déplacement ug pour € = 1076

Etudions maintenant I’épaisseur des couches internes. Nous nous intéresserons a celle en y? = %l, les
résultats étant similaires en y? = %. Nous définissons ’épaisseur de la couche interne 1 comme étant
la distance entre les 2 principaux sommets de us (Fig. 3.30).
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0.8

y = 0.2492x + 1.9571
R? = 0.9997 o6
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Fia. 3.30 — Définition de n a partir us Fia. 3.31 — logn fonction de loge

A partir des résultats des simulations numériques des Figs. 3.26 & 3.29, pour chaque valeur de €, nous
obtenons une valeur de 71 correspondante. Nous tragons alors log(n) en fonction de log(e), ce qui nous
donne quasiment une droite (coefficient de régression linéaire de 0.9997) de pente 0.2492. On en déduit
que n = O(e%2492) ce qui est tres proche du résultat théorique n = O(£%25) (voir expression (1.154)).

En utilisant enfin les propriétés sur la famille de singularités des Dirac (voir annexe B), a partir des
solutions analytiques (3.45), on en déduit que :

e la singularité de uy(L/4,y?) est entre § et ¢ : son amplitude varie comme 77, avec 1 < o < 2
e la singularité de ug(L/4,y?) est entre & et 6 : son amplitude varie comme 772, avec 2 < ag < 3
e la singularité de ug(L/4,y?) est entre 6 et 6©) : son amplitude varie comme 1=, avec 3 < a3 < 4

En considérant que n = O(e'/*) (ce que nous venons de vérifier numériquement), nous avons :

A 1
1avec y < A1 <

N[

e l'amplitude de uj(L/4,y?) varie comme &~

[N

e 'amplitude de us(L/4,y?) varie comme =2, avec 1 < Ay <

e 'amplitude de u3(L/4,y?) varie comme £~*3, avec T <A3<1

Apres avoir relevé amplitude maximale des trois déplacements & partir des simulations numériques
des Figs. 3.26 & 3.29, on trouve (avec un coefficient de régression linéaire R? > 0.9996) que :

e l'amplitude de u1(L/4,y?) varie comme g 0-3758

e lamplitude de uz(L/4,y?) varie comme g~ 0-5584

e l'amplitude de u3(L/4,y?) varie comme g~ 0-8021

Les résultats sont tous compris dans les fourchettes prévues théoriquement.

3.5.2 Formation des couches internes et énergies

L’évolution des énergies de membrane et de flexion est un bon indicateur de formation des couches
internes et limites. Nous proposons de le vérifier numériquement toujours sur le méme exemple. Les
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figures 3.32 et 3.33 représentent la proportion de densité d’énergie surfacique de flexion (en %) par
rapport a la densité d’énergie totale (membrane et flexion). Comme il y a plusieurs couches (2 couches
internes sur les lignes caractéristiques, une autre sur la frontiére circulaire du chargement et une couche
limite le long du contour de la coque), il est assez difficile d’étudier précisément 1’épaisseur des couches.
Cependant, on observe bien le phénomene d’amincissement des couches internes quand e diminue. Pour
e =10"" et € = 1079, les couches deviennent tres fines. On peut encore observer des zones ot I’énergie
de flexion est prépondérante, alternant avec des zones ou elle est faible, correspondant respectivement
a des maximums et des points d’inflexion de us.
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F1G. 3.32 — Evolution du pourcentage de Ey, pour € = 1073 et 1074
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F1G. 3.33 — Evolution du pourcentage de Ey, pour € = 1075 et 1076

Ces simulations numériques permettent de visualiser précisément la formation des couches internes,
dues & un chargement singulier, le long d’une ligne caractéristique, ici le long des lignes y? = [/4 ~ 20
et y? = 31/4 =~ 60.

Cependant, dans ’exemple que nous venons de traiter, il y a aussi formation de couches internes le long
d’autres lignes non-caractéristiques. C’est le cas sur la frontiere de la zone de chargement (exceptés aux
points (a,l/4) et (a,3l/4) ou une ligne caractéristique est tangente a la frontiere). Comme nous ’avons
vu d’un point de vue théorique général (résultat 1.5.1 du chapitre 1 et section 3.2.2), les singularités
le long des lignes non-caractéristiques sont d’ordre inférieur a celles le long des lignes caractéristiques.
Pour cette raison, elles ne sont pas visibles sur les figures 3.32 et 3.33. Afin de mettre en évidence ces
couches numériquement, nous allons étudier dans la section suivante un cas particulier ou il n’y a pas
de singularité le long de lignes caractéristiques, mais uniquement une singularité du chargement sur
une ligne non-caractéristique.
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3.5 Convergence vers le probleme limite de membrane

3.5.3 Comparaison entre maillages uniformes et adaptés

Dans cette section, nous présentons une comparaison entre maillages uniformes et adaptés afin de
mettre en évidence la nécessité (et l'efficacité)) des maillages adaptés dans de telles configurations.
Le maximum du déplacement normalisé u;),(%, y?)/usres est représenté sur les figures 3.34 & 3.36 pour
différentes épaisseurs, en fonction du nombre d’éléments. Le déplacement de référence us .y est le
maximum obtenu & la derniere itération du processus d’adaptation méme s’il n’est pas forcément la

solution exacte.
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FiG. 3.35 — Maximum du déplacement

normalisé uz(%,y?)/ug.es en fontion
du nombre d’éléments pour € = 1074

FiG. 3.34 — Maximum du déplacement

normalisé uz(%,y?)/us.es en fontion
du nombre d’éléments pour € = 1073
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Fic. 3.37 — Maximum du déplacement
normalisé uz(%,y?)/us.es en fontion
du temps de calcul pour € = 1074

F1c. 3.36 — Maximum du déplacement
normalisé uz(%,y?)/us.es en fontion
du nombre d’éléments pour ¢ = 107°

On observe qu'un maillage adapté est bien plus efficace qu'un maillage uniforme, et surtout pour des
valeurs faibles de 1’épaisseur relative . Les résultats convergent vers la solution de référence avec
beaucoup moins d’éléments. Cette tendance s’accentue quand ’épaisseur relative € tend vers zéro.
Pour € = 1073, les performances des deux types de maillages sont similaires. Mais le surplus de temps
de calcul induit par 'adaptation donne un avantage aux maillages uniformes pour des épaisseurs im-
portantes. Par contre, pour € = 1074 et surtout ¢ = 107, un maillage adapté donne de bien meilleurs
résultats par rapport a un maillage uniforme : sur la Fig. 3.35, on voit qu’un maillage adapté de 6000

éléments donne la méme précision qu’un maillage uniforme de 14000 éléments.

Pour € = 1077, la solution uz donnée par un maillage uniforme est tres lente & converger contrairement
aux résultats obtenus avec un maillage adapté. Cela est dii & un blocage qui apparait dans les couches
pour des faibles valeurs de e.

Pour des faibles valeurs de £, méme en considérant le surplus de temps dii a ’adaptation (en incluant le
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temps de toutes les itérations), le maillage adapté est bien plus efficace que le maillage uniforme® (voir
Fig. 3.37 pour ¢ = 107%). Quelque soit le temps de calcul considéré, le maillage adapté est toujours
plus proche du résultat que le maillage uniforme.

Ainsi, pour de faibles valeurs de ¢ (inférieures & 10~%), I'utilisation de maillages adaptés est nécessaire
pour réduire le blocage dans les couches et pour obtenir des résultats précis (un maillage uniforme ne
converge pas) avec un temps de calcul raisonnable.

3.6 Etude numérique dans le cas non-caractéristique

Dans ce paragraphe, nous allons considérer un probleme plus simple nous permettant d’étudier les
couches le long de courbes non-caractéristiques. Afin d’éviter toute singularité sur une ligne ca-
ractéristique, nous considérons un cylindre de révolution complet soumis a un effort normal constant
f3 sur la zone hachurée (Fig. 3.38), et encastré sur toute sa frontiere. Nous imposons des conditions
de symétrie sur les droites AB et OD (voir Fig. 3.38).

Yo
A B

0 a b L y!

F1G. 3.38 — Domaine de R? définissant la surface moyenne du cylindre

Le probleme considéré est axisymétrique et les résultats sont donc indépendants de la variable angulaire
y?. L’expression analytique du chargement est ici :

fP=H(y"' —a)— H(y' —b) (3.57)

avec a = 30 mm et b =70 mm.

En considérant les résultats du paragraphe 3.2.2, on peut déduire les ordres des singularités des
différents déplacements :

e u; doit avoir une singularité de la forme (y' — a)H(y' — a) — (y* — b)H(y' — b) (& une constante
multiplicative pres) par rapport & y!

e uo est nul du fait des symétries du probleme

e u3 doit avoir une singularité de la forme H(y' —a) — H(y' — b) par rapport a y'

Notons que les symétries du problemes font que 'on est dans le cadre de la remarque 3.2.1 pour le
déplacement us qui est nul ici.

Les résultats numériques des figures 3.39 et 3.40 retranscrivent bien les calculs développés précédem-
ment. On peut voir Fig. 3.39 que u; est bien continue mais que sa dérivée est discontinue en 4% = a et
y? = b, ce qui correspond bien & des singularités du type (y! —a)H(y* —a) et (y* —b)H(y' —b). On

5Les calculs ont été effectués sur un Pentium IV 3GHz avec 1Gb of RAM.
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observe que uo est bien nul exactement. Quant & wug, il présente 2 discontinuités qui correspondent a
celles du chargement (Fig. 3.40). Le déplacement ug a bien les mémes singularités que le chargement
f3 donné par (3.57).
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F1G. 3.40 — ug pour y? fixé et pour ¢ = 1074

Nous nous intéressons ensuite a la caractérisation de la couche interne correspondant a une disconti-
nuité sur une ligne non-caractéristique. La figure 3.41 représente I’évolution du déplacement us sur une
droite y? = constante quelconque. On constate que ug tend vers une singularité de type Heavyside en
y' = a et y' = b correspondant & la singularité (3.57) du chargement f2. On peut également voir une
petite oscillation des 2 cotés de chaque couche correspondant aux zones autour de y' = a et y! = b.
Pour une valeur de ¢ donnée, nous considérons que la distance entre ces 2 oscillations caractérise
I’épaisseur 7 de la couche. Pour chaque valeur de ¢, on représente sur la figure 3.42 logn en fonction

de loge.
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F1G. 3.42 — log(n) fonction de log(e)
On trouve que n = O(%%%9) qui est un résultat trés proche du résultat théorique n = O(£?) prédit

dans le cas d’une couche suivant une ligne non-caractéristique. On peut également étudier 1’épaisseur
de la couche a partir des énergies. Les figures 3.43 a 3.45 montrent I’évolution du pourcentage de densité
surfacique d’énergie de flexion Ey, (par rapport a ’énergie totale) quand ¢ diminue. On observe que
la zone ou Efs et Ey,s sont du méme ordre (par exemple la zone ol Ef4 représente au moins 10% du
total) rétrécit quand £ \ 0.
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F1G. 3.43 — Proportion de Ef, F1G. 3.44 — Proportion de Ey,
pour € = 1073 (en %) pour € = 1074 (en %)
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pour £ = 1075 (en %)

Si on prend 1 comme étant la largeur de la zone ot Et représente plus de 10% de la densité surfacique
d’énergie totale, on trouve n = O(c%476) (Fig. 3.46). Dans ce cas, on trouve que le résultat est
un peu moins proche du résultat théorique que la mesure utilisant les déplacements (Fig. 3.42). La
détermination de 1’épaisseur des couches a partir des énergie dépend fortement du critere choisi pour
"est du méme ordre de grandeur”, et de la détermination de I’épaisseur de la zone ou le critere est
vérifé qui peut étre imprécise.

3.7 Cas d’une singularité le long d’un bord

3.7.1 Théorie

Nous considérons le méme probleme que précédemment mais nous réduisons le domaine de telle sorte
que les bords OD et AB soient tangents au cercle de chargement (Fig. 3.47). Nous étudierons le cas
ou ces 2 bords sont encastrés, puis le cas ou ils sont libres.

A
[ pmmmmmmmm \
1 1
1 1
3 . '
1 |A B
1
1
I 1
s [ ¢
1
1
L lo D
4 1 \ I
1 1 1
1 X : _
0 L a L y'
4

F1G. 3.47 — Domaine de R? définissant la surface moyenne

En suivant la démarche de [88] dans le cas parabolique, on peut trouver les déplacements en prolongeant
la solution (7%, uy,) du modele de membrane par 0 en dehors du domaine. Par exemple, prenons comme
nouveau domaine de R? : [0,1] x [0, L] et définissons le déplacement i :
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l 3l
Uy pour yo € [Z’ Z]
iy = (3.58)

0 sinon

Les déplacements @; solution du probleme de membrane sur [0, /] x [0, [] devraient donc étre de la méme

)
forme que précédemment pour y? € [%, %l], nuls pour 32 < ﬁ et y? > %. C’est ce qu’on se propose

d’observer numériquement dans les paragraphes suivants.

3.7.2 Simulations numériques
Cas ou les bords OD et AB sont encastrés

Considérons les mémes valeurs numériques (I, L) que précédemment pour la géométrie, (E,r) pour
le matériau et f3 pour le chargement. Les figures 3.48 & 3.50 représentent les déplacements sur la
ligne y' = % tangente au domaine de chargement, obtenus par simulation numérique toujours pour
une épaisseur relative € = 1075, Nous les comparons avec les résultats du probleme précédent ou les
singularités étaient a 'intérieur du domaine.
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Fia. 3.48 — Déplacement u; dans le cas d’une singularité a l'intérieur du domaine
et le long d'un bord encastré pour ¢ = 107°
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Fia. 3.49 — Déplacement uo dans le cas d’une singularité a I'intérieur du domaine
et le long d’un bord encastré pour € = 107°

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Fabien Béchet, Lille 1, 2007
3.7 Cas d’une singularité le long d’un bord 83

0.2

——Singularité "intérieure”

—=— Singularité sur un bord encastré

-0.15

Fia. 3.50 — Déplacement us dans le cas d’une singularité a l'intérieur du domaine
et le long d'un bord encastré pour ¢ = 107°

Dans cet exemple, les bords sont encastrés en y? = /4 et en y? = 31/4. Les déplacements obtenus sont
bien comme prévus par la théorie. Les singularités ont la méme forme que dans le probléeme précédent
mais sont "tronquées” au niveau des bords encastrés.

Cas ou les bords OD et AB sont libres

e Forme des déplacements obtenus

Considérons toujours le méme probleme que précédemment mais libérons maintenant les bords AB
et OD. La forme des déplacements en y' = L/4 obtenus par simulation numérique toujours pour une
épaisseur relative € = 107°, sont représentés sur les figures 3.51 & 3.53.
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FiG. 3.51 — Déplacement u; en y' = 1 pour € = 107

Cette fois-ci, nous n’observons pas tout a fait le méme phénomene : la valeur des déplacements est
beaucoup plus importante au niveau des 2 bords libres. Pour le reste, les ordres de grandeur respectifs
des singularités sont respectés : ugmqee est environ 10 fois plus important que ugmaz, lui-méme 10
fois plus important que u%1,4.. Le nombre de ”bosses” caractérisant ['ordre des singularités est aussi
respecté, méme si les oscillations de ug sont un peu aplaties sur le graphique a cause de I'amplitude
maximale qui est trés grande.
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F1G. 3.52 — Déplacement ug en y' = 1 pour € = 107

-12

L
FiG. 3.53 — Déplacement u3 en y! = 1 pour € = 107°

e Détermination de la singularité du déplacement ug

Afin de déterminer l'ordre de la singularité du déplacement ug, le plus singulier, regardons comment
varie son amplitude en fonction de e. Pour cela, nous faisons varier € de 1073 & 1075.

0.1

-0.15 4

Uz

-0.2

-0.25 +

-0.3 o

-0.4

L
F1G. 3.54 — Déplacement u3 pour y' = 1 ete=5-10"4
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F1G. 3.55 — Déplacement ug pour y! = 1 et e =10"*
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F1G. 3.56 — Déplacement ug pour y! = 7 et e =107

De la méme maniére que pour le probleme avec des singularités a l'intérieur du domaine, nous
représentons sur les Figs. 3.54 a 3.56 I’évolution de 'amplitude de u3 en fonction de €. Nous regardons
plus précisément la variation d’amplitude de la premiere oscillation. Nous trouvons que I'amplitude
de cette oscillation est de 'ordre de e 798388 (voir Fig. 3.57), ce qui est exactement entre les valeurs
de e73/% et ! prédites par la théorie (voir paragraphes 3.3.3 et 3.5.1).

~ y =-0.8388x - 9.8611
S~ R?=0.9971

Inug
/

Ing

F1G. 3.57 — Amplitude de Inuz en fonction de Ine
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e Comparaison avec le cas de singularités a I’intérieur du domaine

Pour finir, comparons les allures des déplacements u1, us et us avec celles du probleme avec des sin-
gularités & l'intérieur du domaine (section 3.5) ol les bords y? = 0 et y? = [ étaient libres. Sur les
figures 3.58 & 3.60 sont représentés les déplacements (en mm) résultant d’une singularité le long d’un
bord libre ou & l'intérieur du domaine pour € = 107°, sur la méme figure et avec la méme échelle.

0.005

-0.005

U
N
N
e

——Singularité "intérieure”

|
1
| \
| |
oos } —=-Singularité sur un bord libre
-0.08
| |

——Singularité "intérieure"
—= Singularité sur un bord libre [
-0.02 yz o1 y2
Fi1G. 3.58 — Déplacement u; dans le cas d’une Fic. 3.59 — Déplacement uy dans le cas d’une
singularité a l'intérieur du domaine singularité a I'intérieur du domaine
et le long d'un bord libre en y! = L/4 et le long d'un bord libre en y' = L/4
08 ‘ﬂ.

°
=
e

—— Singularité "normale"

—=- Singularité sur un bord libre

y2

Fia. 3.60 — Déplacement us dans le cas d’une singularité a I'intérieur du
domaine et le long d'un bord libre en y! = L/4

Que le bord soit libre ou encastré, les déplacements ont les mémes singularités (méme si elles sont
tronquées dans le cas d'un bord encastré). Si le bord est libre, on observe le méme nombre d’oscillations
(un peu plus serrées) que dans le cas d’une singularité du chargement a l'intérieur du domaine. De
plus, 'amplitude des déplacements est bien évidemment beaucoup plus importante.

3.8 Singularités dues a la forme du domaine

Pour terminer I’étude des singularités dans le cas des coques paraboliques, nous proposons ce dernier
exemple ou le domaine €2 de la carte est plus complexe mais le chargement est uniforme sur tout le
domaine. On va voir que dans ce cas, les singularités provenant de la couche limite du bord C'D vont
se propager a l'intérieur du domaine le long de la ligne caractéristique C'F' (voir Fig. 3.61).
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Considérons une coque parabolique définie par le méme plongement (3.19) ¥(y*, y?) que précédemment
mais avec cette fois un domaine Q différent représenté sur la figure 3.61. On applique une force f3 = —1
uniforme sur tout le domaine. La coque est encastrée sur tout son pourtour. On cherche a voir si quelque
chose de particulier se passe au niveau de la ligne C'F' a I'intérieur du domaine.

y

—

b L y

FiG. 3.61 — Domaine considéré

Pour cela, on étudie les déplacements sur les 2 lignes y' = a et y' = b, avec ici a = 25 mm et
b = 75 mm. Les résultats en mm pour € = 10> sont présentés sur les figures 3.62 & 3.64.

6.E-07

4.E-07 q

2.E-07 q

S' 0.E+00 ¢

-2.E-07

-4.E-07

-6.E-07

2

y

F1G. 3.62 — Déplacement wu; sur les lignes y! =a et y' =b
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F1G. 3.63 — Déplacement us sur les lignes y! = a et y! =b
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FIG. 3.64 — Déplacement us3 sur les lignes y' =a et y! =b

En y! = b, on remarque une singularité au niveau de chacun des bords encastrés correspondant & la
présence d’une couche limite, comme on I’a déja étudié a la section 3.7.2. Par contre, on remarque 2
types de singularités différentes sur la ligne y' = a. Aux 2 extrémités, on a des singularités de bord
comme en y' = b. Par contre, la singularité du milieu en 32 = [/2 est causée par une couche limite
d’une maniere indirecte. En effet, la singularité apparait sur le bord C'D et se propage le long de la
ligne C'F car celle-ci est une ligne caractéristique.

On peut remarquer que la forme de cette singularité est différente de celle due a la couche limite sur
le bord C'D. Ce probleme est complexe car c’est a la fois un probleme de singularité sur un bord
libre et de propagation sur une ligne caractéristique. A notre connaissance, il n’existe aucun résultat
théorique de comparaison. Ce dernier exemple montre la complexité de I'interaction entre les différents
types de singularités pouvant exister. Ainsi, on voit encore que sans la technique de maillage adaptatif
"automatique”, il serait difficile d’appréhender tous les types de singularités qui existent.
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3.8.1 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord déterminé théoriquement les ordres des singularités des
déplacements résultant d’une singularité du chargement par intégration du systeme membranaire.
Cela a été possible dans le cas des coques paraboliques, en se placant dans un systeme de coordonnées
approprié. On retrouve bien les résultats du chapitre 1 obtenus par réduction des équations membra-
naires. En particulier, on retrouve le fait que les singularités des déplacements n’ont pas les mémes
ordres et se propagent ou pas, selon que la singularité est ou non suivant une courbe caractéristique.

Nous nous sommes ensuite intéressés au cas d’un demi-cylindre de révolution. Dans un premier temps,
nous avons étudié le cas d’un chargement sur une zone circulaire. Nous avons observé numériquement
que la seule direction ou les singularités des déplacements se propagent est celle des lignes ca-
ractéristiques. Cela donne dans le cas étudié, 2 couches internes tangentes a la zone de chargement.
Le maillage a été raffiné automatiquement a l'intérieur de ces couches, nous permettant d’avoir des
résultats précis et de retrouver les résultats théoriques en terme d’épaisseur de couche et d’ordre des
singularités des déplacements.

Les singularités dans les couches internes le long d’une ligne caractéristique masquant totalement celles
existant le long des lignes non-caractéristiques, nous avons ensuite étudié ce dernier cas séparément.
Cela nous a permis de retrouver les résultats théoriques dans le cas de singularités le long de lignes
non-caractéristiques. Nous avons vu que les maillages adaptés convergent plus rapidement vers la so-
lution (quand on raffine le maillage) que les maillages uniformes surtout quand 1’épaisseur relative
diminue.

Par la suite, nous nous sommes intéressés au cas particulier d’une zone de chargement tangente au
bord du domaine. On constate que les singularités le long d’un bord caractéristique se propagent et
ont le méme ordre que pour une couche interne intérieure au domaine. Les déplacements ont la méme
forme que dans le cas d’une couche interne; les oscillations semblent juste tronquées au niveau du
bord qui est encastré, et ”resserrés” au niveau du bord libre. Enfin, pour des domaines de forme
plus complexes, nous avons mis en évidence numériquement des cas ou des singularités provenant des
couche limites se propagent a l'intérieur du domaine le long des caractéristiques.
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Chapitre 4

Etude des coques elliptiques
bien-inhibées

4.1 Introduction

On a vu d’un point de vue théorique aux chapitres 1 et 3 que des singularités des déplacements peuvent
apparaitre dans les couches limites ou internes lorsque le chargement est singulier. Ces singularités
et ces couches internes sont liées a la perte de régularité du déplacement w3, solution du modele de
Koiter, lorsque 1’épaisseur ¢ tend vers zéro.

Dans le cas d’une coque elliptique, lorsque la frontiere du domaine de chargement présente des coins,
des singularités peuvent également apparaitre a ces coins. Elles sont alors d’un genre tout a fait
différent. Ce sont des singularités logarithmiques beaucoup plus importantes, présentes tout autour
du coin en question, et moins classiques car a notre connaissance il n’existe pas de travaux particuliers
sur le sujet (en tout cas en ce qui concerne les coques).

Nous proposons dans ce chapitre, a partir de la formulation réduite (1.76) du modele de membrane,
de mettre en évidence l'existence de ces singularités logarithmiques d’'un point de vue théorique,
dans le cas des coques elliptiques bien-inhibées. Nous proposons ensuite de visualiser numériquement
ces singularités logarithmiques, ainsi que les autres singularités plus classiques existant, dans le cas
d’un paraboloide elliptique. Les simulations numériques seront réalisées avec la procédure de maillage
adaptatif couplant BAMG et MODULEF déja mise en oeuvre au chapitre précédent dans le cas des
coques paraboliques.

4.2 Existence de singularités logarithmiques aux coins de la zone de
chargement

Considérons une coque elliptique encastrée sur tout son bord. Elle est ainsi bien-inhibée en flexion et
d’apres ce qui précede, le modele de Koiter tend vers le probleme de membrane quand ¢ tend vers zéro.
Etudions donc, a partir du probleme membranaire, comment peuvent apparaitre de telles singularités
aux coins de la zone de chargement. Pour cela, repartons de la formulation réduite (1.76) du probleme
de membrane obtenue au chapitre 1, ne faisant intervenir que le déplacement normal us. On rappelle
qu’elle s’écrit :

FE [ng@% + 611622 — 2()128182] @ Uz = (12 [alla% + CL22622 + 2&126182] @ f3 (41)

Pour une coque elliptique, cette équation peut étre simplifiée si 'on se place dans le systeme de
coordonnées lié aux lignes de courbures principales (y!,y?). La base locale associée étant orthogonale,
on a alors a'?2 = 0 et b2 = b% = 0. Ainsi b1 est aussi nul (b1 et bag sont strictement non nuls et de
méme signe). L’équation (4.1) devient :
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B [b390? + b1103] P ug = a? [a1102 + 2202 ?) * (4.2)

Il est important de noter que dans le cas de coques elliptiques, les deux membres de 1’équation font
intervenir uniquement des opérateurs elliptiques. Si I’on considere I’équation homogene, une solution
au voisinage de I'origine! peut se développer en termes de solutions de la forme (voir [42] par exemple) :

Pk vi(0) (4.3)

™ o1 (0) + log(r) 1y (0)] (4.4)

ou faisant méme intervenir des puissances plus élevées en log(r) pour des exposants caractéristiques
Ak spécifiques. Les valeurs de A\, donnant une description compléte des singularités dépendent des
coeflicients de I’équation. En général, ces valeurs qui sont les valeurs propres d’un certain opérateur,
peuvent étre seulement obtenues numériquement [64]. Cependant, dans certains cas (impliquant le
laplacien ou des opérateurs analogues), un développement en série de Fourier par rapport a 6 permet
d’obtenir une description complete de la structure de la solution. En utilisant le méme genre de tech-
nique dans le cas non homogene, on peut trouver la structure locale (parfois singuliére) de la solution
au voisinage de ’origine.

L’équation (4.2) peut se ramener a une équation en bilaplacien par le changement de variable :

S b;21/2 y!
(', y") = (21,2%) avec (4.5)
52 — b;11/2 Y2

On obtient alors I’équation :
Auz =Cy f3 (4.6)

ot Cy est un opérateur du 4°¢ ordre. Cet opérateur peut s’écrire Cy = (Dq)? avec :

D

—-1/2 11 2 22 2 2 2
E <a ) a a)2>:E_1/2[1 d 1 9 (47)

2= 5 | T— + — - + =

atla?? \ by §(z1)? b1 §(22 b30(z1)? b} 9(22)>
Considérant I’équation (4.6), nous allons pouvoir étudier I'existence de singularités logarithmiques en
utilisant un développement en série de Fourier.

4.2.1 Etude des singularités de ’équation A2u; = C, f3
Probléeme modele avec le laplacien

Nous allons dans cette partie commencer par étudier un probleme modele pour des opérateurs du
second ordre au lieu du 4™ ordre. Ceci nous aidera & mieux appréhender le probléme. Placons nous
au voisinage d’un point P du domaine de chargement et prenons ce point comme centre du repére en
coordonnées polaires (r, ) (Fig. 4.1). Nous cherchons les fonctions u(r, 8) solution de :

Au = E; f3() dans un voisinage de r =0 (4.8)

ou Fy est un opérateur du second ordre comme le Laplacien A (mais non proportionnel & A) et ou
f3(0) est indépendant de .

'En coordonnées polaires (r,0) ot le point étudié est Iorigine.

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These de Fabien Béchet, Lille 1, 2007
4.2 FEzxistence de singularités logarithmiques 93

Fi1Gc. 4.1 — Repere polaire associé

Remarque 4.2.1 Le cas ou lopérateur Ey est proportionnel a A n’est pas intéressant. En effet, si
on a By = KA, Uéquation (4.8) peut étre écrite :

Alu—Kf3) =0 (4.9)

Dans ce cas, u—K f3 est une fonction harmonique, u et 3 ont donc les mémes singularités notamment
au niveau d’éventuels coins. Cette remarque est également valable pour léquation A%us = Cy f3 ou
l'on considérera que A% et Cy ne sont pas proportionnels.

Il s’agit maintenant de montrer que u a de fagon générique une singularité en log(r), et pas seulement
une singularité correspondant & celle de f3(6).

Pour étudier les singularités du probleme (4.8), il suffit de trouver celles d’une solution particuliere. Les
autres auront nécessairement les mémes singularités. En effet, soit u une solution particuliere choisie
et u* une autre solution, on a alors :

Au = By f3(0) (4.10)
Au* = Fyf3(0) (4.11)
soit par linéarité : Alu—u*) =0 (4.12)

La différence entre les 2 fonctions est une fonction harmonique donc réguliere, les 2 solutions auront
les mémes singularités.

e Etude de Av = f3(f)
Pour commencer, on étudie le probleme

Av = f3(6) (4.13)

sans l'opérateur E5. En coordonnées polaires, on a :

1 0 (2) 82
2 ( m) o0

ou r¥ = 1 figure explicitement pour insister sur le fait que v dépend & priori de r.

v = f3(0)r" (4.14)

On cherche maintenant v(r, #), 2m-périodique en 6, solution de (4.14). On peut alors décomposer v(r, 6)
en série de Fourier en 6 avec des coefficients fonction de r :

o0

v=uwo(r)+ Z (vn(r) cos(n@) + wy(r)sin(nh)) (4.15)
n=1
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et de méme pour f3, également 2m-périodique en 6 :

£20) = a0+ > _ (an cos(nd) + by sin(nf)) (4.16)

n=1
Les dérivées secondes par rapport a @ faisant apparaitre le coefficient (—n?), on obtient alors le nouveau
probléme suivant pour les coefficients de Fourier v, et w, de v :

1 d\ @
2 <’r dr) vo(r) = agr® (4.17)
(2
= [ I n2] On(r) = ay 10 (4.18)
2
= [(’“ dd) B "2] wn(r) = b (4.19)

(r d) Y vo(r) = agr? (4.20)

[(r ddr>(2) — n2] v (1) = ap 2 (4.21)

[(r ddr>(2) — n2] wy (1) = by, 2 (4.22)

On se ramene ensuite a une équation différentielle a coefficients constants grace au changement de
variable log(r) = t. Ainsi :

d d
- - = 4.2
Tar T dt (4.23)
et le probleme (4.20)-(4.22) devient alors :
d? 9
7o) to(t) = age* (4.24)
T _w2) 5ult) = ane® 4.25
pr Op(t) = ape (4.25)
& 2\ - _ 2t
(dt2 —-n ) Wp(t) = bpe (4.26)

La solution de I’équation non homogene sera alors en e? sauf si n = 2. Pour n = 2, la fonction 7, sera

de la forme Ay t €2t et Wy de la forme By t €2t. On aura alors dans ce cas :

d2
<dt2 - 4) Ag t e =44y e® = qy €% (4.27)
On a alors (d'une maniere similaire pour By) :
Ay =2 (4.28)
4
b
By = 22 (4.29)
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On peut donc remonter d’abord & (¢, ) :

(41

b
= %t e? cos(26) + ZQt e sin(20) + termes en €™ avecn # 2 (4.30)

et ensuite & v(r, ) en revenant & la variable r = et :

v(r,0) = % log(r).r* cos(26) + % log(r).r?sin(20) + termes en " n #2 (4.31)

e Retour au probleme Au = Fy f3(6)

Afin de revenir au probleme (4.8), appliquons l'opérateur Ey aux deux membres du probleme (4.8),
on obtient : EyAv = FE5f3(f). Comme E; commute avec A (car les coefficients sont constants), on a :

A(Ey v) = Eaf*(0) (4.32)

Ainsi, u = E»3 v est une solution particuliére de (4.8). D’apres (4.10)-(4.12), elle a les mémes singularités
que toute autre solution du probleme précédent. Les singularités de n’importe quelle solution u sont
donc les singularités de E9 v. Or, Fs est un opérateur d’ordre 2. Les termes les plus singuliers sont
donc ceux qui sont dérivés deux fois par rapport a 2! et/ou z2. Ces dérivées peuvent s’exprimer en
coordonnées polaires :

0 0 sin(f) 0
0 . 0 cos(f) O

Ainsi, toutes les dérivations d’ordre 2 font diminuer les puissances de r de 2 ordres que ce soit par
dérivation par rapport a r ou par division par r. On obtient donc finalement que n’importe quelle
solution u(r, ) du probleéme (4.8) o Fs est un opérateur de second ordre, s’écrit sous la forme :

’u(r,@) = G(0) log(r) + termes plus réguliers (4.35)

ou G(0) est une fonction qui ne dépend que de 6. On a bien montré que dans le cas général (sauf
lorsque G(6) = 0 et sauf si Fs est proportionnel au laplacien A), que toute solution u de (4.8) possede
une singularité logarithmique au voisinage de P (en r = 0). On obtient donc bien une singularité
logarithmique par rapport a 7.

Retour a ’équation A%u = E; f3(0)

Pour finir, revenons & ’équation (4.6) qui correspond au probléeme membranaire réduit qui nous
intéresse. Considérons d’abord le probléme simplifié sans 'opérateur Ej :

A% u = f3(0) (4.36)

que 'on peut décomposer en deux problemes successifs :

(e

Or, nous avons déja étudié la premiere équation de (4.37). La solution est de la forme (4.31) :
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v(r,0) = % log(r).r? cos(20) + b— log(r).r?sin(20) + termes en ™, n # 2 (4.38)

En replacant alors v dans la deuxiéme équation de (4.37), on obtient :

b
Au = % log(r).r? cos(26) + ZQ log(r).r? sin(20) + termes en 1", n # 2 (4.39)

Comme les termes réguliers ne donnent que des termes réguliers, nous n’étudierons donc que les termes
singuliers correspondant a :

Au = % log(r).r% cos(20) + b— log(r).r? sin(26) (4.40)

L’étude des singularités dans ’équation de (4.40) se fait comme précédemment en décomposant u en
série de Fourier par rapport a la variable 0 :

)+ Z (un(r) cos(n@) + u;,(r)sin(nh)) (4.41)
Les termes singuliers ne provenant que des termes d’ordres n = 2, on n’étudie que ceux-ci et 'on
obtient :
i o \® T )
2|\ 87“) — 4| ug(r) = agr°log(r) (4.42)
1/ a\® 1. )
2 <r 87“) — 4l uy(r) = ba rilog(r) (4.43)
_ NS ;
& <7‘ 8) — 4| ug(r) = ag rtlog(r) (4.44)
T
- 5\ @ :
<7‘ 8) — 4| us(r) = by rtlog(r) (4.45)
T

[(;;) - 4] o(t) = agte" (4.46)
[(;;) - 4] @) = bytet (4.47)

Comme e* n’est pas solution de I’équation homogene associée & (4.46) et (4.47), uz (et d’une maniere

similaire u}) est de la forme :
2

d
Gy =Ate'+Bett = [

o 4] uy = A(8 + 16t)e* 4 16Be* (4.48)

Ainsi 19 est solution si et seulement si :
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az
8A+16B =0 A=1c
& (4.49)
16A = a9 B = _ %2
32

En revenant aux variables (r,6) avec r = €', la solution u(r, ) du probleme (4.37) est de la forme :

u(r,0) = Cll—; log(r).r* cos(6) + % log(r).rtsin(f) + termes plus réguliers (4.50)

Finalement, afin de déterminer les singularités de la solution u du probleme membranaire, on applique
I'opérateur E4 comme & la section précédente. Or, celui-ci étant un opérateur du 4™¢ ordre, les termes
les plus singuliers sont ceux dérivés 4 fois ou encore divisés par 74 en coordonnées polaires. Ainsi, on
a:

’2@,(7“,(9) = H(0) log(r) + termes plus réguliers (4.51)

ou H () est une fonction qui ne dépend que de 6.

On a donc bien démontré que toute solution ug du probleme de membrane contient une singularité
logarithmique au voisinage de r = 0 deés que H (6) # 0. Il peut arriver que H(#) = 0 si la décomposition
de Fourier de f3(0) comporte des termes d’ordre 2 nuls, c’est-a-dire az = 0 et by = 0 avec :

as = % 027T £3(0) cos(26)db (4.52)
et
1 2
by = — i £3(6) sin(260)db (4.53)

4.2.2 Cas particulier ou les courbures principales sont égales

L’équation réduite (4.6) a été établie dans le cas général en se placant dans le systéme de coordonnées
lié aux courbures principales dans lequel b% = b% = 0. Pendant la résolution, nous avons supposé que
les 2 opérateurs de I’équation (4.6) ne sont pas proportionnels (remarque 4.2.1). Ceci peut cependant
arriver si b% = b% =b.

Dans ce cas, le point étudié est un point ombilical de la surface S. Alors, les deux opérateurs de (4.6)
sont proportionnels et on a :

A? [E uz — % fﬂ =0 (4.54)

1
D’apres la remarque 4.2.1, ¥ ug — 7 f2 est une fonction harmonique. En conséquence, ug et f3 ont

les mémes singularités. Autrement dit, méme si as ou by n’est pas nul, il n’y aura pas de singularité
logarithmique au point P si les courbures principales y sont égales (si P est un point ombilical de la
surface 5).

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



, Thése de Fabien Béchet, Lille 1, 2007
98 ETUDE DES COQUES ELLIPTIQUES BIEN-INHIBEES

4.2.3 Condition d’existence d’une singularité logarithmique

Afin de rendre plus concrete I'étude théorique précédente, on va s’intéresser a différents cas (forme
du chargement et point P étudié) et donc & différentes fonctions f3(0). On verra ainsi dans quels cas
az ou by est non nul, et donc dans quels cas il existera une singularité logarithmique au voisinage
du point P. Dans les exemples suivants, nous considérons une surface S elliptique quelconque dont
la carte locale (domaine €2 et W) n’est pas explicitement connue . Le chargement f2 est uniquement
normal, constant et appliqué dans la zone hachurée.

Cas 1

On se place tout d’abord en un point P qui se trouve a U'intérieur de la zone de chargement (pas sur
la frontiere) ot est appliqué un effort f3 constant égal a 1 (Fig. 4.2).

y2 A
B 1 C To A
r
-1 o, / 0
yl
L1
A -1 D %
Fia. 4.2 — Position du point P Fia. 4.3 — Repere polaire considéré
On a donc :
20) =1 pour 0 <6 <2n (4.55)
et en conséquence :
1 2 1 2w
ag = — 13(6) cos(20)df = 0 et by = — f3(6)sin(20)dd = 0
™ Jo ™ Jo

Ainsi, si le point P est & l'intérieur de la zone de chargement, on a as = by = 0 et il n’y a pas de
singularité logarithmique. Etant donné qu’aucune singularité n’est présente au niveau du chargement
en ce point, ce résultat était prévisible.

Cas 2
Considérons maintenant un point P qui se trouve sur la frontiere de la zone de chargement, & un endroit

ol la frontiere ainsi que sa tangente sont continues. Deux cas de figure possibles sont représentés sur
les figures 4.4 et 4.6.
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y2 A
B 1 C
/y/
- 1
! > P T2
P‘/ '
Z4
g
A -1 D T
Fi1G. 4.4 — Position du point P F1G. 4.5 — Repere polaire associé
y2 A
B 1 c
P
-1 1
y1
A -1 D :1:1
F1G. 4.6 — Autre position possible du point P F1G. 4.7 — Repere polaire associé

Dans les deux cas f3(f) peut s’écrire dans le repere polaire local :

3 | 1 pour0<0<m
760 = { 0 pour m <0 <2rm (4.56)

On a alors :

1 2T 5 1 T
ag = — £2(0) cos(20)dd = — | cos(20)df =0

™ Jo T Jo

1 27 3 ) 1 ™ )
by = — 1£2(0)sin(20)do = / sin(260)df = 0

m™Jo T Jo

On a une nouvelle fois as = by = 0. Ainsi, si la frontiere du chargement au point P est une droite,
un cercle, ou tout autre courbe réguliere dont la tangente est continue partout (ne possédant pas de
coin), il n’y aura aucune singularité logarithmique. On retrouve alors un résultat connu : dans le cas
d’une singularité le long d’une courbe réguliere, us a les mémes singularités que f3.
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Cas 3

On considere enfin le cas ou le point P est sur la frontiere de la zone de chargement ou la tangente
n’est pas continue. Autrement dit, on se place en un coin de la zone de chargement (Figs. 4.8 et 4.9).

y2 A
B 1 C
P
-1 1
gl
A -1 D xl
Fia. 4.8 — Position du point P Fia. 4.9 — Repere polaire associé

Dans le cas d’un coin & 90°, la fonction f3(6) s’écrit localement dans le repere polaire :

1 pour 0 <60 < T
0 pour 5 <60 <2rm
On a alors :
1 2 1 71'/2
ar=2 [ F3(0) cos(20)d0 = ~ / cos(20)d8 = 0
™ Jo ™ Jo
27 /2
b= [ s @sin@oas — [ (i =2
™ Jo ™ Jo n

Ainsi, un des deux coefficients de la décomposition de Fourier du chargement f3, ici by, est non nul
dans le cas d’'un coin. On aura donc une singularité logarithmique dans ce coin si les 2 courbures
principales y sont différentes.

Finalement, les résultats obtenus dans la section 4.2 peuvent se résumer de la fagon suivante :

Proposition 4.2.1 Considérons une coque elliptique bien-inhibée soumise a un chargement normal

f3 et un point P de la zone de chargement. On considére localement un paramétrage en coordonnées

polaires autour du point P correspondant a v = 0. Si les 2 conditions suivantes sont vérifiées au point

P :

o la décomposition en série de Fourier du chargement f3 par rapport a 0 comporte au moins un terme
de 2°™° rang (as ou by) non nul. C’est le cas si la zone de chargement comporte un ”coin”.

e les courbures principales b% et b% ne sont pas égales en ce point (le point P n’est pas un point
ombilical de la surface S)

alors une singularité logarithmique existe au point P.

L’existence de telles singularités logarithmiques sera observée numériquement a la section suivante.
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4.3 Exemple d’un paraboloide elliptique

Nous proposons maintenant de visualiser numériquement 1’existence de singularités des déplacements
dues a une singularité du chargement dans le cas d’un paraboloide elliptique. Conformément a la
théorie développée précédemment, les singularités seront logarithmiques (pour us uniquement) si les

hypotheses de la proposition 4.2.1 sont vérifiées, et plus classiques sinon.
Considérons le domaine Q = {(yl, vy} e[—-1,1] x [~1, 1]} et la surface elliptique S (Fig. 4.11) définie
par la carte (£2,1) ou :

Dy v?) = Wy )+ (1)) (4.58)
Considérons alors une coque définie par la surface moyenne S et ayant une épaisseur € constante. La
coque est encastrée sur tout son pourtour ce qui assure qu’elle est bien-inhibée. La coque est, en outre,
soumise & un effort normal f? sur le domaine F' défini par F' = {(y',4?)e[—3; 4] x [-1; 1]} (corres-
pondant & la zone hachurée Fig. 4.10). D’aprés (1.53), nous prendrons f3 = 10 ¢ M Pa proportionnel &
I’épaisseur e, afin que f3 soit constant. Nous considérons enfin des constantes élastiques correspondant
a un acier classique : E = 210 000 M Pa et v = 0.3. L’épaisseur relative € est prise comme étant le

épaisseur __ épaisseur
rapport longueur caractéristique — 2.9 :
Y
A
B 1 C
Q
-1 1 y*
1
=
yZ
A -1 D
Fia. 4.10 — Domaine € et zone de chargement F Fia. 4.11 — Surface moyenne S elliptique

Le probleme étant symétrique par rapport aux lignes y' = 0 et 42 = 0, nous ne modéliserons qu’un
quart du domaine en appliquant les symétries suivantes sur les déplacements :

up =0 et uzg1 =0 sur la ligne y' =0 (4.59)
up =0 et uzp =0 sur la ligne y*> =0 (4.60)

4.3.1 Caractéristiques géométriques

Commencons par déterminer les caractéristiques géométriques (base locale, tenseurs de courbures) du
paraboloide elliptique défini en (4.58).

e Bases covariante et contravariante

Le plan tangent & la surface S est défini en tout point 1(y',y%) de S par les 2 vecteurs tangents
Qo = Op1, soit ici :
a1 = (1,0,2y1> et ag— (0,1,23/2) (4.61)
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ai N\ ag .
Le vecteur normal au plan est donc N = ———— soit :
’ a1 N\ ag ‘
1
N = ( oyl 942, 1) (4.62)
VI A+ A7)

Cette base n’est ni orthogonale ni normée. Le tenseur métrique a,g a donc respectivement pour
composantes covariantes et pour composantes contravariantes :

L+4(yh)?  4ayly?
(ag = (4.63)
dyty? 1+ 4(y?)?

et
s B 1 L+4(y%)?  —dyly?
@™ =) = 7 A2 4w\ e 1 gy (4.64)
On pose C(y',y?) = L 5- On en déduit la base covariante :

T4y +4(y?)

a' =C(y'.y°) (1 +4(y%)%, —4y' 2y1) et o= C(yl,yQ)( — 4yt 1+ 4(y")?, 2y2) (4.65)
Les seuls symboles de Christoffel non nuls sont :

Ih, =4'Cyhy%) et T2, =44°Clyt,y%) (4.66)

e Tenseur de courbure

Les composantes covariantes du tenseur de courbure sont données par bog = N - aq g (voir (1.12)). On
a donc ici :

bag =2 C(y",y?) (4.67)

01

Le fait que det(bag) = 4C > 0 prouve que la surface est bien elliptique en tout point de S. Les direc-
tions asymptotiques sont alors imaginaires pures.

Les courbures mixtes (qui sont les courbures physiques) sont alors :

1+4(y%)?  —dy'y’
b3 =2C(y",y*)*? (4.68)
—dy'y? 1+4@y")?

La surface S ne possede donc qu’un seul point ombilical, situé en (0, 0). Les courbures principales étant
égales en ce point, elles le sont dans toutes les bases (toutes les bases sont principales). Ainsi, d’apres
ce qu'on a vu au paragraphe 4.2, il ne pourra apparaitre de singularité logarithmique en ce point
méme si le domaine de chargement possede un coin. Un exemple similaire sera étudié numériquement
au paragraphe 4.3.7.
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4.3.2 Résultats numériques

Pour chaque valeur de €, nous ne modélisons qu'un quart du paraboloide. Le calcul est alors lancé
avec un maillage initial uniforme comportant 236 éléments (Fig. 4.12). Le maillage est ensuite raffiné
automatiquement. Le déplacement normal u3 est représenté en metres sur la Fig. 4.13 sur le quart du
domaine apres 7 itérations. On peut voir clairement les deux phénomenes qui apparaissent :

e une singularité de type Heavyside le long de la frontiere de la zone de chargement

e une singularité logarithmique (ressemblant & un pic) au coin de la zone de chargement F'.

Les sections suivantes concernent 1’étude de ces deux singularités.

2e-005

1 0
-2e-005
-4e-005
-6e-005
08 -8e-005
-0.0001
-0.00012
-0.00014
06 -0.00016

W il
)

sahnl
oAl

Fia. 4.12 — Maillage initial sur le quart du

F1G. 4.13 — Déplacement us pour € = 1074
domaine (236 elts)

La couche interne due au chargement

En utilisant le résultat 1.5.1, on peut facilement déduire la singularité du déplacement ug d’apres le
chargement f2 qui s’écrit dans Q comme le produit de deux fonctions créneau :

f2=-10 [H(y' +05)— H(y' —0.5)] [H(y*+0.5) — H(y*> — 0.5)] (4.69)

0 si y'<a
—a)= 1 si gyt
yl >a
Comme u? a les mémes singularités que f2, le déplacement uz aura des singularités de type Heavyside
sauf pres du coin de la zone de chargement. Nous devrions observer sur les résultats des simulations

numériques un saut de la fonction ug au niveau des lignes y* = 0.5 (pour y% < 0.5) et y? = 0.5 (pour
1
y' < 0.5).

ot H(.) est la fonction saut d’Heavyside : H (y!

Tout d’abord nous allons nous intéresser a 'adaptation du maillage.

4.3.3 Adaptation du maillage

Considérons ici une épaisseur € = 10~ fixée et observons I’évolution du maillage sur les figures 4.14
et 4.15 au cours du processus d’adaptation. On peut voir que le maillage est principalement raffiné
le long du domaine de chargement F' et encore plus autour du point [% ; %] On a vu précédemment
que la discontinuité du chargement induit une couche interne le long de la frontiere du domaine de
chargement F', ainsi qu’une singularité logarithmique aux coins lorsque les hypotheses de la proposition
4.2.1 sont vérifiées (ce qui est le cas ici). Avec le mailleur adaptatif BAMG, le maillage est raffiné dans

les zones ou le déplacement ug est le plus singulier (ou ses dérivées secondes varient le plus).
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FIG. 4.14 — Maillage & la 3°™€ itération (3076 FIG. 4.15 — Maillage & la 7°™€ itération (5351
éléments) éléments)

0.6

0.26

0.24 |-

0.22

0.5

0.45 J

01

fl i

n 04 L A L
046 048 05 052 054 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

Fi1G. 4.16 — Maillage a l'intérieur de la couche en Fi1G. 4.17 — Maillage autour de la singularité
1

a
yl = 5 logarithmique

On constate que 'aspect du maillage est différent selon la partie considérée. Dans la couche interne,
les éléments sont anisotropes : la longueur du coté dans la direction de la couche est plus importante
que celle du coté dans la direction perpendiculaire (Fig. 4.16). Cela est bien str di a la singularité
qui existe uniquement dans la direction perpendiculaire a la frontiere du domaine F'. Par contre, sur
la figure 4.17 le maillage autour du coin du domaine de chargement est isotrope : la singularité loga-

rithmique existe tout autour du point [% ; %], il n’y a donc pas de direction privilégiée.

Intéressons-nous maintenant a la convergence du processus d’adaptation de maillage a travers le
déplacement us qui est le plus singulier. Les figures 4.18 et 4.19 montrent ’efficacité de la procédure de
remaillage sur le calcul de ug3. Alors que le maillage initial donne de mauvais résultats a l'intérieur de la
couche (la forme de la singularité n’est pas bien décrite), les résultats & la 3™€ itération sont proches
de la théorie. En effet, on observe bien le saut de us & travers la ligne y' = 0.5, qui correspond & la
singularité en Heavyside prédite théoriquement. Les résultats sont encore plus précis aux itérations
suivantes.

Un autre point a souligner est que le nombre de noeuds (ou d’éléments) augmente a lintérieur de
la couche mais reste constant en dehors. En effet, entre les lignes y' = 0 et y' = 0.25, ainsi qu’a partir
de y' = 0.75, les valeurs numériques de u3 sont les mémes pour chaque itération. Cela est dii & I’ab-
sence de singularité dans ces zones ou ug y est régulier et est donc tres bien décrit avec peu d’éléments.
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Finalement, comparons les résultats obtenus aux différentes itérations du processus d’adaptation de
maillage, avec ceux résultant d’un maillage uniforme contenant a peu pres le méme nombre d’éléments
qu’a la septieme itération (5582 élements). On voit clairement sur les figures 4.18 et 4.19 que le maillage
uniforme donne de mauvais résultats a I'intérieur de la couche. L’approximation de ug obtenue & la 3¢
itération avec un maillage adapté anisotrope contenant presque deux fois moins d’éléments (3076 exac-
tement) qu'un maillage uniforme, donne de meilleurs résultats. Ce résultat met en évidence l'intérét
d’un maillage adaptatif anisotrope pour les problémes présentant des singularités et des couches limites

ou internes.

1.5E-05
(3
3 ARES
1.0E-05 4 ! / <
1 / o= —
s / o= ——
M - -
5.0E-06 - ) AN
I \
b // \\\‘
0.0E+00 w 7 ‘
0.25 Is 0.75
7
= -5.0E-06 = Srati [
, ,) - -~ Itération 0
Al
I t " .
/ Itération 3
-1.0E-05 o i
i Z .
/ i' — Itération 7
7
/ A ) L
-1.5E-05 p = —-»- Maillage uniforme
B =
-2.0E-05
-2.5E-05
1
Yy

F1G. 4.18 — Convergence de uz pendant 'adaptation de maillage pour y2 = 0 et y; € [0, 1]

1.5E-05

1.0E-05 q

5.0E-06 §

0.0E+00 T
0|4 0.45

-5.0E-06 —
--- Itération 0

Us

Itération 3 L

-1.0E-05
— Itération 7

- - Maillage uniforme [

-1.5E-05

-2.0E-05 q

-2.5E-05
y
Fia. 4.19 — Convergence de ug pendant I’adaptation de maillage pour yo = 0. Zoom sur
I'intervalle y; € [0.4,0.6]

4.3.4 Etude de la couche interne en y! =05

Dans cette section, on se propose de déterminer I’épaisseur de la couche interne grace aux simulations
numériques faites sur le méme exemple que précédemment. Les variations de us pour différentes valeurs
de € sont représentées sur la figure 4.20. On rappelle que leffort appliqué est proportionnel a ¢ sur le
domaine F'. Ainsi, le déplacement ug reste a peu pres le méme en dehors de la couche interne (dans
les régions ol ug est continue a la limite ¢ = 0) et il est facile de comparer les résultats sur la méme

figure.
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F1G. 4.20 — Déplacement ug pour différentes valeurs de € allant de 1072 & 107

Quand € tend vers zéro, nous avons vu que us tend vers une singularité de type Heavyside. Pour
des coques plus épaisses (¢ = 1072 par exemple), uz est une fonction continue et il est difficile de
mesurer ’épaisseur de la couche interne. Une premiére possibilité consiste a mesurer la distance entre
les deux extrema locaux pres de y' = 0.5. L’extremum est difficile & déterminer précisément pour de
relativement grands e (surtout pour y' < 0.5). Il est donc préférable de mesurer la distance  (voir
Fig. 4.21) pour 1075 < ¢ < 1073. Nous cherchons ensuite une relation de la forme 1 = . Pour cela,
nous représentons Fig. 4.22 log(n) en fonction de log(e) pour différentes valeurs de e. Les résultats

sont proches de la théorie? : on trouve alors n = O(%°163) avec un facteur de régression linéaire tres
proche de 1.
1E-05 \

y = 0.5163x + 0.61 *
R? = 0.9959

log(n)

5 0.E+00

-LE-05

-2.E-05

" log(e)

F1G. 4.22 — Tracé de log(n) en fonction de

Fi1G. 4.21 — Mesure de 7 sur le déplacement us
log(e) mesuré sur ug

Regardons également ’évolution des autres déplacements u; et uo. Ils ont un comportement identique
mais inversé par rapport aux axes y' et y2. En effet, les symétries du probléme imposent uy(y!,y?) =
uz(y?,y!). De ce fait, contentons nous d’étudier u; sur la ligne y> = 0 (du fait des symétries, uy est
nul sur cette méme ligne).

2Pour de tels problemes, I'épaisseur de la couche interne est de ordre de e3.
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FIG. 4.24 — Déplacement u; sur la droite y?> = 0 entre y' = 0.45 et ' = 0.55 pour différents ¢

D’apres le résultat 1.5.1 du chapitre 1, dans le cas d’une coque elliptique bien-inhibée considérée ici,
les déplacements u; et up ont des singularités d’un ordre inférieur & celle de f3. Autrement dit, ils
doivent avoir une singularité en (y' — 0.5)H(y! — 0.5). C’est bien ce qu’on observe : u; est proche
d’une fonction dont la dérivée est discontinue en y! = 0.5 (voir Fig. 4.23). Au cours du processus
asymptotique, le déplacement u; sur la ligne y? = 0 varie trés peu : on voit juste sur la Fig. 4.24 que
la dérivée en y' = 0.5 tend de plus en plus & étre discontinue.

4.3.5 Influence du domaine de chargement

Pour étudier I'influence du domaine de chargement, considérons le méme probleme que précédemment
mais faisons varier la taille de la zone de chargement F. Appelons L la largeur du c6té de la zone de
chargement carrée. On considere des valeurs décroissantes de L de telle sorte que le chargement tende
vers une distribution de Dirac a origine.

Les calculs numériques sont toujours réalisés sur un quart du domaine. On observe Figs. 4.25 a 4.28
que, lorsque L diminue, la discontinuité de ug suit la frontiere du domaine de chargement. De plus, il

est évident sur la Fig. 4.29 que le déplacement us tend vers un Dirac a l’origine.

On peut également remarquer que la singularité logarithmique tend a disparaitre lorsque L tend vers
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4.3.6 La singularité logarithmique au coin du chargement

Comme nous 'avons vu dans la section 4.2, dans le cas elliptique, il peut y avoir des singularités
logarithmiques aux coins du domaine de chargement si les deux conditions de la proposition 4.2.1 sont
satisfaites. Vérifions le dans le cas particulier considéré ici.

Tout d’abord, le développement en série de Fourier de f2 au voisinage du point P(0.5,0.5) donne :
as = 0 mais by # 0. En effet, au voisinage de P, le chargement peut s’exprimer en coordonnées polaires
(Fig. 4.9) par :

T
0 pour — 5 <0<

HOE 3 (4.70)
1 pour m <6< —

2
On a donc :
1 2T 1 371-/2
ag = — 13() cos(26)do = / cos(20)df =0 (4.71)
™ Jo T Jr
N B LIRSS B L PP 472
2—;0 f°(0) sin(20) _77/77 sin(20) - (472)

La deuxieme condition est que les courbures principales en composantes mixtes doivent étre différentes
en P. Or, nous avons vu que le seul point ombilical de S se situe en (0, 0). Ainsi le résultat 4.2.1 prévoit
’existence d’une singularité logarithmique de u3 au niveau du coin (0.5, 0.5) du domaine chargement F'.

Essayons maintenant de visualiser tres précisément cette singularité a partir des simulations numériques.
La figure 4.30 représente le déplacement normal usz sur la ligne y? = y' qui passe bien par P.

Pour € = 1074, le maximum de u3 se trouve & y' = 0.48. N’étant pas exactement au probléme limite
(¢ = 107* # 0), u3 n’est pas exactement une fonction logarithmique au voisinage de P. Il y a une
partie de la courbe qui est en quelque sorte un lien régulier entre les 2 parties logarithmiques de us.
Pour mieux décrire uz au niveau du coin, faisons un zoom au voisinage du point P pour y' > 0.5 (Fig.
4.31). Nous avons enlevé les points constituant le lien régulier entre les 2 parties logarithmiques. On
considere alors le point ol uz atteint son maximum comme 'origine du repere polaire local (Fig. 4.9)
et on appelle r la distance entre cette origine et les autres points. Le graphe de ug pour 0 < r < 0.1
(sur le coté y' > 0.5) montre que ug est trés proche d’une fonction logarithmique.

2.0E-05

0.0E+00

-2.0E-05 -

-4.0E-05

-6.0E-05 -

Us

-8.0E-05 -

-1.0E-04

-1.2E-04 -

-1.4E-04 1

-1.6E-04

y'=y?

F1G. 4.30 — Déplacement us3 sur la ligne y? = y' pour ¢ = 1074
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Fia. 4.31 — Comparaison entre us et une fonction logarithmique au voisinage du point P

Evolution de la singularité logarithmique
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FIG. 4.32 — Evolution de la singularité logarithmique pour différentes valeurs de
ede10724107°

La figure 4.32 montre 1’évolution de la singularité logarithmique quand € diminue. On voit clairement
que lorsque ¢ tend vers zéro, le déplacement normal tend vers la solution du probléeme de membrane
qui possede une singularité logarithmique pres du coin y' = y? = 0.5. Pour une coque assez épaisse
(e = 1072), la solution ug est beaucoup plus réguliere et la singularité n’est pratiquement pas visible.
Celle-ci apparait plus clairement pour des plus petites valeurs de £ (pour € < 10*4).

D’autre part, quand e diminue, le maximum de uz devient plus grand : 3.5 107 pour € = 1072 et

2.1 10~* pour ¢ = 1075, Il est facile de voir que ce maximum est proportionnel & log(¢).
On peut aussi remarquer que le "lien régulier” entre les deux parties logarithmiques de us (Fig. 4.32)
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est de plus en plus étroit. Ces 2 aspects sont en relation. En effet, ug se comporte comme une fonction
logarithmique (ug = c¢ log(r)) sauf dans une zone toute proche de P qui tend vers zéro lorsque ¢
diminue. Si la taille de cette zone est de l'ordre O(e%) avec « fixé, la partie logarithmique de us
commence a 7 = a €%, a étant une constante réelle positive. De plus, comme le maximum de us est
proche du maximum de la partie logarithmique atteint en r = a €* (le lien régulier qui contient le
maximum de ug n’augmente que de peu le maximum de la partie logarithmique), on a :

Usmaz =~ ¢ log(a %) yea log(e) (4.73)

Ainsi, la valeur maximale de uz au voisinage de P est bien proportionnelle & loge. De plus, on peut
remarquer que la position du maximum de us tend progressivement vers P = (0.5,0.5) lorsque ¢ tend
vers 0.

4.3.7 Un cas sans singularité logarithmique

Comme nous 'avons vu dans la section 4.2.2; il n’existe pas de singularité logarithmique au niveau
du coin du domaine de chargement quand les courbures principales y sont égales. Pour vérifier cela
numériquement, nous considérons le méme probleme que précédemment mais avec une demi-sphere
de rayon 100 mm au lieu du paraboloide elliptique. Les courbures principales y sont égales sur tout le
domaine. Le chargement est toujours appliqué sur un domaine F' présentant 4 coins. La demi-sphéere
est encastrée sur tout son pourtour et est donc bien- inhibée. Nous ne modélisons encore qu’'un quart
du probleme en considérant les mémes conditions de symétrie.

Le maillage ainsi que le déplacement normal sont représentés respectivement Fig. 4.33 et Fig. 4.34 a
la derniere itération de I’adaptation de maillage (avec 7559 éléments) pour & = 1074
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FIG. 4.33 — Maillage & la derniére itération FIG. 4.34 = Déplacement uz sur le quart du
domaine

On voit clairement que pour ce probléme, il n’y a aucune singularité logarithmique au niveau du coin.

On observe seulement un saut de ug dans la direction perpendiculaire a la frontiere de chargement,

comme prédit par la théorie dans le cas d’une coque elliptique (voir résultat 1.5.1).

On a donc bien vérifié numériquement que lorsque les courbures principales sont égales sur tout le

domaine, il n’y a pas de singularité logarithmique.

Ceci serait également vrai si les deux courbures principales étaient égales uniquement au coin du
domaine de chargement (pas nécessairement partout comme dans le cas de la sphere). Cela serait le
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cas si le domaine de chargement F' avait un coin & 'origine (0,0), seul point ombilical du paraboloide
elliptique considéré au paragraphe 4.3.

4.3.8 Un autre cas sans singularité logarithmique

Revenons au paraboloide elliptique étudié en 4.3. Prenons cette fois une zone de chargement de forme
circulaire. Le domaine F' ne possede cette fois pas de coin. La premiere condition de la proposition
4.2.1 n’est pas satisfaite. On a en effet : ag = bs = 0 pour un tel chargement en tout point de la
frontiere (voir section 4.2.3).
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Fia. 4.35 — Domaine €2 F1G. 4.36 — Déplacement u3 pour € = 1073

Ainsi, il ne devrait exister aucune singularité logarithmique sur la frontiére de la zone de chargement.
C’est bien ce qu’on observe sur la figure 4.36 : un saut de ug correspondant a une singularité en
Heavyside de méme ordre que la discontinuité du chargement, comme prédit par le résultat 1.5.1 du
chapitre 1.

4.3.9 Energies de membrane et de flexion

Dans cette partie, revenons & nouveau au probleme du paraboloide elliptique présenté au paragraphe
4.3. Nous allons étudier la répartition des énergies, représentée sur les Figs. 4.37 et 4.38 pour € = 1074
sur un quart du domaine.

1 _
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F1G. 4.37 — Densité surfacique d’énergie de
membrane pour ¢ = 1074

F1G. 4.38 — Densité surfacique d’énergie de
flexion pour ¢ = 10™4
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Pour € = 1074, on peut voir que les 2 énergies sont réparties de la méme facon : le long de la frontiere
du chargement mais surtout au niveau de la singularité logarithmique. Dans le paragraphe 4.3.4, nous
avons déterminé 1’épaisseur de la couche interne a partir du déplacement normal us. Nous pouvons
également déterminer cette épaisseur a partir des densités surfaciques d’énergie. Pour cela, regardons
I’évolution de la proportion d’énergie surfacique de flexion par rapport a 1’énergie surfacique totale
(Figs. 4.39 et 4.40).
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F1G. 4.39 — Pourcentage de densité d’énergie de flexion pour € = 1072 et 1073
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FIG. 4.40 — Pourcentage de densité d’énergie de flexion pour 10~ et 1075

Nous savons que la particularité de la couche interne est que la flexion y reste significative, alors qu’elle
devient négligeable dans le reste de la coque lorsque ¢ \, 0. Les deux densités surfaciques d’énergie y
sont donc du méme ordre. Ainsi, si on considere que £y est du méme ordre que F,, si elle représente
au moins 10% de la densité d’énergie totale, la zone ol Ey représente plus de 10% peut étre considérée
comme étant la couche interne. On peut voir clairement sur les Figs. 4.39 et 4.40 que I’épaisseur de la
couche limite diminue quand e tend vers zéro.

En mesurant pour chaque valeur de ¢ la largeur n de la zone ot Ey est du méme ordre que E,,, on
peut déterminer 1’épaisseur de la couche interne. En effet, en tragant logn en fonction de loge sur la
figure 4.41, on obtient une épaisseur de couche de I'ordre de %9912 alors que la valeur théorique est
de '/2 (voir 1.5.1). Ainsi, la détermination de 1’épaisseur de couche par la répartition d’énergie donne
ici de trés bons résultats, méme meilleurs qu’a partir des déplacements (voir paragraphe 4.3.4).
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| S

y = 0.5012x + 0.2227|
R® = 0.9923

log(e)

F1a. 4.41 — log(n) en fonction de log(e) mesuré sur les figures 4.39 et 4.40

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié théoriquement et numériquement deux types de singularités qui
peuvent apparaitre dans le cas de coques elliptiques bien-inhibées. Il s’agit en premier lieu d’une
singularité usuelle que ’on rencontre lorsque le chargement est singulier le long d’une courbe non-
caractéristique. Nous avons alors vérifié numériquement les résultats théoriques suivants pour ce type
de singularité :
— le déplacement ug tend & avoir la méme singularité que f3 lorsque € \, 0, alors que u; et uy sont
d’un ordre moins singulier,
— les énergies de déformation membranaire et de flexion se concentrent au niveau des couches internes,
— Dépaisseur de la couche interne est proportionnelle & /2.
En outre, nous avons mis en évidence I'existence d’une singularité logarithmique de us peu connue qui
apparait quand le domaine de chargement comporte des coins. Nous avons démontré théoriquement
son existence et étudié numériquement I’évolution de ug par des simulations utilisant un maillage
adaptatif. On a bien constaté numériquement que us tend vers une fonction logarithmique et que
les énergies de membrane et de flexion sont encore plus importantes au niveau de cette singularité
logarithmique ponctuelle que dans les couches internes.

L’utilisation d’'un maillage adaptatif a permis d’approcher numériquement tres précisément ces deux

types de singularité, en raffinant de maniere anisotrope dans la couche interne et de maniere isotrope
au voisinage de la singularité logarithmique.
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Chapitre 5

Etude des coques elliptiques
mal-inhibées

5.1 Généralités

Dans ce chapitre, on étudiera a la différence du chapitre précédent, les coques elliptiques ayant une
partie de leur bord libre : il s’agit des coques elliptiques mal-inhibées. Le probleme est alors sensitif et
il apparalt un phénomene de complexification lorsque € tend vers zéro : des oscillations apparaissent
dans la direction tangentielle au bord libre, alors que les déplacements décroissent exponentiellement
vers 'intérieur de la coque. Ce type de probléeme a été mis en évidence d’une maniere générale dans
[66] et plus spécifiquement pour les coques dans [11, 45, 75].

On peut montrer que dans le cas des problemes sensitifs (voir paragraphe 5.3), le probleme limite
ne satisfait pas a la condition de Shapiro-Lopatinskii : il est ainsi mal posé et n’a pas de solution
dans l'espace des distributions. Des problémes modeles [35, 36, 70] permettent de montrer qu’il existe
cependant des solutions dans un espace beaucoup plus grand que ’espace des distributions. Il s’agit
de l'espace Z’, image de l'espace des distributions (tempérées ou non) par transformée de Fourier.
Les éléments de Z’ sont des fonctionnelles analytiques (terme générique qui désigne les éléments des
espaces duaux d’espaces de fonctions analytiques). Mais les éléments de Z’ peuvent difficilement étre
considérés comme des fonctions (méme généralisées). En effet, ils sont non seulement tres singuliers,
mais ils le sont partout, comme on le verra dans un exemple plus tard. En général, ils n’ont pas de
support, et on ne peut pas parler de leur valeur en un point (comme une fonction) ou au voisinage
d’un point (comme une distribution).

Dans ce chapitre, on présentera dans un premier temps la condition de Shapiro-Lopatinskii pour le
probléeme membranaire et différents types de conditions aux limites associées. Le paragraphe suivant
résumera les résultats obtenus dans le cas de problemes modeles, et expliquera comment ils peuvent
étre généralisés au cas des coques. Enfin, des résultats numériques viendront illustrer les principaux
résultats théoriques présentés. On étudiera en particulier la convergence du modele de Koiter P(e)
vers le probleme de membrane limite mal posé et le phénomene de complexification qui apparailt quand
€ diminue. On mettra ensuite en évidence l'influence de la taille du bord libre sur les déplacements
résultants pour de tres faibles valeurs de . La répartition des énergies nous donnera également des
informations importantes sur la localisation des oscillations qui se concentrent pres du bord libre.
Enfin un dernier exemple illustrera l'importance des conditions aux limites (de bord libre ou non)
dans le cas d’un chargement localisé au niveau d’un coin du domaine 2.
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5.2 La condition de Shapiro-Lopatinskii

En premier lieu, rappelons que la condition de Shapiro-Lopatinskii pour un systéme (ou une equation)
donné, et ses conditions aux limites associées, représente en quelque sorte le fait que le systeme soit en
harmonie ou non avec ses conditions aux limites. Pour vérifier si la condition de Shapiro-Lopatinskii
est satisfaite, il faut considérer le probléeme homogene simplifié associé dans un demi-plan avec des
conditions aux limites homogenes. On ne garde que les termes d’ordre supérieur (on annule tous les
symboles de Christoffel) et on gele tous les coefficients variables (on prend leur valeur au point ou
I'on vérifie si la condition est satisfaite). On cherche alors des solutions sinusoidales le long du bord et
décroissantes exponentiellement dans la direction perpendiculaire au bord vers 'intérieur du domaine.
S’il existe de telles solutions non nulles, on dit que la condition de Shapiro-Lopatinskii n’est pas
satisfaite. Par contre, si les seules solutions de ce type sont identiquement nulles, alors la condition est
satisfaite.

Le fait que cette condition ne soit pas satisfaite conduit & une sorte de non-unicité des solutions.
En effet, le probleme étant homogene, toutes les données (notamment le chargement) sont nulles.
Cependant, le probleme simplifié dans le demi-plan a des solutions non nulles. Méme si ce sont des
solutions dans le demi-plan considéré, lorsque 1’on considere le probleme général dans le domaine
Q) complet, elles apparaissent comme des solutions locales au voisinage du bord ou la condition de
Shapiro-Lopatinskii n’est pas satisfaite. Ainsi, la structure des solutions du probléme complet dépend
également de considérations non-locales, tout comme dans un probleme ou la condition de Shapiro-
Lopatinskii est satisfaite sur tout le bord.

Dans la suite, nous allons vérifier si la condition de Shapiro-Lopatinskii est satisfaite ou non pour le
probléme membranaire limite avec différent types de conditions aux limites associées.

€1

Fia. 5.1 — Repere utilisé et domaine ) considéré

Considérons une coque elliptique ayant un bord tangent a la direction €7, ou €3 est la direction per-
pendiculaire a €] vers 'intérieur du domaine €2 (Fig. 5.1). On considere alors deux types de conditions
aux limites associées :

Bord fizé : wuy =ug =0 (condition de Dirichlet) (5.1)

Bord libre : T“ng =0 (condition de Neumann) (5.2)

On rappelle que les conditions aux limites ne portent que sur u; et us dans le cas du probleme mem-
branaire. Comme u3 n’est que L?(Q), sa valeur ne peut pas étre définie sur le bord.

La condition de Shapiro-Lopatinskii n’est pas verifiée (voir [82], p.92) s’il existe des solutions non-
nulles du probléme limite dans le demi-plan y > 0 avec f' = 0 et satisfaisant aux conditions aux
limites, ayant la forme :
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u® = Ul(y)er (5.3)

avec € R* et U(y) = (Ui(y), Uz2(y), Us(y)) désignant une fonction exponentiellement décroissante
vers l'intérieur du domaine €.

Remarque 5.2.1 Les solutions (5.3) pewvent étre vues comme une transformée de Fourier x — L.

FElles sont %—périodiques en x. Cela nous permet d’étudier le probléme sur une bande de périodicité

B =0, 28] x [0, +o0].

Considérons u”, une solution du systéeme membranaire simplifié homogene qui s’écrit :
—0,T% =0
(5.4)
~bagT™ =0

avec TP (u0) = APMyy et v,5(u) = 1(0aus + Oaua) — bapus. Les dérivées covariantes ont été
remplacées par des dérivées usuelles pour ne tenir compte que des termes d’ordre supérieur.

En multipliant chaque ligne du systeme respectivement par ﬂ(f, ﬂg et Ug, ou ﬂ? désigne le complexe
conjugué de ug, et en sommant les 3 lignes, apres une intégration par parties, on obtient la formulation

variationnelle du modele de membrane dans la bande de périodicité B :

/ T8 (105 (00)dS = / AP S (1) (T)dS = 0 (5.5)
B B

Lors de l'intégration par parties, les termes intégrés sur le bord ont la forme n,7*? (uo)@g et s’annulent
pour différentes raisons a cause des 2 conditions aux limites considérées :

- sur la ligne y = 0 du fait des conditions limites (5.1) ou (5.2).

- pour y — oo car U(y) est exponentiellement décroissante vers l'infini.

- sur les lignes x =0 et x = 27” du fait de la périodicité (la normale 77 en z = 0 est opposée a celle en

T = 27” et la somme des deux termes s’annule).

En utilisant la propriété de positivité des coefficients A*? M le probleme est équivalent & :

Tap(u’) =0, (a,8) € {1,2}? (5.6)
ce qui donne :
0:U1 —b11U3 =0 iplUy; —b11Us =0
OyUs — b2aU3 =0 = OyUs — baUz =0 (5.7)
0.Uz + 0,U1 — 2b12U3 = 0 ipUs + 0yUy — 2b12U3 = 0

A partir de la, nous étudions séparément les deux conditions aux limites en ne gardant que les termes
d’ordre supérieur.

5.2.1 Cas d’un bord libre

Dans ce paragraphe, nous considérons le probleme limite de membrane avec une condition aux limites
de type Neumann (bord libre).

Proposition 5.2.1 Une condition auz limites de Neumann (5.2) associée au probléme limite de mem-
brane ne satisfait pas a la condition de Shapiro-Lopatinskii.
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En effet, dans ce cas, on peut trouver une solution u" de la forme (5.3) et plus précisément :
u® = Uleehe (5.8)
avec U? € C3 et Re(n) < 0. Le systeme (5.7) devient alors :
ipU9 —b11UY =0
nUY — by U9 = 0 (5.9)

nUY + ipU9 — 2b12U9 = 0

Une solution de ce systeme est :

ibio — \/b11 boo — b2 ib11 b
uﬁm,nzu(Z” =2 ”>,cﬂ:(—l“,”ﬁ> (5.10)

b11 U]

avec i € R (ce qui donne des oscillations sur le bord libre) et Re(n) < 0 (ce qui donne une décroissance
exponentielle vers I'intérieur du domaine).

Comme u° est solution de (5.6), on a v,5(u’) = 0, et toutes les tensions 7% sont donc nulles d’aprés
la loi de comportement (1.46). La condition de Neumann (5.2) est alors automatiquement satisfaite.

Cela prouve que la condition aux limites considérée (5.2) ne satisfait pas a la condition de Shapiro-
Lopatinskii. Le probleme limite considéré est donc mal posé en un point du bord latéral ou la coque
est libre.

5.2.2 Cas d’un bord fixé

On considére maintenant une condition aux limites de Dirichlet (bord fixé).

Proposition 5.2.2 Une condition auzx limites de Dirichlet (5.1) associée au probléme limite de mem-
brane satisfait a la condition de Shapiro-Lopatinskis.

Résolvons d’abord le systeme (5.7) pour U(y) ot la solution complete u’(x,y) est de la forme (5.3).
C’est un systeme linéaire & coefficients constants. Les solutions générales pour U(y) sont donc de la

forme :
Uly) =Uem" (5.11)
avec U € C?; n restant a définir.
Les solutions non nulles 1 doivent vérifier :
i 0 —bn
_ _ 2 ~ 2
0=10 n —bgz = b1177 — 2z,ub1217 — b22,u (5.12)
nooip —2bi2

Cela donne deux solutions 7, et 72 pour chaque p. Le discriminant 4(by1b22 — b%Q)/ﬂ est toujours
strictement positif car p # 0 et la surface moyenne est elliptique (donc by1bge — bia? > 0). On a alors
2 solutions distinctes 71 et 72, toutes deux étant des constantes de C. Comme on cherche celle qui est
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exponentiellement décroissante pour y — oo, on considére la solution de (5.12) qui vérifie Re(n) < 0.
On a donc :

u¥(z,y) = UerTem (5.13)

D’autre part, u® doit aussi satisfaire aux conditions aux limites (5.1) : ud(x,0) = uy(z,0) = 0 pour
tout point « du bord concerné. Compte tenu de (5.13), U; et Uz s’annulent donc partout. En reprenant
la premiere équation de (5.7), on a donc :

—b1Usz(z,y) =0 (5.14)

Comme b1 # 0 car la surface moyenne est elliptique, on a Uz = 0 et donc ug = (0. Au final la seule
solution ayant la forme recherchée est :

u’(z,) =0 (5.15)

La condition de Shapiro-Lopatinskii est donc satisfaite pour une coque elliptique ayant un bord fixé.
Le processus asymptotique converge alors vers le probleme de membrane qui est bien posé et dont la
solution est contenue dans ’espace des distributions.

Remarque 5.2.2 Le résultat est similaire pour les conditions aux limites suivantes :
— le déplacement u; = 0 sur le bord
— le déplacement us = 0 sur le bord

5.3 Etude du probleme sensitif

On s’intéresse maintenant uniquement aux coques mal-inhibées, dont une partie du bord est libre.
Dans ce cas, la condition de Shapiro-Lopatinskii n’est pas satisfaite et le probleme limite est mal posé.
On a donc existence d’instabilités de la forme (5.3). Ce probleme n’est pas classique.

Dans ce cas, pour € = 0, il n’y a généralement pas de solution dans I’espace des distributions. Un
phénomene de complexification apparait au fur et & mesure que € \, 0 : les solutions du probleme
limite existent seulement hors de ’espace des distributions. Ce processus de complexification n’est
d’une certaine maniere pas local. En effet, quel que soit le chargement f, il se localise principalement
au voisinage du bord portant les conditions aux limites pathologiques.

5.3.1 Problemes modeles permettant d’étudier le phénomene

On peut étudier le phénomene de complexification par le biais de problemes modeles [35, 36, 70].
Ces problemes modeles sont des problemes de perturbations singulieres, dont le probleme limite et
les conditions aux limites associées ne respectent pas la condition de Shapiro-Lopatinskii. L.’équation
aux dérivées partielles réduite (1.145) en ug, représentant les termes les plus singuliers de ug dans le
modele de Koiter, a une forme voisine de :

A%y + 2N =F (5.16)

Les problemes modeles de [35, 36, 70] sont des problemes assez semblables a (5.16) avec des conditions
aux limites ne satisfaisant pas la condition de Shapiro-Lopatinskii pour le probleme limite (¢ = 0).
Comme ils sont posés sur une bande infinie 2 = R x [0, 1], on peut les étudier par une transformée de
Fourier par rapport a la variable z1. On étudie alors le probléme dans I’espace image par la tranformée
de Fourier : R¢ x [0, 1].
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Dans un premier temps, on étudie la solution du probléme limite (quand £ = 0). Si l’on considére des
conditions aux limites qui ne satisfont pas la condition de Shapiro-Lopatinskii, les solutions compor-
teront alors des termes de la forme e®. Ces termes sont croissants & 'infini, si bien que la distribution
n’est pas "tempérée” au sens de L. Schwarz. On sort alors du cadre des transformées de Fourier des
fonctions tempérées qui vont de D’ dans D’. Il n’est donc en principe pas possible de revenir a la
solution dans l’espace de départ. On peut considérer que ces solutions n’existent pas au sens des dis-
tributions. Mais on peut aussi les considérer dans un espace plus grand que celui des distributions qui
est Z’/, Iespace des fonctionnelles analytiques.

Celles-ci sont assez peu connues. Pour s’en faire une idée, on peut étudier une suite de distributions
tendant vers une fonctionnelle analytique (voir [35]). Pour cela, on considere I'image par la transformée
de Fourier inverse d’une suite de distributions tempérées tendant vers une distribution non tempérée :

; [ cosh(§) pour |&] < A

Quand A /" oo, la fonction fA(g) tend vers cosh(€) au sens des distributions. Or cosh(&) n’est pas une
distribution tempérée. Donc les transormées inverses f*(z) convergent au sens de Z' seulement, mais
pas dans ID'. La transformée de Fourier inverse f*(z) de f*(¢) s’écrit alors :

fx) = ! ] {e)‘ [cos(\x) 4+ zsin(\x)] — e [cos(\x) — msin()\x)]} (5.18)

2m(z? + 1
Ainsi, f2(x) est une distribution dont la fréquence est proportionnelle & A, et 'amplitude proportion-
nelle & e*. Mais & la limite, quand A " oo, f () est une "fonction” dont la fréquence et 'amplitude
sont infinies, ce qui n’est pas une distribution.

Revenons maintenant au probleme de perturbations singulieres. Pour un £ fixé, la solution du probleme
de perturbations singulieres se rapproche de celle du probleme de membrane limite quand € \, 0. En
négligeant le terme en €2 et par transformée de Fourier 2 — £, on obtient un probleme dont la solution
se comporte pour || — oo comme :

u ~ Keletz2)lE] (5.19)
Regardons maintenant le comportement pour € fixé et £ — o0o. La transformée de Fourier du second
terme de (5.16) est :

2 A%y ~ 2684 (5.20)

Il est clair que (5.20) est trés important pour & — oo. Ainsi, on peut négliger le premier terme en A?
dans (5.16) et ne garder que celui qu’on vient de voir, qui est prépondérant. La transformée de Fourier
de I’équation (5.16) est alors :

280 ~ F (€, x9) (5.21)
ce qui donne
N F(§,$2)
i~ T (5.22)

Si € est fixé, la solution tend vers 5—25—8F(§, x2) quand £ — oco. Pour un € petit, la solution est un
tracé continu entre les 2 solutions pour un ¢ fixé et un ¢ tendant vers l'infini (Fig. 5.2).

Ainsi, lorsque ¢ tend vers zéro, on a :
— pour || fixé, le terme en £2 est négligeable

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



. These de Fabien Béchet, Lille 1, 2007
5.3 FEtude du probléeme sensitif 121

— pour || tres grand, le terme en A? est négligeable

La solution exacte est donc une courbe qui approche de Ke(ct#2)ll pour |¢| fixé et de e 26 3F (£, x5)
pour [£]| trés grand (voir Fig. 5.2).

F1G. 5.2 — Forme de 4°(&, z2)

La région ou aucun des deux comportements n’est négligeable par rapport a l'autre correspond a :

|ﬂ:0(m£> (5.23)

De plus, c’est dans cette zone que 4°(§,x2) atteint son maximum. C’est donc la que se trouve la
fréquence caractéristique qui décrit le comportement de la solution u®(x1, z2) des problemes modeles.

5.3.2 Retour au probléeme de coques

Pour 0 < € << 1, le probleme est bien posé et la solution du probleme existe dans I’espace des
distributions, mais devient de plus en plus singuliere quand £ Y\, 0. Pour ¢ = 0, la condition de
Shapiro-Lopatinskii n’est pas satisfaite et nous avons donc ’existence de solutions sinusoidales dans
la direction tangente au bord libre et exponentiellement décroissante vers l'intérieur de 2 dans la
direction perpendiculaire. Quand € << 1, il apparailt dans la solution des termes de la forme :

et M (5.24)

avec & € R*, A < 0. Les constantes £ et A sont liées par une relation algébrique du type :

A= cl] (5.25)

ou |¢| dénote la valeur absolue de £ et ou ¢ est indépendant de . C’est ce qu’on a vu dans la section
précédente portant sur I’étude de la condition de Shapiro-Lopatinskii ou 1 dépend de u (voir 5.10).
Ici € joue le role de p et A celui de Re(n).

Il apparait donc des oscillations tangentes au bord ayant une longueur d’onde de 2&. Pour ¢ # 0, le

€l
comportement de ug est donné par la zone de transition comme on I’a vu pour les problemes modeles.

Ainsi, les termes de flexion sont opposés a ces oscillations lorsque |{| — oo et & N\, 0. Les termes
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de flexion (en £2) empéchent 'existence de trés grands |¢|. Un équilibre s’établit entre £2 et e“lél ce
qui donne, comme ¢ < 0, [£| = O(log %) comme ordre de la fréquence des oscillations. Le phénomene
est donc tres lent. Mais, quand on se rapproche de la limite ¢ = 0, nous aurons une fonction avec un
nombre d’oscillations et avec une amplitude augmentant jusqu’a U'infini. Si on observe cette fonction
sur le bord libre, elle va progressivement recouvrir tout le graphe.

5.4 Calculs numériques pour une coque mal-inhibée

Nous étudierons ici le méme paraboloide elliptique que dans le chapitre 4 mais cette fois encastré sur
seulement une  partie du  bord. Nous considérons a nouveau le  domaine

Q= {(yl,yz) € [-1,1] x [-1, 1]} et la surface elliptique S définie par la carte (£2,) ou :

Dyt y?) =yt () + (V7)) (5.26)

La coque est alors définie par sa surface moyenne .S et son épaisseur relative € constante prise égale

épaisseur __ épaisseur
au rapport longueur caractéristique ~— 2.9 :

Le chargement représenté sur la figure 5.3 est identique a celui représenté sur la figure 4.10. Il s’agit
d’un chargement normal, appliqué sur le domaine F' défini par

F={') € g3l xbgigl)-

La seule différence se trouve au niveau des conditions aux limites : le bord C'D est maintenant libre
(Fig. 5.3). Dans ce cas, nous avons un probléme sensitif et nous verrons que les solutions sont tres
différentes de celles du chapitre précédent.

Y
A
B 1 C
Q
-1 1 yt
F
A -1 D

Fia. 5.3 — Chargement considéré

Visualisons tout d’abord les déplacements pour une épaisseur relative fixée ¢ = 10™* (Fig. 5.4). Les
résultats numériques sont donnés en metres.
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F1G. 5.4 — Déplacement uz pour ¢ = 1074

On voit clairement sur la Fig. 5.4, que quand la condition de Shapiro-Lopatinskii n’est pas satisfaite,
des oscillations décroissantes vers l'intérieur du domaine apparaissent au niveau du bord libre. Ces
oscillations de ug sont représentées plus précisément sur la ligne y' = 1 correspondant au bord libre,
sur la figure 5.5. La figure 5.6 montre que us a bien un comportement exponentiel décroissant vers
intérieur du domaine de y' = 0.43 & y* = 1.

Cette instabilité et les oscillations résultantes sont si importantes que les autres singularités présentes
dans le cas bien inhibé (couche interne et singularité logarithmique) sont invisibles en comparaison.
Cependant, elles existent encore, comme on le verra par la suite. On peut également remarquer cela
sur la figure 5.7 ot ug est tracé sur la ligne y2 = 0. La singularité en Heaviside est quasiment invisible,
on ne la voit que tres légerement pres de y' = —0.5. La figure 5.8 montre bien la forme radicalement

Uz

-0.006

-0.008

0.008

0.006

0.004

0.002

0
L 0.8 0.6 0.4 0.2
-0.002

-0.004

0.2 0.4 0.6 v

hN

ey

y

2

F1G. 5.5 — Déplacement ug sur la ligne y' =1
pour £ = 1074

différente du déplacement ug dans les cas bien et mal inhibés.

Uz

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008

y=-1E-05¢>4%**
R? = 0.9986

09 1 11

Fia. 5.6 — Interpolation de ug sur la ligne

y? = 0 pour y' € [0.43,1]

Toutes ces simulations sont en accord avec la théorie exposée au paragraphe 5.2, quand la condition
de Shapiro-Lopatinskii n’est pas satisfaite. Ces simulations numériques ont été faites pour € = 1074

L’évolution du probleme en fonction de € est présentée dans la section suivante.
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—e— cas sensitif
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P
@
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D
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F1G. 5.8 — Comparaison du déplacement us sur la ligne y> = 0 pour € = 10~* dans les
cas bien-inhibé et mal-inhibé
5.4.1 Convergence vers le probleme limite mal posé

Regardons le comportement de uz sur le domaine €2 pour différentes valeurs de ¢ (Figs. 5.9 a 5.12).
Les déplacements sont représentés sur le domaine €2 de R2.

6e-005 0.001
5¢-005 0.0008
4¢-005 0.0006
3e-005 0.0004
2e-005 0.0002
1e-005 0

0 -0.0002

-1e-005 -0.0004

26005 -0.0006

-3e-005
-4e-005

-0.0008
-0.001

F1G. 5.9 — Déplacement uz pour € = 1072 F1G. 5.10 — Déplacement ug pour € = 1073
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-0.004
-0.006
-0.008

FiG. 5.11 — Déplacement ug pour ¢ = 10™4 FIG. 5.12 — Déplacement uz pour € = 5.107°

Pour des valeurs de ¢ relativement grandes (de 1072 & 1073), on peut toujours remarquer les singularités
autour du domaine de chargement qui étaient déja présentes dans le cas bien-inhibé (Figs. 5.9 et 5.10).
Pour € = 1072, ces singularités sont de méme ampleur que les oscillations au voisinage du bord libre.
Quand ¢ diminue, les singularités classiques ”disparaissent” progressivement. En fait, elles existent
toujours mais sont négligeables par rapport a l'instabilité qui apparait pres du bord libre. Pour ¢ =
1074, elles sont environ 40 fois plus petites que les oscillations, ce qui les rend imperceptibles (Figs.
5.11 et 5.12). En d’autres termes, pour des efforts identiques, les déplacements résultants seront bien
plus importants dans le cas sensitif que dans le cas d’'un probléme bien-inhibé. Ainsi, des conditions
aux limites de bord libre (méme sur une petite partie du bord) conduisent & un probleme sensitif, et
donc a un affaiblissement de la structure.
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F1G. 5.13 — Déplacement ug sur la ligne y! =1 FIG. 5.14 — Déplacement us sur la ligne y' = 1
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F1G. 5.15 — Déplacements u3 sur la ligne y' =1 FI1G. 5.16 — Nombre d’oscillations en fonction
pour ¢ = 1074 de log(e™!)
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Sur les figures 5.13 & 5.15, nous comparons les oscillations sur le bord libre pour différentes valeurs
de ¢ allant de 1072 & 10~%. On constate que le nombre d’oscillations augmente quand e tend vers
zéro mais le phénomene est assez lent. Dans le cas des problemes modeles étudiés au paragraphe 5.3,
nous avons vu que la fréquence caractéristique des oscillations de la solution varie comme log(e~1)
(voir section 5.3 pour plus de détails). Cela correspond a un équilibre entre les termes de flexion et
le comportement exponentiel. Pour mettre en évidence cette propriété numériquement, nous tragons
sur la figure 5.16 le nombre d’oscillations en fonction de log(¢~!). Le nombre d’oscillations étant une
fonction discrete, on voit des paliers correspondant a 1’émergence d’une nouvelle oscillation, qui est
un phénomene assez lent. Le nombre d’oscillations a bien tendance a augmenter suivant la fonction

log(e™1).

Ensuite, sur la figure 5.17 sont représentées les variations du déplacement normal ug sur la ligne
y? = 0 pour différentes valeurs de . On observe que 'amplitude de uz augmente trés rapidement
quand ¢ tend vers zéro. De plus, la zone affectée par cette singularité augmente également. En effet,
pour € = 1072 seul le voisinage du bord libre est en flexion. Mais pour ¢ = 1074, le comportement
exponentiel s’est propagé a 'intérieur du domaine et la singularité en Heavyside a entierement disparu
autour de y' = 0.5 (en comparaison avec les oscillations).

Les résultats numériques obtenus refletent bien une fois encore la tendance générale prédite par la

D
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F1G. 5.17 — Déplacement ug sur la ligne y? = 0 pour différentes valeurs de &

théorie (étude de la condition de Shapiro-Lopatinskii et des probléemes modeéles). Pour des valeurs
assez grandes de e, U'instabilité au niveau du bord libre est aussi importante que les singularités au-
tour du domaine de chargement. Mais a mesure que € \, 0, ug tend vers quelque chose de difficile a
imaginer : une fonction ayant des oscillations le long du bord libre avec une fréquence et une ampli-
tude tendant vers l'infini. Cependant, comme le phénomene est treés lent (il dépend de log(e™1)), il est
difficile d’atteindre des hautes fréquences. Il faudrait effectuer des simulations numériques pour de tres
petites valeurs de ¢ (inférieures & 1077), ce qui ne peut étre réalisé & cause de limitations numériques,
principalement dues au verrouillage.
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5.4.2 Influence de la longueur du bord libre

A -1

F1G. 5.18 — Probleme considéré

Reprenons le méme probleme que précédemment mais faisons varier la longueur du bord libéré. Une
partie de longueur A du bord CD est maintenant libre (Fig. 5.18). Les figures 5.19 & 5.22 montrent
I’évolution du déplacement normal u3 en metres quand A augmente pour € = 10~ fixé.
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Fia. 5.19 — Déplacement ug pour A = 0.2 et
e=10"1
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F1G. 5.21 — Déplacement us pour A = 1.5 et
e=10"*
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Fia. 5.20 — Déplacement ug pour A = 0.5 et
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-0.004
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-0.008

e=10"4

Fi1a. 5.22 — Déplacement ug pour A = 2 et

e=10"*

Quand X est petit (Fig. 5.19), le probleme est proche du probléme bien-inhibé étudié dans le chapitre
précédent. On observe I'existence de singularités logarithmiques aux coins du domaine de chargement,
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et de singularités en Heavyside correspondant a la discontinuité du chargement. Parallelement, un
autre genre de singularité apparait : il s’agit d’oscillations le long du bord libre. Quand A augmente
(Fig. 5.22), ces oscillations deviennent si importantes que les singularités autour de la zone de char-
gement deviennent négligeables. De plus, le phénomene a quelque chose de non-local : il démarre au
niveau du bord libre (bien qu’il n’y ait pas de singularité du chargement & ce niveau) et il se propage
sur toute la coque au fur et a mesure que A augmente.

Les figures 5.23 et 5.24 montrent clairement que us se comporte comme une fonction exponentielle
dans une partie du domaine. On peut voir que la partie exponentielle de ug s’agrandit quand A aug-
mente : elle commence & 3! = 0.5 pour A = 1 et environ & y! = 0.4 pour A = 2. Les figures 5.25 et
5.26 montrent également cette tendance. Pour A = 0.5, on peut toujours voir la singularité autour
du domaine de chargement (pour y' = 0.5) due aux singularités de f3. Mais pour A = 1.5, la par-
tie exponentielle de ug s’est agrandie et il n’est plus possible de voir la singularité en Heavyside en
yt = 0.5.
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-0.0025 R2 _ 09976 0.006 y= 1 E_05e6.4584x
R’ =0.9986

0.003 0.007

0.008

-0.0035

y y
Fia. 5.23 — Interpolation de ug sur la ligne Fia. 5.24 — Interpolation de ug sur la ligne
y?=0pour A\=1ety' € [0.51] y?>=0pour A=2et y' € [0.43,1]
v vt
Fia. 5.25 — Déplacement normal ug sur la ligne Fia. 5.26 — Déplacement normal ug sur la ligne
y? =0 pour A = 0.5 et pour ¢ = 1074 y?> =0 pour A = 1.5 et pour ¢ = 1074

On constate sur les figures 5.27 et 5.28 qu’au niveau du bord libre, le nombre d’oscillations augmente
également avec A. Pour une valeur de ¢ fixée et pour un probléme donné, on a une fréquence corres-
pondante £ = O(log(é)). Il est donc assez difficile de comparer d’une maniere théorique les fréquences
correspondantes. Cependant, la tendance qualitative semble bien suivre la théorie.
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F1c. 5.27 — Visualisation des 3 extrema de ug sur Fi1G. 5.28 — Visualisation des 5 extrema de ugz sur
la ligne y! =1 pour A = 0.5 et ¢ = 1074 la ligne y! =1 pour A = 1.5 et ¢ = 1074
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F1G. 5.29 — Visualisation des 7 extrema de ug sur la ligne y' = 1 pour A =2 et ¢ = 1074

Voyons enfin ce qui se passe si on libere les autres cotés. Les Figs. 5.30 et 5.31 correspondent respecti-
vement a deux et trois bords libres. Dans les deux cas, comme pour le probleme précédent, on observe
des oscillations principalement au voisinage du bord libre. Dans le cas ou trois bords sont libres, on
remarque qu’il y a peu d’oscillations sur le bord du milieu (bord BC), en face du seul bord encastré,
a cause de la symétrie du probleme.
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Fi1c. 5.30 — Déplacement uz dans le cas de F1c. 5.31 — Déplacement u3 dans le cas de trois
deux bords libres bords libres
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5.4.3 Répartition des énergies dans un probléme sensitif

Etudions d’abord la répartition des deux densités surfaciques d’énergie de membrane et de flexion
pour le probleme sensitif avec le bord C'D libre, pour € = 1074,

La répartition de la densité surfacique d’énergie de membrane F,,s (Fig. 5.32) est assez semblable a
celle du probleme bien-inhibé : elle se concentre aux 4 coins du domaine de chargement ol se trouve
une singularité logarithmique, méme si nous ne pouvons la voir sur le graphe de u3 a cause de l'in-
stabilité importante au niveau du bord libre. Elle est aussi importante au niveau des frontieres du
domaine de chargement F, et également au niveau des bords AD et BC' perpendiculaires au bord
libre (voir Fig. 5.3).

Par contre, la répartition de la densité d’énergie de flexion Ey, est tres différente par rapport au cas
bien-inhibé. Elle se concentre uniquement le long du bord libre (Fig 5.33). On peut voir 7 zones ou
Ey, est plus important que sur le reste de la coque qui correspondent aux 7 extrema (des oscillations)
de u3 le long du bord libre (Fig. 5.15). Entre chaque extremum, E, est plus faible. Ces zones de faible
énergie de flexion correspondent & un point d’inflexion de ugs (ou la dérivée seconde de ugz par rapport
a 92 est nulle). Sur le reste de la coque, E ts est tres inférieure.
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Fia. 5.32 — Répartition d’énergie surfacique de Fia. 5.33 — Répartition d’énergie surfacique de
membrane E,,, pour ¢ = 10~* flexion Ey, pour € = 1074

Pour finir, nous étudions 1’évolution du pourcentage de densité surfacique d’énergie de flexion Ej
par rapport a la densité totale d’énergie (Ep,s + Eys) lorsque € diminue (Fig 5.34). Quand ¢ est as-
sez grand (1072), Eys est prédominant (plus de 70%) au centre du bord libre et autour des couches
internes paralleles au bord libre. La densité surfacique d’énergie de flexion Ey, est également assez
importante (entre 20% et 50%) au niveau des 4 coins du domaine de chargement et pres des autres
couches internes (perpendiculaires au bord libre). Le reste de la coque est dominé par I’énergie de
membrane.
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F1G. 5.34 — Evolution du pourcentage de Es pour différentes valeurs de ¢ allant de 10724107

Lorsque € diminue, la proportion de Ef, augmente le long du bord libre et vers I'intérieur de la coque
(a partir du bord libre), alors qu’elle diminue au niveau des couches internes qui s’amincissent (comme
on ’a vu dans le cas bien-inhibé). C’est une différence importante entre les deux types de singularités
existant dans le cas inhibé, et les instabilités propres au probleme sensitif. Alors que les couches
internes amincissent quand ¢ tend vers 0, le phénomene de complexification se propage a l'intérieur
du domaine €.

5.5 Autre exemple de chargement

Dans ce paragraphe, nous allons considérer un chargement appliqué plus pres du bord libre, au niveau
d’un coin. On va voir que, comme précédemment, la nature des solutions varie radicalement selon que
la coque est ou non bien-inhibée. Considérons & nouveau la coque définie par le plongement (5.26) et
la zone de chargement F' = [0.25,1] x [0.25,1] (Fig. 5.35). Le chargement surfacique est uniquement
normal et constant f3 = 10e M Pa.

Ay
B c
y? =025
0 -
yl
)
A y' =025 b

F1a. 5.35 — Zone de chargement F'

La coque est encastrée sur les bords AB, BC et AD. Etudions les différences de comportement suivant
que la coque est libre ou encastrée sur le bord CD.

Les figures 5.36 et 5.37 représentent le déplacement usz sur tout le domaine (en metres).
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Fi1G. 5.36 — Déplacement w3 sur le domaine §2 Fi1G. 5.37 — Déplacement w3 sur le domaine §2
pour € = 10~* quand le bord CD est encastré pour € = 10~* quand le bord C'D est libre

On observe sur la figure 5.36 une singularité logarithmique aux quatre coins de la zone de chargement
F (celle en (0.25,0.25) est tres faible car les deux courbures principales y sont proches). Dans le cas
sensitif (Fig. 5.37), les déplacements se concentrent pres du bord libre ot 'on observe des oscillations
tangentielles. La différence est aussi visible si on observe les résultats sur la ligne 3! = 0.75 (voir Fig.
5.38).

cas bien inhibé
—e— cas sensitif

5-606

0.004

0.002
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-0.002

-0.004

5-606

0008

y2

F1G. 5.38 — Déplacement ug sur la ligne y' = 0.75 pour ¢ = 10~*

La figure 5.38 représente le déplacement us dans les cas bien et mal-inhibés. On observe une forte
différence d’amplitude : les déplacements dans le cas mal-inhibé sont 50 fois plus importants. 11 y
a également une différence trés importante au niveau de la forme des déplacements. Les résultats
n’ont rien en commun. Pour mieux se rendre compte des différence de forme, tragons les déplacements
normalisés par leur valeur maximale (Figs. 5.39 a 5.41).
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F1a. 5.39 — Déplacement normalisé u3/ugmqs sur la ligne y' = 0.75 pour € = 1074

Sur la figure 5.39, on reconnait le saut de type Heavyside en % = 0.25 comme vu dans le cas bien-
inhibé. Dans le cas mal-inhibé, on observe des oscillations qui ne ressemblent en rien au cas bien-inhibé
(méme si les singularités du cas bien-inhibé sont toujours présentes mais complétement masquées).
Le résultat est tres différent du cas d’une coque parabolique cylindrique ou le fait d’avoir un bord
libre ou non dans la direction y? n’affectait fondamentalement la forme des déplacements que dans la
direction des génératrices. Dans le cas elliptique étudié ici, la forme du déplacement est tres différente
non seulement dans la direction ¢!, mais également dans la direction »?. Au voisinage du bord CD, les
solutions n’ont aucun point commun dans les deux cas. Ceci est aussi observable sur les déplacement
uy et ug (Figs 5.40 et 5.41).
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F1a. 5.40 — Déplacement normalisé w1 /uimax F1a. 5.41 — Déplacement normalisé ug/uomax
sur la ligne y! = 0.75 pour ¢ = 10~* sur la ligne y! = 0.75 pour ¢ = 10~*

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un probleme de coque mal-inhibée. Nous avons d’abord montré
que le probleme membranaire associé a des conditions aux limites de bord libre ne satisfait pas la
condition de Shapiro-Lopatinskii. Ainsi, dés qu'une coque elliptique a une partie de son bord libre,
a mesure que 1’épaisseur € diminue, les déplacements tendent vers la solution du probleme membra-
naire limite mal posé. Il apparait des solutions oscillantes localisées au niveau du bord en question.
Ces solutions sont oscillantes tangentiellement au bord libre et exponentiellement décroissantes vers
I'intérieur du domaine. Une étude théorique sur des problemes modeles permet de montrer que ces
solutions, qui ne sont pas des distributions mais des fonctionnelles analytiques, ont ”une fréquence et
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une amplitude infinies”. Tant que € > 0, les termes de flexion s’opposent a ce comportement exponen-
tiel et la fréquence caractéristique des oscillations est alors |£| = log(1/e).

Des simulations numériques par maillage adaptatif ont permis de retrouver qualitativement et quan-
titativement ce comportement. On observe des solutions de plus en plus oscillantes et de plus en
plus amples, la fréquence caractéristique étant bien en |£| = log(1/¢). Les singularités logarithmiques
et liées a la discontinuité du chargement, décrites au chapitre précédent, existent toujours mais de-
viennent négligeables par rapport a ces instabilités. D’autre part, quand ¢ \, 0, I’énergie de flexion se
concentre au niveau du bord libre, tandis que 1’énergie de déformation membranaire est localisée au
niveau des singularités du chargement.

Le maillage adaptatif a permis un raffinement localisé du maillage au niveau des bords libres, d’une
maniere plus ou moins isotrope car il faut tenir compte, dans un sens des oscillations, et dans 'autre
sens, de la décroissance exponentielle de la solution.
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Chapitre 6

Comportement limite du modele de
Koiter pour des coques allongées

6.1 Introduction

Dans cette these, les calculs théoriques et les simulations numériques ont été effectués a partir du
modele de coques minces élastiques de Koiter, valable pour les coques a priori quelconques. Nous
nous intéressons maintenant au cas particulier des coques allongées qui s’apparentent en termes
géométriques aux poutres voiles. Ainsi, ce type de structures allongées (voire treés allongées) peut
étre modélisé, soit par le modele bidimensionnel de Koiter prenant en compte le caractere allongé
dans la description de la surface moyenne, soit par des modeles de poutres voiles, comme par exemple
celui de Vlassov [96] en théorie linéaire. Or le modele de Vlassov est un modele unidimensionnel ot la
géométrie de la poutre est intégrée dans des constantes géométriques intervenant dans les équations
d’équilibre (qui sont des équations différentielles du quatrieme ordre). Ainsi on peut légitimement se
demander si une coque tres allongée peut étre décrite indifféremment par le modele de Koiter ou par
le modele unidimensionnel de poutre voile de Vlassov. Autrement dit, le modele de Koiter dégénere-
t-il au sens asymptotique du terme, vers le modele de Vlassov lorsqu’une dimension de la coque (la
longueur) est tres grande devant les autres 7

Pour répondre a cette question, nous nous proposons de repartir du modele de coque de Koiter
écrit sous forme dimensionnelle. Une adimensionnalisation des équations d’équilibre fera apparaitre
naturellement des nombres adimensionnels caractérisant le probleme, et notamment la géométrie. On
effectuera ensuite une mise a I’échelle des équations traduisant le caractere tres allongé de la coque.
Le développement asymptotique des équations permettra de déterminer le modele unidimensionnel
limite. De plus, cette analyse adimensionnelle permettra de se placer dans les mémes hypotheses que
dans [49] ou le développement asymptotique est effectué en partant des équations d’équilibre tridi-
mensionnelles et de comparer les résultats obtenus.
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6.2 Description du probleme

6.2.1 La géométrie et le paramétrage

FiG. 6.1 — Poutre voile considérée et paramétrage utilisé

Considérons comme poutre voile ou coque allongée, un cylindre élastique de longueur L, d’épaisseur
2h, dont le profil a une courbure quelconque ¢ et une longueur d. La poutre est supposée encastrée
a ses deux extrémités. Nous limiterons notre étude au cas particulier ou la courbure de la poutre est
importante (dans un sens que ’on précisera par la suite) mais pas nécessairement constante.
Considérons un repére cartésien noté (O, €1, €a,€3) et un repeére local, au point p, noté (p, a],d'g,]\_f ),
ou d; = €] est la direction des génératrices (voir Fig. 6.1). Dans le cas des coques cylindriques, on peut
toujours considérer un paramétrage ¥ (', 3?) de la surface moyenne tel que la base (a‘i,é'g,]\_f ) soit
orthonormée. C’est le choix qui est fait ici. Ainsi, on a ang = dag, si bien que la base duale (at,a?, N )
et la base locale (aj, da, N ) coincident. Par la suite, on pourra confondre les composantes covariantes
et contravariantes des champs de vecteurs (et de tenseurs) considérés. Pour des raisons de simplicité,
tous les vecteurs seront notés sous la forme u = U,e; dans la base cartésienne et u = u;a; dans la base
locale, avec a3 = N. De plus, les variables de la carte locale seront notées (g1, 72). Un point courant
p = U(7",3?) de la poutre pourra étre aussi repéré par ses coordonnées cartésiennes (&1, &z, i3).
Dans tout le chapitre, les grandeurs dimensionnelles sont notées avec un tilde (ex : uy) tandis que les
grandeurs adimensionnelles sont notées sans tilde (ex : ug). Les grandeurs surlignées avec une barre
(ex : u1) ne dépendent que de la variable y;. La poutre étant supposée encastrée a ses deux extrémités,
onat; =0eny; =0etyy =L pouri=1,2,3.

6.2.2 Le modele de Koiter

Pour décrire le comportement d’une coque mince élastique fortement courbée, on utilise le modele
général de coque de Koiter'. Rappelons la formulation faible du modele de coque mince de Koiter

!Dans le cas d’une coque faiblement courbée, on aurait pu utiliser le modele de Novozhilov-Donnell qui est un modele
asymptotique.
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pour une coque d’épaisseur 2h qui s’écrit d’apres (1.44) :

Trowver u e V = {H'(Q) x H'(Q) x H*(Q)}, v satisfaisant (1.43) :

6.1)
- 2h? y o (
2h /S AN (@) Fap (0)dS + == /SA% M i (@) Pap (0)dS = /S flodS You eV
ott AP sont les coefficients de la loi de comportement. Ceux-ci s’écrivent :
E 2
AP — 501 [ao"\a’g“ + a®a® + [ _Vl/ao‘ﬁa’\“} (6.2)
On a en particulier :
AL 2222 ApA+p) u4(5 +1)
(A +2p) 240
20U 2
An22 _ y2211 _ _SHA " g
2+ A 240 (6.3)
Al212 _ )
Al211 _ g1222 _

8(6+1) Y
ors P e

Dans le cas des poutres voiles considérées ici, on a comme seule courbure non nulle by = b% =c
compte tenu du paramétrage utilisé. De plus, on se limitera au cas classique ou ¢(y2) ne dépend que
de la variable y2. Ainsi les expressions des tenseurs de déformation de membrane 7,3 et de variation
de courbure p,g s’écrivent dans le cas particulier d'une coque cylindrique de courbure quelconque ¢ :

A
ou l'on a posé 8 = —. On notera par la suite A =
1

o
m b P11 = U311

Sy = fig — il

J T e (6.4) Pop = iz 0z + Giina + (Gi) o — Pz (6.5)
1,

T2 = 5(“1,2 + t2,1) P12 = U312 + Cla 1

6.3 Adimensionnalisation des équations et mise a I’échelle

6.3.1 Adimensionnalisation des tenseurs 7,3 et p.s

Afin d’effectuer 'adimensionnalisation des équations, définissons comme dans [48-51, 53] les grandeurs
de référence h,d, L caractérisant la géométrie de la coque, u1,, uo,, us, caractérisant 'ordre de gran-
deur des déplacements et fi,, for, f3r U'ordre de grandeur des efforts. On définit alors les grandeurs
adimensionnelles suivantes :

R - O 1 N - S [
n=p 2= owm wr u2 o u3 ua, (6.6)
fi fa f3
_ _ _ 6.7
fl flr f2 f2r f3 f37’ ( )
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1
d

= 0 0
O, ot on a noté 9, = — et 9, = —.
O Yo

- 1 -
On a de facon évidente 0y = 7 01 et Oy =

Afin de ne faire pour aucune hypothése a priori sur les déplacements, on considére pour l'instant
U1 = ugr = ug = h de facon a rester dans le cadre de I’élasticité linéaire. Compte tenu de cette
adimensionnalisation, les expressions des déformations membranaires s’écrivent :

- Ulr
Y11 = 5 U1,1 = NEULL
L
- U2y
Yoo = d U2 — CrUzr CU3 = NU1 2 — VCU3 (6.8)
- 1 /w1y U2y 1
Yi2 = 5( ur2 + — U2,1> = (w2 +¢€ uz)

L 2

ou 'on a posé

N
=7 n=jetv=he.

De la méme fagon, on peut écrire les composantes du tenseur de variation de courbure sous la forme :

(5 — W U = 162 U

P11 72 3,11 d nusi

~ us Cr U

P2 = d; ug 22 + — y ~[c uga + (cug) o] — *cluzrus

(6.9)
1 V2,
= = nus 22 + veug o + v(cug) 2 — ;c U3
_ = B et e ey zle(u + veug )
P12 L d 3,12 T 2,1 d nus, 12 2,1

Ainsi I'adimensionnalisation des équations fait apparaitre les nombres sans dimension suivants ca-
ractérisant la géométrie des poutres voiles ou des coques allongées :

d . .
e le rapport € = 7 représente 1’élancement de la poutre,

h
e le rapport n = 7 représente ’épaisseur relative de la poutre par rapport a sa largeur,
e le rapport v = h ¢, est le rapport entre 1’épaisseur et le plus petit rayon de courbure.
Dans le cas des poutres voiles, a la différence des coques, on a besoin d’un nombre sans dimension
supplémentaire pour caractériser la géométrie de la structure.
Ces trois nombres sans dimension sont des données géométriques du probléme qui contient plusieurs

échelles de longueur. Pour se ramener a un probléeme mono-échelle afin d’effectuer le développement
asymptotique des équations, il est nécessaire d’exprimer 1 et v en fonction de e, considéré comme le
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petit parametre de référence. Dans ce qui suit, on s’intéressera aux poutres voiles fortement courbées
c’est-a-dire aux coques tres allongées et fortement courbées vérifiant :

n=c e v=c¢ (6.10)

De fagon équivalente, la condition v = € revient & avoir he, ~ h/d < 1/c, ~ d ce qui est bien vérifié
pour les profils fortement courbés (par exemple un demi-cylindre). Ce sont les poutres voiles les plus
couramment utilisées dans la pratique (tube fendu, goutiere, méats de bateau...).

6.3.2 Mise a I’échelle sur les déplacements et les efforts

De méme ’adimensionnalisation du travail des efforts extérieurs (second membre de (6.1)) conduit

a2 .

/f'f)dg = /g[f1?71+f252+f353] s

= /Lth/S |:(G1)f1 U1 + (Gz)fg Vo + (Gg)fg vy | dS (6.11)

Ainsi I'adimensionnalisation du modele de Koiter fait également apparaitre les nombres adimensionnels
suivants caractérisant les efforts :

Glzi G2:f2r G3:f3r
[ 1 I

(6.12)

IIs représentent le rapport entre les efforts appliqués (qui sont déja surfaciques) et le coefficient de Lamé
1 qui joue le role de contrainte référence. Dans ce qui suit, de fagon a pouvoir comparer les résultats
avec ceux obtenus dans [49] & partir du développement asymptotique des équations tridimensionnelles
de I’élasticité linéaire, on considérera les mémes niveaux d’efforts vérifiant :

G1 = 65 G2 = 66 Gg = 66 (6.13)

Pour ces niveaux d’efforts, on pourrait montrer (en suivant la démarche de [49]) que les déplacements
axiaux de traction/compression @1 sont d'un ordre inférieur par rapport aux déplacements de flexion?
Ug et 3. On considérera donc comme dans [49] que 'on a :

ul =€eh, ug = h, uz =h (6.14)

Avec cette mise a 1’échelle, on se rameéne a un probleme ne dépendant plus que du petit parametre ¢,
épaisseur relative de la poutre voile. Les déformations membranaires deviennent alors :

A1 = &3 1 Y11 = U1,

Yoz = € Y22 avec 227 U227 CU3 (6.15)
~ 1

Y2 = €2 Y12 M2 = §(U1,2 + ug,1)

Les composantes du tenseur de variation de courbure s’écrivent quant a elles :

20n est toujours placé dans la base locale orthonormée.
3Qui jouent des roles symétriques pour un profil fortement courbé.
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- 1 5
p11 = 5 € P11
d P11 = U311
- 1 9
P22 = P € P22 avec P22 = ug 22 + cuza + (cu) 2 — c*us (6.16)
- 9 P12 = U312 + cug 1
p12 = P € P12

Formulation faible adimensionnalisée

Compte tenu de la mise a ’échelle effectuée sur la géométrie, les efforts et les déplacements, la formu-
lation faible adimensionnelle du modele de Koiter s’écrit :

/S <[66A'711(U) + 543722(10] 11(v) + &*8ma(u)na(v) + [€2 Aaa(u) + 543711(”@)]’722(”)) ds

2

+i’>/s <[56AP11(U) +€4Bp22(u)}p11(v) + e*8p1a () pr2(v)

+[52Aﬂ22(u) + 54BP11(U)]P22(U)>dS = 56/5 [flvl + favo + fgvg] ds

(6.17)
que 'on peut écrire sous la forme du probleme de pénalisation suivant :
1 1
= / Az (u)y22(v)dS + 52/ [3722(10711(“) + By (u)y2e(v) + 8712(U)712(U)}d5
S S
1 A
— / — P22(u)p2a(v)dS + / Ayii(w)yi(v)dS
e Js 3 s
(6.18)

—I—/S [5022(@011(”) + gpn(u)mz(v) + §P12(U)Pl2(v)}d5 +¢&? /s ?pn(u)pn(v)dS

Z/Lq[f1v1+f2v2+fsv3} ds

1 4
On rappelle que 'on a posé A = M et B = b compte tenu de (6.3).

2+ 3 2+ 8

6.4 Deéveloppement asymptotique des équations

En suivant la démarche classique [81, 84], on cherche le déplacement inconnu (uq, uz, ug) sous la forme
d’un développement formel en puissance du petit parametre € :

U1 :u?+6u%+52u%+...
ug = u9 +eud +e%ul + . .. (6.19)
uz = ud + eul +2ul + . ..
En remplagant (6.19) dans les équations (6.18) et en annulant successivement les facteurs des différentes
puissances de €, on obtient une série de problemes en cascade couplés. De ces probléemes couplés, on

cherche & caractériser le déplacement u® du développement (6.19) du déplacement qui sera la solution
du modele unidimensionnel de poutre voile recherché.
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6.4.1 Cinématique de type Vlassov

Résultat 6.4.1 Pour des niveauz d’efforts extérieurs vérifiant Go = G3 = €% et Gy = €2, a lordre

principal, le déplacement u® = (uf, u), ug) est un déplacement de type Viassov qui s’écrit :

_ dus s ~ deo

0=7, — _ _
. Lo dy1 e diyr “ diyr
uy = U§ cos a + U§ sin a — q(y2)0° (6.20)
ug = —U§sina + Ugc cos a + 1(y2)0°
avec :
l(y2> - ([BQ - x%) cos o + (ajg — xg)szna
q(y2) = —(x2 — 2§) sina + (x3 — x§)cosa (6.21)
do
o .
dyo
et ou :

o U, est le déplacement en traction suivant la direction a1 = e;

o US et US sont les déplacements du point C quelconque dans le plan de la section de coordonnées
(05, 5)

o OV représente la rotation autour de l'aze (C,eq)

o w est l'aire sectorielle définie par :
dw

dy>

-Démonstration :

La démonstration du résultat 6.4.1 s’effectue en caractérisant le gouffre, correspondant au probleme de
pénalisation (6.18), dans lequel se situe nécessairement le déplacement solution. En effet, les termes ap-
paraissant en 1/e% et 1/e2 dans (6.18) sont des termes de pénalisation qui caractérisent la cinématique
de la solution 1" & l’ordre principal du développement. La démonstration de ce résultat peut se diviser
en 2 grandes étapes numérotées i) et ii).

i) Caractérisation du gouffre

> Probléeme P4

L’annulation du facteur en e~ conduit au probléme P~* qui s’écrit :

Trouver v’ € V tq / Ao (u®)y2e(v)dS =0 Yv eV (6.22)
S

0

En considérant des déplacements tests v = u”, on obtient :

/SA [y22(u®)] dS = 0 (6.23)
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Le coefficient A étant strictement positif, y22(u?) est forcément nul. On a donc :

Yoo (u?) = 0 & Goud — cul =0 (6.24)

> Probléme P—3

Le probleme P~3 résultant de 'annulation des termes en 3 s’écrit :

Trouver u' € V tq / Avoa(ul)y22(v)dS =0 Yv eV (6.25)
S

Si on choisit comme déplacement test particulier v = u', il vient comme précédemment :

/SA [ya2(uh)]*dS =0 (6.26)

Comme a 'ordre zéro, cela implique que :

Yoo (ul) = 0 & Gouy — cuy =0 (6.27)
> Probleme P2

2

L’annulation des termes en €2 conduit au probleme P~2 qui s’écrit :

/s [Byao (u®)y11 (v) 4 8y12(u®)m12(v) + Ayaz(u®)y22(v) + Byi1 (u®)y22(v)] dS

+/ glng(uo)pgg(’u)ds =0 YvevVv (6.28)
S

Or, comme 7y22(u’) = 0 d’aprés (6.24), en prenant comme déplacement test v = u?, il reste :

/8 [7?2(u0)]2d5+/ ? [9(u®)]?dS =0 (6.29)
S S

On en déduit que :

’}/12(u0) =0 82u(1) + 81u8 =0

& (6.30)
paa(ul) =0 Daul + cOuy + Do (cul) — c2ud =0
Ainsi, le gouffre G est caractérisé par :
G ={u’ eV, tel que y22(u’) =0, paa(u®) =0, y12(u’) =0} (6.31)
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Etablissons maintenant une relation qui sera utile par la suite. Compte-tenu de (6.24) et (6.30), le
probleme P2 se réduit & :

Trouver u’ € V et u® € V tq / [Aygg(uz) + B’yn(uo)] Y22(v)dS =0 VYoveV (6.32)
S

Considérons alors un déplacement test de la forme :

0
v=| v avec vy € C1(Q) € H(Q) (6.33)
0

On a alors 22 = vg2 et (6.32) devient :

/ [A"YQZ(UZ) + B’YH(UO)] V22dS =0 Vo€ CO(Q) (6.34)
S

Or, dans le cas d’une section ouverte, lorsque vy est arbitraire, vp 2 1'est également. En effet, on peut
toujours prendre pour vy la primitive d’une fonction arbitraire w € C°(2) par rapport & 2. On a alors
va2 = w € C%(Q). Finalement la relation (6.32) conduit A :

Avyaa(u?) + By (u®) =0 dans Q (6.35)

ii) Cinématique de Vlassov

On a vu que G = {u’ € V, 722(u’) =0, paz(u’) =0, v12(u’) = 0}. Ainsi si u” est dans le gouffre, il
satisfait a :

Yo2(u®) =0 & ud —cul =0
Y2(u®) =0 & dul +dud =0 (6.36)

pa(ul) =0 & Oxnul + cdul + da(cul) — 2ud =0

Or, on peut remarquer que, compte-tenu de I'expression de y22(u), on a :
0y _ 0 0 0y _ 0 0
pa2(u”) = Oaoug + O2(cug) + cya(u”) = Oaoug + O2(cuy) (6.37)

On va maintenant voir que les éléments du gouffre G ne sont rien d’autre que les déplacements
possédant une cinématique de type Vlassov donnée par (6.20)-(6.21) (voir aussi [96]). Pour cela, nous
procédons comme dans [49]. D’apres (6.37), on a :

Do [Douf + cuy] =0 (6.38)

soit B
doud + cuy = 6° (6.39)

ot ©° est une fonction ne dépendant que de y;. On est donc amené & intégrer le systeme :

dou§ — cu =0
B (6.40)
Douf + cuy = 6°

qui caractérise les déplacements rigides plans.
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Afin de résoudre le systeme (6.40), exprimons les composantes (ug, ug) du déplacement u? dans la base

locale en fonction des composantes cartésiennes (UY,UY). Pour cela, définissons I'angle o = (e2, az)
comme indiqué sur la figure 6.2.

Fi1G. 6.2 — Définition de I'angle «

On a classiquement les relations suivantes caractérisant les vecteurs normés as et N dans la base
cartésienne (eg, e3) :

d$2
—= = cosa
ap z2(y2) dyo
ap =5~ avec p= & (6.41)
Y2
23(y2) (e2,e3) % = sinuo
dyo

N étant tel que le triplet (a1, a2, N) forme une base orthonormée directe. La courbure du profil est
définie par :
day do —sina

— =cN & — =c¢c avec N = 6.42
dys dys cosa (6.42)
(e2,e3)

ou c est la courbure du profil. Ainsi la relation liant les composantes des déplacements dans le plan

de la section s’écrit :

uy = U cosa+ U sina

(6.43)
ul = —UY sina + UY cos a
Le systeme (6.40) est alors équivalent & :
ou? ~
—2 = _0%ina
Y2
(6.44)
ouy
—3 = 0cosa
Y2
On peut donc écrire les déplacements dans la base cartésienne sous la forme :
U9 =US§ — (w3 — 25)0°
(6.45)

Ug = U§ + (z2 — 25)0"
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ot les déplacements US et US représentent ceux d’un point arbitraire C' de coordonnées (x5, z5) et ©°
la rotation autour de 'axe (C, e3).

Pour finir en remplagant les expressions (6.45) de US et UY dans (6.43), on obtient la cinématique de
type solide rigide des sections écrite dans la base locale (a2, N) :

ul = U§ cosa + U§ sina — q(y2)0°
] ) ) (6.46)
u} = —USsina + U§ cos o + I(y2)©°

avec

l(y2) = (z2 — x§) cos a + (x5 — z§)sina
(6.47)
q(y2) = —(x2 — 2§) sina + (z3 — x§)cosa

On peut interpréter [(y2) et q(y2) comme suit en se plagant dans la base locale (voir Fig. 6.3).

F1c. 6.3 — Interprétation de I(y2) et q(y2)

—
On a Cp = (z2 — x5)eg + (23 — z§)e3 dans la base cartésienne. En exprimant les vecteurs de la base
cartésienne dans la base locale par la relation :

eg =cosa ag —sina N

(6.48)
e3 =sina ag + cosa N
on obtient I’expression de C—'Z) dans la base locale :
C—’; = [(x2 — z5) cosa + (x3 — z§) sina] ag + [—(x2 — 2§) sina + (v3 — x§) cosa] N (6.49)
soit
.
Cp = U(y2)az + q(y2)N (6.50)

Ainsi [(y2) et g(y2) ne sont rien d’autre que les composantes du vecteur C_’Z dans la base locale (ag, N).

Pour finir, le déplacement axial de traction u) s’obtient simplement & partir de la condition (6.30)
y12(u®) = 0 qui correspond & I'hypotheése de non distortion du profil effectuée a priori par Vlassov [96].
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Celle-ci s’obtient ici naturellement & partir du modele de Koiter. La condition y12(u®) = 0 conduit

alors & :
0w oul d0s d0¢ 46"
— = ——= = —cos« —sina + —_— 6.51
90, 1 n n q(y2) n (6.51)
d d
En utilisant le fait que :z;(yg) = cosa et Z?’(w) = sin a, on obtient I'expression (6.20) de u(l) ou
Y2 Y2
dw(y2)
= —q
0 (y2)

La fonction w(y2) s’appelle classiquement ’aire sectorielle (voir [96]).

Pour terminer la démonstration, on se propose de montrer que le déplacement u! & l'ordre 1 vérifie
aussi la cinématique de Vlassov.

> Probléme P!

Compte tenu des résultats obtenus précédemment, le probleme P~! résultant de l’annulation des
termes en e~ s’écrit :

/S {3722@1)711(@) + 8y12(u!)y12(v) + Ayaa(u?) 22 (v) + B’m(ul)”m(v)} ds
(6.52)
+/S‘§p22(u1)p22(v)ds =0 YweV

En procédant de la méme maniere qu’au probleme P~2 avec u! au lieu de u° (on a exactement les
mémes propriétés pour u® et u'), on obtient des résultats analogues pour u! :

Y2(ut) =0 Oout + Oyul =0
= (6.53)
pao(ul) =0 —Oou} — cOoul — Oa(cud) + ul =0

Ainsi, compte tenu de (6.27) on a aussi u' € G. Le déplacement & l'ordre 1 vérifie donc aussi la

cinématique de Vlassov et peut également s’écrire sous la forme (6.20)-(6.21).

6.4.2 Conditions aux limites associées

Il est possible de préciser des maintenant les conditions aux limites naturelles associées a la cinématique
de Vlassov. En effet, les conditions aux limites aux extrémités encastrées de la poutre voile s’écrivent
au premier ordre du développement :

u =ud=ul =0 eny1 =0 et y1 =L Y2 € [y5, 5] (6.54)

ou y, et y; sont les coordonnées des extrémités du profil suivant yo. Compte tenu de la cinématique
(6.20)-(6.21) de type Vlassov pour u”, les conditions aux limites (6.54) impliquent que l’on a :

U5(0) = Us(L) =0 U$5(0) = U5(L) =0 0°%0)=0%L) =0
f - _ _ _ _ (6.55)
aus aus dUg ausg deo deo
0) = L)=0 0) = L)=0 —(0)=—(L)=0
dy dyl( ) diyy dyl( ) diyy dyl( )
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et

U1(0) =U1(L) =0 (6.56)

Ainsi, on a 4 conditions aux limites pour les déplacements de flexion U et U'g et pour l'angle
de torsion ©" mais seulement 2 pour le déplacement axial U;. On verra apres établissement des
équations d’équilibre unidimensionnelles a la section suivante, que ces conditions aux limites sont
bien compatibles avec les équations différentielles obtenues, du deuxieéme ordre seulement pour la
traction/compression, mais du quatriéme ordre pour la flexion et la torsion.

6.5 Equations d’équilibre

Maintenant que nous avons établi la cinématique de type Vlassov pour le premier terme u" du
développement qui provient des termes de pénalisation, on va voir que le probleme PV conduit aux
équations d’équilibre associées. Nous allons d’abord les établir sous forme faible, relativement peu ex-
plicite, puis sous forme locale de fagon a les comparer aux équations d’équilibre classiques de Vlassov
[96].

6.5.1 Equations d’équilibre en formulation faible

> Probléme P°

Compte tenu des résultats précédents obtenus sur la cinématique, le probleme P° s’écrit :
/ < [Byaa(u?) + Avi1 (u®)] 111 (v) + 8y12(u?)y12(v) + [Avez(u?) + By (u?)] ’m(v)>d5
S

1

+3 /S <8p12(u0)p12(v) + [Apas(u?) + Bp11(u?)] m@))ds =bv) VoeVv (6.57)

avec b(v) = /S (fivr + fava + favs) dS

Etant donné que la solution u® € G, il est nécessaire de restreindre la formulation faible (6.57) & VNG.
Elle s’écrit alors en utilisant (6.35) :

Trouwver v’ € VNG tq:

2F 8
/ =S (0)ds + / = prau)p1r(v)ds = / fudS Yv e VNG  (6.58)
S S S

Comme on a v € G, il est possible de I’écrire sous la forme :

O W dVe dd
! Py, “dy dyr

0= [/ = _
o U(Q) = Vacosa+ Vasina — q(y2)0 (6.59)

v) = —Vasina + Vycosa + 1(y2)d

ot (V1, Va, V3,8) est un champ test arbitraire ne dépendant que de y;.
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Avec la cinématique de G, on aura pour u° :

dU; d2UC dzUC d*e

1 (u) = — 9 —w
dy ap ~ay T YAy
(6.60)
dl de
0 o
prau’) = <dy2 > dy1
Compte tenu des expressions (6.21) de I(y2) et g(y2), on peut montrer facilement que l'on a :
dl dq
— —cqg=1 et —+c =0 6.61
dya dys (6.61)
. . 0 d@
Ainsi, on trouve pi2(u?) = o De méme, on obtient une expression similaire pour v :
Y1
(v) dvi d*Vs d VE; d?6
11v) = —— —x2——5 — T —Wo—
dyr Uy Uy g
(6.62)
do
V) = —
p12(v) o

Les équations d’équilibre (6.58) peuvent s’expliciter en remplacant u° et v par les expressions (6.20)-
(6.21) et (6.59). On va voir que 'on obtient quatre équations d’équilibre unidimensionnelles qui sont
des équations différentielles pour les quatre inconnues Uy, US, US et 09 caractérisant de fagon unique
la cinématique de Vlassov.

D’autre part, compte tenu de la formulation (6.58) pour le probleme limite posé dans V N G ainsi
que de la cinématique de Vlassov (6.20)-(6.21) caractérisant le gouffre G, il est possible de préciser
des maintenant la régularité pour les nouvelles inconnues unidimensionnelles Uy, U2, U3 et %, On
rappelle que ces dernieres ne dépendent que de .

En effet, pour que (u,u3, u) € (HY(Q)x HY(Q) x H?(£)), compte tenu de la cinématique (6.20)-(6.21)
et des conditions aux limites (6.55)-(6.56), on doit avoir :

Ur € Hy(10,L]); Us € H3(J0,L]); U5 € H3(J0,L]); ©° € HF(J0, L). (6.63)

6.5.2 Equation de traction

Résultat 6.5.1 Pour des niveauz d’efforts extérieurs vérifiant Gq = €° et Go = Gg = €5, les incon-
nues (Uy, Us, Us, OY) sont solutions de I’équation de traction suivante :

E ,d*Uy, E _, d*Us E _, d’U§ E de°
=S+ =8 —2 + =8 —2+— 8§, ——=F 6.64
pooodyi o dyy op T dyp o T dyd (6:64
avec
ys ya vs
S = 2/ dy2 SQ = 2/ xI9 dyQ 53 = 2/ T3 dy2
Yo Yo Yy
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-Démonstration :

Afin d’établir I’équation d’équilibre en traction, considérons des déplacements tests particuliers dans
la formulation faible(6.58) de la forme : Vo = V3 = § = 0 avec V; € HE(]0, L]) quelconque. On a ainsi :

Wi
v=1| o (6.65)
0
et donc : ~
A%
Y1(v) = dun
Yy (6.66)
p12(v) =0

La formulation faible (6.58) devient alors :

2F avg d2UC dQUC d2e0\ dv;
b / ( i > L dyidy, — / 1A dyidys

— —w
dy ~ ay g dyt ) dy (6.67)
YVi € Hg(J0, L))
Apres une intégration par parties par rapport & i, on obtient :
2F d2U1 d3UC BUs  d3eY\ -
V1 dyid
/( dyl d 3 + x3 dy:f +w dy:f) 1 ayi1ay2
2F ¢ d2Uc % S n=b _ 6.68
I K Lyt )vl} dys = [ 11V dindys (6.68)
“ Yo dyr dyl d?h dy1 y1=0 S

v € H1(0, L))

Comme V; € H}(]0, L]), le second terme du membre de gauche disparait bien et on obtient le résultat
6.5.1.

Notons que le coefficient 2 en facteur des constantes géométriques S, S et S, provient de 1’épaisseur
adimentionnalisée. Si I'on avait considéré une poutre d’épaisseur h, on n’aurait pas ce facteur 2.
6.5.3 Equation de torsion

Résultat 6.5.2 Pour des niveauz d’efforts extérieurs de Uordre Gi = €® et Gy = G3 = €5, les
inconnues (Uy,US, US, OY) sont solutions de I’équation de torsion suivante :

E U, FE d*U§ B d*U$ FE a*e’ d*e° dM,
=Syt — ey —2 A= Jsy 2+ — Jow 5 —J g5 =M +— (669
p Ay o Y dyt o Y dyt o dyt "¢t dy? oy 699
avec
yd y3 y3 Y
S, = 2/ w dys Jo, = 2/ wxodys J3, = 2/ wxsdys Jow = 2/ w2dy2
(23 Yo Ya Y2
8 [V3 va Vs
Jud = 3/ dy, M= / la(y2) f2 — U(y2) f3] dy2 My = / w fi dys
Y Yo Y2
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-Démonstration :
On consideére maintenant des déplacements tests particuliers de la forme : Vi = Vo = V3 = 0 et

§ € HZ(]0, L[) quelconque. On a alors :

do

dyy ) 1 (v) = —Wd?/% 7
= - ) 6.70
v —q(y2)0 o ;- (6:70)
dd
_ p12(v) = o
l(y2)5 4

La formulation faible (6.58) devient :
2FE dUy d2Us d2Ug d2@> ( d25> 8/ <d@ d5>
— — =Ty —X3—— —wW—y | | —w—s | dyrdy2 + = —— | dyrd
p /s<dy1 dp T ay g ay?) T8 Js Ny dyr )

= [ (mo G - atmfed + 1) b)) dmde 5 € HEQ0.LD (671

Apres 2 intégrations par partie successives par rapport & y; pour le premier terme du membre de
gauche et une pour le second, comme § € H02 (]J0, L]) on retrouve I’équation de torsion du résultat
6.5.2.

6.5.4 Equation de flexion selon e,

Résultat 6.5.3 Pour des niveaux d’efforts extérieurs de Uordre Gi = €® et Gy = G3 = €5, les
inconnues (Uy,Us, US, V) sont solutions de I’équation de flexion selon ey suivante :

E _ &U, E d‘vs E d‘vs E d*e’ dMis
—— 5 +— Ja + — Ja3 +— Jow — =F+ 6.72
podyd o dyt  n dyt — p 77 dyf dy (6.72)
avec
ya ya ya vy
Jog = 2/ xodys  Joo = 2/ xydys  Jog = 2/ T9 x3 dyo Jow = 2/ wwadys
Yo Yo Yo 123
yr . Yy
5 :/ [fo cosa— f3 sina] dys Mo :/ To f1 dyo
Yy Yg
-Démonstration :

Pour établir ’équation de flexion selon ey, on considere des déplacements tests particuliers de la forme :
Vi=V3=0=0cet Vo € HZ(]0, L]) quelconque. On a maintenant :

d‘_/gx
— 42 dQVC
a1 Y11 (v) = — dy22 T2
_ _ 1
v = ¥, cosa et (6.73)
) p12(v) =0
—Vysina
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La formulation faible (6.58) devient :

dy1 dy%

2E/ [dUl d2U§ &g wcﬂ@o] ( N d2V2) do dy
— L3 T 5 T W5 A2 1 2
dy? dy? dy?

d
:/ [ f1 mgd—VQ + fo Vo cosa — f3 Va sma] dyy dya YV Vs e Hg(]O,L[)
S Y1

Apres 2 intégrations par parties successives par rapport & y;, on retrouve I'équation d’équilibre (6.72)
en flexion suivant es.
6.5.5 Equation de flexion selon ej

Résultat 6.5.4 Pour des niveauzr d’efforts extérieurs de Uordre Gi = €® et Gy = G3 = €5, les
inconnues (Uy,US, US, OY) sont solutions de ’équation de flexion selon es suivante :

E U, E dUs E d*tUu¢ FE a*eo dMi3
—— S35 —5 + — Jog 2 — J33 3 + — Jo, —— = F3+ (6.74)
podyd o dy! dy} © dyt dy:
avec
ya Yy
S3 = 2/ 3 dy2  Joz = 2/ o w3 dy2  J3z = 2/ 3 dys Jow = 2/ wrsdys
Yy Y Yy Yo
Ya ' s
F3 :/ [f2 sina + f3 cosa Jdys M3 =/ x3 f1 dyo
Yy Yy
-Démonstration :

On consideére pour terminer des déplacements tests de la forme : V; = Vo = § = 0 et V3 € HZ(]0, L)
quelconque. On a maintenant :

d‘73$
Ty, 3 d?V-
dy M1(v) = —Tyzg T3
—| - i
V=1 Visina et (6.75)
_ p12(v) =0
V3 cos o
Ainsi la formulation faible (6.58) s’écrit :
2E/ dU1 B d205 ., *Us wdQ(:)O} . d?Vs don d
ap Py " Ay dyt Yagy )
dV- _ _
:/ [— fi 3=+ fo V3 sina + f3 V3 cosa] dyy dyo
S dy1
vV V3 e H3(J0, L)) (6.76)

En procédant comme pour 1’équation de flexion suivant eq, apres 2 intégrations par parties, on obtient
bien le résultat 6.5.4 annoncé.
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6.6 Retour aux variables dimensionnelles

On retourne aux équations d’équilibre dimensionnelles en introduisant les grandeurs dimensionnelles
suivantes définies a partir des inconnues :

U, =chly  US=hU5 US=hUS 6°=c00 (6.77)

ou a partir des données géométriques :

~

= Lx; Ty = day i3 =drs ©=dw q=dq =dl (6.78)

Résultat 6.6.1 Pour des niveauz d’efforts extérieurs vérifiant G1 = Go = € et G5 = €5, le déplacement
(u(l],ug,ug) est un déplacement de type Vlassov qui s’écrit :

5. d0s U5 de°
P ag di

= US cos o + U sin o — G(§i2)©° (679)

ag = _[75 sin o + 1730 CcOoS o + 5(312)@0

En utilisant (6.77) et (6.78), ainsi que (6.6), (6.7) et (6.14), on obtient de fagon évidente le résultat
6.6.1 a partir du résultat 6.4.1. De la méme maniere, en revenant aux variables dimensionnelles, on
obtient les équations dimensionnelles de traction, torsion et flexion suivantes.

Résultat 6.6.2 Pour des niveauz d’efforts extérieurs vérifiant Gy = €% et Go = G3 = €5, les incon-
nues (Ul, UQ, U3,G)O) sont solutions des équations d’équilibre dimensionnelles suivantes :

—ESd;%JrE S, d;% +E S; dz?’ +E S; CZ%O: a1 (6.80)

~E S, d;y(? +E Jos d;gf’ +E Jsg d;inf’ +E Jss d;io — oy d;?; M, + Cilj\;l (6.81)
_E S, d;y[? +E Jy d;gf +E Jos 25;3 +E Jos d;g) =P+ d;\;? (6.82)

_E S, CZZ} +E Jos d;gf +E Jgs d;%?’ +E Jss d;io = 3+ djl\;f” (6.83)

avec
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N 2T B 2T N 2 - ot
S = 2h/ dyo Sy = 2h/ To dys S3 = 2h/ T3 dge Sz = Qh/ @ dijs
Yoo Y2 Y2~ Yoo

- 2t . vt - vt - ] 2t
Joo = 2h / OFodly  J3w = 2h / OFsdys  Jue = 2h / &*djy  Juy = h® / dijs
Y2~ Y2~ Y2~ 3 Y2~
~ ’1,72+ - y~2+ ~ 3]2*
J22 = 2h/ i‘%d@Q J33 = Qh/ i‘g dyQ J23 = Qh/ i’g i‘g d:&Q
Y2~ o~ o
- ot B it -
F1:/ J1dyo ng/ [fgcosa—fgsina} djo
Y2~ Yo~
5 o - - gt - < oz
F3 = ) [fg sina + f3 COS ] de Mt = / [g(yQ)fg — l(g )fg} dgg
y2- 2~
N ot - - gt I N gt N
1= [  whidyga My =/ Ty f1 dye M3 =/ T3 f1 dye
Y2~ Yo~ Go—

La démonstration ne pose aucune difficulté et est laissée au lecteur.

6.7 Comparaison des résultats obtenus

6.7.1 Equations d’équilibre réduites

Les équations d’équilibre unidimensionnelles de traction, torsion et flexion obtenues au résultat 6.6.2
font intervenir un certain nombre de constantes géométriques liées au profil de la poutre. On retrouve
bien évidemment :

- ot
e laire S = 2h/ dys de la section,

Y2
N o N ot
e les moments statiques Sy = Qh/ Todys et S3 = 2h/ T3dijo,
ya =

Yoo
o

I'aire sectorielle Sy = 2h / wdys

Y

e les moments et produits d’inertie :
gt o
| Talzdyy

Y2

s vt 5 vt .
Joo = 2h / 2dijy , Jsz=2h / Pidijy , Joz =2h /
Y2 Y2

ainsi que les moments sectoriels centraux :

_ y'2+ - :’I2+
Jogy = 2h/ wxodys  J3u, = 2h/ wx3dy2
Y2~ (2

I'intégration étant effectuée sur la section du profil d’épaisseur constante 2h.

Il est important de noter que les équations d’équilibre du résultat 6.6.2 sont écrites dans un repere
cartésien R = (O,e1,e9,e3) et font intervenir le déplacement d’un point C' quelconque. De plus
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Porigine de I'abscisse curviligne g, paramétrant le profil et intervenant implicitement est également
quelconque. Or il est possible de simplifier considérablement les équations d’équilibre (6.80)-(6.83) en
choisissant judicieusement le repere R, le point C et 'origine de I’abscisse curviligne. On obtient alors
les équations d’équilibre du résultat 6.7.1 appelées équations d’équilibre réduites.

Résultat 6.7.1 Pour des niveauz d’efforts extérieurs vérifiant G1 = &° et Go = Gg = €5, les in-
connues Us, O, Uf, U2c sont solutions des équations d’équilibre suivantes dans le repére principal
d’inertie et avec le centre de cisaillement C' comme pole principal :
- 2U°¢ -
—ES —=F (6.84)
dyy
B C L e - dlI;

E Jyo — - —— = —M, — 6.85

. dAUS . db
E J 2 — 6.86
2 g b+ i (6.86)

- dU; - dMy
E Js3 —+ = F: 6.87
33 i 3+ i) (6.87)

En effet, si on se place dans le repere principal d’inertie du profil dont I’origine O correspond au centre
de gravité du profil et dont les directions ey et es coincident avec les axes principaux d’inertie, on a
classiquement :

Sy=83=0 et Jo3=0 (6.88)

Si de plus, on choisit comme point C' le centre de cisaillement du profil qui sera utilisé comme pole
pour le calcul de I'aire sectorielle @ (voir [96], chapitre 1), on a :

Jog = Jag = (6.89)

Enfin Iannulation du moment sectoriel statique S détermine la position de Porigine de Pabscisse
curviligne 5. Si le profil possede un axe de symétrie, alors l'origine de I’abscisse curviligne doit étre
prise a l'intersection entre l’axe de symétrie et le profil. Avec ce choix de paramétrage, les équations
d’équilibre se réduisent bien a celles du résultat 6.7.1.

6.7.2 Comparaison avec le modele de Vlassov

A partir d’hypotheses cinématiques et statiques a priori, en effectuant le bilan des efforts s’exercant
sur une tranche de poutre de longueur dzq, Vlassov a établi la forme générale de la cinématique dite
”de Vlassov” ainsi que des équations d’équilibre en traction, torsion, et flexion caractéristiques des
poutres voiles.

Les équations d’équilibre unidimensionnelles que nous avons établies a partir du modele de coque de
Koiter, ainsi que la cinématique du résultat 6.6.1 associée, correspondent a celles établies par Vlassov
a partir d’hypotheéses a priori. La seule différence réside dans l'expression (ou la définition) de la
constante géométrique Jow. En effet, au résultat 6.7.1, on obtient I’expression analytique exacte

N 8 3 a ~ 8 5
Jog = =h dye = =h°d (6.90)
3 o 3
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ou d désigne la longueur du profil. Vlassov, quant & lui, n’en donne qu’une expression empirique :

Jod = %dh’3 (6.91)

ou h' est ’épaisseur de la poutre et ol a est un coefficient empirique voisin de 1'unité, déterminé
expérimentalement [96]. Pour une gouttiere (un demi-cylindre) de rayon R et d’épaisseur h’' = 2h, les
expériences réalisées par Vlassov donnent une valeur moyenne de a=0.99. Dans ce cas, les expressions
(6.90) et (6.91) coincident. Cependant, pour chaque type de profil, il est nécessaire de réaliser de
nouvelles expériences afin de déterminer la constante empirique a.
Par contre, avec 'approche proposée ici, ou les équations d’équilibre unidimensionnelles sont déduites
par développement asymptotique du modele de Koiter, ’expression analytique générale (6.90) de o
obtenue permet de calculer cette constante géométrique exactement pour n’importe quel profil (qui
soit fortement courbé).

6.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le développement asymptotique du modele de Koiter conduit
a un modele unidimensionnel de poutre voile dont la cinématique et les équations d’équilibre sont si-
milaires a celles du modele de Vlassov [96]. La seule différence réside dans la constante géométrique
Joa intervenant dans I'équation de torsion. Alors que Vlassov n’en donne qu’une expression en partie
empirique, nous en obtenons ici une expression analytique générale valable pour les profils fortement
courbés de forme quelconque. En ce sens, I'analyse développée ici est plus générale. Ainsi une coque
suffisamment allongée et fortement courbée vérifiant n = ¢ et v = ¢, peut étre considérée comme une

poutre voile décrite par les équations d’équilibre unidimensionnelles de Vlassov du résultat 6.6.2.

D’autre part, il est important de remarquer que les équations d’équilibre unidimensionnelles obtenues
par développement asymptotique du modele de Koiter ne coincident pas avec celles obtenues dans [49] a
partir des équations tridimensionnelles de 1’élasticité linéaire. En effet, le développement asymptotique
des équations tridimensionnelles de 1’élasticité linéaire conduit a un modele similaire & celui de Vlassov
(résultats 6.6.2 et 6.7.1), mais avec des termes de couplage supplémentaires entre la flexion et la torsion
[48]. Ainsi, le modele de Vlassov ne serait pas un modele asymptotique au sens propre du terme, car
il ne peut pas étre déduit directement des équations tridimensionnelles. On ne 'obtient qu’a partir
du modele de coque de Koiter qui n’est lui-méme pas un modele asymptotique, mais un modele
intermédiaire entre les équations tridimensionnelles et les modeles asymptotiques de coques (modeles
de membrane et de flexion pure pour les coques fortement courbées). Il reste a étudier la convergence
de ce probleme.
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au comportement asymptotique des coques minces. Nous
avons étudié les différents types de singularités qui apparaissent lorsque 1’épaisseur relative € de la
coque tend vers zéro. Les singularités ”classiques” apparaissent a l'intérieur de couches limites et in-
ternes et cela quel que soit le type de coque (elliptique, parabolique, hyperbolique). Apres avoir établi
des équations aux dérivées partielles réduites du probleme de membrane pour chaque déplacement,
nous avons mis en évidence les différences qui existent au niveau des ordres des singularités, selon que
les couches sont le long d’une ligne caractéristique ou non. Si la couche n’est pas le long d’une ligne
caractéristique, les singularités ne se propagent pas et les déplacements sont, au plus, aussi singuliers
que le chargement f3. Par contre, si la couche se situe le long d’une ligne caractéristique, les singularité
seront plus importantes et se propagent.

Par la suite, nous avons retrouvé ces résultats théoriques a 1’aide de calculs par éléments finis utili-
sant une technique de maillage adaptatif anisotrope : le logiciel MODULEF couplé avec le mailleur
adaptatif BAMG. Ceci nous permet d’avoir une bonne description des singularités & l'intérieur des
couches, ot les déplacements varient beaucoup, avec un nombre limité d’éléments. En effet, le caractere
anisotrope des éléments permet de raffiner le maillage dans une seule direction, perpendiculaire a la
couche limite. Dans le cas des coques paraboliques, nous avons pu retrouver les résultats théoriques
établis au préalable (ordre et propagation des singularités).

Une étude des coques elliptiques a ensuite été effectuée. Celles-ci ont un comportement tres différent
selon qu’elles sont bien inhibées ou mal inhibées. Dans le cas ou la coque elliptique est bien inhibée, on
retrouve numériquement les résultats théoriques établis dans le cas d’une couche interne le long d’une
ligne non-caractéristique. On a mis également en évidence théoriquement I’existence d’une singularité
ponctuelle de type logarithmique, qui n’existe que si le domaine de chargement possede un coin, et si
les courbures principales sont différentes en ce point. Nous retrouvons précisément ces résultats par
simulations numériques avec un maillage adapté automatiquement a l'intérieur des couches.

Dans le cas de coques elliptiques mal inhibées, lorsqu’une partie du bord est libre, nous avons montré
que la condition de Shapiro-Lopatinskii n’est pas satisfaite sur cette partie du bord. La solution du
modele de Koiter tend alors vers une solution qui appartient a I’espace des fonctionnelles analytiques
et non plus a celui des distributions. Nous observons ces résultats numériquement par les oscillations
qui apparaissent le long du bord libre, et qui deviennent de plus en plus rapprochées et de plus en
plus amples quand ’épaisseur relative € tend vers zéro. Ces oscillations sont bien plus amples que les
singularités existant dans le cas bien inhibé. Ces derniéres sont toujours présentes mais négligeables
en comparaison.

Dans la derniere partie de ce mémoire, nous avons étudié le comportement limite du modele de Koiter
quand la coque devient tres allongée. Par un développement asymptotique, nous avons montré que la
cinématique limite correspond a celle de Vlassov dans le cas d’un profil fortement courbé. De plus, les
équations d’équilibre unidimensionnelles limites obtenues sont quasiment identiques a celles de Vlas-
sov. Seul le coefficient géométrique, relatif au terme du second ordre de I’équation de torsion differe.
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Nous en obtenons une expression analytique exacte générale, alors que Vlassov n’en donne qu’une
expression faisant intervenir un coefficient empirique qui doit étre déterminé expérimentalement pour
chaque profil. Cependant, ce résultat ne prouve pas que le modele de Vlassov soit un modele asymp-
totique, car le modele de Koiter que nous utilisons comme point de départ du développement, n’est
pas un modele tridimensionnel mais un modele intermédiaire entre les équations tridimensionnelles et
les modeles asymptotiques de coques.

Les résultats obtenus dans ce travail de these nous permettent d’envisager de nombreuses perspec-
tives de développement. Dans un premier temps, il conviendrait d’approfondir I’étude des problemes
sensitifs, notamment sur la maniére dont varient ’amplitude et la taille de la ”couche” qui apparait
le long du bord libre. On pourrait également étendre ’étude a d’autres problemes de coques (de tout
type) comme les problémes de jonctions.

D’un point de vue numérique, on pourrait améliorer I’outil numérique en essayant d’avoir un meilleur
critere pour I'adaptation. On pourrait également transposer la technique de maillage adaptatif a des
logiciels éléments finis qui maillent directement la surface dans R? (ce qui est plus pratique pour des ap-
plications industrielles), ou & d’autres types d’éléments finis plus performants réduisant le phénomene
de verrouillage. Enfin, vu les déplacements potentiellement tres importants, une étude en grands
déplacements (par exemple en lagrangien actualisé) pourrait aussi étre envisagée.

En ce qui concerne le comportement limite des coques allongées, il serait intéressant d’effectuer des
comparaisons analytiques et numériques entre le modele unidimensionnel obtenu et celui de Vlassov
pour différentes géométries, afin d’analyser I'influence du coefficient géométrique qui differe sur les
résultats. Nous pourrions également étendre 1’étude au cas des profils faiblement courbés.
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Annexe A

Réduction des équations a une
équation aux dérivées partielles

Cette annexe détaille les calculs qui permettent de réduire le systéme membranaire (1.60) & une
équation aux dérivées partielles pour uq, us et ug. Le méme calcul est ensuite effectué pour le probleme
complet (section A.2) mais seulement pour us.

A.1 Probléme membranaire

On part en premier lieu du systéme membranaire (obtenu par intégration par parties de la formulation
faible du probléme de membrane) :

—D, TP = 8
(A1)
—bagT® = f3
En utilisant la loi de comportement, on obtient :
—D,, (Aaﬁ’\“%u) - fﬁ
(A.2)

_baﬁAaﬁAH’Y)\u = f3

Etant donné que l'objectif est d’étudier les singularités et leur propagation, d’apres ’analyse microlo-
cale [41], il suffit de garder les termes de plus haut degré en terme de dérivation des déplacements u,
ug et ug et considérer que les coefficients géométriques a,gz et b,g sont constants au moins localement
(ils prennent leur valeur au point étudié). On obtient alors le systéme suivant ne faisant intervenir que
les déplacements uy, us et ug :

—Alﬁ“a/g&,ul — A1ﬁ728ﬁayu2 + AlﬁV‘isg&ﬁug +--= fl
—A%ﬂ@g&,ul — Awﬂ@ﬁ@w@ + A%vébwaﬁug 4= f2 (A.3)
—AYP0b,505ur — A2PV0b,50us + A%P0bagbysus + -+ = f3

ol +... dénotent des termes de plus bas degré en terme de dérivation, de la forme Ff“;@WuQ et

FZ 6anuB ou encore Fi sbnuus dans les deux premicres lignes du systeme, et de la forme Fi sbnuupg dans
la troisieme. Par la suite, on ne garde que les dérivées d’ordre supérieur. Le probleme simplifié nous
permet d’obtenir les résultats recherchés en termes de singularités pour les déplacements.

Ecrivons le systéme simplifié (A.3) sous une forme matricielle :
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Ai=f (A.4)
avec
—AY1950, —AY2050, APp_ 505
A= | —APM950,  —AP2050, A2 50, (A.5)

— AV 505 —Ab 505 AYb,abs

En développant les termes de la matrice A, on obtient :

_A11118% _ A1212a22 _A1112a% _ A1222322 Bal
—2A11128182 —(A1122 + A1212)3182 +C 0o
Ao _A1112a% _ A1222822 —A22228% o A12128% Cal (A 6)
- _(A1122 + A1212)6182 —2A12Q28162 +D82 .
—B&l —081 Bb11 + Db22
—C0y —D0y +2Cb1o
avec
B = Al1%Pp,4
C = A120Pp,
D= Amaﬁbaﬁ

ou il y a une sommation sur les indices a et 3 (convention d’Einstein).

A.1.1 Cas du déplacement normal u;

Pour obtenir I’équation réduite pour ug, nous avons besoin de calculer le cofacteur Ag% (voir section
1.4 du chapitre 1). Par définition, A% = A11A9 — A1p Ay, dou :

A?% — [A1111A1212 _ (A1112)2] 811 + [A2222A1212 _ (A1222)2] 851
4 [A1111A2222 + (A1212)2 + 4A1112A1222 _ 2A1112A1222 _ (A1122 + A1212)2] a%a%
[2A1111A1222 + 2A1112A1212 _ 2A1112(A1122 + A1212)} 8%82

+ [2A2222A1112 4 2A1222A1212 _ 2A1222(A1122 + A1212)] 810%

soit :
A% _ [A1111A1212 . (A1112)2] 8{1 + [A2222A1212 - (A1222)2] 851
+ [A1111A2222 4+ A2 41222 (A1122)2 . 2A1122A1212] 8%822

[2A1111A1222 _ 2A1112A1122] ai%az + [2142222141112 _ 2A1222A1122_|_} 8163
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Rappelons 'expression des coefficients de la loi de comportement isotrope linéaire élastique :

AOBN _ _E a®a? £ aaPr & JaBaM|  avec J = 2

A.
2(1+v) 1—v (A7)
Compte tenu des diverses symétries, on a :
E
Allll — ) J 11\2 A8
T ETLARALG (A8)
A2 — _bB (24 J)attal? (A.9)
21+v)
E
A2222 _ 9 2212 Al
E
Al222 _ 9 22 12 A1l
a1+ 2T (A1)
Al212 _ E ((1+ J)(al2)? —|—a11a22) (A.12)
21 +v)
A1122 — E ((2)(&12)2 + Ja11a22) (A.l?))
2(1+v)
Dans 'expression de A%, nous calculons séparément les différents termes intervenant :
— Termes en 0f :
E? 1142 (11 22 12 12 2/ 11 122
00 (24 J)(a")? (a''a® + (1 + J)a'?a"?) — (2+ J)*(a"'a'?)?]
(A.14)
I o 2+ J) (@) (a'la?? - (a12)?
BETET)E a aa a
— Termes en d5 (obtenus symétriquement) :
7E2 (2 + J)(a®?)? <a11a22 — (a12)2> (A.15)
4(1 +v)? ’

— Termes en 9203
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2

4(1+4v)?

(2+J)2(a11a22)2+2(2+J)2(a12)2a11a22 o (2a12a12+Ja11a22)2

-2 (2@12a12 + Ja11a22) (a11a22 +(1+ J)a12a12)

2

4(1+4v)?

(2+J)Q(a11a22)(a11a22+2(a12)2> _ (4(@12)4+J2(a11a22)2+4Ja11a22(a12)2)

-2 <2a11a22(a12)2 +2(1 + J)(a®)* 4+ J(aMa??)? + J(1 + J)a11a22(a12)2>]

2

- 4(11)2 22+ J)(a"a®)? - 4(2 + J)(a'2)?

+2(2+ J)atla®(a12)?]

E2
_ 2(2 (1122_ 122) 11 22 2122}
4O+VV[(+J)aa (a'2)?) (a"'a® + 2(a'?)?)
(A.16)
— Termes en 970,
2
2(9 2(,11\2(422412) — 9(9 11,12 (9(,12)2 1122]
4(1+V)2[(+J)(a )*(a**a’?) (24 J)a"a“(2(a )" + Ja " a*?)
(A.17)
E? 11, 12( 11,22 1212
—m[4(2+g])a a (CL a —(CL )>:|
— Termes en 9195 (obtenus symétriquement)
§ 22 12( 11,22 1242
_ Al
A1+ v)2 [4(2+‘])a “ (a ™ = (a”) )} (A.18)
On a finalement apres simplification :
E2
AS; = m@ +J) (a11a22 — ((112)2) [(a“)%)il + (a*)%05 + 2(a''a®® + 2(a'?)*)0?03
(A.19)
+4alta'?070, +4a22a12818%]
En remplagant J et en factorisant, il vient :
AC — E? (a11a22 _ (a12)2) 192 + 42202 + 24120,0 @ (A.20)
BT 21+ v)2(1—v) ! 2 e
1
soit comme a''a?? — (a'?)? = (ar1a22 — (a12)?) "' = o
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E2 (2)
S al'®? + a?292 + 2a"20,0, (A.21)

Ass = 2(1+ v)2(1 — v)a

Le terme det(A) est obtenu de facon similaire (apres vérification avec le logiciel MAPLE) :

ES
Det(A) = 2(1 n V)2(1 — y)a3 [5226% + bu@% — 2b126182] (2) (A.22)

En remplagant dans I'équation Det(A)ug = A$f3, on obtient finalement 1’équation de membrane
réduite (1.76) ne faisant intervenir que le déplacement ug :

B [b330? + b1103 — 2b150185] ) ug = a2 [a1102 + 02202 + 2120,05] P ° (A.23)

A.1.2 Equation réduite pour les déplacements tangentiels u; et us

On peut de la méme maniere, obtenir une équation aux dérivées partielles ne faisant intervenir que
les déplacements u; et uo. Nous traiterons en détails le cas de up, celui de us donne des résultats
symétriques.

Repartons de ’équation (1.78) caractérisant u; :

Det(A)u; = A f2 (A.24)

Il est donc nécessaire de calculer A3C1 pour expliciter cette équation. On a :
A§) = A1pAgg — A Ass
= —AM2093 — A122209,02 — (AM122 4 A1212)C0929, — AM12DP28, — A1222D03
—(AM22 4 A1212YD9, 92 4 A1212B03 + A222003 + A2222 B, 02 + A'2120020,
+2A2BO?0, + 2A1222C0,03 (A.25)
= (—AN20 4 A212B)93 4 (422220 — A1222D)33
F(A2120 4 2412225 (41212 4 A122)0 _ 41112 D)520,

+H(AP22B 4 2412220 — (A112 4 AV2)D — A222()9,03

Apres des calculs assez longs d’ordre essentiellement technique (vérifés sur MAPLE), on obtient :

1 E?
AG =1 =
741 +v)?

{(2 + J)bn(an)2 + (a11a22 - (24 2J)(a12)2) bgg}@f’ +

{2(2 + J)(a®*)?b1a +2(2 + J)a22a12b11}a§
+{4(2 + J)a'ta®?byy + (42 + J)(a')? — 2 a*?)byy — 2(2 + J)a22a12b22}8f82
{7+ 0ae 4 (6 + 20) @i

— (24 J)(a**)by + (8 + 4J)a22a12b12}816§] (A.26)
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A.2 Probleme complet

Pour obtenir I’équation réduite en ug du modele complet de Koiter, on part de la formulation locale
(1.54) du modele de Koiter :

— Do — 22 (W] Du M + D, (LM = f7
(A.27)
~bag T + 22| Do DM — b3bgs M*7| = f?

1
ott T8 = ABXon, s et M*P = ﬁAaﬁ)‘Jp,\g représentent les contraintes membranaires et les moments

de flexion.

On ne s’intéresse, dans I'équation en us, qu’aux termes de flexion les plus importants, c’est-a-dire a
ceux qui auront la plus faible puissance en ¢, et les dérivées d’ordre le plus élevé. La forme de la
matrice A permettant de se ramener a une écriture matricielle de la forme (A.4) pour le probleme
complet de Koiter s’écrit alors :

_A11118% _ A1212a§ —A11128% _ A12226% Bal
—2A11128182 —(A1122 + A1212)8182 +C 0o
+e2(0% +...) +e2(0% +...) +e2(03 +...)
—A11123% _ A12226% _A22228% _ AlZlQa% C@l
—(A1122 + A1212)8182 —2A12229, 9, +D0y (A.28)
+e2(0% +...) +e2(0% +...) +e2(03 +...)
—Bo, —C0o; +Bb11 + Dbas + 2Cb2
~Cy —Dd; +EF
+e2(03 +...) +e2(03 +...) +e2(03 +...)

avec F' = [Allllé?f‘ + A222203 + (2AM122 1 4 A212)9202 4 4 AN 120305 + 4A12226165’] et ott +e2(0"+...)
dénotent les termes de flexion non explicités, n étant I'ordre de dérivation le plus élevé contenu dans
ces termes. Notons que F' est un opérateur d’ordre 4.

Ainsi, le terme de flexion le plus important de det(A) provient de :

(A1 Agy — A12A12)%F =
(A.29)
2 AG A9} + A2208 + (241122 4 4A1212)9207 + 44112030, + 4412220, 03]

Ce terme est en €2 et comporte des dérivées d’ordre 8. Les autres termes en 2 ont forcément des
dérivées d’ordre inférieur. L’expression complete de Det(A) s’écrit alors :

o 1
24 (1+v)3(1 —v)a

Det(A) = E? ( (01107 + 42202 + 2a"20,05] "

1
+2(1 +v)2(1 —v)a?

(62202 + b1103 — 2b120,05] ' + 0(52)> (A.30)
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ot O(e?) dénotent des termes contenant des dérivées d’ordre inférieur ou étant facteurs de terme en
e™ avec n > 2. On a toujours :

1
2(14+v)2(1—v)a

A, = B2 (102 + 2202 + 2a'%0,0,) + O(?) (A.31)

si bien que, quand € \, 0, I’équation réduite en us du modele de Koiter s’écrit :

2
E |:i2a2 [alla% + CL228% + 2&128182] @ +(1+v) [5228% + b118§ - 25128182] @) + 0(52) Uz =

[@2(14 v) [a1103 + 0208 + 2012010, P + O(2)] 1
(A.32)
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Annexe B

Quelques notions sur les distributions
et la famille des Dirac

B.1 Notions élémentaires sur les distributions

La théorie des distributions a été formalisée par L. Schwarz vers 1950 [91]. Une distribution est une
généralisation de la notion de fonction : au lieu d’évaluer une fonction en un point donné, on calcule
une moyenne pondérée de la distribution au voisinage du point considéré. Cette moyenne est de la
forme :

I(p) = /Q f(@)p(x)da (B.1)

ol
e o(x) est une fonction test (& support compact et de classe C*°) sur 2 : ¢ € D(Q)
e f(x) est une une distribution sur €2

Définition B.1.1 Une distribution T sur Q C R est une forme linéaire et continue sur D(Q) qui
vérifie :

lim (T, @m) = (T, ¢)

m—0co

pour chaque suite de fonctions tests vérifiant :
i )3 K compact tel que ¥ m supp(pm) C K
i Jllem —@lloe — 0

m—00

Autrement dit, une distribution 7" est une forme linéaire sur ’espace D(£2) des fonctions tests, que
I'on note T' € D'(Q), ou D'(Q) est le dual de D(Q).

B.2 La famille de distributions de Dirac

La masse de Dirac ¢ a l'origine est une distribution. Elle associe & une fonction test de D(f2) sa valeur
en 0. Autrement dit :

(0,0) = ¢(0) Vo eDQ) (B.2)

La distribution de Dirac peut étre vue comme la limite d’une suite de distributions associées a des
fonctions. En effet, soit w une fonction de support [—1, 1] telle que :

o 1
/ w(z)p(x)dz :/ w(z)p(z)dr =1 (B.3)

—00 —1
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Soit alors la suite de fonction w,, de support [—1/n,1/n| définie par :

wy = nw(nz) (B.4)

On peut montrer que la suite de fonction w, tend vers 6 quand n — oo.

Il est possible de définir la dérivée ¢ de la distribution de Dirac comme la limite de la suite de fonctions
w,(,l) définie par :

O

K dx

On peut montrer que la suite de fonction w%l) converge quant a elle vers la dérivée de la fonction 9,

notée &’ (la dérivation commute avec le passage a la limite des distributions), définie par :
(0',0) = (6,—¢") = —¢(0) (B.6)

On peut de méme construire toute une famille de distributions définies comme limites des dérivées
successives de w;,. On obtient alors la faille des distributions de Dirac et ses dérivées notées : d, ¢, §”,

.., 6% Les trois premieres distributions de cette famille sont les limites des fonctions représentées
Fig. B.1.

= n*w'(nx) (B.5)

I |

n
6 6/ 6//

F1G. B.1 — Suites de fonctions convergeant vers §, ¢, "

Compte tenu de la propriété (B.3) que doit vérifier w,), on a le résultat suivant :

1
Résultat B.2.1 L’amplitude de w,gk) varie en i quand n — 0.
n

Ce résultat nous permettra de caractériser les singularités observées sur les déplacements en étudiant
simplement 1’évolution de leur amplitude quand ’épaisseur relative € diminue, ne étant alors I’épaisseur
de la couche étudiée.

Remarque B.2.1 La distribution § peut étre également définie comme la dérivée de la distribution
d’Heavyside définie par :

H(z)=0siz<0

Hz)=1sixz>0

Ainsi on peut définir toute une famille de singularités basée sur la distribution de Dirac :

2™H(z), ..., cH(z), H(z), 0(z), &'(x), 8"(x), ...,6" (2) (B.7)
Cette famille de singularités est un exemple de chaine de singularités qui peut étre utilisée pour 1’étude
des singularité en théorie des coques, jouant le role de Sp(z), S1(x),... (voir (1.89) au chapitre 1).
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Annexe C

Courbures principales

En 1767, Euler écrivit déja un article concernant I’étude des courbures d’une surface [43]. Dans celui-ci,
il montre en particulier que parmi toutes les sections normales en un point p de la surface, obtenues en
faisant tourner un plan autour de la normale au plan tangent en p, il en existe deux pour lesquelles les
courbures sont respectivement minimale et maximale. Ces sections, dites principales, ont la particu-
larité d’étre perpendiculaires entre elles. Les courbures correspondantes sont les courbures principales
de la surface S au point p.

Les courbures principales A —1 et Ao d’une surface S en un point p peuvent se retrouver a partir d’une
équation du second degré (voir [82] p. 11) :

(a11a92 — a39) A% 4 (—ay1bon + 2a19b12 — agebi1)A + (bi1bas — b2y) = 0 (C.1)

On peut montrer, et c’est 'objet de ce qui suit, que cette équation peut également se retrouver a
partir de la diagonalisation de I’endomorphisme de courbure b dont les composantes mixtes sont les
courbures bg de la surface S. Cela prouve que les courbures principales d’une surface S correspondent
aux valeurs propres de l'opérateur de courbure, écrit en composantes mixtes. Ce résultat est bien sur
faux si 'on considere les composantes covariantes de b, comme on va le voir dans la démonstration
qui suit. Cela prouve encore une fois que ce sont les composantes mixtes qui sont intrinseques et qui
ont une interprétation géométrique simple.

Considérons I’équation caractéristique suivante permettant de calculer les valeurs propres de 'opérateur
de courbure (endomorphisme du plan tangent). Elle s’écrit :

N — Tr(b)A + det(b) = 0 (C.2)
avec
Tr(b) = b} + b3 (C.3)
bi1bao — b?
det(b) = blb3 — b3} = “”212) (C.4)
ol a = ajja — ajy. L’équation (C.2) peut alors s’écrire :
ar? — aTr(b)X\ + (byibya — b25) =0 (C.5)
Le développement de T'r(b) donne :
Tr(b) = a' b1y + a*bas + 2?12 (C.6)
Ainsi on a :
aT'r(b) = azbi1 + a11baa — 2a12b12 (C.7)
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En effet, a®® étant la matrice inverse de anB, ON & :

5 1 agy  —a12

(7> p—

a® = - (C.8)
—aj2  ai

a
On a par exemple al! = =22 Dot la relation (C.7).
a

En remplagant (C.7) dans (C.5), on retrouve bien I’équation du second ordre (C.1) obtenue de fagon
classique dans [82]. Ainsi les courbures principales d’une surface correspondent bien aux valeurs propres
de I’endomorphisme de courbure en composantes mixtes.

Quand on connait les courbures principales d’une surface en un point, on peut retrouver les courbures
de chaque section normale en ce point, avec la formule d’Euler ou 'indicatrice de Dupin.

Résultat C.1 La formule d’Euler permet de retrouver la courbure correspondante dans chaque section
normale et s’écrit :

11,1
"R cos 9+R2 sin® 6 (C.9)

‘ o 1 . .
0 étant l’angle entre la section normale principale de courbure T et la section normale considérée.
1

Les courbures de chaque section normale peuvent étre représentées par l'indicatrice de Dupin obtenue
en utilisant le plan tangent comme plan de paramétrage, et un paramétrage polaire [82][93]. On obtient
alors la relation suivante :

bla? + 2032120 + b323 = +1 (C.10)

ol x1 et x2 sont les parametres utilisés. On peut écrire la méme relation avec les composantes cova-
riantes du tenseur de courbure car on a b,z = bg dans le cas du paramétrage choisi.

L’équation (C.10) décrit la réunion de deux coniques (sauf si le point p est parabolique). On peut
réduire cette conique en diagonalisant la matrice associée qui n’est rien d’autre que celle I’endomor-
phisme diagonalisé précédemment. L’équation (C.10) devient alors dans la base principale :

1m1 et 12 étant les parametres dans le repere principal. Il convient de distinguer 3 cas selon que R;
et Ry sont du méme signe ou pas, ou que I'une des deux courbures est nulle. On obtient alors les 3
représentations des Figs. C.1 a C.3 correspondant aux trois natures possibles du point p considéré :
une ellipse quand le point est elliptique, une double hyperbole quand il est hyperbolique, et deux
droites paralleles quand il est parabolique.
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VR

Fia. C.1 — Point elliptique Fia. C.2 — Point hyperbolique Fia. C.3 — Point parabolique

La distance entre 'origine et l'intersection entre la conique et la droite faisant un angle 6 avec I’abscisse
représente la racine carrée du rayon de courbure de la section normale faisant un angle 6 avec la section
normale principale de rayon de courbure R;. Les directions asymptotiques sont celles ot le rayon de
courbure R,, tend vers l'infini.
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ETUDE THEORIQUE ET NUMERIQUE DES SINGULARITES EN THEORIE DES COQUES
MINCES ELASTIQUES

Ce mémoire porte principalement sur ’étude des singularités dans les problemes de coques minces
élastiques inhibées. Lorsque I’épaisseur de la coque tend vers zéro, les singularités qui apparaissent
dans les couches limites ou internes different selon la nature de la coque (elliptique, parabolique ou
hyperbolique) et les conditions aux limites. A partir d’équations réduites du probléeme de membrane,
nous établissons un résultat général concernant ’ordre et la propagation de ces singularités, suivant la
nature de la coque et le fait que la couche est le long d’une ligne caractéristique ou non. On effectue
ensuite des simulations numériques utilisant un logiciel éléments finis couplé & un mailleur adapta-
tif anisotrope. On retrouve les résultats théoriques établis au préalable pour les coques paraboliques
et elliptiques bien inhibées. Pour les coques elliptiques bien inhibées, on met également en évidence
I’existence de singularités logarithmiques pour le déplacement normal ug lorsque que le domaine de
chargement possede des coins. Enfin, on propose une étude des problémes sensitifs correspondant aux
coques elliptiques dont une partie du bord est libre. Il apparait alors un phénomene de complexifica-
tion : des oscillations de plus en plus amples et de plus en plus rapprochées apparaissent au niveau
du bord libre quand 1’épaisseur tend vers zéro. Dans la deuxieme partie de ce mémoire, on étudie
par développement asymptotique le comportement limite du modele de Koiter pour une coque tres
allongée a profil fortement courbé. On retrouve la cinématique et les équations d’équilibre unidimen-
sionnelles classiques du modele de Vlassov établi a partir d’hypotheses & priori.

Mots-clés : coques minces élastiques, perturbations singulieres, problemes sensitifs, maillages adap-
tatifs anisotropes

THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY OF SINGULARITIES IN ELASTIC THIN SHELL
THEORY

This thesis mainly deals with thin inhibited elastic shells. When the thickness of the shell tends to-
wards zero, the solutions of the Koiter model exhibit various types of singularities which depend on the
nature of the shell (elliptic, hyperbolic, parabolic) and also on the boundary conditions. From reduced
partial differential equations of the membrane problem, we deduce the properties of the singularities
appearing inside the boundary and internal layers, which depend on whether the layer is along a cha-
racteristic line or not. We then perform numerical simulations using a finite element program coupled
with an anisotropic and adaptive mesh generator. This enables us to obtain accurate results inside
the layers which are in a good agreement with the theoretical results. Moreover, for elliptic shells,
we put in a prominent position the existence of logarithmic singularities when the loading domain
has corners. In the case of ill-inhibited shells, we study the sensitive problem. When a part of the
edge is free, a complexification phenomenon arises as the thickness tends towards zero : oscillations
which are larger and larger and whose frequency increases appear along the free edge. In a second
part, we study the behaviour of long cylindrical shells with a strongly curved profile. We study the
limit of the Koiter model by an asymptotic expansion : the limit behaviour corresponds to the kinema-
tics and the equilibrium equations of the classical Vlassov model established with a priori assumptions.

Key words : thin elastic shells, singular perturbations, sensitive problems, anisotropic adaptive mesh
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