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Résumé

Cette thèse traite de la détection et de la localisation des défaillances à base de
modèles comportementaux. L’approche suggérée consiste à extraire du modèle com-
portemental un sous-modèle découplé par rapport aux perturbations et par rapport
à un sous-ensemble de défaillances et couplé par rapport au sous-ensemble complé-
mentaire de défaillances. A l’aide de ce sous modèle, des indicateurs de défaillances
structurés sont générés. Ces indicateurs possèdent intrinsèquement des propriétés de
robustesse aux perturbations et à certaines défaillances et sont sensibles au reste des
défaillances. Cette approche repose donc sur la décomposition du modèle comporte-
mental du système en sous-modèles.
Une méthodologie de décomposition est présentée pour traiter les modèles conti-

nus et les modèles événementiels de la même manière. Cette méthodologie de décom-
position est formulée en utilisant des outils algébriques connus sous le nom d’algèbre
des paires et d’algèbre des fonctions. Les deux algèbres sont présentées et leurs opéra-
teurs sont détaillés et illustrés. Il est montré que la procédure de décomposition décrite
pour les modèles continus en utilisant l’algèbre des fonctions est similaire à celle dé-
crite pour les modèles événementiels en utilisant l’algèbre des paires. Une procédure
de décomposition générale est ensuite proposée pour tous les modèles comportemen-
taux déterministes.
Les résultats théoriques sont illustrés par la décomposition des modèles comporte-

mentaux (continu et événementiel) du système à trois cuves, et par la synthèse d’un
module de détection et de localisation de défaillances pour chaque cas traité.

Abstract

This thesis concerns fault detection and isolation using behavioral models. The
suggested approach consists in the determination of a sub-system which is decoupled
from the perturbation and from a subset of faults and sensitive to the remaining faults.
Using this sub-system, structured fault indicators are generated. These indicators are
intrinsically robust to the perturbations and to some faults and sensitive to the remain-
ing faults. Thus, this approach is based on the decomposition of the behavioral model
of the process to monitor into sub-systems.
A decomposition methodology is proposed to handle continuous and discrete mod-

els in a similar way. Algebraic tools, known as pair algebra and algebra of functions, are
used to formulate the decomposition methodology. Both algebras are presented, and
their operators detailed and illustrated. It is shown that the decomposition procedure
for the continuous case based on algebra of functions is similar to the discrete case
based on pair algebra. Finally, a decomposition methodology for all types of determin-
istic behavioral models is proposed.



The theoretical results are illustrated by the decomposition of the behavioral mod-
els (continuous and discrete) of the three tank process, and the synthesis of fault de-
tection and isolation module for both cases.



Chapitre 1

Introduction générale

La surveillance des systèmes automatiques est devenue, depuis les années soixante
dix, une thématique à part entière de la recherche scientifique. Les progrès technolo-
giques ont entraîné une complexité croissante des systèmes, et les problèmes de sécu-
rité, de fiabilité et de sûreté ont pris de l’importance. Ceci a créé le besoin de dévelop-
per des méthodes fiables et performantes de surveillance.
La surveillance consiste en la détection précoce des défauts dont l’apparition per-

turbe le fonctionnement normal d’un système. Une fois que l’anomalie est détectée, le
composant en défaut est localisé et la gravité du défaut est estimée.
Nous nous intéressons dans cette thèse aux méthodes de surveillance à base de mo-

dèles. Le modèle représente une abstraction mathématique du comportement du sys-
tème physique. Les modèles peuvent être représentés de plusieurs manières suivant
le degré d’abstraction retenu : équations différentielles ou aux différences, linéaires ou
non linéaires, graphes d’évolution (réseaux de Petri, automates à états finis ...), rela-
tions qualitatives, lois empiriques. Pour chaque cas, des outils de traitement adéquats
sont utilisés pour développer des algorithmes de surveillance efficaces. Ces outils ont
été développés par des communautés différentes (systèmes continus, systèmes événe-
mentiels) en utilisant une formalisation du problème spécifique.
Quelle que soit la représentation choisie, un modèle permet d’estimer la sortie du

système, connaissant son évolution passée et les sollicitations actuelles. La surveillance
consiste en premier lieu à vérifier la cohérence des sorties estimées avec les sorties
connues (mesurées). Cette cohérence est quantifiée par un indicateur. La valeur de
l’indicateur dépend a priori des erreurs de modélisation, des sollicitations inconnues
et des défauts affectant les caractéristiques nominales du système. Pour permettre une
détection efficace, l’indicateur doit être sensible uniquement aux défauts et robuste
aux autres influences. La détection robuste d’un défaut nécessite la robustesse de l’es-
timation des sorties.
Si l’occurrence de défauts multiples est considérée, l’utilisation de plusieurs in-

dicateurs sensibles à des sous-ensembles de défauts différents permet, sous certaines
conditions, de localiser l’élément défaillant. Le problème de détection et de localisa-
tion de défauts est alors ramené à un problème général de sensibilité et de robustesse
des estimations fournies par le modèle.
Les méthodes classiques de surveillance se focalisent sur les techniques de géné-

3
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ration des indicateurs ce qui rend ces méthodes tributaires des modèles utilisés. En
fonction de la dynamique décrite par le modèle, différentes techniques doivent être
employées pour la détection des défauts. Les approches employées pour surveiller des
dynamiques continues dans le temps diffèrent considérablement des méthodes uti-
lisées pour la surveillance de dynamiques événementielles discrètes. Par ailleurs, la
génération d’indicateurs de défauts est traitée comme un problème multi-contraintes
difficile à résoudre dans les cas complexes.
Nous proposons dans cette thèse une résolution du problème de génération d’in-

dicateurs robustes en deux étapes. La méthodologie est générale et peut s’appliquer à
des systèmes à dynamique continue ou événementielle. Les propriétés de robustesse
et de sensibilité par rapport aux erreurs de modélisation, aux sollicitations et aux dé-
fauts peuvent être ramenées à des propriétés de couplage et de découplage au sein
même du modèle. La première étape consiste à déterminer les parties du modèle qui
possèdent les propriétés de couplage/découplage souhaitées. Les sous-modèles obtenus
permettent une génération facilitée d’indicateurs de défauts. Les indicateurs possèdent
intrinsèquement les propriétés de robustesse ou de sensibilité souhaitées héritées des
sous-modèles.
Le deuxième point abordé est l’utilisation d’outils mathématiques particuliers, ap-

pelés algèbre des paires et algèbre des fonctions, pour formuler la méthode de décomposi-
tion. L’algèbre des paires est utilisée pour la décomposition de modèles événementiels,
et l’algèbre des fonctions est utilisée pour la décomposition de modèles temporels. Les
deux algèbres sont présentées, et leur utilisation pour la décomposition est développée,
notamment sur des aspect calculatoires. Des analogies avec des outils de découplage
classiques sont montrées pour illustration.

Plan du mémoire

La suite de ce mémoire est structurée autour des chapitres suivants :

Chapitre 2

Le chapitre présente des rappels fondamentaux sur la représentation des systèmes
et des défauts par des modèles comportementaux et sur les notions de la surveillance
à base de modèles. Deux types de modèles comportementaux sont étudiés :
– Le modèle comportemental temporel qui représente l’évolution des systèmes à
événements continus.

– Lemodèle comportemental événementiel qui représente l’évolution des systèmes
à événements discrets.

Une section entière est consacrée à chaque type de modèle, comportant :
– des rappels sur la modélisation du processus en fonctionnement normal ou en
fonctionnement défaillant,

– un rappel des principales notions de surveillance à base de modèles,
– un état de l’art sur les techniques les plus courantes de la surveillance à base de
modèle.
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Dans la dernière partie de chaque section, une méthode de détection et de locali-
sation de défaillances basée sur la génération d’indicateurs de défauts structurés est
proposée. Un indicateur de défauts structuré est un signal qui réagit à certains défauts
en restant robuste aux autres. Le problème classique de détection et de localisation de
défauts, bien connu dans le cadre des systèmes à états continus est formulé comme
un problème de décomposition avec des critères de découplage par rapport à un sous-
ensemble d’entrées. Les sous-modèles obtenus permettent ensuite de générer des indi-
cateurs de défauts structurés. La formulation du problème est présentée dans le cadre
des modèles temporels et étendue au cadre des modèles événementiels.

Chapitre 3

Ce chapitre présente les outils mathématiques utilisés. Des rappels généraux sur la
théorie des ensembles et sur les structures d’algèbre et de treillis sont donnés. La notion
de partition sur un ensemble est rappelée et les opérations de manipulation de parti-
tions sont détaillées. Suit une présentation de l’algèbre des paires, qui est utilisée pour le
traitement des systèmes à dynamique événementielle. Des notions clés liées aux par-
titions sont introduites, telles la propriété de substitution et la paire algébrique. La
propriété de substitution est une relation entre partitions qui permet de décrire le mo-
dèle sous la forme d’un treillis de partitions. Ce treillis ordonne les partitions suivant
une hiérarchie en fonction d’une relation d’ordre, ce qui permet de choisir une parti-
tion de décomposition. L’algèbre des paires est ensuite étendue aux ensembles infinis
sous le nom d’algèbre des fonctions. Cette extension est utilisée pour le traitement des
systèmes à dynamique temporelle. Une comparaison avec des outils mathématiques
similaires est faite, en montrant des analogies entre l’algèbre des fonctions et l’algèbre
de Lie.

Chapitre 4

Le quatrième chapitre présente la méthodologie de décomposition en sous-modèles
découplés. Le principe de l’approche est présenté tout d’abord d’un point de vue gé-
néral. Les étapes qui mènent à l’obtention d’un sous-modèle découplé sont décrites
sous la forme d’un algorithme. Les sorties du sous-modèle possèdent des propriétés de
robustesse par rapport aux entrées qui sont découplées. Cette propriété permet d’ap-
pliquer la décomposition en sous-systèmes découplés pour synthétiser des générateurs
d’indicateurs de défauts structurés. Le chapitre est ensuite divisé en deux sous-parties :

1. La première section est consacrée au détail de la décomposition des systèmes à
dynamique temporelle et à sa réalisation en utilisant l’algèbre des fonctions. Des
illustrations sont proposées pour des systèmes représentés par des équations dif-
férentielles linéaires et non linéaires. Des améliorations de l’approche existante
[Zhi97] sont proposées, notamment sur l’initialisation de l’algorithme et sur les
aspects calculatoires.

2. La seconde section traite de la décomposition des systèmes à dynamique événe-
mentielle. Le processus est décrit sous la forme d’une machine séquentielle et les
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étapes de la décomposition sont récrites pour en tenir compte. L’algorithme de
décomposition est alors réalisé en utilisant l’algèbre des paires.

Chapitre 5

Le cinquième chapitre illustre les techniques développées tout au long de ce mé-
moire, en réalisant la détection de défaillances sur un système à trois cuves. Deux
représentations sont utilisées, l’une temporelle et l’autre événementielle.

1. Dans le cadre temporel : le système est représenté par un ensemble d’équations
différentielles qui présente des non-linéarités non différentiables. La méthodo-
logie de décomposition est réalisée en utilisant les opérateurs de l’algèbre des
fonctions. Les sous-modèles obtenus permettent de synthétiser des générateurs
de résidus structurés en utilisant des observateurs discontinus. Des simulations
sont réalisées à l’aide du logicielMatlab/Simulink©.

2. Dans le cadre événementiel : une partie de l’évolution du système est représen-
tée sous la forme d’une machine séquentielle à seize états. La méthodologie de
décomposition est réalisée en utilisant les opérateurs de l’algèbre des paires.
Les sous-modèles générés permettent d’obtenir des séquences indicatrices de dé-
faillances structurées. Des simulations sont réalisées pour deux cas :
– Les sorties du système à surveiller sont obtenues directement à partir d’un
modèle événementiel. L’objectif est de valider l’approche de surveillance théo-
riquement.

– Les sorties du système à surveiller sont obtenues par discrétisation des sorties
d’un modèle temporel. L’objectif est de valider l’approche de surveillance dans
un cas plus pratique sur un modèle proche du système réel.

Les simulations (et les calculs des opérateurs) sont réalisées à l’aide du logiciel
de calcul symboliqueMaxima.

Remarque 1.0.1 Il est recommandé au lecteur qui n’est pas habitué aux techniques algé-
briques de lire le chapitre 5 avant d’aborder les chapitres 3 et 4.



Chapitre 2

Surveillance et décomposition de
modèles

2.1 Introduction

Ce chapitre rappelle les notions principales liées à la surveillance (détection, lo-
calisation, identification de défauts) de systèmes automatisés. L’objectif ici n’est pas
de réaliser un exposé exhaustif mais bien de donner les éléments essentiels qui per-
mettront de situer et de comprendre toute la problématique traitée dans cette thèse
ainsi que les solutions apportées. Nous nous intéressons aux méthodes de surveillance
utilisant un modèle comportemental de l’installation considérée. D’un point de vue
très général, un tel modèle est constitué d’un ensemble de contraintes qui définissent
ou contraignent les évolutions des variables internes. Quelle que soit la technique de
surveillance utilisée, le principe est toujours le même : comparer le comportement du
système réel tel qu’il est vu au travers de son instrumentation avec le comportement
théorique donné par son modèle. Les automaticiens manipulent trois types de modèles
comportementaux : les modèles que l’on qualifiera de temporels, pour lesquels les évo-
lutions des variables dépendent explicitement du temps (ces modèles peuvent être à
temps continu ou à temps discret), les modèles événementiels lorsque les variables ré-
agissent exclusivement à des événements internes ou externes, enfin les modèles dits
hybrides qui combinent les deux évolutions. Suivant le type de modèle considéré, les
techniques employées sont différentes.
– Les méthodes utilisant un modèle temporel reposent sur des indicateurs de dé-
fauts (on parle aussi de résidus). Ceux-ci sont générés par trois types de mé-
thodes : les méthodes basées sur les observateurs ou filtres, les méthodes à base
de relations de redondance analytique et les techniques utilisant des algorithmes
d’estimation paramétrique (techniques d’identification). Afin de localiser préci-
sément les défauts, plusieurs résidus sont utilisés. Chaque résidu doit avoir des
propriétés spécifiques de sensibilité et de robustesse vis à vis des perturbations
et d’un sous-ensemble donné de défauts.

– Les méthodes utilisant un modèle événementiel ont pour principe général la si-
mulation parallèle. Un diagnostiqueur est associé avec pour objectif de détermi-

7
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ner si le système réel est dans un état normal ou dans un état anormal. Dans le
deuxième cas, le diagnostiqueur recherchera la(les) cause(s) première(s) du dys-
fonctionnement. Dans le cas de systèmes complexes, lorsque la surveillance doit
être réalisée en-ligne, il est impossible de simuler tous les scenarii et d’explorer
systématiquement toutes les combinaisons ayant amené le système dans un état
donné. Ceci serait d’ailleurs inutile. En effet, certaines situations sont physique-
ment impossibles, d’autres n’apportent aucune information sur le défaut, enfin
d’autres sont imprécises du fait de l’existence de perturbations. Seuls les scena-
rii ayant un sens et une utilité doivent donc être considérés. On retrouve ainsi
pour la procédure utilisée, comme précédemment pour les résidus, une certaine
propriété de robustesse et de sensibilité aux perturbations et aux défauts.

Les démarches classiques de surveillance partent du modèle global de bon ou de
mauvais fonctionnement et cherchent à générer des résidus (dans le cas continu) ou des
simulateurs/diagnostiqueurs possédant les propriétés de robustesse et de sensibilité
souhaitées. Une autre démarche est présentée dans cette thèse. Nous proposons de
travailler dans un premier temps sur les modèles avant de s’intéresser à la technique
de surveillance à proprement parler. Ainsi, le modèle global peut être décomposé en
sous-modèles possédant chacun des propriétés de couplage/découplage par rapport aux
perturbations et/ou aux défauts. Nous explicitons à la fin de ce chapitre cette démarche
et dégageons les avantages d’une telle approche.

2.2 Généralités sur la surveillance à base de modèles

2.2.1 Lexique et définitions

Un processus physique est un assemblage de composants en interaction. Les com-
posants ont été choisis pour remplir une (parfois plusieurs) fonction(s) permettant au
système complet d’assurer ses missions [BKLS03]. Les composants sont classés en trois
catégories : les actionneurs qui permettent d’agir sur le dispositif, les composants du
dispositif en tant que tel et les capteurs qui fournissent une image de certaines quan-
tités produites par le dispositif. Le schéma classique est donc le suivant :

Fig. 2.1 – Système élémentaire

Chaque composant réagit à des sollicitations connues telles les commandes ma-
nuelles ou automatiques, les signaux ou données d’entrées et/ou à des sollicitations
inconnues appelées entrées inconnues ou perturbations.
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Des dysfonctionnements sont susceptibles de perturber le comportement normal
du composant. Ces dysfonctionnements sont soit des défauts, soit des pannes.

Défaut On appelle défaut toute modification des caractéristiques physiques de l’élé-
ment concerné qui entraîne un comportement dégradé, non nominal, de l’élé-
ment.

Panne On appelle panne toute modification des caractéristiques physiques de l’élé-
ment concerné qui entraîne son incapacité totale à accomplir sa fonction pre-
mière. Une panne est donc en quelque sorte un défaut majeur. Dans la suite du
mémoire, seul le terme défaut, plus général, sera utilisé.

La distinction entre défaut et perturbation n’est pas toujours très claire. Une per-
turbation traduit l’influence de l’environnement dans lequel évolue un élément. Ceci
entraîne une modification non souhaitée du comportement de l’élément sans qu’il y
ait modification de ses caractéristiques physiques intrinsèques. La difficulté de la sur-
veillance est de pouvoir distinguer les perturbations des défauts réels.
Les défauts sont classés en fonction de leur persistance. Ils sont de deux types :

intermittents s’ils sont présents uniquement pendant un laps de temps déterminé.
Le dispositif touché récupère son mode de fonctionnement normal sans inter-
vention extérieure. Ces défauts sont très gênants et très difficiles à détecter et à
diagnostiquer.

permanents s’ils persistent au cours du temps jusqu’à une intervention de mainte-
nance.

2.2.2 Notions de surveillance

La surveillance d’un processus consiste en la détection, la localisation et l’identi-
fication des défauts du système à un stade précoce. La surveillance a pour objectif de
donner une image "réelle" de l’état des composants du système. Elle permet de faire
intervenir la maintenance de manière appropriée ou de modifier automatiquement la
commande pour permettre un fonctionnement proche du fonctionnement nominal et
en tout cas garantissant certaines propriétés essentielles. On parle alors de commande
active tolérante aux défauts.
Un algorithme de surveillance [BKLS03] comporte 3 étapes :

La détection L’objectif est de détecter les défauts le plus précocement possible et sans
erreur (fausse alarme ou non détection). Un écart entre le comportement observé
et le comportement normal de référence donné par un modèle (qui peut être
analytique ou numérique) peut être dû à un défaut mais aussi à des perturbations
ou des erreurs de modélisation. Une décision doit être prise pour déclencher une
alarme si le dysfonctionnement est réellement causé par un défaut et ne pas la
déclencher s’il s’agit d’une perturbation.

La localisation Il s’agit de dire quel élément physique du système est en défaut. Par-
fois la localisation très précise est impossible du fait des interactions entre com-
posants et de l’instrumentation limitée. Le résultat se limitera donc à isoler un
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sous-système comportant un ensemble de composants susceptibles d’être en dé-
faut.

L’identification L’objectif est de caractériser plus finement le défaut. D’un point de
vue physique, il s’agit de déterminer la nature du défaut (nombre de spires court-
circuitées dans une machine électrique, pourcentage d’ouverture d’une vanne
lorsqu’elle reste partiellement ouverte, ...). Étant donné que les paramètres du
modèle sont liés aux éléments physiques, l’identification du défaut consiste sou-
vent dans l’identification des paramètres du modèle.

Dans la littérature, le terme diagnostic est aussi souvent utilisé. Il correspond à la
caractérisation du défaut lorsque celui-ci a été détecté. Le diagnostic peut donc être vu
comme la réunion des fonctions de localisation et d’identification du défaut.
Afin de réaliser les fonctions précédentes, il est nécessaire de disposer de comporte-

ments de référence décrivant les fonctionnements normaux et défaillants du processus.
Ces comportements peuvent se présenter sous différentes formes et sont groupés en
deux catégories : les relations qui décrivent l’évolution du processus et les données
relevées durant des tests de scenarii de fonctionnement possibles. Les techniques de
surveillance existantes sont classées traditionnellement en deux familles :

Techniques de surveillance dites sans modèle Ces techniques se basent sur l’analyse
des données issues des capteurs. Un apprentissage des différents scenarii de fonc-
tionnement possibles est effectué et une classification des données obtenues en
sortie permet de statuer sur l’état du processus. L’apprentissage peut être fait en
ligne ou bien pendant une phase de test préalable. Selon le degré de sophistica-
tion voulu, les classes décrivant les scenarii peuvent être fixes ou bien varier en
fonction de l’apprentissage en ligne.

Techniques de surveillance avec modèles Le fonctionnement normal du système est
décrit par un modèle comportemental constitué de relations de contraintes entre
des variables choisies du système. Les trajectoires (ou évolutions) des variables,
estimées à l’aide de ce modèle, sont comparées avec les données prélevées sur
le système réel et provenant des capteurs. Un écart entre ces trajectoires pro-
vient soit d’erreurs de modélisation, soit de perturbations (entrées inconnues)
non prises en compte dans le modèle, soit enfin de défauts de composants. Afin
de détecter, localiser voire identifier un défaut, il est nécessaire de différencier
les causes des dysfonctionnements. Ainsi, le modèle est complété afin de tenir
compte des perturbations, incertitudes et défauts.

Dans la suite de ce mémoire nous nous intéressons uniquement aux techniques de
surveillance utilisant un modèle comportemental du système considéré.

2.2.3 Modélisation d’un système dynamique

Un modèle est une représentation abstraite des phénomènes physiques. Cette re-
présentation d’un système dynamique permet de simuler les comportements à partir
de conditions initiales données et en fonction de sollicitations (entrées) connues. Un
modèle comportemental, ou analytique, regroupe les variables de description du pro-
cessus ainsi que les relations qui les lient.
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Définition 2.1 Un modèle comportemental (analytique) est défini par le quintuplet

Σ(X ,W ,Y ,F ,H) (2.1)

où W représente l’ensemble des excitations, Y représente l’ensemble des sorties et X repré-
sente l’ensemble des états internes. F et H sont des relations décrites respectivement par

F :W ×X −→X (2.2)

H :W ×X −→Y (2.3)

Les relations qui sont décrites par l’application F caractérisent les dynamiques
contenues dans le processus représenté. Deux types de dynamiques peuvent être dis-
tingués, suivant le degré d’abstraction retenu pour l’élaboration du modèle :

La dynamique temporelle est caractérisée par des variables de description qui ont
une évolution continue dans le temps. Les contraintes sont exprimées par des re-
lations mathématiques, du type équations différentielles pour le cas des systèmes
temporels continus ou du type équations aux différences (récurrences) pour le cas
de systèmes temporels échantillonnés (ou discrétisés). Les variables de descrip-
tion peuvent prendre un nombre infini de valeurs.

La dynamique événementielle : est caractérisée par des variables de description qui
subissent des variations brusques. Ces évolutions ne dépendent pas directement
du temps, mais de l’occurrence d’événements particuliers. Les variables de des-
cription ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs.

Lesmodèles de comportement temporels et événementiels peuventmaintenant être
caractérisés de manière plus précise.

Définition 2.2 Un modèle comportemental Σ(X ,W ,Y ,F ,H) (2.1) est dit temporel et est
noté

Σ(X,W,Y, f ,h)

si et seulement si ses variables dépendent explicitement du temps et sont définies sur des
ensembles infinis. On a alors :

X ⊆Rn f : Rn ×Rl −→ Rn

W ⊆Rl h : Rn ×Rl −→ Rm
Y ⊆Rm (2.4)

La fonction f est appelée fonction d’état et décrit les évolutions des variables d’état
en fonction des entrées et des paramètres. C’est une fonction qui peut être linéaire ou
non linéaire. La nature de cette fonction caractérise le type de modèle temporel, il est
alors soit linéaire, soit non linéaire. La fonction h est appelée fonction de sortie ; elle
lie les états et les entrées du système aux mesures relevées par les capteurs installés.
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Définition 2.3 Un modèle comportemental Σ(X ,W ,Y ,F ,H) (2.1) est dit événementiel et
est noté

Σ(S, I,O,δ,λ)

si et seulement si les variables qui le composent sont de nature événementielle et sont définies
sur des ensembles finis. On a alors

S = {s1, · · · , sn′ } δ : S× I −→ S
I = {i1, · · · , il′ } λ : S× I −→O
O= {o1, · · · , om′ } (2.5)

où les si , ii , oi sont les éléments respectifs des ensembles S,I et O aux cardinalités n′, l′ et m′.

Un modèle qui contient les deux dynamiques, temporelle et événementielle, est
appelé modèle hybride [Pet99]. L’évolution d’un modèle hybride est représentée par
deux modèles (figure 2.2) :
– un modèle événementiel décrit par (S, I,O,δ,λ) ,
– un modèle temporel décrit par (X̌,W̌, Y̌, f̌ , ȟ).

Chaque état s ∈ S du modèle événementiel correspond à un mode de fonctionnement
du modèle hybride et définit un sous-ensemble d’états atteignables du modèle tempo-
rel Xi ⊆ X̌. Les changements demodes sont déclenchés par des événements commandés
ou par le changement d’état de contraintes inégalité gi(xi) ≤ 0. Le binôme (s,xi) à un
instant donné représente l’état complet du modèle hybride.

Fig. 2.2 – Modèle hybride

2.2.4 Notion de sous-modèle

UnmodèleΣ représente une abstractionmathématique du comportement d’un sys-
tème physique. Il permet, à partir d’un ensemble de sollicitations externes W , d’ob-
tenir, via un ensemble de variables internes X , une image des sorties instrumentées
du système Y . Pour diverses raisons, il est parfois intéressant de décomposer le mo-
dèle complet du système pour déterminer une partie qui ne dépend que d’un sous-
ensemble de sollicitations externes W ′ ⊆ W et dont les sorties Y ′ peuvent être expri-
mées en fonction des éléments de l’ensemble de sorties Y .
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Définition 2.4 Soit un modèle Σ : (X ,W ,Y ,F ,H). Le modèle Σ′ : (X ′,W ′,Y ′,F ′,H′) est
un sous-modèle de Σ si pour une relationΨW définie par :

ΨW :W →W ′
w 7→ w′ =ΨW (w)

il existe une relationΨX définie par

ΨX :X →X ′
x 7→ x′ =ΨX (x)

qui satisfait la relation suivante

∀w ∈W : x′ =ΨX (x)⇔F ′(x′,ΨW (w)) =ΨX (F (x,w))
et une relationΨY définie par

ΨY :Y → Y ′
y 7→ y′ =ΨY (y)

qui satisfait

∀w ∈W ∀x ∈ X ∀x′ ∈ X ′ : x′ =ΨX (x)⇔H′(x′,ΨW (w)) =ΨY (H(x,w))
Un sous-modèle permet de simuler une partie du système. Il évolue suivant les

mêmes trajectoires que la partie du modèle complet dépendante deW ′ et qui est iden-
tifiée par le triplet de sous-ensembles (X ′,W ′,Y ′). La partie de Σ dépendante deW ′ est
dite réalisable sous forme d’un sous-modèle. De plus, si l’ensemble Y ′ n’est pas nul,
alors il est possible de comparer les sorties de Σ et de Σ′. Ceci implique que Σ possède
des sorties dépendantes des entréesW ′.
Si le sous-modèle Σ′ est de dimension strictement inférieure au modèle Σ alors le

triplet d’applications (ΨW ,ΨX ,ΨY ) est appelé homomorphisme de Σ vers Σ′ et Σ′ est
obtenu par décomposition de Σ. Si les dimensions de Σ′ et de Σ sont égales, alors le
triplet d’applications (ΨW ,ΨX ,ΨY ) est appelé isomorphisme [HS66] et Σ′ est obtenu par
transformation de Σ.
Si Σ′ est obtenu par décomposition, il est possible de déterminer le sous-modèle

complémentaire Σ∗ de sorte que la connaissance de Σ′ et de Σ∗ permet de retrouver le
modèle complet Σ.

2.3 Surveillance à base de modèles temporels

2.3.1 Introduction

Selon les objectifs visés, deux types de modèles comportementaux temporels sont
utilisés pour la surveillance :

Le modèle de bon fonctionnement représente le système en fonctionnement normal
sans tenir compte des défauts potentiels.

Le modèle de fonctionnement défaillant décrit le système en tenant compte des dé-
fauts. L’influence des défauts est intégrée au modèle du processus.
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2.3.2 Modèle de bon fonctionnement

Les fonctions d’état f et de sortie h de la définition (2.2) décrivent des évolutions
temporelles des variables associées au modèle.
Si la variable temps est continue, des équations différentielles du premier ordre

sont en général utilisées, on parle alors de modèle d’état continu. La forme classique est
la suivante :

{

ẋ(t) = f (x(t),w(t))
y(t) = h(x(t),w(t))

(2.6)

où x ∈ X ⊆ Rn est le vecteur qui contient les variables internes du système ou vec-
teur d’état, w ∈W ⊆ Rl le vecteur des excitations qui regroupe les signaux d’excitation
connus (commandes) et inconnus (perturbations ou entrées inconnues). y ∈ Y ⊆ Rm est
le vecteur des signaux de sortie ou vecteur de sortie.
Le vecteur d’excitation s’écrit comme suit :

w =

[

u
γ

]

où u ∈U ⊆ Rq est le vecteur des commandes et γ le vecteur des perturbations.
Le signal de perturbation γ correspond à l’influence de l’environnement et à l’in-

fluence des erreurs de modélisation.
Si la variable temps est échantillonnée avec une période « Te », le modèle est dit

modèle d’état échantillonné ou discrétisé et prend la forme suivante :
{

x((k+1)Te) = f ∗(x(kTe),w(kTe))
y(kTe) = h∗(x(kTe),w(kTe)) (2.7)

où k représente le numéro de l’échantillon qui correspond à l’instant d’échantillonnage
« kTe ». Pour simplifier l’écriture, les variables sont indicées par k :

{

xk+1 = f ∗(xk,wk)
yk = h∗(xk,wk)

(2.8)

Les fonctions f et h (cas continu), f ∗ et h∗ (cas discrétisé) peuvent être linéaires ou
non linéaires :

Définition 2.5 Soit une fonction f : X −→ X. f est une fonction linéaire si et seulement si

∀x ∈ X , ∀x′ ∈ X : f (x+ x′) = f (x) + f (x′)
∀λ ∈K , ∀x ∈ E : f (λ · x) = λ · f (x)

La première relation décrit la propriété d’additivité, et la seconde, l’homogénéité.

Dans le cas linéaire continu, le système (2.6) s’écrit
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bw(t)
y(t) = Cx(t) +Dw(t)

(2.9)
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où A,B,C et D sont des matrices constantes de dimensions appropriées.
Dans le cas discrétisé, le système (2.8) s’écrit

{

xk+1 = Axk +Bwk
yk = Cxk +Dwk

(2.10)

où A,B,C et D sont des matrices constantes de dimensions appropriées.

2.3.3 Modèle de fonctionnement défaillant

Le modèle de fonctionnement défaillant (MFD) permet de représenter le compor-
tement du système réel en présence de défauts. Le défaut d’un composant physique
a pour effet de modifier la valeur de certains paramètres du modèle, voire même de
modifier la structure du modèle. Nous ne considérerons pas ce deuxième cas.
L’influence du défaut sur le modèle peut être représentée à l’aide d’un signal d’exci-

tation supplémentaire. Ce signal, pour le différencier du défaut physique, sera appelé
défaillance.
Le vecteur d’excitation s’écrit alors

w =

















u
ρ
γ

















où ρ est le vecteur de défaillances.
Le modèle de fonctionnement défaillant peut alors s’écrire sous la forme :

{

ẋ(t) = f ′(x(t),w(t)) = f (x(t),u,γ) + fd(x(t),u,γ,ρ)
y(t) = h′(x(t),w(t)) = h(x(t),u,γ) + hd(x(t),u,γ,ρ)

(2.11)

Le signal de défaillance ρ est nul en fonctionnement normal. On a dans ce cas :
{

fd(x(t),u,γ,0) = 0
hd(x(t),u,γ,0) = 0

(2.12)

Le modèle de fonctionnement défaillant discrétisé s’obtient de manière similaire.

2.3.4 Utilisation du modèle pour la surveillance

L’état du système est connu par l’intermédiaire des mesures réalisées par les cap-
teurs. Cette connaissance de l’état n’est cependant que partielle car il est impossible de
mesurer toutes les caractéristiques du système. De plus, les capteurs peuvent donner
des informations erronées s’ils sont en défaut. La première solution permettant de fia-
biliser l’information est de sur-instrumenter le système, on parle alors de redondance
matérielle. Le principe est demesurer unemême quantité à l’aide de plusieurs capteurs.
Les incohérences détectées mettent en évidence les défauts ou pannes des capteurs
et permettent de fournir une information validée au système de contrôle/commande.
Cette solution largement utilisée dans les domaines sensibles tels l’aéronautique ou
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l’astronautique, est cependant très coûteuse. De plus, elle ne permet pas de détecter les
défauts internes du système. La surveillance à base de modèle utilise le modèle com-
portemental afin d’obtenir une redondance d’informations. Les relations liant les va-
riables de description, permettent de vérifier la cohérence (ou consistance) desmesures
prélevées par les capteurs. On parle alors de redondance analytique [BKLS03, PFC00].
Cette cohérence (ou non cohérence) est quantifiée par un signal r(t) appelé résidu.

En fonctionnement normal, non perturbé et lorsque le modèle correspond exactement
au système réel (cas idéal) r(t) est nul. Si un défaut apparaît, si le modèle présente des
incertitudes ou si le système est perturbé, on aura r(t) , 0.
La surveillance nécessite donc deux étapes : la génération des résidus (voir section

suivante) et une procédure de décision permettant d’interpréter la valeur des résidus
et de décider de l’occurrence ou non d’un défaut. L’utilisation du résidu pour détecter
et localiser les défaillances est décrite par le diagramme 2.3 [Ise05].

Fig. 2.3 – Illustration de la surveillance à base de modèles

Nous nous intéressons dans cette thèse uniquement à la synthèse de générateurs
de résidus. Le lecteur intéressé par les procédures de décisions, pourra consulter les
ouvrages [Ger98, BN93]. La procédure de décision sera grandement facilitée si les ré-
sidus comportent de bonnes propriétés de robustesse et de sensibilité. Dans la section
suivante, nous détaillons ces propriétés et décrivons brièvement les méthodes de gé-
nération de résidus.
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2.3.5 Génération de résidus pour la détection de défauts

Propriétés des résidus

Comme nous l’avons vu, un résidu devient différent de zéro lorsque le comporte-
ment du système réel s’écarte de son comportement nominal donné par un modèle
de bon fonctionnement. Ainsi un résidu est une fonction des signaux γ et ρ. Afin de
faciliter la décision, il est intéressant d’obtenir des résidus qui réagissent uniquement
à un sous-ensemble de défaillances et qui ne réagissent pas, ou réagissent faiblement,
aux perturbations et aux autres défaillances. Un résidu possède donc des propriétés de
robustesse à certains signaux et de sensibilité à d’autres.

Définition 2.6 Un résidu r(t) est dit robuste par rapport à un signal ρ si r(t) ne dépend pas
de ρ. En terme mathématique, cela signifie que

r(t) robuste par rapport à ρ⇔ ∂r(t)
∂ρ
= 0 (2.13)

La sensibilité est définie de manière analogue.

Définition 2.7 Un résidu r(t) est dit sensible à un signal ρ si une variation donnée de ρ
engendre une variation de r(t). En terme mathématique, cela signifie que :

r(t) sensible à ρ⇔ sρ(r(t)) =
∂r(t)
∂ρ
, 0 (2.14)

La sensibilité asymptotique par rapport à ρ est définie comme la limite quand t tend vers
l’infini de sρ(r(t)) :

s∞ρ (r(t)) = limt→∞
sρ(r(t)) = lim

t→∞
∂r(t)
∂ρ

(2.15)

Par extension, lorsque la sensibilité asymptotique par rapport à un signal est nulle, on
parlera de robustesse asymptotique.

Méthodes de génération de résidus

D’un point de vue général, un résidu peut être vu comme la sortie d’un système
dynamique, appelé générateur de résidus (GR), construit à partir du modèle de bon
fonctionnement (fonctions f et h), ayant en entrée les signaux d’excitation connus et
les mesures issues des capteurs (figure 2.3). Ce système doit être conçu, ou synthétisé,
de manière à ce que le résidu possède des propriétés de robustesse/sensibilité fixées :
– robustesse vis à vis des perturbations et erreurs de modélisation
– robustesse asymptotique par rapport à des conditions initiales inconnues
– sensibilité par rapport à des défaillances
Notons que la robustesse et la sensibilité sont des propriétés associées aux signaux.

Un système générateur d’un résidu robuste (resp. sensible) par rapport à un signal ρ
sera dit découplé de (resp. couplé à) ce signal.
Trois approches principales sont utilisées pour construire un générateur de résidus

[Pat94, Ise05] :
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Les approches d’identification

Si la structure du modèle est connue, les approches à base d’estimation de pa-
ramètres sont adaptées pour synthétiser le générateur de résidus. Elles consistent à
identifier en ligne les divers paramètres du système et à comparer ces estimations aux
valeurs nominales des paramètres. L’erreur d’estimation est utilisée comme résidu. Le
lecteur intéressé par cette approche pourra consulter par exemple les travaux de Iser-
mann [Ise84, IF91] ou les travaux de Fliess, Sira-Ramirez et Join [FJ03, FJSR04].

Approches à base de relations de redondance analytique ou espace de parité

Le principe est de récrire les équations dumodèle de manière à obtenir des relations
particulières appelées RRA : Relations de Redondance Analytique. Cette redondance
est directe, si l’on utilise des relations statiques [DGH79], ou bien temporelle [CW84] si
les relations d’entrées/sorties sont dynamiques, en faisant intervenir les dérivées des
signaux.
Les RRA ont pour propriété de ne lier que des grandeurs connues, disponibles en

ligne. Les résidus sont obtenus en substituant dans ces RRA les variables littérales par
leurs valeurs réelles, prélevées sur le système en fonctionnement.
L’obtention hors-ligne des RRA est un problème général d’élimination de variables

dans un système d’équations algébriques ou différentielles. Lorsque le modèle est li-
néaire, l’élimination peut se faire par projection dans un sous-espace appelé espace de
parité [CW84]. Dans le cas non linéaire, des techniques d’élimination formelle peuvent
être utilisées.

Projection Cette méthode a été proposée dans [CW84]. Les relations de redondance
s’expriment dans l’espace non observable du système. Les auteurs ont traité le
cas linéaire. La non-linéarité des modèles impose des contraintes supplémen-
taires, liées notamment à la détermination de l’espace de non-observabilité. Des
développements récents, basés notamment sur des techniques de géométrie dif-
férentielle [Isi95], ont proposé la génération de relations de redondance pour des
classes de systèmes non linéaires à l’instar de [LWC05].

Élimination Les relations de redondance sont obtenues par combinaison des relations
existantes dans le modèle analytique. La structuration des résidus et leur robus-
tesse sont obtenus en éliminant les variables correspondantes des relations. Plu-
sieurs implémentations logicielles existent, les plus importantes sont basées sur
la théorie de l’élimination [Dio91], les bases de Gröbner [CLO91] et les ensembles
caractéristiques [Rit50]. Les bases de Gröbner ont été utilisées pour générer des
RRA non linéaires dans [MCC+97, SCV01].

Il faut noter que les techniques à base de relations de redondance analytique pos-
sèdent des similarités avec les approches de détection par observateurs à entrées incon-
nues (voir paragraphe suivant). Cet aspect à été initialement souligné dans [Mas86] et
développé dans [PC91, Chr01, CCJ04].
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Approches à base d’observateurs ou de filtres détecteurs

Ce sont les plus couramment utilisées. Les premiers travaux datent des années
soixante-dix [Bea71, Jon73, Cla78]. Les observateurs ou filtres sont des outils bien
connus des automaticiens à des fins de commande en boucle fermée. Le principe gé-
néral est de concevoir un système dynamique permettant de donner une estimation,
de certaines variables, ou combinaisons de variables, nécessaires au bouclage. Lorsque
le système est dynamique et que certaines variables (conditions initiales) sont incon-
nues, l’estimation n’est correcte qu’après un certain temps de convergence, fixé par la
dynamique de l’observateur. Le principe général consiste à comparer des fonctions de
sorties estimées avec les mêmes fonctions des sorties mesurées. L’écart entre ces fonc-
tions est utilisé comme résidu [Fra1, Cla78, Cla89].
Des variantes existent, notamment les approches à base d’observateurs à entrées

inconnues, basées sur le principe l’observateur de Luenberger généralisé [Lue66], per-
mettant d’obtenir des résidus robustes [Fra90], ou de filtres détecteurs [Bea71, Jon73]
et [Mas86, MVW89] où le problème a été récrit sous un formalisme géométrique. De-
puis le début des années quatre-vingt dix, les approches de détection à base d’obser-
vateurs et de filtres ont été étendues aux systèmes non linéaires en utilisant des ap-
proches à base de géométrie différentielle :
– pour le cas général [Isi95, BSC04],
– pour les systèmes affines en l’état et bilinéaires [HKE99b, HKE01],
– pour les systèmes affines en la commande [DI00, DI01, Loo01].

2.3.6 Résidus structurés pour la localisation de défauts

Définition 2.8 La structure d’un résidu ri par rapport à un ensemble ρ de ηρ défauts est le

mot binaire Sri composé de ηρ bits
(

Si,j
)

positionnés de la manière suivante :

– Si,j = 1 si le résidu ri sensible au jième élément de
{

ρ
}

.

– Si,j = 0 si le résidu ri est robuste au jième élément de
{

ρ
}

.

Les résidus structurés sont conçus de manière à être sensibles chacun à un sous-
ensemble de fautes ρ1 et robustes par rapport aux fautes restantes ρ2,ρ3, . . . (fig. 2.4).
Ainsi, lorsqu’une défaillance apparaît, seul un sous-ensemble de résidus réagit.
Les informations de sensibilité et de robustesse souhaitées pour les résidus sont

répertoriées dans une table binaire appelée table de signatures théoriques. Les lignes de
cette table correspondent à la structure de chaque résidu. Les colonnes correspondent
à la signature d’un défaut particulier.
Afin de localiser un défaut sans ambiguïté, les signatures des défauts doivent être

différentes. Une distance de Hamming élevée entre les signatures permettra de tolérer
d’éventuelles erreurs de décisions.
Un ensemble de résidus possédant des propriétés spécifiques de sensibilité ou de

robustesse par rapport aux défauts est donc calculé en ligne. La procédure de décision
appliquée à chaque résidu, permet d’obtenir la signature réelle des résidus à un instant
donné. Si cette signature est nulle, le système est déclaré sain. Dans le cas contraire,
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la signature réelle est comparée aux signatures théoriques. Le défaut est déterminé en
considérant le plus proche voisin de la signature calculée.

Deux démarches peuvent être adoptées pour générer un vecteur de résidus robustes
et structurés. La première démarche décrite par la figure 2.4, est classiquement adop-
tée dans la littérature. Elle consiste à construire, à partir du modèle du système, un
ensemble de générateurs permettant d’obtenir des résidus possédant les propriétés
de robustesse/sensibilité souhaitées et garantissant la robustesse (au moins asympto-
tique) vis à vis des conditions initiales.

Fig. 2.4 – Banc de générateurs de résidus robustes

La deuxième démarche est décrite par la figure 2.5. Le principe est de décompo-
ser le modèle de fonctionnement défaillant en plusieurs sous-modèles. Chaque sous-
modèle est découplé d’un sous-ensemble de défaillances, ce qui implique que ses sor-
ties seront robustes par rapport à celles-ci.

Par ailleurs, ce sous-modèle sera couplé au reste des défaillances, les sorties seront
donc potentiellement sensibles à celles-ci. Bien entendu, tous les sous-modèles seront
découplés des perturbations.
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Fig. 2.5 – Utilisation d’un banc de sous-systèmes découplés pour la génération de rési-
dus structurés robustes

La différence principale entre les deux approches réside dans la méthode de syn-
thèse du bloc générateur de résidu.
Considérons le système Σ suivant

Σ :

{

ẋ = f (x,w)
y = h(x,u,ρ)

,w =

















u
ρ
γ




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









(2.16)

où x ∈ X ⊆ Rn, w ∈ W ⊆ Rl et y ∈ Y ⊆ Rm représentent respectivement les vecteurs
d’état, d’excitation et de sortie. Rappelons que vecteur d’excitation est composé de trois
vecteurs : u ∈U ⊆ Rq est le vecteur de commandes, γ est le vecteur de perturbations et
ρ est le vecteur de défaillances.
Les différents générateurs de résidus GRi ont la forme suivante [HKE99a, DI00]

GRi :

{

żi =Λ(zi ,u,y)
ri =Θ(z,y)

(2.17)

Le résidu ri possède trois propriétés essentielles :
– être robuste au vecteur de perturbations γi
– être sensible aux défaillances regroupées dans ρi
– convergence asymptotique en absence de défaillance :

si ρ = 0 , ∀γi : lim
t→+∞

ri(t) = 0
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Les vecteurs γi et ρi sont obtenus par permutation des composantes des vecteurs ρ
et γ.
Suivant la méthode classique, le générateur de résidus doit être construit en respec-

tant simultanément les trois propriétés de robustesse, de sensibilité et de convergence.
La synthèse de tels générateurs peut être difficile à mener dans un contexte non li-
néaire, puisque de nombreuses contraintes doivent être satisfaites en même temps en
manipulant le modèle complet du système.
La seconde méthode propose de résoudre le problème de convergence (3e pro-

priété du résidu) séparément, en synthétisant le générateur de résidu à partir des sous-
modèles Σi (2.18)

Σ(X,W,Y, f ,h) =⇒































Σ1(X1,u ∪ ρ1,Y1, f1,h1)
Σ2(X2,u ∪ ρ2,Y2, f2,h2)
...

Σk(Xk,u ∪ ρi ,Yk, fk,hk)

(2.18)

Cette distribution des contraintes permet de simplifier l’opération de synthèse du
générateur de résidus.
Chaque sous-modèle Σi est équivalent en fonctionnement avec une partie du mo-

dèle complet. L’ensemble des Σi complémentaires sont équivalents aumodèle complet.
Par conséquent, pour des conditions initiales identiques, l’évolution de Σ ou des dif-
férentes parties de Σ est estimée par les sous-modèles Σi . Si les conditions initiales
ne sont pas connues, un générateur de résidus GRi est synthétisé à partir de chaque
sous-modèle Σi pour garantir la convergence de l’indicateur de défaillances. La procé-
dure de synthèse est simplifiée puisque chaque sous-modèle Σi génère par définition
des sorties robustes aux entrées de l’ensemble γi et sensibles aux entrées de l’ensemble
u ∪ ρi .
La procédure de décomposition est détaillée dans le chapitre 4.

2.4 Surveillance à base de modèles événementiels

2.4.1 Introduction

La surveillance des systèmes à dynamique événementielle poursuit les mêmes ob-
jectifs que la surveillance des systèmes à dynamique temporelle. Les outils pour réa-
liser la surveillance par contre sont différents. Puisque les états que peut prendre le
système sont dénombrables, il est possible dans de nombreux cas de réaliser des si-
mulations exhaustives pour reconstituer le fonctionnement du modèle événementiel.
Les approches à base de simulation sont plus répandues que dans le cas des systèmes
à états continus. Nous allons étendre la méthode proposée dans la section précédente
à la surveillance des systèmes décrits par des modèles événementiels. Le principe est
identique : synthétiser des sous-modèles qui possèdent des propriétés de couplage ou
de découplage par rapport aux sollicitations extérieures. Les sorties des sous-modèles
sont ensuite comparées aux sorties mesurées et un indicateur de défaillances est gé-
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néré. Dans cette section, nous étendons les notions propres à la surveillance à base de
modèles temporels au cadre événementiel.

2.4.2 Représentation événementielle : principe et rappels

Une dynamique événementielle est souvent représentée par des machines séquen-
tielles (MS), appelées également automate à états finis (AEF). Une machine séquen-
tielle est constituée d’états et de transitions. Le calcul de l’état suivant tient compte de
l’état présent de la machine et de l’entrée d’excitation. C’est donc un modèle d’évolu-
tion comportemental. Il existe deux classes de machines séquentielles : déterministe et
non déterministe. Un automate est déterministe si à partir de n’importe quel état pré-
décesseur, un seul état successeur existe pour une entrée donnée. Toutes les machines
qui ne remplissent pas cette condition sont non déterministes.
La machine séquentielle déterministe a deux avantages principaux :
– la simplicité de modélisation
– une représentation intuitive du processus

et un inconvénient : le nombre d’états augmente considérablement dès que des méca-
nismes complexes sont modélisés. La synthèse de ce type d’automates s’accompagne
souvent d’une étape de réduction du nombre d’états.
La représentation non déterministe permet de réduire la taille de l’automate, et de

l’enrichir par des mécanismes de transitions d’état avancés (synchronisation, parallé-
lisme,...). L’inconvénient réside dans le fait que pour la simulation, une étape de déter-
minisation, par l’ajout de transitions vides 1, est nécessaire. Ces opérations sont coû-
teuses en temps de calcul. Cela implique que leur utilisation en temps réel est délicate.
Dans ce mémoire, seules les machines séquentielles déterministes sont considérées.
Il existe plusieurs types d’automates : les machines de Mealy et de Moore, les au-

tomates à arbres, les automates accepteurs... Nous utiliserons la modélisation de sys-
tèmes événementiels par la machine de Moore définie ci-dessous.

Définition 2.9 La machine de Moore est un modèle événementiel Σ(S, I,O,δ,λ) où S est
l’ensemble d’état, I est l’ensemble d’entrée ou alphabet d’entrée , et O l’ensemble de sortie et
les applications δ et λ sont définies par

δ : S× I −→ S
(s, i) −→ s+ = δ(s, i)

λ : S −→ O
s −→ o = λ(s)

Si l’application λ est l’identité, la machine de Moore devient une machine d’état.

Définition 2.10 Une machine d’état est représentée par le triplet (S, I,δ) où S est l’ensemble
fini d’états, I est l’ensemble fini d’entrées et δ : S× I→ S est l’application de transition d’état.
1les transitions vides, ou ǫ-transitions, sont des transitions qui ne sont pas liées à une condition ou à

un événement, et qui sont franchies automatiquement (voir les références [SSL+95, SSL+96] pour plus
d’information).
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Une machine séquentielle est communément représentée par une table de transi-
tions d’état.

i1 · · · il o

s1 δ(s1, i1) · · · δ(s1, il) λ(s1)
...

...
...

...
sn δ(sn, i1) · · · δ(sn, il) λ(sn)

Tab. 2.1 – Table de transition d’état

Le fonctionnement d’une machine peut être également décrit par un graphe d’état
(fig. 2.6)

Fig. 2.6 – Graphe d’état d’une machine de Moore

Illustration La figure (2.7) montre l’exemple d’une machine séquentielle et de sa table de
transitions d’état (2.2)

Fig. 2.7 – Graphe d’état de Σ

S|I a b c Y

1 2 4 1 1
2 1 3 2 1
3 4 3 2 0
4 5 4 4 0
5 4 5 1 0

Tab. 2.2 – Table de transition d’état de Σ
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Le fonctionnement d’une machine séquentielle est décrit par des chemins qui ex-
priment la réaction de la machine à une séquence définie sur l’ensemble d’entrées, ou
alphabet. Dans la représentation temporelle, le chemin correspond à une trajectoire et
la séquence à un signal.

Définition 2.11 Un « chemin » est une suite de transitions d’état consécutives. Il est noté

[(s0, i1, s1) · · · (si−1, ii , si)]

avec si ∈ S, ii ∈ I et (sj−1, ij , sj) ∈ (S × I × S). Une suite d’événements i1 · · · ik est appelée
indifféremment « trace » ou « étiquette » ou « séquence ».

2.4.3 Modèle de bon fonctionnement

Le modèle de bon fonctionnement d’un système à dynamique événementielle est
représenté par une machine séquentielle Σ(S, I,O,λ,δ) qui décrit son évolution en ab-
sence de défauts. Les machines séquentielles sont considérées complètes2, et vivantes,
c’est-à-dire qu’elles ne possède pas d’états bloquants3.
L’alphabet d’entrée I du modèle de bon fonctionnement est composé de
– Ic : ensemble d’événements connus associés aux actions du système de contrôle
ou aux transitions d’état.

– Iγ : ensemble d’événements inconnus associés aux perturbations externes.
En représentation événementielle, la perturbation se manifeste par un changement

imprévu de l’état du système qui n’est pas causé par un défaut.
Nous qualifierons les états et événements de « connus » ou « mesurés », plutôt que

d’observables ou observés — utilisés par la communauté des systèmes à dynamique
événementielle — pour faire la distinction entre la propriété d’observabilité qui est
une propriété structurelle d’un modèle, et l’accessibilité d’un état à partir des mesures.

2.4.4 Modèle de fonctionnement défaillant

Le modèle de fonctionnement défaillant est une machine séquentielle construite
sur la base du modèle de bon fonctionnement auquel est ajouté l’influence des dé-
faillances.

Définition 2.12 Dans une dynamique événementielle, la défaillance est un événement in-
connu associé à un défaut physique donné.

L’alphabet d’entrée du modèle de fonctionnement défaillant Σ(S, I,O,δ,λ) inclut un
ensemble d’événements non mesurés Iρ qui regroupe les défaillances possibles

I = Ic ∪ Inc = Ic ∪
(

Iγ ∪ Iρ
)

2Toutes les paires (s, i) ∈ S× I ont une seule et unique image via δ
3Un état s est dit bloquant si ∀i ∈ I : δ(s, i) = s



26 Chapitre 2. Surveillance et décomposition de modèles

où Inc représente l’ensemble de tous les événements inconnus et Iρ représente l’en-
semble des défaillances. La défaillance provoque un changement d’état du système
qui passe du fonctionnement normal au fonctionnement défaillant. Dans certaines re-
présentations, les états défaillants du système sont représentés par un ensemble d’états
Sρ ajoutés à l’ensemble d’états de bon fonctionnement Se. L’ensemble d’états est formé
alors de deux sous-ensembles : S = Se ∪ Sρ.
Une défaillance à plusieurs degrés de détectabilité : fortement détectable, faible-

ment détectable ou non détectable.

Définition 2.13 Une défaillance est dite :

fortement détectable si dès que la défaillance se produit, les sorties deviennent anormales,

faiblement détectable si l’occurrence de la défaillance entraîne des sorties anormales du
système après un nombre fini (non nul) de transitions d’état,

non détectable si la défaillance n’entraîne jamais de sorties anormales.

Illustration Trois exemples sont donnés pour les trois degrés de détectabilité possibles.
Considérons la machine séquentielle Σ1 décrite par le diagramme (2.8).

Fig. 2.8 – Représentation de la machine séquentielle Σ1

L’occurrence de l’événement inconnu f provoque un changement de sortie immédiat,
quelle que soit la séquence d’entrée (table 2.3). Σ1 est initialement dans l’état 1 avec une
sortie 0.

Entrée a a a f a b b f b b

État 2 1 2 1 2 2 2 1 3 1
Sortie 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0
Est. état 2 1 2 1 3 1 3 1
Est. sortie 1 0 1 0 1 0 1 0

Tab. 2.3 – Evolution de la machine Σ1

La table 2.3 décrit les chemins d’évolution de Σ1 (modèle défaillant et modèle normal) en
réponse à la séquence d’entrée :

seqe = [a,a,a, f ,a,b,b, f ,b,b]
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Le tableau doit être lu comme suit : Σ1 étant à l’état 1 avec une sortie à 0, l’événement a
(première colonne) la fait passer à l’état 2 (au dessous) avec la sortie 1.
Considérons à présent la machine Σ2 (figure 2.9).

Fig. 2.9 – Représentation de la machine séquentielle Σ2

Si l’événement f se produit, un changement de sorties peut être observé seulement si une
séquence particulière se produit à l’entrée (table 2.4).

Entrée a a a f a b b f b b

État 2 1 2 1 2 2 2 1 3 1
Sortie 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
Est. état 2 1 2 1 3 1 3 1
Est. sortie 0 0 0 0 1 0 1 0

Tab. 2.4 – Evolution de la machine Σ2

Le dernier cas concerne une défaillance non détectable. La figure (2.10) décrit une ma-
chine séquentielle Σ3 sujette à une défaillance f impossible à détecter.

Fig. 2.10 – Représentation de la machine séquentielle Σ3
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Quelle que soit la séquence d’entrée, l’occurrence de f ne peut pas être observée sur les
sorties (table 2.5).

Entrée a a a f a b b f b b

État 2 1 2 1 2 3 1 1 3 1
Sortie 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
Est. état 2 1 2 1 3 1 3 1
Est. sortie 0 0 0 0 1 0 1 0

Tab. 2.5 – Evolution de la machine Σ3

La défaillance peut être diagnosticable ou non diagnosticable. Un événement in-
connu est diagnosticable si le chemin d’évolution qu’il induit est impossible à repro-
duire en son absence avec toute autre séquence d’événements [SSL+95, SSL+96].

Définition 2.14 Soit un événement e ∈ I et deux séquences a0 ∈ I∗ et a1 ∈ I′∗ telles que
I′ = (I − {e}) et ΠI′ (a0) = a1. On dit que l’événement e est diagnosticable si et seulement si
λ(δ(s0, a0), a0) = λ(δ(s0, a1), a1).

La notation ΠI′ (a0) désigne la projection de a0 sur l’ensemble I′, et la notation I∗,
où I est un ensemble fini d’éléments qui désigne l’ensemble de toutes les séquences
possibles de longueur finie formées d’éléments de I.

La notion de diagnosticabilité est l’équivalent événementiel de la notion de locali-
sabilité pour une défaillance dans le cadre temporel.

L’influence de la défaillance sur l’évolution du modèle est représentée par des sé-
quences de transitions d’états anormales, qui peuvent être reproduites par le modèle
de fonctionnement défaillant mais pas par le modèle de bon fonctionnement.

2.4.5 Techniques de surveillance à base de modèles événementiels

Généralités

De manière très générale, la surveillance d’un système représenté par un modèle
événementiel s’effectue selon le schéma de la figure (2.11).
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Fig. 2.11 – Méthode de surveillance des systèmes à dynamique événementielle

Les mesures relevées sur le système réel sont confrontées aux estimations fournies
par le modèle de fonctionnement. La différence entre les deux séquences est calculée
en comparant la sortie mesurée et la sortie estimée par le modèle. Cette différence peut
prendre les valeurs suivantes

rk =

{

0 ok = ôk
1 ok , ôk

où ok représente la mesure à l’itération k, et ôk représente la mesure estimée à l’instant
k. La séquence4 r est analysée : le « 0 » représente un fonctionnement normal, alors que
le « 1 » renseigne sur l’occurrence d’un dysfonctionnement. Le module « diagnostic »
se charge d’identifier le défaut qui a causé le dysfonctionnement.

La séquence r sert d’indicateur de défaillance. Il y sera fait référence par séquence
indicatrice, ou plus simplement par indicateur de défaillance.

Une forte similitude existe entre la figure (2.11) et la figure (2.3) qui représente le
schéma général de surveillance des systèmes représentés par des modèles temporels.
La différence principale est que dans le cas événementiel, la comparaison peut se faire
soit entre les sorties à un instant donné, soit entre les séquences de sorties sur un in-
tervalle donné. L’analyse des séquences est réalisée en temps réel ou hors ligne selon
l’application. Cette analyse permet de reconstituer, à partir de la modélisation des dé-
fauts, l’événement qui a causé la déviation du système du chemin prévu et le module
de diagnostic permet d’identifier le défaut incriminé.

Notons que le diagnostiqueur, défini dans [SSL+96, LTS+01], s’apparente à l’auto-
mate de surveillance de la figure (2.11).

4voir définition 2.11
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Approches classiques de surveillance à base de modèle événementiel

Les principales approches de surveillance à base de modèles événementiels, qu’ils
soient déterministes ou non déterministes, sont présentées. Pour le cas déterministe,
deux méthodes existent, classées par type de représentation du défaut.
La première se base sur une représentation de la condition du système par des

états. Il s’agit alors d’estimer dans quel état se trouve le système à un instant donné,
connaissant les sorties. Les états du système sont répartis en sous-ensembles, chaque
sous-ensemble correspondant à une condition du système : fonctionnement normal ou
bien sujet à l’une des défaillances possibles. Dans [LW88], ce problème est étudié dans
les deux cas hors-ligne et en ligne. Les travaux de Zad [HZKW03, Zad99] vont égale-
ment dans ce sens, en utilisant un automate de surveillance pour estimer la condition
du système en estimant l’état dans lequel il se trouve.
La seconde approche est une approche basée sur une classification de la condition

du système en fonctions des chemins générés [SSL+95, SSL+96]. Il s’agit de détecter
l’occurrence d’une défaillance en comparant les chemins relevés avec des signatures
de défaillances. Ces signatures sont des chemins obtenus par analyse du modèle de
fonctionnement défaillant.
Si la connaissance des chemins est insuffisante pour détecter les défauts, l’utili-

sation d’automates temporisés peut être considérée. Un automate temporisé est un
automate avec des délais d’exécution associés aux transitions ou aux places. Cette in-
formation permet d’enrichir l’algorithme de surveillance pour localiser les défaillances
qui ne seraient pas diagnosticables autrement (voir [ZKW99, BCD05]).
Le cas de défauts simultanés est traité dans [UUTY03] en utilisant unemodélisation

à événements discrets concurrents introduite dans [TU03].
La majorité des recherches menées sur le thème de la surveillance des systèmes évé-

nementiels non déterministes, consistent en la surveillance de processus représentés
par des réseaux de Petri. Dans les travaux [UOO98, Ush02], une extension de l’ap-
proche par diagnostiqueur [SSL+96] a été proposée. L’auteur construit un observateur
discret sur les graphes de marquage générés à partir du réseau de Petri. Dans [Gha05]
l’auteur utilise une représentation en automates temporisés pour synthétiser un auto-
mate de surveillance.
Une approche originale a été présentée par les auteurs de [HV99, Had03] qui pro-

posent des outils algébriques pour détecter et corriger les défaillances. Le principe re-
pose sur la synthèse d’un banc de machines séquentielles redondantes en utilisant des
techniques de codage proches des codes de Hamming, pour reconstituer la défaillance
et la corriger. La représentation choisie est l’espace d’état discret, ce qui permet aux
auteurs de traiter les deux cas : déterministe et non déterministe.

2.4.6 Localisation d’événements inconnus par structuration des in-
dicateurs de défaillances

L’approche proposée est une extension de la méthode présentée dans la section dé-
diée aux systèmes à dynamique temporelle, et qui consiste à décomposer le modèle du
système à surveiller en sous-modèles découplés pour générer des résidus structurés.
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Dans le cadre événementiel, la structuration des indicateurs de défauts est obtenue
par synthèse de sous-modèles découplés chacun d’un sous-ensemble d’entrées en par-
ticulier.
Avant d’aller plus loin, nous allons donner les définitions des notions de couplage

et de découplage.

Définition 2.15 Soit une machine séquentielle décrite par Σ(S, I,O,δ,λ). Σ est couplée à un
événement e ∈ I si et seulement si l’occurrence de e cause un changement d’état de Σ

∃s ∈ S : δ(s, e) , s

Définition 2.16 Soit une machine séquentielle décrite par Σ(S, I,O,δ,λ). Σ est découplée
d’un événement e ∈ I si et seulement si l’occurrence de e ne cause aucun changement d’état
de Σ

∀s ∈ S : δ(s, e) = s

La machine séquentielle qui réalise le modèle de fonctionnement défaillant du sys-
tème complet est décomposée en machines séquentielles partielles Σi (figure 2.12). ii
et oi représentent respectivement la séquence d’entrée et la séquence de sortie.

Fig. 2.12 – Diagramme représentant une machine séquentielle partielle

Σi est décrite par le quintuplet Σi(Si , Ii ,Oi ,δ,λ) avec
– Ii : l’alphabet d’entrée Ii = Ic∪ Iρi ⊂ I où Ic est l’ensemble des événements connus,
Iρi l’ensemble des événements inconnus couplés à Σi .

– Si : l’ensemble d’états de Σi . Si est une partition de S. La notion de partition est
abordée au chapitre suivant.

– Oi : l’ensemble de sorties de Σi . Oi est une partition de O.
Chacune de ces machines est couplée à Ic et à un sous-ensemble Iρi de l’ensemble

de défaillances Iρ ∪ Iγ et découplée du sous-ensemble Iγi ⊆ Iρ ∪ Iγ.
Les sous-ensembles Iρi et Iγi correspondants sont déterminés par uneméthode sem-

blable à celle vue dans le cadre temporel.



32 Chapitre 2. Surveillance et décomposition de modèles

Σ : Iγ = {γ1,γ2, · · · ,γq} Iγ = {ρ1,ρ2, · · · ,ρk}
Σ1 : Iγ1 = Iγ ∪ {ρ1} Iρ1 = {ρ2, · · · ,ρk}
Σ2 : Iγ2 = Iγ ∪ {ρ2} Iρ2 = {ρ1,ρ3, · · · ,ρk}
...

...
...

Σk : Iγk = Iγ ∪ {ρk} Iρk = {ρ1, · · · ,ρk−1} (2.19)

Les machines partielles Σi , i = 1, · · · , k permettent de générer k séquences indica-
trices ri obtenues en comparant les mesures o avec les sorties de Σi , notées oi . Puisque
une machine séquentielle partielle Σi est un sous-modèle de Σ alors son évolution est
équivalente à une partie de la machine séquentielle complète. En outre, si les états
initiaux de Σ et de Σi sont identiques alors les sorties de Σi permettent d’estimer la
partie de Σ décrite par (Si , Ii ,Oi), et en fonctionnement normal les sorties mesurées et
estimées sont cohérentes.
L’ensemble de la structure de détection et de localisation est résumé dans le schéma

(2.13).

Fig. 2.13 – Banc de machines séquentielles partielles

Les blocs « GiD » représentent les générateurs d’indicateurs de défaillances à partir
desquels est obtenue la séquence ri . L’analyse de l’ensemble des séquences permet de
détecter tout événement détectable et de localiser tout événement diagnosticable. Si la
décomposition selon les critères (2.19) est possible et que toutes les défaillances sont
diagnosticables, les séquences ri sont robustes aux événements de Iγi et sensibles aux
événements de Iρi .
Pour illustrer la méthode de surveillance un exemple illustratif est présenté. La

notion de partition est utilisée de manière intuitive. Elle sera définie formellement
dans le chapitre suivant à la section 3.2.7.

Illustration Considérons un système fictif représenté par la machine séquentielle Σ décrite
par la figure 2.14 et la table de transitions d’état (2.6)
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Fig. 2.14 – Graphe d’évolution de la machine séquentielle Σ

a b c d f1 f2 o
1 2 4 - - 2 - 1
2 - 3 - 1 - - 2
3 - - 4 1 - 2 3
4 3 - - 1 - - 4

Tab. 2.6 – Table de transitions d’états de la machine séquentielle Σ

Les événements a,b,c,d sont des événements connus (la commande) et f1 et f2 sont des
événements inconnus (défaillances ou autres). Pour simplifier, nous considérons que tous les
états sont mesurés.
Nous voulons détecter l’apparition d’un événement inconnu f1 ou f2 et éventuellement

discerner l’événement f1 de f2. Pour la détection de f1, nous allons décomposer Σ en deux
parties : un sous-modèle découplé de f1 et un sous-modèle couplé à f1. Les sorties du sous-
modèle découplé sont robustes par rapport à f1 alors que celles du sous-modèle couplé y sont
sensibles. Les défaillances f1 et f2 sont fortement détectables et discernables.
Considérons le cas d’une seule défaillance f1, et le problème de la détection de f1.
La première étape consiste à déterminer la partie de Σ qui est couplée à f1. Il s’agit de

trouver la partition de l’ensemble d’état de Σ, S = {1,2,3,4}, qui ne regroupe pas les états 1
et 2 reliés par f1 et les ensembles d’entrées et de sorties associés. Les partitions

π1 = {1,2,3,4} π2 = {1,2,3,4}
π3 = {1,2,3,4} π4 = {1,3,4,2}
π5 = {1,4,2,3} π6 = {1,4,2,3}
π7 = {1,2,3,4} π8 = {1,3,2,4}
π9 = {1,3,2,4}

remplissent cette condition. Par exemple, la partie décrite par la partition π4 , avec un en-
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semble d’états S′ = {1,3,4,2}, un ensemble d’entrées I′ = {a,b,c,d} et un ensemble de sorties
O′ = S′ est couplée par rapport à f1. Le modèle qui correspond à cette partie Σ′(S′, I′,O′,δ′,λ′)
est montré par la figure 2.15. Les relations δ et λ sont des restrictions5 des relations δ et λ.
(2.1) La description du modèle Σ′ montre un non-déterminisme : si Σ′ est dans l’état 134 et

Fig. 2.15 – Représentation de la machine séquentielle partielle Σ′

que l’événement a se produit deux évolutions sont possibles. Cela implique que Σ′ n’est pas
un sous-modèle de Σ et que la partie (S′, I′,O′) ne peut pas être réalisée par un sous-modèle
de Σ.
Par contre, la partition π7 = {1,2,3,4} décrit un modèle Σ′′ qui est un sous-modèle Σ et

dont la synthèse n’entraîne pas de non-déterminisme (figure 2.16).
La détection de la défaillance f1 s’effectue en comparant les sorties estimées par la ma-

chine séquentielle partielle Σ′′ avec les sorties de Σ (table 2.7).

a b c a d a f1 b d b d a b f2 d
Σ 2 3 4 3 1 2 1 1 1 4 1 2 3 2 1
Σ′′ 234 234 234 234 1 234 234 1 234 1 234 234 1

Tab. 2.7 – Évolution parallèle des machines séquentielles Σ et Σ′′

Une différence de sorties existe si les sorties n’appartiennent pas au même bloc de la
partition de l’ensemble de sorties de Σ ; ici 1 et 234 n’appartiennent pas au même bloc. La
sortie 234 se lit « la sortie est égale à 2 ou 3 ou 4 ».
Si l’événement f1 se produit, les sorties deΣ et deΣ

′′ ne sont plus cohérentes et permettent
de détecter l’occurrence de f1. Remarquons que l’occurrence de f2 ne produit pas d’écart des
sorties, puisque Σ′′ est découplée de f2.

Cet exemple illustre grossièrement le principe de la méthode de surveillance basée
en une décomposition du modèle initial avec des critères de couplage et de découplage
par rapport aux entrées. La méthodologie de la décomposition est détaillée dans le
chapitre 4.

5voir chapitre 3 section 3.2.2

Fig. 2.16 – Schéma représentant la machine séquentielle partielle Σ′′
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2.5 Conclusion

2.5.1 Synthèse des problèmes à traiter

Dans ce chapitre nous avons effectué un survol des trois aspects qui fixent le cadre
de cette thèse : la modélisation des systèmes dynamiques en fonctionnement défaillant,
la surveillance des systèmes à base de modèles, et la décomposition de modèles pour
la génération d’indicateurs structurés de défaillances . Il existe une multitude de mé-
thodes et d’approches de la surveillance, qui sont choisies en fonction des défauts à
détecter, et de la dynamique du processus à surveiller. Si l’objectif est la surveillance
de processus complexes et la détection de défauts graves, qui impliquent des varia-
tions brusques de paramètres, un choix tout naturel est d’utiliser des techniques de
surveillance basées sur unmodèle événementiel. Si par contre, on cherche à faire appa-
raître un défaut de faible amplitude, éventuellement caractérisé par une modification
lente des paramètres, une représentation à base de modèles temporels s’impose.
Par ailleurs, en fonction du nombre de capteurs disponibles, le choix se porte sur la

redondance analytique (si le nombre de capteurs est insuffisant pour la surveillance),
ou sur la redondance matérielle (si le nombre de capteurs permet des mesures redon-
dantes).
Cette diversité de méthodes peut poser certains problèmes de commodité et a pour

conséquence le fractionnement de la communauté de surveillance par rapport aux mé-
thodes utilisées.
L’objectif de ce mémoire est de proposer une approche de détection et de localisa-

tion de défaillances qui s’abstrait du type de représentation, et de la nature du modèle.
Cette approche traite différents systèmes en utilisant des outils similaires, avec un mi-
nimum d’adaptation. Pour réaliser cet objectif, deux points seront développés :
– tracer un parallèle et relever les similitudes entres les approches « temporelle » et
« événementielle » pour proposer une solution adaptée aux deux problématiques
et développer des outils mathématiques adéquats.

– proposer une solution à la structuration des indicateurs de défauts et la réaliser
en utilisant les outils mathématiques développés.

Ainsi, deux thèmes vont être traités par ce mémoire.

2.5.2 Outils algébriques pour la surveillance à base demodèles tem-
porels et événementiels

Des similarités entre les approches de surveillance des systèmes à dynamique tem-
porelle et des systèmes à dynamique événementielle sont mises en évidence afin de
définir une méthodologie de surveillance commune. A cet effet, des outils mathéma-
tiques adaptés doivent être choisis. Ces outils, du fait du niveau d’abstraction néces-
saire, sont de nature algébrique, et ont été introduits, sous le nom d’algèbre des paires,
dans l’ouvrage de Hartmanis et Stearns [HS66] pour la mise sous forme canonique des
machines séquentielles. Une extension de ces outils a été présentée par les professeurs
A. Shumsky et A.N. Zhirabok dans de nombreux travaux touchant de près ou de loin à
la génération de résidus pour les systèmes non linéaires [Shu91, Shu94, Zhi96, Zhi97,



36 Chapitre 2. Surveillance et décomposition de modèles

ZP93a, ZS87, ZS93, SZ05]. Ces outils mathématiques ont été introduits sous le nom
d’algèbre des fonctions. Dans ce mémoire nous nous placerons dans un autre contexte,
en proposant une méthode de détection et de localisation de défaillances qui s’étend
au cas des systèmes à dynamique événementielle. Cette méthode se base sur l’utilisa-
tion de l’algèbre des paires et sur une formulation adéquate de la problématique de la
détection et de la localisation de défaillances au cas événementiel.
Un autre aspect est traité, celui de l’implémentation des outils de l’algèbre des fonc-

tions, qui font apparaître des difficultés calculatoires certaines. Des méthodes de calcul
sont proposées dans chaque cas : linéaire et non linéaire, continu dans le temps ou dis-
crétisé.
Le dernier aspect traité est celui de l’amélioration des outils existants et des étapes

de l’approche proposée dans [Zhi97] :
– des méthodes de calcul sont proposées pour les opérateurs de l’algèbre des fonc-
tions.

– les contraintes d’application de l’approche initiale [Zhi97] sont relaxées en utili-
sant des techniques d’élimination de variables.

2.5.3 La décomposition de modèles pour la surveillance

Une méthode de détection et de localisation de défaillances est proposée, basée
sur une décomposition de modèles avec des critères de couplage et de découplage de
signaux d’entrée. La particularité de la solution proposée est de solutionner le pro-
blème de génération de résidus structurés en deux étapes. En effet, dans la littéra-
ture [DI00, HKE99b, JPS03], la synthèse du générateur de résidus repose sur deux
contraintes :
– la robustesse aux perturbation et la sensibilité aux défaillances,
– la convergence du résidu.
Ces deux aspects peuvent être traités séparément, en deux étapes distinctes. Ce

point est abordé chapitre 5.



Chapitre 3

Rappels mathématiques

3.1 Introduction

Ce chapitre présente des rappels de notions essentielles de la théorie des ensembles,
de l’algèbre des paires et de l’algèbre des fonctions. Ces notions sont utilisées pour
aborder la problématique de décomposition de modèles dans le cadre événementiel
ainsi que pour présenter l’extension des outils au cas desmodèles continus (temporels).
Les rappels théoriques sont en grande majorité tirés de [HS66].
L’algèbre des paires a été développée dans une première utilisation pour la concep-

tion de circuits électriques et tout particulièrement pour minimiser le coût des circuits
intégrés (ou imprimés) et pour la conception de systèmes de faible consommation élec-
trique [FKKS02a, FKKS02b]. Les circuits électroniques sont modélisés sous forme de
machines séquentielles et des outils mathématiques permettent de décomposer sesma-
chines en machines partielles en suivant certains critères.
Après étude du cadre événementiel, l’extension de l’algèbre des paires au domaine

temporel est traitée. Cette extension a été proposée par Shumsky et Zhirabok dans
[Shu91, ZS93] sous le nom d’algèbre des fonctions (AF). Cet ensemble d’outils permet
le partitionnement de l’espace d’état dans lequel est défini un modèle temporel. Ces
outils sont présentés et les principales notions de l’algèbre des paires sont étendues au
domaine continu.
Dans la dernière partie du chapitre, les outils de l’algèbre des fonctions sont com-

parés aux outils de la géométrie différentielle6.

3.2 Terminologie de la théorie des ensembles

3.2.1 Ensembles

Définition 3.1 Toute collection d’objets mathématiques est appelée un ensemble.

Les objets qui appartiennent à un ensemble sont appelés éléments. L’ensemble S de

6Les principales notions de la géométrie différentielle sont rappelés dans l’annexe B

37
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tous les éléments possédant la propriété P est noté

S = {s|s a la propriété P}

Illustration Tous les éléments k modulo 2π où k ∈N forment l’ensemble

S = {i|i = 2πk,k ∈N}

Si s est un élément de S, on note s ∈ S. T est inclus dans S, ou T est un sous-ensemble
de S , si et seulement si s ∈ T⇒ s ∈ S et on note T ⊂ S.
Différentes définitions associées aux ensembles sont rappelées.

Définition 3.2 Soient S,T,A des ensembles quelconques.
– L’ensemble S est égal à l’ensemble T, et on note S = T, si et seulement si S ⊂ T et T ⊂ S.
– Un ensemble S est vide, et on note S = ∅, si et seulement s’il ne contient aucun élément.
– L’ensemble des éléments communs aux deux ensembles S et T, noté S∩T, est défini par

S∩T = {s|s ∈ S et s ∈ T}

Cette définition peut être étendue à un groupe d’ensembles

⋂

α∈A
Sα = {s|s ∈ Sα,α ∈ A}

– L’ensemble des éléments des ensembles S et T, noté S∪T est défini par

S∪T = {s|s ∈ S ou s ∈ T}

L’union d’un groupe d’ensembles est définie par

⋃

α∈A
Sα = {s|s ∈ Sα,∀α ∈ A}

– Les ensembles S et T sont disjoints, si et seulement si S∩T = ∅.
Une famille d’ensembles {Sα|α ∈ A} est disjointe, si chaque paire d’ensembles prise
séparément est disjointe.

Définition 3.3 Le produit cartésien × d’un groupe d’ensembles S1,S2,S3, . . . ,Sn est l’en-
semble de tous les n-uplets (s1, s2, . . . , sn), avec si ∈ Si , des éléments des n ensembles.

S1 × S2 × . . .× Sn = ×1≤i≤nSi = {(s1, s2, . . . , sn)|si ∈ Si} (3.1)

3.2.2 Applications

Définition 3.4 Soit S et T deux ensembles non vides. La loi qui associe chaque élément de
S à un élément unique de T est appelée application de S dans T
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Soit une application f , telle que

f : S → T
s 7→ t = f (s)

(3.2)

Pour chaque élément s ∈ S, l’élément t ∈ T qui lui est associé est appelé l’image de s
par f et est noté f (s).
Les définitions qui vont suivre rappellent les principales propriétés d’une applica-

tion. Les ensembles S et T sont deux ensembles non vides.

Définition 3.5 Soit f une application de S dans T, f est injective si pour tout t ∈ T il existe
au plus un élément s ∈ S tel que f (s) = t. Tout élément t de T admet au plus un antécédent s
par rapport à f .
f est dite injective si pour tous s et s′ dans S, f (s) = f (s′) implique s = s′.

Illustration f : x 7→ f (x) = x3 est injective. f : x 7→ f (x) = sin(x) n’est pas injective.

Définition 3.6 Une application f de S dans T est surjective si pour tout t ∈ T il y a au
moins un élément s ∈ S tel que f (s) = t. Tout élément t de T admet au moins un antécédent
s par l’application f .
f est surjective si l’image directe f (S) est égale à l’ensemble d’arrivée T.

Illustration f : x 7→ f (x) = x3 est surjective. f : x 7→ f (x) = x2 n’est pas surjective si
T = R.

Définition 3.7 Une application f de S dans T est bijective si pour tout t ∈ T il existe un et
un seul s ∈ S tel que f (s) = t. En outre, tout élément t de T admet un unique antécédent s
(par f ). Une bijection est une application qui est à la fois injective et surjective.

Illustration f : x 7→ f (x) = x3 est bijective. f : x 7→ f (x) = cos(x) n’est pas bijective.

Définition 3.8 Soit U un sous-ensemble de S . L’application g : U→ T est une restriction
de f : S→ T à U si ∀s ∈U : f (s) = g(s)

Définition 3.9 Soit f : S → T avec S ⊆ U et T ⊆ V. L’application g : U → V est une
extension de f si ∀s ∈ S : f (s) = g(s).

3.2.3 Relations

Définition 3.10 Une relation est un lien qui existe entre les éléments de deux ensembles S
et T. La relation ^ est définie comme le sous-ensemble R ⊆ S×T et notée s ^ t.

R = {(s, t)|s^t} (3.3)

Illustration La relation "est le diviseur de" est une relation qui associe les éléments de
l’ensembleN. Elle définit des sous-ensembles de nombres qui possèdent le même diviseur.
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Soit S un ensemble non vide et ^ une relation sur S× S. Les principales propriétés
d’une relation sont données ci-dessous

Réflexivité La relation ^ est réflexive si et seulement si tout élément est en relation
avec lui-même :

∀s ∈ S, (s^s)
Illustration La relation inférieur ou égal « ≤ » sur R est réflexive. La relation infé-
rieur « < » n’est pas réflexive.

Symétrie La relation ^ est symétrique si et seulement si toutes les relations entre les
éléments de S sont réciproques.

∀(s, t) ∈ S2, (s^t)⇔ (t^s)

Illustration La relation d’égalité « = » sur R est symétrique, puisque a = b⇔ b = a.
La relation inférieur « < » n’est pas symétrique : a < b n’implique pas b < a .

Antisymétrie La relation^ est antisymétrique s’il n’existe pas deux éléments distincts
de S qui sont mis en relation mutuelle par ^ :

∀(s, t) ∈ S2, [(s^t) et (t^s)]⇒ (s = t)

Illustration La relation « inférieur ou égal » ≤ surN est antisymétrique. La relation
"ont un diviseur commun" surN n’est pas antisymétrique.

Transitivité ^ est transitive si et seulement si deux éléments sont mis en relation par
le biais d’un troisième élément :

∀(s, t,u) ∈ S3, [(s^t) et (t^u)]⇒ (s^u)

Illustration La relation « inférieur » < sur N est transitive. La relation ont un di-
viseur commun notée « | » sur N n’est pas transitive : (6|3) et (2|6) n’implique pas
(2|3).

Définition 3.11 La relation^ est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique
et transitive.
Chaque relation d’équivalence ^ sur S définit une classe d’équivalence, notée B^ , pour

chaque s ∈ S
B^(s) = {t|s ^ t} (3.4)

Illustration La relation "ont le même signe" sur R est une relation d’équivalence.

3.2.4 Relations d’ordre

Une relation ^ dans un ensemble S est une relation d’ordre si elle permet une com-
paraison des éléments de S.

Définition 3.12 Une relation d’ordre est une relation binaire réflexive, transitive et antisy-
métrique.
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Un ensemble muni d’une relation d’ordre est dit ensemble ordonné ou ordre.
Certaines relations ne remplissent pas toutes ces conditions. Elles permettent néan-

moins d’ordonner leur ensemble de définition, de la même manière qu’une relation
d’ordre, sauf qu’aucun élément n’est mis en relation avec lui-même.
Ces relations sont appelées relations d’ordre strict. L’ordre strict est transitif, antisy-

métrique et non réflexif. Une relation d’ordre strict est une relation qui est :
– Transitive.
– Fortement antisymétrique : c’est-à-dire que deux éléments, distincts ou non, ne
peuvent être en relation mutuelle,

∀(s, t) ∈ S2, (s^t)⇒ (t 6^s)

Par analogie, toute relation binaire antisymétrique et transitive est
– un ordre strict : si la relation est non réflexive.
– un ordre large : si la relation est réflexive.
Cet ordre peut être total ou partiel.

Définition 3.13 Une relation d’ordre ^ est totale si et seulement si elle ordonne toutes les
paires d’éléments possibles

∀(s, t) ∈ S2, (s^t) ou (t^s)

L’ensemble S est alors dit totalement ordonné. La relation d’ordre ^ est un ordre
total.
Une relation d’ordre ^ est dite partielle si elle n’est pas totale

∃(s, t) ∈ S2, (s 6^t) et (t 6^s)
L’ensemble S est alors dit partiellement ordonné.

3.2.5 Structures algébriques

Structures communes

Une structure algébrique est formée d’un ensemble combiné à une ou plusieurs
opérations (appelées également lois de composition), éventuellement complétées par
un ordre ou une topologie, le tout satisfaisant un certain nombre d’axiomes. Les struc-
tures algébriques de base ne comportent que des opérations internes. Les plus impor-
tantes sont les structures de groupe, d’anneau et de corps.

Le groupe est un monoïde (c’est-à-dire un ensemble muni d’une opération interne
associative et d’un élément neutre) dont tous les éléments sont inversibles. En
d’autres termes, un groupe noté (G,⋆, e) est un ensemble G muni d’un élément
neutre nécessairement unique e, et d’une opération interne ⋆ qui satisfait les
axiomes suivants :
– Identité : ∀x ∈ G,x ⋆ e = e ⋆ x = x;
– Inverse : ∀x ∈ G,∃y ∈ G,x ⋆ y = y ⋆ x = e, y est dit inverse de x et noté x−1 ;
– Associativité : ∀x,y,z ∈ G,x ⋆ (y ⋆ z) = (x ⋆ y) ⋆ z
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Lorsque G est un ensemble fini, (G,⋆, e) est un groupe fini ; sinon (G,⋆, e) est un
groupe infini. Pour un groupe fini, l’ordre de ce groupe est le nombre de ses
éléments.

L’anneau est un ensemble muni d’une structure de groupe (l’opération est l’addition)
et d’une opération de multiplication, la multiplication étant distributive sur l’ad-
dition. Un anneau est unitaire (resp. intègre7, commutatif) si la multiplication
est unifère (resp. intègre, commutative) et l’ensemble possède un élément neutre
pour la multiplication (dans le cas contraire, il s’agit d’un pseudo-anneau).

Le corps est un anneau où l’élément neutre de l’addition n’est pas celui de la multipli-
cation et où tout élément non nul a un inverse multiplicatif. Le corps est :
– un corps commutatif pour un corps effectivement commutatif,
– un corps quelconque pour un corps non nécessairement commutatif.

Une autre structure algébrique commune importante est l’espace vectoriel. Soit K
un corps. On appelle K-espace vectoriel tout triplet (E,+, .) où E est un ensemble, « + »
une opération interne sur E et « . » une opération externe sur E à scalaire dans K telle
que
– L’élément unité «1» du corpsK est neutre à gauche pour la loi « . » :

∀u ∈ E, 1 ·u = u
– L’opération « . » est distributive à gauche par rapport à l’addition « + » dans E :

∀λ ∈K, ∀u ∈ E, ∀v ∈ E, λ · (u + v) = (λ ·u) + (λ · v)
– L’opération « . » est distributive à droite par rapport à l’addition du corpsK :

∀λ ∈K, ∀µ ∈K, ∀u ∈ E, (λ+ µ) ·u = (λ ·u) + (µ ·u)
– L’opération « . » est associative par rapport à la multiplication du corps K (elle
l’importe dans l’espace vectoriel) :

∀λ ∈K, ∀µ ∈K, ∀u ∈ E, (λ · µ) ·u = λ · (µ ·u)
Le module sur un anneau unitaire est une généralisation de l’espace vectoriel. Dans

un espace vectoriel l’ensemble des scalaires forment un corps tandis que dans un mo-
dule, ils sont munis d’une structure d’anneau (non nécessairement commutatif).

Algèbre

La structure algébrique qui associe le corps et l’espace vectoriel est nommée algèbre.
SoientK un corps et (E,+, .) un espace vectoriel surK associé à l’opération binaire8

« × ». Si « × » est bilinéaire 9 alors (E,K,+, .,×) est une algèbre sur K et on dit que E est
7Un anneau est intègre lorsque aucun des éléments n’est diviseur de l’élément nul
8c’est-à-dire ∀x,y ∈ E, le résultat x× y ∈ E est le «produit» de x et y
9Soit ∀x,y,z ∈ E et ∀a,b ∈ K, l’opération « × » est bilinéaire si les propriétés suivantes sont vérifiées :
– distributivité et associativité par rapport à « + » : (x+ y)× z = x× z+ y × z et x× (y + z) = x× y + x× z
– « × » possède un élément neutre dans E
– (ax)× (by) = (ab)(x× y)
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uneK-algèbre etK est la base de E. L’opérateur binaire × est souvent la multiplication
dans E.

Remarque 3.2.1 Si K n’est pas un corps mais un anneau commutatif, E et K forment un
module. Dans ce cas aussi, E est uneK-algèbre etK est l’anneau de base de E. Cette structure
s’appelle algèbre sur un anneau et combine les structures de module et d’anneau commuta-
tif.

3.2.6 Treillis et ensembles ordonnés

Soit S un ensemble ordonné par la relation d’ordre « ≤ ». La paire (S,≤) définit un
treillis, noté L.

L = (S,≤)
Un treillis est un ordre total ou partiel, qui permet d’ordonner chaque élément de S

par rapport à n’importe quel autre élément de S. Un treillis peut être défini de manière
similaire par :

Théorème 3.1 Un ensemble S muni de deux lois internes notées ∨ et ∧ qui vérifient les
propriétés suivantes

Commutativité ∀(s, t) ∈ S2, (s∨ t) = (t∨ s) et (s∧ t) = (t∧ s)
Associativité ∀(s, t,u) ∈ S3, s∨ (t∨u) = (s∨ t)∨u et s∧ (t∧u) = (s∧ t)∧u
Idempotence ∀s ∈ S, (s∨ s) = s et (s∧ s) = s
Absorbance ∀(s, t) ∈ S2, s∧ (s∨ t) = s et s∨ (s∧ t) = s
forme un treillis L = (S,∨,∧).

Preuve Soit la relation ≤ telle que

(s ≤ t)⇔ (s∨ t) = t

Cette relation est une relation d’ordre (total ou partiel) puisque
– La propriété d’associativité assure la transitivité.
– La propriété d’idempotence assure la réflexivité.
– L’antisymétrie est vérifiée par la définition même.
Par ailleurs, en utilisant la propriété d’idempotence, il est montré que

(s ≤ t)⇔ (s∧ t) = s
On vérifie que (s∨ t) donne pour résultat l’élément supérieur parmi s et t et que (s∧ t)

donne pour résultat l’élément inférieur, ce qui assure que (S , ≤ ) est bien un treillis.

Par conséquent, pour n’importe quel paire d’éléments du treillis, il existe un élé-
ment maximal et un élément minimal. Ce résultat est formalisé dans le théorème ci-
dessous
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Théorème 3.2 Un ensemble S muni d’une relation d’ordre ≤ qui vérifie que pour tout élé-
ment s et t de S, il existe une borne supérieure et une borne inférieure à la paire (s, t), forme
un treillis L = (S,≤).
Preuve Soient les deux opérations internes à S suivantes
– s∨ t =max(s, t)
– s∧ t =min(s, t)
Les deux lois sont commutatives. Elles sont également associatives. L’idempotence et l’ab-

sorbance peuvent être démontrées également. (S,≤) définit bien un treillis
Donc, à partir d’un treillis muni d’une relation d’ordre, il est possible de construire

deux lois qui remplissent les conditions du théorème 3.1.
Le treillis est représenté habituellement par un diagramme de Hasse. Le haut du

diagramme est occupé par le plus grand élément noté I et le bas par le plus petit
élément par rapport à la relation d’ordre associée au treillis, que l’on note O. Tous les
éléments sont représentés par des points, et disposés selon leur ordre de bas en haut,
en commençant par O. Tous les éléments de même ordre occupent une même ligne.
Chaque relation entre deux éléments adjacents est représentée par une droite.

Illustration Les sous-ensembles de l’ensemble S = {1,2,3}
S∗ = {∅, {1}, {2}, {3}, {2,3}, {1,3}, {1,2}, {1,2,3}}

munis de la relation « ⊆ » forment un treillis (S∗,⊆) (figure 3.1)

Fig. 3.1 – Treillis formé par les sous-ensembles de {1,2,3} associés à « ⊆ »

3.2.7 Partitions

Une partition d’un ensemble non vide S est un ensemble π de sous-ensembles
non vides de S deux à deux disjoints et qui forment un recouvrement de S. Les sous-
ensembles de π sont désignés comme blocs de π et notés Bπ(s) pour un élément s ∈ S
spécifique. L’ensemble de tous les blocs Bπ décrit le partitionnement de S par π (3.5).

π = {Bαi |Bαi ∩Bαj = ∅ si i , j et
n

⋃

i=1

{Bαi} = S} (3.5)
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avec i, j = 1,2, . . . ,n.
La notation s ≡ t(π) signifie que les éléments s et t appartiennent au même bloc de

π. Par ailleurs, nous représentons le bloc d’une partition par l’ensemble surligné des
éléments contenus dans ce bloc.

Illustration Soit S = {1,2,3,4} un ensemble de 4 éléments. Les partitions π1 et π2 de trois
blocs telles que

π1 : Bπ1(1) = 1,2 Bπ1(2) = 1,2 Bπ1(3) = 3 Bπ1(4) = 4

π2 : Bπ2(1) = 1 Bπ2(2) = 2 Bπ2(3) = 3,4 Bπ2(4) = 3,4

sont notées π1 = {1,2,3,4} et π2 = {1,2,3,4}

Fig. 3.2 – Graphe représentant les partitions π1 (gauche) et π2 (droite)

Relations et opérations sur les partitions

Soient π1 et π2 deux partitions de l’ensemble non vide S. Les opérations suivantes,
définies sur l’ensemble de toutes les partitions de S permettent de manipuler deux
partitions quelconques.

Multiplication de partitions La multiplication des deux partitions π1 et π2 d’un en-
semble S, notée « π1.π2 », est la partition de l’ensemble S qui satisfait

s ≡ t(π1.π2)⇔ s ≡ t(π1) et s ≡ t(π2)

Les blocs de la partition π1.π2 sont déterminés de la manière suivante

Bπ1.π2(s) = Bπ1(s)∩Bπ2(s) (3.6)

La multiplication de plusieurs partitions est notée

π1.π2 · · ·πn =
n

∏

i=1

πi
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Illustration Soit les deux partitions sur l’ensemble S = {0,1,2,3,4,5,6} telles que

π1 = {0,1,2,3,4,5,6}
π2 = {0,1,2,3,4,5,6}

La multiplication de π1 et π2 donne

π1.π2 = {0,1,2,3,4,5,6}

Ce résultat est obtenu comme suit

Bπ1π2(0) = Bπ1(0)∩Bπ2(0) = {0,1,2} ∩ {0} = {0}
Bπ1π2(1) = Bπ1(1)∩Bπ2(1) = {0,1,2} ∩ {1,2,3} = {1,2}
Bπ1π2(2) = Bπ1(2)∩Bπ2(2) = {0,1,2} ∩ {1,2,3} = {1,2}
Bπ1π2(3) = Bπ1(3)∩Bπ2(3) = {3} ∩ {3} = {3}
Bπ1π2(4) = Bπ1(4)∩Bπ2(4) = {4,5} ∩ {4} = {4}
Bπ1π2(5) = Bπ1(5)∩Bπ2(5) = {4,5} ∩ {5} = {5}
Bπ1π2(5) = Bπ1(6)∩Bπ2(6) = {6} ∩ {6} = {6}

Addition de partitions L’addition de deux partitions π1 et π2 d’un ensemble S, notée
« π1 +π2 », est la partition de l’ensemble S qui satisfait :

s ≡ t(π1 +π2)⇔∃s0, s1, . . . , sn : si ≡ si+1(π1) ou si ≡ si+1(π2)
avec 0 ≤ i ≤ n− 1 et s0 = s, sn = t.
L’addition de plusieurs partitions est notée

π1 +π2 + · · ·+πn =
n

∑

i=1

πi

Les blocs de la partition π1 + π2 sont déterminés par l’itération suivante : pour
un élément s, on pose

B1(s) = Bπ1(s)∪Bπ2(s)

Pour chaque itération i > 1 la relation suivante est évaluée

Bi+1(s) = Bi(s)∪ {B | (B ∈ π1 ou B ∈ π2) et B∩Bi(s) , ∅} (3.7)

Tous les blocs de la partition π1 +π2 remplissent la condition

Bπ1+π2(s) = {Bi(s) | ∀i : Bi+1(s) = Bi(s)} (3.8)

Les relations (3.7) et (3.8) sont employés de la manière suivante : Il s’agit de
grouper tous les blocs des deux partitions qui présentent un élément commun.
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Illustration Prenons les mêmes partitions π1 et π2 de l’exemple précédent . L’addi-
tion des deux partitions donne

π1 +π2 = {0,1,2,3,4,5,6}
Ce résultat est obtenu comme suit

Bπ1+π2(0) = Bπ1(0,1,2)∪Bπ2(0)∪Bπ2(1,2,3)∪Bπ1(3)
= {0,1,2} ∪ {1,2,3} ∪ {3} ∪ {0} = {0,1,2,3} = Bπ1+π2(0,1,2,3)

Bπ1+π2(1) = Bπ1+π2(0,1,2,3)

Bπ1+π2(2) = Bπ1+π2(0,1,2,3)

Bπ1+π2(3) = Bπ1+π2(0,1,2,3)

Bπ1+π2(4) = Bπ1(4,5)∪Bπ2(4)∪Bπ2(5) = {4,5} ∪ {4} ∪ {5} = {4,5} = Bπ1+π2(4,5)
Bπ1+π2(5) = Bπ1+π2(4,5)

Bπ1+π2(5) = Bπ1(6)∪Bπ2(6) = {6} ∪ {6} = {6}

Relation d’ordre partiel La partition π1 est dite inférieure ou égale à π2 et est notée

π1 ≤ π2 (3.9)

si et seulement si chaque bloc de π1 est contenu dans un bloc de π2.
π1 est une partition plus fine que π2.

Fig. 3.3 – Diagramme représentant la relation d’ordre π1 ≤ π2

Treillis de partitions

Considérons les deux partitions π1 et π2. Si la relation π1 ≤ π2 est vraie alors

π1 ≤ π2⇔
{

π1.π2 = π1
π1 +π2 = π2

D’après la définition du treillis vue précédemment, les partitions d’un ensemble
quelconque S forment un treillis munis de l’ordre partiel ≤ et des opérations « + »
et « . ». La partition minimale O est la partition dont le nombre de blocs sera égal
au nombre d’éléments de S et chaque bloc contient une élément unique. La partition
maximale I est formée d’un seul bloc contenant tous les éléments de S.
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3.3 L’algèbre des paires

3.3.1 Introduction

Cette section est dédiée à la description de l’algèbre des paires, introduite par [HS66].
L’algèbre des paires est une structure algébrique définie par rapport à l’ensemble des
partitions de deux ensembles S et I et d’une application δ définie par δ : S× I→ S . Une
algèbre est définie par un ensemble muni d’opérations. Les éléments caractéristiques
de l’algèbre des paires sont présentés dans ce qui suit avec le rappel d’une propriété
importante, qui est la propriété de substitution de partitions.

3.3.2 Propriété de substitution

La propriété de substitution est une notion essentielle pour définir l’algèbre des
paires. Elle décrit la possibilité de remplacer une partition d’un ensemble par une par-
tition qui lui est équivalente. Cette équivalence est définie par rapport à une applica-
tion donnée. La restriction de cette application sur la nouvelle partition est équivalente
à l’application initiale, si la partition remplaçante possède la propriété de substitution.

Définition 3.14 La partition π d’un ensemble S possède la propriété de substitution par
rapport à une application δ : S× I→ S, si et seulement si l’image de chaque bloc de π par δ
est contenue dans un autre bloc de π.

s ≡ t(π)⇒∀a ∈ I , δ(s,a) ≡ δ(t,a)(π) (3.10)

Les blocs Bπ forment les éléments d’un nouvel ensemble π qui se substitue à S et
pour lequel il existe une restriction de δ.

Définition 3.15 Soit π une partition des éléments de S qui possède la propriété de substi-
tution. L’application δπ : π× I→ π telle que

δπ(Bπ, i) = B
′
π⇔ δπ(Bπ, i) ⊆ B′π

où i ∈ I, est appelée l’image selon π de δ.

L’application δπ est une restriction de δ.

Illustration Considérons l’application δ décrite par la table (3.11)

δ
a b

1 5 3
2 1 5
3 4 6
4 6 2
5 3 4
6 2 1

δπ
a b

1′ = 1,3,6 2′ 1′

2′ = 2,4,5 1′ 2′
(3.11)
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avec S = {1,2,3,4,5,6} et I = {a,b}. La partition π = {1,3,6,2,4,5} de S est une partition
avec propriété de substitution. L’application image δπ est décrite par la table (3.11).
D’autres partitions avec propriété de substitution existent sur S, par exemple

π′ = {1,4,2,3,5,6}

Pour générer de nouvelles partitions possédant la propriété de substitution à partir
d’une partition avec propriété de substitution connue, il est nécessaire d’utiliser le
théorème [HS66] suivant

Théorème 3.3 Si π1, π2, deux partitions de S, possèdent la propriété de substitution, alors
les partitions π1.π2 et π1 +π2 possèdent également la propriété de substitution.

Ce qui veut dire qu’en effectuant toutes les additions et multiplications possibles
de deux partitions possédant la propriété de substitution, de nouvelles partitions avec
la propriété de substitution sont obtenues.
Par ailleurs, l’ensemble des partitions avec propriété de substitution est un en-

semble ordonné. Le théorème qui suit permet de structurer les partitions en treillis
[HS66].

Théorème 3.4 L’ensemble de toutes les partitions de S avec propriété de substitution par
rapport à une application δ, forme un treillis L défini par
– L : (S,≤), où ≤ est l’ordre partiel des partitions,
– L′ : (S,+, .), où « + » et « . » sont les opérations d’addition et de multiplication définies
sur l’ensemble des partitions.

L inclut les partitions triviales I et O

3.3.3 Paires algébriques et opérateurs de l’algèbre des paires

Une paire algébrique, ou paire de partitions, est formée par deux partitions de S qui
possèdent la propriété suivante : les blocs de la première partition sont les antécédents,
par rapport à une application δ donnée, des blocs de la seconde partition.

Définition 3.16 Une paire algébrique par rapport à une application δ, notée (π,π′), est un
binôme ordonné de partitions sur S tel que

∀i ∈ I : s ≡ t(π)⇒ δ(s, i) ≡ δ(t, i)(π′)

Si π et π′ forment une paire algébrique, alors tous les blocs de π seront projetés vers
des blocs de π′ par δ.

∀x ∈ I , ∀Bπ ∈ π,∃Bπ′ : δ(Bπ,x) ⊆ Bπ′

La paire algébrique est anti-symétrique. Si (π,π′) et (π′,π) forment des paires alors
forcément π ≡ π′. Nous définissons alors unmembre de gauche et unmembre de droite
dans (π,π′) : π′ forme une paire à gauche avec π et π forme une paire à droite avec π′.
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Remarque 3.3.1 La propriété de substitution est liée à la notion de « paire algébrique ». Si
π est une partition avec propriété de substitution par rapport à δ, alors (π,π) forment une
paire algébrique.

Illustration Considérons l’exemple précédent et l’application δ décrite par la table (3.11).
La partition

π1 = {1,2,3,4,5,6}
forme une paire algébrique avec la partition {1,3,5,2,4,6} puisque l’image des états 1 et 2
est le bloc {1,3,5}, mais l’inverse n’est pas vrai, puisque l’image du bloc {1,3,5} est le bloc
{2,3,4,5,6} qui n’appartient pas à π1.
Par contre, la partition

π3 = {1,4,2,3,5,6}
possède la propriété de substitution. Par conséquent, elle forme une paire algébrique avec elle
même : (π3,π3) puisque chacun des blocs de π3 est projeté par δ vers un autre bloc de π3.

Considérons maintenant l’ensemble de toutes les partitions π′ qui forment une
paire à droite avec une partition π donnée, c’est-à-dire (π,π′) forme une paire algé-
brique. Cet ensemble est borné par la plus petite partition possible des π′ (à droite).
Par analogie, l’ensemble des partitions π qui forment une paire algébrique (à gauche)
avec π′ est borné par la plus grande partition de l’ensemble des π. Ces deux extremums
sont déterminées par les relations

π′ =
∏

{πi |(π,πi) est une paire algébrique sur Σ} (3.12)

π =
∑

{πi |(πi ,π′) est une paire algébrique sur Σ} (3.13)

Les notions du plus grand et du plus petit correspondent respectivement à la parti-
tion la moins fine et à la partition la plus fine. La partition la plus petite est notée m
(pour minimale) et la partition la plus grande est notée M (pour maximale). Les opéra-
teurs m et M sont définis ci-dessous.

Définition 3.17 Soit π une partition de S. m(π) est la partition la plus fine (minimale) qui
forme une paire à droite avec π

m(π) =
∏

{πi |(π,πi) forme une paire algébrique }

Définition 3.18 Soit π une partition de S. M(π) est la partition la moins fine (maximale)
qui forme une paire à gauche avec π

M(π) =
∑

{πi |(πi ,π) forme une paire algébrique }

Remarque 3.3.2 Une partition plus fine permet d’avoir le plus de distinction entre les élé-
ments d’un ensemble. Par contre, une partition grossière amène des blocs qui regroupent
plusieurs éléments. Dans la partition {1,2, 3̄} par exemple, il n’est pas possible de distinguer
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les éléments 1 et 2. Par contre, la partition {1̄, 2̄, 3̄} permet de distinguer chaque élément.
L’exemple des deux cas extrêmes est encore plus parlant : La partition maximale I et la par-
tition minimale O sur un ensemble quelconque S = {s1, s2, · · · , sn}.

I = {s1, s2, . . . , sn} O = {s1, s2, · · · , sn}

La partition I est composée d’un seul bloc de n éléments. C’est la partition maximale
sur S ; il n’est possible de distinguer aucun élément. A l’opposé, O, qui est composée de
n blocs unitaires, est la plus petite partition possible : la connaissance d’un bloc implique
directement la connaissance d’un élément.

Soit π une partition quelconque de S. Les relations suivantes sont toujours vérifiées

∀π : (π,I) est une paire algébrique
∀π : (O,π) est une paire algébrique (3.14)

Ces deux paires algébriques s’interprètent comme suit :
– N’importe quel bloc de n’importe quelle partition possède forcément une image
via l’application δ.

– N’importe quel bloc de n’importe quelle partition possède forcément un antécé-
dent via δ

3.3.4 Structure algébrique et définitions de l’algèbre des paires

L’ensemble des paires algébriques, muni des opérations d’addition et de multipli-
cation forme une algèbre constituée de paires algébriques. C’est l’algèbre des paires.

Définition 3.19 Soit L1 et L2 deux treillis. Un sous-ensemble de L1×L2muni des opérations
« + » et « . », est une algèbre des paires sur L1 × L2, notée ∆, si les relations suivantes sont
vérifiées :

1. ∀x1,x2 ∈ L1 ∀y1, y2 ∈ L2 : (x1, y1) ∈ ∆ et (x2, y2) ∈ ∆ ⇒ (x1.x2, y1.y2) ∈ ∆ et (x1 +
x2, y1 + y2) ∈ ∆

2. ∀x ∈ L1,∀y ∈ L2 : (x,I) ∈ ∆ et (O, y) ∈ ∆

Pour un ensemble S donné, les propriétés (3.14) permettent de déduire que toutes
les paires algébriques sur S forment une algèbre des paires sur L×L, où L est le treillis
des partitions de S .

Remarque 3.3.3 Pour une algèbre des paires donnée ∆, la notation (π1,π2) ∈ ∆ veut dire
que π1 et π2 forment une paire algébrique .

Lemme 3.4.1 Soit ∆ une algèbre des paires sur L1 ×L2. Si (x,y) ∈ ∆ alors

x′ ≤ x et y ≤ y′⇒ (x′, y) ∈ ∆ et (x,y′) ∈ ∆ et (x′, y′) ∈ ∆
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Cela veut dire qu’à partir d’une paire algébrique donnée il est possible d’obtenir
d’autres paires algébriques en utilisant une partition plus petite (plus fine) à gauche
et une partition plus grande (moins fine) à droite. Ce lemme permet de reformuler les
définitions 3.17 et 3.18.

Définition 3.20 Soit ∆ une algèbre des paires sur L1 × L2. Soit x ∈ L1 et y ∈ L2 deux
partitions. Les opérateurs m etM sont déterminés par

m(x) =
∏

{yi |(x,yi) ∈ ∆} (3.15)

M(y) =
∑

{xi |(xi , y) ∈ ∆} (3.16)

Ces opérateurs sont minimaux (ou maximaux) par rapport à la relation d’ordre
des partitions (3.9), puisque la multiplication répétée des partitions tend à affiner le
résultat donné par m et l’addition tend à faire l’inverse pour le résultat donné par
M. Une hiérarchie des paires existe, et une relation d’ordre sur l’ensemble des paires
algébriques peut être définie.

Définition 3.21 Soit (x,y) et (x′, y′) ∈ L1 ×L2. (x,y) ≤ (x′, y′) si et seulement si x ≤ x′ dans
L1 et y ≤ y′ dans L2

Une algèbre ∆ est donc elle même un treillis sur l’ensemble des paires algébriques
munie de la relation d’ordre partiel ≤.
Pour clore cette section, quelques propriétés essentielles des opérateurs m et M

sont données. Ces propriétés se déduisent directement des définitions, lemmes et théo-
rèmes précédemment énoncés.
– (M(y), y) et (x,m(x)) forment des paires algébriques,
– si y ≥m(x) ou x ≤M(y) alors (x,y) forment un paire algébrique,

où x ∈ L1 et y ∈ L2.
Les opérateurs m et M sont distributifs par rapport aux opérations « + » et « . » :
– m(x1 + x2) =m(x1) +m(x2)
– m(x1.x2) ≤m(x1).m(x2)
– M(y1 + y2) ≥M(y1) +M(y2)
– M(y1.y2) ≥M(y1).M(y2)

avec xi ∈ L1 et yi ∈ L2.
Les opérateurs m et M sont également monotones
– si x1 ≤ x2 alors m(x1) ≤m(x2)
– si y1 ≥ y2 alors M(y1) ≥M(y2)
et non reversifs
– M(m(x)) ≥ x
– m(M(y)) ≤ y
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3.3.5 Calcul des opérateurs m etM

a. Détermination de l’opérateur m

Soit une application δ définie par

δ :S→ S
s 7→ s+ = δ(s)

et π une partition de S. Le calcul de m(π) s’effectue selon les étapes suivantes :

1. La partition π est décomposée en partitions πi,j où i et j sont des éléments de S.
La partition πi,j est une partition qui regroupe dans un seul bloc les éléments i
et j et dont le reste des blocs contient un seul élément. L’addition de l’ensemble
des πi,j a pour résultat la partition π :

∑

πi,j = π

Illustration Soit un ensemble S tel que S = {1,2,3,4} et une partition π sur S telle
que π = {1,2,3,4}. La partition π est décomposée en
– une partition π1,2 = {1,2,3,4}
– une partition π1,3 = {1,3,2,4}
puisque

{1,2,3,4}+ {1,3,2,4} = {1,2,3,4} = π
Les décompositions suivantes :
– π1,2 et π2,3
– π1,3 et π2,3
sont également possibles.

2. La partition m(πi,j) est obtenue en regroupant dans un seul bloc les éléments de
δ(i) et δ(j).

Illustration Soit la fonction δ définie sur l’ensemble S de l’illustration précédente
telle que :

δ(1) = 2 δ(2) = 3

δ(3) = 4 δ(4) = 1

La partition m(π1,2) est calculée en regroupant les éléments δ(1) = 2 et δ(2) = 3 au
sein d’un même bloc :

m(π1,2) = {2,3,1,4}

3. L’ensemble des partitions m(πi,j) est additionné pour calculer m(π).

m(π) =
∑

m(πi,j)
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Illustration La partition m(π) telle que π = {1,2,3,4} est donnée par

m(π) =m(π1,2) +m(π1,3)

= {2,3,1,4}+ {2,4,1,3}
= {1,2,3,4}

Si δ est une application définie sur un produit cartésien d’ensembles

δ :S× I→ S
(s,α) 7→ s+ = δ(s,α)

où I est un ensemble quelconque, alors la partition m(πi,j) où i, j sont des éléments de
S est calculée comme suit :
Définissons une partition παi,j telle que π

α
i,j est le résultat du calcul de l’opérateur

m(πi,j) pour un élément α ∈ I donné. La partition m(πi,j) est donnée par la relation

m(πi,j) =
∑

παi,j , ∀α ∈ I

Le reste de la procédure de calcul de m demeure identique.

Illustration Considérons les ensembles S = {1,2,3} et I = {a,b} et une application δ : S×I→
S définie par

δ(1, a) = 2 δ(1, b) = 3

δ(2, a) = 3 δ(2, b) = 1

δ(3, a) = 1 δ(3, b) = 2

Soit une partition π1,2 = {1,2,3}. m(π1,2) est calculé comme suit : Les partitions πα1,2 pour
tous les α ∈ I sont données par :

πa1,2 = {2,3,1}
πb1,2 = {3,1,2}

La partition m(π1,2) est donnée par

m(π1,2) = π
a
1,2 +π

b
1,2 = {1,2,3}

b. Détermination de l’opérateurM

Soit un ensemble S, une partition quelconque π de S et une application δ définie
par δ : S→ S ou δ : S× I→ S. L’opérateur M est calculé à l’aide de la relation suivante

M(π) =
∑

{πi,j | m(πi,j) ≤ π}∀i, j ∈ I (3.17)

Remarquons que cette relation nécessite le calcul préalable des différents m(πi,j) pour
toutes les paires i, j possibles.
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Remarque 3.3.4 La relation (3.17) est justifiée par le raisonnement suivant : Considérons
toutes les partitions πi,j tels que m(πi,j) ≤ π. Cela veut dire également que (πi,j ,π) forment
une paire algébrique. Les partitions πi,j forment une couverture complète de S, et les paires
algébriques (πi,j ,m(πi,j)) constituent une base toutes les paires algébriques possibles sur S, et
par conséquent, a partir de la définition 3.20, l’opérateurM est donné par la relation (3.17).

Illustration Soit un ensemble S tel que S = {1,2,3} et une partition π sur S telle que
π = {1,2,3}. Soit une application δ sur S telle que

δ(1) = 2 δ(2) = 3 δ(3) = 3

Pour calculer la partition M(π) il est nécessaire de calculer les différents m(πi,j) pour
toutes les paires i, j de S

m(π1,2) = {1,2,3} � π
m(π1,3) = {1,2,3} � π
m(π2,3) = {1,2,3} ≤ π

La partitionM(π) est donnée alors par

M(π) = π2,3 = {1,2,3}

3.3.6 Application aux machines séquentielles

Considérons une machine séquentielle Σ définie par le quintuplet (S, I,O,δ,λ). Il
est possible de définir une algèbre des paires ∆ par rapport aux ensembles S, I,O et aux
relations δ,λ. Quatre types de paires algébriques peuvent être formés : les paires S− S,
S−O, I− S et I−O

Définition 3.22 Les définitions suivantes sont valables sur une machine séquentielle Σ
– Soit π,τ deux partitions sur S. (π,τ) est une paire S-S si et seulement si pour tout x ∈ I

s ≡ t(π)⇒ δ(s,x) ≡ δ(t,x)(τ)

– Soit ξ une partition sur I et τ une partition sur S. (ξ,τ) est une paire I-S si et seulement
si pour tout s ∈ S

a ≡ b(ξ)⇒ δ(s,a) ≡ δ(s,b)(τ)
– Soit π une partition sur S et ω une partition sur O. (π,ω) est une paire S-O si et
seulement si pour tout x ∈ I

s ≡ t(π)⇒ λ(s,x) ≡ λ(t,x)(ω)

– Soit ξ une partition sur I et ω une partition sur O. (ξ,ω) est une paire I-O si et seule-
ment si pour tout s ∈ S

b ≡ a(π)⇒ λ(s,a) ≡ λ(s,b)(ω)
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Pour les machines traitées dans ce mémoire, c’est-à-dire les machines de Moore, il
n’existe aucune paire algébrique {S−O} non triviale10.
Le théorème suivant [HS66] valide la possibilité de former quatre algèbres des

paires pour une machine séquentielle Σ.

Théorème 3.5 Soit une machine séquentielle Σ. Les ensembles ΩS−S, ΩS−O, ΩI−S, ΩI−O,
qui regroupent respectivement toutes les paires S-S, S-O, I-S, I-O pour Σ, sont des algèbres
des paires.

Les opérateurs M etm relatifs à une paire S-S (resp. S−O,I−S,I−O), sont notés MS−S
et mS−S (resp. MS−O et mS−O, .... ).

La propriété de substitution pour les machines séquentielles

Posons L = L1 = L2. Soit ∆δ une algèbre des paires où δ et l’application de transition
d’état de la machine d’état Σ(S, I,δ). Les partitions de l’ensemble d’état S qui possèdent
la propriété de substitution sont définies par :

Définition 3.23 Soit π ∈ L une partition sur S. π possède la propriété de substitution par
rapport à ∆ si et seulement si (π,π) est une paire algébrique .

L’ensemble des partitions avec la propriété de substitution pour une machine sé-
quentielle, et la relation d’ordre des partitions ≤, forment un treillis L∆ : (∆,≤)

L∆ = {π ∈ L|(π,π) ∈ ∆}

Corollaire 3.5.1 Soit ∆ une algèbre des paires sur L×L. Le treillis L∆ est un sous-treillis de
L avec les propriétés suivantes

1. Le plus grand élément est I : (I,I) ∈ ∆
2. Le plus petit élément est O : (O,O) ∈ ∆
3. L∆ = {x ∈ L|(x ≥m(x)} = {x ∈ L|(x ≤M(x)}

3.3.7 Conclusion

Dans cette section, les définitions de l’algèbre des paires ont été données et ses pro-
priétés et opérations ont été présentées dans le cadre général d’une application entre
deux ensembles et étendues au cas d’une machine séquentielle. Les outils que nous
fournit l’algèbre permettent de décrire de manière particulière une application entre
deux ensembles. Par extension, elle permet également de décrire l’évolution d’une ma-
chine séquentielle à l’aide d’un treillis. Ces résultats seront exploités dans le chapitre
suivant pour traiter la décomposition des modèles événementiels, car la représentation
en treillis permet de proposer des méthodes algorithmiques efficaces. Dans la suite de
ce chapitre, l’extension de l’algèbre des paires au domaine des ensembles infinis est
présentée.

10Les partitions triviales sont les partitions I et O
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3.4 L’algèbre des fonctions

3.4.1 Introduction

Au début des années 1990, les professeurs Zhirabok et Shumsky [ZS87, Shu91,
ZS93] ont proposé un ensemble d’outils mathématiques pour la manipulation de mo-
dèles comportementaux analytiques. Ces outils sont directement inspirés de l’algèbre
des paires. Ils ont reçu le nom d’algèbre des fonctions, puisqu’il s’agit de relations entre
ensembles infinis. L’objectif fixé est de proposer une alternative aux outils de géométrie
différentielle à base d’algèbre de Lie [Isi95]. Le choix fait par les auteurs était de situer
la méthode par rapport aux méthodes existantes, c’est-à-dire par rapport à la géomé-
trie différentielle [Shu94, Zhi97, SZ05], l’espace de parité [Shu99, Shu97, Shu00], les
méthodes à base d’observateurs [Shu97] et d’appliquer l’algèbre des fonctions dans
différents domaines : robotique [FVZ03, FVZ99] et détection de pannes de capteurs
[ZP93b, ZP93a].

3.4.2 Principe

L’algèbre des fonctions repose fondamentalement sur les notions de l’algèbre des
paires. L’algèbre des paires permet de manipuler le partitionnement d’ensemble S par
rapport à une application δ, pour faire ressortir par exemple des propriétés de l’appli-
cation.
L’algèbre des fonctions reprend cette idée de partitionnement pour des ensembles

infinis X, par rapport à une fonction f . Ici, le terme fonction décrit la relation entre
deux ensembles infinis qui associe à chaque élément de l’ensemble de départ un seul
élément de l’ensemble d’arrivée.
L’intérêt de l’algèbre des fonctions est d’éviter les calculs compliqués qu’implique-

rait la manipulation des partitions d’un ensemble infini. Cela est possible grâce à la
dualité entre les partitions et les fonctions. Il suffit de définir un ensemble de fonc-
tions vectorielles différentiables sur X pour définir une partition. Considérons la fonc-
tion suivante

α : X −→ S
La fonction α(x) partitionne son ensemble de définition X. La partition obtenue est

notée ω :

Définition 3.24 Soit (x,x′) ∈ X×X. x et x′ appartiennent à la même partition ω si et seule-
ment s’ils possèdent la même image α(x) = α(x′).

(x,x′) ∈ X×X : x ≡ x′(ω) ⇔ α(x) = α(x′)

En utilisant cette définition, il devient possible de manipuler les partitions en ma-
nipulant les fonctions qui les décrivent, ce qui est plus commode car la manipulation
de partitions devient compliquée si elles comportent un nombre important d’éléments.
Définissons l’ensemble de toutes les fonctions vectorielles possibles sur un en-

semble X ⊆ Rn noté DX. L’algèbre des fonctions se base sur le treillis de toutes les
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fonctions αi ∈ DX , ∀i. Ces fonctions serviront à décrire le fonctionnement du modèle
continu Σ(X,Y,W, f ,h) en utilisant des outils similaires à ceux décrits dans la section
précédente.

3.4.3 Définitions

Pour former un treillis, une relation d’ordre doit être associée à l’ensemble DX. Par
ailleurs, pour former une algèbre, deux opérations internes doivent être associées à DX.
Les définitions formelles des trois éléments sont données.

Relation d’ordre sur DX

Soient les deux fonctions vectorielles α et β définies sur X

α : X −→ S
β : X −→ T

avec S,T ⊆ X. La hiérarchie entre les deux fonctions α et β est obtenue à l’aide des
définitions suivantes

Définition 3.25 Soit la relation ≤ définie sur DX. α est inférieure ou égale à β (α ≤ β) si et
seulement si il existe une fonction ν : S −→ T telle que ν(α) = ν ◦α = β

α,β ∈DX ∃ν ∈DX : ν ◦α = β
Définition 3.26 Soit la relation ≥ définie sur DX. α est supérieure ou égale à β si et seule-
ment si β est inférieure ou égale à α

α ≥ β⇔ β ≤ α
La relation d’équivalence entre α et β est définie par

Définition 3.27 Soit la relation ≡ définie sur DX. α est équivalente à β et on note α ≡ β si
et seulement si α est supérieure à β et β est supérieure à α simultanément

α ≡ β⇔ α ≤ β et β ≤ α
Illustration Considérons les fonctions suivantes

α1(x) =

[

x1
x1 + x2

]

α2(x) =

[

x1
x3

]

α3(x) =

[

x1
x2x1

]

α4(x) =

















x1
x2
x3

















β(x) =

















x1
x2 + x1
x2 − x3

















avec x =

















x1
x2
x3

















Les relations suivantes sont valides

β ≤ α1 β ≤ α2 β ≤ α3
β ≥ α4 β ≤ α4 β ≡ α4

Remarquons que α2 � α3 et que α3 � α2. Il n’est pas possible de définir une hiérarchie
entre ces deux fonctions.
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Le treillis LX = (DX,≤) est constitué de toutes les fonctions contenues dans l’en-
semble DX. Chaque groupe d’éléments de LX possède un minima et un maxima au
sens défini par la relation d’ordre ≤.
Définition 3.28 L’opération max qui donne le plus grand élément d’un ensemble de fonc-
tions donné est définie par

max : LX × · · · ×LX −→ LX
(α1, · · · ,αk) −→ {αi |∀j ≤ k : αj ≤ αi}

Définition 3.29 L’opérationmin qui donne le plus petit élément d’un ensemble de fonctions
donné est définie par

min : LX × · · · ×LX −→ LX
(α1, · · · ,αk) −→ {αi |∀j ≤ k : αi ≤ αj}

Illustration Considérons les fonctions définies dans l’exemple précédent

min(α1,α3,α4) = α4
max(α1,α3,α4) = α3

Opérations internes sur DX

Le treillis LX, est muni de deux opérations internes qui sont définies selon le théo-
rème 3.2 :

Définition 3.30 On définit l’opération « @ » de LX ×LX vers S∩T par
α@ β =max{g|α ≤ g et β ≤ g}

où g : X :−→ S∩T
Définition 3.31 On définit l’opération « ⊗ » de X×X vers S∪T par

α⊗ β =min{w|w ≤ α et w ≤ β}
où w : X :−→ S∪T
Illustration Considérons les fonctions du premier exemple

α1 @ β = α1 α1 ⊗ β = β α1 @α2 =
[

x1
]

α1 ⊗α2 =
















x1
x2
x3

















α3 ⊗α2 =
















x1
x1x2
x3

















α3 @α2 =
[

x1
]

Les opérations @ et ⊗, définies par rapport au treillis LX possèdent les propriétés
de commutativité, d’associativité, d’idempotence et d’absorbance (théorème 3.1). Par
ailleurs, l’ensemble DX, qui est l’espace vectoriel défini par f , muni des opérations @

et ⊗ forme une algèbre par rapport à f .
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3.4.4 Paire algébrique en continu

L’algèbre des fonctions est une extension de l’algèbre des paires aux ensembles in-
finis. Une paire algébrique décrit le flux d’information véhiculé par une fonction f et
n’est valide que par rapport à cette fonction. Dans ce qui suit, nous définissons la paire
état-état (S− S). Il est aisé d’étendre cette définition au reste des cas, par analogie avec
3.22.

Définition 3.32 Les fonctions α et β forment une paire algébrique, et on note (α,β) ∈ ∆f si
et seulement si

α(x) ≤ β(f (x))

Selon que les fonctions α et β soient supérieures, équivalentes ou inférieures, il sera
question de surplus, d’égalité ou d’insuffisance de connaissance d’antécédents pour
déterminer l’image, ce qui reprend, au formalisme prés, la description d’une algèbre
des paires.

Opérateurs m etM

La définition 3.32 est utilisée pour définir les opérateurs minimum m et maximum
M.

Définition 3.33 m(α) est la plus petite fonction possible dans le sens de la relation ≤ qui
forme une paire à gauche avec la fonction α

(α,m(α)) ∈ ∆f ⇔∀(α,β) ∈ ∆f : m(α) ≤ β

Définition 3.34 M(β) est la plus grande fonction possible, dans le sens de la relation ≤, qui
forme une paire à droite avec la fonction β

(M(β),β) ∈ ∆f ⇔∀(α,β) ∈ ∆f : α ≤M(β)

m décrit le maximum d’informations pouvant être déterminées connaissant l’in-
formation α sur l’état présent. M décrit le minimum d’informations nécessaires pour
obtenir l’information β sur l’état suivant.

Illustration Considérons la fonction suivante

f (x) =

















x2x3
x2 + x2x3
x1

















avec x =

















x1
x2
x3

















(3.18)

De nombreuses fonctions forment des paires algébriques par rapport à f , par exemple

([

x2
x2x3

]

,

[

x1
x2

])

∈ ∆f
([

x1
]

,
[

x3
])

∈ ∆f
([

x2
]

,
[

x1 − x2
])

∈ ∆f
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Détaillons la première relation :

α(x) =

[

x2
x2x3

]

et β(x) =

[

x1
x2

]

β(f (x)) =

[

x2x3
x2 + x2x3

]

Les fonctions α et β forment une paire algébrique puisque la relation de la définition 3.32
est satisfaite α ≤ β(f (x))
Définissons les fonctions αi

α1(x) =

















x1
x2
x3

















α2(x) =
[

x2
]

α3(x) =
[

x3
]

Les opérateurs m et M appliqués aux différentes fonctions α donnent les résultats sui-
vants

M(α1)(x) =

















x1
x2
x2x3

















M(α2)(x) =

[

x2
x2x3

]

M(α3)(x) =
[

x1
]

m(α1)(x) =

















x1
x2
x3

















m(α2)(x) =
[

x1 − x2
]

m(α3)(x) =
[

∅
]

Propriétés

Les propriétés principales des opérateurs de l’algèbre des fonctions [ZS93] sont

données

– α ≤ β⇔ α⊗ β ≡ α⇔ α@ β ≡ β

– α ≤ δ et β ≤ δ⇔ α@ β ≤ δ

– α ≤ β⇔m(α) ≤m(β)

– M(α⊗ β) ≡M(α)⊗M(β)

– M(m(α)) ≥ α

– m(M(β)) ≤ β
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3.4.5 Parallèle entre les méthodes géométriques et les méthodes al-
gébriques

Pour illustrer les opérateurs de l’algèbre des fonctions, un parallèle est fait avec
la géométrie différentielle11 pour le cas général non linéaire. Le parallèle avec le cas
linéaire peut être déduit.
Considérons les deux fonctions vectorielles de classe C∞ suivantes

α : X→ S
β : X→ T

La dimension de α est l1 et celle de β est l2. Les composantes de α et β sont notées
respectivement αi et βi où le i représente le numéro de la composante. αi (ou βi) peut
être exprimée avec une 1-forme différentielle dont l’expression en coordonnées locales
est donnée par

dαi =
n

∑

j=1

∂αi
∂xj
dxj

Aux fonctions α et β correspondent deux co-distributions A et B décrites par les
deux espaces vectoriels {dα1(x), · · · ,dαl1(x)} et {dβ1(x), · · · ,dβl2(x)}. La fonction α est
complètement définie dans l’espace vectoriel A, et il est possible de représenter α(x)
pour tout x ∈ X avec des combinaisons linéaires des dαi(x). Il en va de même pour β.
Par conséquent,A et B sont les représentations géométriques de α et de β.

Relation d’ordre

La relation d’ordre ≤ associée à LX peut être interprétée comme suit : soit une fonc-
tion β telle que β = ν ◦α. Cela équivaut à l’écriture βi = νiα et implique que

dβi =
n

∑

j=1

∂νi
∂αj
dαj

Cette équation est interprétée géométriquement par B ⊆A. La réciproque est éga-
lement vraie : soit une co-distribution B ⊆A. Il est évident que B peut être exprimée
dans l’espace vectoriel décrit par {dα1, · · · ,dαl1} ce qui implique que dβi = ηdα. Par
conséquent β ≥ α.
L’équivalence α ≡ β devient par conséquentA = B.

Opérations internes @ et ⊗
L’opération α ⊗ β détermine la fonction vectorielle µ (associée à la co-distribution

M) de dimension minimale ( l1 + l2 si α et β sont indépendantes) dont les composantes
µi peuvent exprimer les composantes de α et de β. Géométriquement cela correspond
à
11Les notions de la géométrie différentielle sont introduites en annexe B
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µ ≤ α et µ ≤ β⇔ µ = α⊗ β (3.19)

A ⊆M et B ⊆M⇔M =A∪B (3.20)

En suivant le même type de raisonnement, nous montrons que l’opération α@ β est
interprétée géométriquement parA∩B

Algèbre de Lie et algèbre des fonctions

Nous allons interpréter géométriquement la notion de paire à travers l’analyse de
l’équation différentielle affine suivante

ẋ =
∑

i

gi(x)

où les différents gi sont de classe C1. Soit une fonction α(x). L’opérateur M est calculé
par l’expression suivante

M(α) = ⊗i(
dα
dx
gi) (3.21)

Rappelons que la dérivée de Lie (voir annexe) s’écrit Lgi (α) =
∑

j

∂αj

∂xj
gi =

dα
dx
gi . Les

deux équations sont identiques ce qui permet de dire que l’opérateur M est similaire à
l’opérateur de la dérivée de Lie Lg .
Posons une co-distributionA, oùA est involutive par rapport au champ de vecteurs

{g1, · · · , gk}. Cela implique que
[A,A] ⊂A

et par conséquent
∀gi : Lgi (A) ⊆A

et
Lgi (dαi) =

∑

j

ηi,j(x)dα

Puisque A est involutive, chaque différentielle dαi peut être représentée dans les
espaces vectoriels associés àA. Par ailleurs, nous savons que

Lf (dαi) = dLf (αi) = d

(

dα
dx
gi

)

(annexe B ou [Isi95]). Cette relation implique que
dα

dx
gi ≥ α et par analogie M(αi) ≥ α.

Puisque M(α) = ⊗iM(αi) alors M(α) ≥ α ce qui satisfait la condition (α,α) ∈ ∆f par
rapport à l’équation différentielle (3.21).
Il existe donc des similitudes entre les outils et concepts algébriques et leurs équi-

valents géométriques notamment entre la dérivée de Lie et l’opérateur M et le crochet
de Lie et la notion de paire algébrique.
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3.5 Conclusion

Ce chapitre a permis de détailler les outils mathématiques utilisés dans ce mé-
moire : l’algèbre des paires et l’algèbre des fonctions. La relation entre les structures de
treillis et d’algèbre est montrée et utilisée pour définir l’algèbre des paires à partir d’un
ensemble de partitions d’ensembles finis et d’un ensemble d’opérations particulières.
Ces opérations sont utilisées pour décrire une notion d’équivalence de partitions, la
« propriété de substitution », qui servira par la suite pour formuler un critère d’équi-
valence de modèles événementiels au chapitre suivant.
L’algèbre des paires est ensuite étendue aux ensembles infinis en utilisant des fonc-

tions continues pour décrire les partitions. L’ensemble des opérateurs de l’algèbre des
paires est ensuite transposé dans ce cadre, ainsi que la notion d’équivalence entre par-
titions qui est étendue et formulée en utilisant des fonctions continues. De la même
manière, cette notion d’équivalence est utilisée pour formuler un critère d’équivalence
de modèles temporels dans la suite de ce mémoire.
Une analogie avec les outils de la géométrie différentielle est montrée dans la der-

nière partie de ce chapitre pour justifier l’utilisation des outils de l’algèbre des fonc-
tions .
Pour de plus amples informations le lecteur peut consulter l’ouvrage [HS66] pour

l’algèbre des paires et les travaux de Shumsky et de Zhirabok [Shu91, ZS93]. Pour les
notions d’algèbre de Lie et de géométrie différentielle, un bref résumé est présenté en
annexe B. Pour une information plus complète, l’ouvrage du professeur Isidori [Isi95]
est recommandé.



Chapitre 4

Décomposition de modèles
comportementaux pour la surveillance

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la description de la méthodologie de décomposition. La
problématique de la décomposition est formulée de manière générale et une solution
en plusieurs étapes est proposée. Ces étapes sont construites avec un niveau d’abstrac-
tion suffisant pour ne pas tenir compte de la forme des équations qui constituent le
modèle à décomposer. Pour atteindre ce niveau d’abstraction, les étapes de la décom-
position sont décrites avec des moyens algébriques présentés dans le chapitre 3.
L’objectif de la décomposition est de déterminer la partie du modèle complet qui

possède des caractéristiques spécifiques. C’est une décomposition avec critères. Les
critères utilisés sont le couplage à un sous-ensemble d’entrées ou le découplage de ce
sous-ensemble. La décomposition permet d’obtenir des sous-modèles qui sont couplés
à (ou découplés de) ces entrées, et qui sont cohérents en sortie avec le modèle initial. La
notion de cohérence ici indique que pour des entrées identiques, il existe une relation
unique et constante qui lie les sorties du sous-modèle aux sorties du modèle complet.
Cette relation permet la comparaison des sorties entre les deux modèles. La différence
entre l’évolution des sous-modèles couplés et découplés apparaît si l’excitation est dif-
férente entre le modèle complet et les sous-modèles :
– Les sorties de sous-modèle couplé ne sont plus cohérentes si une entrée couplée
excite uniquement le modèle complet et pas le sous-modèle .

– Les sorties du sous-modèle découplé restent cohérentes pour n’importe quelle
entrée découplée qui excite uniquement le modèle complet.

Ces deux types de sous-modèle sont utilisés pour synthétiser les indicateurs de
défaillances structurés décrits dans le chapitre 2.
Le présent chapitre est organisé comme suit :
– La première partie est dédiée à la formulation du problème de la décomposition
dans un cadre général. Les contraintes et les critères de la décomposition sont
détaillés et les étapes de l’algorithme de décomposition sont énumérées.

– La deuxième partie concerne la décomposition de modèles comportementaux
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temporels. L’algorithme de décomposition est implémenté en utilisant les opé-
rateurs de l’algèbre des fonctions, et des illustrations de décompositions de mo-
dèles linéaires et non linéaires sont fournies. Les aspects calculatoires de la mé-
thode sont traités également, et des solutions pour calculer les opérateurs de l’al-
gèbre des fonctions sont proposés, ainsi qu’une extension de l’étape d’initialisa-
tion de l’algorithme en utilisant des techniques d’élimination de variables.

– La troisième partie concerne la décomposition de modèles comportementaux
événementiels (machines séquentielles). L’algorithme de décomposition est écrit
en utilisant les opérateurs de l’algèbre des paires, et des illustrations de décom-
positions de machines séquentielles sont données.

4.2 Principe général de la décomposition

4.2.1 Formulation du problème de décomposition

Considérons le modèle comportemental Σ décrit par le quintuplet (X ,W ,Y ,F ,H)
(définition 2.1, chapitre 2) avec

F : X ×W →X H : X →Y

Le cas où H : X ×W →Y n’est pas considéré ici, puisque la démarche de décompo-
sition n’est pas modifiée.
SoitW ′ ⊆W un sous-ensemble d’entrées non vide. Il existe une partie de Σ qui est

régie parW ′ et uniquement par elle. Cette partie de Σ est un sous-modèle, noté Σ′, qui
est défini par le quintuplet (X ′,W ′,Y ′,F ′,H′), où X ′ ⊆ X est déterminé en considérant
W ′ et Y ′ =H(X ′). F ′ et H′ sont des restrictions de F et H aux ensemblesW ′,X ′ et Y ′.

F ′ : X ′ ×W ′→X ′ H′ : X ′→Y ′

Selon cette formulation, pour un sous-ensemble d’entrées donnéW ′ , seul le sous-
ensemble X ′ est inconnu. La relation qui permet d’obtenir Σ′ à partir de Σ est notée
ϕ

ϕ :Ψ→Ψ

Σ 7→ Σ′

(X ,W ,Y ,F ,H) 7→ (X ′,W ′,Y ′,F ′,H′) (4.1)

où Ψ est l’ensemble de tous les quintuplets qu’il est possible d’obtenir à partir de
(X ,W ,Y ,F ,H). La relation ϕ permet de déterminer les éléments du quintuplet qui
décrit Σ′. ϕ existe si le sous-modèle est réalisable.
Il a été mentionné précédemment que la connaissance de W ′ et de X ′ permet de

définir complètement le sous-modèle Σ′. Ici,W ′ est utilisé pour formuler le critère de
décomposition et X ′ est le résultat de la décomposition.
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Le problème de décomposition se réduit alors à une forme plus simple : définir,
pour un sous-ensemble d’entréesW ′ ⊆W donné, la fonction ψ telle que

ψ : X →X ′ ⊆ΨX
x 7→ x′ = ψ(x) (4.2)

où ΨX est l’ensemble de toutes les combinaisons possibles d’éléments de X . X ′ est
l’image de X par ψ.
La partie restante Σ∗ du modèle Σ est la partie qui n’est pas influencée par les en-

trées W ′. Le sous-modèle Σ∗ est le complément du sous-modèle Σ′ et est décrit par le
quintuplet

(X∗,W∗,Y∗,F∗,H∗)
oùW∗∪W ′ =W et X∗ ⊆ X est à déterminer et Y∗ =H∗(X∗). F∗ etH∗ sont des restrictions
de F et H aux ensemblesW∗,X∗ et Y∗.
Par analogie avec la relation (4.2), la détermination de Σ∗ passe par la définition

d’un sous-ensemble d’entréesW∗, et la recherche de la fonction φ telle que

φ : X →X∗ ⊆ΨX
x 7→ x∗ = φ(x) (4.3)

X∗ est l’image de X par φ.

Fig. 4.1 – Diagramme représentant la décomposition d’un modèle Σ

En conclusion, la décomposition d’un modèle comportemental a pour objectif de
déterminer deux sous-modèles complémentaires Σ′ et Σ∗ (figure 4.1). Ces deux sous-
modèles possèdent des propriétés de couplage et de découplage par rapport à un sous-
ensemble d’entrées particulier. Σ′ est le sous-modèle couplé à W ′ et Σ∗ est le sous-
modèle qui est découplé deW ′.
Cette décomposition est sujette à des critères et à des contraintes :
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– Le critère de la décomposition consiste à choisir un sous-ensemble d’entréesW ′
de couplage ou de découplage. Ce sous-ensemble est constitué d’entrées qui par-
tagent une propriété spécifique.

– La contrainte de la décomposition consiste à vérifier la possibilité de construire
les sous-modèles Σ′ et Σ∗, et de les écrire sous la même forme que le modèle
complet Σ (voir réalisabilité). En outre, les sous-modèles obtenus doivent être
de la plus grande dimension possible et avoir des sorties qu’il est possible de
comparer au modèle complet.

Le problème est donc formulé comme un problème d’optimisation :
– Déterminer la plus grande partie de Σ qui satisfait le critère de décomposition.
Cette partie est dite ensemble de solutions candidates.

– Déterminer à partir de l’ensemble de solutions candidates celles qui permettent
de décrire un sous-modèle couplé à (ou découplé de) W ′ réalisable. Le sous-
modèle obtenu doit être de dimension maximale.

Un algorithme de décomposition itératif est écrit en fonction de cette formulation.
A chaque itération, l’ensemble de solutions candidates est réduit jusqu’à ce que les
contraintes de la décomposition soient satisfaites. L’algorithme 1 décrit la méthode de
détermination de Σ′. L’algorithme de détermination de Σ∗ est identique.

Entrées : Initialisation : choix du sous-ensembleW ′ en fonction du critère de
décomposition

Données : Σ, i (compteur)
Sorties : Σ′,ψ
début
Initialisation : Déterminer X 0 à partir deW ′ ;
i=0 ;
tant que les contraintes de décomposition ne sont pas remplies faire
incrémenter i ;
Chercher X i à partir de X i−1 en respectant le critère de décomposition ;

ψ = ψi ;
Déterminer Y ′, H′ ;

fin
retourner Σ′

Algorithme 1 : Structure de l’algorithme de décomposition

Cet algorithme a besoin d’être détaillé : les critères et les contraintes de la décompo-
sition sont amenés à être définis en fonction de l’application considérée. Pour répondre
à la problématique définie dans le chapitre 2, les paramètres de la décomposition pro-
posée sont détaillés dans les sections suivantes.

4.2.2 Critère de couplage et de découplage pour la surveillance

Le choix du critère de décomposition repose en premier lieu sur le type d’entrées
sélectionnées pour le couplage ou le découplage. La décomposition peut avoir pour
critère le couplage par rapport à un sous-ensemble d’entrées, pour obtenir un système
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dont les sorties sont sensibles à ces entrées. Dans ce cas,W ′ est égal au sous-ensemble
de couplage, et la décomposition est obtenue par la fonction ψ. Inversement, si la dé-
composition a pour objectif le découplage d’un sous-ensemble d’entrées W ′, alors le
sous-modèle Σ∗ est défini en utilisant la fonction φ.
Dans les deux cas, le critère de décomposition associe à l’ensemble W ′, un sous-

ensemble X ′ ⊆ X . Le sous-ensemble X ′ est le plus grand sous-ensemble de X qui sa-
tisfait le critère de décomposition, c’est-à-dire qui est couplé à (ou découplé de) W ′.
Toutes les solutions possibles de la décomposition sont des sous-ensembles ou des en-
sembles de combinaisons d’éléments de X ′, choisis tels que la solution finale remplisse
la condition d’existence qui est définie ci-dessous.

Remarque 4.2.1 Dans le chapitre 2, une méthode de synthèse d’indicateurs de défaillances
structurés à base de sous-modèles découplés a été proposée. Afin d’obtenir un modèle dé-
couplé d’un sous-ensemble d’entrées inconnues, les entrées à découpler sont regroupées dans
l’ensembleW ′. En général, l’ensemble d’entrées s’écrit sous la forme

W = {U ,γ,ρ}

où γ est l’ensemble des perturbations, ρ est l’ensemble des défaillances et U l’ensemble des
entrées connues. L’ensemble W ′ est composé de tous les éléments de γ et d’éléments choisis
de ρ. Le sous-modèle recherché est découplé deW ′.

4.2.3 Condition d’existence d’un sous-modèle découplé

Le sous-ensemble X ′ est une solution possible de la décomposition, mais il n’existe
pas de certitude que le quintuplet (X 0,W ′,Y0,F 0,H0) décrive un sous-modèle. Ici, le
sous-ensemble Y0 et les relations F 0,H0 sont définies selon les équations vues précé-
demment. Deux conditions d’existence du sous-modèle Σ′ sont définies :
– La fonction de décomposition ψ ne doit pas altérer la relation de transition d’état
F . ψ est alors dite invariante, ou involutive, par rapport à F . L’invariance a été
définie dans la littérature en utilisant les éléments de la géométrie différentielle
(voir la référence [Isi95] ou l’annexe B). Nous proposons ci-dessous, une formu-
lation adaptée a notre problème en utilisant des notions de la théorie des en-
sembles.

– Il s’agit de démontrer l’existence d’une relation qui lie la sortie de Σ′ à la sortie du
modèle complet Σ, pour pouvoir les comparer. Nous appellerons cette contrainte
la contrainte de mesurabilité. La mesurabilité est détaillée dans la deuxième par-
tie de cette section.

Pour résumer, la première condition garantit que le sous-modèle Σ a une évolution
équivalente à la partie de Σ qui remplit le critère de décomposition et l’ensemble des
deux conditions garantissent queΣ′ est équivalent à la partie deΣ qui remplit le critère
de décomposition.

Contrainte d’invariance

Considérons le sous-modèle Σ′. La relation F ′ est définie comme la restriction de
la fonction d’état du modèle complet F sur le sous-ensemble d’états X ′.
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F ′ : X ′ ×W →X ′

Si Σ′ décrit une partie de Σ, alors l’évolution de Σ′ en réponse aux entrées de W
doit être la même que celle du modèle complet Σ pour la même excitation.

∀w ∈W , ∀x ∈ X : x′ = ψ(x)⇔F ′(x′,w) = ψ (F (x,w)) (4.4)

Ce qui implique

F ′(ψ(x),w) = ψ (F (x,w)) (4.5)

(Ψ ◦F ) (ψ(x),w) = ψ (F (x,w)) (4.6)

Cette relation décrit la contrainte d’invariance, c’est-à-dire que l’application ψ est
invariante par rapport à l’application F . Puisque (Ψ ◦F ) est la restriction de F sur
X ′ = ψ(X ′), la condition d’invariance (4.4) est remplie si et seulement si la restriction
de F sur l’ensemble ψ(X ) est une application. Dans ce cas, Σ est décomposable en
utilisant l’application ψ et Σ′ est réalisable.

Illustration Soient les ensembles X ,W et la fonction F suivants :
– W = {a,b,c} où a,b,c sont indifféremment des séquences ou des signaux.
– X = {x1,x2,x3}.

– F (X ) =



















x+1 = f1(x1,x2,x3, a,b)
x+2 = f2(x2,x3, b, c)
x+3 = f3(x2,x3, b, c)

où l’exposant « + » désigne l’état futur.
Considérons les fonctions ψ1 et ψ2 tels que

ψ1 :X →X ′ ψ2 :X →X ′′
x1 7→ ∅ x1 7→ x′′1
x2 7→ x′1 x2 7→ ∅
x3 7→ x′2 x3 7→ x′′2 (4.7)

Une analyse rapide permet de déterminer que ψ1 est invariante par rapport à F et que
ψ2 ne l’est pas, puisque :

F ′1(X ′) =
{

x′+1 = f2(x
′
1,x
′
2, b, c)

x′+2 = f3(x
′
1,x
′
2, b, c)

est une application sur X ′ et

F ′2(X ′′) =
{

x′′+1 = f1(x
′′
1 ,x2,x

′′
2 , a,b)

x′′+2 = f3(x2,x
′′
2 , b, c)

n’est pas une application sur X ′′ puisque x2 < X ′′. En effet, F ′2 est définie par
F ′2 : (X ′′ ∪ {x2})×W →X ′′

et x2 est un élément externe à X ′′
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Mesurabilité

La contrainte de mesurabilité est remplie s’il existe une relation entre les sorties du
sous-modèle Σ′ issu de la décomposition, et les sorties du modèle complet Σ. Seul un
modèle qui satisfait la contrainte d’invariance est susceptible de satisfaire le critère de
mesurabilité. Il est possible alors de comparer les sorties du modèle complet avec les
sorties du sous-modèle obtenu par décomposition et ainsi appliquer une méthode de
détection de défaillances.
Considérons le modèle Σ(W ,X ,Y ,F ,H) et un sous-modèle Σ′(W ′,X ′,Y ′,F ′,H′) ob-

tenu par la décomposition ψ. Les modèles Σ et Σ′ sont équivalents si pour toutes les
séquences d’entrées W12, les sorties de Σ′ permettent d’exprimer les sorties de Σ et
inversement, c’est-à-dire :

∀w ∈W , x ∈ X , x′ ∈ X ′ ∃ ξ,ζ : x′ = ψ(x) et ⇔ ξ(y′) = ζ(y) (4.8)

avec y′ =H′(F ′(x′,w)) et y =H(F ′(x,w)) et où ξ et ζ sont des applications. Si F ′ est une
restriction de F sur X ′ ×W et si H′ est une restriction de H sur X ′ et Y ′, la relation
(4.8) est satisfaite, et l’existence d’une restriction surX ′ et Y ′ garantit la mesurabilité. Il
reste cependant difficile de démontrer l’existence d’une restriction dans le cas général.
Puisque Σ′ satisfait la contrainte d’existence (4.4), alors

F ′(ψ(x),w) = ψ(F (x,w))

et la condition (4.8) devient

∀x ∈ X , ∃ζ,ξ : ξ(H′(ψ(x))) = ζ(H(x)) (4.9)

En récrivant la relation (4.8) en terme d’ensembles la contrainte devient

∃ζ,ξ : ξ(H′(X′)) = ζ(H(X)) (4.10)

Si la condition (4.10) est satisfaite alors les sorties du sous-modèle Σ′ permettent
d’exprimer toutes les sorties du modèle Σ, et toutes les sorties y ∈ Y et y′ ∈ Y ′ sont
cohérentes13. Cependant pour comparer l’évolution de deux modèle Σ et Σ′, il suffit
d’avoir une seule sortie cohérente.
La condition de mesurabilité s’écrit alors sous la forme

∃ ζ,ξ : ξ(H′(X′))∩ ζ(H(X)) , ∅ (4.11)

Si la relation (4.11) est satisfaite, alors Σ′ satisfait le critère de mesurabilité.

12Nous considérons que Σ et Σ′ partagent les mêmes entrées, à la différence que Σ′ est découplé de
certaines entrées, c’est-à-dire queW ′ ⊆W
13Deux grandeurs sont cohérentes si elles appartiennent au même ensemble ou espace. Ici y et y′ sont
rendues cohérentes à l’aide des applications ξ et ζ
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Illustration Considérons la relation H suivante

H :X →Y
x1 7→ y1
x2 7→ y2
x1 + x2 7→ y3

(4.12)

où X = {x1,x2,x3,x4} et Y = {y1, y2, y3, y4}. Soit les relations H′ et H′′ telles que

H′ :X →Y ′
x1 7→ y′1
x4 7→ y′2

(4.13)

avec Y ′ = {y′1, y′2}, et

H′′ :X →Y ′′
x1 + x3 7→ y′′1
x4 7→ y′′2

(4.14)

avec Y ′′ = {y′′1 , y′′2 }.
La première relation H′ est mesurable puisqu’il existe une relation qui lie y′1 à y1. La

seconde relation n’est pas mesurable, puisqu’il n’existe pas de relation qui lie les éléments de
Y avec les éléments de Y ′′. En effet, il n’est pas possible de relier y1 avec y′′1 si H′′(x3) est
inconnu.

4.2.4 Algorithme de décomposition avec critère de découplage

L’algorithme de décomposition général (1) est récrit en détaillant les critères et
les contraintes de la décomposition. A partir d’ici, l’objectif visé par la décomposi-
tion est l’obtention de sous-modèles découplés de sous-ensembles d’entrées inconnues.
Les sous-modèles résultants sont utilisés pour synthétiser les structures de génération
d’indicateurs de défaillances structurés.

Principe de l’algorithme de décomposition

Comme il a été mentionné précédemment, l’algorithme de décomposition présenté
est un algorithme itératif. Un ensemble X 0 ⊆ X de solutions candidates à la décompo-
sition est déterminé dans l’étape d’initialisation à partir du critère de décomposition
choisi, qui est ici un ensemble d’entrées inconnues à découpler. Une boucle itérative
permet de construire le sous-ensemble d’états découplés

X∗ = X 1 ∪X 2 ∪ . . .
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où les X j ⊆ X 0. La condition de sortie de l’algorithme qui est la réalisation des deux
contraintes de décomposition est double :
– Invariance de φi par rapport à F , où le compteur i représente la ie itération.
– Existence d’une fonction H∗ qui satisfait le critère de mesurabilité par rapport à
la fonction de sortie du modèle complet H.

Durant la première itération, le sous-ensemble X 1 ⊆ X 0 est choisi de manière à res-
pecter la propriété de mesurabilité. X 1 est un élément choisi dans l’intersection de
l’ensemble des états structurellement découplés des entrées W ′ et de l’ensemble des
états mesurés. Puisque la cardinalité de l’ensemble X∗ ne diminue pas au fil des itéra-
tions, le sous-modèle obtenu satisfera cette contrainte.
Le reste des itérations vient augmenter l’ensemble X∗ en ajoutant les éléments de

X 0 pour répondre à la propriété d’invariance.
Si les conditions de sortie de la boucle sont satisfaites, le reste des éléments du sous-

modèle découplé Σ∗ est calculé. Si la condition de sortie n’est pas satisfaite et il ne reste
plus de solutions candidates, l’algorithme annonce l’échec de la décomposition avec le
critère choisi.

Structure de l’algorithme

Le nouvel algorithme est donné par le pseudo-code (2).

Entrées :W ′ = γ∪ {· · · ,ρj , · · · } avec ρj ∈ ρ (défaillances à découpler)
Données : Σ, i (compteur)
Sorties : Σ∗,φ (fonction de décomposition)
début
Initialisation : Déterminer X 0 et φ0 à partir deW ′ en respectant le critère de
découplage;
Choisir X 1 ⊆ X 0 et φ1 tels que la contrainte de mesurabilité soit respectée ;
i=2 ;
tant que φ n’est pas invariant par rapport à F et que H∗ n’est pas mesurable
faire
Incrémenter i ;
Choisir un sous-ensemble X i ⊆ X 0 tel X∗ = X i ∪X i−1 en respectant les
critères de décomposition ;
Déterminer la fonction de découplage φi correspondante ;
Déterminer Y∗, H∗ ;

Déterminer le reste des caractéristiques de Σ∗ ;
fin
retourner Σ∗
Algorithme 2 : Structure de l’algorithme de décomposition avec critère de décou-
plage

Discussion de l’algorithme

Deux étapes fondamentales caractérisent l’algorithme 2 :



74 Chapitre 4. Décomposition de modèles comportementaux pour la surveillance

– la recherche de l’ensemble des solutions candidates. Ces solutions sont détermi-
nées à partir du critère de décomposition.

– la sélection des solutions qui satisfont les contraintes de décomposition.
Les deux étapes sont d’égale importance. La première étape construit une base à

partir de laquelle le système découplé est synthétisé. La seconde étape sélectionne
dans cette base les solutions qui contribuent à l’invariance et à la mesurabilité du sous-
modèle .
Cet algorithme est susceptible d’être amélioré : Une optimisation de la première

étape, appelée à partir de maintenant étape d’initialisation, permet d’améliorer la pro-
babilité de réussite de la décomposition. De la même manière, un relâchement des
contraintes de décomposition permet de sélectionner une quantité supplémentaire de
solutions candidates qui, rappelons le, sont choisies par rapport au critère de décom-
position.
Des solutions existent en relâchant les contraintes de décomposition :
– La contrainte de mesurabilité peut être étendue en augmentant le nombre d’états
visibles en sortie (mesurés). Cette augmentation est réalisée par exemple en aug-
mentant le nombre de capteurs sur un système réel. Mais il n’existe pas à notre
connaissance de moyens analytiques pour résoudre ce problème.

– Le relâchement de la contrainte d’invariance est un problème connu ; citons par
exemple l’ouvrage [Isi95] qui traite entre autres de l’injection de sorties pour le
découplage de systèmes non linéaires en utilisant des outils de géométrie diffé-
rentielle.

Dans la section suivante, une contrainte étendue d’invariance est définie. Ce point
permet de proposer une extension de l’algorithme (2).

4.2.5 Extension de l’algorithme de décomposition par injection de
sorties

Les sorties de Σ sont utilisées pour compenser la perte d’informations qui résulte
de la réduction de l’ensemble d’états imposée par la décomposition.

Illustration Pour illustrer ce point, considérons la fonction d’état f vectorielle suivante :



























x+1 = f1(x1,x2,x3)
x+2 = f2(x2)
x+3 = f3(x3)
x+4 = f4(x4)

avec x = [x1 x2 x3 x4]
T (4.15)

et supposons qu’une mesure de l’état y = h(x) = x3 est disponible. La fonction

φ(x) = [1 1 0 0]x

n’est pas invariante par rapport à f , puisqu’elle définit un sous-modèle avec {x1,x2} pour
ensemble d’états, ce qui correspond àR2, et que x3 reste inconnu. Par contre, φ est invariante
par rapport à (f ,h) puisque x3 est connu à travers y. En utilisant une injection de sortie y
dans la première équation, la décomposition par φ devient possible et donne
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{

x′+1 = f1(x
′
1,x
′
2, y)

x′+2 = f2(x
′
2)

avec x′ =
[

x′1 x
′
2
]T (4.16)

La décomposition étendue par l’utilisation de l’injection de sorties produit un sous-
modèle Σ∗ défini par le quintuplet (X∗,W e∗ ,Y∗,F∗,H∗).W e∗ est donnée par

W e∗ = (W −W ′)∪Y

où W ′ regroupe les entrées à découpler. Tous les états ou les combinaisons d’état qui
n’appartiennent pas à X∗ sont remplacées par des mesures qui permettent de les re-
constituer. L’utilisation de l’injection de sorties est donc limitée au cas où les mesures
permettent de reconstituer les informations inconnues.
En conclusion, l’injection de sorties permet d’obtenir une contrainte d’invariance

moins stricte sous certaines conditions. La section suivante est consacrée à la formali-
sation de cet aspect.

Extension de la contrainte d’invariance par injection de sorties

La contrainte d’invariance par rapport à F est étendue à l’invariance par rapport à
(F ,H). La relation (4.4) devient

∀w ∈W , ∀x ∈ X , ∃y ∈ Y : x′ = ψ(x)⇔F ′(x′, y,w) = ψ (F (x,w)) (4.17)

en remplaçant ψ par la fonction de découplage φ, cette relation s’écrit

∀w ∈W , ∀x ∈ X , ∃y ∈ Y : x∗ = φ(x)⇔F∗(x′, y,w) = φ (F (x,w)) (4.18)

Structure de l’algorithme étendu

L’utilisation du critère étendu permet de formuler l’algorithme de décomposition
avec critère de découplage sous la forme suivante (algorithme 3)
La modification principale apparaît au niveau de la condition de sortie de la boucle,

ainsi que dans la structure du sous-modèle découplé obtenu. Le sous-modèle possède
un ensemble d’entrées augmenté des mesures d’états relevées sur le modèle complet.

4.3 Décomposition des modèles comportementaux tem-
porels

4.3.1 Introduction

Cette section est consacrée à la description de la méthodologie de la décomposi-
tion de systèmes représentés par des modèles d’évolution temporels. L’algorithme de
décomposition (3) est récrit en utilisant les outils de l’algèbre des fonctions . Pour évi-
ter la répétition, nous nous limiterons ici à l’étude du critère de découplage et à la
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Entrées :W ′ = γ∪ {· · · ,ρj , · · · } avec ρj ∈ ρ (défaillances à découpler)
Données : Σ, i (compteur)
Sorties : Σ∗,φ (fonction de décomposition)
début
Initialisation : Déterminer X 0 et φ0 à partir deW ′ en respectant le critère de
découplage;
Choisir X 1 ⊆ X 0 et φ1 tels que la contrainte de mesurabilité est respectée ;
i=1 ;
tant que φ n’est pas invariant par rapport à (F ,H) et que H∗ n’est pas mesurable
faire
Incrémenter i ;
Choisir un sous-ensemble X i ⊆ X 0 tel que X∗ = X i ∪X i−1 en respectant les
critères de décomposition ;
Déterminer la fonction de découplage φi correspondante ;
Déterminer Y∗, H∗ ;

Déterminer le reste des caractéristiques de Σ∗ ;
fin
retourner Σ∗
Algorithme 3 : Structure de l’algorithme étendu de décomposition avec critère de
découplage

recherche du sous-modèle découplé Σ∗. La méthodologie de détermination du sous-
modèle couplé Σ′ est en tout point semblable.

La section est organisée en deux parties principales :

– une première partie où l’algorithme est retranscrit en utilisant l’algèbre des fonc-
tions,

– une seconde partie où des améliorations sont proposées : les aspects calculatoires
de l’algèbre des fonctions sont détaillés et l’étape d’initialisation de l’algorithme
est étendue en utilisant des techniques d’élimination de variables.

Des illustrations linéaires [BCC05] viennent agrémenter chaque partie pour aider à la
compréhension.

4.3.2 Objectif de la décomposition

L’objectif de la décomposition est d’obtenir des sous-modèles découplés de sous-
ensembles d’entrées inconnues. Les sous-ensembles de découplage sont déterminés
suivant le principe décrit dans le chapitre 2. Ces sous-modèles découplés serviront
ensuite à la synthèse de générateurs de résidus structurés.

Pour réaliser cet objectif, les sous-modèles découplés doivent en outre vérifier des
critères de couplage par rapport aux défaillances à détecter.

Considérons le système représenté par le modèle analytique suivant :



4.3. Décomposition des modèles comportementaux temporels 77

Σ :

{

ẋ = f (x,w)
y = h(x)

,w =

















u
ρ
γ

















(4.19)

où x ∈ X ⊆ Rn, w ∈ W ⊆ Rl et y ∈ Y ⊆ Rm représentent respectivement les vecteurs
d’état, d’excitation et de sortie. Le vecteur d’excitation est composé de trois vecteurs :
u ∈ U ⊆ Rl′ le vecteur de commandes, γ le vecteur de perturbations et ρ le vecteur de
défaillances.
Le modèle Σ est décomposable en deux parties :
– une partie découplée d’un vecteur γ et couplée au vecteur ρi ,
– une seconde partie qui décrit le reste du modèle Σ et qui est couplée à γ.

Fig. 4.2 – Décomposition parallèle du modèle Σ

Le sous-modèle Σ∗ représente la dynamique découplée de l’influence du vecteur de
perturbations γ

Σ∗ :
{

ẋ∗ = f∗(x∗, y,u,ρi)
y∗ = h∗(x∗)

(4.20)

Cette décomposition est réalisée selon les techniques expliquées dans la section
précédente. En vertu de la contrainte de mesurabilité, les sorties du sous-modèle dé-
couplé y∗ peuvent s’exprimer en fonction des sorties du système complet

y∗ = h∗(x∗) = c(y) = c(h(x)) (4.21)

où c est une fonction quelconque.
La fonction de découplage φ est une fonction différentiable qui s’écrit

φ : X → X∗
: x 7→ x∗ = φ(x)

(4.22)

où X et X∗ sont les espaces d’état respectifs de Σ et Σ∗.
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Remarque 4.3.1 Le sous-modèle couplé Σ′ est complémentaire au sous-modèle Σ∗. Pour
déterminer le sous-modèle découplé, une fonction de décomposition ψ est déterminée, par
analogie avec la section précédente.

4.3.3 Méthodologie de décomposition d’un modèle temporel

Les critères et les contraintes de décomposition sont décrits en utilisant les opé-
rateurs de l’algèbre des fonctions ainsi que l’algorithme de décomposition étendu (3).
Ces critères sont appliqués aux modèles non linéaires. Des exemples de décomposition
de modèles linéaires sont donnés pour illustrer chaque notion.

Critères de décomposition

La décomposition s’effectue suivant deux critères : un critère de découplage par
rapport à γ et un critère de couplage au vecteur ρ.

Le critère de découplage

Le sous-ensemble d’états découplé de γ est calculé en utilisant l’opérateur m de
l’algèbre des fonctions :

mW−X(γ) = X
0 (4.23)

où X0 est le plus grand sous-ensemble d’états qui satisfait le critère de découplage par
rapport à γ. La notationW−X indique une paire « Entrée-État ». La fonction vectorielle
φ0 ∈DX 14 est la fonction par laquelle X0 est l’image de X, c’est-à-dire

X0 = φ0(X)

La fonction φ0 décrit le plus grand sous-ensemble de X qui est découplé de γ.
Puisque x0 = φ0(x) et que

ẋ0 =
dφ0(x)
d t

=
dφ0

dx
dx
d t
=
dφ0

dx
f (x,w)

alors la relation
∂

∂γ
f 0(x0, y,u,ρ) = 0 implique que

∂

∂γ

dφ0

dx
f (x,w) = 0 (4.24)

Toutes les fonctions φ∗ ≥ φ0 donneront des images de X qui sont contenues dans
X0. φ0 est la plus petite fonction de l’ensemble de fonctions qui satisfait le critère de
découplage.

φ0 ≤ φ∗⇔ φ∗ ∈DX et φ∗(X) ⊆ X0⇒
dφ∗
dx
∂f

∂γ
= 0 (4.25)

14DX est l’ensemble de toutes les fonctions possible sur X
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où ≤ et ≥ sont les opérateurs d’ordre de l’algèbre des fonctions. Le critère de décou-
plage s’écrit donc

φ0 ≤ φ (4.26)

où φ est la fonction de découplage et φ0 la fonction vectorielle dont les composantes
scalaires forment l’ensemble de fonctions candidates au découplage.

Le critère de couplage

A l’issu de la décomposition, il est nécessaire de vérifier si le sous-modèle Σ∗ reste
couplé au sous-ensemble d’entrées ρ.

mX−W(ρ) = Xρ (4.27)

où Xρ est le plus grand sous-ensemble d’états qui satisfait le critère de couplage par
rapport à ρ. La manière la plus directe de vérifier le couplage est d’utiliser la relation

X∗ ∩Xρ , ∅

où X∗ est l’ensemble d’états de Σ∗. Afin de ne pas alourdir l’algorithme de décomposi-
tion, une méthode indirecte est choisie :
Soit le sous-ensemble d’entrées découplé de l’ensemble d’entrées ρ et qui est donné

par le vecteur

Wρ̄ =

[

u
γ

]

Le sous-ensemble d’états associé est calculé par la relation

mX−W(Wρ̄) = Xρ̄ (4.28)

Le couplage est vérifié si la relation suivante est satisfaite

X∗ * Xρ̄

Ce critère est traduit maintenant en termes d’algèbre des fonctions :
Soit φρ la fonction qui décrit le plus grand sous-ensemble d’états Xρ̄ découplé de ρ.

∀β ∈DX : φρ ≤ β⇔
dβ
dx
∂f

∂ρ
= 0 (4.29)

Puisque
∂

∂ρ
f∗(x∗, y,u,ρ) , 0 alors

∂

∂ρ

dφ
dx
f (x,u,γ,ρ) , 0 (4.30)

Par conséquent

φρ � φ⇔
∂

∂ρ

dφ
dx
f (x,u,γ,ρ) , 0 (4.31)
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Le critère de couplage par rapport au sous-ensemble d’entrées ρ s’écrit alors

φρ � φ (4.32)

où φ est la fonction de découplage par rapport à γ et φρ est la plus grande fonction qui
satisfait

∂

∂ρ

dφρ
dx
f (x,u,γ,ρ) = 0

Illustration Si le modèle linéaire Σ exprimé par

Σ :

{

ẋ = Ax+Bu +Eγ+Kρ
y = Cx

(4.33)

alors nous cherchons à déterminer le sous-modèle découplé

Σ :

{

ẋ∗ = A∗x∗ +B∗u + Jy
y∗ = C∗x∗

(4.34)

où les matrices A∗, B∗, J∗ et C∗ sont à déterminer. La fonction de découplage est notée Φ et
permet de passer du modèle Σ au sous-modèle Σ∗.
Soit Φρ la matrice de dimension maximale qui satisfait la relation

d
(

Φρx
)

dx
∂

∂ρ
(Ax+Bu +Eγ+Kρ) =ΦρK = 0 (4.35)

où K est la matrice des entrées dont on désire garder le couplage. Le critère de couplage
Φρ �Φ s’écrit ΦK , 0 puisque

Φρ �Φ⇔ΦρK �ΦK⇔ΦK � 0⇔ΦK , 0 (4.36)

De la même manière, soit Φ0 la matrice de dimension maximale qui satisfait la relation

d
(

Φ0x
)

dx
∂

∂γ
(Ax+Bu +Eγ+Kρ) =Φ0E = 0 (4.37)

où E est la matrice des entrées à découpler. Le critère de découplage Φ0 ≤ Φ s’écrit ΦE = 0
puisque

Φ0 ≤Φ⇔Φ0E ≤ΦE⇔ΦE ≥ 0⇔ΦE = 0 (4.38)

Les contraintes de décomposition

Contrainte d’existence : la propriété d’invariance

La contrainte d’invariance stipule que la restriction de la fonction d’état F sur le
sous-ensemble X∗ = φ(X ) (l’image de X par la fonction de découplage φ) est une ap-
plication. La fonction φ est alors dite invariante par rapport à F . Cela signifie que
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la transformation φ n’altère pas la fonction F . C’est-à-dire que si l’état d’un modèle
appartient à l’ensemble X∗ (ou est défini dans le repère X∗), l’état suivant du modèle
appartient également à X∗. La trajectoire du modèle Σ évolue toujours dans X∗, si l’état
initial du système appartient à l’espace décrit par X∗.
La formulation algébrique et la formulation géométrique permettent toutes les

deux de décrire cette notion d’invariance. La formulation géométriquemet en évidence
les singularités des équations alors que la formulation algébrique apporte un degré de
abstraction plus élevé dans un souci de généricité. Dans cette partie, en règle générale,
la formulation algébrique est utilisée, avec quelques illustrations géométriques pour
clarifier des notions plus délicates. Les deux formulations restent cependant équiva-
lentes, dans le cas où l’approche géométrique est applicable.
L’opérateur m permet de calculer l’ensemble qui contient l’état futur du système

décrit par la fonction d’état f , si l’état présent du système est connu. L’opérateur M
permet de déterminer l’inverse : en ayant pour argument l’ensemble qui contient l’état
présent, M calcule l’ensemble qui contient l’état précédent du modèle Σ.
Nous allons récrire la contrainte d’invariance en utilisant l’algèbre des fonctions.

Soit φ une fonction invariante par rapport à la fonction d’état f d’un modèle Σ. La
fonction φ permet de déterminer le sous-ensemble X∗ = φ(X) ⊆ X . La relation f∗ = (φ◦f )
définie par

f∗ : φ(X)×W→ φ(X)

(φ(x),w) 7→ φ(f (x,w)) (4.39)

est une fonction. La définition (4.39) peut s’interpréter également comme

(X∗ ∪W) ⊆ (φ ◦ f )(X,W)

Puisque X∗ = φ(X) alors

(φ(X)∪W) ⊆ (φ ◦ f )(X,W) (4.40)

En utilisant la dualité entre les fonctions et les ensembles (chapitre 3), la relation
(4.40) s’écrit

ΠX×W (φ(x)) ≤ φ(f (x,w)) (4.41)

où le symbole Π représente la projection. La relation (4.41) correspond à la définition
de la paire algébrique par rapport à f (3.32). La contrainte d’invariance s’écrit alors

(φ,φ) ∈ ∆f (4.42)

Ce qui peut s’interpréter : La partition de l’ensemble X définie par la fonction φ
possède la propriété de substitution.
En suivant le même raisonnement, la contrainte d’invariance étendue s’écrit

(φ⊗ h,φ) est une paire algébrique (4.43)



82 Chapitre 4. Décomposition de modèles comportementaux pour la surveillance

Toute fonction φ qui satisfait cette contrainte permet d’obtenir un sous-modèle dé-
couplé réalisable Σ∗. Par définition le binôme (M(φ),φ) forme une paire algébrique et
M(φ) est la plus grande fonction possible qui satisfait cette condition. Par superposi-
tion avec (4.43), si φ est invariante par rapport à (f ,h) alors

M(φ) ≥ φ⊗ h (4.44)

Par analogie, si (φ⊗ h,φ) ∈ ∆f alors par définition

φ ≥m(φ⊗ h) (4.45)

Par conséquent, si les relations (4.45) et (4.44) sont satisfaites alors (φ⊗ h,φ) forme
une paire algébrique et la contrainte d’existence du sous-modèle est satisfaite.

Illustration Soit le modèle linéaire décrit par (4.33). La contrainte d’invariance s’écrit

Φ⊗C ≤M(Φ) (4.46)

où Φ(x) est la fonction de découplage et C la fonction de sortie. Puisque Φ et C sont des
matrices et si Φ et C sont linéairement indépendants, alors

Φ⊗C =Φ⊗C
[

Φ
C

]

puisque [1 | 0][Φ | C]T = Φ et [0 | 1][Φ | C]T = C. Si Φ et C ne sont pas linéairement
indépendants alors Φ ⊗C est une matrice composée des lignes linéairement indépendantes
de Φ et de C [BCC05].
Par ailleurs,M(Φ) devientM(Φ) =ΦA, puisque par définition

(∃N,Z : NM(Φ)X+ZU ≤ dΦX
dX
(AX+BU)

En négligeant les arguments qui dépendent de U, la relation précédente devient M(Φ)X =
ΦAX et par conséquentM(Φ) =ΦA.
La contrainte (4.46) s’écrit alors

N′
[

Φ
C

]

=ΦF (4.47)

où N′ ∈DX est une fonction dont il faut démontrer l’existence. Cette relation peut être com-
parée avec la condition d’invariance classique pour un modèle linéaire [Pat94] et qui s’écrit :

ΦA = A∗Φ+ JC (4.48)

avec A∗ et J définis dans l’équation (4.34). En posant

N =
[

A∗J
]

les équations (4.47) et (4.48) deviennent identiques, ce qui confirme le résultat.
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Influence du type de modèle sur le calcul du critère d’invariance

Si le modèle Σ s’écrit sous la forme

x(t +1) = f (x(t),w(t)) (4.49)

alors le critère d’invariance étendu (4.43) s’interprète par la relation

∀x ∈ X , ∀w ∈W , ∀y ∈ Y , ∃ν ∈DX : ν (φ(x), y,u) =m(φ)f (x,w) (4.50)

par contre, si Σ s’écrit
ẋ(t) = f (x(t),w(t)) (4.51)

l’équation (4.43) s’écrit alors

∀x ∈ X , ∀w ∈W , ∀y ∈ Y , ∃ν ∈DX : ν (φ(x), y,u) =
dm(φ)
dx

f (x,w) (4.52)

Contrainte de mesurabilité

La contrainte de mesurabilité vérifie que le sous-modèle découplé Σ∗ génère des
sorties qu’il est possible d’exprimer en fonction des sorties du modèle complet. Nous
partons du principe que tous les états du sous-modèle découplé sont accessibles par
mesures, c’est-à-dire que la fonction de sorties h∗ est choisie égale à la matrice identité.
La relation entre les états du sous-modèle découplé et les mesures s’écrit

∃ξ, ∃ζ : ξ(h∗(x∗)) = ζ(h(x)) (4.53)

ce qui s’écrit en termes d’algèbre des fonctions

∃ξ, ∃ζ : ξ ◦ h∗ � ζ ◦ h (4.54)

Puisque tout l’ensemble d’états de Σ∗ est mesuré, alors h∗ est une fonction identité.
La relation (4.54) devient

∃ξ, ∃ζ : ξ ◦ψ � ζ ◦ h (4.55)

Si la relation (4.55) est satisfaite, alors toutes les sorties de Σ et de Σ∗ sont cohé-
rentes.
Pour que le critère de mesurabilité soit satisfait, il suffit de démontrer qu’il existe

au moins une sortie de Σ∗ qui puisse être exprimée avec les sorties de Σ . Le critère de
mesurabilité s’écrit dans ce cas :

φ@ h , cste (4.56)

où @ est l’opération définie dans (3.30) et cste est une constante qui représente l’élé-
ment nul dans DX. La relation (4.56) exprime la contrainte de mesurabilité en termes
d’algèbre des fonctions .
Le résultat de φ�h est donné par
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φ�h = µ ◦φ = ν ◦ h , cste (4.57)

où les fonctions µ et ν sont à déterminer. Ce résultat permet de déterminer la fonction
ν en choisissant la fonction de sortie du modèle découplé µ = h∗.

Illustration Soit le modèle linéaire décrit par l’équation (4.34). L’équation (4.57) devient

Φ�H =H∗Φ = NH (4.58)

où Φ, H, H∗ et N sont des matrices linéaires. L’existence de H∗ et de N reste à déterminer. Si
N existe alors la contrainte de mesurabilité est satisfaite.

Implémentation de l’algorithme de décomposition généralisé en utilisant les opé-
rateurs de l’algèbre des fonctions

Avant de passer à la synthèse de l’algorithme de décomposition, il est nécessaire
de s’attarder sur la condition d’invariance étendue (4.43). Dans l’état, cette contrainte
permet de vérifier l’invariance de la fonction de découplage φ. Elle ne permet pas
cependant de déterminer cette fonction. La fonction de découplage φ doit satisfaire
deux conditions principales, le découplage et l’invariance (4.59), pour déterminer un
sous-modèle découplé réalisable. Ces conditions s’expriment par :

{

φ0 ≤ φ
(φ⊗ h,φ) ∈ ∆f (4.59)

où φ0 représente l’ensemble de solutions candidates. Ensuite, le sous-modèle découplé
obtenu vérifiera (ou ne vérifiera pas) les contraintes restantes de couplage et de mesu-
rabilité. Pour pouvoir vérifier la contrainte d’invariance, les relations (4.50) ou (4.52)
doivent être résolues. Nous proposons dans ce qui suit une méthode plus simple pour
vérifier la contrainte d’invariance ainsi qu’une méthode systématique qui permet de
déterminer, si elle existe, la fonction de découplage φ qui répond aux conditions (4.59).
C’est la contribution essentielle de l’algèbre des fonctions à la problématique du dé-
couplage des modèles comportementaux.
Considérons la contrainte d’invariance (4.42) :

(φ,φ) ∈ ∆f

Soit deux fonctions quelconques ξ,ζ ∈DX. A partir des propriétés des opérateursm
et M, il est connu que

(M(ζ),ζ) ∈ ∆f et (ξ,m(ξ)) ∈ ∆f (4.60)

Si (φ,φ) forme une paire algébrique, alors elle satisfait simultanément les deux re-
lations (4.60)

(M(φ),φ) ∈ ∆f et (φ,m(φ)) ∈ ∆f (4.61)
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Ce qui est vrai si et seulement si les relations suivantes sont vraies15 :

M(φ) ≥ φ et φ ≥m(φ) (4.62)

Si les relations (4.62) sont vérifiées alors φ est invariante par rapport à f .
Le problème du découplage se résume alors à trouver la fonction φ ≥ φ0 qui rem-

plit les conditions m(φ) ≤ φ et M(φ) ≥ φ. Cette formulation permet de simplifier la re-
cherche de φ puisque il n’est plus nécessaire de résoudre les relations (4.50) ou (4.52).
Le cas de l’invariance étendue est similaire, pour raccourcir l’exposé, seuls les ré-

sultats sont présentés :

Théorème 4.1 Une fonction φ de DX est invariante par rapport à (f ,h) si elle remplit les
conditions suivantes :
– m(φ⊗ h) ≤ φ,
– M(φ) ≥ φ⊗ h.

Ce résultat sert de base à la synthèse de l’algorithme de décomposition.
Le théorème 4.2 introduit par A.Ye. Shumsky [Shu91] permet de déterminer la

fonction φ qui répond aux critères
– φ ≥ φ0,
– m(φ⊗ h) ≤ φ.

Théorème 4.2 Soit la relation de récurrence suivante

φi+1 =m(φi ⊗ h)@φi

avec i = 0,1, . . . ,n. Si φk+1 ≡ φk pour une étape quelconque k, alors φ∗ = φk est la fonction
minimale 16 qui remplit

{

φ0 ≤ φ∗
m(φ∗ ⊗ h) ≤ φ∗ (4.63)

Remarque 4.3.2 Si le modèle Σ s’écrit sous la forme (4.49) :

x(t +1) = f (x(t),x(t))

alors la fonction φ∗ fournie par le théorème 4.2, répond à la contrainte d’invariance et de
découplage, car dans ce cas précis l’opérateurM est monotone et la relation

M(φ) ≥ φ⊗ h (4.64)

est vérifiée automatiquement. Par contre si Σ s’écrit sous la forme (4.51) :

ẋ(t) = f (x(t),x(t))

alors la relation (4.64) n’est plus garantie, carM n’est pas toujours monotone.
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Entrées : φ∗
Données : h
Initialisation : φ1 ≥ φ∗ où φ1 est une composante élémentaire de φ∗ ;
début
tant que h⊗φ1 ⊗ · · · ⊗φj �M(φj) faire
Déterminer φj+1 tel que
– φj+1 ≥ φ∗ ;
– h⊗φ1 ⊗ · · · ⊗φj ⊗φj+1 ≤M(φj) ;
j=1;

Incrémenter j ;

φ = φ1 ⊗ · · · ⊗φj ;
fin
Sorties : φ

Algorithme 4 : Détermination de φ à partir de φ∗

L’étape suivante consiste à vérifier la relation (4.64)

M(φ) ≥ φ⊗ h

L’algorithme suivant permet de déterminer la fonction φ, telle que φ ≥ φ∗, qui sa-
tisfait la relation (4.64) :
La fonction φ ainsi obtenue est découplée du sous-ensemble d’entrées W′ et inva-

riante par rapport à la fonction d’état f .
L’algorithme complet de décomposition est obtenu en incorporant la contrainte de

mesurabilité et en testant le sous-modèle obtenu pour vérifier le couplage. La mesura-
bilité intervient comme une étape intermédiaire entre le calcul des fonctions φ∗ et φ. La
mesurabilité de φ∗ est vérifiée et l’algorithme 4 est initialisé en choisissant φ1 = φ∗ @ h
L’algorithme complet est décrit par le pseudo-code 5.
A l’issue de l’algorithme (5), si le critère de couplage n’est pas rempli, il est néces-

saire de relâcher le critère de découplage. Dans le cas contraire les critères de couplage
et de découplage ne peuvent pas être remplis simultanément.

Remarque 4.3.3 La décomposition d’un modèle linéaire Σ (4.33) peut-être réalisée avec
plus de facilité que par la méthode décrite par l’algorithme 5 [BCC05]. En utilisant une
procédure basée sur la mise sous forme canonique de Kronecker [FW89] et la méthode de
synthèse de filtres présentée dans [Mir79], l’algorithme 5 dans le cas spécifique des systèmes
linéaires s’écrit comme suit (algorithme 6).
La structure de l’algorithme 6 diffère de l’algorithme dans le cas général. En effet la pre-

mière itération sert à déterminer la matrice d’injection de sorties. Ce résultat est ensuite
utilisé dans la seconde itération pour déterminer la matrice Φ selon la méthode générale.
Le sous-modèle Σ∗ obtenu est découplé des entrées γ et couplé aux entrées ρ. Notons que

l’algorithme original reste valable est donne un résultat équivalent.

15voir propriétés de l’algèbre des fonctions au chapitre 3
16Rappelons que plus une fonction est de dimension réduite, plus le sous-ensemble qu’elle décrit est
grand.
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Entrées : Σ(X,W,Y, f ,h)
Données : i = 0,j = 0 (compteurs)
Sorties : φ (fonction de décomposition)
début

φ0 =mW−X(γ′) où γ′ est la fonction qui réalise γ′(W) = γ ;
β0 =mW−X(ρ′) où ρ′ est la fonction qui réalise ρ′(W) =W− ρ ;
ξ0 = φ0 tant que ξi � ξi−1 faire

ξi+1 =m(ξi ⊗ h)@ ξi ;
fin
φ∗ = ξi ;
φ1 = φ∗ @ h = ν ◦ h ;
j = 1 ;
tant que h⊗φ1 ⊗ . . .⊗φj �M(φj) faire
Prendre la plus grande fonction φj+1 telle que
– φ∗ ≤ φj+1 ;
– h⊗φ1 ⊗ . . .⊗φj+1 ≤M(φj) ;
incrémenter j ;

fin
φ = φ1 ⊗φ2 ⊗ . . .⊗φj ;
si φ ≥ β0 alors
retourner Critère de couplage non rempli par φ

sinon
retourner Critère de couplage rempli par φ

fin
fin
Algorithme 5 : Algorithme complet de découplage en termes d’algèbre des fonctions
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Données : A,B,C,E,K
Sorties : Φ,A∗,B∗, J,N
début

Φ1 = E@C =ΨC ;
k = 1 ;
j = 1 ;
tant que JCFk , J1YFk−1 + J2CFk−2 + · · ·+ JkC faire
incrémenter k ;

fin
tant que j , k− 1 faire

Φj+1 =ΦjA− JjC ;
incrémenter j ;

fin
A∗ =ΦA ;
B∗ =ΦB ;
N =Φ1 ;
retourner Σ∗

fin
Algorithme 6 : Algorithme de décomposition pour un modèle temporel linéaire

4.3.4 Exemple de décomposition de modèles temporels

Décomposition d’un modèle linéaire

Un exemple tiré de [CP99] est traité pour illustrer la méthode de décomposition.
Sans entrer dans les détails de la modélisation, le processus est représenté par le mo-
dèle suivant

{

ẋ = Ax+Bu +Eγ+Kρ
y = Cx

(4.65)

avec

A =

























−3.6 0 0 0
0 −3.6702 0 0.0702
0 0 −36.2588 0.2588
0 0.6344 0.7781 −1.4125

























,E =

























1
20.758
0
0

























B =

























1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

























,C =

















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

















,K =

























1 0
1 0
0 1
0 0

























(4.66)

La première étape est de déterminer la fonction Φ0 qui répond au critère de décou-
plage par rapport à γ.
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Φ0.

























1 0
20.758 0
0 1
0 0

























= [0 0]⇒Φ0 =
[

−20.7588 1 0 1
]

Pour la deuxième étape il s’agit de déterminer la matrice d’injection de sorties de
J de dimension suffisante pour satisfaire la contrainte d’invariance (4.46). On pose
Φ1 =Φ0 @C = νCH où ν est une fonction à déterminer.

Φ1 =
[

−20.7588 1 0 0
]

– J = [j1 j2 j3] : Est ce que Φ1F = JC ?

[

74.736 −3.6702 0.0 0.0702
] ?
=

[

j1 j2 j3 0
]

Ce qui est impossible. Une ligne supplémentaire est ajoutée à J

– J =

[

j1 j2 j3
j4 j5 j6

]

: Est ce que Φ1F2 = J1CA+ J2C?

Cette matrice J satisfait la contrainte d’invariance :

J =

[

a b 3.86 (−0.0702b− 0.0049)
3.6a− 269.049 3.67b+13.47 140.10 (−0.0702b− 0.0049)

]

où a,b sont des réels quelconques. En posant a = b = 1, J devient

J =

[

1 1 −0.29
−265.45 17.14 −10.52

]

La matrice de découplage Φ est construite suivant l’algorithme 4.46 :
– Φ1 = [−20.7588 1 0 0]
– Φ2 =Φ1A− J1C

Φ2 =
[

73.736 −4.67 0.29 0.07
]

Le système découplé Σ∗ est donné par

{

ẋ∗ = A∗x∗ +B∗u + Jy
y∗ = C∗x∗ = νy

avec

A∗ =
[

0 1
0 0

]

B∗ =
[

−20.76 1.0 0.0
73.736 −4.67 0.29

]

J =

[

1 1 −0.29
−265.45 17.1402 −10.52

]

C∗ =
[

1 0
]

ν =
[

−20.758 1 0
]
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Décomposition d’un modèle non linéaire

Considérons le système suivant











































ẋ1 = x2x3 +u1 +γ
ẋ2 = x2x3 − x42 +u1 − ρ
ẋ3 = x42 − x4x5 + x62
ẋ4 = x1x4x5 + x2x3u2
ẋ5 = x4 + x3u3
ẋ6 = x2x3 + x5u2



















y1 = x2
y2 = x3
y3 = x5

(4.67)

où γ représente la perturbation, et ρ représente la défaillance à détecter.
En premier lieu, le critère de découplage (4.26) est vérifié

d f
dγ
=

[

1 0 0 0 0 0
]T

(4.68)

Cela veut dire que les états x2, · · · ,x6 sont structurellement découplés de la dé-
faillance. La fonction vectorielle φ0(x) est la fonction qui transpose le vecteur d’état
initial vers une forme structurellement découplée de la perturbation et qui satisfait la
condition (4.24)

φ0(x) =



































0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1



































x =
[

x2 x3 x4 x5 x6
]T

(4.69)

Par analogie, les états découplés de la défaillance sont regroupés dans le vecteur
β0(x) (4.32)

β0(x) =



































1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1



































x =
[

x1 x3 x4 x5 x6
]T

(4.70)

Si la relation β0 � φ0 est satisfaite, alors le sous-modèle Σ∗ est couplé à ρ.
La détermination de la partie invariante de φ0, notée φ∗, est réalisée en utilisant le

théorème 4.2
La première itération donne

φ1 = φ0 @m(φ0 ⊗ h)
= [x2 x3 x4 x5 x6]

T
@m

(

[x2 x3 x4 x5 x6]
T
)

φ1 = [x2 x3 x5 x6]
T
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Puisque φ1 � φ0, une seconde itération est nécessaire

φ2 = φ1 @m(φ1 ⊗ h)
=

[

x2 x3 x5 x6
]T

@m
(

[

x2 x3 x5 x6
]T

)

φ2 =
[

x2 + x3 +
1
2
x5
2 x6

]T

On remarque que φ2 � φ1, une troisième itération est nécessaire

φ3 = φ2 @m(φ2 ⊗ h)
=

[

x2 x3 x5 x6
]T

@m
(

[

x2 x3 x5 x6
]T

)

φ3 =
[

x2 + x3 +
1
2
x5
2 x6

]T

Puisque φ2 ≡ φ3, alors la fonction

φ∗ = φ3 =
[

x2 + x3 +
1
2
x5
2 x6

]T

La dernière étape du processus de décomposition consiste à vérifier la relation

M(φ) ≥ h⊗φ
avec φ ≥ φ∗, en passant par les itérations de l’algorithme 4 :
1. A la première étape, l’algorithme itératif est initialisé avec une fonction qui sa-
tisfait la contrainte de mesurabilité :

φ1 = φ
∗
@ h =

[

x2 + x3 +
1
2
x5
2
]

2. La relation M(φ) ≥ φ⊗ h est vérifiée

h⊗φ1 =
[

x2 x3 x5
]T
�M(φ1)

La condition n’est pas vérifiée puisque

M(φ1) =
[

x2x3 x5x3 x
2
6

]T

3. La fonction φ2 est choisie telle que

φ2 =
[

x6
]

pour satisfaire la relation

φ2 ≤ φ∗ et h⊗φ1 ⊗φ2 ≤M(φ1)
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4. La condition M(φ) ≥ φ⊗ h est vérifiée une seconde fois

h⊗φ1 ⊗φ2 =
[

x2 x3 x5 x6
]T ≤M(φ2)

Cette fois-ci la condition est remplie puisque

M(φ2) =
[

x2x3 x5
]T

5. La fonction de décomposition φ est donnée par la relation

φ = φ1 ⊗φ2 =
[

x2 + x3 +
1
2
x5
2 x6

]T

Finalement, la condition de couplage est vérifiée

φ@ β0 = x6 � φ

puisque β0 � φ, alors le sous-modèle Σ∗ est couplé à l’entrée ρ. La fonction de décou-
plage φ est donnée par

φ =















x2 + x3 +
1
2
x5
2

x6















(4.71)

Le sous-modèle découplé Σ∗ est obtenu en appliquant la fonction φ sur le système
Σ :

Σ
φ−→ Σ∗

x∗ = φ(x) −→ ẋ∗ =
dφ
dx
ẋ

Le sous-modèle Σ∗ est donné par

Σ∗



















ẋ∗1 = ẋ2 + ẋ3 + x5ẋ5
= x∗22 + y1y2 +u1 + y3y2u3 − ρ

ẋ∗2 = ẋ6 = y1y2 + y3u2
(4.72)

avec y∗ = x∗1 et

y∗ = c(y) = φ@ h = y1 + y2 +
1
2
y3
2

4.3.5 Aspects calculatoires

Objectif

Cette section est consacrée aux aspects calculatoires de l’algorithme 5. Elle est com-
posée de deux parties indépendantes :
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1. la première partie détaille le calcul des éléments de l’algèbre des fonctions. Tous
les opérateurs et opérations sont revus en détail et des idées nouvelles sont pré-
sentées, en particulier pour le calcul de l’opérateur «m » [BCC06b],

2. la seconde partie est consacrée à l’extension de l’étape d’initialisation de la mé-
thode de décomposition. Des idées pour optimiser le choix de l’ensemble des
fonctions candidates φ0 sont proposées. Les optimisations sont rendues possibles
grâce à l’utilisation des techniques d’élimination de variables [BCCJ06, BCC06a].

Ces deux points permettent d’étendre la méthodologie de décomposition, et de pro-
poser des solutions aux cas qui n’étaient pas éligibles à la décomposition en utilisant
l’approche originelle proposée dans [Zhi97]. Par ailleurs, les opérateurs de l’algèbre
des fonctions étant relativement nouveaux et peu connus, aucune étude de leur uti-
lisation concrète n’existe. Les méthodes de calcul proposées ici permettent d’utiliser
les opérateurs de l’algèbre des fonctions sans rentrer dans les détails théoriques et de
construire des algorithmes de calcul faciles à implémenter en langage informatique,
en utilisant par exemple un logiciel de calcul symbolique tel queMaxima, avec lequel
les calculs de ce mémoire ont été effectués.

Calcul des opérateurs de l’algèbre des fonctions

Les méthodes de calcul des opérateurs de l’algèbre des fonctions sont données dans
cette section. Les idées de base sont inspirées de [ZS93]. En outre, des propositions sont
faites pour le calcul des différents opérateurs, notamment une méthode alternative
proposée pour le calcul de l’opérateur m.

a. Relations d’ordre ≤ et ≡
Soit les fonctions indépendantes α : X→ S et β : X→ T. La fonction α est inférieure
ou égale à la fonction β : α ≤ β si la relation suivante est satisfaite

rang

[

dα
dx

]

= rang





















dα
dx
dβ
dx





















(4.73)

où
dα
dx
,
dβ
dx
sont les Jacobiennes des fonctions vectorielles α et β, et rang représente le

rang générique.

Illustration Soit les fonctions vectorielles α(x) = [x1x2 | x3]T et β(x) = [x1x2x3] avec x =
[x1 | x2 | x3]T. On constate que α ≤ β puisque

rang

([

x2 x1 0
0 0 1

])

= rang

































x2 x1 0
0 0 1
x2x3 x1x3 x1x2

































= 2 (4.74)

Considérons à présent la fonction α′(x) = [x1x2 + x3 | x1x2]T. A partir de la relation qui
suit
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rang

([

x2 x1 0
0 0 1

])

= rang

















































x2 x1 0
0 0 1
x2 x1 1
x2 x1 0



















































= rang

([

x2 x1 1
x2 x1 0

])

= 2

il apparaît que α ≡ α′ .

b. L’opération ⊗
α et β sont deux fonctions vectorielles telles que α : X→ S et β : X→ T. Si α et β sont

indépendantes alors le résultat de l’opération α⊗ β est donné par

α⊗ β =
[

α
β

]

(4.75)

Si α et β sont dépendantes i.e.

rang

[

dα
dx

]

+ rang

[

dβ
dx

]

, rang





















dα
dx
dβ
dx





















(4.76)

alors le résultat α⊗β est constitué des composantes de α et de β qui sont indépendantes
(toutes les lignes redondantes sont éliminées).

c. L’opération @

Soit une fonction g : X→ S∩T telle que g = α@β. Toutes les composantes de g, notées
gi , satisfont les relations

rang





















dα
dx
dgi
dx





















= rang

[

dα
dx

]

et rang





















dβ
dx
dgi
dx





















= rang

[

dβ
dx

]

(4.77)

où les
d
dx
représentent des Jacobiennes. Des équations différentielles partielles sont

déduites de ces égalités, pour le calcul de chaque composante gi de g :



























N

[

dα
dx

]

=

[

dgi
dx

]

N′
[

dβ
dx

]

=

[

dgi
dx

] (4.78)

où N et N′ sont des matrices non nulles. La fonction g = α@ β est alors donnée par

g = g1 ⊗ · · · ⊗ gi
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Illustration Soit les fonctions α = [x1x2|x3]T et β = [x1|x2]T. Le résultat α ⊗ β est donné
par

α⊗ β = δ = [x1x2|x3]T

puisque

δ ≤ α , δ ≤ β et [x1|x2]T ≤ [x1x2] (4.79)

Le calcul de α�β passe par la résolution des équations suivantes



























N

[

x2 x1 0
0 0 1

]

=

[

∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

∂g1
∂x3

]

N′
[

1 0 0
0 1 0

]

=

[

∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

∂g1
∂x3

] (4.80)

et le résultat est donné par

dg1
dx
= [x2 | x1 | 0]⇒ g = α�β = [x1x2] (4.81)

Nous pouvons vérifier l’exactitude de ce résultat en utilisant la relation (4.78)

rang

















x2 x1 0
0 0 1
x2 x1 0

















= rang

















1 0 0
0 1 0
x2 x1 0

















= 2 (4.82)

d. Calcul de l’opérateur maximalM
Considérons β(x) = [β1(x) | · · · | βl(x)]T et f (x,u) deux fonctions vectorielles où les

βi(x) sont des fonctions scalaires. M(β) est déterminé par la relation

M(β) = M(β1)⊗ · · · ⊗M(βi)⊗ · · · ⊗M(βl)

Pour calculer les différents M(βi), la définition (3.34) est utilisée pour obtenir la
relation suivante

dβi
dx
f (x,u) = ν(α1(x), · · · ,αp(x),u) (4.83)

Les fonctions scalaires α1(x), · · · ,αp(x) avec p ∈ N sont déterminées en utilisant
l’équation (4.83).
Supposons que ν =

∑

αj(x)bj(u) où les bj sont des fonctions linéaires. La relation
(4.83) devient

dβi
dx
f (x,u) =

∑

αj(x)bj(u) (4.84)

Pour des fonctions bj indépendantes, la fonction vectorielle α(x) = α1(x)⊗· · ·⊗αp(x)
permet d’exprimer l’expression

dβi
dx
f (x,u) i.e
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α ≤ dβi
dx
f (x,u) (4.85)

A partir des relations (4.85) et (4.85), α est la plus grande fonction qui forme une
paire algébrique à gauche avec α et par conséquent

M(βi) = α (4.86)

Si les différents bj sont dépendants alors les fonctions αj qui correspondent aux bj
dépendants, ne participent pas au calcul de la fonction α.

Remarque 4.3.4 Si la fonction ν de l’équation (4.83) a une forme plus générale, les dif-
férentes fonctions αi de la relation (4.84) doivent remplir une condition supplémentaire
[ZS93]. S’il existe r valeurs d’entrée u = w1, u = w2,. . ., u = wr telles que

βi(f (x,w1))⊗ βi(f (x,w2))⊗ · · · ⊗ βi(f (x,wr)) ≤ αi (4.87)

pour chaque i = 1..p, alors
M(βi) = α1(x)⊗ · · · ⊗αp(x) (4.88)

e. Calcul de l’opérateur minimal m
Le calcul de m(α) pour une fonction vectorielle α(x) donnée, se fait en utilisant la

définition (3.33) :

ν(α(x),u) ≤ dm(α)(x)
dx

f (x,u) (4.89)

où ν est une fonction à déterminer. En utilisant la relation (4.73), la relation (4.89)
devient

rang

























dα
dx

dmi(α)
dx

d f
dx
+ f T

(

d
dx

(

dmi(α)
dx

))T

























= rang

[

dα
dx

]

(4.90)

où les mi(α) sont les composantes ligne de la fonction vectorielle m(α)(x). Par analogie
avec (4.73), des équation différentielles partielles sont déduites de la relation (4.90), et
la détermination de m(α) passe par leur résolution.
Cet ensemble d’équations peut se révéler difficile à résoudre dans le cas général.

D’un autre coté, une solution particulière serait satisfaisante pour calculer m, et l’hy-
pothèse

d
dx

(

dmi(α)(x)
dx

)

= 0 (4.91)

est faite pour obtenir une solution simple (si cette solution simple existe). L’équation à
résoudre s’écrit maintenant sous la forme
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dmi(α)
dx

d f
dx
= N
dα
dx

(4.92)

pour une matrice N non nulle à déterminer. La relation (4.92) représente un ensemble

d’équations linéaires en
∂mi(α)
∂xi

f. Calcul alternatif de l’opérateur m
Le cas où la relation (4.92) ne possède pas de solution est délicat, puisque le calcul
de l’opérateur «m » passe alors par la résolution de l’équation (4.90). Pour remédier à
cette situation, une solution alternative est proposée.
D’après les propriétés de l’opérateur «m », pour deux fonctions quelconques α et α′

de DX la relation suivante est vérifiée

α ≡ α′⇒m(α) ≡m(α′) (4.93)

Ce qui veut dire que pour deux fonctions équivalentes17 α et α′, les résultatsm(α) et
m(α′) sont également équivalents. En utilisant cette propriété, le calcul de l’opérateur
«m » pour un argument qui impose des calculs complexes, peut être substitué par le
calcul de «m » pour un autre argument αeq équivalent au premier. La complexité des
équations (4.90) est alors évitée.
Le choix de la fonction de substitution αeq doit être réalisé avec soin. Le critère de

choix à prendre en compte est de faciliter la résolution des équations (4.92) ou (4.90).
A cet effet, la connaissance de la fonction f ou de sa structure permettent de faciliter
ce choix.
L’idée proposée ici est inspirée des méthodes de résolution des équations différen-

tielles. La fonction de substitution αeq est déterminée non pas sur DX mais sur Df (X)18.
Par exemple, si la fonction f a la forme

fi(x,u) = a(i,1)(x)b(i,1)(u) + · · ·+ a(i,w)(x)b(i,w)(u) (4.94)

où les fonctions fi(x,u) sont les composantes lignes f (x,u), alors la fonction de substi-
tution αeq est donnée par

αeq = a(1,1)(x)⊗ · · · ⊗ a(i,v)(x) (4.95)

où les différentes fonctions a(1,1)(x), · · · , a(i,v)(x) sont indépendantes et la relation α ≤
a(i,j)(x) est satisfaite pour tous les i = 1..n et j = 1..v .

Remarque 4.3.5 Si aucune fonction équivalente à α ne peut être trouvée (ou n’apporte pas
la simplification de calculs escomptée) et dans le cadre de la décomposition avec critère de
découplage, αeq peut être choisie telle que

αeq ≥ α
17dans le sens de la relation d’ordre ≤ sur DX
18Df (X) est ensemble des fonctions sur l’ensemble (resp. l’espace vectoriel) image de (resp. espace) X
par la fonction f
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puisque cela implique que

m(αeq) ≥m(α)
La fonction αeq ainsi choisie doit, si possible, vérifier la relation

αeq @ h , cste

sous peine d’échouer à la vérification de la mesurabilité du sous-modèle obtenu.
Cette substitution ne perturbe pas le déroulement de l’algorithme de décomposition 5 et

permet en particulier de mener à terme la procédure itérative du théorème 4.2.

Illustration Soit la fonction f suivante

f (x,u) = [x2x3 +u | x2 + x2x3 | x1]T ,x = [x1 | x2 | x3]T (4.96)

Posons β(x) = I3x3x = [x1 | x2 | x3]T. Pour calculerM(β(x)), les relations (4.83) et (4.88)
sont utilisées :

M(β)(x) = [x2x3 | x2 | x1]T (4.97)

Posons α(x) = I3x3x. La détermination de m(α(x)) en utilisant la relation (4.92) ne per-
met pas d’obtenir une solution. Prenons la fonction

αeq(x) = [x2x3 | x1 | x2]T

La fonction αeq vérifie la relation α ≡ αeq et m(αeq) est donnée par

m(αeq)(x) = [x3 | − x1 + x2 | x1]T (4.98)

Ce résultat peut être subsitué à m(α) puisque m(α) ≡m(αeq).

Extension de l’algorithme de décomposition par l’utilisation des techniques d’éli-
mination de variables

Si l’emploi de l’algorithme 5 ne permet pas de déterminer un sous-modèle décou-
plé, il est possible que c’est la conséquence de la taille insuffisante de l’ensemble des
fonctions candidates à la décomposition représenté par la fonction φ0. Dans cette sec-
tion une transformation préalable dumodèle est proposée, afin que l’ensemble de fonc-
tions candidates soit le plus important possible. Cette transformation est obtenue en
utilisant des techniques d’élimination de variables. La transformation présentée dans
cette section permet de traiter le cas où les entrées à découpler sont injectées linéaire-
ment. Elle est obtenue en utilisant l’algorithme d’élimination de Gauss. Le traitement
du cas où l’injection est non linéaire, par exemple une injection multiplicative d’en-
trées, reste une perspective en cours de développement.
L’avantage de cette approche est la facilité d’utilisation : des algorithmes efficaces

et rapides existent, et peuvent être implémentés sur la plupart des logiciels de calcul
symbolique tels queMaple©,MuPad©, ouMaxima.
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Détermination de la transformation préalable pour une injection linéaire d’entrées
à découpler

Si la fonction φ0 obtenue par le biais de la relation (4.25) ne satisfait pas l’un des
critères de décomposition, et si la relation (4.99)

rang

[

∂f (x,u,ρ,γ)
∂γ

]

< n (4.99)

où n représente la dimension de f , est vérifiée, alors une transformation préalable du
modèle à décomposer est susceptible d’améliorer (ou de faciliter) la décomposition.
Cette transformation est obtenue en éliminant les variables à découpler γ du modèle à
décomposer.
L’ordre d’élimination est donné par la séquence suivante

γ1 > · · · > γk1 > x1 > · · · > xn > u1 > · · · > ul > ρ1 > · · · > ρk2 (4.100)

les variables les plus à gauche sont à éliminer en priorité. Puisque l’objectif de la dé-
composition est d’obtenir un sous-modèle découplé de γ et couplé à ρ, les entrées γ
sont à éliminer en priorité et les entrées ρ ne doivent pas être éliminées. Si l’entrée à
découpler intervient sous forme linéaire (injection linéaire), le modèle apparaît sous la
forme suivante

Σ

{

ẋ = f (x,u,ρ) + Eγ
y = h(x)

(4.101)

où E est une matrice linéaire. La relation (4.24) stipule que l’ensemble des fonctions de
décomposition possibles φ0 serait plus grand si l’influence de γ sur le modèle venait
à diminuer. La transformation T permet de réduire cette influence. Puisque l’injection
est linéaire, la transformation T est une matrice qui transforme la matrice d’injection
de la perturbation E.

TE = É =

[

D
0

]

(4.102)

où D est une matrice diagonale. Le modèle (4.101) est transformé en conséquence

f (x,u) +Kρ+Eγ
T
⇛ Σ̃

{

f̃1(x̃,u,ρ) +Dγ
f̃2(x̃,u,ρ)

(4.103)

Il n’est pas nécessaire de déterminer le résultat de la transformation des équations
d’état (f̃1, f̃2). En réalité, seules les équations qui éliminent le signal γ sont utiles.
Puisque rang[E] = rang[D] = r, la transformation T génère (n − r) états découplés for-
mellement par rapport à l’influence des entrées γ. La matrice de transformation T est
déterminée à partir de E par élimination gaussienne.
Le calcul de la matrice T n’est pas toujours évident. En appliquant l’algorithme

d’élimination gaussienne sur E, une matrice É est obtenue. Si E n’est pas carrée mais
rectangulaire, alors T peut pas être obtenue par la relation
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T = ÉE−1 (4.104)

La solution vient de l’utilisation de la pseudo inverse de E

E+ =
(

ETE
)−1
ET (4.105)

avec la contrainte que E soit de rang plein colonne. La matrice de transformation T est
alors donnée par

T = ÉE+ (4.106)

L’objectif visé par la détermination de T est l’obtention de nouvelles fonctions can-
didates afin d’augmenter la fonction d’initialisation φ0 ce qui améliore les perfor-
mances de l’algorithme de décomposition.

T =



























t1,1 . . . . . . t1,n
tr,1 . . . . . . tr,n
tr+1,1 . . . . . . tr+1,n
tn,1 . . . . . . tn,n

}

φ0



























(4.107)

où tj,k sont les composantes de T. Les éléments de φ0 sont les combinaisons des états
du modèle qui éliminent le signal de perturbation.

Exemple de décomposition pour une injection linéaire de défaillances

Considérons le système suivant :



































ẋ1 = x2x3 +u1 +γ
ẋ2 = x42 + ρ+γ
ẋ3 = x4x5 +γ
ẋ4 = x1x4x5 + x2x3u2
ẋ5 = x4 + x3u3



















y1 = x1
y2 = x4
y3 = x5

(4.108)

où γ représente la perturbation et ρ représente la défaillance à détecter. La fonction
d’initialisation φ0 est déterminée en utilisant la relation 5

φ0(x) = [x4 | x5]T (4.109)

La fonction φ0(x) sélectionne les états qui ne sont pas influencés par la perturba-
tion γ. Par analogie, les états qui ne sont pas influencés par la défaillance forment la
fonction β0(x) (4.32) :

β0 = [x1 x3 x4 x5]
T (4.110)

L’étape suivante consiste à déterminer φ∗ qui est la partie de φ0 qui satisfait

m(φ∗ ⊗ h) ≤ φ∗
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Le théorème 4.2 est utilisé pour déterminer φ∗.
La première itération donne

φ1 = φ0 @m(φ0 ⊗ h)
= [x4 x5]

T
@m

(

[x1|x4 x5]T
)

= [x4] (4.111)

Puisque φ1 � φ0, alors une seconde itération est nécessaire

φ2 = φ1 @m(φ1 ⊗ h)
= [x4]@m

(

[x1 x4 x5]
T
)

= [x4] (4.112)

Puisque φ1 ≡ φ2, alors φ∗ = [x4].
Le critère de couplage n’est pas satisfait, puisque β0 ≤ φ∗. Cela implique que le

sous-modèle découplé généré à partir de φ∗ ne sera pas couplé à la défaillance.
Une solution peut être obtenue en utilisant la transformation du modèle proposée

précédemment. La méthode de Gauss est utilisée pour éliminer la perturbation γ d’un
maximum d’équations.
Le système devient



































˙̃x1 = ẋ1 = (x̃1 − x̃2)(x̃1 − x̃2 − x̃3) +u1 +γ
˙̃x2 = ẋ1 − ẋ2 = (x̃1 − x̃2)(x̃1 − x̃2 − x̃3)− x̃24 +u1 − ρ
˙̃x3 = ẋ2 − ẋ3 = x̃4(x̃4 − x̃5) + ρ
˙̃x4 = ẋ4 = x̃1x̃4x̃5 + (x̃1 − x̃2)(x̃1 − x̃2 − x̃3)u2
˙̃x5 = ẋ5 = x̃4 + (x̃1 − x̃2 − x̃3)u3



















ỹ1 = x̃1
ỹ2 = x̃4
ỹ3 = x̃5

(4.113)

La fonction φ0 est donnée par

φ0 = [x̃2 x̃3 x̃4 x̃5]
T (4.114)

Par analogie, les états qui ne sont pas influencés par la défaillance forment β0(x)

β0 = [x̃1 x̃4 x̃5]
T (4.115)

Nous constatons que β0 � φ0.
A présent la fonction φ∗ est recherchée. La première itération du théorème 4.2

donne
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φ1 = φ0 @m(φ0 ⊗ h)
= [x̃2 x̃3 x̃4 x̃5]

T
@m

(

[x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 x̃5]
T
)

= [x̃2 x̃3 x̃4]
T (4.116)

Puisque φ1 � φ0, une seconde itération est nécessaire

φ2 = φ1 @m(φ1 ⊗ h)
= [x̃2 x̃3 x̃4]

T (4.117)

Puisque φ1 ≡ φ2, alors φ∗ = [x̃2 x̃3 x̃4]T. Par ailleurs, β0 � φ∗, ce qui implique que le
sous-modèle généré pourra éventuellement être sensible à la défaillance.
L’étape suivante est la détermination du modèle Σ∗ en sélectionnant les fonctions

qui satisfont la contrainte M(φ) ≥ (φ⊗ h) en utilisant l’algorithme 4
1. La première itération initialise l’algorithme avec une fonction qui satisfait la
contrainte de mesurabilité :

φ1 = φ
∗
@ h = [x̃4]

2. La condition M(φ) ≥ (φ⊗ h) est vérifiée une première fois pour φ1 :
h⊗φ1 = [x̃1 | x̃4 | x̃5]T �M(φ1)

La condition n’est pas satisfaite puisque

M(φ1) = [x̃1x̃4x̃5 | x̃2x̃3 | x̃1x̃3 | x̃1x̃2 | x̃21 | x̃22]T

3. Une seconde itération est initiée, en choisissant la fonction

φ2 = [x̃2 | x̃3]T

qui satisfait
φ2 ≤ φ∗ et h⊗φ1 ⊗φ2 ≤M(φ1)

4. La condition M(φ) ≥ (φ⊗ h) est vérifiée une seconde fois
h⊗φ1 ⊗φ2 = [x̃1 | x̃2 | x̃3 | x̃4 | x̃5]T ≤M(φ2)

Il apparaît que la condition est satisfaite pour cette fonction φ puisque

M(φ2) =
[

x̃2x̃3 | x̃1x̃3 | x̃1x̃2 | x̃21 | x̃22 | x̃24 | x̃4x̃5
]T

5. La fonction de décomposition φ est donnée par

φ = φ1 ⊗φ2 = [x̃2 | x̃3 | x̃4]T

Puisque φ@β0 = x̃4 , cste⇔ β0 � φ, alors le système Σ∗ est sensible à la défaillance.
La description de Σ∗ est donnée par



















ẋ∗1 = ˙̃x2 = (y1 − x∗1)(y1 − x∗1 − x∗2)− ỹ22 +u1
ẋ∗2 = ˙̃x3 = ỹ2(ỹ2 − ỹ3)
ẋ∗3 = ˙̃x4 = ỹ1ỹ2ỹ3 + (y1 − x∗1)(y1 − x∗1 − x∗2)u2

(4.118)

avec y∗ = x∗3 et c(ỹ) = ỹ2
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4.3.6 Conclusion

Le principe de la décomposition de modèles temporels avec des critères de cou-
plage et de découplage a été présentée et illustrée par des exemples. La méthode de
découplage présentée dans [Shu91, ZS93] a été tout d’abord développée et discutée.
Des solutions ont ensuite été proposées pour améliorer l’algorithme de décomposi-
tion :
– une approche alternative de calcul pour certains opérateurs de l’algèbre des fonc-
tions est proposée, ainsi que le détail du calcul des autres opérateurs,

– une optimisation de l’étape d’initialisation est suggérée. La recherche du plus
grand ensemble de fonctions candidates est réalisée en minimisant au préalable
l’influence formelle de l’entrée à découpler grâce à l’utilisation de techniques
d’élimination de variables. Le cas de l’injection linéaire des entrées est traité en
utilisant l’élimination Gaussienne. Le cas non linéaire est une perspective en dé-
veloppement.

Le résultat de la décomposition se présente sous la forme de sous-modèles décou-
plés qui sont par la suite utilisés pour la génération de résidus structurés (voir chapitre
2).

4.4 Décomposition des modèles comportementaux évé-
nementiels

4.4.1 Introduction et objectifs

Cette section est consacrée à la décomposition des modèles événementiels. La mé-
thodologie décrite pour le cas général est reformulée en utilisant les outils de l’algèbre
des paires. Les critères et les contraintes de la décomposition sont traduits pour cor-
respondre aux modèles représentés par des machines séquentielles. La réécriture des
contraintes de décomposition permet de montrer les analogies entre des notions liées
aux modèles temporels et celles liées aux modèles événementiels, notamment en ce qui
concerne le critère d’existence du sous-modèle. L’algorithme général de décomposition
est ensuite formulé et un exemple didactique est présenté pour l’illustration.
Considérons la machine séquentielle Σ décrite par le quintuplet (S, I,O,δ,λ), où S, I

et O sont respectivement les ensembles finis d’états, d’entrées et de sorties et où δ et λ
sont respectivement l’application de transition d’état et l’application de sortie décrites
par

δ : S× I→ S et λ : S→O (4.119)

L’ensemble d’entrées est composé de deux sous-ensembles :
– sous-ensemble d’événements connus noté Ic
– sous-ensemble d’événements inconnus Inc = Iγ∪ Iρ , où Iρ est l’ensemble d’événe-
ments représentants des défaillances et Iγ est l’ensemble d’événements représen-
tants des perturbations.
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Pour un sous-ensemble d’entrées Iγ donné, la décomposition de la machine séquen-
tielle Σ donne deux machines séquentielles partielles Σ′ et Σ∗ :
– Σ∗ est la machine séquentielle partielle découplée du sous-ensemble d’entrées Iγ
et couplée au sous-ensemble Iρ. La dimension de la machine découplée doit être
maximale.

– Σ′ est la machine séquentielle partielle couplée au sous-ensemble d’entrées Iγ.
C’est le modèle complémentaire à Σ∗.

Pour obtenir une machine séquentielle partielle découplée à partir de Σ, un parti-
tionnement de l’ensemble d’états est fait, suivant une partition notée π∗. La manipula-
tion de partitions d’ensembles finis est plus simple d’un point de vue calculatoire que
la manipulation de partitions d’ensembles infinis, et c’est pour cette raison que nous
n’exprimerons plus le problème de décomposition à l’aide de fonctions, mais directe-
ment en termes de partitions.
Considérons la machine séquentielle partielle Σ∗(S∗, I∗,O∗,δ∗,λ∗) obtenue en parti-

tionnant l’ensemble d’états S de la machine séquentielle Σ, alors les ensembles du
quintuplet qui décrivent Σ∗ sont donnés par :
– S∗ = π∗ : une partition de S,
– I∗ = πI : une partition de I,
– O∗ = πO : une partition de O,

où πI et πO sont respectivement les partitions de I et de O qui sont associées à π∗. Les
applications δ∗ et λ∗ sont respectivement les restrictions de δ et de γ :

δ∗ : π∗ ×πI→ π∗ et λ∗ : π∗→ πO (4.120)

Le problème de décomposition consiste à déterminer la partition π∗ de l’ensemble
d’états S qui satisfait les critères de décomposition. La machine séquentielle partielle
complémentaire Σ′ est déterminée à partir de la partition π′ qui satisfait

π′.π∗ = S (4.121)

Les deux machines séquentielles partielles permettent de restituer l’évolution du
modèle complet Σ.

4.4.2 Méthodologie de décomposition d’un modèle événementiel

L’ensemble des critères et des contraintes de décomposition est repris dans cette
section en utilisant les outils de l’algèbre des paires. La possibilité de manipuler di-
rectement les partitions permet de s’affranchir de certaines étapes qui sont nécessaires
pour la décomposition des modèles temporels.

Critères de décomposition

Le critère de décomposition est double :
– le couplage par rapport à un sous-ensemble d’événements Iρ,
– le découplage par rapport à un sous-ensemble d’événements Iγ
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Le problème est formulé de sorte à obtenir la plus grande machine séquentielle par-
tielle découplée de Iρ en gardant le couplage à Iγ. Un partitionnement de l’ensemble
d’entrées est fait en fonction du critère de décomposition. Cette partition est la plus
fine partition possible pour satisfaire la condition de dimension.

Critère de découplage

Le critère de découplage défini précédemment pour le cas général, est repris en
termes d’algèbre des paires.
Soit un événement a ∈ I. La partition πI∗ découplée du sous-ensemble I∗ = {a} est

définie suivant la procédure suivante :
Un événement virtuel i0 est défini tel que :

∀s ∈ S : δ(s, i0) = s (4.122)

Cet élément représente l’élément neutre de l’application δ. i0 est ajouté à l’ensemble
d’entrées I de la machine séquentielleΣ . La partition trivialeO de I, qui est la partition
la plus fine possible de I, est par définition découplée par rapport à i0.
La plus fine partition de l’ensemble d’entrées découplée par rapport à I′ est la par-

tition qui regroupe dans un seul bloc les événements i0 et a. Cette partition est notée
πI
0
∗ (4.123).

πI
0
∗ = {i0, a, i1, · · · , il} (4.123)

où les différents ij représentent les événements d’entrée. La partition πI0∗ entraîne une
partition de l’ensemble d’états notée π0∗ . La partition π

0
∗ est définie comme la plus fine

partition de l’ensemble d’états découplée de I′. Cette partition est obtenue en utilisant
l’opérateur m de l’algèbre des paires :

π0∗ =mI−S(πI
0
∗ ) (4.124)

Considérons Σ∗ une machine séquentielle partielle extraite de Σ(S, I,O,δ,λ). Σ∗ est
découplée de I′ si son ensemble d’états S∗ peut être exprimé en utilisant seulement des
éléments de la partition π0∗ . Ce qui s’écrit en termes d’algèbre des paires :

π0∗ ≤ π∗ (4.125)

où π∗ est la partition de décomposition de S. La relation (4.125) exprime le critère que
doit satisfaire la partition π∗ pour obtenir un sous-modèle découplé de I′.

Critère de couplage

Le critère de couplage est défini de la même manière que pour le cas des modèles
temporels (4.32). Soit un événement b ∈ I tel que b < I′. Un critère est donné pour
vérifier qu’une machine séquentielle partielle découplée d’un sous-ensemble d’entrées
I′ reste couplée à l’événement b.
La partition π̄I∗ découplée de l’événement b est définie par la relation
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π̄I∗ = {i0, b, i1, · · · , il}
et la partition d’état correspondante est donnée par

π̄0∗ =mI−S(π̄I
0
∗ ) (4.126)

La machine séquentielle partielle Σ∗, obtenue par décomposition de Σ par rapport
à une partition π∗, est couplée à b si la relation suivante est satisfaite

π̄0∗ � π∗ (4.127)

où π̄0∗ est déterminée par la relation (4.126)

Les contraintes de décomposition

Les contraintes de décomposition pour le cas général sont transposées dans le cadre
des machines séquentielles. Rappelons qu’un modèle Σ∗ décrit une partie d’un autre
modèle Σ si les conditions suivantes sont respectées :
– L’ensemble d’états de Σ∗ est un sous-ensemble (ou une partition) des états de Σ :
S∗ ⊆ S ou S∗ = π(S) où π est une partition de S. La restriction de l’application d’état
δ à l’ensemble S∗ doit exister.

– Les sorties de Σ∗ et de Σ sont cohérentes entre elles : Pour les états similaires des
deux modèles, les sorties doivent être similaires également. L’ensemble de sorties
O∗ doit être un sous-ensemble ou une partition de O et la fonction de sortie λ∗
doit être une restriction de λ sur un sous-ensemble de Y∗.

Les contraintes d’invariance et de mesurabilité sont satisfaites si Σ∗ est une image
homomorphe de Σ (voir annexe A et [HS66]). Dans la suite de cette section, la propriété
de substitution décrite dans le chapitre précédent à la section 3.3.2 est utilisée pour
démontrer l’homomorphisme de machines séquentielles.

a. Contrainte d’existence et propriété de substitution

Considérons la machine d’état ΣE : (S, I,δ) extraite de la machine séquentielle Σ dé-
finie par (S, I,O,δ,λ). Soit une partition π de S qui possède la propriété de substitution
par rapport à δ. La propriété de substitution implique que chaque bloc de π a pour
image selon δ un autre bloc de π.

∀α ∈ π , i ∈ I : δ(α, i) ∈ π (4.128)

L’équation (4.128) implique qu’il existe une restriction de δ sur π notée δ∗ telle que :

δ∗ : π× I→ π

α 7→ δ∗(α) (4.129)

La relation suivante permet de déterminer la partition de l’ensemble d’entrées I qui
est associée à π :

πI =MI−S(π) (4.130)
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tous les éléments de πI qui sont dans le même bloc que l’élément neutre i0 de I sont
également neutres par rapport à l’application δ∗ :

∀α ∈ BπI(i0) , ∀s∗ ∈ π : δ∗(s∗,α) = s∗

La machine d’état ΣE∗ définie par le triplet (S∗, I∗,δ∗) où S∗ = π et I∗ = πI est une image
homomorphe de la machine séquentielle Σ suivant la définition donnée dans l’annexe
A. Par ailleurs, Σ∗ est découplée de toutes les entrées α ∈ BπI(i0).
La condition d’existence d’une machine séquentielle partielle peut être formulée

par rapport à sa partition de définition π. En généralisant cette notion pour les ma-
chines de Moore, une partition π qui possède la propriété de substitution définit une
machine séquentielle partielle de Σ(S, I,O,δ,λ) réalisable. Cette machine séquentielle
partielle est décrite par le quintuplet

(π,MI−S(π),O∗,δ∗,λ∗)

où δ∗ est une restriction de δ sur π et O∗ et λ∗ sont quelconques. La contrainte d’exis-
tence d’une machine séquentielle partielle déterminée par π est alors formulée en
termes d’algèbre des paires par

(π,π) ∈ ∆δ (4.131)

La relation (4.131) est satisfaite si :

π ≤M(π) (4.132)

π ≥m(π) (4.133)

Si les relations (4.132) et (4.133) sont satisfaites, alors la partition π permet de
déterminer une machine séquentielle partielle de Σ.

Illustration Considérons la machine séquentielle Σ décrite par la table (4.1)

a b o

1 2 3 N
2 1 3 O
3 3 2 O

Tab. 4.1 – Table de transition d’états de Σ

et la figure 4.3.
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Fig. 4.3 – Graphe représentant la machine séquentielle Σ

La partition π = {1,2,3} satisfait la contrainte d’existence puisque

m
(

{1,2,3}
)

= {1,2,3}

et que la propriété « π ≥ m(π) » (4.133) est satisfaite. π possède alors la propriété de sub-
stitution et (π,π) forme une paire algébrique. La machine Σπ obtenue par le biais de π est
représentée par la figure 4.4. Le symbole X désigne ici une sortie «O ou N », ce qui implique
que cette machine séquentielle partielle ne satisfait pas la contrainte de mesurabilité traitée
par la suite dans ce chapitre.

Fig. 4.4 – Graphe représentant la machine séquentielle partielle Σπ

Notons au passage que la partition π′ = {1,3,2} ne satisfait pas la contrainte d’existence
puisque

m
(

{1,3,2}
)

= {1,2,3}

et que m(π′) � π′. Cela implique que la partition π′ ne possède pas la propriété de substi-
tution. La figure 4.5 illustre le résultat de la décomposition. Il apparaît clairement que le
modèle événementiel Σ′π n’est pas une machine séquentielle déterministe et de ce fait ne peut
pas représenter une machine séquentielle partielle de Σ.
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Fig. 4.5 – Graphe représentant Σπ′

Contrainte d’existence étendue et injection de sorties pour une machine séquen-
tielle

Dans la section précédente, une analogie a été montrée entre la contrainte d’exis-
tence formulée dans le cas général (et dans le cas temporel) et la propriété de substi-
tution des partitions pour le cas événementiel. Cette analogie permet de généraliser
la formulation de la contrainte d’existence en utilisant la notion de paire algébrique.
Nous avons défini par ailleurs un critère d’existence étendu pour le cas général, en
utilisant une injection de sortie. L’injection de sorties est une démarche relativement
courante dans le cadre des modèle temporels [DI01], mais demeure inexploitée dans
le cadre des machines séquentielles.
Nous présenterons dans cette section un critère d’existence étendu basé sur cette

notion d’injection de sorties pour une machine séquentielle. Rappelons que le critère
d’existence étendu établi pour les modèles temporels s’exprime algébriquement par

(φ⊗ h,φ) est une paire algébrique

ce qui est vérifié si
(φ⊗ h) ≤M(φ) et m(φ⊗ h) ≤ φ

oùm, M et ⊗ sont des opérateurs de l’algèbre des fonctions, φ est la fonction de décom-
position et h est la fonction de sortie du modèle temporel à décomposer. En utilisant
une approche analogique, un critère d’existence étendu est proposé pour la décompo-
sition de machines séquentielles.
Soit une partition π qui ne possède pas la propriété de substitution vis-à-vis d’une

machine séquentielle Σ(S, I,O,δ,λ). Elle définit une partie de Σ qui ne peut être réalisée
sous la forme d’une machine séquentielle partielle. La partition π n’est pas assez fine.
En affinant π à l’aide d’une injection de sorties, il est possible de satisfaire la propriété
de substitution, puisque par définition la partition minimale O possède la propriété
de substitution.
Considérons πλ, la partition de l’ensemble d’états S induite par la fonction de sortie

λ . Cette partition regroupe tous les états qui génèrent une sortie similaire et se calcule
en utilisant l’opérateur M :

πλ =MS−O(O) (4.134)

où O est la partition minimale triviale de l’ensemble O. Considérons la partition

π.πλ
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qui représente la partition de l’ensemble d’états en fonction de π et affiné par une
injection de sorties. Si π ≥ (π.πλ) alors il est possible que la partition π.πλ possède la
propriété de substitution.
Par analogie au cas général, le critère d’existence étendu est formulé par la relation

suivante

(π.πλ,π) forme une paire algébrique (4.135)

Cette condition est satisfaite si les deux relations suivantes sont vraies 19

M(π) ≥ (π.πλ) (4.136)

π ≥m(π.πλ) (4.137)

Si le critère (4.135) est satisfait, alors une décomposition de Σ suivant π est possible
à l’aide d’une injection de sorties. Nous obtenons alors la machine séquentielle partielle
Σπ. L’injection de sorties est réalisée en augmentant l’ensemble d’entrées de Σπ avec
l’ensemble de sortie de Σ. Le nouvel ensemble d’entrées Iπ est donné par

Iπ =MI−S(π)×O

où × représente le produit cartésien des ensembles I et O.
Pour résumer, si une partition π satisfait le critère d’existence étendu vis-à-vis d’une

machine séquentielle Σ alors elle permet de déterminer une machine séquentielle par-
tielle Σ∗ décrite par le quintuplet

(S∗, I∗,O∗,δ∗,λ∗)

où S∗ = π , I∗ =MI−S(π)×O,

δ∗ : S∗ × I∗→ S∗
(s, (i, o)) 7→ δ(s∩ o, i)

où O∗ et λ∗ restent à définir .
Rigoureusement parlant, Σ∗ n’est pas une partie de Σ, mais une machine séquen-

tielle qui estime l’évolution de la partie de Σ qui est déterminée par π.

Remarque 4.4.1 Une conséquence de l’utilisation du critère étendu est une augmentation
conséquente du nombre d’entrées ce qui peut poser un problème pour des systèmes avec
ensemble de sorties de cardinalité importante. Ce problème est strictement calculatoire et la
solution peut être optimisée en fonction du cas traité, en utilisant uniquement une partition
particulière de l’ensemble O au lieu de la partition minimale O.

19Suivant les propriétés de l’algèbre des paires, et pour des modèles de type machines séquentielles,
si l’une de ces conditions est satisfaite, alors l’autre condition est satisfaite également.
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Illustration Considérons la machine séquentielle Σ de l’exemple précédent, et la partition
π′ = {1,3,2}. En utilisant la contrainte d’existence étendue, nous allons déterminer la ma-
chine séquentielle partielle Σ′π. La partition de S induite par λ est donnée par

πλ = {2,3,1}

la contrainte d’existence est satisfaite puisque

π.πλ =O

et
m(O) =O ≤ π

La machine séquentielle partielle Σπ′ est montrée par la figure 4.6. L’ensemble d’entrées est
donné par

Iπ′ = {(a,O), (a,N), (b,O), (b,N)}

Fig. 4.6 – Graphe représentant la machine séquentielle partielle Σπ′

Contrainte de cohérence des sorties : la propriété de mesurabilité

La contrainte de mesurabilité est démontrée dans le cas général par l’existence
d’une restriction de la fonction de sortie sur les sous-ensembles d’états et de sorties
obtenus par la décomposition. Nous avons vu dans la section précédente qui traitait
de la contrainte d’existence, que l’existence d’une restriction peut être démontrée en
utilisant la propriété de substitution.
Par analogie, si la partition de décomposition π possède la propriété de substitution

par rapport à l’application λ alors la restriction de λ sur la partition π existe et le critère
de mesurabilité est satisfait. Ce qui s’écrit mathématiquement par

(π,π) ∈ ∆λ (4.138)

ce qui signifie que (π,π) est une paire algébrique par rapport à λ. Cette propriété est
satisfaite si la relation

MS−O(O) ≥ π (4.139)

est vérifiée. Si la relation (4.139) est satisfaite alors la machine séquentielle partielle
obtenue par π est cohérente avec toutes les sorties de Σ ce qui réduit considérablement
les possibilités de succès de la décomposition.
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Si une restriction de λ sur au moins une partition non triviale de O existe, alors
la contrainte de mesurabilité est satisfaite. Cette contrainte est suffisante pour vérifier
que la machine séquentielle partielle est cohérente en sorties avec le modèle complet.
En utilisant une formulation algébrique, cette contrainte s’écrit par

MS−O(O) +π , I (4.140)

où I et O sont respectivement les partitions triviales maximale et minimale de O. La
partition de l’ensemble d’états induite par l’ensemble de sorties doit avoir une inter-
section nulle avec π.

Illustration Considérons la machine séquentielle Σ (figure 4.7) décrite par la table 4.2 :

a b o

1 2 3 O
2 1 3 O
3 3 2 N

Tab. 4.2 – table de transition d’état de la machine séquentielle Σ

Fig. 4.7 – Graphe illustrant la machine séquentielle Σ

Déterminons en premier lieu la partition πλ

πλ =MS−O(O) = {1,2,3}

La partition π = {1,2,3} satisfait la contrainte de mesurabilité puisque

πλ +π = π , I

Il s’avère que πλ ≥ π, ce qui implique que π possède la propriété de substitution par
rapport à λ. Les sorties du sous-modèle obtenu sont donc cohérentes avec toutes les sorties
de Σ.
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La partition π′ = {1,3,2} par contre ne satisfait pas la contrainte de mesurabilité puisque

πλ +π
′ = {1,2,3} = I

Les sorties de la machine séquentielle partielle obtenue par la partition de décomposition
π′ ne pourront pas être comparées au modèle complet.

Implémentation de l’algorithme de décomposition généralisé en utilisant les opé-
rateurs de l’algèbre des paires

L’intégralité des critères et des contraintes de décomposition ont été traduits dans le
formalisme de l’algèbre des paires tout en tenant compte des spécificités des machines
séquentielles. Ces critères et ces contraintes nous permettent de réaliser l’algorithme
2, qui, rappelons le, comporte les phases suivantes :

1. une phase d’initialisation : l’ensemble des solutions candidates est déterminé à
partir du critère de la décomposition,

2. une phase itérative de recherche de solutions qui répondent aux contraintes de
la décomposition :
– une solution qui satisfait la contrainte de mesurabilité est choisie,
– une procédure itérative est initiée pour retrouver la partition qui satisfait la
contrainte d’existence,

– si aucune partition ne satisfait la contrainte d’existence, une autre solution me-
surable est sélectionnée et la phase itérative recommencée.

A l’issu de l’itération, un sous-modèle découplé est obtenu. Ce sous-modèle satis-
fait le critère de découplage et les deux contraintes de décomposition. La dimen-
sion du sous-modèle est la plus grande possible, puisque l’algorithme effectue
une élimination à partir d’un ensemble de solutions.

3. une phase de vérification de couplage : Le sous-modèle découplé obtenu est
confronté au critère de couplage. Si ce critère n’est pas satisfait, les sorties du
sous-modèle ne seront pas sensibles à l’événement à détecter.

L’algorithme de décomposition proposé dans cette section prend en considérations
les spécificités des machines séquentielles. Comme il a été mentionné précédemment,
les modèles comportementaux décrits sous la forme

Σ : x+ = f (x,w)

garantissent la monotonicité des opérateurs algébriques m et M20.
La monotonicité implique que si m(π) ≤ π alors la relation π ≤ M(π) est vérifiée,

puisque M(m(π)) ≤M(π) et que π ≤M(m(π)). En outre, si m(π.πλ) ≤ π, alors en suivant
la même démarche (π.πλ) ≤ M(π) est satisfaite. Cette propriété permet de simplifier
l’algorithme de décomposition en recherchant uniquement les solutions qui satisfont

m(π) ≤ π ou m(π.πλ) ≤ π
20voir les propriétés des opérateurs de l’algèbre des paires au chapitre 3
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au lieu de la double contrainte qui s’impose dans le cas général. L’algorithme comporte
alors une seule itération qui détermine la partition avec propriété de substitution sui-
vant le théorème 4.2. En outre puisque la seconde itération est inutile, la phase de
vérification comporte un test supplémentaire, celui de la mesurabilité.
La structure de l’algorithme simple est donnée par le pseudo code 7.

Entrées : Σ(S, I,O,δ,λ)
Données : i = 0,j = 0 (compteurs)
Sorties : π (partition de décomposition)
début

π0∗ =mI−S(πγ) où πγ est la partition qui découple le sous-ensemble Iγ ;
π̄0∗ =mI−S(πρ) où πρ est la partition qui découple le sous-ensemble Iρ ;
πλ =MS−O(O) ;
ξ0 = π0∗ ;
tant que ξi � ξi−1 faire

ξi+1 =m(ξi) + ξi ;
fin
π = ξi ;
si π = I alors
retourner Décomposition impossible

fin
si π+πλ = I alors
retourner Critère de mesurabilité non rempli par π

sinon
retourner Critère de mesurabilité rempli par π

fin
si π ≥ π̄0∗ alors
retourner Critère de couplage non rempli par π

sinon
retourner Critère de couplage rempli par π

fin
fin

Algorithme 7 : Algorithme de décomposition simple en termes d’algèbre des paires

La structure de l’algorithme étendu est donnée par le pseudo code 8.
Le résultat de l’algorithme de décomposition est une partition π qui permet d’ob-

tenir une machine séquentielle partielle découplée d’un sous-ensemble d’entrées Iγ et
couplée à un sous-ensemble d’entrées Iρ.

Illustration de la décomposition d’un modèle événementiel

Considérons le modèle événementiel Σ décrit par la figure 4.8 et la table 4.3
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Entrées : Σ(S, I,O,δ,λ)
Données : i = 0,j = 0 (compteurs)
Sorties : π (partition de décomposition)
début

π0∗ =mI−S(πγ) où πγ est la partition qui découple le sous-ensemble Iγ ;
π̄0∗ =mI−S(πρ) où πρ est la partition qui découple le sous-ensemble Iρ ;
πλ =MS−O(O) ;
ξ0 = π0∗ ;
tant que ξi � ξi−1 faire

ξi+1 =m(ξi .πλ) + ξi ;
fin
π = ξi ;
si π = I alors
retourner Décomposition impossible

fin
si π+πλ = I alors
retourner Critère de mesurabilité non rempli par π

sinon
retourner Critère de mesurabilité rempli par π

fin
si π ≥ π̄0∗ alors
retourner Critère de couplage non rempli par π

sinon
retourner Critère de couplage rempli par π

fin
fin

Algorithme 8 : Algorithme de décomposition étendu en termes d’algèbre des paires
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Fig. 4.8 – Représentation graphique de modèle Σ

a b c d f1 f2 o

1 3 - 4 2 4 - O
2 1 5 4 - - - Q
3 - 4 - 5 - 5 N
4 5 1 - 2 - - O
5 4 3 - - - N

Tab. 4.3 – Table de transitions de la machine Σ

Σ est un modèle à 5 états, 4 événements connus et deux événements inconnus f1 et
f2. Nous allons illustrer la méthode de décomposition à un critère de découplage par
rapport à Iγ = {f2} et nous vérifierons le couplage par rapport à Iρ = {f1} .
La première étape consiste à calculer l’ensemble des solutions candidates à la dé-

composition qui satisfont le critère de découplage représenté par la partition π0∗ .
La partition de l’ensemble d’entrées I qui découple Iγ est donnée par

πγ = {i0, f2, a,b, c,d, f1}
La partition de l’ensemble d’états correspondante est donnée par

π0∗ =mI−S(πγ) = {3,5,1,2,4}
A présent, la plus grande partition π satisfait la contrainte d’existence
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ξ0 = π0∗ ξ
1 = ξ0 +m(ξ0) = {1,2,4,3,5} = ξ1

Puisque ξ0 = ξ1 alors π = {1,4,2,3,5}.
La phase de vérification consiste à tester la mesurabilité et le couplage par rapport

à Iρ.
La partition de S induite par la sortie est donnée par la relation

πλ = {1,4,2,3,5}

La contrainte de mesurabilité est vérifiée par π puisque

π+πλ = πλ , I

La vérification du critère de couplage consiste à déterminer la partition d’entrées
πρ qui découple Iρ

πρ = {i0, f1, a,b, c,d, f2}

La partition de l’ensemble d’états correspondante est donnée par

π̄0∗ =mI−S(πρ) = {1,4,2,3,5}

Le critère de couplage par rapport à Iρ est vérifié puisque

π̄0∗ � π

Finalement, la machine séquentielle partielle Σf1 obtenue par la partition de dé-
composition π est donnée par la table 4.4

a b c d f1 o

1′ = 1 3’ - 4’ 2’ 4’ O
2′ = 2 1’ 3’ 4’ 2’ - Q
3′ = 3,5 - 4’ - - - N
4′ = 4 3’ 1’ - 2’ - O

Tab. 4.4 – Table de transitions de la machine séquentielle partielle Σf1

La figure 4.9 montre le graphe représentant le sous-modèle découplé par rapport à
f2.
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Fig. 4.9 – Graphe d’état de la machine séquentielle partielle Σf1

A présent nous allons tenter de résoudre le problème inverse en posant Iγ = {f1} et
Iρ = {f2} et en recherchant la partition de décomposition qui permet le découplage de
Iγ et le couplage à Iρ :
La première étape consiste à calculer l’ensemble des solutions candidates repré-

senté par la partition π′0∗ .
La partition de l’ensemble d’entrées I qui découple de Iγ est donnée par

π′γ = {i0, f1, a,b, c,d, f2}
La partition de l’ensemble d’états correspondante est donnée par

π′0∗ =mI−S(π
′
γ) = {1,4,2,3,5}

A présent, la plus grande partition π qui satisfait la contrainte d’existence va main-
tenant être calculée (boucle tant que de l’algorithme 8)

ξ0 = π′0∗
ξ1 = ξ0 +m(ξ0) = {2,3,5,1,4}+ {3,5,1,2,4} = {1,4,2,3,5}

Puisque ξ1 , ξ0 une seconde itération est nécessaire

ξ2 = ξ1 +m(ξ1) = {2,3,5,1,4}+ {3,5,1,2,4} = {1,4,2,3,5} = ξ1

Puisque ξ2 = ξ1 alors π′ = {1,4,2,3,5}.
La phase de vérification consiste à tester la mesurabilité et le couplage par rapport

à Iρ. Rappelons que πλ est la partition de S induite par la sortie :

πλ = {1,4,2,3,5}
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La contrainte de mesurabilité est vérifiée par π′ puisque

π′ +πλ = πλ = π
′
, I

La vérification du critère de couplage consiste à déterminer la partition d’entrées
πρ qui découple Iρ.

πρ = {i0, f2, a,b, c,d, f1}

La partition de l’ensemble d’états correspondante est donnée par

π′
0
∗ =mI−S(π

′
ρ) = {3,5,1,2,4}

Le critère de couplage par rapport à Iρ n’est pas vérifié puisque

π′
0
∗ ≤ π′

Finalement, la machine séquentielle partielle Σf2 obtenue par la partition de dé-
composition π′ est donnée par la table 4.5

a b c d f2 o

1′′ = 1,4 3” - - 2” - O
2′′ = 2 1” 3” 1” - - Q
3′′ = 3,5 - 1” - - - N

Tab. 4.5 – Table de transitions Σf2

La figure 4.10 montre le graphe de Σf2 . La machine séquentielle partielle découplée
de f1 existe mais malheureusement elle est également découplée de f2. Elle ne peut
donc pas servir à détecter l’événement f1 .

Fig. 4.10 – Graphe d’état de la machine séquentielle partielle Σf2
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4.4.3 Conclusion

La décomposition des systèmes représentés par des machines séquentielles a été
abordée dans cette section. La méthodologie de décomposition présentée pour le cas
général a été reprise et formulée en utilisant les outils de l’algèbre des paires.
La méthodologie en elle-même n’est pas nouvelle, puisque le principe de décom-

position de machines séquentielles qui utilise la propriété de substitution a déja été
présenté dans l’ouvrage [HS66]. Par contre, l’objectif poursuivi, c’est-à-dire l’obtention
de machines séquentielles découplées, et les critères de décomposition sont nouveaux
dans le cadre événementiel. En outre, une extension de la méthode de décomposition
classique a été proposée, basée sur le principe de « l’injection de sorties » qui est re-
lativement connu dans le domaine des modèles temporels, mais qui est nouveau dans
le domaine des modèles événementiels. Par ailleurs, une analogie entre la propriété
de substitution des machines séquentielles et la propriété d’invariance des fonctions
temporelles a été mise en évidence.
Un dernier point mérite par ailleurs d’être souligné : la méthodologie de décompo-

sition est strictement identique au cas temporel, y compris dans ses aspects mathéma-
tiques, puisque l’algèbre des paires et l’algèbre des fonctions sont similaires sauf en ce
qui concerne les aspects calculatoires des différents opérateurs.

4.5 Conclusion générale

Dans ce chapitre, les contributions majeures de cette thèse ont été présentées

1. Une méthodologie générale de décomposition avec critères de couplage et de dé-
couplage par rapport aux entrées a été présentée. Les idées classiques de dé-
composition d’automates formulées dans [HS66] et son extension aux modèles
temporels présentée dans [Shu91, ZS93] et complétée dans [Zhi01, SZ05, Zhi06,
ZM04] ont été utilisées pour généraliser la méthodologie de décomposition aux
modèles comportementaux analytiques. La méthodologie a été formulée avec un
haut degré d’abstraction en utilisant des notions de la théorie des ensembles,
pour proposer des équivalents aux conditions de décomposition existantes. Les
conditions de décomposition proposées s’appliquent à tout les types de modèles
comportementaux déterministes.

2. La méthodologie de décomposition proposée dans [Shu91],...,[Zhi06], a été étu-
diée et des améliorations sur divers aspects, en particulier calculatoires, ont été
proposés. Ces améliorations ont pour vocation de compléter les travaux déjà exis-
tants :
– Le premier aspect développé est le calcul des différents opérateurs de l’algèbre
des fonctions qui n’est pas abordé dans la littérature. En outre, une idée nou-
velle a été proposée pour le calcul de l’opérateurm en utilisant la notion d’équi-
valence de fonctions.

– Le deuxième aspect développé est une proposition qui concerne la première
étape de l’algorithme de décomposition. Cette proposition a pour objectif l’op-
timisation, en terme de dimension, de l’ensemble des solutions candidates à
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la décomposition. Des techniques d’élimination de variables sont utilisées à
cet effet. Le cas de l’injection linéaire de défaillances a été traité en utilisant
l’algorithme d’élimination de Gauss. L’injection non linéaire polynomiale reste
pour l’instant une perspective en phase de réalisation. Les idées utilisées pro-
viennent des techniques d’élimination de variables par bases de Groebner.

3. La partie théorique de la décomposition des machines séquentielles [HS66] pro-
pose une approche de décomposition avec des critères de découplage. Cette ap-
proche vient compléter l’autre contribution de cette thèse qui est une nouvelle
approche de détection de défauts par génération d’indicateurs de défaillances.
L’algorithme de décomposition a été écrit de manière à reprendre les étapes de
la décomposition de modèles temporels. Cette approche a permis d’étendre des
méthodes connues dans le domaine des modèles temporels à celui des modèles
événementiels. Par exemple, l’injection de sorties du modèle à décomposer pour
relâcher la contrainte d’existence est une notion qui existe dans la littérature
[Isi95, DI01], mais qui n’est pas utilisée dans le cadre des machines séquen-
tielles. Ce point a été discuté et une proposition concrète a été faite pour utiliser
l’injection de sorties dans les machines séquentielles pour le relâchement de la
contrainte d’existence.





Chapitre 5

Illustration sur le système à trois cuves

5.1 Introduction

Cette partie est dédiée à l’étude d’un exemple illustratif. Le processus présenté fi-
gure (5.1) est décrit en utilisant deux représentations de niveau d’abstraction différent :
– Une représentation continue par un modèle non linéaire
– Une représentation événementielle par automate à état fini
Il s’agit d’un système à trois cuves classique [KSGF99, DJDZ99, JPS03], représenté

par la figure (5.1)

Fig. 5.1 – Représentation du processus à trois cuves

Le système est constitué de cuves reliées par des conduites. Les cuves 1 et 2 sont
alimentées par deux arrivées de liquide et le débit est contrôlé par les vannes v1 et
v2. Les conduites reliant les cuves sont munies de vannes commandées v13 et v32. La
vanne v20 sert à évacuer le liquide. Les cuves 1 et 3 sont munies de capteurs de niveau.
Le diagramme fonctionnel du processus est présenté par la figure (5.2).
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Fig. 5.2 – Diagramme fonctionnel du processus 3 cuves

5.2 Modélisation temporelle

5.2.1 Modèle de bon fonctionnement

Le théorème de conservation des masses permet d’écrire

(Masse du liquide dans la cuve) = (Somme des masses de liquide entrant) - (Somme
des masses de liquide sortant)

c’est-à-dire
ρLS = ρ

∑

i

Vei − ρ
∑

j

Vsj

où L est le niveau du liquide, S la surface de la cuve, Ve et Vs sont les volumes entrants
et sortants, et ρ la masse volumique du liquide. La variation du volume du liquide dans
une cuve est donnée par

dL
d t
S =

∑

i

dVei
d t

−
∑

j

dVsj
d t

Notons que
dV
d t
= q représente un débit,

S
dL
d t
=

∑

qe −
∑

qs

Cette relation permet d’obtenir les relations (5.1) qui décrivent les échanges de li-
quide entre les trois cuves



































S
dL1
d t

= q1 − q13
S
dL2
d t

= q2 + q32 − q20
S
dL3
d t

= q13 − q32

(5.1)
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où Li représente le niveau de la cuve i, S la surface d’une cuve et qi et qij représentent
les flux du liquide d’alimentation à travers les vannes i ou ij respectivement. La valeur
des débits est calculée en utilisant le théorème de Bernoulli. Le débit qi est donné par

qi =
1
S
Kvi

où K représente le gain de la vanne en [
l

s
] et vi la tension de commande des vannes. Le

débit qij est donné par

qij =
Sp
S
Kvij

√

2g(Li −Lj) avec Li > Lj
et

qij = −
Sp
S
Kvij

√

2g(Lj −Li) avec Li < Lj
où Sp représente la section de la conduite, g l’accélération gravitationnelle terrestre et
vij représente la commande des vannes (discrète ou continue). Le modèle d’état de bon
fonctionnement s’écrit dans l’espace d’état sous la forme























































ẋ1 =
1
S
Kv1 −Kv13

Sp
S
sign(x1 − x3)

√
2g

√

|x1 − x3|

ẋ2 =
1
S
Kv2 +Kv32

Sp
S
sign(x3 − x2)

√
2g

√

|x3 − x2| −Kv20
Sp
S
√
2g
√
x2

ẋ3 = Kv13
Sp
S
sign(x1 − x3)

√
2g

√

|x1 − x3| · · ·

· · · −Kv32)
Sp
S
sign(x3 − x2)

√
2g

√

|x3 − x2|
{

y =

[

1 0 0
0 1 0

]

x (5.2)

Les variables d’état x1, x2 et x3 correspondent aux niveaux L1, L2 et L3 respective-
ment. Les niveaux des cuves 1 et 2 sont mesurés.

5.2.2 Modèle de fonctionnement défaillant

Les défauts considérés dans le processus sont des fuites dans les cuves, notées fi ,
et des bouchages, partiels ou totaux, des conduites cij , que l’on note bij . Le vecteur des
défaillances est donné par

ρ =
[

f1 f2 f3 b13 b32 b20
]T

où f1, f2 et f3 sont des fuites dans les cuves 1, 2 et 3 respectivement, et b13, b32 et
b20 sont des bouchages dans les conduites c13, c32 et c20. L’influence des fuites sur le
modèle est représentée par un débit sortant qfi tel que

qfi =
fi
S

√

2g
√

Li



126 Chapitre 5. Illustration sur le système à trois cuves

où S est la surface de la cuve i qui fuit et Li le niveau du liquide dans cette cuve.
L’encrassement d’une conduite cij est représenté par la diminution de la surface du
tube S′p = Sp(1− bij) avec bij ∈ [0,1] ; si la conduite est totalement bouchée alors bij = 1
et si elle est encrassée 0 < bij < 1. L’expression du flux dans la conduite qui relie les
cuves i et j devient

qij = (1− bij)
Sp
S
sign(Li −Lj)

√

2g
√

|Li −Lj |

Le modèle d’état de fonctionnement défaillant est donné par les équations







































































ẋ1 =
1
S
Kv1 −Kv13(1− b13)

Sp
S
sign(x1 − x3)

√
2g

√

|x1 − x3| −
f1
S
√
2g
√
x1

ẋ2 =
1
S
Kv2 + (1− b32)Kv32

Sp
S
sign(x3 − x2)

√
2g

√

|x3 − x2| · · ·

· · · − f2
S
√
2g
√
x2 −Kv20(1− b20)

Sp
S
√
2g
√
x2

ẋ3 = Kv13(1− b13)
Sp
S
sign(x1 − x3)

√
2g

√

|x1 − x3| · · ·

· · · − (1− b32)Kv32
Sp
S
sign(x3 − x2)

√
2g

√

|x3 − x2| −
f3
S
√
2g
√
x3

{

y =

[

1 0 0
0 1 0

]

x (5.3)

Bien entendu, dans le cas non défaillant (fi = 0 et bij = 0) nous retrouvons le modèle
de fonctionnement normal (5.2).

5.2.3 Décomposition en sous-modèles découplés

Conformément à la méthodologie présentée au chapitre précédent, nous allons
construire un banc de sous-systèmes découplés des sous-ensembles de pannes qui per-
mettra de calculer des résidus robustes. L’objectif est de synthétiser six sous-modèles
découplés respectivement de f1, f2, f3, b13, b32, b20. Ces sous-modèles sont notés res-
pectivement :

Σf1 , Σf2 , Σf3 , Σb13 , Σb32 , Σb20
Chaque sous-modèle Σdefi devra être découplé de la défaillance defi et pourra être

couplé aux autres défaillances selon le tableau 5.1.

f1 f2 f3 b13 b32 b20
Σf1 0 X X X X X
Σf2 X 0 X X X X
Σf3 X X 0 X X X
Σb13 X X X 0 X X
Σb32 X X X X 0 X
Σb20 X X X X X 0

Tab. 5.1 – Table représentant les couplages des sous-modèles
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où les 0 signifient un découplage et les X signifient indifféremment un couplage
ou un découplage. Il est nécessaire que la matrice de signature effectivement obtenue
à partir des sous-modèles soit de rang plein structurellement pour pouvoir localiser
toutes les défaillances.

Analyse de robustesse et de sensibilité

Nous allons déterminer ici les fonctions qui découplent formellement les diffé-
rentes défaillances selon la relation

∂

∂γ

dφ0γ
dx
f (x,u,γ,ρ) = 0 (5.4)

où γ est le vecteur de défaillances à découpler et f la fonction d’état. Pour des raisons
de clarté nous allons détailler la recherche de la fonction de décomposition qui permet
d’obtenir le sous-modèle découplé de b13 et donner les résultats pour les autres sous-
modèles. En appliquant directement la relation (5.4) qui permet de sélectionner les
états formellement découplés de b13, nous obtenons

φ0b13 =
[

x2
]

(5.5)

Pour augmenter la dimension de la fonction φ0b13 , l’élimination de variables est utili-
sée pour déterminer les combinaisons des fonctions d’état qui éliminent formellement
la défaillance b13. Nous obtenons alors

φ0b13 =

[

x2
x1 + x3

]

(5.6)

Pour vérifier que les sous-modèles sont couplés aux défaillances à détecter, la condi-
tion (5.7) est nécessaire

∂

∂ρ

dφdef
dx
f (x,u,γ,ρ) , 0 (5.7)

où φdef est la fonction de décomposition qui permet d’obtenir le sous-modèle Σdef . En
appliquant (5.7), les vecteurs de couplage βdef sont déterminés

β0b13 =

[

x1
x3

]

(5.8)

Le sous-modèle Σb13 est couplé à la défaillance b13 si φb13 � β
0
b13
.

5.2.4 Synthèse de sous-modèles découplés

Nous allons déterminer à présent les fonctions φ∗def qui vérifient les propriétés d’in-
variance selon le théorème 4.2 en utilisant l’itération

αi+1 = αi @m(αi ⊗ h)
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avec α0 = φ
0
b13
et φ∗b13 = αk tel que αk = αk+1.

Appliqué à notre cas, la première itération de l’algorithme nous donne

α1 =

[

x2
x1 + x3

]

@m

([

x2
x1 + x3

]

⊗
[

x1
x2

])

=

[

x2
x1 + x3

]

@m

































x1
x2
x3

































=

[

x2
x1 + x3

]

@

















x1
x2
x3

















=

[

x2
x1 + x3

]

Nous obtenons α1 = α0 alors φ
∗
b13
=

[

x2
x1 + x3

]

En répétant ces étapes pour le reste des défaillances, nous obtenons les fonctions
φ∗ suivantes

Σf1 : φ∗f1 =
[

x2
x3

]

Σf2 : φ∗f2 =
[

x1
x3

]

Σf3 : φ∗f3 =
[

∅
]

Σb13 : φ∗b13 =
[

x2
x1 + x3

]

Σb32 : φ∗b32 =
[

x1
x2 + x3

]

Σb20 : φ∗b20 =
[

x1
x3

]

Notons que cinq fonctions sont obtenues au total, puisqu’il n’existe pas de fonction
qui découple de f3. Par ailleurs, deux des fonctions obtenues φ

∗
f2
et φ∗b20 sont identiques

ce qui implique que Σf2 est identique à Σb20 . Par conséquent, quatre sous-modèles
peuvent être obtenus dans le meilleurs des cas.
L’obtention de chaque modèle se fait en utilisant l’algorithme 5 qui permet de

construire la fonction de décomposition finale. Nous détaillons le cas de Σb13 et don-
nons les résultats pour les trois sous-modèles restants.

a. Synthèse de Σb13 Les étapes pour obtenir la fonction de décomposition φ sont énu-
mérées ci-dessous

1. Sélectionner une fonction φ1 qui satisfait le critère de mesurabilité :

φ1 = φ∗b13 @ h = [x2]

2. Vérifier le critère d’invariance pour φ1 :

φ1 ⊗ h =
[

x1
x2

]

?≤M([x2]) =
[

sign(x1 − x3)
√

|x1 − x3|
√

|x2|

]

Le critère n’est pas vérifié.
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3. Une deuxième composante φ2 est choisie telle que φ2 ⊗ φ1 ⊗ h ≤ M(φ1). φ2
est donnée par φ2 = [x1 + x3]

4. Le critère d’invariance est vérifié pour φ1 ⊗φ2 puisque la relation

φ2 ⊗φ1 ⊗ h =
















x1
x2
x1 + x3

















?≤M([x1 + x3]) =
[

sign(x3 − x2)
√

|x3 − x2|
]

est vérifiée.

5. La fonction de décomposition est donnée par

φ = φ1 ⊗φ2 =
[

x2
x1 + x3

]

Le sous-modèle Σb13 est donné par les relations

Σb13


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




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



ż1 =
1
S
Kv2 +Kv32

Sp
S
sign(z2 − y1 − y2)

√
2g

√

|z2 − y1 − y2| · · ·

· · · −Kv20
Sp
S
√
2g

√

|y2|

ż2 =
1
S
Kv1 −Kv32

Sp
S
sign(z2 − y1 − y2)

√
2g

√

|z2 − y1 − y2|
{

yb13 = z1

b. Synthèse de Σf1 Le sous-modèle Σf1 est donné par les relations

Σf1
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ż1 =
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S
Kv2 +Kv32

Sp
S
sign(z2 − y2)

√
2g

√

|z2 − y2| −Kv20
Sp
S
√
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√

|y2|

ż2 = Kv12
Sp
S
sign(y1 − z2)

√
2g

√

|y1 − z2| · · ·

· · · −Kv32)
Sp
S
sign(z2 − y2)

√
2g

√

|z2 − y2|
{

yf1 = z1

c. Synthèse de Σf2,b20 Puisque les sous-modèles Σf2 et Σb20 sont identiques, ils seront
remplacés par un seul sous-modèle Σf2,b20 qui est donné par les relations

Σf2,b20
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ż1 =
1
S
Kv1 −Kv13

Sp
S
sign(y1 − z2)

√
2g

√

|y1 − z2|

ż2 = Kv12
Sp
S
sign(y1 − z2)

√
2g

√

|y1 − z2| · · ·

· · · −Kv32)
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S
sign(z2 − y2)

√
2g

√

|z2 − y2|
{

yf2,b20 = z1
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d. Synthèse de Σb32 Le sous-modèle Σb32 est donné par les relations
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√
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La matrice finale des couplages est donnée par la table (5.2)

f1 f2 f3 b13 b32 b20
Σf1 0 1 1 1 1 1
Σf2,b20 1 0 1 1 1 0
Σb13 1 1 1 0 1 1
Σb32 1 1 1 1 0 1

Tab. 5.2 – Matrice de couplage du système à trois cuves

Remarque 5.2.1 Il n’existe pas de sous-modèle découplé de la défaillance f3 selon la table
(5.2). Si f3 se produit, alors les sorties de tous les sous-modèles vont réagir.
Par ailleurs, les sous-modèles découplés des défaillances f2 et b20 sont identiques, et les

défaillances ne sont donc pas discernables a priori. Puisque f2 est une fuite dans la deuxième
cuve, elle ne dépend pas des commandes de vanne. Par contre la défaillance de la conduite
b20 dépend directement de l’état de la vanne v20 : Si la vanne est fermée, alors b20 n’est
pas détectable puisqu’il n’y a pas de flux de liquide. Nous pourrons discerner f2 de b20 si la
vanne v20 est fermée.

5.2.5 Génération de résidus

Un banc de générateurs de résidus est construit à partir des sous-modèles :

Σf1 ,Σf2,b20 ,Σb13 ,Σb32

Pour obtenir la convergence en présence de conditions initiales inconnues, nous
avons choisi des générateurs de résidus à base d’observateurs d’Utkin [Utk81]. Ces
observateurs sont une variante des observateurs discontinus construits selon la théo-
rie des modes glissants. Ce choix est fait par rapport aux équations qui régissent le
fonctionnement des sous-modèles, et qui font intervenir des non linéarités non diffé-
rentiables (fonctions « signe »). La structure d’un observateur d’Utkin est donnée par
l’équation 5.9

{

˙̂x1 = f̂1(x̂1, x̂2) + LMsign(r)
˙̂y = ˙̂x2 = f̂2(x̂1, x̂2)−Msign(r)

{

ŷ = ĥ(x)
r = ŷ − y (5.9)

où L et M sont des coefficients de réglage. Les expressions des quatre générateurs de
résidus sont donnés par les équations suivantes :
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– Le générateur du résidu robuste à f1 est donné par :
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ż1 =
1
S
Kv2 +Kv32

Sp
S
sign(z2 − y2)

√
2g

√

|z2 − y2| · · ·

· · · −Kv20
Sp
S
√
2g

√

|y2| −M1 sign(rf1)
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– Le générateur du résidu robuste à f2 et à b20 est donné par :
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– Le générateur du résidu robuste à b13 est donné par :
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– Le générateur du résidu robuste à b32 est donné par :
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5.2.6 Simulation

Les simulations sont réalisées avec le logicielMatlab/Simulink avec les paramètres
suivants :
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– K = 1[
l

s
]

– S = 0.5π2 = π[m2]

– Sp = 0.05π2 =
π

10
[m2]

– g = 9.81[
m

s2
]

Les coefficients de réglage des générateurs de résidus sont donnés par

Li = 0.7 et Mi = 0.3 ∀i = 1..4

La figure 5.3 représente le schéma de simulation.

Les figures ci-dessous illustrent le comportement des générateurs de résidus pour
différents scénarios avec des sorties bruitées par un bruit blanc d’amplitude 0.15. La
simulation dure 300 secondes avec un pas d’échantillonnage de 0,5 seconde.

– En fonctionnement normal (figure 5.4) ;
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Fig. 5.4 – Résidus dans le cas normal

– Pour une défaillance permanente b13 (figure 5.5) ;
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Fig. 5.3 – Schéma de simulation Simulink
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Fig. 5.5 – Résidus dans le cas d’une défaillance b13 permanente

– Pour une défaillance intermittente b13 (figure 5.6) ;
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Fig. 5.6 – Résidus dans le cas d’une défaillance b13 temporaire

– Les autres simulations sont regroupées en annexe C.
Nous remarquons que dans chaque cas, les résidus sensibles à une défaillance ré-

agissent dés que la défaillance en question est différente de zéro, et cela pour les deux
cas de figure, pour des défaillances permanentes et pour des défaillances temporaires.
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5.3 Modélisation événementielle

5.3.1 Description du modèle événementiel de bon fonctionnement

Pour illustrer l’approche de décomposition dans le cadre événementiel proposée
dans le chapitre précédent, nous allons représenter l’évolution des directions des dé-
bits dans les conduites du processus « 3 cuves » par une machine séquentielle pour
détecter et localiser les défaillances des deux vannes V13 et V32. Deux capteurs sont
placés sur les conduites entre les cuves 1 et 3 et les cuves 2 et 3. Ces capteurs in-
diquent la direction du flux dans la conduite, par exemple le capteur placé dans c13
peut indiquer que le flux circule de la cuve 1 vers la cuve 3, ou de la cuve 3 vers la cuve
1, ou qu’il n’y a pas de flux, c’est à dire qu’il n’y a pas de mouvement de liquide. Si le
débit dans une conduite est nul, alors la vanne correspondante est considérée comme
fermée. Si le débit n’est pas nul, la vanne est considérée comme ouverte.
La représentation choisie décrit les quatre principaux modes de fonctionnement du

système en fonction de la direction des flux dans les conduites d’eau :
– Etat 1 : La direction du flux va de la cuve 1 à la cuve 3 et de la cuve 3 vers la cuve
2 : 1→ 3 et 3→ 2

– Etat 2 : La direction du flux va de la cuve 3 à la cuve 1 et de la cuve 3 vers la cuve
2 : 1← 3 et 3→ 2

– Etat 3 : La direction du flux va de la cuve 1 à la cuve 3 et de la cuve 2 vers la cuve
3 : 1→ 3 et 3← 2

– Etat 4 : La direction du flux va de la cuve 3 à la cuve 1 et de la cuve 2 vers la cuve
3 : 1← 3 et 3← 2

En incorporant l’état des vannes V13 et V32 posées sur les conduites qui relient les
cuves 1 et 3 et les cuves 3 et 2, deux états supplémentaires sont ajoutés :
– Un état noté −|− qui représente l’absence de flux entre les cuves à cause de la
fermeture de la vanne correspondante.

– Un état noté −X− qui représente le régime transitoire dans les instants qui suivent
l’ouverture de la vanne correspondante.

Ce qui nous donne au total un système à 16 états :
– Etat 5 : 1→ 3 et 2− | − 3
– Etat 6 : 1← 3 et 2− | − 3
– Etat 7 : 3→ 2 et 1− | − 3
– Etat 8 : 3← 2 et 1− | − 3
– Etat 9 : 1− | − 3 et 2− | − 3
– Etat 10 : 1→ 3 et 2−X− 3
– Etat 11 : 1← 3 et 2−X− 3
– Etat 12 : 3→ 2 et 1−X− 3
– Etat 13 : 3← 2 et 1−X− 3
– Etat 14 : 1−X− 3 et 2− | − 3
– Etat 15 : 1− | − 3 et 2−X− 3
– Etat 16 : 1−X− 3 et 2−X− 3
Les états 1, · · · ,9 sont des états stables. Les états 10, · · · ,16 sont des états transitoires

de courte durée (états instables).
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Le fonctionnement de la machine est décrit par la table de transitions (5.10) et la
figure (5.7).

a b c d e f g h

1 2 − 3 − 7 − 5 −
2 − 1 4 − 7 − 6 −
3 4 − − 1 8 − 5 −
4 − 3 − 2 8 − 6 −
5 6 − − − 9 − − 10
6 − 5 − − 9 − − 11
7 − − 8 − − 12 9 −
8 − − − 7 − 13 9 −
9 − − − − − 14 − 15
10 − 11 3 1 15 − 5 −
11 10 − 4 2 15 − 6 −
12 2 1 13 − 7 − 14 −
13 4 3 − 12 8 − 14 −
14 6 5 − − 9 − − 16
15 − − 8 7 − 16 9 −
16 11 10 13 12 15 − 14 −

(5.10)

Où les tirets « − » représentent la persistance de l’état présent. Les actions considé-
rées sont les suivantes :

– a : L1 < L3 Le niveau de la cuve centrale devient supérieur à celui de la première
cuve.

– b : L1 > L3 Le niveau de la cuve centrale devient inférieur à celui de la première
cuve.

– c : L2 > L3 Le niveau de la cuve centrale devient inférieur à celui de la dernière
cuve.

– d : L2 < L3 Le niveau de la cuve centrale devient supérieur à celui de la dernière
cuve.

– e : V13 = 0 La première vanne V13 est fermée.
– f : V13 = 1 La première vanne est ouverte.
– g : V32 = 0 La seconde vanne V32 est fermée.
– h : V32 = 1 La seconde vanne est ouverte.

La correspondance entre les sorties de Σ et les mesures des capteurs installés sur le
processus est donnée par la table (5.3). V13 et V32 représentent les vannes et C1, C2, C3
représentent les cuves.
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Fig. 5.7 – Représentation du modèle de fonctionnement normal du processus 3 cuves
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Σ

Etats Sorties
1 V13 et V32 ouvertes, flux de C1 vers C3 et de C3 vers C2
2 V13 et V32 ouvertes, flux de C3 vers C1 et de C3 vers C2
3 V13 et V32 ouvertes, flux de C1 vers C3 et de C2 vers C3
4 V13 et V32 ouvertes, le flux de C3 vers C1 et C2 vers C3
5 V32 fermée V13 ouverte, flux de C1 vers C3
6 V32 fermée V13 ouverte, flux de C3 vers C1
7 V13 fermée, V32 ouverte, flux de C3 vers C2
8 V13 fermée, V32 ouverte, flux C2 vers C3
9 V13 et V32 fermées
10 V13 et V32 ouvertes, flux inconnu entre C2 et C3 , flux de C1 vers C3
11 V13 et V32 ouvertes, flux inconnu entre C2 et C3 , flux de C3 vers C1
12 V13 et V32 ouvertes, flux inconnu entre C1 et C3, flux de C3 vers C2
13 V13 et V32 ouvertes, flux inconnu entre C1 et C3, flux C2 vers C3
14 V13 ouverte, V32 fermée, flux inconnu entre C1 et C3
15 V32 ouverte, V13 fermée, flux inconnu entre C2 et C3
16 V13 et V32 ouvertes, flux inconnu entre toutes les cuves

Tab. 5.3 – Correspondance entre les états du modèle et les sorties capteurs

5.3.2 Description du modèle de fonctionnement défaillant

Nous considérons deux défaillances fV13 et fV32 qui correspondent à un dysfonction-
nement des vannes V13 et V32. Ces dysfonctionnements correspondent à des fermetures
ou à des ouvertures intempestives. Si une défaillance est amenée à se produire sur la
vanne, nous en verrions l’influence en analysant la trajectoire que prend le modèle
en réponse à une sollicitation de commande. Nous ajoutons un événement f qui re-
présente la défaillance d’une vanne. Cet événement est placé en parallèle à toutes les
transitions qui concernent la vanne (figure 5.8(b)).

Remarque 5.3.1 Une autre manière possible de représenter le fonctionnement d’une vanne
serait de représenter la défaillance par un état défaillant non mesuré (figure 5.9(b)).
L’état vanne bloquée ouverte possède la même sortie que l’état vanne ouverte ; par consé-

quent, ces deux états peuvent être distingués si l’action fermeture de vanne est demandée.
Notons cependant que la description par transitions est plus adaptée pour les défauts du type
« ouverture ou fermeture intempestives de la vanne » et que la description par état est plus
adaptée pour décrire un blocage de vanne. En règle générale les deux descriptions ne sont pas
équivalentes mais complémentaires.

En ajoutant le modèle de fonctionnement défaillant des vannes aumodèle de bon fonc-
tionnement du processus représenté figure 5.7, nous obtenons une machine séquen-
tielle de 16 états et de 10 entrées (figure 5.10) :
La table 5.3.2 illustre l’évolution du modèle de fonctionnement défaillant.
Nous proposons de construire un réseau de machines séquentielles partielles qui

décrivent le fonctionnement du système en étant chacune découplées de chaque dé-
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(a) Fonctionnement normal (b) Fonctionnement défaillant

Fig. 5.8 – Modèle événementiel d’une vanne (approche transitions)

(a) Fonctionnement normal (b) fonctionnement défaillant

Fig. 5.9 – Modèle événementiel d’une vanne (approche état)
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Fig. 5.10 – Représentation du modèle de fonctionnement défaillant du processus à 3
cuves



5.3. Modélisation événementielle 141

a b c d e f g h fV13 fV32
1 2 - 3 - 7 - 5 - 7 5
2 - 1 4 - 7 - 6 - 7 6
3 4 - - 1 8 - 5 - 8 5
4 - 3 - 2 8 - 6 - 8 6
5 6 - - - 9 - - 10 9 10
6 - 5 - - 9 - - 11 9 11
7 - - 8 - - 12 9 - 12 9
8 - - - 7 - 13 9 - 13 9
9 - - - - - 14 - 15 14 15
10 - 11 3 1 15 - 5 - 15 5
11 10 - 4 2 15 - 6 - 15 6
12 2 1 13 - 7 - 14 - 7 14
13 4 3 - 12 8 - 14 - 8 14
14 6 5 - - 9 - - 16 9 16
15 - - 8 7 - 16 9 - 16 9
16 11 10 13 12 15 - 14 - 15 14

Tab. 5.4 – Table de transitions du modèle événementiel de fonctionnement défaillant
du système à 3 cuves

faillance. Un ensemble de k machines séquentielles partielles est obtenu pour k dé-
faillances.

5.3.3 Décomposition du modèle événementiel

Nous allons déterminer deux machines séquentielles partielles, la première ΣV13
découplée de la défaillance fV13 et la seconde ΣV32 découplée de la défaillance fV32 .
Les chemins générés par ΣV13 sont robustes à la défaillance fV13 . Les chemins générés
par ΣV32 sont robustes à la défaillance fV32 . En comparant les sorties mesurées sur le
processus et les sorties simulées des deux machines séquentielles partielles, nous ob-
tenons une indication sur l’état du système et en analysant les chemins de ΣV13 et de
ΣV32 , nous pouvons déduire l’occurrence ou l’absence des défaillances fV13 et fV32 .

Détermination de partitions découplées

Pour déterminer la partition de l’ensemble d’états découplée de fV13 et fV32 , nous
allons définir une transition i0 qui représente l’élément neutre tel que ∀s ∈ S : δ(s, i0) =
s. L’événement i0 n’induit pas de modification de la trajectoire de fonctionnement.
Maintenant nous allons créer une partition de l’ensemble d’entrées qui regroupe i0 et
les événements à découpler.
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πIfV13
= {a,b,c,d, e, f ,g,h, i0, fV13 , fV32} (5.11)

πIfV32
= {a,b,c,d, e, f ,g,h, i0, fV32 , fV13} (5.12)

Ces partitions nous permettent d’obtenir la partition de l’ensemble d’états S par

πfV13
=mI−S(πIfV13

) = {1,2,7,12,3,4,8,13,5,6,9,14,10,11,15,16} (5.13)

πfV32
=mI−S(πIfV32

) = {1,3,5,10,2,4,6,11,7,8,9,15,12,13,14,16} (5.14)

Les partitions de l’ensemble d’états πfV13 et πfV32 , sous réserve qu’elles possèdent
la propriété de substitution par rapport au modèle initial, définissent deux machines
séquentielles partielles, Σ1 et Σ2, dont les trajectoires de fonctionnement sont robustes
aux influences de fV13 et fV32 respectivement. Rappelons qu’une partition π possède la
propriété de substitution si elle remplit la condition suivante

(π,π) ∈ ∆δ
qui est satisfaite si les relations

m(π) ≤ π
ou

M(π) ≥ π
sont satisfaites. Ici les opérateurs M et m font référence à MS−S et mS−S.

m(πfV13 ) = {1,2,7,12,3,4,8,13,5,6,9,14,10,11,15,16} = πfV13 (5.15)

m(πfV32 ) = {1,3,5,10,2,4,6,11,7,8,9,15,12,13,14,16} = πfV32 (5.16)

M(πfV13 ) = {1,2,7,12,3,4,8,13,5,6,9,14,10,11,15,16} = πfV13 (5.17)

M(πfV32 ) = {1,3,5,10,2,4,6,11,7,8,9,15,12,13,14,16} = πfV32 (5.18)

et par conséquent
(πfV13 ,πfV13 ) ∈ ∆δ et (πfV32 ,πfV32 ) ∈ ∆δ

Nous remarquons que les deux partitions πfV13 et πfV32 possèdent la propriété de
substitution. Elles sont aptes à générer des machines séquentielles.
Nous allons vérifier maintenant que la partition πfV13 ne découple pas de la dé-

faillance fV32 et que πfV32 ne découple pas de fV13 . Cette propriété est vérifiée en calcu-
lant la partition de l’ensemble d’entrées induite par πf 1 et πf 2 avec la relation suivante

MI−S(πfV13 ) = {c,d,g,h, i,a,b, e, f , fV13 , fV32 , }
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Nous constatons que πfV13 ne découple pas de fV32 . Par analogie, puisque

MI−S(πfV32 ) = {c,d,g,h, i, c,d,g,h, fV32 , fV13 , }

alors la partition πfV32 ne découple pas de fV13 .

Les deux partitions πfV13 et πfV32 possèdent les propriétés de couplage et de décou-
plage souhaitées. Par ailleurs, nous remarquons que

πfV13
.πfV32

= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16} =O

Cela indique que πfV13 et πfV32 sont des partitions complémentaires, c’est-à-dire
qu’elles permettent de reconstituer la partition initiale.

5.3.4 Génération d’indicateurs de défaillances

Dans la section précédente nous avons déterminé les partitions πfV13 et πfV32 qui
possèdent les propriétés de couplage et de découplage souhaitées. Nous allons à pré-
sent utiliser ces partitions pour la synthèse de machines séquentielles partielles qui
réalisent une partie du fonctionnement du modèle initial. Les deux machines par-
tielles, notées ΣfV13 et ΣfV32 , sont synthétisées à partir du modèle du système complet
et des partitions πfV13 et πfV32 .

Rappelons qu’une partition de l’espace d’état définit une machine séquentielle par-
tielle en regroupant les états contenus dans un bloc de la partition en un macro-état.
Les machines obtenues ΣfV13 et ΣfV32 sont décrites par la table 5.3.4 et la figure (5.11).

a b c d e f g h

1” 2” - - - - - 3” -
2” - 1” - - - - 3” -
3” - - - - - - - 4”
4” 2” 1” - - - - 3” -

a b c d e f g h

1’ - - 2’ - - - - -
2’ - - - 1’ - - 3’ -
3’ - - - - - - - 4’
4’ - - 2’ 1’ - - 3’ -

Tab. 5.5 – Table de transitions de ΣfV32 et de ΣfV13
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(a) ΣfV13 (b) ΣfV32

Fig. 5.11 – Représentation graphique de la machine séquentielle partielle ΣfV13 et de
ΣfV32

La table de correspondance entre les états des machines séquentielles partielles
ΣfV13

et ΣfV32 et les partitions de l’ensemble d’états de la machine séquentielle Σ est
donnée (table 5.6)

ΣfV13
ΣfV32

Etat Bloc Etat Bloc
1′ 1,2,7,12 1” 1,3,5,10
2′ 3,4,8,13 2” 2,4,6,11
3′ 5,6,9,14 3” 7,8,9,15
4′ 10,11,15,16 4′′ 12,13,14,16

Tab. 5.6 – Correspondance des états et des partitions

Les deuxmachines séquentielles ainsi définies possèdent les propriétés de couplage
et de découplage héritées des partitions πfV13 et πfV32 . Ceci garantit que les chemins
qu’elles génèrent sont sensibles par rapport aux événements auxquels elles sont cou-
plées, et robustes par rapport aux événements desquels elles sont découplées.
Une séquence indicatrice de défaillances est construite à partir du sous-modèle

ΣfV13
. La sortie de Σ (lorsqu’elle est disponible) est comparée à la sortie de ΣfV13 et une

séquence r1 est générée comme suit

r1 =















1 si oΣ < oΣfV13
0 si oΣ ∈ oΣfV13

où oΣ est la sortie mesurée et oΣfV13
correspond à un bloc de la partition πfV13 . L’indica-

teur de défaillance r2 est calculé de manière analogique.



5.3. Modélisation événementielle 145

Pour pouvoir comparer les sorties produites avec les sorties mesurées, la table sui-
vante est utilisée

ΣfV13
ΣfV32

E Sortie E Sortie

1’ V32 ouverte, flux de C3 vers C2 1” V13 ouverte, flux de C1 vers C3
2’ V32 ouverte, flux de C2 vers C3 2” V13 ouverte, flux de C3 vers C1
3’ V32 fermée 3” Vanne 1 fermée
4’ Régime transitoire dans c32 4” Régime transitoire dans c13

Tab. 5.7 – Tableau de correspondance entre les états des machines séquentielles par-
tielles et les sorties mesurées

5.3.5 Simulations

Cette section est divisée en deux parties :
– Le module de surveillance composé des deux machines séquentielles partielles
ΣfV13

et ΣfV32 est utilisé pour surveiller le modèle événementiel du système à trois
cuves (figure 5.10, page 140). Les événements d’entrée sont générés artificiel-
lement. Toutes les simulations et les calculs ont été réalisés à l’aide du logiciel
Maxima qui est un solveur symbolique. L’objectif de cette simulation est de véri-
fier que les indicateurs de défaillances générés à partir de ΣfV13 et de ΣfV32 pos-
sèdent les propriétés désirées de robustesse et de sensibilité.

– Le module de surveillance validé dans la première partie est utilisé pour sur-
veiller le modèle temporel du système à 3 cuves décrit à la page 126. Les sor-
ties continues du modèle temporel sont discrétisées et comparées aux sorties des
machines séquentielles partielles . Les machines séquentielles partielles sont ex-
citées par des événements obtenus par discrétisation des entrées et des sorties
continues. Toute la simulation est réalisée à l’aide du module Stateflow du lo-
giciel Matlab/Simulink. L’objectif est de valider l’approche de détection et de
localisation de défaillances sur un modèle proche du système réel.

Détection de défaillances sur le modèle événementiel

Considérons la séquence d’entrée arbitraire suivante :

[1,3,2,9,4,5,3,6,2,7,1,8,4,10,2,5,7,8,4,6,2,1,3,2,4]

où les entrées sont représentées par leurs numéros respectifs

[

a = 1, b = 2, c = 3,d = 4, e = 5, f = 6, g = 7,h = 8, fV13 = 9, fV32 = 10
]

Les défaillances apparaissent aux instants 4 et 14 (figure (5.12))
La réponse du système Σ et des machines partielles ΣfV13 et ΣfV32 est donnée par
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Fig. 5.12 – Séquences d’événements et défaillances
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Σ : [1,2,4,3,8,7,7,8,13,3,5,6,11,2,6,5,9,9,15,7,12,1,2,4,3,1]

ΣfV13
:
[

1,2,7,12,1,2,7,12,3,4,8,13,3,4,8,13,3,4,8,13,1,2,7,12,1,2,7,12,3,4,8,13, · · ·
· · · 3,4,8,13,3,4,8,13,5,6,9,14,5,6,9,14,10,11,15,16,1,2,7,12,1,2,7,12, · · ·
· · · 1,2,7,12,1,2,7,12,5,6,9,14,10,11,15,16,1,2,7,12,1,2,7,12,1,2,7,12, · · ·
· · · 1,2,7,12,3,4,8,13,3,4,8,13

]

ΣfV32
:
[

1,3,5,10,2,4,6,11,2,4,6,11,1,3,5,10,1,3,5,10,1,3,5,10,7,8,9,15,7,8,9,15, · · ·
· · · 12,13,14,16,1,3,5,10,1,3,5,10,2,4,6,11,2,4,6,11,2,4,6,11,2,4,6,11, · · ·
· · · 1,3,5,10,7,8,9,15,7,8,9,15,7,8,9,15,7,8,9,15,12,13,14,16,1,3,5,10, · · ·
· · · 2,4,6,11,2,4,6,11,1,3,5,10

]

Puisque les deux partitions πfV13 et πfV32 permettent de recomposer la partition
initiale, la combinaison des sorties des deuxmachines partielles nous permet d’estimer
l’état de Σ, en calculant l’intersection des blocs de partitions représentés par les sorties
de ΣfV13 et de ΣfV32

ŝΣ = sΣfV13
∩ sΣfV32 : [1,2,4,3,3,1,7,8,13,3,5,6,11,2,2,1,7,9,15,7,12,1,2,4,3]

La figure (5.13) illustre les quatre séquences de sorties
Les séquences indicatrices de défauts sont données par la figure (5.14 )

Détection de défaillances sur le modèle temporel

Cette partie est consacrée à la validation de la méthode de détection sur le modèle
temporel qui décrit le système à trois cuves. Pour les besoins de la simulation deux
nouvelles défaillances sont incorporées dans le modèle de fonctionnement défaillant
décrit par l’équation (5.3) :
– defV13 est une défaillance qui représente un défaut de la vanne V13.
– defV32 est une défaillance qui représente un défaut de la vanne V32.

Ces défaillances représentent l’ouverture ou la fermeture intempestive des vannes cor-
respondantes, par exemple, pour la vanne V13, l’évolution de la défaillance est donnée
par :

defV13 =

{

−1 si v13 = 0
v13 si v13 , 0

(5.19)

Le modèle de fonctionnement défaillant devient
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Fig. 5.13 – Graphes représentant les réponses du système complet Σ et des machines
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ẋ2 =
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S
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√
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√
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Deux capteurs mesurant les débits q13 et q32 sont ajoutés























y1 = q13 = K(v13 − defV13)(1− b13)
Sp
S
sign(x1 − x3)

√
2g

√

|x1 − x3|

y2 = q32 = K(v32 − defV32)(1− b32)
Sp
S
sign(x3 − x2)

√
2g

√

|x3 − x2|
(5.20)

Les valeurs de ces deux capteurs sont discrétisées, par exemple pour y1 :
– si y1 < 0 alors la direction du flux va de la cuve centrale C3 vers la première cuve
C1.

– si y1 > 0 alors la direction du flux va de la première cuve C1 vers la cuve centrale
C3.

– si y1 = 0 alors la vanne V13 est fermée.
– si y1 , 0 alors la vanne V13 est ouverte.
et la même chose pour y2. Pendant les premiers instants de l’ouverture d’une vanne,

le système est considéré dans un état transitoire non mesuré. L’état transitoire débute
au moment où une sortie passe de y = 0 à y , 0 et se poursuit tant que la vanne n’est
pas complètement ouverte. N’ayant pas accès à une maquette réelle, nous considé-
rons que cette étape transitoire dure une seconde ; ce qui correspond à deux périodes
d’échantillonnage durant lesquelles les mesures et les indicateurs de défaillances sont
considérés comme non valides.
Suivant la modélisation événementielle proposée dans la section précédente, seize

états sont définis suivant la table de correspondance 5.3. Les états de 1 à 9 sont consi-
dérés comme valides, ce qui signifie que la génération d’indicateurs de défaillances ne
se fait que lorsque le système est dans l’un des neuf premiers états.
La simulation s’effectue en utilisant le logiciel Matlab/Simulink comme pour la

simulation du modèle temporel pur, en incorporant des blocs Stateflow pour repré-
senter les machines séquentielles partielles découplées et les modules de génération
d’indicateurs de défaillances.
Les figures 5.15(a) et 5.15(b) montrent les blocs Stateflow qui représentent les

machines séquentielles partielles obtenues précédemment (voir la table 5.3.4).
Les simulations sont effectuées sur 300 secondes avec un pas d’échantillonnage de

0.5 seconde (figure 5.16 et 5.17(a) ). Une défaillance de la vanne V13 est introduite à
t = 100s et une défaillance de la vanne V32 est introduite à t = 150s (figure 5.17(b)).
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(a) Bloc représentant ΣV13 (b) Bloc représentant ΣV32

Fig. 5.15 – Blocs représentant les machines séquentielles partielles ΣV13 et ΣV32
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Fig. 5.16 – Évolution des niveaux de liquide dans les trois cuves
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Les sorties des capteurs de débits sont données figure 5.18.
Les événements obtenus par discrétisation des sorties sont donnés figure 5.19(a) et

figure 5.19(b).
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Fig. 5.19 – Événements d’entrée du modèle événementiel

La discrétisation des sorties permet d’obtenir l’évolution discrète du système (fi-
gure 5.20(a)). L’évolution du modèle événementiel de bon fonctionnement est donné
figure 5.20(b). Nous remarquons bien que les deux graphiques ne sont plus similaires
aux instants t = 100[s] et t = 150[s], ce qui correspond aux instants d’apparition des
défaillances fV13 et fV32 .
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Fig. 5.20 – Évolution discrétisée du système et du modèle

Les sorties des machines séquentielles partielles ΣV13 et ΣV32 sont montrées figure
5.21(a) et 5.21(b).
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(b) Évolution de la machine séquentielle par-
tielle ΣV32

Fig. 5.21 – Évolution des machines séquentielles partielles découplées

Les indicateurs de défaillances sont obtenus en comparant l’évolution discrétisée
du système avec les états des machines séquentielles partielles et en appliquant un
filtre pour éliminer les divergences qui durent moins de deux périodes d’échantillon-
nage (figure 5.22(a) et 5.22(b)). Ces indicateurs sont valides pour les états 1 · · ·9 du sys-
tème, ce qui correspond à la valeur « 1 » de la séquence de validation (figure 5.22(c)).
Nous remarquons que l’indicateur robuste à fV13 réagit seulement à fV32 et que l’in-

dicateur robuste à fV32 réagit seulement à fV13 . La réaction se fait avec un petit retard
(1s) dû au traitement. Le module de détection conçu dans la section précédente est
donc validé.

Remarque 5.3.2 A titre indicatif, les résidus continus sont donnés figure 5.23.
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Fig. 5.22 – Évolution des indicateurs de défaillances
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Les deux défaillances actionneurs sont bien détectées. Les résidus ne sont pas conçus pour
détecter les deux défaillances fV13 et fV32 , ce qui explique que fV13 et fV32 soient interprétées
comme des défaillances dans les conduites c13 et c32. Remarquons que fV13 est interprétée
également comme une fuite dans C1, ce qui explique la robustesse du premier résidu par
rapport à fV13 .

5.4 Conclusion

Tout au long de ce chapitre, l’exemple classique du processus à trois cuves a été
traité :
– Sous la forme temporelle : le modèle est traité avec toutes ses non linéarités non
différentiables (fonction « sign »).

– Sous la forme événementielle : L’approche de détection et de localisation d’évé-
nements inconnus proposée au chapitre 2 a été illustrée, dans les cas de mesures
disponibles en continu ou par intermittence. L’approche est identique au cas tem-
porel, seuls les détails de calcul diffèrent. L’approche proposée a été validée sur
un modèle événementiel pur, et sur un modèle temporel discrétisé.

Dans les deux cas, l’utilisation du découplage comme critère de décomposition a per-
mis de réaliser des systèmes de détection et de localisation de défaillances. Cette im-
plémentation a été possible grâce à l’utilisation conjointe d’outils algébriques pour le
calcul des indicateurs de défaillances, à savoir l’algèbre des paires et l’algèbre des fonc-
tions.



Chapitre 6

Conclusion générale

6.1 Contribution

Cette thèse s’inscrit dans la continuité des travaux de l’équipe SFSD21 du LAGIS22

sur la détection et la localisation des défauts en utilisant des modèles comportemen-
taux. Le point de départ a été de rechercher une méthode efficace pour la détection
et la localisation de défaillances pour les systèmes décrits par un modèle d’évolution
non linéaire. La méthode choisie est basée sur la synthèse d’un banc de filtres robustes
[DI01, HKE99b, JPS03]. Il est apparu que le traitement séparé des problèmes de dé-
couplage et de convergence permet de simplifier le traitement de modèles complexes.
La problématique a été formulée pour pouvoir résoudre le problème de décomposition
indépendamment, puisque des solutions efficaces, permettant de résoudre le problème
de convergence, existent dans la littérature [MH88].
L’algorithme de décomposition a été réalisé en utilisant des outils algébriques pour

pouvoir traiter n’importe quel type de non-linéarités présentes dans le modèle, no-
tamment les non-linéarités non différentiables qu’il n’est pas possible de traiter avec
les outils de la géométrie différentielle. En étudiant les outils de l’algèbre des fonc-
tions, des algorithmes de calcul d’opérateurs ont été développés. Par ailleurs, il est
apparu comme naturel d’étendre l’approche de décomposition pour la localisation de
défaillances à d’autres types de modèles comportementaux. Une étude de l’algèbre des
paires a été entreprise pour adapter la méthode développée pour les systèmes à dy-
namique temporelle, au cadre des systèmes à dynamique événementielle représentés
par des automates à états finis. Une synthèse des méthodes de surveillance existantes
pour les systèmes événementiels a été réalisée, ce qui a permis de souligner des paral-
lèles entre les méthodes de surveillance pour les deux types de systèmes ( temporels
et événementiels). En utilisant les points communs entre les deux types d’approche,
une méthode de localisation de défauts représentés par des événements inconnus a
été proposée. Cette méthode est obtenue par extension de la méthode décrite pour les
systèmes temporels. L’utilisation des opérateurs de l’algèbre des paires a permis de jus-
tifier l’approche de manière théorique, et de la réaliser sous forme algorithmique facile

21Sûreté de fonctionnement des systèmes dynamiques
22Laboratoire d’automatique, génie informatique et signal de Lille
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à implémenter. L’utilisation d’un banc de machines séquentielles partielles découplées
pour la génération d’indicateurs de défaillances structurés, est à notre connaissance,
une nouveauté. L’exemple qui est traité dans le chapitre illustratif a été choisi pour
montrer l’efficacité des deux approches, temporelle et événementielle, appliquées au
même système représenté de deux manières différentes.
Finalement, la contribution de ce travail est résumée en cinq points principaux :
– Simplifier la formulation du problème de génération de résidus structurés pour
la localisation de défauts. Les contraintes sont divisées en deux groupes sépa-
rés pour créer deux problèmes indépendants : La robustesse des résidus et leurs
convergences.

– Présenter et détailler les notions inhérentes à l’algèbre des paires qui, pour rap-
pel, a été développée pour la synthèse de circuits intégrés. Cette étude permet
d’aborder, par la suite, les opérateurs de l’algèbre des fonctions sous un autre
angle et de proposer des méthodes de calcul et d’implémentation originales.

– Présenter l’outil « algèbre des fonctions », qui est l’extension de l’algèbre des
paires aux ensembles infinis, et l’utiliser pour réaliser la décomposition pour les
systèmes à dynamique temporelle. Les propriétés intrinsèques des opérateurs de
l’algèbre des fonctions permettent d’obtenir des résultats dans des situations où
d’autres techniques mathématiques sont mises en échec. Par ailleurs, des paral-
lèles sont tracés pour rattacher les notions algébriques aux notions géométriques
dans le cadre des systèmes continus.

– Proposer des solutions pour améliorer l’algorithme de décomposition utilisé pour
la synthèse de sous-systèmes découplés. L’étude de l’approche existante [Zhi97]
a permis de cerner les améliorations possibles, et une extension a été réalisée, en
utilisant des outils d’élimination de variables pour relaxer les contraintes d’ap-
plication de la décomposition.

– Étendre la méthodologie de décomposition avec critères de robustesse aux mo-
dèles événementiels. Il est possible dès lors de formuler une approche de dé-
tection et de localisation d’événements inconnus par décomposition du modèle
événementiel pour la génération d’indicateurs de défaillances structurés. Ces no-
tions sont une extension directe de l’approche de surveillance proposée pour les
systèmes à dynamique temporelle. Le cadre théorique a été posé pour la réalisa-
tion d’un banc de machines séquentielles partielles pour la génération d’indica-
teurs de défaillances.

6.2 Perspectives

De nombreuses perspectives sont apparues tout au long de ce travail, certaines
comme des idées abstraites, d’autres comme des notions concrètes, dont le dévelop-
pement a commencé et est actuellement en cours. Les plus significatives sont citées
ci-dessous
– Implémenter de manière plus efficace les techniques d’élimination de variables
dans l’étape initiale de l’algorithme de décomposition. Actuellement, seule l’in-
jection linéaire de défaillances est considérée.
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– Ajouter un degré d’abstraction à la méthode de décomposition pour pouvoir trai-
ter simultanément desmodèles temporels et événementiels. L’application visée est
le découplage de systèmes représentés par des modèles hybrides.

– Proposer une méthode de détection et de localisation de défaillances événemen-
tielles en générant un indicateur de défaillances directionnel. L’utilisation de l’al-
gèbre des paires permet de construire un squelette de la machine séquentielle
qui permet de donner un sens à l’indicateur de différences qui est actuellement
considéré comme binaire.

– Utiliser l’algorithme de décomposition en dehors du thème de la surveillance.
Par exemple, la décomposition canonique d’un système non linéaire peut être
réalisée en utilisant l’algèbre des fonctions, par analogie avec la décomposition
canonique de systèmes linéaires proposée dans [Kal62], où l’auteur définit quatre
sous-parties en fonction des propriétés de commandabilité et d’observabilité.





Annexe A

Rappels sur les propriétés des
machines séquentielles

A.1 Introduction

Cette annexe rappelle des notions liées à la décomposition de machines séquen-
tielles, et à l’utilisation de l’algèbre des paires sur les machines séquentielles. Nous y
aborderons les notions d’équivalence de machines séquentielles, de transformations
entre deux machines et de la construction d’un réseau de machines. A chaque fois les
outils de l’algèbre des paires sont utilisés

A.2 Rappels sur les machines séquentielles

Nous utilisons dans ce qui suit les définitions (2.9,2.10) pour les machines deMealy,
de Moore et d’état. Les notions d’isomorphisme et d’homomorphisme sont abordées,
ainsi que des notions plus générales d’équivalence entre machines.
La notion d’isomorphisme permet d’identifier deux machines séquentielles qui ont

la même dynamique, mais qui diffèrent par leurs ensembles d’entrées, d’états et de
sorties.

Définition A.1 Soit deux machines séquentielles du même type définies par

Σ(S, I,O,δ,λ) et Σ′ = (S′, I′,O′,δ′,λ′)

Les deux machines sont isomorphes si et seulement si il existe trois bijections


















f1 : S → S′

f2 : I → I′

f3 : O → O′
(A.1)

qui réalisent

f1[δ(s,x)] = δ
′[f1(s), f2(x)]

f1[λ(s,x)] = λ
′[f1(s), f2(x)]
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Le triplet (f1, f2, f3) est appelé isomorphisme entre les machines Σ et Σ′.
Si les applications f1, f2, f3 ne sont pas des bijections mais des surjections, alors Σ

′ est une
image homomorphe de Σ. On se réfère alors au triplet (f1, f2, f3) en tant qu’homomorphisme
de la machineM versM′ .

Nous pouvons considérer l’isomorphisme comme une imitation de fonctionnement.
Dès lors, deux machines séquentielles isomorphes sont interchangeables via une sub-
stitution de leurs ensembles de définitions. Cette substitution (ou transformation équi-
valente) n’entraîne pas de perte d’informations (figure A.1).

Fig. A.1 – Représentation schématique des machines séquentielles isomorphes Σ′ et Σ

La notion d’homomorphisme quant à elle est unilatérale. La machine Σ peut simu-
ler le fonctionnement de son image homomorphe Σ′ , mais l’inverse n’est pas possible.
On dit alors que Σ est plus riche que Σ′ et peut en reproduire le fonctionnement. La
transformation de Σ à Σ′ entraîne une perte d’information (figure A.2).

Fig. A.2 – Représentation schématique Σ et de son image homomorphe Σ′

Les notions d’isomorphisme et d’homomorphisme nous mènent directement à la
notion d’équivalence de machines séquentielles. Deux machines séquentielles sont
dites équivalentes si l’une des deux conditions est remplie :
– Toutes les séquences d’entrées produisent des sorties identiques pour les deux
machines.

– Pour tout état de la première machine, il existe un état équivalent dans la se-
conde.

Définition A.2 Soit deux machines Σ1 = (S1, I,O,δ1,λ1) et Σ2 = (S2, I,O,δ2,λ2) avec les
mêmes ensembles d’entrées et de sorties. Les états s1 ∈ S1 et s2 ∈ S2 sont dits équivalents si et
seulement si pour toute séquence de commandes x̄

λ̄1(s1, x̄) = λ̄2(s2, x̄)
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Définition A.3 Deux machines de même type Σ1 et Σ2 sont équivalentes si et seulement si
tout état s1 ∈ S1 possède un état équivalent s2 ∈ S2 et réciproquement.

Illustration La figure A.3 illustre la relation d’équivalence : Les machines Σ1 (Moore) et
Σ2 (Mealy) sont équivalentes au sens de (A.3) et les deux sont équivalentes à Σ

′ au sens de
la définition (A.2)

Fig. A.3 – Schéma représentant les machines équivalentes Σ1, Σ2 et Σ′

Puisqu’il existe un certain nombre d’équivalences pour une machine Σ, définissons
la plus petite machine équivalente (en nombre d’états) comme une réduction de Σ.

Définition A.4 Une machine séquentielle Σ(S,O, I,δ,λ) est dite réduite si et seulement si
aucun de ses états ne possède d’état équivalent autre que lui-même :

∀s1 ∈ S : s1 ≡ s2⇒ s1 = s2
Le résultat suivant [HS66] est important dans ce contexte, puisqu’il stipule que

pour toute machine Σ il existe un homomorphisme qui permet de déterminer la ma-
chine réduite équivalente, et que cette machine est unique :

Théorème A.1 Considérons la machine séquentielle Σ(S,O, I,δ,λ) et sa machine équiva-
lente réduite Σ′. Pour toute autre machine Σi ≡ Σ il existe un homomorphisme de Σi à Σ

Corollaire A.1.1 Si deux machines réduitesM etM′ sont équivalentes, alors elles sont for-
cement isomorphes.

Illustration Dans l’exemple précédent, la machine Σ1 est la machine réduite équivalente
de Σ′.

Ces notions sont suffisantes pour permettre définir le cadre théorique de la mé-
thode de décomposition de machines séquentielles présentée dans le chapitre 4.





Annexe B

Rappels sur la géométrie différentielle

B.1 Introduction

Cette partie a pour objectif de rappeler les notions les plus courantes de la géomé-
trie différentielle : le difféomorphisme, l’espace tangent, les champs de vecteurs. Des
outils classiques de l’algèbre de Lie sont rappelés également notamment la dérivée et
le crochet de Lie.

B.2 Variété et difféomorphisme

Rappelons d’abord le théorème des fonctions implicites

Théorème B.1 dit des fonctions implicites : Soit φ une application k fois continûment
différentiable, avec k ≥ 1, d’un ouvert U ⊂ Rn vers Rn−p avec 0 ≤ p < n, et supposons qu’il
existe au moins un x0 ∈ U tel que φ(x0) = 0. Si en chaque point x ∈ U l’application linéaire
tangente Dφ(x) est de rang plein n − p, il existe un voisinage V = V1 ×V2 ⊂ U de Rn et une
application k fois continûment différentiable ϕ de V1 dans V2 tels que les deux ensembles
{x ∈ V1 ×V2|φ(x) = 0} et {(x1,x2) ∈ V1 ×V2|x2 = ϕ(x1)} sont égaux.

Autrement dit, la fonction ϕ vérifie localement φ(x1,ϕ(x1)) = 0 et la variable dépen-
dante x2 = ϕ(x1) est décrite à l’aide des p variables dépendantes localement x1.

Définition B.1 Etant donné une application différentiable Φ de Rn dans Rn−p avec 0 ≤ p <
n, on suppose qu’il existe au moins un x0 solution de l’équation implicite Φ(x) = 0 et que
l’application linéaire tangente DΦ(x) est de rang plein (n − p) dans un voisinage V de x0.
On appelle variété différentiable de dimension p l’ensemble X défini par l’équation implicite
Φ(x) = 0

X = {x ∈ V|Φ(x) = 0}
Cet ensemble n’est pas vide du fait du théorème B.1. Si Φ est de surcroît k fois différen-

tiable, alors X est une variété de classe Ck, avec k = 0, · · · ,∞

Le difféomorphisme local permet de décrire les variétés de manière intrinsèque,
c’est-à-dire indépendamment de la base dans laquelle Φ(X) = 0 est écrite.
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Définition B.2 Soit une application φ d’un ouvert U ⊂ Rn de classe Ck, avec k ≥ 1. On dit
que φ est un difféomorphisme local de classe Ck dans un voisinage U(x0) d’un point x0 de U
si ϕ est inversible de U(x0) dans un voisinage V(ϕ(x0)) d’un point ϕ(x0) de V et si ϕ−1 est
est aussi de classe Ck.

Définition B.3 On dit que ϕ est un homéomorphisme local de classe Ck si ϕ est de classe
Ck, localement inversible et son inverse est continue.

Les difféomorphismes locaux sont caractérisés par les deux théorèmes suivants :

Théorème B.2 dit d’inversion locale : ϕ est un difféomorphisme local de classe Ck avec
(k ≥ 1) au voisinage de x0 si et seulement si son application linéaire tangente Dϕ(x0) est
bijective

Théorème B.3 dit de rang constant : Soit ϕ une application de classe Ck avec (k ≥ 1)
d’une variété X de dimension n de classe Ck dans une variété Y de dimension p de classe Ck

Si rang(Dϕ(x)) = q ≤min(n,p) pour tout x dans un voisinage U du point x0 ∈ X, alors :
1. ∀y ∈ ϕ(U) ⊂ Y, ϕ−1({y}) est une sous-variété de X de dimension n− q et de classe Ck.
2. ϕ(U) est une sous-variété de Y de dimension q et de classe Ck. En particulier
– si n ≤ p, ϕ est injective de U sur Y si et seulement si rang(Dϕ(x)) = n pour tout
x ∈U. En en déduit que ϕ est un homéomorphisme de U sur ϕ(U).

– si n ≥ p, ϕ est surjective de U sur V ouvert sur Y si et seulement si rang(Dϕ(x)) = p.

L’interprétation la plus simple du difféomorphisme est géométrique : les coordon-
nées curvilignes qui permettent d’exprimer une variété X dans un sous-espace vecto-
riel de Rp sont données par

y1 =Φ(x), · · · , yn−p =Φn−p, yn−p+1 =Ψ1(x), · · · , yn =Ψp(x)

où les différentsΨi sont choisies pour que l’application

x 7→ (Φ1(x), · · · ,Φn−p,Ψ1(x), · · · ,Ψp(x))

forment un difféomorphisme local. On dit alors qu’on a redressé X puisque

X = {y | y1 = y2 = · · · = yn−p = 0}

Définition B.4 L’espace tangent à X au point x ∈ X est l’espace vectoriel

TxX = kerDΦ(x)

Le fibré tangent TX est l’ensemble TX =
⋃

x∈XTxX

Notons que puisque DΦ(x) est de rang n− p dans l’ouvert V alors

dimTxX = dimkerDΦ(x) = p,∀x ∈ V
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Définition B.5 Un champ de vecteurs f sur X est une application qui fait correspondre à
tout x ∈ X le vecteur f (x) ∈ TxX

Définition B.6 Une courbe intégrale du champ de vecteurs f est une solution locale de
l’équation différentielle ẋ = f (x)

Les courbes intégrales de f existent et sont uniques si f est de classe Ck (c’est-à-
dire localement lipschitzienne). Rappelons qu’une fonction f : Rn→ Rn est localement
lipschitzienne si et seulement si

∀U ⊂ Rn,∀x1,x2 ∈U,∃K : ||f (x1)− f (x2)|| ≤ K||x1 − x2||

L’équation différentielle ẋ = f (x) avec f localement lipschitzienne admet au voisi-
nage de tout point x0 une courbe intégrale passant par x0 pour t = 0.

B.3 Algèbre de Lie

Considérons maintenant un système de coordonnées locales (x1, · · · ,xn). Les com-
posantes du champ de vecteurs f dans ces coordonnées sont notées [f1|f2| · · · |fn]T. On
associe à f une opération de dérivation appelée dérivée de Lie dans la direction f . On
note t 7→ Xt(x) la courbe intégrale de f qui passe par x à t = 0.

Définition B.7 Soit h : Rn→ Rn une fonction de classe C1. On appelle dérivée de Lie de h
dans la direction f , notée Lf h, la dérivée de h le long de la courbe intégrale de f en t = 0

Lf h(x) =
d
d t
h(Xt(x))|t=0 =

n
∑

i=1

fi(x)
∂h

∂xi
(x)

Cette formule identifie un champ de vecteurs f à l’opérateur différentiel linéaire

Lf =
n

∑

i=1

fi(x)
∂

∂xi

Considérons à présent un champ de vecteurs f et une fonction h. L’opération Lf
peut être itérée : On définit un opérateur différentiel linéaire Lkf h pour tout k ≥ 0 tel
que

L0f h = h et L
k
f h = Lf (L

k−1
f h) , ∀k ≥ 1

En outre, si g1, · · · , gk sont k champs de vecteurs sur X, la dérivée de Lie itérée d’ordre
r1 + · · ·+ rk est définie par

L
g1
r1 · · ·L

g1
r1 h = L

g1
r1 (L

g2
r2 · · ·L

gk
rk )

Un champ de vecteurs peut être redressé par un changement de coordonnées. Pour
le faire, nous définissons deux notions, l’image d’un difféomorphisme et l’intégrale
première d’un champ de vecteurs.
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Définition B.8 L’image par le difféomorphisme ϕ du champ f , noté ϕ ∗ f est le champ de
vecteurs donné par

ϕ ∗ f =
[

Lf ϕ1(ϕ
−1(y)), · · · ,Lf ϕn(ϕ−1(y))

]T

On dit que f est redressée par difféomorphisme :

Lf ϕ1(ϕ
−1) = 1 (B.1)

Lf ϕi(ϕ
−1) = 0 ∀i = 2, · · · ,n (B.2)

On en déduit que la dérivée de Lie n’est pas affectée par le changement de coordon-
nées puisque Lf h(x) = Lϕ∗f (h ◦ϕ−1)(y).

Définition B.9 Une intégrale première de f est une fonction γ constante le long des courbes
intégrales de f , c’est-à-dire qui vérifie Lf γ = 0.

Nous pouvons maintenant définir la notion de crochet de Lie entre deux champs
de vecteurs distincts.

Définition B.10 Le crochet de Lie entre deux champs de vecteurs f et g est le champ de
vecteurs noté [f ,g] déterminé par

L[f ,g] = Lf Lg −LgLf
Ce qui donne en coordonnées locales

[f ,g] =
n

∑

i=1

















n
∑

j=1

(fj
∂gi
∂xj
− gj
∂fi
∂xj
)

















Le crochet de Lie possède les propriétés suivantes :
– [f ,g] = −[g, f ] (antisymétrie).
– [αf ,βg] = αβ[f ,g] + (αLf β)g − (βLgα)f , pour toute paire de fonction C∞ (α,β)
– [f1, [f2, f3]] + [f2, [f3, f1]] + [f3, [f1, f2]] = 0 (identité de Jacobi)
Le crochet de Lie s’interprète comme suit : considérons le sous-espace vectoriel E(x)

de TxX engendré par f (x) et g(x) pour tout x dans un voisinage donné, le crochet [f ,g]
indique si les courbes intégrales de f et g ont tendance à rester tangentes à E pour un
t suffisamment petit ([f ,g] ∈ E) ou non ([f ,g] < E).

B.4 Distribution de champs de vecteurs et intégrabilité

Définition B.11 Une distribution de champs de vecteurs D est une application qui fait
correspondre le sous-espace vectoriel D(x) ⊂ TxX à tout point x ∈ X

Considérons un ouvert V de X. La distribution D est régulière et de rang k constant
dans V s’il existe des champs de vecteurs réguliers g1, · · · , gk tels que :
– ∀x ∈ V : rang(g1(x), · · · , gk(x)) = k
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– D(x) décrit un espace vectoriel {(g1(x), · · · , gk(x)} pour tout x ∈ V. On écrit aussi

D(x) = e.v. {g1(x), · · · , gk(x)}

Notons qu’une distribution de champs de vecteurs ne dépend pas des coordonnées
choisies. Nous allons définir maintenant une propriété essentielle des distributions :

Définition B.12 La distribution D est dite involutive si et seulement si pour tout couple de
champs de vecteurs f et g de D on a [f ,g] ∈ D

Une distribution involutive est donc caractérisée par [D,D] ⊂ D. Par ailleurs, si D
n’est pas involutive, on définit sa clôture involutive par :

Définition B.13 La clôture involutive D̄ d’une distributionD est la plus petite distribution
involutive contenant D.

Notons que D̄ peut être construite à partir des crochets itérés des champs g1, · · · , gk.
Nous avons fini de définir les outils de l’algèbre de Lie. Nous pouvons à présent

nous poser la question suivante : Est ce que l’on peut, pour une distribution donnée,
trouver un difféomorphisme qui la redresse ? Le théorème suivant, dit théorème de
Frobenius, donne la réponse :

Théorème B.4 Soit une distribution D régulière de rang k constant. La distribution D peut
être redressée par difféomorphisme si et seulement si D est involutive. Dans ce cas, en tout
point x ∈ U ouvert dense sur X, il existe une sous-variété, appelée variété intégrale, de di-
mension k, tangente en tout point à D.

B.5 Équations aux dérivées partielles du premier ordre

Formulons maintenant le problème de résolution d’un ensemble d’équation diffé-
rentielles partielles du premier ordre dans un ouvert V de la variété X.























Lg1y = 0
...

Lgky = 0

où y est la fonction inconnue et où {g1, · · · , gk} sont des champs de vecteurs réguliers de
rang k pour tout x ∈ V.
Soit D(x) = e.v.{(g1(x), · · · , gk(x)} , ∀x ∈ V. Si y est une solution du système alors et

Lgy = 0 pour tout g ∈ D̄ , puisque L[gi ,gj ] = 0. Selon le théorème de Frobenius, pour peu
que D soit involutive, elle peut être redressée dans V par un difféomorphisme ξ = ϕ(x)
et l’image de D par ϕ dans ϕ(V) est donnée par

ϕ ∗D(ξ) = e.v.{ϕ ∗ g1(ξ), · · · ,ϕ ∗ gk(ξ)} = e.v.
{

∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξk

}
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Maintenant, posons z = y ◦ϕ−1. Dans ce cas

Lgy = 0⇔
∂z

∂ξ1
= 0, · · · , ∂z

∂ξk
= 0

par conséquent z ne dépend pas des différents ξ ∈ ϕ(V). La solution de l’équation dif-
férentielle est donnée par y = z ◦ϕ, si nous connaissons z.
Nous avonsmontré que la résolution d’une équation différentielle du premier ordre

peut être formulée comme un redressement du champ de vecteurs correspondant. Par
contre, il est aisé de voir que cette solution ne peut être obtenue que sous l’hypo-

thèse de la connaissance préalable de la base

{

∂

∂ξ1
, · · · , ∂

∂ξk

}

qui permet de redresser

{g1, · · · , gk}.
Par ailleurs si D n’est pas involutive, sa clôture involutive D̄ peut toujours être

redressée si elle est de rang constant dans V.

B.6 Formes différentielles et intégrabilité

Considérons la distribution TX qui à tout point de la variété X fait correspondre

l’espace tangent TxX. TX est involutive et possède une base locale

{

∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xk

}

.

L’espace dual de TxX est noté T∗xX et est appelé espace cotangent à la variété X au
point x et possède une base {dx1, · · · ,dxk} définie par

<
∂

∂xi
,dxi >= δi,j , ∀i, j = 1, · · · ,n

où δ représente le symbole de Kronecker et <,> est le produit scalaire. Le fibré cotan-
gent noté T∗X est alors donné par T∗X =

⋃

x∈XT
∗
xX.

Soit une fonction ϕ : X → R une fonction de classe C∞. La différentielle de ϕ est
définie par l’expression dϕ =

∑n
i=1
∂ϕ

∂xi
dxi qui définit également l’application linéaire

qui lui est tangente. dϕ(x) est alors un élément de T∗xX et si f (x) ∈ TxX,∀x, le produit
scalaire précédent devient

< dϕ, f >=
n

∑

i,j=1

fi
∂ϕ

∂xj
<
∂

∂xi
,dxj > =

n
∑

i=1

fi
∂ϕ

∂xi
= Lf ϕ

On définit de la sorte la différentielle dϕ de ϕ comme un objet abstrait sans réfé-
rences par à ses valeurs aux points x ∈ X
Définition B.14 On appelle forme différentielle de degré 1, ou 1-forme, une application de

w : X→ T∗xX (B.3)

x 7→ w(x) =
n

∑

i=1

wi dxi (B.4)
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w(x) est une combinaison linéaire des covecteurs de la base locale de T∗xX à coefficients wi
qui sont de classe C∞ sur X. L’ensemble des sections C∞ de T∗x est un espace vectoriel noté
Λ1(X) .

Le produit scalaire d’une 1-forme et d’un champ de vecteurs f est donné par

< w,f >=
n

∑

i=1

fiwi

Remarque B.6.1 En toute rigueur, une 1-forme n’est pas forcément une différentielle de
fonction. On dit qu’une 1-forme est exacte s’il existe une fonction ϕ telle que w = dϕ. Par
ailleurs, on dit qu’une 1-forme est fermée si dw = 0. Le lemme de Poincaré énonce que toute
forme fermée sur un ouvert contractile est exacte.

Pour pouvoir définir le critère d’intégrabilité pour les 1-formes, nous allons définir
la notion d’image réciproque.

Définition B.15 Soit une 1-forme w sur la variété X de dimension n et un difféomorphisme
local ϕ d’une variété Y de dimension m dans X. Nous appelons image réciproque de w par
ϕ, notée ϕ∗w, la 1-forme sur Y définie par

∀v ∈ TY : < ϕ∗w,v >=< w,ϕ ∗ v >
On peut vérifier que dϕ∗w = ϕ∗dw .
Définissons également la variété intégrale.

Définition B.16 Soit une famille de 1-formes {w1, · · · ,wr} indépendantes. La variété Y est
appelée variété intégrale du système différentiel



















w1 = 0
...

wr = 0
(B.5)

s’il existe une application différentiable ϕ de Y dans X telle que ϕ∗w1, · · · ,ϕ∗wr soient nulles.
Le système (B.5) est appelé système de Pfaff s’il n’est composé que de 1-formes. Par

ailleurs, le système






































w1 = 0
dw1 = 0
...

wr = 0
dwr = 0

(B.6)

est appelé fermeture du système (B.5). Si un système de Pfaff est équivalent algébri-
quement à sa fermeture, alors il est fermé.
La condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution est énoncée par le

théorème dual du théorème de Frobenius

Théorème B.5 Un système de Pfaff de rang r est complètement intégrable dans un ouvert
U ⊂ X si et seulement s’il est fermé dans U.
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B.7 Conclusion

Ce bref rappel de la géométrie différentielle et de l’algèbre de Lie permet de for-
muler et de résoudre le problème de l’existence d’un difféomorphisme qui redresse
une distribution de vecteurs donnée, ou dans le cas le plus général, une 1-forme diffé-
rentielle. Ce formalisme permet de déterminer la solution d’un ensemble d’équations
différentielles. Le but de ce rappel est de situer les outils de l’algèbre des fonctions
présentés au chapitre 3.



Annexe C

Simulations

Introduction

Dans cette annexe, les résultats des simulations du système à trois cuves sont don-
nés.

C.1 Fuite dans la 1re cuve f1
Pour une défaillance permanente (figure C.1).
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Fig. C.1 – Résidus dans le cas d’une défaillance f1 permanente

Pour une défaillance intermittente (figure C.2).
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Fig. C.2 – Résidus dans le cas d’une défaillance f2 temporaire

C.2 Fuite dans la 2e cuve f2
Pour une défaillance permanente (figure C.3).
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Fig. C.3 – Résidus dans le cas d’une défaillance f2 permanente

Pour une défaillance intermittente (figure C.4).
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Fig. C.4 – Résidus dans le cas d’une défaillance f2 temporaire

C.3 Fuite dans la 3e cuve f3
Pour une défaillance permanente (figure C.5).
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Fig. C.5 – Résidus dans le cas d’une défaillance f3 permanente

Pour une défaillance intermittente (figure C.6).
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Fig. C.6 – Résidus dans le cas d’une défaillance f3 temporaire

C.4 Fuite dans la 2e conduite b32
Pour une défaillance permanente (figure C.7).
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Fig. C.7 – Résidus dans le cas d’une défaillance b32 permanente

Pour une défaillance intermittente (figure C.8).
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Fig. C.8 – Résidus dans le cas d’une défaillance b32 temporaire

C.5 Fuite dans la conduite de sortie b20
Pour une défaillance permanente (figure C.9).

0 50 100 150 200 250 300
0

2

4

6

8

10

12

t

y(
t)

Evolution des états

 

 

Niveau de la 1ère cuve
Niveau de la 2nde cuve
Niveau de la 3ème cuve

0 50 100 150 200 250 300
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

t

ρ(
t)

Défaillance

0 50 100 150 200 250 300
−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

t

r f1
(t

)

Résidu robuste à f
1

0 50 100 150 200 250 300
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

t

r f2
(t

)

Résidu robuste à f
2

0 50 100 150 200 250 300
−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

t

r b1
3(t

)

Résidu robuste à b
13

0 50 100 150 200 250 300
−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

t

r b3
2(t

)

Résidu robuste à b
32

Fig. C.9 – Résidus dans le cas d’une défaillance b20 permanente

Pour une défaillance intermittente (figure C.10).
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Fig. C.10 – Résidus dans le cas d’une défaillance b20 temporaire

Discussion

Les simulations donnent les résultats escomptés. La défaillance f3 fait réagir les
quatre résidus. Les défaillances f2 et b20 ne sont pas discernables, car elles font réagir
les mêmes résidus. Remarquons cependant que la forme des résidus diffère, car une
fuite entraîne une baisse du niveau de la deuxième cuve, et un blocage entraîne une
montée du niveau. Les défaillances f2 et b20 qui sont a priori non-discernables, peuvent
être discernées avec une analyse supplémentaire en fonction de l’état de la vanne de
sortie. Une remarque peut être faite au sujet du 3e résidu (robuste à b13) lors de l’occur-
rence d’une défaillance b32, où la réaction du résidu est noyée dans le bruit. La faible
réaction du résidu est due à l’augmentation de la dimension du sous-système robuste
à b32 en utilisant l’élimination de variables, ce qui a causé une baisse de la sensibilité
du générateur de résidu.
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Méthodes algébriques pour la décomposition de modèles 
comportementaux : 

Application à la détection et à la localisation de défaillances.
Résumé
Cette  thèse  traite  de  la  détection  et  de  la  localisation  des  défaillances  à  base  de  modèles 
comportementaux.  L'approche suggérée consiste  à extraire du modèle comportemental  un sous-
modèle découplé par rapport aux perturbations et par rapport à un sous-ensemble de défaillances et 
couplé par rapport au sous-ensemble complémentaire de défaillances. A l'aide de ce sous modèle, 
des indicateurs de défaillances structurés sont générés. Ces indicateurs possèdent intrinsèquement 
des propriétés de robustesse aux perturbations et à certaines défaillances et sont sensibles au reste 
des défaillances. Cette approche repose donc sur la décomposition du modèle comportemental du 
système en sous-modèles. 
Une méthodologie de décomposition est présentée pour traiter les modèles continus et les modèles 
événementiels de la même manière. Cette méthodologie de décomposition est formulée en utilisant 
des outils algébriques connus sous le nom d'algèbre des paires et d'algèbre des fonctions. Les deux 
algèbres sont présentées et leurs opérateurs sont détaillés et illustrés. Il est montré que la procédure 
de décomposition décrite pour les modèles continus en utilisant l'algèbre des fonctions est similaire 
à celle décrite pour les modèles événementiels en utilisant l'algèbre des paires. Une procédure de 
décomposition générale est ensuite proposée pour tous les modèles comportementaux déterministes.
Les résultats théoriques sont illustrés par la décomposition des modèles comportementaux (continu 
et  événementiel)  du  système  à  trois  cuves,  et  par  la  synthèse  d'un  module  de  détection  et  de 
localisation de défaillances pour chaque cas traité.
Mots clés : Génération de résidus robustes, décomposition de modèles, détection et localisation de 
défaillances, systèmes non-linéaires, systèmes événementiels, méthodes algébriques, système à trois 
cuves.

Behavioral models decomposition using algebraic methods : 
Application on fault detection and isolation.

Abstract
This thesis concerns fault detection and isolation using behavioral models. The suggested approach 
consists in the determination of a sub-system which is decoupled from the perturbation and from a 
subset  of  faults  and  sensitive  to  the  remaining  faults.  Using  this  sub-system,  structured  fault 
indicators are generated. These indicators are intrinsically robust to the perturbations and to some 
faults and sensitive to the remaining faults. Thus, this approach is based on the decomposition of the 
behavioral model of the process to monitor into sub-systems.
A decomposition methodology is proposed to handle continuous and discrete models in a similar 
way. Algebraic tools, known as  pair algebra  and  algebra of functions, are used to formulate the 
decomposition  methodology.  Both  algebras  are  presented,  and  their  operators  detailed  and 
illustrated. It is shown that the decomposition procedure for the continuous case based on algebra of 
functions is similar to the discrete case based on pair algebra. Finally, a decomposition methodology 
for all types of deterministic behavioral  models is proposed.
The theoretical results are illustrated by the decomposition of the behavioral models (continuous 
and discrete) of the three tank process, and the synthesis of fault detection and isolation module for 
both cases.
Keywords  : Robust  residual  génération,  model  decomposition,  fault  detection  and  isolation, 
nonlinear systems, discrete-event systems, algebraic methods, three-tanks system.
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