These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

N° ordre : 4016

THESE

présentée a

L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
DE LILLE

pour obtenir le titre de
DOCTEUR

spécialité : Mathématiques Appliquées

par

Hédi JOULAK

Quasi-orthogonalité :

avancées et applications

Date de soutenance : 13 décembre 2007

Composition du Jury : Président : Marc Prévost
Directeur : Claude Brezinski
Rapporteurs . Annie Cuyt
: André Draux
: Michela Redivo-Zaglia
Eraminateurs : Bernhard Beckermann
: Claude Brezinski

A mon fils Yanis,

et a ma femme Nathalie.

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

Remerciements

Comment pourrais-je débuter cette page sans commencer par exprimer mes plus vifs remercie-
ments a l'initiateur de cette these, mon directeur de these, Claude Brezinski.

Il a su m’écouter et me donner toute sa confiance tout en m’indiquant les bonnes ou les mauvaises
pistes. Il a pu me faire découvrir de nouvelles voies de recherche (comme 1'étude des méthodes
généralisées de quadrature de Gauss-Radau et de Gauss-Lobatto) dans des moments ou l'inspira-
tion n’était pas au mieux; mais il a également été un soutien de poids pendant mes avancées.

Ce fut un honneur d’étre son dernier étudiant en these et d’avoir pu échanger des idées pendant
toutes ces années.

C’est donc pour toutes ces raisons que je lui porte mon plus grand respect, ma plus sincere estime
et toute ma reconnaissance.

Je tiens également a remercier tres cordialement Bernhard Beckermann qui a accepté de lire
mes travaux et de me faire part de nombreux commentaires qui m’ont été tres utiles.

Il a eu aussi 'amabilité et le temps de me recevoir pour des discussions mathématiques tres
précieuses et prolifiques.

Je suis flatté de la présence dans mon jury d’Annie Cuyt, Directrice de Recherche au FNRS
d’Anvers, d’André Draux, Professeur a 'INSA de Rouen, et de Michela Redivo-Zaglia, Professeur
a I"Université de Padoue.

Je les remercie d’avoir accepté de me lire et de me commenter, et j'attache a ceci une pensée
plus particuliere pour André Draux qui m’a envoyé maints commentaires et suggestions qui ont
nettement amélioré la qualité de mon travail.

Je remercie aussi chaleureusement Marc Prévost, Professeur a I’Université de Calais, qui a bien
voulu présider mon jury.

Je n’oublie pas tous ceux que j’ai cotoyés et rencontrés pendant ces années, enseignants, étudiants
comme moi, secrétaires, bibliothécaires, et avec qui j’ai pu partager de la plus breve discussion au
dialogue plus poussé.

Je finirai mes remerciements en m’adressant a toute ma famille, plus ou moins éloignée, avec
qui j’ai pu me sentir soutenu a chaque instant.

J’ai une pensée plus particuliere pour mes parents qui m’ont suivi et subi gentiment du début a
la fin.

Je pense également a ma belle-famille qui a été présente pour moi.

Et enfin, je partage cette these avec mes deux anges, ma femme Nathalie et mon fils Yanis, qui
m’ont donné un amour et un équilibre de vie permettant d’effacer rapidement mes doutes.

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

i

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

Table des matieres

1 Quelques rappels 1
1.1 Rappels sur les polynomes orthogonaux et associés . . . . . . .. ... ... ... 1

1.2 Des résultats sur les zéros des polynomes orthogonaux . . . . . . . .. .. .. ... 2

1.3 Un apercu sur les familles classiques de polynémes orthogonaux . . . . . .. . .. 3
1.3.1 Les polynomes de Jacobi [32] . . .. ... ... ... ... 3

1.3.2  Les polynomes généralisés de Laguerre (ou polynomes de Laguerre-Sonin) . 4

1.4 Généralités sur les polynomes quasi-orthogonaux . . . . . .. .. .. .. ... ... 5

2 Nouveaux résultats sur les polynomes quasi-orthogonaux 7
2.1 De nouvelles écritures . . . . . . . . .o 8
2.1.1  Une nouvelle décomposition . . . . . . . . . ... ... ... 8

2.1.2  Des polynomes aux déterminants . . . . . . . . ... ... 9

2.2 Construction . . . . . . .. 14
2.2.1 Schéma de construction . . . . . . .. ... L 14

2.2.2  Etude pour le couple (m,r) = (1,0) . . . . . .. ... 16

2.2.3  Etude pour le couple (m,r) = (2,0) . . . . . .. ... 17

224 Lesautrescas . . . . . . . . . oo e 19

2.3 Ensemble générateur . . . . . . .. Lo 20

3 Etude des zéros des polynomes quasi-orthogonaux 23
3.1 Pour des petits ordres de quasi-orthogonalité . . . . . . . . . ... ... ... ... 24
3.1.1 Ordre 1 . . . . . . 24

3.1.2 Ordre 2 . . . . . . 32

3.1.3 Ordre 3 . . . . . . 44

3.2 Zéros pour les ordres quelconques . . . . . ... 46

4 Application aux polynomes de Jacobi et de Laguerre 53
4.1 Polynomes de Jacobi et quasi-orthogonalité d’ordre 1 . . . . . . . . . ... .. .. 54
4.1.1 Travail sur les polynomes Pty 54

4.1.2  Travail sur les polynomes P™PFY oL 56

il

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

4.1.3 Génération de certains polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1 avec les po-
lyndmes de Jacobi . . . . ..o oo 58
4.2 Polynomes de Jacobi et quasi-orthogonalité d’'ordre 2 . . . . . . . . . ... .. .. 59

4.2.1 Travail sur les polynomes P2 59

4.2.2  Travail sur les polynomes PP oL 60
4.2.3  Travail sur les polynomes P\ L 60
4.2.4  Génération de certains polyndomes quasi-orthogonaux d’ordre 2 avec les po-
lyndémes de Jacobi . . . . ..o 61
4.3 Généralisation de la génération . . . . . . . ..o 62
4.4 Polynomes de Laguerre-Sonin et quasi-orthogonalité d’ordre 1 . . . . . . . . . .. 64
4.4.1 Une relation de récurrence . . . . . . . .. ..o 64
4.4.2 Un nouvel entrelacement . . . . . . . . .. ... L 65
4.5 Polynomes de Laguerre-Sonin et quasi-orthogonalité d’ordre 2 . . . . . . . . . .. 66
4.5.1 Une nouvelle relation . . . . . . . .. ... oo 66
4.5.2  Un nouvel entrelacement . . . . . . . ... ... Lo 67

5 Lien entre différentes méthodes de quadrature et les polynomes quasi-orthogonaux 69

5.1 Quadrature de Gauss-Radau . . . . . . . . ... ... 70
5.1.1 Traduction par les polynomes quasi-orthogonaux . . . . . . . . ... .. .. 71
5.1.2 Compléments sur les noeuds de la quadrature . . . . . . ... .. ... ... 72
5.1.3 Calculdespoids. . . . . . . . . . 73
5.1.4 Application au signe d’une classe de déterminants . . . . . . . . .. .. .. 74

5.2  Quadrature de Gauss-Lobatto . . . . . . . .. .. ... ... 75
5.2.1 Traduction par les polynomes quasi-orthogonaux . . . . . . . .. .. .. .. 75
5.2.2  Compléments sur les noeuds de la quadrature. . . . . . . .. ... ... .. 7
523 Calculdespoids. . . . . . . . . . 78
5.2.4 Application au signe d’une classe de déterminants . . . . . . .. .. .. .. 79

5.3 Généralisation . . . . . . . . L 81
5.3.1 Traduction par les polynomes quasi-orthogonaux. . . . . . . . ... .. .. 81
53.2 Calculdespoids. . . . . . . . . .. 83
5.3.3 Application au signe de certains déterminants . . . . . . . . .. ... ... 84

5.4 Quadrature de Gauss-Turan pour une racine double . . . . . . .. ... ... ... 86
5.4.1 Traduction par les polynomes quasi-orthogonaux . . . . . . . .. . ... .. 87
54.2 Calculdespoids. . . . . . . .. 89
5.4.3 Application au calcul de certains déterminants . . . . . . . . .. ... ... 90

5.5 Quadrature de Gauss-Turan : cas général . . . . . . . . .. ... ... ... ... 90
5.5.1 Traduction par les polynomes quasi-orthogonaux. . . . . . . .. .. .. .. 90
552 Calculdes poids. . . . . . . . . . 92

5.6 Calculs pour des familles de polynomes . . . . . . . . ... ... ... ... ... . 94
5.6.1 Les polynomes de Jacobi . . . . . . ... ... oo 94
5.6.2 Les polynomes de Laguerre . . . . . . . . ... ... L. 95

iv

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

6 Positivité des poids dans les méthodes généralisées de Gauss-Radau et Gauss-

Lobatto 97

6.1 Méthode généralisée de Gauss-Radau . . . . . . . ... ... ... 98

6.2 Méthode généralisée de Gauss-Lobatto . . . . . .. .. .. .. ... ... ... .. 101
v

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

Introduction

La notion d’orthogonalité et plus particulierement de polynomes orthogonaux est tres utilisée en
analyse numérique, et a de nombreuses branches d’applications telles que I'interpolation, I’approxi-
mation, les méthodes de quadrature, les problemes d’accélération de la convergence, les ondelettes,
etc.

Nous allons, ici, présenter une notion assez proche de cette derniere : celle de quasi-orthogonalité.
Elle consiste en un affaiblissement de la condition d’orthogonalité imposée aux polynomes.

On aura ainsi 7, qui sera un polynéome quasi-orthogonal de degré n et d’ordre r si

b .
i :0, 2:0,...,71—1—7“
[ ot ={ S 12

n—r,

Apres avoir rappelé dans le premier chapitre les notions essentielles sur les polynomes orthogo-
naux (et leurs associés) et leurs zéros ainsi que les résultats sur les polyndémes quasi-orthogonaux,
je présente dans le Chapitre 2 de nouveaux résultats sur ces polynomes quasi-orthogonaux pour,
dans un premier temps, mieux cerner leurs formes d’écritures. Ainsi nous les exprimerons en tant
que polynomes caractéristiques d’une certaine matrice comme ce qui avait déja été fait par Shohat
[28] pour les polynémes orthogonaux. Nous en dégagerons alors de nouvelles relations et surtout
des renseignements précis sur les zéros de ces derniers.

Ce chapitre nous donne également la possibilité de dresser une classification complete des po-
lynomes quasi-orthogonaux d’un ordre donné. On s’appuiera sur le fait qu'un polynome quasi-
orthogonal d’ordre r peut s’écrire comme une combinaison linéaire unique d’une certaine famille
de r 4+ 1 polynomes quasi-orthogonaux du méme ordre mais définis par une caractérisation sur
leurs zéros.

Le troisieme chapitre nous invite a apprécier au mieux la localisation des zéros de ces polynomes
quasi-orthogonaux de petits ordres en usant des zéros d’autres polynéomes (comme les orthogonaux
ou des quasi-orthogonaux de degrés différents) ou a l'aide des extrémités de I'intervalle d’ortho-
gonalité. J'ai généralisé certains théoremes donnés dans [3] ce qui a donné lieu a une publication
[21].

Je me suis aussi attardé sur le dénombrement des zéros de ces polynomes. En effet, il est connu
quun polynome quasi-orthogonal d’ordre r et de degré n a au moins n — r racines réelles et
distinctes situées dans l'intervalle d’orthogonalité. Il nous reste donc r racines a estimer. Cette
estimation donne lieu a un théoréeme donnant une condition suffisante, plus précise que ce qui
était déja connu, pour qu’'un tel polynéme quasi-orthogonal d’ordre 2 ait toutes ses racines réelles
et distinctes.

J’ai pu aussi mettre en avant quelques résultats inédits sur I'ordre 3.

Dans le chapitre suivant, j'applique les résultats des Chapitres 2 et 3 a des polynomes généralisés

vi
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de Jacobi et de Laguerre. Ainsi, j’aurai I'occasion de présenter de nouveaux entrelacements entre
ces polynomes (en faisant varier les parametres les définissant ainsi que leurs degrés) et de nou-
velles relations les liant.

Ces familles de polynoémes nous permettent de décomposer de maniere unique tout polynome
quasi-orthogonal d’un ordre donné par rapport aux mesures (1 + z)%(1 — x)%dz sur [—1,1] et
x%e *dx sur [0, 4o00].

Dans les Chapitres 5 et 6, j’évoque les méthodes de quadrature de Gauss-Radau, Gauss-Lobatto
et Gauss-Turan ainsi que leurs généralisations.

Dans un premier temps, je mettrai en exergue le lien entre les polynomes quasi-orthogonaux et ces
méthodes de quadrature. Les noeuds que 'on fixera au départ sont en fait les zéros d’un certain
polynome quasi-orthogonal, et ceci aura son importance car je pourrai discuter de la place de ces
neeuds grace aux théoremes généraux sur les zéros des polynomes quasi-orthogonaux.

La deuxieme partie se fait sur les poids des méthodes. Le travail a eu son origine apres la lecture
des articles de Gautschi (en particulier [18]). Cet article faisant I'objet d’un probleme ouvert sur la
positivité des poids des méthodes généralisées de Gauss-Radau et Gauss-Lobatto respectivement
présentées ci-dessous

—+00

fdo =" N7 FO @) + 37 Mef (i) + Ru(f)
s=0 k=1

a

ou r > 1 est la multiplicité du neeud a et daw une mesure positive (bornée ou pas) dont le support
est contenu dans [a, +00.
On veut que le reste R, (f) vérifie : Vf € Py, 14, [x], R.(f) = 0.

r—1

b r—1 n
/ fdo =" A FO @) + 37 Nef (i) + 3 (1AL L FO0) + Ra(f)
a s=0 k=1 0

Ss=

ou r > 1 est la multiplicité des noeuds a et b, et da une mesure positive dont le support est contenu
dans |[a, b].

On veut que le reste R, (f) vérifie : Vf € IPy,_149.x], R.(f) = 0.

Mon dernier chapitre exposera alors deux théoremes répondant « positivement » a cette question.

Vil
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Chapitre 1

Quelques rappels

1.1 Rappels sur les polynomes orthogonaux et associés

b
Soient [a, b] un intervalle (fini ou pas), o une mesure positive telle que U'intégrale py = / da(x)

existe et soit finie.

Définition 1.1
On dit que {A,}n, ot A, est un polynome de degré n, est la famille de polynomes orthogonaux
sur [a,b] par rapport a la mesure «v si et seulement si

b
/ o' Ap(z)da(x) =0 pour i=0,...,n—1. (1.1)

Etant définis a une constante multiplicative pres, on les supposera, par la suite, unitaires.
Ils existent et vérifient la relation de récurrence suivante

Apii(z) = (x+ Boy1)An(z) — Cri1Api(x), n>0 (1.2)

avec Ag(z) =1 et A_y(x) =0.
On peut définir, a partir de ces polynémes orthogonaux, une famille de polynoémes {Q,}, dite
associée a la famille {A, },, par

b

Qu(t) :/ A1) _A"“(t)da(a;), n>—1. (1.3)
a T —1

On vient de définir une nouvelle suite de polynémes orthogonaux (parfois appelée suite de po-

lynémes orthogonaux de seconde espece), chaque @, étant de degré n.

Une autre caractérisation de ces polynomes (), est qu’ils vérifient la relation de récurrence a trois

termes suivante

Qn-‘rl(x) - (1: + Bn+2)QTL(x) - Cn+2Qn—1(x)7 n=0 (14>

1
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b
avec Qo(r) = / do et Q_1(x) = 0.

a
On remarquera, par contre, que ces polynomes ne sont plus unitaires ; en effet le monome dominant

b
de @, est ici x”/ daov.

1l est intéressant de noter que cette relation (1.4) est obtenue a partir de la relation (1.2) en
décalant d’une unité les indices des coefficients B,, 11 et C, 11 et en rectifiant le deuxieme terme
des conditions initiales.

On sait également que les zéros de ces polynomes A, et (), sont tous réels, distincts et qu’ils
appartiennent a |a, b[. De plus, on a entrelacement entre les zéros de A,, et de A,, 11, ainsi qu’entre
ceux de A, et de Q,,_1.

Réitérons ce que 1'on a fait pour définir les polynomes associés @),,, pour arriver a

AF) (t) = /b Ag:ll)@) - Ag:ll) <t)doz(x) (1.5)

r—t

ot AY = A, (et donc AV =Q,).

Cette nouvelle famille {A%k)}n est encore une famille de polynomes orthogonaux, on 'appelle
famille de polyndomes généralisés associés d’ordre k.

Parallelement a 1’étude faite pour les polynomes @), on a également une relation de récurrence a
trois termes [29] ot 'on peut observer un décalage de k unités des mémes indices que précédemment

AW (2) = (& + Buisp) AP (2) — Cpipi AP (2), >0 (1.6)

b
avec A(()k)(x) = (/ da)” et A(_kl)(x) = 0.

a

b
Ici A a pour monome dominant z”( / do)*.
a

1.2 Des résultats sur les zéros des polynéomes orthogonaux

Tous les résultats énoncés dans ce paragraphe se trouvent dans [2]. Le premier résultat essentiel
a rappeler est le fait que

Théoreme 1.1
Un polynome orthogonal de degré n par rapport a la mesure positive o sur [a,b] a tous ses zéros
réels et distincts dans |a, b].

Remarque 1.1
Comme les polynomes généralisés associés d’ordre k sont aussi des polynomes orthogonauz, ils ont
également toutes leurs racines réelles et distinctes dans |a, b].

2
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Il faut noter qu’on ne trouve pas de zéro commun entre deux polynomes orthogonaux de degrés
consécutifs ou entre un polynome orthogonal et son associé.

Proposition 1.1

(1) A, et A,yq nont pas de zéro commun.

(i1) VE >0, AP et Aﬁl’iﬁl n'ont pas de zéro commun.
(1ii) Vk > 0, AP et AFTY wont pas de zéro commun.

glk) Ags—l-l)

Il y a d’ailleurs une relation entre les zéros de A,,, A,11, A qui est

Théoréme 1.2

(1) Deux zéros consécutifs de A, 1 sont séparés par un zéro de A, et réciproquement.

.. Ve 7/ 3 k Ve 7/ Ve k Ve .
(11) Deux zéros consécutifs de Aiil sont séparés par un zéro de AP et réciproquement.

. Lo k Lo . k+1 .
(1ii) Deux zéros consécutifs de A%) sont séparés par un zéro de A% ) et réciproquement.

1.3 Un apercu sur les familles classiques de polynémes
orthogonaux

1.3.1 Les polynémes de Jacobi [32]
Les polynomes de Jacobi vérifient la relation d’orthogonalité
1 .
/ ' PP (z2)(1 4 2)P(1 — 2)%dz = 0
-1

pouri=20,....n—1leta>-1, > —1.
Ainsi, pour a > —1 et § > —1, tous les zéros de P!
'intervalle d’orthogonalité | — 1, 1].

> sont réels et distincts et appartiennent a

On normalise les polynomes P*? en choisissant P\*"” )(1) = ( n;oz ) On définit ainsi de

maniere unique les polynomes de Jacobi.

On a la relation de récurrence a trois termes suivante

2n(n+ a+ B)(2n+ a + B — 2) PP ()
—@n+a+B-D[@n+atB)@ntats—2z+a®—FP"D ()
—2n+a-1Dn+8-1)2n+a+BP D), n>2 (1.7)
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o o 1 1
avec Pé ’5)(33) =1, Pl( ’B)(:U) = §(a+ﬁ+2)aj—|——(a—ﬁ).

2
On en déduit alors le coefficient du terme de plus haut degré de p?)
1 /(2n+a+p
2n n
On peut aussi les définir a partir de la formule de Rodrigues
PeA(z) = — (- 1)@+ 1) (L) (@ 1)+ 1)
" 2nn! dx

ce qui peut s’écrire sous la forme plus explicite
PW@@p:lﬁi nta) (I e — 1y (1.8)
" 2n e k n—k

On utilise, ici, les coefficients bindmiaux généralisés

(z> Wz—1) (2 —k+1) T(z+1)

k)~ k! T RD(z—k+1)

ouze €, kelN, et I est la fonction gamma d’Euler.

On peut des a présent remarquer que

Peo-n) = o (717

n

On a des familles particulieres de polynomes orthogonaux avec ces choix des parametres «, (3

— pour a = 3 =0, on a les polynomes de Legendre.

— pour a = 3 = —5 on a les polynomes de Tchebycheff.

— poura=p3=a— 5 ona les polynomes de Gegenbauer.

1.3.2 Les polynémes généralisés de Laguerre (ou polynémes de Laguerre-
Sonin)

Les polynomes généralisés de Laguerre vérifient la relation d’orthogonalité suivante
+o0o )
/ ' LY (x)z%e "dx =0
0

4
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pour . =0,....n—1et a>—1.
Ainsi, pour a > —1, tous les zéros de LY sont réels et distincts et appartiennent a l'intervalle
d’orthogonalité ]0, +oo.

_1)n
On normalise les polynomes L{ en choisissant son coefficient dominant égal a ( |) . On définit
n!

ainsi de maniere unique les polynomes de Laguerre-Sonin.
On a la relation de récurrence a trois termes suivante
(n+ 1)Ly, (z)=2n+1+a—a)Ly(x) — (n+ o)Ly _(x), n> -1 (1.9)
avec Li(z) =1et LY (x) = —x + a+ 1.
On peut les définir a partir de la formule de Rodrigues
1e* [(d\"
La - — _ n+o —x
0= 22 () e
ce qui peut s’écrire sous la forme plus explicite
1< [ n Pn+a+1)
Li(z) ==Y (=1)*7* nk 1.10
n(@) n!kZ:O< ) (k)F(TH—a—k—irl)x (1.10)
. N 'n+a+1)
On a le fait que Ln<0) = m
'n+a+1)

Comme L '(z) = —L%F(x), on en déduit que L '(0) = —

n

T(a+2)(n—1)

1.4 Généralités sur les polyndémes quasi-orthogonaux

En affaiblissant la condition d’orthogonalité (1.1), c’est-a-dire en restreignant la variation de
I'indice 7, on arrive a la définition des polyndémes quasi-orthogonaux

Définition 1.2
Soit R, , un polynome de degré n > r. Si R, , satisfait les conditions suivantes

b .
i =0, 1:=0,....n—1—r
/a 'Ry, (x)da(x) = { 20, i=n—r (1.11)
alors R, , est un polynome quasi-orthogonal d’ordre r sur [a,b] par rapport & la mesure positive cv.

Remarque 1.2
Les polynomes quasi-orthogonaux R, , ne sont définis que pour n>r.
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Remarque 1.3

Pour r =0 on retrouve la définition des polynomes orthogonauzr qui, rappelons-le, sont définis de
maniére unique (4 une constante multiplicative preés). Si nous prenons r >1 alors le polynome
R, , n'est plus déterminé de maniére unique par (1.11).

La notion de quasi-orthogonalité serait apparue la premiere fois dans les travaux de M. Riesz
[26] pour l'ordre r = 1. Ce cas est aussi relevé bien plus tard dans [7].
Le cas r = 2 est étudié par Fejér [10], et le cas général par Shohat [28], Chihara [5], Draux [9] ou
encore Brezinski et al. [3].

Théoréme 1.3 /3]

Soit {A,} la famille de polyndomes orthogonaux sur |a,b] par rapport a une mesure positive .
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un polynome de degré n, R, ,, soit quasi-orthogonal
d’ordre r sur [a,b] par rapport a la mesure «, est que

Ry () = conln(z) + c1nDp—1(x) + - + D () (1.12)
ot les ¢, sont des réels et concypn # 0.

Une premiere différence notable que I’'on a entre les polynomes orthogonaux et quasi-orthogonaux
concerne l'appartenance des racines a l'intervalle d’orthogonalité

Théoréme 1.4 [28]
Un polynome quasi-orthogonal d’ordre v a au moins n — r racines réelles et distinctes dans |a, b|.

On n’a malheureusement que tres peu de propriétés sur les polynomes quasi-orthogonaux
d’ordre quelconque. On sait tout de méme qu’ils vérifient une relation de récurrence a trois termes
a coefficients polynomiaux (voir [5] pour les détails), mais nous n’avons pas de formules littérales
toutes faites pour le moment.
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Chapitre 2

Nouveaux résultats sur les polynomes
quasi-orthogonaux

Ce chapitre est consacré a une étude, d'un point de vue général, sur les polynomes quasi-
orthogonaux. Nous donnerons un apercu des différentes formes que peuvent prendre ces polynomes,
et ceci nous permettra de les apprivoiser au mieux ou en tous les cas de les utiliser plus efficacement
(pour en déduire dans le prochain chapitre, par exemple, des résultats intéressants sur leurs zéros).

Nous avons, dans le chapitre précédent, rappelé qu'un polynome quasi-orthogonal d’ordre r pou-
vait se décomposer suivant la famille libre {A,,_,,..., A, } et que cette décomposition n’était pas
unique (pour r > 1).

Partant de cette décomposition a caractere linéaire, nous allons en exhiber une autre plus com-
pacte. En effet, celle-ci ne fera intervenir que les deux polynomes A; et A, oui <n—r+ 1.
Par contre, nous perdons la linéarité de cette décomposition car les coefficients sont, cette fois-ci,
polynomiaux.

Ensuite, en s’aidant de la relation de récurrence a trois termes (1.2) liant les polynomes A, 11, A,
et A,_1, nous pourrons écrire les polyndémes quasi-orthogonaux (ainsi que les polynémes quasi-
orthogonaux généralisés associés d’ordre k) comme des polynomes caractéristiques d’'une certaine
matrice que nous préciserons.

Nous verrons, en seconde partie, comment il est possible de générer des polynomes quasi-orthogonaux
d’ordre quelconque.

Ce travail ne sera qu’'un exercice de construction, il nous permettra, tout de méme, d’avoir une
meilleure idée des écritures possibles d’un polynome quasi-orthogonal et I'on distinguera le cas de
I'ordre pair et impair.

Cette construction ne nous donnera pas d’ensemble générateur. Un tel sensemble sera exposé
en fin de chapitre, ou I’on choisira une caractérisation basée sur la liberté de ’ensemble. 11 suffira
alors pour un polynome quasi-orthogonal d’un ordre donné, de trouver une famille représentative
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de polynomes quasi-orthogonaux du méme ordre et indépendants, ce qui permettra de décomposer
de maniere unique ce polynoéme quasi-orthogonal.

2.1 De nouvelles écritures

2.1.1 Une nouvelle décomposition

Le théoreme qui suit nous donne une nouvelle décomposition d'un polynome quasi-orthogonal
de degré n d’ordre quelconque. Le Théoreme 1.3 nous montrait qu’ils pouvaient s’écrire a 1’aide
de la famille de polynomes orthogonaux {A;}

i=n—r"

Nous allons ici restreindre cette famille

Théoreme 2.1
Pourr >1, on a,

an = r—lAn—r+1 + (Cr - Cn—r+2Ur—2)An—r (21)

ot les polynomes U, vérifient
Ur=(x+ Bhri1)Ur—1 + (¢, — Cppi2U,—2) avec Uy =1 et U_; = 0.

Preuve
Soit {U, }, la famille de polynomes satisfaisant la relation U, = (x+B,,—r11)U,—14+ (¢, —Ch_ri2U,—2)
avec Up=1et U_; = 0.
Avec la relation de récurrence a trois termes que vérifient les polynomes orthogonaux A,, on
obtient
R, =AM +calp 14+l =@ +B,+ca1)Ap1 + (2 —Cr) Ao+ + A,
=UiAp1+ (o —Cp)Apo+ -+,
=Ui((x 4+ Bpo1)Apno — Cpi1 Ay 3) + (2 — C) Ay o+ 35+ -+ A,
= An_g((ZL’ + Bn—l)Ul + (CQ - Cn)) + (Cg - Cn_lUl)An_:; + C4An_4 + -+ CrAn—r
=UsA,_9 + (03 - Cn_1U1>An_3 VAV P S HYA W

Nous réitérons le procédé k fois et nous avons
Rn,r = UkAnfk + (CkJrl - Cnkarlkal)Anfkfl + Ck+2Anfk72 +-+ CrAnfr-
Nous passons a 1’étape suivante
Ry, =U((z 4+ Bpi) A1 — Cr i Dp—j—2) + (chm1 — Cr—kr1Uk—1) A1 + oo Do + - - - +
CrAn—r
= (Ur(2+ Bp-) = Cpn—pp1Up—1 + Crp1) Dnpm1 + (chr2 — CrkUp) Ao + 3D oz +- -+
CrAnfr
= Up1Dn—i—1 + (Chr2 — CrokUp) Ap—p—a + i3 Dppg + - + ¢, Ay
Il suffit alors de prendre k£ = r — 1 pour obtenir le résultat voulu.ll

8
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Remarque 2.1
Cette écriture des polynomes quasi-orthogonaux est, comme la formule (1.12), une caractérisation,
c’est-a-dire que tous les polynomes quasi-orthogonaux s’écrivent de cette maniere et réciproquement.

Corollaire 2.1
On a ausst

Rn,'r - UrAn—r - Cn—r—l—lUT—lAn—r—l - (Ur—i-l - Cr+1)An—r—1 - On—rUrAn—r—Z (22>

Preuve

On part de 1'égalité (2.1) et on utilise la relation de récurrence (1.2)

Ry, =U1An i1 + (¢r = Crr2Us2) Ay
= 7‘71((3: + anrJrl)Anfr - Cnfr+1An77"fl) + (CT - Cn7r+2Ur72)Anfr
= (UT,1($ + anr‘Jrl) + ¢ — CnfrJrQUer)Anfr + (CT+1 - Cnfr+1Ur71>An7r71
= UrAn—r - Cn—r—&-lUr—lAn—r—l‘

On utilise une nouvelle fois la relation (1.2)

Ry, =U((x +Bny)Ap—po1 — Con Ay 9) — Crimpin U1 N4
= (Ur(m + Bn—r) - Cn—r-l—lUr—l)An—r—l - Cn—rUrAn—r—2
= (Ur+1 - CT+1>Anfrfl - CnfrUrAnfrf}

On a eu la derniere égalité car U, = U.(x + Br—y) — Cryi1Up—q1 + ¢y B

Remarque 2.2

Ces différentes formules nous montrent que R, , peut s’écrire comme une combinaison de A,_, 11
et A,_, a coefficients polynomiauz.

Nous avons aussi une décomposition avec les polynomes A,_, et A,_._1, ou avec N,_,_1 et
Ap_r_2. On peut ainsi continuer, et obtenir R,, comme une combinaison de A; et A;_; ot
i <n—r-+1 toujours en utilisant la relation (1.2) et la relation sur les polynomes U,..

2.1.2 Des polynomes aux déterminants

Un résultat important pour la théorie des polynomes orthogonaux est le lien entre ces derniers
et I’algebre linéaire. On peut écrire le polynome orthogonal A,, comme le polynéme caractéristique
de la matrice tridiagonale de Jacobi

-B; -1
An: _C2 _BQ
. . _1
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Des lors,

C, =+ B,
Suivant I'idée que Shohat avait eue pour les polynomes orthogonaux, nous allons pouvoir écrire

les polynomes quasi-orthogonaux comme des déterminants

Proposition 2.1
Pour un polynéme quasi-orthogonal unitaire d’ordre v et de degré n s’écrivant R,, = A, +
cl,nAn—l + -+ Cr,nAn—m on a

T+ Bl 1
Cg T + BQ 1
Rn,r(x) = (2 3)
Cnfl T + anl 1
(_1)r+1cr,n e C3.n On —Cn T + Bn + Cin
Preuve
Pour prouver ceci, il suffit de développer ce déterminant par rapport a la derniere ligne, ce qui
donne
X + Bl 1 T + Bl 1
C B C B
(‘r+Bn+an) 2 T+ 2 _'_(027”_0”) 2 T+ 2
: . 1 .. 1
Cn—l x4+ Bn—l Cn—2 T+ Bn—2
T+ B1 1 T + B1 1
+037n 02 T + B2 . 4ot Crm OQ T+ BQ
: : 1 - . 1
Cn—3 x + Bn—S Cn—’r T+ Bn—r

Avec le rappel fait sur I'écriture des polynomes orthogonaux comme déterminants, on reconnait
ainsi (.T + Bn + Cl,n)Anfl + (Cg’n — Cn)Anfg + Cg}nAnfgg + -+ Cr,nAn—r-

En utilisant la relation de récurrence (1.2), on a alors A, + ¢, Ap—1 + ConDp—o+ -+ 4+ Cn Dy,
ce qui est exactement I2, . [

Remarque 2.3
Cette écriture caractérise complétement les polynomes quasi-orthogonauz car, réciproquement, si

10
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Uon prend un déterminant de la forme (1.3) alors on a un polynéme quasi-orthogonal d’ordre r
(en supposant ¢, ,, # 0 au départ).

Généralisons ces résultats et intéressons-nous aux polynomes généralisés associés (d’ordre k) a A,
(et & Ry,)

Proposition 2.2
Le k-éme polynome généralisé associé a A, défini par (1.5), peut s’écrire

T + By 1
AW (z) = | Cwz TF Brez k>0, n>1 (2.4)
. ‘ 1
Chtk T+ Bygp
b

(on rappelle que po = / do).
Preuve
Raisonnement a 'aide d’une récurrence forte sur n > 1.
Pour n = 1, le déterminant donne p&(x + Byy1), et avec la relation (1.6) on a le polynéme

Agk)(x) = pf(x 4+ Bgy1). Donc la proposition est vraie pour n = 1.
Supposons la proposition vraie jusqu’a 'ordre n fixé. En prenant 'ordre n + 1 et en développant
par rapport a la derniere ligne, on a

T+ Bk+1 1

b Ckr2 T+ Bpyo

' 1

Crike1 T+ Brujpya
T+ Bpp1 1 T+ Bryr 1
C T C
= (a4 By k1)1 w2 —Cry k116 i
t. t. 1 ... '.. 1
Cn+k x"'Bn—&-k Cn—i—k—l $+Bn+k—1
= (x+ Bpirs1)An” — Crgn1 N7 = , la derniere égalité étant obtenue a I'aide de la relation
Bk )AY = Cron A® = AP a derniere égalité étant obtenue a Iaide de la relati

de récurrence (1.6).
Le résultat est donc vrai pour tout n > 1. i

Remarque 2.4
On s’attendait a ce que le polynome AP sécrive sous cette forme car on savait que AP était un
polynome orthogonal (comme nous l'avions rappelé dans le premier chapitre).

11
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Pour la proposition qui suit, nous voulons écrire le polynome généralisé associé d’ordre k Rsl,)n sous
forme déterminantale.

Avant de I’énoncer, donnons tout d’abord un résultat exprimant le polynome généralisé d’ordre k
associé a R, ,

Proposition 2.3
Pour un polynome quasi-orthogonal d’ordre r s’écrivant R, , = A, + c1,0n—1 + -+ + Cnplpy,
avec ¢, # 0, son k-eme polynome généralisé associé est donné par

R k7)~ = Aflk) + C1,n+kA£Lk21 + -+ Cr,n+kA7(1k—)r' (25>

n,

Preuve

Montrons le résultat par récurrence sur k£ € IN.

Pour k& = 0, le résultat est trivialement donné par la relation (1.12) (dans le cas ou le polynome
quasi-orthogonal R, , est unitaire).

Supposons la proposition vraie a l'ordre k fixé et montrons-la a 'ordre k + 1.

RY), (x) = RY) .t
On a Rslkj_l)(x) _ / n+1, r( ) . n+1,r( )dOé(t)
) a T —

b AK) _A® b A () — AB)
_ / An+1<l‘) An+1(t) da + c1 n+k+1/ An ( )da( )
a T

T —t —t
’ An—i—l r(x) An—i—l 7”( )dCM( )
r—1

= Aq(mkﬂ)( )+ a n+k+1A H)(@ + ot Gk A k+1)($)-
Le résultat est donc vrai pour tout k: eN. I

T+ Gkl

Remarque 2.5
La proposition précédente nous montre aussi qu’en écrivant le polynome généralisé d’ordre k as-
soci€é a R, , sous cette forme, Rnr est également un polynome quasi-orthogonal d’ordre r.

Proposition 2.4
Le k-éme polynome généralisé associé a Ry, = A, + 1,01 + -+ ConDy—y, 001 > 1, se met
sous la forme

T+ By 1
Clt2 T + Biio 1

Crti-1  x+ Bpipa 1
(_1)T+lcr,n+k’ e C3n+k Cn-HC —Con+k T + Bn+k + Cl,n+k
(2.6)

12
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Preuve
Le résultat est immédiat grace aux relations (2.3) et (2.5). B

Ces différentes écritures déterminantales nous donneront des renseignements sur la localisation
des zéros de tous les polynomes susnommeés ; avant d’aborder I'étude de ces zéros, nous pouvons
en déduire des nouvelles formules de récurrence

Proposition 2.5
On a la relation de récurrence a trois termes suivante

(k+1) Ak+2)
AP (z) = (z + Bk+1)L<x) - Ck+2%(x), pour k>0 et n>1. (2.7)
Ho Ho

Preuve
Soient £k > 0et n > 1.
Développons le déterminant représentant Aff) par rapport a la premiere colonne

T + By 1
A%k) _ Cri2 z ‘l" Biyo
Chtk T+ Bygp
T+ Bryo 1 T+ Brys 1
C C
= 5 (v+Biy1) hs . — 116 Cra hrd ' ‘ X
Crsr T+ Bugy Crsr T+ Bugy
(k+1) (k+2)
o1 (@ AL (x
== ($+Bk+1) ! ( ) — Ck+2+(). i
Ho Ho

~ N ;. . N k
De la méme maniere, on peut mettre en évidence une formule combinant les polynomes R&Z
de différents degrés et différents ordres.

Proposition 2.6
On a la relation de récurrence a trois termes suivante

D (o R+,
RF)\(z) = (x + BkH)LT() - Ck+2%r(), pour k>0 et n>r+2. (2.8)
’ Ho 0

Preuve
Développons le déterminant représentant Rff,)n par rapport a la premiere colonne
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x + Bk-+2 1

Cits o+ Biys 1

116 (2+Byey1) —
Crgi—1 T+ Bhjpa 1
(_1)T+ICT7TL+’€ T C3n+k Cn-i-k —Cn+k T + Bn+k + Cl.n+k
T+ By 1
Cita 2+ Biga 1
MISCkH
Crtki-1 @+ Boip 1
(=D crmpr - Camtk Cngk — Comk T+ Bugk + Clngk
R (@) R (w)

= (x + Bis1) = — C’k+22—’2- |

Ho Ho

2.2 Construction

Partant d’une famille de polyndémes orthogonaux, nous pouvons écrire tout polynome quasi-
orthogonal d’ordre quelconque a 1’aide d’une combinaison linéaire (1.12).
Nous allons présenter dans cette section une nouvelle maniere de générer des polynomes quasi-
orthogonaux. L’idée est de s’appuyer une nouvelle fois sur un polynéme orthogonal et d’abaisser sa
condition d’orthogonalité ; pour ceci, nous allons attacher a ce polynome orthogonal un polynome
générique. Nous obtiendrons, dans un premier temps, une famille (non exhaustive) de polynomes
quasi-orthogonaux d’ordre pair. Pour recouvrir tous les cas, nous réitererons notre raisonnement
avec cette fois un polynome quasi-orthogonal a la place du polynéme orthogonal.
Nous avons ainsi une nouvelle écriture plus compacte de certains polynoémes quasi-orthogonaux.
Nous en déduirons alors des résultats plus généraux (Théoréme 3.27) sur 'existence d’un polynome
quasi-orthogonal d’ordre quelconque ayant toutes ses racines réelles et distinctes.

2.2.1 Schéma de construction

e Nous partons de la constatation suivante, pour A,, polynome orthogonal de degré n par
rapport a la mesure positive «, et II,, un polynome générique de degré m > 1, le produit
Rovm = AyIL, est un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2m par rapport a la mesure « (et
de degré n + m). On supposera que n > m + 1.

b b b
En effet, / LR, mda = / ILAIL,do = / Iy Anda=0pouri+m =0,...,n—1 et donc
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pouri=0,....,n—1—m=(n+m)— (2m) — L.
b b b
Aussi/ I, Ruymda = I, AL, do :/ IT,A,da # 0.

Ainsi, d’apres la définition (1.11), R, est bien un polynéome quasi-orthogonal d’ordre 2m exac-
tement (et de degré n + m).

On en conclut que I'on peut construire des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre pair quelconque.
On en verra des conséquences tres intéressantes quant aux zéros de ces polynomes quasi-orthogonaux.
Cette écriture sous forme de produit n’est pas une caractérisation de tous les polynomes quasi-
orthogonaux d’ordre pair.

On a mis en exergue une certaine classe de polynomes quasi-orthogonaux d’ordre pair, ceux qui
s’écrivent a 1’aide d’un polynome quasi-orthogonal.

Remarque 2.6

Le polynome orthogonal A,, qui intervient dans l’écriture de Rprm = A1l est le méme que celui
de la décomposition du polynome quasi-orthogonal R, 1., suivant la famille libre {Ayim, .-, Dn_m }-
Effectivement, on considére les polynémes orthogonaux sur [a, b] et par rapport a la mesure positive
a, ils sont donc uniquement déterminés (a une constante multiplicative pres).

Les inconvénients de cette construction sont, d'une part, le fait de n’avoir que des polynomes
quasi-orthogonaux d’ordre pair et, d’autre part, de ne pas tous les avoir (car, rappelons-le, nous
ne couvrons qu’une certaine classe de ces polynoémes quasi-orthogonaux d’ordre pair).

Essayons néanmoins de palier a I'un de ces inconvénients.

e Continuons le méme raisonnement avec cette fois-ci un polynoéme quasi-orthogonal d’ordre 1
au lieu du polynome orthogonal. Nous considérons ainsi le polynome R, 1., = R, 11L,,, ou II,, est
un polynome générique de degré m > 1. On supposera que n > m + 2.

b b
Nous avons / LR, mda = / ILIL, R, 1do = / Iy Rpida=0pouri+m=0,...,n—2et

doncpouri:a(),...,n—Q—m:(n+m)—(2m+ ) — L.
b b b
Aussi / I, 1 Rpymda = / I, 1 Ry 1 da = / I1,,—1 R, 1da # 0 grace ala définition (1.11).

Ainsi, d(l’aprés cette susnommée définition, R, est unapolynéme quasi-orthogonal d’ordre 2m—+1

exactement par rapport a la mesure « (et de degré n + m).
Nous avons ainsi obtenu les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre impair s’écrivant a 1’aide d'un
polynome orthogonal.

On peut avancer alors un résultat plus général

Théoreme 2.2

Soient R, un polynome quasi-orthogonal de degré n (avec n > m+r+1) et d’ordre r par rapport
a la mesure a sur un intervalle [a,b] (fini ou pas) et 11, un polynéme quelconque de degré m > 1.
Le produit Ry ym = Rn Il est un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2m +r (et de degré n+m)
par rapport a la mesure o sur [a, bl.
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Preuve

Soient II; un polynome quelconque de degré i, m > 1etn>m+r + 1.
b

b b
Nous avons / LR, mda = / ILIL, R, rdo = / Iy Ry yda = 0pour i+m = 0,--- ,n—r—1,
et donc pourai:0,~~~ ,n—ma—r_ 1= (n+m)a_ (2m +7r) — 1.
b b b
Aussi / I, Rprmda = / 1L, Ry 1 do = / I, R, da # 0 d’apres la définition des

polynomes quasi-orthogonaux (1.11).
En conclusion, R, ,, est un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2m + r exactement, par rapport
a la mesure « sur [a, b]. B

Ce dernier théoreme peut sembler de trop vu que 'on avait déja trouvé des classes de polynomes
quasi-orthogonaux d’ordre pair et d’ordre impair, mais il nous sera pourtant tres utile dans la
pratique.

En quoi ceci nous sera-t-il utile ? L’ordre de ces polynomes quasi-orthogonaux est 2m + r, et donc
on a une dépendance suivant deux parametres. Ainsi, pour étudier un polynome quasi-orthogonal
d’un ordre donné s et de la forme présentée dans le Théoreme 2.2 (ainsi s = 2m + r), on pourra
arriver a cet ordre en faisant varier soit m soit r soit les deux.

I1 nous semblera alors judicieux de choisir m le plus petit possible (m = 1 ou 2 semble suffisant).
Voyons sur des exemples en quoi cette construction est intéressante.

2.2.2 Etude pour le couple (m,r) = (1,0)

Considérons un polynome orthogonal A,, par rapport a une mesure « positive et sur un inter-
valle [a, b] (fini ou pas) et un polynéme quelconque II; de degré 1 que 'on supposera tous les deux
unitaires.

Formons alors le produit R, 11 = A, I} = A, (x + ().
D’apres le Théoreme 2.2, R,+1 est un polynoéme quasi-orthogonal d’ordre 2 par rapport a la me-
sure « sur [a, bl.

Que nous dit cette construction? Une premiere chose a constater est que l'on peut construire
des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2 avec toutes ses racines réelles et distinctes (il suffira
de choisir # # —x;, ou les z;,, sont les racines de A,,), et que I'on peut placer I'une de ses racines
la ou 'on veut.

On peut également construire des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2 avec une racine double
(en prenant § = —x;,) et remarquer que l'on ne peut avoir de racines de multiplicité supérieure
a 2.

Remarque 2.7
Nous avions noté dans Uarticle [21, p. 75, Remark 7] qu’il ne pouwvait y avoir deuz racines a
gauche de a (ou a droite de b), cette construction le vérifie bien car tous les zéros du polynome
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orthogonal A,, sont dans |a,b| et il n’y aura donc au plus qu’une racine en dehors de |a,b[. Voir
également le Chapitre 4.

Remarque 2.8
Nous avons montré que R,11 est un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2 a l’aide de la définition
(1.11), c’est-a-dire en utilisant les intégrales. Nous pouvions aussi le montrer en nous appuyant
sur la caractérisation des polynémes quasi-orthogonauz donnée par (1.12).
On part de Ry = Apll = Ay (2 + 8) = Ap(x + Boy1) + (8 — Bay1)Ay

= A1+ (8= Bny1)An + Coy1 A1
La derniére égalité étant obtenue grace a la relation de récurrence (1.2) liant les polyndmes or-
thogonauzr A,,.
Comme C,, > 0 [2] (et donc # 0), Rpy1 est un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2 exactement,
et nous avons en supplément sa décomposition suivant les polynémes orthogonaux A;.

Toutefois, il est intéressant de voir que I'on peut caractériser completement la classe des polynomes
quasi-orthogonaux d’ordre 2 qui s’écrivent A, II;.
En effet, nous avons
Api1 +aAp+ A1 = (x+ Buyr +¢1)An + (2 — Cri) A1 (grace a (1.2))
= (x + P)A,.
Par identification (la famille {A,,, A,_1} étant libre), on arrive a { in:g JCF11 = _

Proposition 2.7

Soit un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2 unitaire s’écrivant R,o = A, + 11 + 2,9
(CQ 7A 0)

La classe des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2 s’écrivant A,, 111y, ou Il; est un polynome
unitaire de degré 1, est exactement déterminé par co = C),.

Preuve

Si on suppose que R, > = A,,_11I;, alors on a, d’apres la remarque faite juste avant la Proposition
2.6,c0=0C, (et =B, +c).

Si nous imposons ¢; = G, alors Ay, +c1 A, 1+, o = A+ Ay 1+CLA, o = (x+Bp+c1) A, .
Par double implication, on a bien la caractérisation de cette classe de polynomes quasi-orthogonaux
d’ordre 2. I

Remarque 2.9
Nous reparlerons de cette condition co = C,, dans le chapitre traitant des zéros des polynomes
quasi-orthogonaux (d’ordre 2).

2.2.3 Etude pour le couple (m,r) = (2,0)

Dans ce paragraphe, nous allons considérer un polynome orthogonal A,, et un polynome quel-
conque Il de degré 2 que nous supposerons tous les deux unitaires.
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Formons le produit R, = A, Iy = A, (22 + Bz + 7).
D’apres le Théoreme 2.2, R, 12 est un polynome quasi-orthogonal d’ordre 4.

Remarque 2.10
Nous pourrons en déduire des renseignements sur les zéros des polynomes quasi-orthogonaux
d’ordre 4 que nous traiterons dans le chapitre suivant.

Remarque 2.11
Comme précédemment, nous pouvons montrer d’une autre maniére que c’est effectivement un

polynome quasi-orthogonal d’ordre 4, ceci en utilisant une nouvelle fois la caractérisation (1.12).
On a

Rn+2:An($2+ﬁw+v)ZAn<<x+§>2+5> 0125:7—%2

-+ P) o

><<x+Bn+1)A + (g Bn+1>An> N

(o
( > ( n1 + Cny1Bn 1 + (g — Bn+1>An> +9A,,
( 5

5+ Bm) 1+ (g _ Bn+2)An+1 YOy ((:c n Bn> At + (5 - B )An 1)

oG] (Bt (3 Bra)n) o3

=Ap0+ (5 — Bpya — Bn+1>An+1 + (On+2 + Cpy1 + (g - Bn+1>2 + 5) A,

+Cn+1 (6 - Bn - Bn+1)Anfl + CnCn+1An72-
Comme C,Cpy1 > 0, R,1o est bien un polynome quasi-orthogonal d’ordre j exactement, nous
avons sa décomposition suivant les polynomes orthogonaux A;.

En suivant la méme idée que dans le paragraphe précédent, nous avons également une ca-
ractérisation des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 4 se décomposant ainsi

Proposition 2.8

Soit un polynome quasi-orthogonal d’ordre 4 unitaire s’écrivant Ry,4 = A, + 1,1 + c2Ap_o +
CgAn,3 -+ C4An,4 (64 7é 0)

La classe des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 4 s’écrivant A, _slly, ou Ily est un polynome
Cni1(By — Bpyo —c1) +c3 = 0

unitaire de degré 2, est exactement déterminé par { ¢t — CoCisy = 0

Preuve

Partons de l’écriture d’un polyndéme quasi-orthogonal d’ordre 4 se décomposant sous la forme
A, + A1+ o + c3A\,_3 + ca/\,_4 et en utilisant efficacement la formule de récurrence
(1.2), on arrive a
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(aj + Bn + Cl)An—l + (62 - Cn)An—Q + CBAn—?) + C4An—4

= (x + B, + Cl)((x + anl)Aan - CnflAnf?)) + (CZ - Cn>An72 + CSAnfiﬂ + C4Anf4

= ((13 + Bn + Cl)(l’ + Bn—l) -+ Co — Cn)An_Q — Cn_1($ -+ Bn_z)An_g — Cn—l(Bn + C1 — Bn_g)An_g +
c3An 3+ 1Ay

= (@ +x(By+c1+ By1) + BpBooi+ 1By + o — Cp — Crm1) Ao + (3 — Crmy (Bn 4 1 —
Bn—Z))An—?) + (C4 - Cn—lcn—2)An—4'

Ainsi, par identification, un polynoéme quasi-orthogonal d’ordre 4 sera de la forme

cs —Cn1(By+c1—Br2) =0

Cq — Cn710n72 =0 ‘

De plus, on a les renseignements suivants sur les coefficients 3 et v du polynome Il

B =DB,t1+ Bhya+ 1
¥ =But1(Bpyz2 +c1) —Chio — Crp1+co

A (2% + Br + ) = {

Remarque 2.12

Nous appliquerons ce résultat dans le chapitre sur [’étude des zéros des polynomes quasi-orthogonaucx,
en particulier a 'aide des renseignements obtenus sur les coefficients 5 et v dans la derniere
démonstration.

2.2.4 Les autres cas

L’idée des paragraphes précédents était de caractériser des classes de polynomes quasi-orthogonaux
se décomposant d’une certaine maniere.
On a considéré les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 4 s’écrivant A, (22 + Bz + ), c’est-a-dire
que l'on a pris le couple (m,r) = (2,0).
On aurait pu prendre le couple (m, ) = (1,2), et on aurait obtenu les polynémes quasi-orthogonaux
d’ordre 4 se décomposant de la forme R, ;(x + 3).
Ces deux cas sont les possibilités de décomposition que 'on a présenté dans le Théoreme 2.2 (en
effet pour résoudre 2m + r = 4, il nous vient les deux couples solutions (m,r) : (2,0) et (1,2) car
r>1).

Si nous avions considéré les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 3, nous aurions eu a résoudre
alors 2m +r = 3, avec r > 1, soit I'unique couple solution (m,r) = (1,1). On aurait donc I'unique
décomposition R, 1I;.

Pour les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 5, nous avons a résoudre 2m +r = 5, avec r > 1,
soit les couples solutions (m, ) : (1,3) ou (2,1). On aurait donc les deux décompositions possibles
RnQHl ou AnHQ

Ceci nous amene a dénombrer les différentes classes de décomposition pour un polynome quasi-
orthogonal d’ordre 2m + r.
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Proposition 2.9

Soient R, , un polynome quasi-orthogonal d’ordre r (par rapport a la mesure o et sur l'intervalle
d’orthogonalité [a,b]) et 11, un polynome quelconque de degré m > 1.

Pour un polynéme quasi-orthogonal d’ordre s = 2m + r (par rapport a la méme mesure a et sur

la,b]), le nombre de décompositions possibles sous la forme R, .11, est LSJ (ot ng représente la

s
partie entiére de 5)

Preuve

Si l'ordre est impair, s = 2p+ 1, alors la résolution de 2m-+1r = 2p+ 1 ameéne aux couples solutions
(m,r) suivants : (1,2p —1),(2,2p —3),...,(k,2p+ 1 —2k), ..., (p,1).

Ce qui nous donne p couples solutions.

Si ordre est pair, s = 2p, alors la résolution de 2m + r = 2p ameéne aux couples solutions (m, r)
suivants : (1,2p — 2),(2,2p —4),...,(k,2p — 2k),...,(p,0).

Ce qui donne nous p couples solutions. B

Remarque 2.13

Cette derniére démonstration est instructive dans le sens ou si nous étudions les classes de
décomposition des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre pair (respectivement impair), alors nous
aurons a considérer des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre pair (respectivement impair).

Remarque 2.14
Nous reviendrons sur ces décompositions dans le prochain chapitre pour caractériser, entre autre,
[’existence d’un polynome quasi-orthogonal ayant toutes ses racines réelles et distinctes.

2.3 Ensemble générateur

Commencons tout d’abord avec une notation

Notation 2.1
On notera S, l’ensemble des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre r, de degré n, par rapport a la
mesure positive v et sur l'intervalle [a, b].

Remarquons la chose suivante, si nous prenons trois polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1
de I'ensemble S, et si I'on considere le polynome R = aR; + SRy + 7R3, alors il est possible de
trouver un choix de ces constantes «, (3, v pour que le polynéme R soit de degré n — 2.

En effet, si nous voulons annuler les termes en 2™ et 271, on arrive au systéme

aay p + 5a2,n + Yasn = 0
a1 + PBag,—1 +yazp—1 =0

ou a;, et a;,—1 sont les coeflicients respectifs de 2" et 2" dans R;.
C’est donc un systeme linéaire homogene de 2 équations a 3 inconnues, on en déduit alors qu’il a
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une infinité de solutions.

b
Ainsi notre polynome R sera de degré n — 2 et vérifiera / 2 R(z)da(x) = 0 pouri =0,...,n—2,

b
et d’évidence sera alors nul vu que / R*(z)da(z) = 0.

a
Nous avons mis en exergue le résultat suivant

Théoreme 2.3

Soient Ry, Rs, deuzx polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1 de l’ensemble S mon colinéaires
(c’est-a-dire qu’il n’existe pas A € IR tel que Vx € IR, Ry(z) = ARy(x)).

Alors,

tout polynome de Sy sera une combinaison linéaire unique de Ry et Rs.

Preuve

Soit R3 un polynome de Sj.

En considérant le polynéme aR; + BRs + vR3, nous savons, d’apres le travail fait précédemment,
qu’il existe un triplet («, 3,7) # (0,0,0) tel que ce polynéme soit nul.

Nous pouvons remarquer que nécessairement v # 0, car Ry et Ry ne sont pas colinéaires. Ainsi
R3 peut s’exprimer en fonction de R; et R,. Ceci nous donne l'existence d’une telle combinaison
linéaire.

Supposons que 1'on ait un polynoéme R de ’ensemble &7 qui s’écrive de deux manieres différentes
R= MR+ MRy = Ry + paRy.

On a alors I'égalité (A — p1)R1 = (2 — A2)Rs. Or les deux polynoémes R; et Ry ne sont pas
colinéaires, donc forcément, \; = py et Ao = o, ce qui nous montre 'unicité de la combinaison
linéaire. W

Remarque 2.15

Si nous €étudions les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1 de Sy, alors il suffit de trouver deux
polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1 non colinéaires, Ry et Ry, et tous les autres polynomes de
Sy seront dans l'ensemble {\1 Ry + Ao Ra, A1, Ay € IR}.

Remarquons que cet ensemble ne décrit pas totalement Sy (car un polynome ARy + A2 R peut
avoir un degré < n si les coefficients \; sont choisis de telle sorte qu’ils annulent le terme de degré
n, et donc ne pas se trouver dans Sy).

Nous pouvons alors généraliser ce résultat pour les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre r

Théoréme 2.4

Soient Ry,..., R,11, v+ 1 polynomes quasi-orthogonaux d’ordre r de S, tels que la famille
{Ry,...,R.11} soit libre.
Alors,
tout polynome de S, sera une combinaison linéaire unique de Ry, ..., R..1.
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Preuve

Soit un polynome R, o de S,.
r+2

On peut trouver des coefficients «; tels que le polynome R = Z%’Ri soit de degré n —r — 1,
i=1

¢’est-a-dire que nous annulons les termes en z”, ..., """

1Ay, + Qagy + -0+ Qpiolrio, =0

. R Q1011 + Q2021+ + Qpp2Gr42,-1 =0
En les annulant, on arrive au systeme ,

Q141 p—r + Qa2 p—r +-+ Or42Qr42n—r = 0
ol Gy, - .-, Gin—r sont les coefficients respectifs de 2", ..., 2""" dans R;.
Ce systeme linéaire homogene de r + 1 équations a r + 2 inconnues a une infinité de solutions.

b
Ainsi le polynome R est de degré n—r—1 et il vérifie / 7' R(x)da(r) = 0pouri=0,...,n—1—r.

b
Donc / R*(z)da(z) = 0 et ainsi R = 0.

Nécessairement ;41 # 0 car la famille {Ry,..., R, 1} est libre; des lors, on a écrit R, o comme
combinaison linéaire des polynomes Ry, ..., R,11.
Pour I'unicité, on suppose que I'on a un polynéome R de S, qui s’écrit de deux manieres différentes
r+1 r+1 r+1
R= Z NR; = Z i R;, ce qui donne I’égalité Z(/\’ — ;) R; = 0 et comme la famille
i=1 i=1 i=1
{Ry,...,R.11} est libre, il nous vient A\; = p; pour i = 1,...,r + 1. On a ainsi I'unicité de la

combinaison linéaire. i

22

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

Chapitre 3

Etude des zéros des polynomes
quasi-orthogonaux

Apres avoir donné plus de renseignements sur les polynomes quasi-orthogonaux en terme de

représentation, de construction et de classification, nous allons, a présent, chercher a dégager des
propriétés comportementales de ces polynomes a travers 1’étude de leurs zéros.
Il y aura deux voies d’étude a explorer : leur dénombrement avec la recherche de conditions (suf-
fisantes voire nécessaires et suffisantes) pour le cas ou le polynome quasi-orthogonal a toutes ses
racines réelles et distinctes et la localisation de ces dernieres a ’aide d’entrelacements avec d’autres
polynomes.

En ce qui concerne leur dénombrement, nous nous appuierons sur un résultat déja connu et rap-
pelé dans le Théoreme 1.4, qui nous dit qu'un polynome quasi-orthogonal d’ordre r quelconque
a au moins n — r racines réelles et distinctes dans son intervalle d’orthogonalité (ou plutot de
quasi-orthogonalité).

On aura donc a trouver des conditions pour que ces r racines restantes soient réelles et distinctes.
Il n’existe pas de résultats globaux concernant une caractérisation de ces r racines (voire moins)
mais simplement des conditions particulieres pour les ordres 1 et 2.

Pour les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1, la question ne se pose pas car ils ont d’emblée
toutes leurs racines réelles. Le travail se fera donc pour les ordres supérieurs a 2.

L’ordre 2 a déja été abordé, dans un premier temps par Shohat [28, Thm. VIII, p. 472] puis
par C. Brezinski, K.A. Driver et M. Redivo-Zaglia [3] ot I'on donne une condition suffisante pour
I’existence des n racines réelles distinctes.

Nous allons en proposer une plus fine en s’aidant de résultats d’analyse plus classiques. La condi-
tion que nous trouverons sera, d’ailleurs, en raccord avec le paragraphe du chapitre précédent ou
I’on s’attardait sur un mode de construction de polynomes quasi-orthogonaux.

En fin de chapitre, nous aborderons le cas ou 'ordre vaut 3 ; ce cas n’a jamais été traité jusqu’alors.
Nous mettrons ainsi en évidence toute la difficulté a préciser la nature de ces r racines restantes.
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Au sujet de la localisation des racines, les résultats ont tendance a venir plus facilement. La
littérature a ce sujet est d’ailleurs plus généreuse. Nous distinguerons deux types de localisation :
une globale et une plus précise.

Pour la localisation globale, on s’intéressera a la place de la premiere et derniere racine par rap-
port aux extrémités de l'intervalle d’orthogonalité, et nous pourrons en donner des conditions
nécessaires et suffisantes.

En ce qui concerne la localisation plus précise, nous nous inspirerons des conditions suffisantes
données dans [3] sur des entrelacements entre les polynémes orthogonaux et les polynémes quasi-
orthogonaux pour en dégager une caractérisation plus générale de ces entrelacements. Nous met-
trons alors en exergue le role de I’écriture déterminantale pour ces polynomes quasi-orthogonaux
pour révéler de nouveaux entrelacements.

Nous nous attarderons en toute fin de chapitre aux zéros des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre
quelconque.

Dans un premier temps nous verrons comment dénombrer le nombre de caractérisations possibles
pour ces r racines éventuelles. En distinguant les différents cas comme la possibilité d’avoir des
racines simples, doubles, d’une certaine multiplicité voire complexes conjuguées, nous nous ren-
drons compte que le noyau de ce probleme repose sur le nombre de partitions d’un entier. On sera
donc naturellement dirigé vers les travaux de Hans Ramacher [25].

Nous nous interrogerons ensuite sur la possibilité d’avoir toutes les racines réelles et distinctes pour
un polynéme quasi-orthogonal d’ordre arbitraire. Nous légitimerons ainsi les théoremes donnant
la position de la premiere et derniere racine d’un tel polynome quasi-orthogonal.

3.1 Pour des petits ordres de quasi-orthogonalité

3.1.1 Ordre 1

Des entrelacements

Soit A,, le polynome orthogonal unitaire de degré n par rapport a la mesure positive a sur
I'intervalle [a, b].
Les polynémes quasi-orthogonaux d’ordre 1 par rapport a la mesure « sur [a, b] s’écrivent

Rn,l = An + anAn—l

avec a, # 0, ou sous la forme

T+ B 1
Roa(z) = Cy x —|— B,
C’,; T+ Bi + a,,
24
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Nous allons donner des renseignements sur les zéros de ces polynomes quasi-orthogonaux d’ordre
1. Nous savons déja que R, 1 a, au moins, n — 1 zéros réels et distincts dans |a, b[. Il ne nous reste,
donc, plus qu’a localiser le n-éme zéro qui est nécessairement réel (nous noterons vy, ..., y, les
zéros de R, 1).

Les deux théoremes qui suivent généralisent les résultats de [3] ot 'on avait simplement la condi-
tion suffisante —a, < f,(a) < 0 (respectivement —a,, > f,(b) > 0) pour conclure sur la place de
y1 par rapport a a (respectivement celle de y,, par rapport a b) c’est-a-dire y; < a (respectivement
b < yn).

La démonstration dans [3] repose essentiellement sur identité de Christoffel-Darboux alors que
nous nous contenterons de résultats d’analyse de base. Cette maniere de procéder nous permet
d’utiliser plus spécifiquement les propriétés des polynomes et de leurs zéros.

Théoréme 3.1
Soient y; < ... <y, les zéros de R, et f,(z) =
On a

(1) y1 < a si et seulement si —a, < fu(a) <0,

(17) b <y, si et seulement si — a, > fn(b) >0,
(i73) R, a tous ses zéros dans lintervalle [a,b] si et seulement si fn(a) < —a, < f,.(b).

Preuve

(7) Pour prouver ce résultat, nous considérons le cas ou n est pair, le cas ou n est impair étant
similaire. A,, étant unitaire, R, ; l'est aussi.

Supposons que y; < @ et en utilisant le fait que lim R, ;(z) = +oo on a R, 1(a) < 0.

Réciproquement, si R, 1(a) < 0 alors on a 'existence d’'un zéro y; pour R, tel que y; < a car
hm R,1(z) = 4o0.

A1n81 < a<= R,1(a) <0< A,(a) + aAp_1(a) <0.
On aici A,(a) >0et A,_1(a) <0 (car lim A, ;(x) = —o0, lim A,(z) = +oo et ils ont tous

( ) 'z_>_—o; a
) <0, 1e —a, < fula) <O0.

(77) Preuve similaire ot 'on utilisera ici le fait que ‘A n(b) et A,_q1(b) > 0.

(77i) On le déduit de (i) et (7). B

leurs zéros dans ]a, b[), il vient alors que —a, §

Remarque 3.1
Notons 'importance de la condition nécessaire et suffisante qui caractérise complétement le fait
qu’il y ait (ou pas) un zéro dans lintervalle d’orthogonalité [a,b].

Ce théoreme nous a donné une information sur la localisation des zéros par rapport aux
extrémités a et b. A présent, il peut étre intéressant de donner des résultats plus précis sur la
localisation des zéros de R, ; par rapport a ceux de A, et A,_; (notés respectivement z;,, et

xi,n—l).
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Théoréme 3.2

(i) an <0 si et seulement siVi=1,....n—1, x;p <Y < Tin-1 €t Tppn < Yn,
(1) an > 0 si et seulement siVi=2,...,n , Ti—1pn-1 < Yi < Tin €t Yy < Typ.
Preuve

(1) Nous supposons que n est pair (le cas ou n impair est similaire).

Pour prouver ce résultat, nous utilisons la propriété d’entrelacement des zéros de A,, et ceux de
An_l, c’est-a-dire An(x2j—1,n—1) < 0, An(l'gjm_ﬂ > 0, An—l(ij—Ln) <0et An(ltzjm) > 0.

Nous avons

a, < O, An(xl,n,l) < 0, An(xg,n,l) > O, o 7An<xn72,n71) > O, An<l’n,1’n,1) <0

a, <0< { An_l(l’lflm) < 0, An_1<l’2,n) > O, R ,An_1<xn_1,n) < O, An—l(‘xn,n) >0

— Rn,l(xl,n) > 07 Rn,l(*rl,n—l) < Oa Rn,l(xQ,n) < 07 Rn71(x2,n—1) > Oa I
le(xn—Q,n—l) > 07 Rn,l(xn—l,n) > 07 Rn,1<xn—1,n—1) < 07 Rn,l(xn,n) <0

= Tin <Y < Tip-1 < Ton <Y < Top-1< " < Yp-1 < Tn-1n-1<Tpn < Yn-

Expliquons la derniere équivalence : 'implication <= est facile, alors que, pour = nous avons a
remarquer que

Rui1(x1n)Roi(®10-1) <0, Rp1(zom)Rui(on-1) <0,..., Ry1(Tn-1n)Rn1(Tn_1,-1) <0
ce qui nous donne, par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué au polynome R, 1, la locali-

sation des n—1 zéros y; ; la localisation du n-eme zéro vient de R, 1(x,,) < Oet lim R,;(x) = +ooc.
Tr—-+00

(#2) On suppose de méme que n est pair.
Nous avone cette fois

4. > 0 — an > 07 An(zvl,n—l) < 07 An(xQ,n—l) > O, s 7An(xn—2,n—1) > O, An(:ljn—l,n—l) < 0
" Anfl(]fl’n) < 0, An,1($27n) > O, A 7An71<xn71,n) < O, Anfl(xn,n) >0
— Ryi(x1,) <0,Rp1(x10-1) <0, Rpi1(z20) >0, Ry1(22,-1) >0,...,
Rn,l(l‘n—Q,n—l) > 07 Rn,l(xn—l,n) < 07 Rn,l<xn—1,n—1> < 07 Rn,l(xn,n) < 0

N < T <Tip1 <Y <Ton < <Y1 <Tpin<Tn-1n-1<Yn < Tpn-
La derniere équivalence est obtenue pour les mémes raisons que dans (7). B

Remarque 3.2

Nous pourrons noter le premier entrelacement A, R, 11,_1 et le second R, 1A,A,_1. Comme dans
ce théoréeme nous avons des conditions nécessaires et suffisantes, nous sommes nécessairement
dans l'une de ces deux configurations.

Ainsi, lorque nous considérons un polynome orthogonal, il y aura automatiquement un entrelace-
ment de ses zéros avec ceuxr du polynome quasi-orthogonal d’ordre 1 associé a A,,.
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On savait que les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1 étaient conditionnés par les polynomes
orthogonauzx de par leur décomposition suivant ces derniers (1.12), et on wvoit, ici, qu’ils le sont
meéme par leurs racines.

Passons a présent au cas ou le polynome quasi-orthogonal d’ordre 1 n’est pas forcément unitaire.
Nous userons de cette possibilité lorsque nous discuterons d’entrelacements entre des polynomes
de Jacobi ou de Laguerre avec des parametres différents.

Théoréeme 3.3
Pour un polynome quasi-orthogonal d’ordre 1 s’écrivant R, 1 = a,A, +b,A,_1, avec a,b, # 0, on
a les équivalences

(1) anb, <0 si et seulement siVi=1,....n—1, T;p <Y < Tin-1 €l Tpp < Yn,
(17) anb, > 0 si et seulement siVi=2,...,n , i1 p_1 < Yi < iy €t Y1 < T1p.
Preuve

Nous allons faire de ce théoreme une simple prolongation ou application du théoreme précédent.
Partons de I'écriture R,,; = a, A, + b,A,_1, nous allons ramener ’étude de '’entrelacement de ce
polynome quasi-orthogonal avec les polynomes orthogonaux A, _; et A, a celui d’'un polynome
quasi-orthogonal unitaire.

b
Pour cela, on factorise comme suit R, ; = a, (An + —nAn1>.
a

n
— b
En appelant R,; = A, + —A,_1, on a les racines de R, 1 qui coincident avec celles de ce po-
n

lynome unitaire R, ;.
Ainsi il ne nous reste plus qu’a distinguer les cas ou a,b, < 0 et a,b, > 0 et d’appliquer le
Théoreme 3.2. B

Donnons a present une generahsatlon du théoreme précédent, c’est-a-dire un entrelacement entre

les zéros de A® A et de R

n—1

Théoréme 3.4
() (k 1)

Soient y;, x;, | et :c les z€ros respectifs de Rn i, A k)l et de AP, Nous avons les équivalences
(1) anr <0 siet seulement siVi=1,...,n—1 x§’2 < yl(k) (k) et o <y,
(19) anyr > 0 si et seulement siVi=2,...,n, :L"Ek)ln 1 < yl(k) ( ) ety < x&k)l

Preuve

La preuve est similaire en tout point a celle du Théoreme 3.2, on se sert ici de I’entrelacement des
racines de A et de Ang_)l (Théoreme 1.2 (ii)) et du fait que Rn 1= =AY 4 an+kA1(f_)1 (2.5). 1

Nous proposons maintenant deux nouveaux théoremes sur des entrelacements qui montrent cette
fois des liens entre des polynomes quasi-orthogonaux. Le premier décrit I'entrelacement existant
entre des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1 avec des degrés successifs (nous remarquerons
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la différence avec les polynomes orthogonaux ot nous avons toujours I’entrelacement comme nous
I'avons rappelé dans le Théoreme 1.2 (7)). Le second s’intéresse a I'entrelacement des zéros de
ces polyndomes avec leurs polynomes associés ou nous avons le méme type de résultat que dans le

Théoreme 1.2 (i7) lorsque nous rappelions 'entrelacement des racines de AP ot AR,

Théoreme 3.5

Soient Ry = Ay 4+ a1, Rop11 = Dyt + an1 Dy, et soient Yip, ..., Ynp €l

Ylntls - s Yntimt1 (Gn €l anyr # 0) leurs zéros respectifs.

Nous avons l'entrelacement Y1 p+1 < Y10 < Yont+1 < Yo < < Ynntl < Ynn < Yntlnt1 St et
seulement si

fn+1<yn,n) + apy < 0 st a, < 0
fn+1(y1,n) + a1 >0 s1 oa, >0.

Preuve
Nous supposerons n pair, le cas ol n est impair se traitant similairement.
Nous avons 'entrelacement voulu si et seulement si

Rn+1,1(y1,n) > 0, Rn+1,1(y2,n) <0,... 7Rn+1,1(ynfl,n) > 0, Rn+1,1(yn,n) <0

— An+1(y1,n>+an+1An<y1,n> > 07 An—&—l (yQ,n>+an+1An(y2,n) < 07 cee 7An+1 (yn,n)+an+1An(yn,n> < 0

— An41 < minl§i§n<_An+l(yi,n)/An<yi,n)) Si (7% < O
Any1 > Maxi<i<n (=D (Yin) /An(¥in)) st ap > 0.

n ATL—
Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que AH (Yin) = Yim + Bny1 — CnHA—l(yi,n)
An_l 1 n n
et que —(Yjn) = ——.
que - (Yin) o
. . . An-‘f-l . Cn+1
Ainsi, pour a,, <0, on a lgllléln (‘ A, (yzn)) = fglgnn <—yi,n — Byy1 — n
Cn
= —Ynn — Bn+1 - +1-
An 1 An—l " Cn 1
Comme fn—i—l(yn,n) - A—+(yn,n> = Ynn + Bn+1 - On+1 A (yn,n) = Ynn + Bn+1 + CL+ , O a le

résultat annoncé.
On procede de maniere analogue pour a, > 0.1

Théoreme 3.6
Soit R,1 = A, + a,A,—1 un polynome quasi-orthogonal d’ordre 1, et soit Rfll)l =Qn+ api1Qn_1
son polynéme associé (a, # 0).
Alors
les zéros de Ry, et de RS_)LI s’entrelacent.
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Preuve
Choisissons un point de vue différent que celui utilisé dans les preuves précédentes. Nous utilisons
ici un argument algébrique en s’appuyant sur la représentation déterminantale du polynéme quasi-
orthogonal d’ordre 1.
Nous avons

x -+ Bl 1

Rnyl(x) _ 02 X —|— BQ

. 1
C, =+ B,+a,

Appliquons a ce déterminant 'identité de Sylvester

r+B 1 T+ By 1
s Cs .
' . 1 1
Roa(z) = Cho1 2+ By C, =+ B, +a,
7 r+ By 1
Cs ’
. 1
Cpho1 4+ By
1 Cy x4+ By 1
T+ By : :
Cs 1
Cw;, x + Bn‘ +a, 1 ’ +CB;n1
N r+ By, 1
Cs ’
. 1
Cho1 x4+ B,
AnA%—CQ---Cn b
Nous obtenons alors R,, 1 = o AT, ,d’ou An,lRS_)M — Rn,lAnl_z = /a Ai_lda >0

fb A? da " fb A2 do fb A2 da

ceci car C; = =4——— et alors Cp - - - C,, = =4—" _ JaSn ‘

fa A?_Zdoz fj do Lo

Si y;, i1 sont deux zéros consécutifs de R, ; alors on a
1 1
A () R0 () = Do (i) B, (i) > 0.
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Maintenant, utilisons le Théoréeme 3.2 sur I’ entrelacement des zéros de A,_; et de IR, ;.

Nous obtenons A,,—1(y;)An—1(yi+1) < 0 ce qui donne Rn 1 1(yz)R7(117)171(yi+1) <Opouri=1,...,n—
1.
En conclusion, nous avons 'entrelacement voulu. B

Remarque 3.3
fab A?yda
f; A7 ,do
formule de récurrence (1.2).
En effet, partons de A; = (v + B; )Al 1 — CiAi_o et multiplions par A;,_s puis z'ntégmns sur [a, 0]
b
par rapport a la mesure o, on a / Ao A\jda = / (x 4+ Bi)A; 1A oda — C; / Az oda et donc

b
Oz/xAilAigda—Cl-/A Jda, douC’/A da—/A

Le résultat précédent peut se généraliser aux polynomes associés d’ordre k, comme nous le
montre le théoreme suivant

Dans la démonstration précédente, nous avons utilisé la formule C; = qui vient de la

Théoreme 3.7
Soient Rfﬂ le polynome quasi-orthogonal général associé a R, 1 d’ordre k et R,(ffl) celui d’ordre

kE+1.
Alors

les racines de R( 1 et de R (ht 11% s’entrelacent.
Preuve

On utilise de la meme maniere que précédemment l'identité de Sylvester sur la représentation
déterminantale de R"), ainsi R( 1 vaut

n,1?
T+ Biy 1 T+ B2 1
Cri2 T+ Bpo . Cry3 T+ Bigs
' ' 1 1
& Crsk—1 T+ Bryp Covk T+ Buyk + anyi
o T+ Biio 1
Cris @+ Biys
. . ]
Chik—1 T+ Bpjpa
_ Cry2 .. Crgn
T+ Byyo 1

Crtki-1 T+ Bpyr—1
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k kE+1
(k) & “0 Hk+1 k+2 - k+n
Ainsi R = L

7

(k+1)
An 2

k+1
N0+

AV da
Ce qui donne Aglk—)lezk—Jrlli B RfﬁA(k ) = #0k+10k+2 Chgn = ,U(z)Hl f f ]ngl >0
a "k Q

n

Soient y-( )

et yl +1 deux zéros consécutifs de Rn 1, ona

k k k+1 k k k k+1
AY Y RID (y#) = AP (4R H(yf&) > 0.

n ’ n )

Or, avec le Théoreme 3 4 on a ’entrelacement des racines de A 1 et de R , donc on en déduit

(k+1)
celui des racines de R 1 et de Rn 1. 1 |

Bornes des zéros de polynémes quasi-orthogonaux

Pour finir cette section sur les zéros des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1, nous allons
nous intéresser plus particulierement aux bornes de ces zéros et a leur représentation.
On va porter notre attention sur ces racines y; et y, et tenter de donner des renseignements en
fonction des coefficients B; et C; de la formule de récurrence (1.2). On pourra ne considérer que
y; quitte & considérer R, (z) = (—1)"R,.1(x) pour avoir des renseignements sur ¥,,.

Soient {a;}2,, {b;}32, et {B;}2, des suites de réels telles que sgn(a;) = sgn(b;).

"B, by 0 e e . 0
as —By b3 :
0 az
Construisons la matrice S,, = : : ,n>1.
0
: T
0 - v oo 0 a, —B,—u,

On a ainsi une matrice tridiagonale (qui a la propriété d’avoir une symétrie de signe) dont on
peut chercher les valeurs propres. Si a; = b; = 0 pour un certain ¢ < n, alors on en revient a un
probleme de recherche de valeurs propres de deux matrices tridiagonales symétriques par le signe.
Dongc, on ne réduit pas le probleme en supposant au départ a;b; > 0 pour tout i.

On notera \; = a;b;. En développant det(xI, — S,) par rapport a sa derniere ligne, on arrive au
polynome A,,. Par ailleurs, on a montré au passage que les matrices tridiagonales symétriques
par le signe ont toutes leurs valeurs propres réelles et distinctes, car ces valeurs propres sont les
racines d'un polynome orthogonal (ce qui généralise le fait que les matrices symétriques aient leurs
valeurs propres réelles).
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Les renseignements que ’on voulait sur y; , peuvent étre retranscrits sur la plus petite des valeurs
propres de S,,.

. i . .
Ecrivons a; = —— et b; = —¢; pour ¢ > 2 ol ¢; > 0.

6 .
Avec le théoreme de Gerschgorin-Hadamard on a

N
> min {—B; — @; — = — ¢ .
= min {=B; =t — — —cin} (3.1)
_ —Oeti = 0, pour i <n
avec €1 = +00, €,41 = 0 et u; = w  pouri—mn
.. Az‘ﬂ(yl) s . .
Choisissons &; = _A—()’ quantité qui est > 0 pour ¢ = 2,...,n (pour le montrer, on se sert
i—2\Y1
du fait que y; < Zin-1, Y1 < Tinp—2 pour tout i et que lim A, _;(x)- lm A, s(z) = —00). Ce
T——00 T——00

choix de ¢; nous donne dans (3.1) y; > 1I£1i<rl {1 — u;}.

Des lors, en supposant que min u; = 0, on a
1<i<n
Théoreme 3.8
Avec € = {eq, ...,e,} telle que ey = 400, epp1 =0 ete; >0 (1 <i<n), et 11211<n u; =0, on a
<i<n

IO ¥
y1 = max{ min {—B; —u; — — —€;41}}

1<i<n €

En fait on a généralisé, au cas des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1, un théoreme de
Gilewicz-Leopold [35] qui était

Théoreme 3.9
Avec € = {ey,...,e,} telle que 61 = +00, €,01 =0 ete; >0 (1 <i<n), ona

: Ai
Tip = mgx{@lgﬂn{—Bi b Eit1}}

ol 1, est le premier zéro de A,,.

3.1.2 Ordre 2

Ces polynomes s’écrivent R, 2 = A, + a,A,—1 + b, _o, avec b, # 0 ou alors sous la forme de
déterminant
x + Bl 1

Rng(l’) _ 02 l'—FBQ

)

. 1
c,—b, z+ B, +a,
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Nous savons déja qu’il y a au moins n — 2 zéros réels et distincts dans ]a,b[. Mais, ici, la
différence est que les deux zéros restants peuvent étre : deux zéros réels, un zéro double, ou deux
zéros complexes conjugués.

Dans le chapitre précédent, nous avions montré comment construire des polynomes quasi-orthogonaux
d’ordre 2; pour cela, nous considérions le produit d’un polynome orthogonal et d’'un polynome
quelconque de degré 1.

Nous avions déduit de la liberté du choix de la racine de ce polynome de degré 1 la possibilité
d’avoir des polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2 avec une racine double ou toutes ses racines
réelles et distinctes. On sait donc que de tels polynomes existent et qu'une telle configuration est
possible.

On a méme le fait qu'on peut placer I'une des racines d’un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2
ou on veut.

Nous voulons trouver une condition qui nous donne l'existence de n zéros réels et distincts.
Nous connaissons déja une condition suffisante pour ceci qui est b, < 0 [28, Thm. VIII, p. 472].
Donnons-en une nouvelle (a fortiori plus précise) mais qui reste encore une condition suffisante

Théoreme 3.10
Soit Ry o = Ay + an,Ay—q + b, A9 un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2.

Si by, < C,,, alors R, o a tous ses zéros réels et distincts.

Preuve
L’idée est basée sur une propriété importante (obtenue a 1’aide de la relation de récurrence (1.2))
du coefficient C,, qui est

A
Cp=——+"(wip1) pour i=1,...,n—1 (3.2)
An—?

Supposons que n soit pair (le cas ol n est impair se traitant de maniére analogue) et que b,, < C,,
nous obtenons alors
.

An(ml,n71> + bnAn72(x1,nfl) < O
An(xln—l) + bnAn—Q(xQ,n—1> >0

An(‘rn—Q,n—l) + bnAn—Z(xn—Q,n—l) >0
An(ajn—l,n—l) + bnAn—2($n—l,n—l) <0

\

< Rn’2<l’1’n,1> < O, Rn,2(x2,n71) > O, . 7Rn,2(xn72,n71) > O, Rn,2<xn71,n71) < 0.
La derniere équivalence nous donne l'existence de n — 2 zéros pour R, 2. Le résultat pour les deux
autres zéros vient du fait que lim R, »(x) = +o00. 11

T— 00
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Remarque 3.4
1l est possible de donner un exemple d’une famille de polynomes quasi-orthogonaux ot la condition
b, < C,, n’est pas une condition nécessaire d’existence des racines réelles et distinctes de Ry, .
En effet, prenons la suite de polynomes unitaires {2, }, satisfaisant la relation de récurrence a
trois termes suivante

An = (,CE + Bn)An—l - CnAn_g, n Z 1,

avec A_1 =0, Ag=1 et C,, > 0.

D’apres le théoreme de Favard, cette famille de polynomes est orthogonale par rapport a une unique
forme linéaire définie positive (en ayant pris soin de choisir le premier moment de cette forme
strictement positif) et il lui correspond une mesure positive (d’apres le théoréme de Boas).

Ainsi le polynome Ry, = A+ CpAp_g = (x+ B,)A,_1 est quasi-orthogonal d’ordre 2 par rapport
a cette mesure positive mise en exerque précédemment.

En choisissant —B,, différent des racines de A,_1, R, 2 a alors toutes ses racines réelles et dis-
tinctes sans que b, < C,,.

On peut alors donner le théoreme concernant les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2 non
forcément unitaires

Théoreme 3.11
Soit Ry o = anAy + b, A1 + ¢, Ao avec ayc, # 0.
. C , , C .
Si = < C,, alors R, 2 a tous ses zéros réels et distincts.
an
Preuve
Considérons le polynome R, = a,A, + b,A,_1 + c,A,_2, on peut le factoriser pour se ramener
au cas d'un polynoéme unitaire.

b
On obtient alors R, 2 = a, (An +

b, Cn —_ n Cn
_An—l + —An_g) . On note Rn,? = An + _An—l + —An_g.
Qp an (7 Qn

Les zéros de R, 5 et de R, sont les mémes. Avec le Théoreme 3.10 on a le résultat. il

Comme pour les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1, nous allons donner un résultat sur la
localisation de y; et de y,, par rapport aux extrémités de l'intervalle [a, b].

Théoreme 3.12
Supposons que Ry, o ait tous ses zéros y; réels et distincts (par exemple pour b, < C,,), nous avons
les équivalences suivantes

)

(i) fofn-1(a) + anfn1(a) + b, <0 si et seulement si y; < a
An fr1(T1n) + b, <0 st et seulement si yy < x1,

)

fnfnfl(a) + anfn,l(a) +0, >0
fnfnfl(b) + anfnfl(b) +b, >0~

(id) fofno1(b) + anfn_1(b) + b, <0 si et seulement si y, > b
An frn1(Tnn) + b <0 si et seulement si y, > Ty p.

(i17) Ry2 a tous ses zéros dans l'intervalle [a, b] si et seulement si {
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Preuve

(1) ® Pour n pair, nous avons les équivalences suivantes

fnfn—l(a) + anfn—l(a) + bn S 0 <= ap
— Ay(a) + apAn_q(a) + b, _2(a) <0

Pour la seconde équivalence, nous utilisons juste le fait que A, _s(a) > 0.

Ap(a)

An,l(a)
+by, < =~
An_Q(CL)

A,_o(a)

<= Ry2(a) <0
<~ 1y < a.

These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

Pour la derniere, nous procédons en deux étapes ; I'implication = est claire car lim R, s(x) = +00;

r——00

pour 'autre <=, nous utilisons le fait que deux zéros ne peuvent étre tous les deux a gauche de
a (pour cela, on pourra se reporter a la Remarque 3.5).

n—1

A
L4 anfnfl(xl,n) + bn S O = an—(xl,n) + bn S 0

Anf2

< Ry2(21,) <0 car A, _o(x1,) >0
<= y1 < 21, avec une méthode analogue que précédemment.

(77) Preuve similaire.

(77i) On le déduit de (i) et (ii). B

Donnons des résultats d’entrelacement pour les zéros de R, 2. Dans un premier temps, nous al-
lons améliorer le théoreme sur entrelacement donné dans [3] entre les zéros de R, 2 et ceux de
A,,_1 ou l'on avait simplement la condition suffisante b,, < 0. Une nouvelle fois la preuve reposait
sur 'identité de Christoffel-Darboux alors que nous n’utiliserons qu’un raisonnement d’analyse

classique .

Théoréme 3.13

b, < C), si et seulement st Y1 < T1p—1 < Y2 <+ < Yp—1 < Tp—1n-1 < Yn.

Preuve

Nous supposons que b, < C, (et n pair, le cas impair se traitant de maniére analogue). Nous

obtenons b,, < N " (@in_1) pour i =1,...,n — 1 en utilisant (3.2).
n—2
Nous finissons avec )
An(ml,n—l) + bnAn—2(l'1,n—1) <0
An($2,n—l) + bnAn—2(x2,n—1) > O

\

An(mnflnfl) + bnAnf2($n72,n71) > O
An(xnfl,nfl) + bnAn72(xnfl,nfl) < 0

avec Ap_o(Z9j—10-1) > 0 et Ap_o(29;,—1) < 0 venant de l'entrelacement des racines de A,_5 et

de An—l-

© 2008 Tous droits réservés.
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Ainsi, nous obtenons 'entrelacement désiré car nous avons
Ryo(x15-1) < 0,Rpo(x2n-1) >0,..., Rya(@n_2n-1) >0, Ryo(Tn_1,-1) <0

et lim R, »(x) = +o0.

Par équivalence nous avons donc le résultat attendu. W

Remarque 3.5

Nous constatons que 1 ,—1 < Y2 €t Tp_1n—1 < Ypn, ce qui prouve qu’il ne peut y avoir deuxr zéros
de R, 2 a gauche de a ou a droite de b (lorsque b, < C,,).

Il n’y a donc au mazimum qu’un seul zéro du polynome R, o qui sort de l'intervalle |a, b|.

Il vient alors le théoreme plus général

Théoréeme 3.14

Soit R, 2 = apA, + by A1 + ¢\ avec ayc, #0. On a
Cn . .

— < O, st et seulement st Y1 < T1p-1 < Y2 < < Ypo1 < Tpoip-1 < Yn-
Qn,

Preuve

En factorisant de la méme maniere que dans la preuve du Théoreme 3.11, on a ’entrelacement
annoncé. B

Faisons place a un nouveau théoreme portant sur l'entrelacement des zéros de R, 5 et ceux de
A,,. L’idée est similaire a ce qui a été déja fait dans le cas des polynomes quasi-orthogonaux
d’ordre 1. Une nouvelle fois on considerera des conditions nécessaires et suffisantes.

Théoreme 3.15
(i) Nous avons Uentrelacement yy < &1, < Y2 < Top < -+ < Yp < Ty St et seulement si

bn(xn,n + Bn)

Qp > — et b, <0
Cn

ou

an>—M et 0<b,<C,.
Cn

(i1) Nous avons Uentrelacement 1, < y1 < Top < Yo < -+ < Tpp < Yy Si et seulement si
bn(x1.5 + By,

an < —M et b,<0
Cn

ou

an < ~onlTnan £ B0) g g

Ch
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Preuve

Supposons que n soit pair (le cas impair se traitant de maniére analogue).

bn (l'n,n + Bn)

Pour b, <0 et a, > — , nous avons, en utilisant la formule de récurrence (1.2),

Ch
Qp, —0, MaX ————— = —0, MmaX —/——— = max —/——————.
i=1,...,n C,n i=1,...,n fn71<x1,n> i=1,...,n fnfl(xl,n>
D’ou a, > bn > b > bn
ou ap , p — ..., Qp —_————
fn—l(xl,n) fn—l(xQ,n) fn—l(mn,n)
anAnfl(xl n) + bnAn72(xl,n) <0 Rn(xl,n> <0
anAn—l('T2 n) + bnAn—Q(xZ,n> > 0 Rn(x2,n> >0
e <~ .
anAn—l(xn,n) + bnAn—Q(xn,n) >0 Rn<xn,n) >0

On a la premiere équivalence en utilisant l'entrelacement des racines de A, _; et de A, c’est-
a-dire An—l(ij—l,n) <0et An_1($2j7n) > 0.

Ainsi nous avons l'entrelacement désiré (7).

On procede de la méme maniere pour (ii). B

Remarque 3.6

Désormais, en rassemblant les résultats des deux derniers théorémes, nous pouvons donner des

conditions suffisantes pour avoir deuz entrelacements que nous noterons Ry, oA, A,y et Ay Ry 00,4
(ces notations suffisent pour comprendre ’ordre des zéros).

On notera la différence avec les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1 ot nous étions toujours

dans l'un de ces entrelacements cités (il est donc, ici, impossible de classifier).

Un exemple montrant qu’il n'y a pas toujours d’entrelacement entre les zéros de R, o et ceux de

A, est

Ry =Ty + T3+ Ts, ou T, est le polynome de Tchebychev de premiére espéce (c’est-a-dire que T,

vérifie T, (cost) = cos(nt)).

Rappelons que T, est un polynome orthogonal par rapport a la mesure positive sur [—1,1].

1
V1—22

On a la relation de récurrence a trois termes suivante
Tn+2 = 25177—171—&-1 =T,
avec To(z) =1 et Th(x) = x.

On a donc Ty(z) = 222 — 1, Ty(x) = 42® — 3x et Ty(z) = 8x* — 8z + 1.
Ainsi Ry(z) = Ty(x) + T3(z) + To(z) = 8x* + 423 — 62% — 3z est un polynome quasi-orthogonal

ﬁ sur [—1, 1]
37
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\/_5_10\/_5 lL\/2—\/§i\/2+\/§}
27 2779 2 9 ’

il 'y a donc pas d’entrelacement entre les racines de Ry et de Ty (on n'a aucune racine de Ty
1 3

entre —— et —i)
2 2

Ses racines sont { — }, alors que les racines de Ty sont {

Pour les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2 non forcément unitaires, le Théoreme 3.15 se
traduit par

Théoreme 3.16
Soit Ry 0 = anAy, + b, A1 + ¢, Ao avec ayc, # 0.

(i) Nous avons Uentrelacement yy < &1, < Y2 < Top < -+ < Yp < Tpy St et seulement si

bn, Tnn + By Cn
—<——— et — <0

Cn C, an,

ou

R PN
Cn C, an

(i1) Nous avons Uentrelacement 1, < y1 < Top < Yo < -+ < Ty < Yy S0 et seulement si

bn > _zl,n + Bn Cn

— et — <0
Cn, C, an,

ou

bo _ _Tnnt Ba

Cn
et 0< — < ().

Preuve
b

n Cn
On part de la méme factorisation du polynome R, 2, R, 2 = a, (An + —A,_1+ —An_z).
, a

n

b c
On applique le Théoreme 3.15 au polynome unitaire A, + —A,_1 + —A,_» et on obtient les
a a

n n
bo  _alnn+Ba)
Qn, anCn Qn, a,
conditions ¢ ou , il nous suffit alors de multiplier par —
b cn(x1, + B c Cn
U _ (@10 + Br) et 0< 2 <(,.

an a,Ch an
en distinguant le cas ol cette quantité est positive ou négative. B

.. , . , . 1
Voici deux nouveaux théoremes sur des liens entre les zéros des polynomes R, 2, Ry 412 et R;_)l 9

Théoréeme 3.17
Soit Ryo = A, + a1 + byA,—o un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2 avec b, < C, et
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bpy1 < Chya, et soient y; les racines de Ry, .
On a un entrelacement entre les zéros de R, o et ceur de R, 112 Si et seulement si

Frs1(Ya) f(Yi) + anr fr(yi) + bnsr <0 pouri=1,...,n.

Preuve

Supposons que n soit pair (le cas impair se traitant de maniére analogue).

Comme b, < C, et b,41 < Cyy1, avec le Théoreme 3.10 on a l'existence des n racines réelles et
distinctes pour R, 2 et des n + 1 racines pour 2,41 2.

Partons de I'entrelacement entre les zéros de 2, 2 et ceux de R4 2, on peut ’écrire

Rn+1,2(y1) >0
Rpy12(y2) <0

Roy12(yn) <0

On a alors les équivalences

Ryt12(y1) >0 Api1(y1) + ans1 A0 (y1) + bnr1 A1 (y1) > 0

Rny12(y2) <0 Api1(y2) + anp1An(y2) + bnp1An—i(y2) <0
: = : ,

Rn+1,2<yn) <0 AnJrl (yn) + an+1An(yn) + bn+1Anfl(g/n) <0

fn-‘rl(yl)fn(yl) + an-i—lfn(yl) + bn-‘rl <0
fn+1(y2)fn(y2) + anJrlfn(yQ) + bn+1 <0

Foet () f ) + st f(n) + brss < 0.

Pour la derniere équivalence, on a utilisé le fait que A,_1(y2j-1) < 0 et A,_1(y2;) > 0 (Théoreme
3.13).

Théoreme 3.18
Soit R, = Ay, + a1 + b, Ao un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2 avec b, < C,,.
Alors,

, 1
Les zéros de R,, o s’entrelacent avec ceux de R(_) .
) n 1,2

Preuve
La preuve est similaire a celle du Théoreme 3.6. On applique 'identité de Sylvester au déterminant
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représentant R, 5, on obtient

T+ Bl 1 T+ BQ 1
02 03 .
' . 1 . 1
Cn—l $+Bn—1 Cn_bn $+Bn+an
Rnyg(l') =
T + B2 1
Cs ‘
. 1
Cn—l T+ Bn—l
1 02 T+ B2 1
T -+ BQ )
. z+ B,
C,—b, v+B,+a, 1 C, — b,
T+ Bg 1
Cs '
. 1
Cnfl T+ anl
RrW
Apitm12 0y O (C — by)
Nous avons alors R, o = Ko RC , d’ou I'identité
n—2
Ko

b
An—lRS—)lg - Rn,2ASZz = / (Ai—l - bnAi—Q)dO‘ >0

a

pour les mémes raisons que dans la démonstration du Théoreme 3.6 ou le produit des C; se sim-
plifiait.

"A2 d
fa n—10¢

La stricte positivité vient du fait que 'on a €, = =%
fa A2 L da

b
et donc / (A2 | — C,A% )da =0,

b
Or b, < C,, donc / (A2 | — b, A2 )da > 0.

a
On termine de la méme maniere pour conclure quant a l’entrelacement entre les racines de R, o

et de Rfll_) 12 (en s’appuyant sur I'entrelacement des racines de A, et de R, valable lorsque
b, < Cp). 1

Généralisons ce théoreme
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Théoréme 3.19
Sotent Rﬁlk% = AP 4 an+kA 2+ bn+kAn o le polynome généralisé associé a R, o d’ordre k, vy, (k)
ses racines et 2%, celles de A™

i,n—1 n—1-

Alors,

. (K k k k

bpir < Char st et seulement si yg ) < xg,,)L_l << y,(L_)l < 372—)1,n—1 < y®,
Preuve
Nous considererons le cas ou n est pair (le cas impair se traitant de maniere similaire).

Supposons que b, < C, 4k, ainsi nous avons 'existence des n racines réelles et distinctes de Rf@;

AP AP
Avec 'identité (1.6), nous avons C, 1 = — D) (x,gf;)_l), donc nous avons by, < —A(—k)(xgiz_l)
n—2 n—2

pouri=1,...,n—1.
Avec l'entrelacement des racines de Aﬁ[“_)Q et celles de Afz 1, on obtient

p

AP D)+ b,A%, @) <0

1n
k k k
AR (251 + Ay (1) > 0
K, k) k k
A%k; (337(15)2,7171) + bnA%k;2(x7(zk)2,n1) >0
\ An (xnfl,nfl> + bnAan(xnfl,nfl) <0

Et donc on a 'entrelacement voulu car il vient

k k k k
R @™ ) <0, RN ) >0, RO, ) > 0, RN, ) <o0. 0

7

: N Lo : k

En suivant la méme idée qu’au Théoreme 3.7, nous avons l'entrelacement entre les racines de Ré%
(k+1)

et de Rn 12

Theoreme 3.20

Soient Rn2 le polynome quasi-orthogonal général associé a R, o d’ordre k et R D) celui d’ordre
k+ 1. On suppose que byip < Cryp.
Alors,

les racines de Rff% et de R(k 12 s’entrelacent.

Preuve
On utilise I'identité de Sylvester sur le déterminant représentant Rn 5, et nous avons
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x4 By 1 x+ Brio 1
Chry2 T+ By e Chry3 '
' | - - 1
X Crsk—1 T+ Bryp Cosk —bugr T+ Bpyk + nyi
o T+ B 1
Cri3 T+ Bigs
' 1
Crik-1 T+ Bryp

B Cry2 - Cign

T+ B 1

Cry3s T+ Bigs

1

Chik-1 T+ By
A(k) R(k+1)
(k) k /‘0 :k+112 Ck+2 Ck—l—n—l(Ck—l—n - bn—l—k)
Ainsi R = 1 0

n,2 AGHD
u§+1
A% RO+
n
® R — Cit2 - Crpn—1(Crgn — b))
. B K
Ainsi on a R, 5 = p ATTD
u§+l

Ezk%Afmk ) = N2k+lck+2 Clgn— 1(Ck+n - bn+k)
b
,u2k+1f AF L, qda — n+kf AL, odo
f A2 do
b
fa Agwrk da
f An—i—k 2 da

k+1
Ce qui donne A 1R,(1 17% - R

> 0.

La stricte positivité de cette expression vient du fait que C,, 1 = et aussi de la condi-

tion by < Chpp.

(k)

Soient y, -

et y; +)1 deux zéros consécutifs de Rn 2, ON &

k) o (k) p(k+1) . (k k) o (k) p(k+l
A R = A ) R ) > 0.

n—

Or avec le Théoreme 3.19, comme b, < C’n+k, on a l'entrelacement des racines de Aik_)l et de

R™) donc on en déduit celui des racines de Rn 5 et de RnkJrl12 |

n 27
Utilisons la Formule (2.1) du Théoreme 2.1 pour obtenir le

Théoréeme 3.21
(i) T1p—2 > —B, — a, (respectivement x1,-2 < —B, — a,) si et seulement si nous avons un
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entrelacement entre les n — 2 zéros de R, o et ceuxr de A,_5 et cet entrelacement commence avec
un zéro de A,,_o (respectivement Ry, o).
(1) Tp—9n—2 < —B, — ay, (respectivement T, ,—2 > —B, — ay,) si et seulement si nous avons un
entrelacement entre les n — 2 zéros de R, 5 et ceuxr de A,_5 et cet entrelacement commence avec
un zéro de R, o (respectivement A,_5).

Preuve
Considérons le cas ol n est pair (le cas impair se traitant similairement).
En utilisant la Formule (2.1) avec r = 2, on a

Rn,Q - UlAn—l + (bn - Cn)An—2- (33)
Si nous considérons les zéros de A, _s nous avons pour i = 1,...,n — 2,

Ryo(Tin—2) = U1(x1n—2)An-1(Tin-2) = (Tin-2 + Bn + an) Dp_1(Ti n—2).

Alors, 1,9 > —B, —an et Ay 1(21-2) > 0, Ap1(T2n-2) < 0,..., 8, 1(Tp_3,-2) > 0,
An—1<xn—2,n—2) < 0 nous donne Rn’g(l‘l’n_g) > 0, Rn’g(l’g’n_g) < 0,...,Rn72(xn_3m_2) > 0,
ng(l’n_g’n_z) < 0.

Ainsi nous avons l'entrelacement entre les zéros de R, » et les zéros de A,,_,. De plus I'entrelace-
ment commence avec un zéro de A,,_5. On a ainsi (7).

(77) Raisonnement analogue. B

Remarque 3.7
Parfois, il est difficile de calculer le premier ou le dernier zéro d’un polynome orthogonal, alors,
on peut remplacer la condition 1,9 > —B,, — a, par a > —B,, — a,, et la condition x,_9, 2 <
—B,, —ay parb < —B, —a, (silintervalle [a,b] est fini); mais avec ces nouwvelles conditions nous
perdons les conditions nécessaires et suffisantes et nous gardons que la condition suffisante sur
I’entrelacement.

Théoreme 3.22

Soit un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2, Ry, o = Ay, + apnAy—1 + by Ao,

(i) b, < C, si et seulement s’il existe un entrelacement entre les n zéros de R, o avec ceux de
A,

(1) by, > C,, si et seulement s’il existe un entrelacement entre les n — 2 zéros de R, 5 et ceuz de
An—l-

Preuve

(1) Nous connaissions déja cette condition nécessaire et suffisante (Théoreme 3.13) mais nous allons
en donner une preuve différente.

Pour n pair et en utilisant la Formule (4.16) avec les zéros de A,,_1, nous obtenons

Rn,2<xi,n—1) - (bn - Cn)An—2(xi,n—1)
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pouri=1,...,n—1.

Supposons que l'on ait I'entrelacement entre les racines de R, » et celles de A,_;. La condition
nécessaire et suffisante provient du fait que A,,_o(x;,—1) et Ry, 2(z;n—1) alent le méme signe pour
toute=1,...,n—1.

En effet, ceci vient de 'entrelacement des racines de R, et de A,_;, et aussi de celui entre les
racines de A,,_1 et de A,,_. Ainsi on a bien b, < C,,.

(47) Si nous supposons que b, > C,,, alors nous pouvons uniquement parler de n — 2 zéros de R,, o.
Et avec Ry 2(®in-1) = (bn — Cn)Ap_2(x;,,—1) nous avons 'entrelacement voulu grace a celui des
racines de A,,_s et de A,,_;.

Par équivalence nous avons le résultat annoncé. il

3.1.3 Ordre 3

Ces polynomes peuvent s’écrire R, 3 = A, + a, A1 + b, Ao + ¢,A,_3 ol ¢, # 0, ou sous la
forme d’un déterminant

x + Bl 1
CQ T + BQ 1
Rn,B(x) = ' .

.. . 1
Cn Cn_bn I+Bn+an

R, 5 a au moins n — 3 zéros réels et distincts dans l'intervalle ]a, b[ (Théoreme 1.4); la différence
avec les autres cas est que maintenant, aucun résultat n’a jamais été donné sur ces n — 3 zeros.
La différence la plus notable avec les cas r = 1 et r = 2 est que la forme déterminantale n’est plus
tridiagonale comme nous pouvons le voir ci-dessus.

Pour les trois racines restantes, il peut y avoir plusieurs configurations : une racine triple, ou
une racine double et une racine simple, ou trois racines simples ou encore deux racines complexes
conjuguées et une racine simple.

Nous savons, grace a la présentation d'une construction possible d’une certaine classe de polynomes
quasi-orthogonaux dans le chapitre précédent, qu’il existe des polynémes quasi-orthogonaux d’ordre
3 avec toutes leurs racines réelles et distinctes, avec une racine double et une racine simple, avec
une racine triple.

En effet, avec la Proposition 2.9, on sait qu’il existe une seule décomposition possible pour un
polynome quasi-orthogonal d’ordre 3 en tant que produit d’un polynome quelconque de degré m
et d'un polynome quasi-orthogonal d’ordre r. Cette décomposition est donnée par II; R, ;. Pour
le polynome quasi-orthogonal d’ordre 1, on peut avoir n racines réelles distinctes ou n — 2 racines
distinctes et une racine double. Comme le choix de la racine de II; est totalement arbitraire, on a
bien les différents cas énoncés précédemment.
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Un premier résultat concerne l'entrelacement de n — 2 racines de R, 3 (donc une racine de plus
que le nombre de racines connues) avec les racines de A,,_o

Théoreme 3.23
Soit Ry3 = Ay + anAp—1 + b, Ao + cnAp_s (¢, # 0) un polynome quasi-orthogonal d’ordre 3.

(2) Tip—2 > Cn

Cn—l
avec ceux de A,_o (le dernier de ces zéros étant a droite de x,_o,-2).

(64) Tpgps < =2

Cn—l
R, 5 avec ceux de A,_o (le premier de ces zéros étant a gauche de 1 ,_2).

— B, — a, si et seulement s’il existe un entrelacement entre n — 2 zéros de Ry, 3

— B,, — a, si et seulement s’il existe un entrelacement entre n — 2 zéros de

Preuve
(1) Supposons que n soit pair (le cas impair se traitant de la méme maniere).
La Formule (2.1) pour 7 = 3 nous donne

Ry5=UsA,_o+ (¢, — CpmqUp) Ay s,

Nous allons copier la méthode utilisée pour r = 2 dans le Théoreme 3.21.
Pour cela, considérons le polynome ¢, — C,_1U; et étudions son signe.

Nous avons ¢, — C,,_1Uy = ¢, — C,_1(x + B, + a,,). Son zéro est n e B, — a,.
.
La pente du polynome est clairement négative (car C,_; > 0). Ainsi, si = > Cn - B, —a,
.
(respectivement x < O _ B, — a,) alors ¢, — C,,_1U; < 0 (respectivement c¢,, — C,,_1U; > 0).
Pouri=1,. 'c"n -2, %;13(1‘171—2) = (Cn - Cp Uy (xi,n—2))An—3($i,n—2)-
Si @150 > Onn—l — B, — ay, le signe de R, 3(2;,—2) dépend seulement de celui de A,_3(z;,—2)

car ¢, — Cp Uy (T n—2) < 0.

En utilisant le fait qu’il y a un entrelacement entre les zéros de A, _3 et ceux de A,_5, nous
obtenons Ry, 3(z1,-2) > 0, Ry 3(22,-2) <0,..., Ry3(Tn_2,—2) <O.

Alors R, 3 a n — 3 zéros réels et distincts (ce que 'on savait déja) et ils s’entrelacent avec ceux de
A, _5 (ce qui est nouveau).

Si nous remarquons que IEIJPOO R, 3(x) = 400, nous voyons qu’'un (n—2)-eme zéro de R, 3 continue

I’entrelacement avec les zéros de A,,_s.
(1) Preuve similaire (ici on remarque que lim R, 3(z) = +00). I
r——00
Voila une série de résultats donnant la position de la premiere et de la derniere racine de R, 3 en

fonction des extrémités de U'intervalle [a,b] (dans le cas ou [a,b] est fini) mais aussi en fonction
des racines de A, _9, A,_1 et A,,.

Théoréeme 3.24
Soit Ry 3 = Ay + a1 + 0,02 + ¢, A3, 01 ¢, # 0, et supposons que nous avons n z€éros

n

réels et distincts pour R, 3. On notera x;,, les zéros de A, et f, = A
n—1
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(1) St fofon-1fn—2(a) + anfn-1fn_2(a) + by fn_a(a) +c, > 0 alors y, < a.

(i1) S0 anfo-1fa—2(@1n) + bufrno(x1n) + o > 0 alors y; < x1,.

(’LZZ) Si fnfn—lfn—2('r1,n—1) + bnfn_Q(an_l) + ¢, > 0 alors Y1 < Tip-1-

(’LU) Si fnfn_lfn_g(xljn_g) + anfn_lfn_Q(ZL'l’n_Q) +c, >0 alors N < Tip-—2-

(v) St fafao1fn—2(b) + anfrn1fa2(b) + by frn2(b) + ¢, <0 alors y, > b.

(vi) Si apfrn-1fa—2(Tnn) + bnfo2(@Tnn) + cn <0 alors Y, > Tpp.

(vii) Si fofo-1fo—2(Tn-1n-1) + bnfo2(Tn-1n-1) + cn <0 alors y, > Tp_1,-1.
(viii) Si fofo-1fo—2(Tn—2n—2) + anfo-1fo-2(Tn_2n—2) + cn <0 alors y, > Tp_2,-2.

Preuve

(7) On suppose n pair (le cas impair se montrant de la méme maniere), on a alors les équivalences
suivantes

fafo1fn2(a) + anfo1fno(a) + by frnala) + ¢, >0

— Anig (a) + anﬁ(a) + bnﬁm) +en >0

— Ay(a) + apAp_1(a) + b, A —o(a) + ¢, A —3(a) <0

< R,3(a) < 0=y <a.

Pour la deuxiéme équivalence on remarque que A,,_3(a) > 0. Pour la derniére implication, il suffit
d’utiliser le fait que xEmw R, 3(x) = +o0.

Pour prouver (ii), (i), (iv), (v), (vi), (vii), (viii) on s’inspire de (i) et on utilisera respectivement
le fait que An—3(x1,n) < OyAn—S(xl,n—l) < 0, An_g(xljn_g) < 0, et An_g(b) > 0, An_g(ZEn’n) >
07 An—S(xn—l,n—l) > 07 An—S(xn—Z,n—Q) > 0 l

3.2 Zéros pour les ordres quelconques

Ces polynomes s’écrivent R,,, = A, + 1,1+ -+ ¢, A,_, avec ¢, # 0, et 'on a aussi la
forme déterminantale

$+B1 1
02 .1'—|—BQ 1

(=) e, o Cho—cy x+B,+c

Ce polynome R, , a au moins n — r racines réelles et distinctes dans l'intervalle |a, b] (Théoreme
1.4).
Pour les r racines restantes on peut considérer plusieurs situations différentes comme une racine
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de multiplicité m avec 1 < m < r, des racines complexes conjuguées, ou les deux combinés.

On pourrait dénombrer le nombre de situations possibles.
Pour cela, rappelons tout d’abord une définition et un résultat de dénombrement prouvé par Hans
Rademacher en 1937 [25]

Définition 3.1

La fonction partage d’un entier, notée p(n), est une fonction qui, pour tout entier n > 1, donne
le nombre de fagons distinctes (ne dépendant pas de l'ordre des termes) de représenter n comme
somme d’entiers naturels > 1.

Remarque 3.8
On peut trouver appellation « partition d’un entier », il s’agit alors d’un anglicisme.

Remarque 3.9

Pour des petites valeurs de n, on obtient les résultats suivants : p(1) = 1,p(2) = 2,p(3) = 3,p(4) =
5,p(5) =7,p(6) =11.

La valeur explose avec n un peu plus grand p(1000) = 24061467864032622473692149727991.

Théoreme 3.25
Soit p(n) la fonction de partage d’un entier n > 1, on a la formule

sinh <% %(n — 2—14)>

n= 3

yR— d
p(n) = B ; Ak(n>\/E%

k—1
. . h hr 1
avec Ag(n) = § eims(hk)=2imnh/k o o(p, |) = E % (% - L%J§> est la somme de Dedekind.
0<h<k r=1
(h,k)=1

Preuve
Pour la démonstration on se reportera a I’article de Hans Rademacher qui obtient ce résultat en
combinant les suites de Farey, les cercles de Ford et un peu d’analyse complexe. i

Remarque 3.10
En fait Rademacher a affiné la méthode utilisée par Hardy et Ramanujan une vingtaine d’années
plus tot lorsqu’ils avaient obtenu la non moins surprenante approximation [25]

1 ™ 1 Wm

p(n) A o2n\/2 6(=1) B 2<n__1>3/2

24 24

avec une correction assez énigmatique, inventée par Ramanugjan, faisant de p(200) une formule
exacte !
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Etablissons le lien entre cette formule donnant le nombre de partition d’un entier et les situa-
tions possibles pour les r racines restantes d’'un polynome quasi-orthogonal d’ordre 7.
On a la possibilité d’avoir des racines simples, doubles, triples, ..., de multiplicité r ou des racines
complexes conjuguées.
Notons n; le nombre de racines simples, ns celui des racines doubles, ..., n, celui des racines de
multiplicité r et ny celui des racines complexes conjuguées (qu’on prendra par couple de conjugai-
son).
Pour dénombrer le nombre de possibilités d’affectation de ces différentes catégories aux r racines,
on a I'équation ny + 2ns + - - - + rn, + 2ng = r et il nous faudra dénombrer le nombre de (r + 1)-
uplets, (ng,n1,...,n,), pour que I’équation soit satisfaite.
On a alors ce nouveau résultat de dénombrement

Théoreme 3.26
Le nombre de manieres de considérer les r racines restantes d’un polynome quasi-orthogonal

d’ordre r est
'

o)+ 3 2,

Preuve

Considérons dans un premier temps que l'ordre r de la quasi-orthogonalité est pair.

On doit donc dénombrer le nombre de possibilités pour ces r racines d’étre soit simples, doubles,
etc (on ne tiendra pas compte de la multiplicité des racines complexes conjuguées).

Ecartons le cas ot 'on trouve des racines complexes conjuguées, notre équation avec les nombres
n; dont on a parlé précédemment devient alors ny + 2ng + -+ - +rn, = r. Il y en a donc p(r).
Prenons a présent le cas ou 'on a deux racines complexes conjuguées, il nous reste alors r — 2
racines a traiter et on a ny +2ng + -+ + (r — 2)n,_o =r — 2. Il y en a donc p(r — 2).

De proche en proche, nous arrivons au cas ou on considere r — 2 racines complexes conjuguées, il
nous reste deux racines donc p(2) possibilités.

Et le dernier cas étant celui ot 'on a r racines complexes conjuguées, ce qui nous donne une seule
possibilité (ou encore p(1) possibilité).

Ainsi pour 7 pair, nous avons en tout p(1) + p(2) +p(4) + - - - + p(r — 2) + p(r) possibilités ce qui
est bien en accord avec la formule annoncée.

Voyons le cas ou r est impair. Le début du raisonnement est strictement identique sauf que 1’on
finira par considérer r — 3 racines complexes conjuguées, ce qui nous donnera p(3) possibilités et
pour finir & r — 1 racines complexes conjuguées ou 'on a une seule possibilité (p(1) possibilité).
Au final on a p(1) +p(3) + p(5) + - - - + p(r — 2) + p(r) possibilités. B

Remarque 3.11
Dans ce théoréme, on a considéré uniquement les configurations de ces r racines dans leur en-
semble et non pas avec une possible connection avec les n — r racines déja connues.

Pour les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1, 2 et 3, nous avons donné des résultats sur la lo-
calisation de leur premier ou dernier zéro. Nous avons apprécié leur localisation avec les extrémités
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de l'intervalle [a, b] et, avec xy, et x,,, aussi (voire avec 1 ,_1,T1n-2, Tn-1mn—1, Tn-2.n—2)-

Nous allons pouvoir ici donner un résultat similaire a la différence que nous n’avons pas de condi-
tion suffisante pour l'existence de toutes les racines réelles et distinctes. Néanmoins, nous sa-
vons qu’une telle situation peut exister grace a la décomposition d’un polynéme quasi-orthogonal
d’ordre s sous la forme II,, R, , avec m et r de telle sorte que s = 2m + r.

Voyons comment avec ce théoreme

Théoreme 3.27
Soit R, s un polynome quasi-orthogonal d’ordre s.

Alors, il existe un tel polynome ayant toutes ses racines réelles et distinctes.

Preuve

Pour prouver ce résultat nous allons utiliser un raisonnement par récurrence forte sur l'ordre de
quasi-orthogonalité.

Pour s = 0, le résultat est évident car R, s = A, et un polynome orthogonal a bien toutes ses
racines réelles et distinctes.

Supposons que le résultat soit vrai pour tous les ordres k avec k < s et s fixé, et montrons-le pour
Iordre s + 1.

Avec le Théoreme 2.2, nous savons que 1'on peut trouver un polynome R,y s+1 tel que Ry 541 =
II,, R, ol m et r sont tels que 2m +r =s+1 et m > 1. On a donc r < s et on peut appliquer
I'hypothese de récurrence au polynome R, , qui aura donc toutes ses racines réelles et distinctes.
De plus, comme on peut choisir de maniere arbitraire ce polynome II,,, il en est de méme de ses
racines. En choisissant les racines de II,, distinctes dans leur ensemble et par rapport aux racines
de R,,,, on a un polynome R, ,, ;41 avec toutes ses racines réelles et distinctes.

On a donc le résultat pour tout ordre de quasi-orthogonalité. H

Il sera donc légitime de supposer 'existence de toutes les racines réelles et distinctes pour un
polynome quasi-orthogonal d’ordre quelconque.

Pour avoir un résultat général sur la place du premier et du dernier zéro d'un polynome quasi-
orthogonal d’ordre r, nous avons a distinguer suivant que 'ordre r soit pair ou impair.

Donnons le résultat pour n pair

Théoreme 3.28
Soit Ry or = Ay + 11 + -+ c2p Ap_gr, 01 cor # 0, un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2r

A,
U= ——"1.
et fr A

On supposera que nous avons les n zéros réels et distincts pour Ry, or. Posons co = 1.

Pour la place de la premiere racine nous avons
=1 2r—1

() Si Z Ci H fn—j(a) + cop <0 alors y; < a.
=0 j=i
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2r—1 2r—1
(17) Si Z ci H fro—j(@10) + car <0 alors yp < xq,,.
=0 j=i
Plus généralement nous avons
2r—1 2r—1
(1) Si Z i H Jn—i(@1n—p) + cor <0 alors y1 < x5y, pourp=20,...,2r — 1.
=0 j=i
Pour la place de la derniére racine nous avons
2r—1 2r—1
(iv) Si Z ci H fn—i(b) + cop <0 alors y, > b.
=0 j=i
2r—1 2r—1
(v) Si Z 1 H fr—i(@pn) + cor <0 alors yy, > Ty .
=0 j=i
Plus généralement nous avons
2r—1  2r—1
(vi) Si Z i H Jrnej(@n—pn_p) + car <0 alors y, > Tp_pp_p, pourp=0,...,2r — 1.
i=0 =i
Preuve

(1) Supposons que n soit pair (le cas ot n est impair se traitant de maniere analogue).

On a les équivalences
2r—1  2r-—1

A, AV
Z ¢ H fo—jla) +co <0 <= A L (a) + An—zlr (@) + -+ cory

A71721"Jr1
An—ZT
<~ An(a) + ClAnfl(G/) + -+ CQTAnfgr((l) <0
< Ry (a) 0=y <a.
La deuxieme équivalence vient du fait que A, _5.(a) > 0, et la derniére implication est obtenue
grace a Igmoo Ry, 9/ (x) = +o00.

(@) + e2 < 0

i=0  j=i

Pour prouver (7i7), on calque le méme raisonnement que pour (i) sauf que 'on utilisera le fait

que Ay,_o,(21,—p) > 0 pour p=0,...,2r — 1 (ceci car @19, > T1p—p pour p =0,...,2r — 1 et
$l_i)r_noo A, o (x) = 400). En effet

-1 21 A, N

Z C; H Jn—j(T1—p) + C2r <0 <= (T1m—p) + -+ Ccor1————(T1n—p) + C2r <0

An—2r An—2r

< An(ml,n—p) + ClAn—l(zl,n—p) + CQrAn—2r($1,n—p) S 0
— Rn,2r<x1,nfp) <0= U1 < T1n—p-

La derniere implication vient du fait que lim R, o (z) = +o00.
T——00

Pour (iv) et (vi) on procede de méme avec cette fois l'utilisation respective de A, _o.(b) > 0

i=0  j=i

(car lirJlra Ay _op(x) =400 et b > xp_9pn-9r) €t Ny_op(Tp—pn—p) > 0 pour p=0,...,2r — 1 (car
Tn—2rm—2r < Tp—pn—p pour p=0,...,2r — 1 et liI_{l A, _op(z) = +00). 1
T—T00

Pour le cas ou r est impair, nous n’avons rien a changer pour (iv), (v) et (vi) (& part rempla-
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cer 2r par 2r + 1).
Pour (i), (i7) et (iii) et la place du premier zéro y; on doit remplacer < 0 par > 0 (et 2r par
2r + 1), ce qui donne

Théoreme 3.29

Soit Ry ori1 = Ap + 1Ay 4+ -+ + corp1Dp_2r—1, 0U Copy1 # 0, un polynome quasi-orthogonal
d’ordre 2r + 1.

On supposera que nous avons les n zéros réels et distincts pour Ry, o,+1. Posons ¢y = 1.

Pour la place de la premiére racines nous avons
2r

2r
(1) Si Zci H fn—j(a) + cars1 > 0 alors y; < a.
=0  j=i

2r 2r
(13) Si Z ci H fro—j(@10) + cars1 <0 alors yy < xq,,.
=0 j=i
Plus généralement nous avons
2r 2r
(i1d) Si Z ci H Jrn—i(@1n—p) + corp1 < 0 alors y1 < 1y, pourp=0,...,2r.
i=0  j=i
Pour la place de la derniere racine nous avons
2r 2r
(iv) Si Zci an,j(b) + corp1 < 0 alors y, > 0.
=0 j=i
2r 2r
(v) Si Z ci H fr—i(Tnn) + cori1 <0 alors yn, > 4.
=0 j=i
Plus généralement nous avons
2r 2r
(vi) Si Z i H Jro—i(@n—pn—p) + c2rs1 < 0 alors y, > Tp_pn_p, pourp=20,...,2r.
=0 j=i
Preuve

(1) On suppose que n est pair.
La preuve est similaire au théoreme précédent sauf que nous avons A,,_o,._1(a) < 0, cela explique
le changement de signe dans I'hypothese.

De méme, dans (i7) on utilisera A,_o,_1(21,—p) < 0 pour p = 0,...,2r (car 1 p_2—1 > T10—p
pour p=0,...,2ret lim A, o _1(z) = —00).
Par contre rien ne ch:;?lézo pour les trois derniers résultats car nous avons A, _o,_1(b) > 0 (car
Tp—or—1n—20—1 < b et :BEIEOO Ay_or1(x) = 400) et Ap_9p1(Tp—pn—p) > 0 pour p =0,...,2r (car
Tp—9r—1n-2r—1 < Tp—pn—p POUr p=0,...,2r et xErJPoo Ap_or_1(z) = 400). 1
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Chapitre 4

Application aux polynémes de Jacobi et
de Laguerre

Nous avons, dans le Chapitre 2, exposé une maniere de construire des polynomes
quasi-orthogonaux d’ordre désiré et également avons mis en exergue un ensemble générateur des
polynomes quasi-orthogonaux d’un ordre donné par rapport a une mesure positive.

Nous allons appliquer ces différents résultats aux mesures de Jacobi et de Laguerre-Sonin qui
sont respectivement (1 + z)%(1 — 2)%x sur [—1, 1] et 2% *dx sur [0, +ool.

Nous obtiendrons ainsi de nouveaux entrelacements entre des polynomes de Jacobi avec des pa-
rametres différents, de méme pour les polynomes de Laguerre-Sonin.

Ensuite nous suivrons le Théoreme 2.4 pour décomposer de maniere unique tout polynome quasi-
orthogonal d’ordre r par rapport & la mesure positive (1 + x)?(1 — x)%dz sur [—1,1].

Pour faire ceci dans le cas de l'ordre de quasi-orthogonalité égal a 1, nous allons partir des
relations d’orthogonalité sur P et P pour faire apparaitre, via une modification de
la mesure d’intégration, des polynémes quasi-orthogonaux d’ordre 1 sur [—1, 1] par rapport a la
mesure (14 7)%(1 — z)%dz.

On s’appuiera alors sur le Théoreme 2.3 pour avoir la décomposition unique de n’importe quel
polynome quasi-orthogonal d’ordre 1 sur ce méme intervalle et par rapport a la méme mesure.
On utilisera le méme procédé pour 'ordre 2 ou méme 'ordre r arbitraire.

On arrivera ainsi a une décomposition de tous les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre r sur
[—1,1] et par rapport a la mesure de Jacobi.

En ce qui concerne les polynomes de Laguerre-Sonin, nous dévoilerons de nouvelles relations liant
ces polynomes ainsi que de nouveaux entrelacements. Nos résultats seront le fruit de ’écriture de
polynomes quasi-orthogonaux par rapport a la mesure de Laguerre-Sonin.
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4.1 Polynomes de Jacobi et quasi-orthogonalité d’ordre 1

4.1.1 Travail sur les polynémes P,gaﬂ’ﬂ)

PT(La—i—l,ﬁ

Nous allons considérer les polynomes de Jacobi ), Rappelons, dans un premier temps, la

relation d’orthogonalité qu’ils vérifient

1
/ ' Pt (2)(1 4 2)(1 — 2)* de =0 pour i = 0,...,n — 1 (4.1)
—1
avec a > —2, > —1.

On va alors s’inspirer de la construction de polynémes quasi-orthogonaux présentée au Chapitre
2 et considérer le polynome (1 — )P,

Avec le Théoreme 2.2, nous pouvons conclure que (1—$)P7§a+1’5 ) est un polynome quasi-orthogonal
d’ordre 2 sur [—1, 1] par rapport a la mesure (1 + z)?(1 — z)*dx.

Mais nous pouvons aussi modifier la mesure d’intégration dans la relation d’orthogonalité (4.1),
c’est-a-dire remplacer la mesure (1+)%(1 —z)**dz par (14 2)?(1 — 2)%dz en sortant un facteur

1 — x, ce facteur permettant de retrouver le polynéome (1 — x)P,(LaH’ﬁ ),

Restreignons-nous pour le moment & cette deuxieme maniére de considérer le polynome (1 —
a+1, . /s .
x)qu A) pour obtenir I’écriture suivante

Proposition 4.1
On a la relation

1
(1—2)PeH9 (1) = q, (Péi’f) (z) - uP<°W><a:>) (4.2)

2(n+1)
mtatpBr2
Remarque 4.1
Comme nous avons considéré dans cette formule les polynomes de Jacobi P,Ea’ﬂ ), nous avons di
considérer « > —1 (pour en avoir l'orthogonalité). Or le polynéme Péaﬂ’ﬁ) est défini pour a > —2,
donc nous ne recouvrons pas tous les cas.

ol a, = e[-1,1] et o, > —1.

Remarque 4.2

Ce résultat était déja connu ([32, p. 72]) mais nous présentons ici une prewve mettant en avant
l’aspect de décomposition des polynomes quasi-orthogonaux plutot que d’utiliser des résultats sur
les noyauz polynomiaux.

Preuve
Partons de la relation (4.1) et appliquons ce que nous avons dit précédemment pour 1'écrire
différemment

/1 2! [P (2)(1 - 2)] (14 2)° (1 — 2)*dz = 0,

1
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pouri=20,...,(n+1)—1—1.

Avec la définition de la quasi-orthogonalité (1.11), nous reconnaissons que le polynéme de degré
n+1, (1— x)P,gaH’ﬁ), est un polynoéme quasi-orthogonal d’ordre 1 sur [—1, 1] par rapport a la
mesure positive (1 + z)°(1 — z)%dx.

On peut ainsi I’écrire

(1 — 2) Pt (2) = a, P20 (2) 4 b, PO () (4.3)

ou les coefficients a,, et b,, sont a déterminer.
Pour a,, nous allons comparer les coefficients des termes de degré n + 1 dans 1’égalité (4.2), nous

avons
L 2nta+pB+1 )\ _ an 2n+a+[G+2
271 n o 271+1 n + 1 :
2 1
On en déduit alors la valeur de a,, qui est a,, = — (n+1) :
n+a+pG+2

Pour le calcul de b,, on pourrait adopter la méme stratégie d’identification et considérer cette
fois-ci les coefficients des termes de degré n ; mais nous allons proposer un chemin moins cotteux
en calculs.

En choisissant # = 1 dans l'identité (4.3), il vient

0, PP (1) + 0, P (1) = 0 <= a, ( ntltra ) + by ( nra ) ~0

n+1
1
— bn — _anu N |
n+1
Le polynome (1 — x)P,gaH’ﬁ) est quasi-orthogonal d’ordre 1 par rapport a la mesure (1 + z)%(1 —

x)*dx, on va pouvoir en déduire des résultats d’entrelacements avec les zéros des polynomes
Pﬁf ) Pl et PO on appliquant le Théoreme 3.4

Théoréeme 4.1

En notant xgzﬁ),xgz?l,xﬁjl’m les zéros respectifs de PT(la’ﬁ), Péi’lﬂ), Rgaﬂ’ﬂ), on a l’entrelacement
sutvant
(e,8) (a+1,8) (e.8) (e.8) (a+1,8) (e.8) +1, , (,3)
‘Il,n—l—l < xl,n < 'Il,n < x?,n-l—l < xZ,n <0< mn,n—l—l < xfﬁn p) < xgz(fnﬂ) < ‘rn—&-l,n—i—l <1

Preuve
On a la décomposition

(1-— x)PTEaH,ﬂ) (z) = aﬂpﬁf’) (z) + bnpéa,ﬁ)(x>

n+1+a
n+1 °
Les zéros de (1 — x)PﬁaH’ﬂ) sont {x(aﬂ’ﬂ), 1.

i,n

avec b, = —ay,
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on+1+a

" n+1
donnait ’entrelacement entre les zéros d’un polynéme quasi-orthogonal d’ordre 1 avec ceux des

polynomes A, et A,_1, il vient I'entrelacement susénoncé. B

Avec (4.2), on a ayb, = —a < 0, donc en appliquant le (i) du Théoreme 3.4 qui nous

Remarque 4.3

On pouvait s’inspirer de la Remarque 3.2 qui nous montrait qu’on ne pouvait avoir que deux pos-
sibilités pour l’entrelacement entre les zéros de R, 1, A, et A,_1.

Ici les zéros du polynome (1 — x)PT(LO‘H’ﬂ) sont {:Bﬁ“’ﬁ), 1} donc on finira nécessairement [’entre-
lacement par la racine 1 car toutes les autres racines sont dans | — 1,1|, et on sera donc dans la

configuration (i) du Théoréme 3.4.

4.1.2 Travail sur les polynémes P\**™

qua,ﬁ—&-l

Cette fois-ci nous allons nous intéresser aux polynomes ). Ces derniers vérifient la relation

d’orthogonalité suivante

1
/ ' PLS D (2)(1 4 )% (1 — 2)%z =0 pour i = 0,...,n — 1 (4.4)
-1

avec a > —1,03 > —2.

De méme que précédemment, en considérant le polynome (1+:U)P7Ea’ﬁ +1)

, on peut d’emblée conclure
que (1 —i—q:)Pr(La’B ) est un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2 sur [—1, 1] par rapport a la mesure
(14 2)%+1(1 — z)2dx.

Mais nous voulons faire apparaitre un polynome quasi-orthogonal d’ordre 1, pour cela nous allons
écrire différemment la relation d’orthogonalité (4.4).

Proposition 4.2
On a la relation

2(n+1)
= T
n+a+F+2

ot a, el-1,1] et o, > —1.

Remarque 4.4
De méme que dans le paragraphe précédent, le polynome étant orthogonal par rapport a
la mesure de Jacobi (1 — x)*(1 + x)PTldx pour 8 > —2, nous ne recouvrons pas tous les cas.

P’rga,ﬁ‘Fl)

Remarque 4.5
Ce résultat se trouve également dans [32].
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Preuve .

Avec la relation (4.4), on peut écrire / 2 [P (2) (14 2)] (1 + 2)°(1 — 2)*dz = 0, pour i =

-1
0,...,(n+1)—1-1.

On conclut de la méme maniere que dans la preuve de la Proposition 4.1, en disant que (1 +
x)Pﬁa’ﬁ ) est un polynéme quasi-orthogonal d’ordre 1 sur [—1, 1] par rapport a la mesure positive
(14 2)%(1 — x)*dz.

On a donc I’écriture

(14 z) PP () = a, PP (2) + b, PP () (4.6)

ou les coefficients a,, et b, peuvent étre déterminés.
On trouve, en comparant les degrés n + 1,

2n

L (2n+a+pB+1Y) a, n+a+[+2
n ~ontl n+1 ‘

Ce qui nous donne a,,.

1

Pour b,,, on prend z = —1 dans (4.6) et on a b, = anM car Pé“’ﬁ)(—l) = (—1)" ( n+p >
n+1 n

|

En constatant que le polynome (1 + x)P,ga’ﬁ ) est quasi-orthogonal d’ordre 1 par rapport a la

mesure (1 + 2)?(1 — z)%dx, on en arrive a des nouveaux résultats sur des entrelacements entre les
zéros des polynomes p?) P(i’lﬁ ), PP donnés par le théoreme ci-dessous

? n

Théoréme 4.2

En notant xl(;’m,xgif)l,x%ﬁﬂ) les zéros respectifs de P\ P07 PP on a Uentrelacement
sutvant

(e,8) (a,8) (a,0+1)

—1 <2\ <215 <2l (a.) (a,p+1) (a,9) (@,0) x%ahﬁﬂ) < @D

< x?,n—H <0< xn—l,n < xn,n—‘rl < xn,n K n+1ln+1*

Preuve
La démonstration est identique a celle faite pour le Théoreme 4.1 sauf que cette fois nous avons
1
_ ain +1+p P+
n+1
qui sont {—1,2;,,}7 .

anby, et on appliquera donc le (i7) du Théoreéme 3.4 pour les zéros de (1+x)

Remarque 4.6
On peut argumenter de la méme maniere que dans la Remarque 4.3 car —1 est racine de (1 +

? +1 e . .
$)P7§a 5 done on commencera Uentrelacement nécessairement par —1 car toutes les autres racines
sont dans | — 1,1].
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4.1.3 Génération de certains polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1
avec les polynémes de Jacobi

Apres avoir donné de nouveaux entrelacements grace a ces polynomes (1 — a:)P,EaH’B ) et (1+
:L")R(La”g +1), nous allons revenir sur I'un des théoremes énoncé bien avant concernant la classification
des polynomes quasi-orthogonaux.

Rappelons-nous que pour classifier ces polynomes quasi-orthogonaux, il nous fallait les considérer
de méme degré, sur un meéme intervalle et par rapport a une méme mesure positive.

Ensuite, pour parler du cas particulier ou r = 1, on se devait de mettre en exergue deux polynomes
quasi-orthogonaux non colinéaires vérifiant ces conditions.

Les polynomes (1 — x)P,(LO‘H’B ) et (1+ z)PT(La’ﬁ ) yérifient bien toutes ces conditions, on peut des
lors appliquer le Théoreme 2.3 pour avoir la décomposition suivante

Théoreme 4.3
Tout polynome quasi-orthogonal d’ordre 1, Ry, de degré n+1, sur [—1, 1] et par rapport a la mesure
(1+ 2)P(1 — x)%dz s’écrit

Ry = M\ (1 — 2)Pletb8) 4 2\, (1 + z) s+ (4.7)
ot les \; satisfont —A1 + Ay # 0.

Preuve

Tout d’abord, le fait que les polynémes (1 — :E)PT(LO‘H’ﬂ ) ot (1 —I—:E)PT(LO"B ) soient quasi-orthogonaux
d’ordre 1 sur [—1, 1] et par rapport & la mesure (1 + x)?(1 — x)*dx vient des Propositions 4.1 et
4.2.

Ensuite, ces deux polynomes ne sont pas colinéaires car, par exemple, les ensembles des racines
seraient identiques.

Ceci dit, nous pouvons alors conclure quant a la décomposition unique donnée en (4.7).

On a précisé que les coefficients \; devaient vérifier —\; + Ay # 0 car les coefficients des termes de

plus haut degré des deux polynomes P et pleA+l) ntatf+tl > ,

1
sont les mémes et valent — (
2n n

et ainsi Ry est bien de degré n+ 1. B

Remarque 4.7

Ce théoreme nous permet de générer ainsi tous les polynomes quasi-orthogonauzr d’ordre 1, de
degré n + 1, sur [—1,1] et par rapport & la mesure positive (1 + z)%(1 — x)%dz a aide des deux
polynomes plotit) o pleshtl),

Ce résultat de génération peut aussi servir de résultat de décomposition.

En effet, dans le cas ou nous avons un polynome Ry quasi-orthogonal d’ordre 1 par rapport a la
mesure de Jacobi sous sa forme développée (c’est-a-dire écrit en fonction des mondmes '), on
peut ’écrire en fonction de (1 — x)PT(LaH’B) et de (1 + a:)PT(La’ﬂH). On peut, dés lors, trouver les
coefficients de cette décomposition. Pour cela, nous allons prendre x = 1 dans (4.7), et nous avons

o8
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Ry (1)

Ri(1) = 20, P{™7(1) = 2, ( nta ), ce qui nous donne Ay = ——————.
n 9 ( n+ao )
n

Ri(-1)
7

4.2 Polynomes de Jacobi et quasi-orthogonalité d’ordre 2

De méme, avec x = —1, nous obtenons Ay = (—1)"

4.2.1 Travail sur les polynémes plat2hf)

Nous allons suivre la méme idée que dans le paragraphe précédent pour avoir cette fois-ci des
polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2 a considérer.

Dans un premier temps, nous travaillerons sur les polynomes P,(LO‘H’ﬁ ),
On a la relation d’orthogonalité
1 .
/ ' P20 (2)(1 4 2)(1 — 2)* 2dz =0 pour i = 0,...,n — 1 (4.8)
-1

avec a > —3, 0 > —1.
Dans la proposition suivante, nous allons donner la décomposition du polynéme quasi-orthogonal
d’ordre 2, PP par rapport a la mesure (1 + z)%(1 — z)%dx.

Proposition 4.3
On a la relation

2@n+a+f5+3) (aﬂ)(x)
2n+a+pB+2)(n+2) "
Cnt+a+B+4)n+ta+l)
e e e (a0

(1= 2P (@) = a (P2 (2)

(n+1)(n+2)(n+a+2)
Cn+a+04+3)2n+a+5+4)

ot a, =4

Preuve
Pour obtenir cette décomposition, nous allons appliquer deux fois la formule (4.2).
2(1 —x) L
1 — 2)2plat2,B) — ( 9) pla+1,8) . 1 P(a+ B) >
(1= PP @) = 5t = (04 a+ DPO() - (n+ DRG0
2 2(n+a+2)
— 1 P(a,ﬁ) _ 1 P(avﬂ)
2n+a+ﬁ+3(2n+a+ﬁ+2<("+o‘+ JPSO @) = (n+ P (@)
2(n +1) ) (a.8)
_2n+a+ﬁ+4((n+a+2)PHH () — (n+2)P, 75 (a:)))
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_ 2 2n+a+2)(n+ta+l) s
_2n+oz—|—ﬁ+3( Mm+atf+2 Py ()
An+Dn+a+2)(2n+a+B+3) (a,ﬁ)<x>+2(n—|—1)(n+2)(n—|—a—|—2) (aﬁ)(x)) .
2n+a+B8+2)2n+a+3+4) " mtatfid 12 :
4.2.2 Travail sur les polynémes plothotl)
a+1,6+1)

En effectuant le méme raisonnement sur les polynomes P! qui vérifient la relation d’or-

thogonalité

1
/ ' POLAD () (1 4 2)P (1 — 2)* P 'de = 0 pour i = 0,...,n — 1 (4.10)
-1

pour a > —2. (3 > —2, on arrive a montrer que

Proposition 4.4
On a la relation

2\ pla+1,8+1 _ 4(n+1)(n+2) (o,3)
A -a9P, B)@ﬁ__@n+a+ﬁ+@@n+a+ﬁ+®RH2@)
4(n+1) ( n+a+2  n+p+1 )PW@@)
m+a+pB+3\2n+a++4 2n+a+p+2/ "
An+a+1)(n+G+1) (@.0)

Cnt+a+pB+3)2n+a+5+2) "

(z). (4.11)

Preuve
On applique au polynome (1 — 22) P> ™) Jes formules (4.3) puis (4.5). W

4.2.3 Travail sur les polynémes P,S“ﬂ +2)

Ici les polynomes PP+ Garifient la relation

1
/ ' PP (2)(1 4 2)%*2(1 — 2)%z = 0 pour i = 0,...,n — 1 (4.12)
-1

pour a > —1,3 > —3, et on obtient

Proposition 4.5
On a la relation

e 4(n+1)(n +2) (o)
ﬂ+w)3§ﬂ)@y_@n+a+ﬁ+$@n+a+ﬁ+ga”2@)
4(n+1) (n+a+ﬁ+1 n+pg+2 >P(a’ﬁ)(m)
m+a+B+3\2n+a+6+4 2n+a+3+3/ "
dn+ 0+ 1)(n+B+2) plad)

C2n+a+0B4+3)2n+a+5+2) "

(z). (4.13)
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Preuve

On raisonne comme pour la démonstration de la Proposition 4.3, en appliquant deux fois la formule
(45) au polynéme (1 + I)QPT(LQ76+2)_ l

4.2.4 Génération de certains polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2
avec les polynémes de Jacobi

En suivant le schéma présenté dans la section précédente, nous avons le résultat

Théoreme 4.4
Tout polynome quasi-orthogonal d’ordre 2, Ry, de degré n+2, sur [—1, 1] et par rapport a la mesure
(1+ 2)P(1 — x)%dx s’écrit

Ry = M (1 — 2)2Pt28) L\, (1 — 2?) PeHb8H) 1 X\ 5(1 4 2)? Ples+2) (4.14)
ot les \; satisfont Ay — A + A3 # 0.

Preuve

La famille ((1 — 33)2P7§a+2’m, (1-— a:Z)P,SaH’BH), (1+ x)2P7Ea’ﬁ+2)) est libre.

En effet, en partant de la relation o (1—2)2P*™" 4 ay(1—22) PP 4oy (14 2)2P17 ™ = 0
onaoa; =0avecx=—1et ag=0avecz=1.

Ces trois polyndmes sont bien de degré n+2 et quasi-orthogonaux d’ordre 2 sur [—1, 1] par rapport
a la mesure (1 + 2)?(1 — x)%dz grace aux Propositions 4.3, 4.4 et 4.5.

En appliquant alors le Théoreme 2.4, on a l'existence de cette décomposition (4.14) et aussi de
son unicité.

On a précisé que les coefficients de la décomposition devaient vérifier A\; — Ay + A3 # 0 pour que

Ry soit bien de degré 2 <les coefficients des termes de plus haut degré de pletzs ), pLothAtl) o

2n+a+ G+ 2 >) .

o . : 1
de Rg B2 Sont identiques et valent on ( N

Remarque 4.8

Ce théoréeme nous permet de générer ainsi tous les polynomes quasi-orthogonaux d’ordre 2, de
degré n + 2, sur [—1,1] et par rapport a la mesure positive (1 + x)?(1 — x)%dx a 'aide des trois
polynomes P,(La+2’6), P,EaH’ﬁH) et P,(LQ’BH).

Ce résultat de génération peut aussi servir de résultat de décomposition.

En effet, dans le cas ou nous avons un polynome Ry quasi-orthogonal d’ordre 2 par rapport a la
mesure de Jacobi sous sa forme développée (c’est-a-dire écrit en fonction des monomes '), on
peut Uécrire en fonction de (1 — 2)2PY™7 (1 — 22) PP et de (14 2)2P*PH?).

Pour le calcul des coefficients \;, on peut commencer par prendre x = 1, ce qui nous donne

Ro(1) = 4 PLPH(1) = 4 ( " ;O‘ ) .
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Puis avec x = —1, on a Ry(—1) = 4)\1Pq§a+2’ﬁ)(—1) =4(=1)"\ ( " —;ﬁ )

Pour Xy, on va passer par le calcul des dérivées plutot que de prendre une troisieme valeur aléatoire.
On a Ry(1) = —2/\2Pna+1’ﬁ+1)(1) + 22/\3P,§a’ﬁ+2)(1) + 22)\3P,2(a’ﬂ+2)(1), il nous faut donc la valeur
de PP (1).

1
D’aprés [32, p. 63, on a la relation PP (z) = §(n +a+ [+ 1)P,E_J{1’ﬁ+1)(x) et ainsi

1
pé(aﬂ)(l) = §(n+ a+8+1) ( Zi_(ly ) ce qui nous donne .

4.3 Généralisation de la génération

Si nous voulons une généralisation du travail précédent, en suivant le Théoreme 2.4, il nous
faut trouver r + 1 polynomes quasi-orthogonaux d’ordre r, de degré n + r, par rapport a la méme
mesure (1+ x)?(1 — x)%dz et tels que la famille formée par ces polynémes soit libre.

Nous allons considérer les r + 1 polynomes
(1 + I)Tpr(baﬂ—w)? (1 _ I)(l + I)T_IP,(LQ+1’6+T_1), . (1 _ x)r—l(l + I)PT(La+r—1,,6’+1)7 (1 _ I)TPTEO[—"_T’ﬂ)'
Donnons alors le résultat général

Théoreme 4.5
Tout polynome quasi-orthogonal d’ordre r, R,, de degré n+r, sur [—1, 1] et par rapport a la mesure
(1+ 2)P(1 — x)%dx s’écrit

Re =Y Aipa(1— ) 7' (1+ ) Pletr =+ (4.15)
=0
ot les \; sont déterminés de maniére unique (non tous nuls).

Preuve
La premiere étape consiste a montrer que la famille ((1—|—x)”qua’5+r), (1—x)(1—|—x)’”*1P7(La+1”6+r_1), e

(1 —2) (1 +2) BT (1= 2) Bt est libre.
On part de la relation

pro(1+ )" PP 4y (1 — ) (1 4 )" Pt bBr= oy (1 — )" Pt = o,

En prenant z = 1 dans la relation précédente, on a que py = 1, puis on divise le tout par 1 — z.
On réitere la méme affectation en prenant a nouveau x = 1 pour ainsi obtenir pu; = 0.
De proche en proche, nous obtenons tous les coefficients p; nuls, et donc la famille est bien libre
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dans IP,, .

(atr—i,B+1i)

Ensuite on utilise la relation d’orthogonalité des polynomes Py qui est

1
/ 2t POAT=38t) (1)(1 — )t (1 + 2)Hdx = 0, pour i =0,...,n — 1.
-1

On réécrit ceci différemment
1
/ ((1 — x)" (1 4 x)? PletT=a840) (¢ )>(1 —2)*(142)°dx =0, pour i =0,... . (n+7r)—1—7r.
1

Ainsi, avec la Définition 1.2, nous avons la quasi-orthogonalité d’ordre r des polynémes (1 —
x)’”‘j(l—i-:c)jpfgaﬂfj’ﬁﬂ) pour j =0,...,r,sur [—1,1] et par rapport & la mesure (1+z)°(1—x)%dz.
Par le Théoréme 2.4 on a la décomposition (4.15) avec les coefficients A; uniques. B

Remarque 4.9

A défaut de donner l’écriture exacte des coefficients \;, nous allons en donner un schéma récursif
de calcul.

Nous avons la décomposition

Ry(x) = M(1 —2)"Petm® 4 4 A (L+2) 7 (1 — 2)PetbAr=D(g) 4 \ i (1 4 2)" P@F+n),

—1)"R,(—1
Avec x = 1, on a )‘r+1 =, avec Tr = —17 on a /\1 = M
2r ( > 2T ( >
n n
On va alors réitérer le procédé en dérivant a chaque fois la décomposition et en prenant x = 1.

Si l’on dérive une premiére fois et que l'on prend x = 1, on aura A, en fonction de A\ ,1.

/
Nous avons R.(1) = -2 ( " TOF ) a4, [(1 + x)"PW“)]
T n n

R, (1)

=1
Et plus généralement, nous avons la formule

Proposition 4.6
Pourj=1,...,r, ona

T r+l1—j5 s

1 _
RUr177) Z Z H ) k)\k;+1r+$—)C’]+s D 4 a+ B4+ )(n—i—a—i—r k)

n—s
k=j—1 s=0 m=1

Preuve
11 suffit de considérer la décomposition de R,.,

M (1=z)" POt () 40 (1 =) I (1) LRt 1080 =D () 4\, (14-2)" PP (1)
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et de calculer la dérivée (r +1 — j)-eéme en 1.
Comme tous les termes avant A; ont une racine 1 de multiplicité > r 42 — j, ils s’annulent alors
en 1. Il nous reste alors

, (r+1-4)
RU+1=9)(1) = Z Akt1 [(1 — x)"F(1 4 2)k plotr—kOHR) (x)][ | et avec la formule de Leibniz,
=1
k=j—1
on a ’ o
r4l—j s platr—k,B+k)
7" r— (T+1 5 d P
(r+1-j) Z Akt1 Z i1 (1—2)""1+2) }[x_l a I (1).
k=j—1
Or, nous avions rappelé que PP (z) = (n +a+ B+ 1P (1) ce qui se généralise aisément
1 : a S S
P 25161_[1714—04—1—5—1-/{:) T (),

n—s

1
Etdoncdd—Po‘ﬁ) :2—1;[n+a+ﬁ+k)<n+a).

r+l1—j5—s
r— r+l—j—s r—k\ () K (r+1 s=1)
Enfin [(1 — z) "1+ x)k]fxil} ) = Z +1 —j— s - ) k)[le]((l + ) )[ac—l] "

r—k o k—j—s
— (- ) bOrrE = RN+ )R

k12i+s=1
r—k
= C — k)
( ) r+1]s(r ><j+8—1)'
Ce qui nous donne bien la formule annoncée, en remarquant que nous avons la simplification
r—k ( k>‘k' j—&-s—l(r—i_l_j)!
1O Gas—11 =G !

Remarque 4.10

Ainsi, une fois le coefficient \.y1 calculé, on en déduit \., grace a [’équation donnée dans la
Proposition 4.6 (en prenant j = r). Puis il viendra A\,_; (avec j =1 —1), \,—o (avec j =1r —2),
etc.

4.4 Polynomes de Laguerre-Sonin et quasi-orthogonalité
d’ordre 1

4.4.1 Une relation de récurrence

Considérons les polynomes Lg“ qui satisfont la relation
—+oo
/ o' Lo (2)z* e ™ dr = 0, pouri =0,...,n —1 (4.16)
0

avec a > —2.
En modifiant la mesure d’intégration nous allons construire un polynéme quasi-orthogonal d’ordre
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1 sur [0, +oo[ par rapport a la mesure de Laguerre-Sonin z%e~*dx comme le montre la proposition
ci-dessous

Proposition 4.7
On a la relation
PLE() = —(n+ DLE () + (0 + o+ DIS() (117

pour a > —1, x € [0, +00].

Preuve
Partons de la relation d’orthogonalité (4.16), et faisons apparaitre Lo (z) comme suit

+oo
/ o' (z Lo (2))z%e " dr = 0
0

pouri=20,...,(n+1)—1-1.

Ainsi Lot est un polynéome quasi-orthogonal d’ordre 1 par rapport & la mesure positive 2% *dx
sur [0, 4o00].

On a alors la décomposition

rLo™(x) = an Ly, () + b L7y (2)
Reste a trouver les coefficients a,, et b,.
(1 (-

CESN et donc
n !

En comparant les coefficients dominants de degré n + 1, on trouve
a, = —(n+1).
'n+a+2) 'n+a+1)

(n+D)IT(a+1) " al(a+1)
On a donc la formule annoncée. i

et donc b, =n+a+ 1.

Puis avec x =0, on a 0 = a,,

Remarque 4.11
En considérant o > —1 dans (4.17) pour satisfaire la définition de LS, on ne recouvre pas tous
les polynomes LoV qui, euz, sont définis pour o > —2.

Remarque 4.12
Cette relation était déja connu dans [32, p. 102] ou la démonstration reposait essentiellement sur
les noyauz polynomiauz.

4.4.2 Un nouvel entrelacement

Nous avons un polynome quasi-orthogonal d’ordre 1 zL2*! sur [0, +oo[ par rapport & la mesure
xe *dx.
Plutot que de mettre en application le Théoreme 3.3 concernant les entrelacements entre po-
lynomes quasi-orthogonaux d’ordre 1 et polyndémes orthogonaux, nous allons adopter une maniere
plus directe.
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Théoréme 4.6

En notant x,, 23, .1, U les zéros respectifs des polynémes Ly, Ly, et Lot nous avons l'en-
trelacement
0< win—&—l < xtlx,n < ‘rtll—;l < $2 n+1 < :L‘Zn < ‘,L‘gzl << "L‘g,n—&—l < "L‘z,n <z a+1 < ‘Tn—i—l n+1

Preuve
Soient ¢, les zéros de LY, on a, avec (4.17), 23, Lot (23,) = —(n + 1) L%, (27,) et donc

a+1 a+1 « a a

xz nszrl nLn ( )L ( z+1 n) - ( 1) LnJrl( )Ln+1< z+1,n) <0

pour i =1,...,n — 1, grace a I'entrelacement des racines de Lj, et de L;
Comme ¢, >0 (i =1,...,n) on obtient Li* (z,,) Lo (z ZJrln) < 0.

Cette derniere condition nous dit exactement que les racines de Lo+t et de LY s’entrelacent.
En considérant de la méme facon les zéros ', ; de L |, on trouve également un entrelacement
entre les racines de L%, et celles de Lo, I

Remarque 4.13

Une autre maniere de démontrer ce résultat beaucoup plus rapidement est de se souvenir de la
Remarque 3.2 (valable également pour le Théoréme 3.3) qui nous disait qu’on avait uniquement
deuz choix d’entrelacements entre les zéros d’un polynome quasi-orthogonal d’ordre 1 et les deux
polynomes orthogonauxr A, et A, 1.

Comme ici les zéros du polynome quasi-orthogonal d’ordre 1, L2, sont {0, xaH} on a nécessairement
0 qui est avant tous les autres zéros (car ils sont tous > 0) et donc on est dans la configuration

R, 1A, A1, qui est traduite dans le théoréme précédent.

4.5 Polynomes de Laguerre-Sonin et quasi-orthogonalité
d’ordre 2

4.5.1 Une nouvelle relation

On considere cette fois les polynomes Lo vérifiant
+oo
/ ' Lo (2)2* e dr = 0, pour i =0,...,n —1 (4.18)
0

pour a > —3.
On a le résultat suivant

Proposition 4.8
On a la relation

2Lyt (x) = (n+2)(n+1) Ly 5 (2) —2(n+a+2) (n+1) Ly, () + (n+a+2) (n+a+1) Ly () (4.19)
pour a > —1,x € [0, 400].
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Preuve
Nous allons obtenir ce résultat par une double application de la relation (4.17).

2L372 (@) = o= (n+ DLSH @) + (0 + a +2) L5+ ()

= —(n+ D) = (2L (@) + (0 +a+2) L4 (1)) + (n+a+2) (= (14 1)L, (0)+
(n+a+1)Li(x)). B
Remarque 4.14

On a également des lacunes dans le recouvrement de tous les cas car on ne considere que o > —1
alors que L2 est défini pour o > —3.

4.5.2 Un nouvel entrelacement

Par un raisonnement direct en utilisant la relation de récurrence a trois termes satisfaite par
les polynémes L% et (4.19), on arrive a I'entrelacement

Théoreme 4.7
En notant ¥ x?nﬂ,x?:{? les zéros respectifs des polynomes L%, L%, et L2*?, on a

7,m)

a+2
2n

[ a+2 I’
<0 < xn,nJrl < xn,n < xn+1,n+1'

0 <af,p <7p <Typp <2

Preuve
On a g% Ly (af, ) = (n+2)(n + 1)Ly 5(2f, ) + (n+ o+ 2)(n+ a + 1)L (7, 1,)

— —(nta+D)n+ DL () + (n+a+2)(n+a+ 1)L (f,,,)

— (n+a+1)(a+)LE0, ) .
La derniere égalité étant obtenue a ’aide de la relation de récurrence a trois termes.
De méme

x?+%,n+1Lz+2<x?+1,n+1) =n+a+1)(a+1) L@ )

or Ly(xg, ) Ln(2d,41) < 0 (étant donné 'entrelacement entre les racines de Lj et de Ly ),
donc Lo (2, ) Lo (28,1 nyy) <O pouri=1,...,n.
Ainsi les zéros de Le2, L%, et de LY s’entrelacent de la fagon suivante

a+2
2n

a+2

(e} « (07 o «
0< Ty gy < Ty <Toyppg < T < < Ty < Ty < Tpgg -
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Chapitre 5

Lien entre différentes méthodes de
quadrature et les polynomes
quasi-orthogonaux

Nous allons, ici, présenter d’'une maniere différente des méthodes de quadrature telles que les
méthodes de Gauss-Radau, Gauss-Lobatto et Gauss-Turdn (ainsi que leurs généralisations).

Mais tout d’abord, rappelons le principe des méthodes de quadrature et le lien qu’elles ont avec
les polynomes orthogonaux.
L’idée est d’approximer l'intégrale d’une fonction f par une somme finie

/R F(t)da(t) = S Aef () + Ralf)

ou da est une mesure positive dont le support (fini ou pas) est contenu dans IR.

Les coefficients A, sont appelés les poids de la quadrature et les x; en sont les nceuds.

R,.(f) est appelée l'erreur de la méthode, et on dira que cette méthode de quadrature est d’ordre
m si elle est exacte sur I'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré < m, noté IP,,,
c’est-a-dire si Vf € IP,,, R, (f) = 0.

Nous pouvons également ajouter que les nceuds x;, qui interviennent dans cette méthode sont les
zéros du polynome orthogonal par rapport a la mesure da (unique a un facteur multiplicateur
pres). Ils appartiennent donc a 'intérieur du support de la mesure do.

En utilisant la notion de quasi-orthogonalité, nous allons dans un premier temps, donner un
lien entre ces différentes méthodes et les zéros de polynomes quasi-orthogonaux.

Nous mettrons ainsi en évidence le lien étroit entre les nceuds de la méthode et les zéros d'un
certain polyndéme quasi-orthogonal.

Ces polynomes quasi-orthogonaux seront aussi le levier pour montrer I'existence et 1'unicité de
telles méthodes.
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En appliquant nos résultats d’entrelacement du Chapitre 3, nous pourrons préciser I’emplace-
ment de ces différents nceuds et affiner leur localisation. On ne s’était jusqu’alors qu’intéresser
qu’a la place que ces noeuds pouvaient avoir par rapport a U'intervalle d’orthogonalité [a, b] (tout
du moins quand la méthode est considérée sur [a, b] et non sur IR). Ici on appliquera nos précédents
résultats pour en dire plus.

Nous passerons ensuite au calcul propre des différents poids des méthodes, qu’ils soient intérieurs
ou pas, d'une maniére différente de ce qui a déja pu étre fait [18].

Notre travail généralisera ce qui a pu étre fait dans [16] ou [15] ot 'on explictait le calcul des poids
des méthodes de Gauss-Radau ou Gauss-Lobatto obtenues avec les mesures de Laguerre-Sonin ou
de Jacobi. Les méthodes relevaient de la formule de Christoffel-Darboux alors que nous passerons
par une maniere plus directe.

Aussi le signe des poids dans les méthodes de Gauss-Radau ou Gauss-Lobatto avec un noeud
double (ce qui rejoint les méthodes de Gauss-Turdn) était donné pour la mesure de Tchebycheff
[16, Theorem 2.1, Theorem 3.1].

Nous dégagerons de notre méthodologie a 'obtention des signes de ces poids d’une application
originale sur le signe d'une certaine classe de déterminants.

5.1 Quadrature de GGauss-Radau

On supposera dans tout ce chapitre que la mesure da est positive sur [a, b] avec tous ses moments
b b

z"do(z) finis pour n € Net [ da > 0.

Partons de la formule de quadrat&re de Gauss

b n
/ fda =7 Aef(wra) + Ra(f).
@ k=1

Le reste R, (f) doit vérifier, Vf € Po,_1[x], R.(f) = 0.
C’est le degré maximum de précision que nous puissions avoir.
Les {xy.n}x sont les zéros du polynéme orthogonal unitaire (par rapport a la mesure positive da)

A,

Nous allons ajouter a cette quadrature des nceuds pour en générer de nouvelles. La méthode
de Gauss-Radau est basée sur le rajout du noeud a.
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5.1.1 Traduction par les polynémes quasi-orthogonaux

Choisissons a pour ce (n + 1)-eme nceud, les y;, étant les nceuds libres, nous avons alors

b n
/fdazwﬂ@+zywwm+mq»
a k=1

Cette quadrature est caractérisée par le fait qu’elle doit avoir un degré d’exactitude maximum
égal a 2n, c’est-a-dire que 'on veut que le reste R%(f) vérifie, Vf € Py, [x], R%(f) =0.

b
En considérant f(z) = z'(x — a)IL,(z) (avec II,, unitaire), on a / 7' (x — a)Il,(x)da(r) = 0 pour

i=0,....n—1=Mn+1)—-1-1.

Ainsi R,111 = (z — a)Il, est un polynéme quasi-orthogonal d’ordre 1, de degré n+ 1, par rapport
a la mesure da. On peut aussi remarquer que II,, est un polynome orthogonal de degré n par
rapport a la mesure positive modifiée dav = (x — a)da.

b
Avec/ 7' (z — a)IL,(z)da(z) = 0 et en faisant varier i de 0 & n — 1 on a

)‘(11(?/1 - a)Hn(yl) + )‘g(y2 - a)Hn(yZ) + -+ )‘gL<yn - CL)Hn(yn) =0
Nyi(yr — a)IL(y1) + A5y2(y2 — @)1, (y2) + - -+ + ANeyn(yn — @)L, (y,) =0

Xy (1 — )T () + s (02 — @)Ly (y) + -+ A% (g — )T () = 0

Le déterminant de ce systeme est [ [}, (yi—a) ANV (y1, ..., yn) # 00UV (Y1, ..., yn) est le déterminant
de Vandermonde avec les points yi,...,y,. Le systeme est donc un systeme de Cramer, et on a
I'unique solution : I, (y;) = - - - = II,,(y,) = 0.

Ainsi les y; sont les racines du polynome orthogonal (par rapport a la mesure positive da) II,,, et
donc se trouvent dans l'intervalle ]a, b|.

On aainsi : Ryy11 = (v — a)ll, = Api1 + an1dg.
A,
On sait que A, 41(a) + apt1A,(a) =0, et done : a,1q = — AT(()I)' D’ou
n(a
T+ Bl 1
(I . CL)Hn _ CQ T+ Bg
’ 1

Cny1 T+ Bpy1 + anpa
r+ B VO
VO 1+ By
' - VO
Cny1 T+ Bugr + ang
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On peut remarquer que By, 1 + ap11 = Bpy1 —

Remarque 5.1
On pourra faire le méme travail en prenant comme (n + 1)-éme point b (on considérera alors la
mesure positive modifiée (b — x)da et un I1,, de terme général —1).

Remarque 5.2
Le polynome unitaire R,111 = (v — a)ll,, généré par cette méthode est unique.

5.1.2 Compléments sur les nceuds de la quadrature

A,
Nous avons montré que (z — a)Il,(x) = Api1 + anp1, avec a1 = — A+E(C)L)
n(a
A,
Que l'entier n soit pair ou impair, on a, a,+; = ——AJFE(C)L) > 0.
nla

Nous avions relevé dans le Théoreme 3.2 un entrelacement entre les polynomes quasi-orthogonaux
d’ordre 1 et des polynomes orthogonaux dont il dépend.
Ici, comme a,1 > 0, nous avons l’entrelacement suivant

Proposition 5.1
Les racines de Ryi11 = Dpy1 + an1 Ay, étant a,yy, ..., y,, et comme les y; €la,b[, on a

a< T1in+1 < Tin <y < T2 n+1 < Tan << Tnntl < Tnn <Yn < Tntint1-

Remarque 5.3

On a ainsi un entrelacement entre les racines du polyndme orthogonal (celui de degré n oun+1)
par rapport a la mesure positive da et les racines du polynome orthogonal de degré n par rapport
a la mesure positive doa = (x — a)dov.

Remarque 5.4
En ce qui concerne le cas ou l'on choisit le point b comme neeud fixé, il nous suffira de choisir I1,
ayant pour coefficient de terme général —1.
Ainst, (b— )11, sera un polynéme (unitaire) quasi-orthogonal d’ordre 1 par rapport a da, ou alors
on pourra dire que 11, est un polynéme orthogonal par rapport a la mesure positive (b — x)da.
An+1 (b)

A, (b)

< 0 pour tout n, et avec le méme théoréeme on a l’entrelacement

Avec (b— )11, = Api1 + ani1ly, on a, apy = —

An+1<b>
An(b)

Ici, apy = —
i+l <Y1 < Tip < Topt1 <Yz < Top < < Tpntl < Yn < Tpn < Tptintl < b.
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5.1.3 Calcul des poids

Nous reprenons notre formule de quadrature de Gauss-Radau
/ [ da=Xf(a +ZA Fe) + Ra()).

Cette formule est exacte pour f € IPy,.

b
e Pour le calcul de \{, il suffit de prendre f = II,, € IP,, dans la formule rappelée, / [T, da = N11,,(a).

. / b I, do
On a donc une premiere formule, \j = ﬁ
n(a
f; 12 da
()

On aurait pu prendre f = II2 € Py, et on aurait eu \j =
La seconde formule nous dit que A\§ > 0.

Remarque 5.5

fab IL,,do
[, (a)
b
signe de (—1)", on a / [T, da qui est aussi du signe de (—1)™.

Avec la seconde formule on a déduit que A\§ > 0 donc > 0, étant donné que I1,,(a) est du

e Pour le calcul de A, on prend f = (z — a) H(x —y;) € Py,

i#l
b
on a / (x —a) H(:z: —yi)do = N\ (y — a) H(yl — ).
@ i#l i#l
1 b
Ainsi A} = / (x —a) | | (z — y;)da
: (v —a) Hi;ﬁl(yl —¥i) Ja g
De méme, avec f = (z — a)? H(a: —4;)? € Py,
i#l
ona\ = ! /b(x —a)? H(m — 5;)2da > 0.
(Y1 — a)? Hi;él(yl —a)? J, oy

On en déduit alors

Proposition 5.2
Pour la méthode de Gauss-Radau

[ 1o =250 +ZA Flu) + RA(F)
les poids sont strictement positifs.
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5.1.4 Application au signe d’une classe de déterminants

fb I, do

e Prenons le calcul du poids Aj et remarquons que ~%——— > 0

I, (a)
b
Ainsi, comme II,(a) est du signe de (—1)", / I, da est du signe de (—1)".

n—1
Ecrivons la décomposition II,, = A,, + Z Gili = (x — 1) (& — yp).
=0

b b b
On a / I, da = ﬁo/ doy, ainsi Gy est du signe de (—1)" également (car / da > 0).

Bo+ -+ Bu1Bna(y1) = —An(y1)
On a le systeéme (S) : : :

50 + 6n—1An—1(yn) - _An(yn)
On a le déterminant det(S) =V (y1,...,yn) (o0 V(y1,...,y,) est le déterminant de Vandermonde

de coefficients 1, ..., ¥y,). On remarque que le systeme est de Cramer et donc qu’on a unicité de
la solution [
An(y1) Ai(y) -+ Anoa(yr) Ai(yr) Do(yr)--- An(yr)
By = — An(yn) A1(yn) - An1(yn) — (—1)" A1(Yn) Do(Yn) - AnlYn)
° V<y1a 7yn) V(yl, 7yn)
Ai(yr) -+ An(yr)
Comme V(y1,...,Yyn) = H(y] — ;) >0,0n a : : > 0.
Jo (@ = ) TT(@ — yo)da

e Prenons le calcul du poids A} et remarquons que
(e = a) I L — i)
Voyons d’abord le signe de (y — a) [ [ (s = v:) = (v — @) = 1) - (v = v-1) (00 — wi1) -+ (0 — )-
i#l

n—l

Donc c’est du signe de (—1)
b
Ainsi / (r —a) H(CU — y;)da est du signe de (—1)".

i#l
n—1
Avec la décomposition (z — a) H(:U —vyi) =0, + Z 0G;A;, on en déduit
il i=0
b 5 b
/ (x —a) H(az —y;)do = ﬁo/ da donc 3y est du signe de (—1)"~! également (car / da > 0).
a i#£l a a
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( 50 + ﬁlAl(a) + -+ 5n71An71(a) = _An(a)
Bo+ BiAi(yr) + -+ Buc1Dpi (1) = —An(1n)

On a aussi le systeme (S) ¢ Bo + BiAi(yi—1) + - + Ba1Bn 1 (Y1) = —An(yi1)
Bo + B1A1 (Y1) + -+ Bac1Bno1 (1) = —An(Yi41)

] + BlAl (yn> +oee ﬁnfl.Anfl(yn) = _An<yn)

On a det(S) = V(a,y1, - Y-1,Yis1,--->Yn) # 0 et donc on a un systéeme de Cramer. D’ou
I'unicité de la solution (3,

Ay (a) Aq(a) e A,_i(a) Ai(a) e A, (a)
An(y1) Ai(1) T Ani(1) Ai(11) T An(y1)
An(yl—l) Al(yz—1) ce An—l.(yl—l) A1(?'Jz—1) T An(:.yl—l)
An(Yir1) Ar(yir1) T A1 (Y1) Ai(yv1) T Ap (Y1)
PR ¥ O 7S EE e (75 1) BN (41U B -/
0 V(C%yh"' yYi—1, Yi+1, - 7,%) V(a7y1,--- yYi—1, Yi+1, ,’yn)
Al(a) s An(a)
Ai(y1) T An(y1)
Ainsi le déterminant | Aq(y;—1) _ An(yi—1) | est du signe de (—1)%
Ay (yr41) EE Ap (Y1)
M) Al

5.2 Quadrature de Gauss-Lobatto

5.2.1 Traduction par les polynémes quasi-orthogonaux

Cette fois-ci nous allons ajouter aux n nceuds libres ¥, deux points supplémentaires : a et b
’ b . b b
7 da= 3 @)+ Y0 )+ NSO + R
a k=1

Cette quadrature est caractérisée par le fait qu’elle doit avoir un degré d’exactitude maximum
égal & 2n + 1, c’est-a-dire que 'on veut que le reste RYP(f) vérifie, Vf € Py, 1]x], RY*(f) = 0.

)
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En considérant f(z) = 2%(x — a)(b — z)II,(x) (avec II, de coefficient dominant —1), on a :

/ z'(x —a)(b— 2),(z)da(z) =0 pour i =0,...,n—1=(n+2)—1-2.

Ainsi (z — a)(b — x)I1, est un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2, de degré n + 2, par rap-
port a la mesure positive da.

On peut aussi remarquer que II,, est un polynome orthogonal de degré n par rapport a la mesure
positive modifiée da = (z — a)(b — x)da.

De la méme maniere que dans le paragraphe précédent, on en déduit que ¥y, - - - , ¥, sont les racines
de TI,,. Comme II,, est orthogonal par rapport a la mesure positive da, ses racines y; €]a, b|.

On a ainsi Décriture : (z — a)(b — 2)II,, = Apio + aniolpi1 + bug2l\,, reste alors a calculer
les coefficients a,, o et b,1o.
Avec la décomposition précédente, on obtient le systeme

{ ant28n41(a) + by (a) = —Ayia(a)
an—i—QAn—l-l(b) + bn-l—QAn(b) = _An+2(b)

Le déterminant de ce systeme est : A, 41(a)A,(b) — Ap(a)A41(D).

On peut montrer que ce déterminant est non nul.

Si n est pair, on a : A,y1(a) <0 et Ay(b), Ay(a), Apy1(b) > 0 donc le déterminant est < 0.

Si n est impair, A, (a) <0 et Ayiqi(a), Ay(b), Ayii(b) > 0 donc le déterminant est > 0.

Ainsi, on a un systéme de Cramer, et les solutions (uniques) sont données par les formules suivantes

- An(a)Anya(b) — Apia(a)An(b)
T B (@)Aa(b) = An(@) B (b)

b o — Apia(a)Ania(b) — Apyi(a)Ania(b)
nt2 Ant1(a)An(b) — An(a)Apy1(D)

D’ou, avec ces valeurs, I’écriture du polynoéme

T+ Bl 1
w—a)b—)()=| &2 *+P
. | .
Cnt2 —bnyo @+ Bpjo + anyo

Remarque 5.6
Le polyndome unitaire (x — a)(b — x)I1,, généré par cette méthode est unique.

Remarque 5.7
On peut montrer que pour tout n, b, s < 0.
En effet, si n est pair, le dénominateur (déterminant du systéeme)est < 0. En ce qui concerne le
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numérateur, on a Apya(a), Api1(b), Apia(b) > 0 et Apr1(a) < 0 donc il est > 0. En conclusion
bn+2 < 0.

De méme, sin est impair, le dénominateur est > 0; et en ce qui concerne le numérateur, comme
on a Apii(a), Npi1(b), Apya(b) >0 et Ayio(a) <0, il est < 0. Ainsi b9 < 0.

5.2.2 Compléments sur les nceuds de la quadrature

Avec le Théoreme 3.13, on a déduit (Remarque 3.5), lorsque b, < C,,, qu’il ne pouvait y avoir
deux zéros de R, 2 tous les deux a gauche de a ou a droite de b.

Ici nous avons un polynome quasi-orthogonal d’ordre 2 (z — a)(b — x)II, unitaire de racines
a,b, {y;}I,. Avec la remarque rappelée, on retrouve le fait que les y; se trouvent a I'intérieur de
la,b.

Les n + 1 intervalles formés par les zéros y; donnent 'entrelacement entre les zéros de A, et
ceux de (z — a)(b — x)IL,.

Proposition 5.3
On a

a<Tipt1 <Y1 < Topr1 <Y<+ < Tppp1 < Yn < Tnginr <O

Remarque 5.8

On a ainsi un entrelacement entre les racines du polynome orthogonal de degré n+ 1 par rapport
a la mesure positive da et les racines du polynome orthogonal de degré n par rapport a la mesure
positive modifiée da = (x — a)(b — z)da.

Par le théoreme rappelé, on a alors que b, 1o < C,12 (et donc Cp 19 — byyo > 0).
Ainsi on a une nouvelle écriture du polynome

T + Bl vV CQ
(r—a)b— ), (z) = | V2 THD
a Cn+2 - bn+2
Cht2 = buyo @+ Bojo + ango

On aurait pu, par un raisonnement plus calculatoire (et donc plus long), prouver que b, o <

Choso.

Proposition 5.4
On a pour tout n,

buya < Cpyo

7
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Preuve

On a déja la valeur de b, . Pour celle de C,, 2, il suffit d’utiliser la relation de récurrence a trois
termes A, 10 = (2 + Bpio)Api1 — Crin,.

Br2Ani (a) - Cn+2An(a) = An+2(a> - aAnJrl(@)
Bni2Ani1(b) — Cr28n(b) = Apya(b) — A, (b)

En prenant la valeur en a et b on a le systeme {

Apii(a) Apya(a) —alpi(a)

Any (b) An+2(b) B bAn—i-l(b)

By 1 (@8, (0) = 3, (@) B (1)

Pour comparer b, 5 et C,. 2, comme ils ont le méme dénominateur, il suffit de comparer leur
numeérateur.

On trouve C)19 = —

Nous distinguerons les cas suivant la parité de n.

Si n est pair, le dénominateur est < 0 donc il faut montrer que la différence entre le numérateur
de b,19 et celui de C), 5 est > 0.

Cette différence vaut (A,42(a)An11(0) — Apyi(a)Ani2(b)) — (Api1(0)(Anga(a) — alA,iq(a)) —
Api1(a)(Ap2(b) = bAL11 (D)) = — (b — a) Apsi(a) Ania (b) > 0.

De méme pour n impair. il

Remarque 5.9

D’apreés la Remarque 3.5, et comme la Proposition 5.4 nous dit que b,1o < Cpia, on peut alors
noter qu’il est impossible de construire une méthode de type Gauss-Lobatto avec 2 neeuds a gauche
de a ou 2 neeuds a droite de b (ceci car on ne peut construire un polynome quasi-orthogonal d’ordre
2 avec de telles racines).

Remarque 5.10
Le polynome R, 122 généré par cette méthode est unique.

5.2.3 Calcul des poids

Reprenons la formule de Gauss-Lobatto
b n
[ o= 35 @) 30N )+ N FO) + R
@ k=1
Cette formule est exacte pour f € Pg,, 1.

b
e Pour le calcul de A2*, on prend f = (b — 2)II,, € P41, / (b — z)da = Ao, (a) (b — a).

f;(b — )1, do
(b—a)lly(a)

[P0 — 2)2da
(b—a)12(a)

: b
On a donc, dans un premier temps, \y” =

En prenant f = (b — :p)Hi € IPy,41, on trouve )\g’b =
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a,b a,b fb(x_aﬂ_[”da
e Pour le calcul de Ay, on prend f = (z —a)ll, € Ppyq et ona A7y = Lzb M, (b)
—a n

fab(x —a)[l3da

(b — a)IT5(b)
e Pour le calcul de A\/"* (1 <1< n), on choisit (z — a)(b — z) H(x — ;) € IP,41, et on trouve
il

Avec f = (x — a)I2 € [Py, on trouve )\Z’fl =

Sl (@ —a)(b—2) [T, 4(x — yi)do

(v —a)b—y) [Lw(m —wi)
Avec f = (']j - a)(b - :C) H(Q? - yl)z € IPQna on a A?yb =
il

On donne ainsi le résultat

a7b J—
Al —

fab(x - a)(b - ZL‘) HZ¢1($ — yi)Qda -0
(v — a)(b— ) Hi;ﬁl(yl —y;)?

Proposition 5.5
Pour la méthode de Gauss-Lobatto

b n
/ £ o= 25" Fa) + SN F () + AL F(B) + ReP(f)
a k=1

les poids sont strictement positifs.

5.2.4 Application au signe d’une classe de déterminants

fab(b — a)ll,da
[, (a)(b — a)

b
e Avec le calcul de A2*, on a > 0. Donc / (b — )1l da est du signe de (—1)".

Ecrivons la décomposition (b — z)II,, = —A, 11 + Z [CIYAVE
i=0

b b
On a ainsi / (b — ), do = 60/ daov, on en conclut que [y est du signe de (—1)".

Bo+ BiAi(yr) + -+ Buln(y1) = Ania(y1)

On va trouver f3y avec le systeme (S) ; :
50 + ﬁlAI(yn) -+ ﬁnAn(yn) - An—‘,—l (yn)

Comme det (S) = V(y1,...,Yn,b) # 0, on a un systeme de Cramer et donc une solution unique
pour (3
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AnJrl(yl) Al(?h) An(?/l)
g | Bl A0) A0
0 V(yla"'aynab)
Al(yl) Anﬂ(yl)
Don | PN e
Al(ﬁyn) AVSY (yn)
Al(b) An—f—l(b)
Avec le caleul de A% Jo(@ = o)lLda
e Avec le calcul de A}/, on a (b= )L (D)

These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

Ai(y1) Anta1(y1)

Al@n) AnJr'l(yn)

As(b) A (D)
V<y17 <o Yn, b)

b
> 0. Donc / (x — a)ll,da > 0.

On a la décomposition (z — a)ll,, = A,y + Z BiA; et ainsi ff(x — a)ll,do = (3 fab da.

=0

Bo + BiAr(a) + -+ + BrAn(a) =
Bo + Bidi(y1) + - + Buln(1h)

Avec le systeme (S)

_AnJrl(a)
= —Api1(y1)

de déterminant V' (a,y1,...,y,) # 0, on a
Apii(a)  Aifa) Ay (a) Aq(a) Apyi(a)
Anti(y) Ailyr) An(y1) Ai(yr) Anta(y1)
By = — Anti(yn) A1(yn) An(yn) (—1)+ A1 (Yn) Ant1(Yn)
° V(a>y17"' 7yn) V(aayla"' ayn)
Aq(a) Apii(a)
A A,
D’olt 1@1) +:1(y1) du signe de (—1)"*1.
Al(Z/n) Ani (yn)

b
e Avec le calcul de A, on a / (x —a)(b— 1) H({E — y;)da est du signe de (—1)"7.

i#l

Avec (z —a)(b—x) H(x —y) = —Ap1 + ZﬂiAi, on a que [ est du signe de (—1)".

i#l

© 2008 Tous droits réservés.
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Aq(a) Apii(a)
C Al(yz—l) An+1(yl—1)
Par d t | , t t d
ar des arguments similaires, on trouve que N At (4101) est du
A1<b) A71—5—1(b>

signe de (—1)".

5.3 Généralisation

5.3.1 Traduction par les polynéomes quasi-orthogonaux

Nous allons considérer m nceuds fixés supplémentaires distincts y; que I'on choisira en dehors de
Ja, b[. Plus précisément, on distinguera leurs positions suivant les bornes de Ja, b, yf < --- < y¥ < a
etb<yr , <---<uyn,.

b n m
[ e =37t + Yo XA i) + Rat)
a k=1 k=1

On veut que le reste R, (f) vérifie : Vf € Py, ym_1]z], R.(f) = 0.

En considérant f(z) = Tt H x —y)I,(z) (avec I, unitaire), on a
=1
b m
/ (=)ot H(:c —yH)I,(z)da(z) =0pour i =0,...,(n+m)—1—m
a i=1

Ainsi, H(x — y)II, est un polynoéme quasi-orthogonal unitaire d’ordre m, de degré n 4+ m, par

= 1
rapport a la mesure da. On peut aussi remarquer que II, est un polynome orthogonal de degré n

par rapport a la mesure positive modifiée daw = (—1)""" H(:z: — y7)da (ceci car H r —y;) est
=1 i=r+1

T
du signe de (—1)™"" et H(x —y;) > 0 sur ]a,b]).

i=1
On trouvera, avec la méme méthode que dans les paragraphes précédents, que les y; sont les zéros
de II,. Or II, est un polyndome orthogonal par rapport a la mesure postive da, donc les y; se

trouvent dans 'intervalle |a, b|.

On a ainsi ’écriture H(x —y), = Appm + D1 + -+ A,
i=1
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On obtient le systeme

ClAn-ﬁ-m—l(yT) +eeet CmAn(yT) = _An-km(yi)

ClAner—l(y:;@) + e+ CmAn(y:n) = _Aner(y;m)

Le déterminant du systeme est

An—&-m—l(yT) An(yf)

An+mfl(y;‘n) An(y:n)

Supposons qu’il existe une combinaison linéaire non triviale entre les colonnes (A;Cy+- - -+ A, Cy, =
0), alors le polynome, de degré au plus (n +m — 1), MiApim-1(2) + -+ + A, (z) s’annulerait
en les noeuds yj, ...,y

C’est un polynome quasi-orthogonal d’ordre (au plus) m — 1, donc il a au moins n racines dans
Ja, b[ (il reste au plus m — 1 places hors de |a, b]).

Rappelons que les noeuds y; ont été choisis en dehors de Uintervalle |a,b[, cette situation est
donc impossible. Il n’existe donc pas de combinaison linéaire non triviale entre les colonnes, et le
déterminant du systeme est donc # 0.

Proposition 5.6
b n

Si l'on considere la quadrature / fda = Z/\kf(yk Z)\ fyp) + Ru(f) avec les y; choisis
a k=1

hors de la,b|, on génére alors un unique polynome quasi- orthogonal unitaire de degré n +m et

d’ordre m
m

[T(x = v = A + 1Bt + - + ey

i=1

ot les ¢; sont donnés par les formules de Cramer dans le systéme précédent.

Remarque 5.11
C’est bien un polynome quasi-orthogonal d’ordre m car ¢, # 0.

_An—i—m (yi‘) T An-H(fUT)
_An-i-m(y:n) 1( :n) .
En effet, ¢, = - , et par un raisonnement analogue, on montre que
An—&-m—l(yl) e (y )

An+m71(y;;1) T An(y;kn)

le numérateur ne s’annule pas.
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5.3.2 Calcul des poids

e Pour le calcul de A}, on va distinguer deux cas suivant [

— pour [ < r, on choisit f =11, H(x —y5) H (yi —x) € Prypm
i=1 i=r+1
il
puis f = II2 H(x —y) H (yf — ) € IPay1m—1, On a alors
i=1 i=r+1
il
b r * m * m %
fa I, Hi=1(x —y;) Hi:rJrl(yi —z)da f H2 - ;) Hi=r+1<yz‘ — x)da

N =

1L (y;) Hz l(yz —y) [ r+1(yz ) H%(yz ) Hz;él(yz —y) [ r+1(3/z v

Le signe du numerateur est > 0, par contre il y a un terme dans le dénominateur qui n’a pas un
T

signe constant (par rapport a [) : H(yl* —yh).

=1
i#l
r -1 r
En écrivant H(yl* —y) = H(yl* — ) H (y; —vy7), on a cette quantité du signe de (—1)r—z ot
z;é% i=1 i=l+1
a fortiori ;" aussi.
— pour [ > r + 1, on choisit f =TI, H(:c —vy;) H (yi — ) € Prjm—
i=1 i=r+1
#1
puis f = HiH(:U H yr —x) € Pop i1, on a alors
b T m *
fa I, Hi:l('x — Y ) H T+1(yz o x)da f H2 —Y; ) Hz:;?—l(!/l — :C)da

)\* = T * * * * * m * *\
: IL(y7) [Tiza (v — i) Hz TJFl(yz vr) H%(yz ) Hi:l(yl —y5) Hi=;l+1<?/z‘ — /)

Cette fois, c’est le terme H yr —y;) qui n’est pas de signe constant (par rapport a ).

i=r+1
#1
m -1 m
En écrivant H (vi =) = H (Wi — ) H (yi — ), on remarque qu'il est du signe de (—1)"="*1,
i=r+1 i=r+1 i=l+1

£
a fortiori A, aussi.
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e Pour le calcul de );, on choisit f = H(m — ) H(x — ) H (yf — 2) € Ppypm_y puis
i=1 1=1 i=r+1
i#l
f= H(x —y)? H(m - ;) H (y; — ) € IPypqm—2, on a alors
i=1 i=1 i=r+1
i#l

LTIy (o = ) T (= w) TT 1 (07 — )

Hlj;%(yz—yi)ﬂl-;l(yz y) iy — o)
J2 TSy = 90 i (=

N [T 1(yl_%) [Tiey (v — v;

Ainsi tous les poids A; sont > 0.

m
i=r+1

Hz r+1(?/ _yl)

(y; — x)dox

)
)

Proposition 5.7
Pour la méthode de quadrature suivante

b n m
/ Fdo =S Nf () + SO NS0 + Rulf)
a k=1 k=1

on a

(i) VI<Il<mn, \>0.

(i) V1 <1 <r, A est du signe de (—1)"".

(ii1) Yr +1 <1 <m, A} est du signe de (—1)"""+1.

5.3.3 Application au signe de certains déterminants

e Avec le calcul de A\, on a / H T —y; H T —y) H (yf —x) du signe de H(yl — ),
=, e =,
c’est-a-dire du signe de (—1)"".
r m n+m—2
On a la décomposition H(x — i) H(x —vy;) H (yi —z) = (—1)"""Apjpm—1 + Z BiA
i=1 i=1 i=r+1 =0
z7£l
m b
Ainsi / H T —y;) JI —y;) H (y; — x)do = ﬁo/ da et donc 3y est du signe de (—1)"~".
z;él i=1 i=r+1 @
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( ﬁO + ﬁlAl(yT) +o ﬁn+m—2An+m—2(yT) <_1)m+1_TAn+m—l(yT)

ﬁO + ﬁlAl(y;ﬁ) +oe 4+ ﬁn+m72An+m*2(y:> = (_1)m+1—rAn+m71<y:)
Bo+ Bidi(y1) + - 4 Bogm—2Bnim—2(y1) = (=)™ A1 (1)

(1) A 1 (=)
(=1)™ A1 (Y1)

Bo+ 511 (Yi—1) + -+ + Borm—28ntm—2(Yi-1)

Avec le systéme
v Y ﬁO + ﬁlAl(yH—l) + -+ ﬁn—i—m—ZAn—i-m—Z(yl—‘rl)

ﬂO + ﬁlAl(yn) + -+ 5n+m72An+m72(yn> = <_1)m+1_TAn+mfl(yn)
Go + 1A (Yipy) + -+ Bugm—2Bngm—2(Wipy) = ()™ A1 (y540)

\ Bo + ﬂlAl(y;kn) T+t 6n+m—2An+m—2(y:n) = (_1>m+1_rAn+m—1(y;‘n)
de déterminant = V(yi e ’y:7y17 Y1 Y, 7?me;~k+1’ e 7y:n) 7& 0 (et méme > 0)7 on

trouve
Ar(y?) oo e e e e A ()
Ar(y) oo e e e A ()
: : est du signe de (—1)"HFr+L
Ar(yn) e e e e A ()
Al(y:+1) An—&-m—l(y:_u)
AL(ys) oo e e e A (40)

e Avec le calcul de A} :
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— pour [ < r, on trouve

Ay

du signe de (—1)"1.

— pour [ > r + 1, on trouve

est du signe de (—1)"*".

(Yn)

A1<3/:+1)

Ar(yn,)

Al(yn)
A1(y:+1)

These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

An-i-m— 1 (Z/T)

AV (yl*—l)
Anym-1 (yl*-i-l)

An—i—m—l (y*)
" est
An-i—m—l (yl)
Anerfl (yn)
Anym-1 (y;fﬂ)

An—i—m— 1 (y:n)

An-i-m— 1 (yi()

Anerfl (y:)
Anerfl (yl)

An—l—m— 1 (yn)
An-‘rm—l (y:-i—l )

An-+-m—1 (yl*—l)
An+mfl(yl*+1)

An—i—m— 1 (yrn)

5.4 Quadrature de Gauss-Turan pour une racine double

Dans cette section, on ne se contente plus de considérer uniquement les nceuds fixés pour générer
une méthode de quadrature mais on y introduit également leurs dérivées successives.
Dans ce premier paragraphe, nous allons nous intéresser au signe des poids pour une méthode de
quadrature ol nous avons ajouté le nceud a (raisonnement analogue pour b) avec sa valeur pour

f et pour f’.

Nous allons alors montrer que tous les poids de cette méthode sont strictement positifs.
On pourrait alors conjecturer quant a la stricte positivité des poids pour une méthode de Gauss-

© 2008 Tous droits réservés.
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Turan plus générale du type

m  Ps

/fda—ZZMsf(k % +2Akf ye) + Ru(f)

s=1 k=0

mais il n’en est rien.

Nous allons tout de méme réussir a dégager un résultat significatif sur les signes des différents
poids qui sera lié a la position des nceuds fixés au départ par rapport a l'intervalle d’intégration
la, b].

Il est important de remarquer que de telles méthodes existent bien, comme il a déja été prouvé
par Turén [33] ou Stancu [31].

La détermination du signe des poids dans les méthodes de quadrature de Turdn a été traité
par Ossicini et Rosati dans [23] a la différence ou ils considerent la quadrature sur IR tout entier
et obtiennent alors la positivité de tous les poids p2*.

Dans les paragraphes 5.4.1 et 5.5.1, nous établirons le lien entre les nceuds de la quadrature
et les zéros d’un certain polynéme quasi-orthogonal. On pouvait déja lire dans [33] et [31] que les
noeuds libres étaient les zéros d’un polynome orthogonal par rapport a une mesure modifiée, ce
qui revient donc a un polynéme quasi-orthogonal (Théoréme 2.2). Notre apport réside dans le fait
de T'utilisation de ce polynome quasi-orthogonal et de son écriture développée par rapport aux
polynomes orthogonaux Ay pour justifier I'existence et 1'unicité de cette méthode de quadrature.

5.4.1 Traduction par les polynomes quasi-orthogonaux

Nous allons considérer une méthode de quadrature ot nous ajoutons un point fixé a (ou b) de
cette facon

/fda—Aoﬂ )+ N +2Akfyk + Ral).

On a le reste qui doit vérifier, Vf € Py, 1[z], R,.(f) = 0.

b
Avec f(r) = 2%(x — a)?*IL,(x) (ol II, est unitaire), on a : / o' (x — a)*,(z)da(z) = 0 pour
i=0,....n—1=n+2)—1-2 ’
Ainsi (z — a)?I1,,(z) est un polyndome quasi-orthogonal d’ordre 2 par rapport & la mesure po-
sitive da (ou TII,, est un polynome orthogonal par rapport & la mesure positive (z — a)?da).

De la méme maniere que dans les paragraphes précédents, on en déduit que yq,...,y, sont les
racines de II,,. Comme II,, est orthogonal par rapport a la mesure positive da, ses racines y; €|a, b|.

On a aussi I'écriture : (x — a)?I1,(z) = Apio + Gnyolpi1 + buiol,.
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Pour trouver les coefficients a,,1o et b,.o, il nous suffit de résoudre le systeme

{ an—i—ZAn—i-l(af) + bn—l—QAn(a') = _An—l—Q(af)
an+207, 41 (@) + bnio Ay (@) = —A7 L 5(a)

Le déterminant de ce systeme est A, 11(a)AL(a) — Ay(a)A](a).

1** méthode : on utilise la formule de Christoffel-Darboux :

"L c(A2)
B8 l) = Bra ()X 0) = 3 SEE AN
" (A2 b
Ainsi : Appq(a)A)(a) — Ay(a)A,(a) = — cgig; A?(a) < 0o c(A) / Ada

Donc le déterminant est # 0.

An+1 / A;H-lAn — A%An-&-l
A, A2 '

2¢ méthode : Remarquons que (
n+1
A,

a < T1p41, f(a) > 0soit Apyi(a)Al(a) — Ap(a)Al ;1 (a) <0 (a fortiori # 0).

La fonction s’annule pour la 1 fois en 7,41 et tend vers —oo en —oo; donc, comme

C’est plus qu’il n’en faut pour conclure que le systeme est de Cramer et :
A'n+z(a) n(a) — n+2(a)A (a)
(a)A%(a) — An(a)Ar (a)
b~ Ds(@80a(0) = D), 5(a)
! Anyi(a)Al(a) — An(a)A,, (a)
Remarquons que ces coefficients a2 et b, o peuvent s’écrire de maniere différente,

@A)~ Bl A0
nr A2(a) Anti(a)Al(a) — Ap(a)A 4 (a)

n

A ' 1
= - e (a) X ——F—.
( Ap ) (An+1> (a)
b Al i(a)Ania(a) = Apyi(a)A) o(a) A?,i(a)
e A2, 1(a) Anii(a)Af(a) — Ap(a)A,(a)

- (522) ﬁ

Apiy2 =
n+1
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Avec ces nouvelles formes d’écriture, nous allons pouvoir déterminer le signe des coefficients a,, 2
et bn+2'
AnJrl An+2

A, et A, .

pour x < 1, (1" valeur ou la fonction n’est pas définie). Elle tend vers

— Pour le signe de a,2, nous allons considérer les fonctions

An—‘,—l

A

n
—00 en —oo et s’annule une unique fois en T1m41- De plus cette fonction est strictement croissante,

n A2
ceci grace a la formule de Christoffel-Darboux A, (z)A]_;(x) — Apy1(2) A (z) = Z ZEA’% A2(z),

k=0

Etudions la fonction

donc la valeur de sa dérivée en a est > 0.
n+2

A,
An—{—2 ' o An—|—2 An—l—l ' o An+2 ' An—l—l An—&—2 An—|-1 ' .
( A ) (a) = <An+1 X A (a) = A (a) x A (a) + Ao (a) x A (a) <0, ceci

ANITAN Anir
car ( +2) (a) et ( +1) (a) sont > 0 d’apres I’étude précédente.
An+1 An

Donc a9 > 0.

Pour le signe de (a), on écrit

— Pour le signe de b, 12, avec des arguments similaires, on trouve b, > 0.

Proposition 5.8
Le polynome quasi-orthogonal généré par cette méthode de quadrature de Gauss-Turdn avec une
racine double est unique, et les coefficients a,,o et by o sont > 0.

Remarque 5.12

On pouvait prévoir que b,yo > 0 car st b,4o < 0 on aurait ew n + 2 racines réelles et distinctes
p p q + +

pour le polynome quasi-orthogonal d’ordre 2, or nous avons, ici, une racine double.

5.4.2 Calcul des poids

e Pour le calcul de A, on prend f = (z—a)Il, € IP,,;; puis f = (x—a)II? € PPy, 1, et on trouve

2@ = a)lluda _ [2(z — a)lTda
[T (a) 112 (a)

Ao = > 0.

e Pour le calcul de \g, on prend f = II,, € IP,, puis f = II2 € IP,,, on trouve
o JaTado = NI (@) [} TT2da — 2010 (o)L, (a)
" I, (a) - I3 (a)

Nous pouvons conclure quant a la stricte positivité de Ay car, en distinguant les cas suivant
la parité de n, on trouve que IT/, (a)II,,(a) < 0.

> 0.
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e Pour le calcul de \; (1 <1< n), on prend f = (z — a)? H(x —vy;) € Py

1=
%

o~

n

puis f = (z — a)? H(x — 1;)? € Py, on trouve alors

=1
i#l
Jo(w = aP TTigy(e = y)da [ (w = a [Tigy(w = y)*da
N = - = - > 0.
Y w—ap [Ty —v2) (= a)* iy (v = wi)”

D’ou la proposition suivante

Proposition 5.9
Pour la méthode de quadrature de Gauss-Turdn

b n
[ e =af@) + X @)+ Y- M) + Ral )
a k=1
les poids sont strictement positifs.

5.4.3 Application au calcul de certains déterminants

Al(a) An+1(a)
A e e A,

Avec le calcul de Ajj, on trouve que 1@1) +.1(?Jl) <0
Ai(yn) o o Apia(yn)

5.5 Quadrature de Gauss-Turan : cas général

5.5.1 Traduction par les polynémes quasi-orthogonaux

On considére m nceuds fixés z; que l'on choisira en dehors de ]a,b[ avec des multiplicités
différentes ps; + 1. Plus précisément, on distinguera leurs positions suivant les bornes de ]a, b],

21y <aetb< zog <0 < Zpe
b m  Ps n
[ e =3 ) 3 A )+ Ral)
a s=1 k=0 k=1

On veut que le reste R, (f) vérifie : Vf € IPopipiptm—1l2], Ru(f) =0.
Avec f(z) = (—1)Zr=r—1(Petl) g H(x — 2,)P* I, (z) (avec I, unitaire), on a
k=1
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b m
/ " H x — 2P, (z)da(z) = 0pouri =0, ..., (n+pi+- - —+pm+m)—1—(pi+- - -+pnt+m) =
a k=1
n— 1.
Ainsi, H(m — 2;)P**HI, est un polynéme quasi-orthogonal d’ordre p; + - - - + p,, + m, de degré
k=1

p1+ -+ pm +m + n, par rapport a la mesure positive dao.
On peut aussi remarquer que II,, est un polynéme orthogonal, de degré n, par rapport a la mesure

positive modifiée da = (—1)2k=r—1Ps+D) H — 2)P* .

On trouvera que les y; sont les zéros du polynome IT,. Or II, est un polynome orthogonal par
rapport a la mesure positive dar, donc les y; se trouvent dans l'intervalle |a, b|.

On a ainsi ’écriture

m

P+l —
H(l’ — 2) IL,(2) = Aniprttpmtm + 1B py 4t prm—1 T+ Cpptotpr4m O
k=1

puis le systeme donnant les coefficients ¢;

.
1At py+etpmtm—1(21) - F CprttpramBn(21) = = Brgp roipr+m(21)
A(Pﬂ A(pl) _ _A(pl)
€1 n+p1+--~+pm+m—1(zl) +o Tt Cpi+-+pm+m (Zl) - n+p1+-~-+pm+m(21)
1 Antprtetpmam—1(Zm) + -+ CprtetptmBn(2m) = —Bngpitotpptm(Zm)
\ 01A£p$1+--.+pm+m—1(zm) Tt Cpyte +pm+mA(pm)(Zm> = _Anp:;ﬁ +pm+m( m)

aura pour déterminant

An+p1+~~v+pm+m—1(21) T A (21)
AP AP
n+py+-- +pm+m—1(zl) n (Zl)
Antprt+tpmtm—1(2m) T An(zm)
Alm) AlPm)
ntps+-—tpmAm—1 (Zm) n (Zm)

Ce déterminant est différent de 0 pour une considération analogue de combinaison linéaire.
En effet, supposons que le déterminant soit nul, c’est-a-dire qu’on ait une combinaison linéaire
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(non triviale) AoAytpy 4o tpmtm—1() ++ -+ Ao +tp+m—125(2) qui s’annule en les noeuds z, avec
la multiplicité py.

Comme c’est un polynéme quasi-orthogonal, de degré (au plus) n+p;+- - - +p,+m—1, d’ordre (au
plus) p;+- - -+p,+m—1, donc il a au moins n racines dans |a, b| (il reste au plus p1+- - -+p,,+m—1
places - multiplicités comprises - hors de |a, b|).

Rappelons que les noeuds z de multiplicité py + 1 ont été choisis en dehors de 'intervalle ]a, ],
cette situation est donc impossible. Il n’existe donc pas de combinaison linéaire non triviale entre
les colonnes, et le déterminant du systeme est # 0.

Proposition 5.10

m  Ps n

Si l’on consideére la quadrature / fda = Z Z pF 8 () + Z Mef (Y) + R (f) avec les z; choi-
s=1 k=0 k=1

sis hors de la,b], on génére alors un unique polynéome quasi-orthogonal unitaire d’ordre py + - -+ +

pmt+m
m
karl —
H L= 2k II ( ) - An+p1+---+pm+m + ClAn+p1+---+pm+mfl +-+ Cp1+---+pm+mAn
k=1

ot les ¢; sont donnés par les formules de Cramer.

Remarque 5.13
Comme précédemment, le polynome quasi-orthogonal est bien d’ordre py + -+« 4+ pm + m car

Cpi+-+pm+m 7é 0.

5.5.2 Calcul des poids

T m
e Pour le calcul de \;, on prend f = H(x — zp PRt H (2 — x)Pet? H(x — i) € Popiprt o tptm—2-
k=1 k=7‘+1 k=1
kAl
On trouve alors

byr m n
fa Hk:1<x - Zk)pk+1 Hk:'r—l—l (Zk - x)pk+1 HIZ‘;% ('r - yk)zda
M= o _ n > 0.
: [T (e — 2i)Pe T, (2 — y)Pe Hl]f;% (i — yr)?

e Pour le calcul de y", il nous faudra distinguer la position du noeud p}" par rapport a l'inter-
valle [a, b].

T

m
— pour [ < r, on prend f = HiH(x — 2P (@ = )P H (2 = 2" € Ppiyippubm—1s et
k=r+1

k=1
[
on obtient
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f I () Ty (o — ) o — ) Tz (2 — @) da

o

: ey e e VI CEEV
r -1 .

Le signe de ;' dépend de celui de H(zl — )Pt = H(Zl — z)Prtl H (21— z)" T qui est
k=1 k=1 k=141

oy,
(_ 1)pl+1+"‘+pr+7"_l'

Remarque 5.14
Si la multiplicité de tous les neeuds est €gale a 1, alors on retrouve le résultat du signe des poids
du paragraphe 5.3.

— pour [ >r+1, on prend f =112 H(x — zp)Petl H (zp — 2)P** (2 — 2)P, et on a
k=1 k=r+1
i
f I (@) [Toer (2 = 20)P T IR (2 — )P (21 — )" dov()

2 k#l
M =

: (=D ()T () Tl (20 = 20)P Tl (2 = 27!
Le signe de pj* dépend de celui de H (2 — 2)P* T qui est (—1)Pr+ittpatl=r+l

k=r+1
Kl

Remarque 5.15
De méme, si la multiplicité de tous les neeuds est égale a 1, alors on retrouve le résultat du signe
des poids du paragraphe 5.3.

Remarque 5.16
On pourmit obtenir les autres poids par un calcul descendant c’est-a-dire qu’une fois trouvé le
poids p1f", il est possible de calculer (en fonction de ce dermer) e L

En effet, il suffira de prendre (dans le cas oul <r) f =11, H(a: — )P (1 — )P H (2 — )P th,

k=1 k=r+1
kAL
Proposition 5.11
Pour la méthode de Gauss-Turan généralisée
m Ds
/ Fdo =33 phF0(z,) +2Akf (90) + Rulf)
s=1 k=0

on a

(i) V1 <1 <n, )\l>0.

(i4) V1 <1 <r, (" est du signe de (—1)Pr+atFprtr=t,

(4ii) Vr + 1 <1 <m, ul" est du signe de (—1)Pr+1tFtp-1ti=rtl,
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5.6 Calculs pour des familles de polynémes

5.6.1 Les polynomes de Jacobi

Rappelons brievement ce dont nous avons besoin.
Les polynomes de Jacobi vérifient la relation d’orthogonalité

1
/ P POA ()1 + 2)P(1 — 2)%dx = 0 (5.1)
-1
pour i =0,....,n—1 (> -1, > —1).

La mesure positive est donc ici (1 + 2)°(1 — x)%dx.

Ils comportent comme cas particuliers les polynomes de Legendre (P, = Péo’o)), les polynomes de
Tchebycheff (T, = P{™/*7/?) et les polynomes de Gegenbauer (C¢ = ¢ p{e~1/2=1/2))

ona pea) = (M1 ) e ey = o (717,

Le coefficient du terme de plus haut degré de P st
1 < 2n +a+ 3 )

2n n
Ainsi, on a

pled) _ 1 ( n+a+f ) Aap _ L T@Ctatf+l) @p _ 1 AH)

on n " T D+ O)I(ntat@) " n

ou A,(f’ﬁ ) est unitaire.

Si on reprend la quadrature de Gauss-Radau, nous avions trouvé

A (q) An — 19 (q)
Bnl_'_@nl:Bnl_L: n+1
+ + + A;a’ﬂ)(a) + A%aﬁ)((n
ou Aﬁﬁf) = (2 + Bpy) A — € ALY et Ryi11 = Aﬁ?) + a1 A 1e polynome quasi-
orthogonal d’ordre 1 généré par la méthode de quadrature de Gauss-Radau avec a = —1.
A(a75)<_1) Aa»ﬂ)(_l)
AiHSiiBn 1—|—an1:Bn 1—L: nlL
+ + + Ag{lﬁ)(—l) + A,(Ia’ﬁ)(—l)
o o o 1 a 1 Cn o
Comme Agﬁf) = (x—i—BnH)A% ’ﬂ)—CnHAT(l_’f), on a PT(L+’16) =(x+ Bnﬂ)—P?Ea’m _ Il Pé_’lﬁ)
Hn+1 Hn, Hn—1
d’out ’ i
— PO = (z + Bupr) P — Cosr ’_‘lpﬁ’? (5.2)
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En prenant dans (5.2) x =1 et = —1 on arrive a
a, - a, o - a, a,
B P (1) = Coa 2 PP (1) = o plo P (1) — PP (1)
Byt PP (=1) = Cpa o PP (—1) = (o LYY (—1) + PP (1)

ko | BP(1) PP
bt | PO (1) P (1)
On a ko1 _ 2F(2n+a+ﬁ— DE(n+ DI'(n+a+f3) _ 2n(n+a+ 0 —1)
kn Fn)I'n+a+8-DI'Cn+a+6+1) Cnt+a+p0)2n+a+p-1)

Apres simplifications, on trouve que le déterminant du systeme est

(—1)" Cn+a+B-1)2n+a+6)T(n+ a)l(n+pB)
2uln+ a6~ D0+ DE@T@)T (D)

Par les formules de Cramer, on trouve

Inn+a)(n+p)(n+a+5—1)
Cn+a+8+1)2n+a+0)22n+a+5-1)

AYD(1) g, POT(-1) @nta+B8)2nt+a+f-1)

Le déterminant du systeme vaut —

On+1 =

De plus = ==
P AT s PP (1) 2(n+a+B—-1)(n+p)
Ainsi 8
AV (1) 2n(n + )
+1 1 Qpga HA?({I’B)(—U Cn+a+8+1)2n+a+ 5)

(coefficient qu’on retrouve dans le déterminant définissant le polynéme quasi-orthogonal)
5.6.2 Les polynomes de Laguerre
Les polynomes généralisés de Laguerre vérifient la relation d’orthogonalité suivante
+oo
/ ' LY(z)x“e *de =0, i=0,..,n—1, a>-1, n>1
0

On a aussi ’écriture :

T n n r 1
Lz(x) _ le d_(anraefaz) — %Z(_l)nfk < Z ) <n+06+ ) xnfk’ n Z 0.

n! o dz™ n!

(_1)nAa

On notera L, = A

D" o _ « _ntatl(=1)"
An—|—2 - n+1 n
(n+2)! n+2 (n+1)! n+2 nl

Ay ,=(@—-2n—a—-3)An,, —(n+a+1)(n+1)A7

(-1

Ainsi : (—x+2n+a+3)
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Donc B,41 = —2n —a — 1.
A7 1(0) Ly41(0)
= N o —a—1 N2t o —1 + 1= —n.
Byni1+ ans1 = B +(0) n—ao« +(n+1) +(0) n—ao« +n+ o+ n
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Chapitre 6

Positivité des poids dans les méthodes
généralisées de (Gauss-Radau et
Gauss-Lobatto

Nous allons considérer les méthodes généralisées de Gauss-Radau et de Gauss-Lobatto.
Ces méthodes généralisent celles de Gauss-Radau ou de Gauss-Lobatto que I'on a pu étudier dans
le Chapitre 5 dans le sens ou elles font intervenir les valeurs en l'une ou les deux extrémités de
'intervalle d’étude (suivant que 'on soit sur [a, b] ou [a, +00[) ainsi que celles des dérivées succes-
sives en ces points jusqu’a un ordre fixé r — 1.

Les formules généralisées de Gauss-Radau sont des formules de type-Gauss, c’est-a-dire que le
degré d’exactitude de la formule est aussi grand que possible. Elles sont de la forme

40 r—1 n
fdo =" AP O a) + 3" Aef(ue) + Ra(f)
e k=0 k=1

ou r > 1 est la multiplicité du noeud a et da une mesure positive (bornée ou pas) dont le support
est contenu dans [a, +00.

On veut que le reste R, (f) vérifie : Vf € Py, _14,[x]|, R,(f) = 0.

Ici, IP,, désigne 'espace vectoriel des polynomes réels de degré < m.

Les noeuds intérieurs y;, et les poids Mg, )\és) dépendent de n et de r.

On sait que (d’apres I’étude faite au paragraphe 5.5) les noeuds y; sont dans l'intervalle ]a, +00|
(en tant que racines d’un polynéme orthogonal par rapport a la mesure modifiée (z — a)"da sur
Ja, +00]).

Pour les formules généralisées de Gauss-Lobatto le support de la mesure da est contenu dans

97

© 2008 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



These d'Hédi Joulak, Lille 1, 2007

un intervalle fini [a, b], a < b, ce qui nous donne

[ay

r—

b r—1 n
/ fdo =" AN O @) + 37 Nef () + D (DA O 0) + Ra(f)
a k=0 k=1

0

B
Il

ou r > 1 est la multiplicité des noeuds a et b, et da une mesure positive dont le support est contenu
dans [a, b].

On veut que le reste R, (f) vérifie : Vf € IPy,_149-x], Ru(f) = 0.

On sait que les neeuds yy, sont dans ]a, b[ (en tant que zéros d’un polynéme orthogonal par rapport
a la mesure modifiée (z — a)" (b — x)"da sur (a,b)).

Pour ces deux types de méthode, il est connu que [20, Theorems 3.9 and 3.12] tous les poids
internes, A\, sont strictement positifs. W. Gautschi a également montré que tous les noeuds de
ces méthodes étaient strictement positifs pour le cas r = 2.

Le cas r > 2 est resté ouvert mais des tests numériques ([18]) ont pu montré que ces noeuds
restaient strictement positifs pour les mesures généralisées de Jacobi et de Laguerre ou ’on faisait
varier le ou les parametres définissant ces mesures ainsi que le degré n et 'ordre de multiplicité r.

Par des arguments utilisant des techniques d’algebre linéaire, et par une approche mettant en
avant I’évaluation du signe plutot que la caractérisation propre des poids par le calcul, nous allons
montrer que pour ces deux méthodes tous les noeuds sont bien strictement positifs.

L’idée essentielle repose sur le fait que nous transposons le probleme de la recherche des signes des
différents poids en introduisant la recherche d’une certaine fonction qui, par ses propriétés, nous
donnera le signe d'un poids.

6.1 Meéthode généralisée de Gauss-Radau
Rappelons tout d’abord la forme de ces quadratures

—+00

r—1 n
fdo =" NP (a) + 37 Nef (i) + Rulf)
k=0 k=1

ou r > 1 est la multiplicité du noeud a et da une mesure positive.
On veut que le reste R, (f) vérifie : Vf € IPy,_14.[2], Ra(f) = 0.

Théoreme 6.1
Tous les poids de la méthode généralisée de Gauss-Radau sont strictement positifs.
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Preuve .
e Pour le signe de \; (1 <1 <mn), on prend f(z) = (z — a) TH (x —yp)* et on a
=y
fa+°o($ —a)" [Th=1(x — yx)*da
AN = i > 0.

— ) TI™ _ 2
(y — a) Hiz;%(yl Yk)

On a ainsi la stricte positivité des poids A; pour 1 <[ < n.

e Pour montrer que )\ S 0, avec 1 <1 < r, il nous suffit de trouver une fonction f € Py, _1,,[7]
telle que
+00
— (H1) f > 0 sur [a, +oo[ (ce qui nous donnera fda > 0)
() f(@) = - = frD(a) = fOHD(g) = 7 = D (a) =0
— (Hs) VI <l<mn, f(y)=f(y) =0
— (Ha) f"(a) > 0
Considérons la forme f(x) = (x — a)"'P?(x)R;_1(x) o R;_; est la (I — 1)-éme somme par-

n

1
tielle du développement de Taylor de la fonction T2 au point a et P(z) = H(Jc — Yi).
i=1

i (x —a)* 1 (k)
On peut alors écrire R;_1(z) = E < )
LN G O =

Nous allons vérifier que cette fonction satisfait bien toutes les hypotheses (H;) qui nous ameéneront
a la stricte positivité des poids /\ v,

Pour la vérification de (H;), montrons dans un premier temps que le polynéme R;_; est posi-
tif sur [a, +oo[. Pour ceci, voici un lemme

Lemme 6.1
Pour tout polynome P unitaire de degré n > 1 avec n racines > a, et pour tout entier k € IN, on

¢ 1 (k)
— >0
<P2 (13) > [z=a]
Preuve
On va procéder par récurrence sur le degré n de P.
1 1 (k) (=1)k(k + 1)!
— pour n =1, on a P2(x) = @ —ay et donc <P2(:c)>[a:=a] = W >0cara—a<0.

C’est donc vérifié.
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— Supposons la proposition vraie a ’ordre n fixé, et montrons-la a ’ordre n + 1.
Soit Q(x) = (r — a)P(x) ou P est de degré n et a n racines > a, et on prend a > a.

On a avec la formule de Leibniz

1 \® 1 (k) b 1\ 1
<Q2—(x)> o= ((x - Oé)2p2(.ilj')>[:ca] h lz:; C <P2—(a;)> [v=a] <(x —)?

(k)

Pz;(i’f)) [z=a]

La positivité des quantités (

Ry (car  —a > 0) sur [a, +oo[. Et ainsi f est bien positive sur [a,

Les conditions f(a) = ---

>0. 1

> 0 nous donne trivialement la positivité du polynome

= fr==Y(a) = 0 dans (H,) sont immédiates car on a un facteur
(x — a)""! dans f. Reste a vérifier que fC~+Y(a) = ... = fV(a) =

Pour ceci, remarquons tout d’abord que R;_; étant la ({—1)-éme somme partielle du développement

(k)
1 1
de Taylor de — p7 au point a, on a R (a) = < 2(x)>

r— l+s = a] L
_ (r—l+s) (k)
OnaVs=1,...,1—-1, f (a) = l+s (x—a)" -
= 08 l+s< Z)'<P2Rl iz >>;> u
Or (P*R,_y( ch (P)Y® (a)R" P (a Zc’f (P2

(PZRl_l ($))(T—l+5—k)

[z=a]

) (s—k)
[z=a]

(s)
1
(P2 X ﬁ( )) = 0 d’apres la formule de Leibniz.

[z=a]

Des lors, toutes les quantités fU~+Y(a),..., f""Y(a) sont bien nulles, et I'hypothese (Hs) est

bien vérifiée.

L’hypothese (H3) est clairement satisfaite car les y; sont des racines doubles dans f.

Pour la validation de la derniere hypothese, il nous faut la valeur de f

On a f9(a) = (r — )!P*(a)R;_1(a) = (r —1)! > 0.
L’hypothese (H,4) est ainsi bien satisfaite.

=0 (a).

En conclusion, nous avons mis en exergue une fonction f vérifiant toutes les hypotheses (H;),

ce qui nous implique la stricte positivité des poids )\((Jrfl), 1<i<r.
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6.2 Meéthode généralisée de Gauss-Lobatto

Rappelons tout d’abord la forme de ces quadratures

r—

b r—1 1
[ rda =30 1) + Z MeS () + S (1A, FO(B) 4 Ry f)
a k=0

k=0

ou r > 1 est la multiplicité des noeuds a et b, et da une mesure positive.
On veut que le reste R, (f) vérifie : Vf € IPy,_149-x], Ru(f) = 0.

Théoréme 6.2
Tous les poids de la méthode généralisée de Gauss-Lobatto sont strictement positifs.

Preuve .
e Pour le calcul de A; (1 <1 < n), on prend f(z) = (x —a)" 7"1_[ (x —yp)? et on a
=
J 7@ = a) (0= 2) [Tz (v — y)Pda
A = k7 — >0.
(v —a) (b= w)" [Te=1 (0 — )
leAl
On a ainsi la positivité des poids \; pour 1 <[ < n.
e Pour le signe des poids )\ , 1 <1 < r, il nous suffit de trouver une fonction f € Py, 9, 1[2]
telle que
b

— (Hy) f > 0 sur [a,b] (ce qui nous donnera [ fda > 0)
= () f(a) =+ = 07 0(a) = FOHD (@) < - = 0D (a) =0
— (M) f(b) == f0=D(b) =0
— (Hy) VI<1<mn, f(y) = f(y) =0
— (Hs) f0"(a) >0

Considérons la forme f(x) = (v —a)""(b—x)"P?*(x)R;_;(z) olt R;_; est la (I — 1)-éme somme par-
1 n
tielle du développement de Taylor de la fonction = +— b2y au point a et P(x) = H(m — ;).
-1

On peut alors écrire Ry_; () Z(x_&)k< : )(k)
1 peut alors ecrire 1—1\T) =
! L (b—2) P(x) ),y

Nous allons montrer que cette fonction vérifie toutes les hypotheses précédentes.

L’hypothese (H;) est satisfaite car R;_; est positif sur [a,b], et ceci grace au lemme suivant
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Lemme 6.2
Pour tout polynome P unitaire de degré n > 1 avec n racines > a, et pour tout entier k € IN, on

a (k)
(GﬁfE%?5G5>mml>o

Preuve
Procédons par récurrence sur le degré n de P.
— Pour n = 1, on va distinguer le calcul suivant la parité de r.

) (*) ] (k)
: _ / _ ) S
Pour r pair (r = 2r'), on a ((b—x)’“(:c—oz)2) = (((a:—b)’”'(x—a))Q) > 0 d’apres le

=] fv=a]
Lemme 6.1.
] (*) ) (*)

Pour r impair r:2r’+1,ona( ) :( - >
< )k 0= aF )y~ =BGy

1 (k) 1 \O TN ) l! NG
= —-- = C! = C! >0

<Q2(I)(b_x)>[x:a] ; k(b-l‘)[x =al <Q2( ))[m al ; k(b—a)l“ (Q2<J]>>[m:a]

d’apres la formule de Leibniz.

Et grace au Lemme 6.1, on a la positivité de cete derniere somme, et le cas n = 1 est donc vérifié.
— Supposons la proposition vraie a ’ordre n et montrons-la a I'ordre n + 1.

Soit Q(z) = (r — a)P(x) ou P a n racines > a et o > a.

On a a l'aide de la formule de Leibniz

(chzm) :)a] - ((b — ) ( - 0)2P2(z) ) ja]

-y ((b e a>2) ) (P;u) e

[e=a] [e=a)
(k=0)

!
O]
1
car ((b ) (- a)z) - > (0 d’apreslecasn =1et (—P2(Qj)) ~ 0 d’apres le Lemme 6.1,

[z=a]

Les conditions f(a) = --- = f"~=1(a) = 0 sont satisfaites car on a un facteur (x —a)"~' dans f.

Pour les autres, remarquons tout d’abord que Rl(ﬁ)l(a) = (m) :):a]

Ona,Vs=1,...,1—1, fC=*9)(q Tis l+s< T — a)“l) E:):a] ((b — x)TP2Rl_1(x))g;Zs_k)
=, (=) ((b . x)”PQRll(x)>§): =0

car ((b 2) PRy ) Z ck( )" P (x ))E:)G]Rl‘sz‘“’(a)

) (s—k)
= Z CH((o~ 2y P >>;)a] (W)

[z=a]
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(s)
1
= ((b — )" P?*(1) x m) = 0, d’apres la formule de

[x=a]
Leibniz.

(H2) est ainsi bien vérifiée.
(Hs3) est satisfaite car on a un facteur (b — )" dans f.
(H,) est justifiée car y; est une racine double dans f.

Pour (Hs), il nous faut la positivité de £~ (a).
On a f9(a) = (r — )!(b—a)" P*(a)R;_1(a) = (r —1)! > 0.

En résumé, toutes les hypotheses sont satisfaites et on a ainsi la stricte positivité des poids /\g_l).

e Pour la positivité des poids )\5;_1”, avec 1 < [ < r, il nous suffit de trouver une fonction
f € ]P2n+2r71[x] telle que

— (H,) f est du signe de (—1)"! (ce qui nous donnera /b fda du signe de (—1)"7!)
— (Ha) fla)="---= (T—l)(a) “

— (Ha) F(b) = -+ = [rD(B) = ft0(p) = . = D)

— (H) V1< 1<, f(u) = F'lu) = 0

— (Hs) fOD(b) >0

Considérons la forme f(z) = (v —a)"(z —b)" "' P*(2) R;_1(z) ot R;_; est la (I — 1)-éme somme par-

1
au point bet P(x) = H(x — Yi).

tielle du développement de Taylor de la fonction z — ———————
(z—ay P*(x)

l

-1 (k)

. (z — b)* 1
On peut alors écrire Ry (z) = :
perd2 (@ —a)"P*(z) ) oy

Montrons que la fonction f proposée vérifie bien toutes les hypotheses nécessaires.

Pour satisfaire (H;), voila tout d’abord deux lemmes

Lemme 6.3
Pour tout polynome P unitaire de degré n > 1 avec n racines > a, et pour tout entier k € IN, on

! NG )
—_— du signe de (—1)
().

Preuve
Faisons une récurrence sur le degré n de P.
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1 \% —1)F(k +1)!
— Pour n =1, on a (avec a > a) <m> - - % qui est du signe de (—1).
— Supposons le résultat vrai a ’ordre n et montrons-le a 'ordre n + 1.

Soit Q(x) = (z — o) P(x) ou P a n racines > a et a > a. Par la formule de Leibniz, on trouve

| ® k1 \O NG )
( Sy >>[m ) Z Ch (PQ—(ZE)) - (m) - qui est bien du signe de (—1)" car

=0

fa=t] (@ —a)? )y

(1) (k—1)
1
( ) est du signe de (—1)" par hypothese de récurrence et (—2) est du signe
()
)E=t d’apres le cas n = 1. La récurrence est donc faite. il

Lemme 6.4
Pour tout polynome P unitaire de degré n > 1 avec n racines > a, pour tout k € IN et r €

IN—{0,1}, on a
. (®) )
—_ du signe de (—1)
<(17—-a)rf°20f))[xm

Preuve
Montrons ceci par une récurrence sur le degré n de P.
— Pour n =1, avec a > a, on va distinguer suivant la partité de r.

1 ®) ] ®)
Pour r pair (r = 2r’), on a ( ) = ( - ) du signe de
(z —a)(z —a)* ),y (z—a)"(z—a))*) [,y

(—1)* d’apres le Lemme 6.3.

e 127 000 (5 t—5) = (=)

) () () e )

Cette derniere somme est bien du signe de (—1)* car chacun des termes de celle-ci 'est d’apres le
Lemme 6.3.

— Supposons le résultat vrai a ’ordre n et montrons-le a 'ordre n + 1.

Soit Q(z) = (r — o) P(x) avec P ayant n racines > a et a > a.

On a, en appliquant la formule de Leibniz,

1 (k) k z 1 0 1 (k1)
= E ESSTPRY i est bien du signe d
((93 — G)T(x - 04)2P2) [x=b] =0 Ck (($ - a)T(a: - a)2> (PQ(x))[xb] quiest bieh du signe de

(—1)* grace au cas n = 1 et a ’hypothese de récurrence. La récurrence est terminée. W

(k)
1
Ainsi les quantités <W) sont du signe de (—1)*. De plus les (z — b)* sont du signe
r—a)" T
[w=1]

de (—1)* également car x € [a, b].
On peut alors conclure que R;_; est toujours positif sur [a, b] et qu’ainsi f est du signe de (—1)""
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(car f est du signe de (x — b)").
L’hypothese (Hz) est évidemment vérifiée car on a un facteur (x — a)” dans f.

Les conditions f(b) = --- = fU==U(b) = 0 sont données par la présence du facteur (x —b)"~! dans

f.
r—Il+s (k

Aussi, Vs =1,...,1—1, fr=H9(p Z l+s< x — b)’ﬂ*l)

(r—l+s—k)

((x - a)rzﬂR,,l(x))

= fe=t]

(s)

le=b]

= Cipulr = D!((@ = @) PR (2))

Or <(x—a) P2R,_.( ) Zok( a) P2(x ))S):b]Rl(i‘l’“)(b)

(k) 1 (s=H)
S oy ——
( )[g;:b] (@ = a)"P*(2) ) [,y
Ainsi, Vs =1,...,1—1, '~ l+5)(b) =0, et on a bien (H3).
(H,) est trivialement vérifiée.
Et (Hs) est donnée grace a fU=0(b) = (r — 1)!(b — a)" P*(b)R;_1(b) = (r — 1)! > 0.

Toutes ces hypotheses vérifiées par f nous impliquent la stricte positivité des poids /\n 1<
|
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Conclusion

Il est toujours difficile de mettre un terme a un travail de recherche. Il faut pourtant, pour une
these, respecter cette regle du jeu et savoir donner le bilan et les ouvertures possibles de ses tra-
vaux.

Bilan

Je me suis penché, pendant ces années de these, sur I’étude de ces polynomes quasi-orthogonaux
tant par leurs formes, leurs comportements, leurs caractéristiques que par leurs applications.

Le fil conducteur dans les démonstrations de ma these a été de savoir quelle forme ou ca-
ractérisation de ces polynomes utiliser.

Le fait d’avoir écrit un polynome quasi-orthogonal a I’aide d’un déterminant m’a permis de sonder
le coté plus algébrique de cette notion de quasi-orthogonalité et d’en tirer des résultats nouveaux
sur leurs zéros entre autres.

J’ai pu ainsi générer de nouveaux théoremes pour les ordres 1 et 2 et j’ai méme pu flirter avec les
zéros de l'ordre 3.

L’ordre quelconque a été également sujet a la caractérisation de la place du premier et du dernier
7€r0.

Un résultat non trivial que I'on a mis en exergue est qu'un polynome quasi-orthogonal d’un ordre
donné avec toutes ses racines réelles et distinctes existe.

En fait, ceci provient d’un fait plus général mis en avant avec une construction possible que nous
avons donnée au paragraphe 2.2. On peut trouver des polynomes quasi-orthogonaux avec un choix
des multiplicités de ses racines assez libre (cette zone de liberté étant controlée par le polynome
générique I1,,).

Me reposant sur des techniques d’algebre linéaire, j’ai pu mettre en avant un ensemble générateur
pour obtenir des polynomes quasi-orthogonaux d’un certain ordre et par rapport a une mesure
donnée. Cette derniere nous suggere, pour un polynome quasi-orthogonal d’ordre r de degré donné
et par rapport a une mesure positive donnée, de trouver r + 1 polynomes quasi-orthogonaux de
méme degré et par rapport a la méme mesure pour donner une décomposition unique.

Nous avons mis ceci en pratique pour les polynomes de Jacobi et de Laguerre-Sonin. J’ai ainsi
obtenu de nouveaux entrelacements entre leurs zéros et de nouvelles relations de récurrence.

Les deux dernieres parties de ma these portent sur I'application aux méthodes de quadrature.
J’ai pu montrer le lien étroit entre les zéros des polynomes quasi-orthogonaux et les noeuds de ces
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méthodes de type-Gauss.

Je me suis également arrété sur 1'étude de la stricte positivité des poids pour les méthodes
généralisées de Gauss-Radau et de Gauss-Lobatto. Ce sujet avait été laissé comme question ou-
verte par W. Gautschi et j'ai pu, apres avoir exploré différentes pistes et finalement choisi une
piste assez constructive, y répondre.

Perspectives

Il me reste, a présent, a présenter les zones que j'ai laissées plus ombragées ainsi que les fu-
turs travaux générés par ces résultats.

— Dans un premier temps, je pense que 1’étude des zéros de ces polynomes quasi-orthogonaux, et
plus particulierement pour des petits ordres, proposera encore de nombreux articles.

Il y a deux voies a explorer : la recherche d’une condition suffisante (voire nécessaire et suffisante)
pour l'existence d’'un maximum de racines réelles et distinctes et la localisation de celles-ci en
exploitant les entrelacements éventuels avec d’autres polynomes.

Rappelons que la recherche d’une condition suffisante, méme dans le cas général, d’existence de
toutes les racines réelles et distinctes n’est pas vaine apres I’énoncé du Théoreme 3.27.

— Une piste déja explorée par W. Gautschi mais a laquelle on pourrait, en s’appuyant sur notre

dernier chapitre, donner des avancées est celle de I’approximation par des splines.
-1 m+1
(+tm+1f(m+l)(t)dt olt m est le degré de la spline, et le
m)!

support de dAI™ coincide avec l'intervalle sur lequel f doit étre approximée.
n

La mesure considérée est dA\™(t) =

Si I'intervalle est représenté par IR, alors la spline a la forme s, ,,(t) = Z ap(ty — 1)
k=1

ot uy(t) = max(0,u(t)) et tx > 0 sont les noeuds de la spline.
Le probleéme est de trouver, sur IR, un polynome s,, ,, tel que

/]R+ ) 8 m(t)dt = /]R+ 7 f(t)dt

pour j =0,...,2n — 1.
On veut donc trouver un polyndéme qui a les mémes 2n premiers moments que f.
Ce probléme a une solution unique si la mesure dA\™ admet une formule de quadrature de Gauss

/ g (1) = 3 Ag(yE)
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olt g € Py, _; et telle que y& > 0.

Sur U'intervalle compact [0, 1], nous pourrrions ajouter un polynéme p € IP,, a la spline s, ,, et
n

considérer s, ,,(t) = p(t) = Zak(tk 1)1, 0<t <1, t €)0,1].

k=1
On peut alors s’intéresser au probleme suivant :

1 1
/ 1 8 m () dt = / tf(t)dt
0 0
pour j =0,...,2n+m.

Cette fois-ci, nous considérons les 2n+m+ 1 premiers moments car nous avons a notre disposition
m + 1 parametres supplémentaires (donnés par les coefficients de p).

W. Gautschi nous dit alors que ce probleme a une unique solution si et seulement si la mesure
dA\™ admet une formule généralisée de Gauss-Lobatto avec les bornes affectées de la multiplicité
r=m+ 1.

Nous pourrions voir en quoi la stricte positivité des poids de cette méthode influe sur le résultat
de la spline.

Déterminer s, ,,, tel que

— Une autre notion étroitement liée aux méthodes de quadrature est celle d’approximants de
Padé (ce qui a déja été mis en lumiere dans [2]).

+o0o
On se donne une série formelle f(t) = Z cit', ¢; € IR.

=0
Les approximants de Padé sont des fractions rationnelles qui vont coincider avec f le “plus long-
temps possible”.

: 1
Soit ¢ une forme linéaire telle que ¢(z') = ¢;, on a ainsi f(t) = ¢ (1 t)'
-z

On peut construire une premiere sorte d’approximant, les approximants de type Padé, on a

(p/a)s(t) = f(t) = O("*Y).

On a comme erreur

F6) = (Pla)s(0) = S ().

On a donc pour le moment une erreur de l'ordre de O(¢P*1).
De la, on va pouvoir augmenter l'ordre de I’approximation ; pour cela, on écrit

pt1 g
f@) = (p/9);(t) = g(—t)c(p“’“) (v(x)(l ot 2?7t _txt)> .

Pour augmenter la précision, on va choisir alors v tel que ¢~ (z%v(x)) = 0 pouri = 0,...,q—1.
Donc v est un polynéme orthogonal par rapport & la nouvelle forme linéaire ¢?~9*1) et on a sous
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ces conditions un O(tP+et1).

On a alors un approximant de Padé, que lon écrit [p/q];(t) = f(t) + O(tPTet1).

On s’intéresse a présent a la construction d’approximants de type Padé d’ordre supérieur au degré
du numérateur. Ainsi si le numérateur est de degré p, (p/q)¢(t) doit coincider avec la série plus
loin qu’en t? ('erreur doit étre au moins un O(*1)).

Ona f(t) — (k= 1/k)(t) = ——c ( v(@) )

u(t 1 —uxt
On va imposer, en suivant la( I)néme idée que pour construire les approximants de Padé, que
c(z'v(z)) =0 pour i = 0,...,m —1 < k — 2 (on ne prend pas k — 1 car on retombe sur le cas
précédent).
On a ainsi

ktmfamy(x
)= =1/ = e (1)) — ofem

Et notre polynome v est quasi-orthogonal par rapport a ¢ et d’ordre k — m.

De méme avec (p/q);(t) et en imposant c?P~4+(ziv(x)) =0 pour i = 0,...,m — 1 < g — 2.

v est ici un polynéme quasi-orthogonal par rapport & la forme linéaire ¢~ et d’ordre ¢ — m.
On pourrait alors de la méme maniere mettre en évidence le lien entre les approximants de Padé
partiels et voir I'influence des zéros du polynome quasi-orthogonal les générant sur la convergence
de ceux-ci.
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Notations

a est une mesure positive telle que l'intégrale py = / ’ da existe et soit finie.
a
A, est le polynome orthogonal par rapport a la mesure « sur [a, b] unitaire et de degré n
x; 1, sont les zéros du polynome Ay
B, et C,, sont les coefficients de la relation de récurrence a trois termes vérifiée par A,
{Ag{)}n est la famille de polynomes généralisés d’ordre k associée a la famille {A,},, (@, = AD)
P,Ea’ﬁ ) est le polynome de Jacobi que ’on choisira normalisé
L& est le polynome de Laguerre-Sonin que 1'on choisira normalisé

R, est le polynéme quasi-orthogonal par rapport a la mesure « sur [a,b] d’ordre 7, de degré
n et unitaire

n
i=n—r

¢in sont les coefficients se trouvant dans la décomposition de R, suivant la famille {A;}
Rm est le k-eme polynome généralisé associé a R,, ,
IT,, est un polynome générique de degré m > 1

| ] est la partie entiere de x

S, est 'ensemble des polyndmes quasi-orthogonaux d’ordre r par rapport a la mesure « sur [a, b]
et de degré n

A,
An—l

IP,, est I'ensemble des polynomes a coefficients réels et de degré < m

fn:
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