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 7 Résumé 

 

ELFI : Calculateur électromagnétique pour l’établissement de schémas électriques 

équivalents aux interconnexions “cuivre” couplées et pour la caractérisation des 

matériaux 

 

Résumé 

Les travaux décrits dans ce mémoire concernent la mise en œuvre d’un code de calcul 

électromagnétique d’éléments finis à éléments d’arêtes nommé ELFI, et ce, en deux dimensions. Après 

une importante phase de validation, la méthode des éléments finis est, dans un premier temps, appliquée 

à l’étude de trois, cinq et huit interconnexions “cuivre”, à pertes, constituant les différents niveaux de 

métallisation d’un circuit intégré.  Les schémas électriques équivalents à ces trois systèmes sont ensuite 

implantés sous SPICE pour étudier les évolutions des temps de montée et de retard de propagation des 

signaux ainsi que le comportement de la diaphonie. Ceci est effectué en fonction de la distance séparant 

les connexions et en fonction de la nature des matériaux remplissant les zones de couplage. L’influence 

des lignes passives (les victimes) est alors clairement identifiée en présence d’une ligne active (l’agresseur) 

et réciproquement. Notre code de calcul est ensuite modifié puis adapté pour constituer une aide à la 

détermination de la permittivité diélectrique complexe du titano-zirconate de plomb (le PZT) dans la 

bande 1 à 26 GHz.  Les impacts du posé des pointes de mesure, de la conductivité des métallisations 

coplanaires, de la variation de l’épaisseur de la couche de PZT ainsi que celle du tenseur de permittivité du 

substrat saphir qui supporte les lignes sont, tour à tour, analysées. Cette étude de sensibilité montre que 

l’on détermine, à ce jour, pour ce matériau polycristallin sans orientation particulière une permittivité 

relative de l’ordre de 1500 à ± 5% dans le meilleur cas de figure. 

 

 

ELFI : An electromagnetic software for the extraction of electrical elementary cells 

equivalent to multi-coupled lines system and for material characterisation 

 

Abstract 

The work described in this report concerns a full wave 2D vector finite element method and its 

implementation in the Matlab environment. After various validation steps, our software named ELFI is 

firstly used to study the electromagnetic behaviour of a set of three, five and eight lossy copper 

interconnects of sub-micron sizes in mutual interaction. An extraction tool gives the electrical equivalent 

circuit of the elementary cell equivalent to the three, five and eight coupled lines cases in order to estimate 

signal integrity such as risetime, propagation delay and crosstalk. The proximity effects of several 

neighbour victim lossy interconnects on a single attacker are then analyzed and vice-versa. In a second 

part, we modify our software to predict, from [S] parameters measurement and propagation constant 

extraction, the complex permittivity of PZT thin film. The sensitivity to the location of the probes, the 

thickness of the film, the conductivity of gold metallization, and to the tensor of sapphire substrate which 

support the coplanar lines is undertaken. It shows that, for such polycristal materials, the relative 

permittivity reaches the value of 1500 with 5% variation for the best case. 
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 17 Introduction générale 

Introduction générale 

 

Le besoin d’applications nécessitant des opérations de traitement de signal ne fait que 

s’accroître. Cela requiert, par voie de conséquence, la mise en œuvre de processeurs 

numériques de calcul de plus en plus performants, de dimensions de plus en plus réduites et 

qui, pour être implantés dans les systèmes portables, doivent consommer peu d’énergie. 

Ainsi, il faut dès le départ, résoudre l’équation, poids, puissance de calcul, 

consommation. Cette problématique s’articule, aussi, autour d’un accroissement des 

fréquences d’horloges et de la densité d’intégration ; le tout accompagné d’une réduction 

drastique de la tension d’alimentation. Ces deux triptyques constituent le fil conducteur de 

toutes les innovations qu’il faut réaliser dans le domaine de la microélectronique Silicium. 

Jusqu’à peu encore, loi de Moore et groupes de travail de “l’International Technology 

Roadmap for Semiconductors” (ITRS) cadençaient le rythme des avancés technologiques 

réalisées par les chercheurs et les ingénieurs [1] [2]. 

L’avènement de la technologie du “cuivre”, en lieu et place de l’aluminium chez IBM 

en 1997, et la confection, depuis peu, de transistors de longueur de grille de 35 nanomètres 

ont bouleversé totalement la hiérarchie des problèmes à traiter, y compris dans la confection 

des mémoires. Signalons qu’un millimètre de connexion dans la technologie des transistors 

35nm induit un retard cent fois supérieur au temps de réaction du transistor lui-même [3]. 

Quant aux mémoires réalisées dans cette technologie, elles doivent être de plus petites 

dimensions et beaucoup plus rapides [4]. 

Pour faire sauter les verrous qui freinent la progression escomptée dans le circuit 

intégré numérique, il faut : 

Soit, modifier la nature des matériaux entrant dans la conception de ces nouveaux 

circuits [5].  

Soit, repenser la topologie du circuit ; ce que l’on appelle son architecture. 

Les grands fabricants mondiaux ont bien compris ce dernier point puisqu’ils proposent, à ce 

jour, des entités à deux et quatre cœurs de processeur sur la même puce [6] [7]. Que vaut 

encore la loi de Moore dans un tel contexte ? C’est une question que l’on peut se poser. 

Quant à la modification de la nature des matériaux, ce n’est pas tant celle métallique de la 

connexion qui va changer, mais plutôt celle des matériaux diélectriques enrobant les 

connexions cuivre. Des matériaux innovants comme ceux à faible et très faible constante 

diélectrique (les matériaux lowk et ultra-lowk) sont mis au point à l’heure actuelle pour 

réduire les couplages entre lignes tout en accroissant la densité d’intégration. A l’opposé, 
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nous avons absolument besoin de matériau à très forte permittivité pour la confection, entre 

autre, des mémoires mais également afin de réduire les dimensions. 

Ainsi, les progrès réalisés dans les performances à venir sont liés, d’abord, à la confection 

de matériaux nouveaux mais aussi à la modélisation des phénomènes induits du fait de 

l’intégration de ces matériaux innovants dans les dispositifs à concevoir. 

Pour notre part, nous nous situons dans la seconde thématique ; celle de la modélisation. 

Les travaux que nous décrivons dans ce mémoire concernent deux axes. 

 

� Le premier s’articule sur la modélisation électromagnétique des 

interconnexions “cuivre” de dimensions inférieures ou égales au micromètre situées 

dans les circuits intégrés numériques, et ce, en présence de matériaux différents de 

l’oxyde de silicium. Pour être plus précis, notre objectif réside dans l’étude d’un système 

de trois, cinq et huit interconnexions cuivre dont une illustration générale est proposée à 

la figure 1. Compte tenu de l’accroissement des fréquences de fonctionnement et de la 

réduction du temps de montée des signaux correspondants, une impulsion de 40ps de 

temps de montée et de fréquence 1GHz requiert un développement fréquentiel qui s’étend 

jusqu'à 25GHz pour sa reconstitution en série de Fourier. Le système d’interconnexion 

doit donc être étudié comme un guide d’onde. 

 

 

 

Figure 1 : Représentation schématique de trois niveaux d’interconnexions d’un circuit numérique 
moderne 
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� Le second axe s’appuie sur le dénominateur commun qu’est, sans conteste, le 

matériau qu’il soit “lowk” pour réduire le couplage entre les lignes, ou à très forte 

permittivité pour la confection, entre autre, des mémoires, comme nous l’avons signalé 

auparavant. Pour cette raison, nous proposons une méthode, mais aussi une aide à la 

caractérisation électromagnétique des matériaux déposés en couche mince qu’ils soient à 

faible ou haute permittivité. Comme nous mettons implicitement l’accent sur le matériau, 

il faut pouvoir traduire le mieux possible la problématique actuelle. Les matériaux qui 

vont constituer la section droite de nos structures de propagation sont donc à pertes 

diélectriques ou métalliques, mais aussi pourquoi pas, supraconducteurs. Ils peuvent, 

entre autre, présenter une anisotropie qu’elle soit diélectrique ou magnétique. La quête de 

l’infiniment petit implique la mise en œuvre de dépôts en couches très minces mais aussi 

l’existence de domaines de formes complexes et de très petites dimensions. 

 

Les contraintes auxquelles notre code de calcul est confronté apparaissent dès lors 

clairement. Pour les prendre en compte nous décidons de mettre en œuvre une méthode 

d’éléments finis. Nous le savons, la complexité croissante des circuits à analyser nous 

contraint à considérer les trois dimensions d’un dispositif. Cependant, la mise en œuvre d’un 

code d’éléments finis à 3D, compte tenu de son extrême complexité, passe par l’établissement 

d’un code conçu en deux dimensions. Ce préalable indispensable qu’est la mise en œuvre de 

ce code à deux dimensions et son optimisation pour les deux applications citées 

précédemment constituent le fil conducteur de cet exposé. 

 

Ainsi notre mémoire est constitué de quatre chapitres.  

 

� Le premier est entièrement dédié aux éléments finis. Après une courte introduction 

rappelant les fondements de la méthode des résidus pondérés, nous débutons le problème 

par l’écriture des équations de Maxwell. Après avoir introduit les notions de conditions 

aux limites, nous développons l’équation de Helmholtz écrite en champ électrique sous 

forme transverse et longitudinale. Nous appliquons à ces deux formes la méthode des 

résidus pondérés. Une intégration par partie permet alors d’aboutir à la formulation dite 

faible faisant apparaître des intégrales de contour. A ce stade, conditions aux limites, de 

continuité et de bord sont applicables. Nous nous consacrons ensuite à la projection de la 

solution recherchée (le champ électrique E
r
) sur une base de fonctions d’interpolation. 

Dans ce but, nous choisissons d’abord le triangle comme élément de discrétisation de 

notre section droite puisque nous nous situons dans un problème à deux dimensions. 

L’espace de référence, les coordonnées barycentriques et l’interpolation de type nodale 

sont ensuite abordées avant d’enrichir l’élément qui vient d’être défini. Cet enrichissement 
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de la méthode de base est connu dans la littérature sous le vocable “éléments finis à 

éléments d’arêtes”, puisque des champs transverses aux nœuds sont projetés sur chaque 

arête du triangle. Nous appliquons ensuite la méthode de Galerkin aux résidus pondérés, 

ce qui revient à choisir comme fonction de pondération, les fonctions de base qui ont servi 

à construire l’interpolation du champ électrique. L’organisation matricielle, l’assemblage 

et la procédure de résolution numérique viennent ensuite conclure ce premier chapitre. 

 

� Le second chapitre de ce mémoire comporte deux volets bien distincts.  

� Le premier de ces volets est consacré à l’interface homme-machine. C’est en 

quelque sorte la description d’un petit manuel de 10 à 15 pages expliquant le moyen de 

créer une structure de propagation, de la mailler,  de lancer la recherche des solutions 

et les opérations graphiques de post traitement. Nous nous situons à ce stade aux 

frontières de l’édition d’un document du type “getting started” pour plagier la définition 

anglo-saxonne du document accompagnant la version professionnelle d’un logiciel de 

CAO moderne. Certes, nous aurions pu insérer cette partie en annexe, mais cette phase 

d’élaboration de notre logiciel est importante à nos yeux. Nous voulons, aussi montrer, 

qu’un soin tout particulier a été apporté à cette interface de façon à ce que notre code 

soit utilisable par le plus grand nombre sans avoir nécessairement une connaissance 

profonde dans le domaine des éléments finis. 

� Le deuxième volet de ce chapitre concerne les phases de validation du code que 

nous avons créé et mis au point. La première phase de test est le préalable à la mise en 

œuvre d’une aide fiable à la caractérisation des nouveaux matériaux pour la 

microélectronique. Cette première phase s’appuie sur le relevé expérimental le plus 

fiable possible de la constante de propagation complexe de lignes coplanaires, et ce, 

avec conducteur central de forme classique ou en forme de “T”. Effectué avec un 

analyseur HP8510, ce relevé fréquentiel constitue un indiscutable référentiel pour la 

confrontation avec les prédictions numériques. Ainsi, pertes métalliques, pertes 

diélectriques et prise en compte de domaines de dimensions valant le 200000ième ou le 

500000ième de la section droite totale sont validées grâce à l’expérience. Nous vérifions 

ensuite, les aptitudes de notre code à modéliser les interconnexions couplées par un 

schéma électrique équivalent par comparaison avec quelques résultats analytiques 

“remarquables”. Ainsi, notre point de départ est basé sur la mathématique liée à la 

description d’un schéma électrique équivalent de trois lignes où les tensions et les 

courants sont régis par des équations différentielles du second ordre. Ces calculs, 

consignés dans la littérature scientifique, montrent que le produit de la tension d’un 

mode par celui du courant d’un autre mode peut prendre des valeurs bien particulières. 

Nous avons poussé plus loin nos investigations en établissant tous les calculs relatifs à 
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un nombre pair de lignes soit quatre dans le cas présent. Cette étape extrêmement 

lourde nous a permis de montrer également que les produits croisés des tensions d’un 

mode par les courants d’un autre mode (les deux ayant la même parité) prennent une 

valeur bien spécifique. Tout comme précédemment, nous avons vérifié ce point mais 

sur un système de 4 interconnexions cuivre de dimension 0.8*1µm baignant dans 3µm 

de silice.  

 

� Le troisième chapitre est intégralement affecté au fonctionnement des 

interconnexions “cuivre” présentes dans les niveaux de métallisation supérieurs d’un 

circuit intégré numérique. Par fonctionnement des interconnexions, nous sous 

entendons l’étude de l’intégrité des signaux (temps de montée, de retard de propagation et 

diaphonie) au moyen d’une analyse temporelle. Nous rappelons donc les dimensions des 

connexions cuivre et les hypothèse établies pour résoudre, dans un premier temps, le 

problème électromagnétique d’un système multi-conducteurs. Ce préalable est nécessaire 

à l’élaboration d’un schéma électrique équivalent ; seule entité interprétable par Spice ou 

tout autre logiciel équivalent. Avant d’analyser l’intégrité des signaux sur 3, 5 et 8 

connexions, nous commentons les évolutions des constantes de propagations complexes 

sur un système à 8 interconnexions sans oublier les caractéristiques d’une seule connexion 

cuivre. Dans ce but, une étude électromagnétique est proposée à partir des évolutions 

fréquentielles des constantes de propagation complexes de 8 modes normaux à fréquences 

de coupure nulles. Ces évolutions des 8 valeurs propres d’un système à 8 conducteurs à 

pertes (si l’on omet celui de référence) sont commentées en basse fréquence dans leur 

comportement de mode à pertes ainsi que pour des configurations multiples de couplage 

fort, moyen et faible. Un bilan sur les amplitudes respectives des champs conclut ce volet 

électromagnétique du problème. Vient ensuite, la détermination du schéma électrique 

équivalent  d’une cellule élémentaire représentant les huit interconnexions en 

interactions. Nos résultats sont fournis sous forme de quatre matrices [R], [L], [C] et [G] 

de 64 termes chacune dans lesquelles nous vérifions quelques propriétés comme la 

réciprocité, la symétrie, mais aussi quelques règles simples gouvernant l’évolution des 

pertes. Nous établissons ainsi un schéma équivalent pour 3, 5 et 8 lignes en interaction de 

façon à étudier l’impact des lignes voisines sur une ligne qui, à un instant donné, est 

considérée comme agresseur, les autres étant des victimes. Cet impact concerne 

l’excitation de l’agresseur de façon symétrique avec 1, 2, 3 voir 4 lignes passives (victimes) 

situées de part et d’autre, mais aussi dans la version antisymétrique où 1, 2, 3, 4, 5, 6 et 7 

victimes sont localisées toutes du même coté, à droite ou à gauche. Des histogrammes 

récapitulent les évolutions des temps de propagation, de commutation sur le front 
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montant et  de la diaphonie dans les cas d’un couplage fort, moyen et faible. Pour éviter un 

trop plein de résultats, seuls 2 cas asymptotiques encadrent une situation plus réaliste. 

 

� Dans le quatrième et dernier chapitre, nous proposons une aide à la caractérisation 

électromagnétique des matériaux déposés en couche mince. Il s’agit ici du PZT. Nous 

montrons la façon dont notre code est inclus dans une boucle d’asservissement où la 

consigne est une constante de propagation mesurée alors que l’information de sortie est la 

permittivité complexe du matériau inconnu. Cette constante de propagation n’est pas 

mesurée directement mais déterminée à partir d’un relevé fréquentiel des paramètres [S] 

de deux structures qui ne diffèrent que par leur longueur. Ces relevés sont effectués sous 

pointes à l’analyseur de réseau vectoriel. Ainsi, nous décrivons d’abord la méthode mise au 

point pour déduire, des relevés des quatre paramètres [S], la constante de propagation 

complexe, seule grandeur interprétable par notre code. Les structures de test coplanaires 

sont ensuite réalisées en tenant compte des contraintes technologiques liées à la couche de 

PZT déposée sur le substrat “saphir”. Une première évolution de la permittivité » 

complexe est ainsi proposée dans la bande 1 à 26 GHz. Vient également une étude de 

sensibilité où le décalage des pointes de mesure, l’épaisseur variable de la couche de PZT 

et l’effet de la conductivité des métallisations sont analysés. Nous étudions également 

l’impact, sur la valeur de la permittivité complexe déduite par notre code, d’une variation 

de la permittivité du substrat  “saphir”. Une discussion sur l’introduction d’une impédance 

de surface en lieu et place d’un maillage dans les métallisations est entreprise. Nous 

montrons cette influence sur les valeurs de la permittivité effective et la tangente de l’angle 

de pertes déduite de nos relevés expérimentaux. La comparaison avec un autre code de 

calcul (l’approche dans le domaine spectral) est effectuée avant de proposer un bilan de 

toutes les mesures réalisées sur les différents couples de lignes coplanaires. 

 

La conclusion générale synthétise l’ensemble de nos résultats et ouvre des perspectives quant 

aux futurs travaux à mener. 
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Introduction 
 

La méthode des éléments finis regroupe un ensemble d’outils mathématiques dédiés à 

l’approximation numérique des solutions d’équations aux dérivées partielles. Sa description 

complète, fait appel à des notions mathématiques ardues et abstraites comme l’analyse 

fonctionnelle ou encore la théorie des distributions. Aborder cette méthode en reprenant 

toutes ces notions mathématiques sort du cadre de ce mémoire, et ce, d’autant plus que nous 

n’y consacrons qu’un seul chapitre. Nous essaierons, toutefois, d’être le plus complet possible 

dans la description de cette méthode. 

 

D’une manière générale, nous cherchons les solutions d’un problème régis par des 

équations du type : 

 

   0)( =ℑ υ         (1.1)

  

où ℑ  représente un opérateur différentiel et υ  est la fonction inconnue recherchée. Cette 

dernière doit satisfaire l’expression (1.1) ainsi que les conditions aux limites minimales 

associées. Si la solution υ  ne peut être obtenue analytiquement, il est toujours possible d’en 

calculer une approximation, plus ou moins fine, par une démarche numérique. De notre 

étude bibliographique [1] à [14], il ressort figure 1.1 que cette analyse numérique du problème 

peut être abordée : 

� soit par le biais de la méthode des résidus pondérés 

� soit au moyen d’une approche variationnelle basée sur l’existence d’une fonctionnelle  

 

3;; ≤⊂ΩΩ∈∀ nIRx n  

Système physique 

� Fonctionnelles 
Conditions de stationnarité 

 

� Méthode des résidus 
pondérés 

 

� Discrétisation 
� Système matriciel 
� Méthode de résolution matricielle 

Principe variationnel 
Equation aux 
dérivées partielles 

Construction artificielle d’une fonctionnelle 

Figure 1.1    Les deux démarches numériques usuelles 
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Le choix de l’une ou l’autre de ces deux approches ; résidus pondérés ou méthode 

variationnelle, dépend essentiellement de la nature du problème étudié et des grandeurs 

mises en jeux. Nous voyons, figure 1.1, que ces approches conduisent toutes deux à un même 

objectif ; celui de formuler le problème initial sous forme matricielle permettant ainsi la 

résolution par ordinateur. 

 

A ce stade, quelques précisions sur ces deux approches s'imposent. Pour être bref, 

l’approche variationnelle d’un problème est liée à la notion de fonctionnelle. Une 

fonctionnelle (fonction de plusieurs variables, de plusieurs fonctions et de leurs dérivées) est 

intimement liée au système physique que l’on veut décrire. Lorsque ce dernier est régi par des 

notions d’énergie, comme bien souvent en mécanique, une fonctionnelle peut apparaître 

‘’naturellement’’. Si tel n’est pas le cas, on doit alors en construire une, de manière 

‘’artificielle’’, et ce, à partir de l’opérateur différentiel pour peu que ce dernier remplisse 

certaines conditions. Ainsi, si nous sommes en possession de la fonctionnelle, nous 

appliquons le principe de stationnarité selon lequel toute fonction qui annule la première 

variation de la fonctionnelle est solution de cette dernière [9] [10] [11].  

La méthode des résidus pondérés constitue un substitut à l’approche variationnelle et peut 

être appliquée directement aux équations différentielles qui régissent le fonctionnement de 

notre système physique. En effet, aucune construction mathématique autre que celle liée à la 

définition même de la méthode des résidus pondérés n’est nécessaire. C’est pourquoi nous 

optons pour cette démarche. Elle constitue donc le point de départ de cette présentation.  

 

De la définition de la méthode des résidus pondérés émerge un nombre considérable 

de possibilités pour résoudre ou approximer numériquement la solution d’un problème aux 

différentielles partielles. La méthode des éléments finis est l’une de ces possibilités.  

 

Reprenons l’équation générale (1.1) : 

 

  0)( =ℑ υ    

 

La méthode des résidus pondérés consiste à discrétiser le domaine de définition Ω  en sous 

domaine iΩ  et à substituer, à la solution inconnue υ , une solution approximative, mais 

connue υ  telle que : 

∑
=

=
P

i
iiN

1

υυ       (1.2) 

3;; ≤⊂ΩΩ∈∀ nIRx n  

ℑ  : Opérateur différentiel 

 



 28 Chapitre 1.  Une méthode d’éléments finis à éléments d’arêtes 

 

Dans l’expression (1.2), les termes iN  sont appelés ‘’fonctions de bases’’ et les termes iυ  les 

degrés de liberté. Le problème revient alors à chercher les composantes iυ , devenues de ce 

fait les inconnues du problème, de sorte que sur un sous domaine iΩ  les fonctions iN  

correspondantes approximent au mieux la solution exacte υ . Du choix des fonctions iN  va 

dépendre la convergence de la solution approchée. Il n’existe pas de critère rigoureux 

permettant de faire un choix optimal en fonction d’un problème donné. Au demeurant, s’il 

possède une connaissance approfondie du problème, le physicien peut choisir judicieusement 

les fonctions iN  de sorte que l’algorithme converge exactement vers la solution analytique. 

 

dans ce cas :      0)( =ℑ υ     (1.3) 

 

dans le cas contraire, on génère un résidu “r” : r=ℑ )(υ     (1.4) 

 

Cette dernière situation est, bien évidemment, représentative du cas le plus probable. 

 

La méthode des résidus pondérés consiste alors à minimiser ce résidu “r” par le biais 

de l’expression suivante : 

 

0)()(
1

=Ωℑ=Ωℑ=Ω ∫ ∑∫ ∫
Ω =Ω Ω

dNdrd
P

i
iiυψυψψ     (1.5) 

 

L’expression (1.5) est une formulation équivalente du problème, c'est-à-dire que les fonctions 

qui en sont solutions sont également solutions du problème initial (1.1). Dans cette 

expression, on appelle ‘’fonction de pondération’’ la quantité ψ . Son rôle consiste à générer 

autant d’équations qu’il existe d’inconnues iυ . Même si la définition de ψ  est, elle aussi, 

totalement arbitraire, certaines fonctions sont particulièrement adaptées et de ce fait très 

utilisées. Elles le sont, du reste, à un tel point qu’elles ont donné naissance à des méthodes 

d’approximation numérique à part entière. Elles possèdent toutes leurs avantages et leurs 

inconvénients et sont plus ou moins bien adaptées selon le problème à traiter. Rappelons, 

avant de citer quelques exemples, que ces méthodes découlent de la méthode des résidus 

pondérés pour laquelle un choix particulier est effectué dans la définition de la fonction de 

pondération ψ . 
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� La méthode de collocation par point : 

 

Puisque le domaine Ω  a, au préalable, été décomposé en plusieurs sous domaines iΩ , 

certains points sont connus. La méthode de collocation par points consiste à appliquer, en ces 

points, des distributions de Dirac. On a dans le cas le plus général où Ω  décrit un volume : 

 

 ( )jjjjj zzyyxx −−−= ,,δψ       (1.6) 

 jjj zyx ,, : coordonnés des points connus 

 

L’expression (1.5) est donc, grâce aux distributions de Dirac, vérifiée en dehors de ces points 

particuliers. Il reste alors à rechercher les coefficients iυ  qui annulent l’expression 1.7 en ces 

points. Notons que cette démarche peut dégénérer en une méthode de différences finies. 

 

 0)(
1

=Ωℑ∫ ∑
Ω =

dN
P

i
iij υδ       (1.7) 

 

� La méthode de collocation par sous domaines : 

 

Cette méthode consiste à choisir des fonctions ψ  constantes sur un sous domaine et nulles 

partout ailleurs. Ainsi, comme le montrent les équations (1.8), on cherche à annuler la 

moyenne du résidu sur chaque sous domaine. 

 

 0;...0;0
21

∫∫∫
ΩΩΩ

=Ω=Ω=Ω
n
eee

rdrdrd      (1.8) 

 

Les fonctions ψ  sont alors des combinaisons linéaires de fonctions du type “échelons unité” 

par sous domaines. Nous aurons, par exemple, pour un domaine Ω  à une 

dimension l’expression suivante: 

 

  ( ) ( )( ) 0)(
1

1 =Ωℑ−−−∫ ∑∑
Ω =

+ dNxxUxxU
P

i
ii

j
jj υ    (1.9) 
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� La méthode des moindres carrés : 

 

Elle est basée sur la minimisation de la moyenne, sur Ω , du carré du résidu. On aboutit à 

cette méthode en écrivant : 

 

 )(
1
∑

=

ℑ
∂
∂=

∂
∂=

P

i
ii

jj
j Nr υ

υυ
ψ       (1.10) 

 

Soit en remplaçant  (1.10) dans (1.5) : 

 

 0)(
2

1

=Ω






ℑ
∂
∂
∫ ∑
Ω =

dN
P

i
ii

j

υ
υ

      (1.11) 

 

� La méthode de Galerkin : 

 

Cette méthode est la plus couramment utilisée. Elle consiste à écrire : 

 

 ij N=ψ         (1.12) 

 

Ce qui revient à rendre orthogonales entre elles, les fonctions de pondérations ψj et les 

fonctions de base Ni. Ainsi l’intégrale 1.5 devient : 

 

 0)(
1

=Ωℑ∫ ∑
Ω =

dNN
P

i
iij υ       (1.13) 

 

L’expression 1.13 et son utilisation dans le cadre de notre problème seront développées 

ultérieurement. En effet, nous avons sélectionné la méthode de Galerkin appliquée à celle des 

résidus pondérés pour résoudre notre problème. 

Le plan de ce chapitre, dédié aux éléments finis et aux éléments d’arêtes en 

particulier, découle alors tout naturellement des choix que nous avons effectués. Le 

synoptique figure 1.2, articulé autour des résidus pondérés, met en relief notre démarche et 

l’organisation de ce premier chapitre. En effet, à chaque bloc et sous bloc de ce synoptique 

correspondent un paragraphe et des sous paragraphes. Quatre paragraphes constituent donc 

l’ossature de ces différents développements. 



 31 Chapitre 1.  Une méthode d’éléments finis à éléments d’arêtes 

 

 

Dans le premier paragraphe, nous rappelons l’écriture adoptée pour transcrire les 

équations de Maxwell ainsi  que leurs formulations intégrales en  vue d’aboutir à la forme 

faible. Cette forme doit, du reste, être identifiable à l’expression 1.5 conformément à la 

méthode des résidus pondérés. 

Le second paragraphe porte, quant à lui, sur l’approximation de la fonction inconnue 

par éléments finis. Cette fonction inconnue concerne le champ électrique dans le cadre de ce 

mémoire. Discrétisation de l’espace, espace de référence, coordonnées barycentriques, espace 

des fonctions d’interpolations ou fonctions de bases, interpolation nodale et éléments 

d’arêtes sont le fil conducteur de ce second paragraphe majeur. 

La troisième partie de cet exposé assure le lien entre les équations de Maxwell sous 

leur forme faible (paragraphe 1) et l’approximation de la fonction “champ électrique” par 

éléments finis (paragraphe 2), et ce, grâce à la définition des fonctions de pondération. Il 

s’agit de la méthode de Galerkin ; encore faut-il le rappeler. 

Fort de tous les développements précédents, nous verrons, dans le paragraphe 4, qu’à  

chaque sous domaines de discrétisation, correspond une matrice de dimension 14*14. Cette 

matrice est, en quelque sorte, la signature électromagnétique de l’élément sur le sous 

domaine considéré. L’opération d’assemblage permet ensuite de sommer la contribution de 

chacun des éléments. Nous aboutissons, alors, à un système matriciel aux valeurs propres 

que l’on résout par le biais de la méthode d’Arnoldi. 

 

Organisation matricielle 
Assemblage 

Résolution numérique 

Organisation matricielle 

 

Assemblage 

Transformation spectrale 
 résolution numérique 

Approximation de la 
fonction inconnue par 

éléments finis 
 § 2 

Le domaine Ω 

L’élément fini 

 
Discrétisation de Ω 

Fonctions d’interpolations 

 
Eléments finis d’arêtes 

 

 § 4 

Formulation intégrale des 
équations de comportement 

du système physique 

Equations aux dérivées 
partielles 

 

Formulation faible 

 
Conditions aux limites/locales 

 

§ 1 

 

Galerkin 
 § 3 

Formulation intégrale 

 

Résidus  
Pondérés 

Figure 1.2   Synoptique représentant l’agencement du premier chapitre 

Système physique 

 

Espace de référence 

 

Système aux valeurs propres 
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 1. Formulation intégrale des équations de comportement 
du système physique 

 

1.1 Système physique : équations de Maxwell classiques 
 

 Notre objectif consiste à trouver les caractéristiques électromagnétiques de structures 

de propagation uniformes dont les sections droites sont constituées de plusieurs conducteurs 

dissipatifs de forme quelconque, le tout baignant, a priori, dans des matériaux diélectriques 

également à pertes. Ainsi notre système physique est régi par les équations de Maxwell 

classiques. Nous rappelons ces équations sous forme locale et intégrale, à savoir : 

 

� deux équations exprimant le comportement intrinsèque des champs fondamentaux: 

 

Maxwell-Faraday  B
dt

d
E

vrr
−=∧∇        →←Stokes

       ∫∫∫ −=
Sc

dSB
dt

d
dlE oo   (1.14) 

 

Maxwell-Flux   0=∇ B
r

o
r

         →←Green
        0=∫∫

S

dSB o    (1.15) 

 

� deux équations reliant les champs macroscopiques à leurs sources et aux milieux : 

 

Maxwell-Ampère     D
dt

d
JH

rrrr
+=∧∇   →←Stokes

   ∫∫∫∫∫ +=
SS

dSD
dt

d
dSJdlH ooo  (1.16) 

 

Maxwell-Gauss   ρ=∇ D
r

o
r

         →←Green
 QdSD

S

=∫∫ o                    (1.17) 

où : E
r
 : vecteur champ électrique 

 B
v
 : vecteur champ magnétique 

 D
r
 : vecteur excitation (ou déplacement) électrique 

 H
r
 : vecteur excitation magnétique 

J
r

 : vecteur densité de courant 

 ρ  : densité de charge électrique locale 

 Q  : charge à l’intérieur de la surface fermé considérée S 
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Nous faisons dès à présent l’hypothèse d’homogénéité et de linéarité des milieux. Ainsi nous 

pouvons écrire :  

            

     

EJ

EHB

EED

r

r

rr

rrr

rrr

σ
µµµ

εεε

=

==

==

0

0

     (1.18) 

 

Dans ces expressions, 0ε  et 0µ  sont respectivement la permittivité et la perméabilité du vide. 

Les quantités rε  et rµ , représentent, quant à elles, les permittivités et perméabilités relatives 

des milieux. Ces quantités sont implicitement complexes et tensorielles dans le cadre de ce 

mémoire afin de tenir compte des pertes et de l’éventuel caractère anisotrope du milieu. De 

façon à alléger l’écriture de toutes nos équations, elles ne comporteront ni astérisques (dans 

le cas de pertes diélectriques ou magnétiques), ni crochets (dans le cas de tenseurs). 

Signalons que pour des raisons de commodité qui apparaîtront plus tard, nous limitons les 

tenseurs à leur définition biaxiale [15] [16], à savoir :  
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 
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 
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     (1.19) 

 

Dans l’équation J Eσ=
r r

, où σ  est la conductivité du matériau, nous rendons compte 

implicitement de la nature dissipative du matériau métallique alors que la quantité σ  est 

réelle. Bien évidement, il n’y a pas ici de tangente d’angle de pertes comme pour les 

matériaux diélectriques ou magnétiques. Toutefois, ne pas considérer la conductivité comme 

une quantité complexe, nous prive de la modélisation de matériaux supraconducteurs 

puisque ( )EjEJ ba

rrr
σσσ −==  dans le modèle à deux fluides [17] [18] [19]. Cette grandeur est 

donc considérée complexe. D’un  point de vue purement mathématique nous adoptons 

également un conditionnement biaxial pour ce tenseur bien qu’il n’ait, à ce jour, aucune 

signification physique.  
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De ce fait la conductivité σ  s’écrit d’une manière générale sous la forme suivante : 

 

0

0

0 0

xx yx

xy yy

zz

σ σ
σ σ σ

σ

 
 =  
 
 

                 (1.20) 

 

Pour toute la suite, nous nous plaçons dans le domaine fréquentiel. Nous considérons, en 

outre, que notre espace géométrique de travail (Ω), est toujours vide de toutes charges libres 

et/ou liées (ρ=0). Dans ces conditions, et selon les hypothèses précédemment établies, notre 

système physique est régi par les équations suivantes : 

 

0 rE j Hωµ µ∇ ∧ = −
r r r

  (1.21)  0
0

1
rH j j Eωε ε σ

ωε
 

∇ ∧ = − 
 

r r r
  (1.23) 

0 0r Eε ε∇ =
r r
o    (1.22)  0 0r Hµ µ∇ =

r r
o     (1.24) 

 

En guise de conclusion, nous précisons les relations de passage des champs électriques et 

magnétique à une interface entre 2 milieux en l’absence de charges : 

 

Interface quelconque Interface avec un CCE Interface avec un CCM 
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Tableaux 1.1 : relations d’interfaces des champs électriques et magnétiques 

 

Dans ce tableau, sJ
r
 est la densité de courant surfacique présente dans le plan de l’interface. Il 

est important de rappeler ces quelques relations bien qu’elles soient parfaitement connues. 

En effet, les cas d’interface se comportant comme un court circuit électrique parfait (CCE) ou 

magnétique parfait (CCM) constituent la possibilité de définir les conditions aux limites 
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nécessaires à la résolution d’une équation différentielle. Notre système physique étant 

désormais complètement défini, nous pouvons  nous consacrer au développement des 

équations. 

  1.2 Equations aux dérivées partielles : 

Équation de Helmholtz 
 

 Avant d’aborder concrètement la formulation intégrale de notre problème de 

propagation d’onde électromagnétique, nous reprenons certains points déjà commentés dans 

notre introduction que nous complétons par quelques généralités sur les équations aux 

dérivées partielles. Ces notions, qui font ici figure de rappel, constituent un support rigoureux 

nous permettant de poser correctement notre problème. 

 1.2.1 Equations aux dérivées partielles et conditions aux limites 
 

 

Reprenons l’expression (1.1) : ( ) 0υℑ =  

 

 Résoudre cette équation aux dérivées partielles, 

c’est trouver la fonction υ  (vectorielle ou scalaire) qui 

vérifie, sur le domaine Ω, l’opérateur différentiel ℑ , 

ainsi qu’une ou plusieurs conditions aux limites 

associées. En effet, pour résoudre ce type d’équation, 

nous sommes censé connaître la physique de notre 

problème (l’opérateurℑ ), ainsi que la fonction solution 

υ , ou l’une de ses dérivés, à un instant particulier ou 

encore à un endroit particulier. La résolution de (1.1) donnera un spectre de solutions 

admissibles au problème et, la connaissance a priori de la solution à un instant ou à un 

endroit précis, permettra de prélever dans ce spectre, la solution particulière qui nous 

intéresse.  

 

Ainsi nous définissons plusieurs types de conditions aux limites dont les plus fréquentes 

sont : 

 

� Les conditions initiales : c’est la notion temporelle qui intervient ici. Bien souvent, on 

connaît l’état de notre système à l’instant t=0. 

3;; ≤⊂ΩΩ∈∀ nIRx n  

ℑ  Opérateur différentiel 
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Figure 1.4 : Domaine de définition 
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� Les conditions de bord : si le domaine Ω est fini, il est délimité par un contour (voir 

figure 1.4)  que l’on oriente par convention. Dans certains cas, la solution du problème 

est connue sur ce contour. 

 

� Les conditions à l’infini : utilisées dès l’instant où le domaine Ω est infini au moins 

 dans l’une de ses dimensions spatiales. 

 

 Notre système physique est décrit par les équations de Maxwell dans le domaine 

fréquentiel. Il est ici impossible de définir des conditions aux limites basées sur la notion de 

temps. De plus, les contraintes informatiques liées à 

l’opération de maillage (nous en reparlerons plus tard) 

impliquent que le domaine Ω soit fini. De ce fait, seules 

les conditions de bord peuvent être, ici, envisagées. 

Comme bien souvent en physique, ℑ  est un opérateur 

différentiel du second ordre. Les conditions de bord 

s’appliquent donc directement sur la fonction υ  ainsi 

que sur ses dérivées du premier ordre.  

 

A titre d’exemple, nous pouvons définir sur les portions de contour Γ1, Γ2, Γ3 de la figure 1.5, 

les conditions suivantes:  

 

�  Dυυ =  sur 1Γ     dite  condition de Dirichlet      (1.25) 

 

�  Nn
υυ =

∂
∂

 sur 2Γ    dite  condition de Neumann     (1.26) 

 

�  Rn
υβυυα =+

∂
∂

 sur 3Γ    dite  condition de Robin ou mixtes   (1.27) 

 

Si Dυ , Nυ  ou Rυ  sont nulles, on parle alors de conditions de bord homogène. La solution de 

notre problème est donc une solution générale qui satisfait l’opérateur différentiel dans Ω, 

ainsi qu’au moins une des conditions précédentes sur le contour. Ces précisions étant faites, 

nous pouvons à présent focaliser notre attention sur l’équation de Helmholtz. 
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Figure 1.5 : Domaine de définition 
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 1.2.2 Equation de Helmholtz 
 

A partir du système d’équations (1.21 à 1.24), il vient : 

 

(1.28)  

( )1 2
0

0

1

2
0

0

1
0

1
0

r r

r r

E k j E

j H k H

µ ε σ
ωε

ε σ µ
ωε

−

−

 
∇ ∧ ∇ ∧ − − = 

 

  
 ∇ ∧ − ∇ ∧ − =    

rr r r r

rr r r r
    où    0

0

k
C

ω=  

 

Où C0 est la célérité de la lumière dans le vide. On obtient deux équations différentielles 

indépendantes dont l’une fait intervenir le champ électrique E
ur
 et l’autre le champ 

magnétique H
uur
. Ces deux champs vectoriels sont, bien entendu, les solutions que l’on 

recherche. Toutefois, la connaissance de l’un, engendre, grâce à l’équation de Maxwell-

Faraday, la connaissance de l’autre. Ainsi, nous n’avons pas à développer les deux 

formulations. Pour toute la suite, nous avons choisi de conserver celle faisant intervenir le 

champ électrique E
ur
. Le code de calcul que nous mettons en œuvre est ainsi basé sur “la 

formulation E” du problème. Bien sûr, les solutions de cette équation différentielle sont des 

fonctions trigonométriques, ou encore des combinaisons linéaires de ces dernières puisque 

l’opérateur ∧∇
r

 est linéaire et homogène. 

 

 Cherchons donc des solutions de la forme : 

 

    
zeyxEzyxE γ−= ),(),,(

vr
    avec   βαγ j+=    (1.29) 

 

où γ , α , β  sont respectivement les constantes de propagation, d’atténuation (en Neper par 

mètre) et de phase (en Radians par mètre). Cette forme de solution dévoile l’hypothèse d’une 

propagation selon le vecteur unitaire k
r
 de la base orthonormale directe (figure 1.4). Enfin 

nous munissons cette forme de solution des conditions aux limites du type court circuits 

électriques parfaits (CCE) et court circuits magnétiques parfaits (CCM). 
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En définitive, nous recherchons une solution de la forme : 

 

(1.30)  
zeyxEzyxE γ−= ),(),,(

vr
 

 

qui doit vérifier, dans Ω, l’équation d’onde : 

 

(1.31)  ( )1 2
0

0

1
0r rE k j Eµ ε σ

ωε
−  

∇ ∧ ∇ ∧ − − = 
 

rr r r r
 

 

et satisfaire, sur Г, au moins une des conditions de bord : 

 

(1.32)  0
rrr =∧ En     (CCE) 

 

(1.33)  ( )1 0rn H n Eµ −∧ = ∧ ∇ ∧ =
rr r rr r

  (CCM) 

 

 Notons que dans ce cas, imposer une condition CCE revient en fait à appliquer la 

condition de Dirichlet homogène (les composantes du champ E
ur
 tangentes au contour Г sont 

nulles). De même que la condition CCM, est une condition de Neumann homogène pour E
ur
. 

Signalons enfin, que nous n’utilisons pas la condition de Robin. Elle doit être introduite si 

nous voulons prendre en compte la possibilité de définir des conditions absorbantes (ou de 

rayonnement), très utiles dans certain cas. Cette fonctionnalité n’existe pas dans la version 

actuelle de notre code de calcul car non nécessaire à la résolution des structures de 

propagation que nous nous proposons d’étudier dans le cadre de ce mémoire. 

   1.2.3 Décomposition transverse et longitudinale 
 

 L’intérêt de cette décomposition n’apparaît malheureusement que dans le second 

volet de ce chapitre, lorsque nous construisons l’élément fini à éléments d’arêtes. En effet, 

nous voyons que cette définition ne s’applique pas à toutes les composantes du champ, mais 

uniquement aux composantes transverses (composantes appartenant au plan formé par les 

deux vecteurs unitaire i
r
 et j

r
). Il est donc nécessaire, dès à présent, de scinder le problème 

en une partie transverse et une partie longitudinale. C’est, à ce stade, qu’apparaît l’intérêt de 

la définition biaxiale des tenseurs de permittivité et de perméabilité. 
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Ainsi, en posant:  

kEEE

k
z

zT

T

rrr

rrr

+=
∂
∂+∇=∇

       (1.34) 

 

Nous obtenons à partir de (1.28), les expressions suivantes : 
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   Avec 








−
=

yyrxyr

yxrxxr

yxrxyryyrxxr
r µµ

µµ
µµµµ

µ 1~    (1.37) 

 

On appelle rµ~ , le tenseur de pseudo perméabilité. Sa définition, permet d’aboutir à une 

écriture beaucoup plus simple du problème. En effet, il y a une étape de notre décomposition 

où nous sommes confronté à un terme qui possède la forme suivante : 

 

( )( )kEE TzT
yyrxyr

yxrxxr
rrr

∧+∇







−

γ
µµ
µµ 1

    (1.38) 

 

Cette dernière constitue un blocage dans la simplification globale du système. La recherche 

d’une entité pseudo tensorielle permettant l’écriture de (1.38) sous la forme suivante: 

 

( ) kEE TzT
yyrxyr

yxrxxr
rrr

∧
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




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
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
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γ
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µµ 1

~~

~~
    (1.39) 

 

est beaucoup plus intéressante, et permet d’obtenir la décomposition (1.35). Les calculs 

effectués à ce stade, constituent une phase de pré conditionnement. Nous pouvons à présent 

décrire la formulation intégrale de l’équation d’Helmholtz qui représente la première étape 

de notre démarche. 
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1.3 Transformation des équations :  

Formulation intégrale 
 

En premier lieu, nous rappelons la forme générale issue du concept des résidus pondérés 

(décrite en introduction) à laquelle nous devons identifier notre problème: 

 

( )rd dψ ψ υ
Ω Ω

Ω = ℑ Ω∫ ∫  avec  
1

p

i i
i

Nυ υ
=

=∑  

 

Les développement précédent, ont permis de construire l’opérateur ℑ . Pour mémoire, ψ  

représente les ‘’fonctions de pondérations’’ et υ  les ‘’fonctions de bases’’. L’application 

directe la méthode des résidus pondérés à notre opérateur permet alors de définir les 

quantités suivantes : 

 

  ( ) 0~~1 2
0

2 =Ω









∇−+−∧∇∧∇∫∫

Ω

dEEkEW zTrTrrTT

zzr
TT

rrrrr
o

r
µγεµγ

µ
              (1.40) 

  ( ) 0~~ 2
0 =Ω∇++∇∇∫∫

Ω

dEEkEW TrTzzzrzTrTz

r
o

rr
o

r
µγεµ     (1.41) 

 

Dans la notation générale, nous substituons : 

� à la quantité ψ, le vecteur T zW W W k= +
uur uur r

 

� à la quantité υ , le vecteur champ électrique E
r
 

 

Dans ce cas, T zW W W k= +
uur uur r

 est le ‘’vecteur de pondération’’ dont les composantes sont les 

fonctions de pondération. Nous les définirons plus tard lorsque les fonctions de bases Ni 

associées aux composantes du vecteur champ électrique E
ur
 seront connues. 

  1.4 Formulation faible : Intégration par partie 

1.4.1 Intérêt 
 

La formulation faible du problème est intéressante pour plusieurs raisons : 

 

� elle fait apparaître des intégrales de contour ce qui permettra d’étudier notre 

formulation intégrale lorsqu’on lui impose des conditions aux limites, locales, et de 

continuité. 
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� elle permet, en outre, de diminuer l’ordre de dérivation du système. Ce point est 

très intéressant car les restrictions minimales de dérivabilité que doivent subir les 

fonctions de bases sont réduites d’autant plus. 

 

Toutefois, cette forme dite “faible” provoque un accroissement de l’ordre de dérivation 

des fonctions de pondérations ce qui peut, dans certains cas, être problématique. Nous 

rappelons que nous utilisons la méthode de Galerkin. Nous verrons alors dans ce cas que les 

fonctions de pondération sont similaires aux fonctions de bases. De ce fait, puisque nous 

construisons les fonctions de bases de sorte qu’elles respectent les restrictions minimales de 

dérivabilité imposées par la formulation du système, alors, les fonctions de pondérations les 

respectent implicitement. 

1.4.2 Intégration par partie 
 
La formulation faible s’obtient par une simple intégration par partie. 

 

 
Ainsi, en prenant les conventions de la figure 1.6 ci-dessus, les calculs aboutissent à : 
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r
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Nous pouvons remarquer qu’à l’issue de cette opération d’intégration par partie, des 

intégrales sur le contour Γ de notre domaine Ω apparaissent. Nous allons les utiliser pour 

inclure, dans notre modèle, les conditions de bord. 
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Figure 1.6 Conventions d’intégration 
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1.4.3 Prise en compte des conditions de bord 
 

Dans le paragraphe suivant, nous verrons que les équations précédentes ne seront pas 

résolues directement dans l’espace Ω  mais dans des sous domaines iΩ  tel que : 
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i
i ;
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U  

N : nombre de sous domaines 

 

Ces sous domaines iΩ  sont, bien 

entendu, également délimités par 

leurs propres contours iΓ  orientés 

selon les même conventions que 

pour le domaine Ω . Vu la relation 

d’intersection ci-dessus, les expressions peuvent se réécrire sous la forme suivante : 

 

( ) ( ) ( )
] [

∑ ∫∫
= Ω

Ω∇−+−∧∇∧∇
N

i
iTzTrTTrrTTTT

zzri

dWEWEkWE
1

2
0

2 ~~1 r
o

rr
o

rrr
o

rr
µγεµγ

µ
 

      ( ) ( )∑ ∫
= Γ

=Γ∧∇∧−
N

i
iTTT

zzr

dEWn
i

1

0
1 rr

o
rr

µ
 (1.44) 

] [
∑ ∫∫

= Ω

Ω−∇+∇∇
N

i
izzzzrTrzTzTrzT

i

dWEkEWEW
1

2
0

~~ εµγµ
r

o
rr

o
r ( ) 0~

1

=Γ+∇−∑∫
= Γ

N

i
iTzTrz dnEEW

i

r
o

rr
γµ  

            (1.45) 

Isolons par exemple le sous domaine 2Ω , figure 1.7, où Ω  décrit un espace à deux 

dimensions. Passons en revue toutes les possibilités de conditions aux limites qu’il est 

possible (ici) de définir sur son contour 2Γ , et observons le comportement des intégrales de 

contour. A cette fin, nous subdivisons le contour Γ  en M  portions, en conséquence, les 

expressions (1.44) et (1.45) deviennent : 
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Imaginons de ce fait, les situations figure 1.8 où les contours  
1
2Γ , 

2
2Γ , 

3
2Γ  décrivent :  

 

� pour 
1
2Γ , une interface entre deux milieux 

quelconques. 

� pour 
2
2Γ , une condition de CCM. 

� pour 
3
2Γ , une condition de CCE. 

 

 

Ainsi, sur 
1
2Γ , nous devons, comme il se doit, appliquer la condition de continuité des 

champs tangents à l’interface, à savoir ; ( )
2 1

0n E EΩ Ω∧ − =
rr rr
. Cette relation doit, bien entendu, 

être vérifiée indépendamment de la connaissance des champs 1EΩ
ur

et 2EΩ
ur

 qui sont, rappelons 

le, la solution que l’on recherche dans les domaines respectifs 1Ω  et 2Ω . Ils ne sont donc pas 

connus a priori. Pour ce faire, il suffit d’observer la 

convention d’orientation des contours. Chaque 

sous domaine est orienté dans le même sens (nous 

avons choisi le sens trigonométrique). De ce fait, 

comme le montre la figure 1.9, si l’on isole deux 

sous domaines voisins, nous voyons que les 

portions de contour communes à ces deux sous 

domaines sont de sens opposé. La résultante après assemblage sera donc une soustraction 

des deux intégrales de contour sur les deux portions correspondantes. Pour vérifier notre 

relation d’interface il faut que la résultante de cette soustraction soit nulle. Afin de garantir ce 

résultat, à chaque fois que cette situation d’interface entre milieux quelconques apparaît, 

nous omettons l’intégrale de contour des expressions (1.44) et (1.45). Ceci implique, après 

assemblage, la continuité du champ électrique tangent à l’interface. 
 

Sur
2
2Γ , il faut s’assurer que ; 

2
0n HΩ∧ =
rrr

. A partir de l’expression de Maxwell-Faraday, 

nous pouvons écrire : 

 

   
( )

( ) ( )nzHjdnEE

zHjE

TzTr

zTT
zzr

rr
o

rr
o

rr

rrr

∧−=Γ+∇

−=∧∇

0

0

~

1

ωµγµ

ωµ
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3
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Figure 1.8  Sous domaine 2Ω  

2Ω  

1Ω  

2Ω  
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Figure 1.9   Convention d’orientation 

(1.48) 

 
(1.49) 
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Ces deux expressions apparaissent respectivement dans les intégrales de contours des 

relations (1.44) et (1.45). Même si cette fois nous n’avons rien à imposer, nous voyons que 

lorsqu’une portion de sous domaine décrit une condition CCM, alors les intégrales de contour 

correspondantes se retrouvent nulles. En effet Hz est nul sur un CCM et ( )nzH
rr

o
r

∧  l’est 

également. 

 

Sur 
3
2Γ  nous devons satisfaire 

2
0n EΩ∧ =
rrr
. Précisons ici que puisque nous développons la 

formulation E
ur
, le vecteur de pondération W

uur
 est physiquement homogène à un champ 

électrique. Il doit donc répondre aux mêmes conditions d’interface que le vecteur E
ur
. Donc 

sur 
3
2Γ , TWn

rr ∧ =0 et zW =0. Ceci annule une fois encore les deux intégrales de contour. 

 

En résumé, nous nous affranchissons des intégrales de contour pour les trois types de 

conditions précédentes. Pour le cas d’une interface quelconque entre deux milieux, nous 

imposons sa nullité dans le but de garantir la continuité du champ électrique. Dans le cas 

d’interface avec un CCE ou un CCM, c’est la condition elle-même qui rend les intégrales de 

contour nulles. 

1.4.4 Prise en compte d’une condition locale: l’impédance de surface ZS 
 

Pour permettre la prise en compte des pertes générées par la présence de rubans 

métalliques de conductivité de valeur finie, nous pouvons aussi mettre en œuvre une 

condition locale dite d’impédance de surface. Nous utilisons donc, une fois de plus, les 

intégrales de contour. Cette condition est particulièrement intéressante dès que l’on 

rencontre des structures de propagation incluant des domaines métalliques non parfaits dont 

la géométrie possède un fort rapport d’échelle. Citons par exemple, les plans de masse de la 

ligne coplanaire. En effet, un tel ruban métallique nécessite, pour sa reconstitution, un 

nombre très important de sous domaines de discrétisation. Par voie de conséquence, cela 

requiert une taille mémoire beaucoup plus importante comparé au cas de figure où le plan de 

masse est parfaitement conducteur. Face à ce constat, la définition d’une condition 

d’impédance de surface prend tout son sens pour peu qu’un modèle mathématique 

performant existe. 

 

La relation qui lie le champ électromagnétique à cette impédance que nous notons Zs 

est définie par l’expression suivante : 

 

     ( )HnnZsnE
rrrrr

∧∧=∧     (1.50) 
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Cette définition ne doit s’appliquer bien sûr que sur certaines portions du contour des sous 

domaines concernés. Examinons donc la façon dont est construite cette condition dans les 

intégrales de contour des expressions (1.46) et (1.47) que nous rappelons : 

 

dans le plan transverse : ( ) ( ) 0
1 =Γ∧∇∧∫

Γ

dEWn TTT

zzr

rr
o

rr

µ
    (1.51) 

et, selon le vecteur k
r
 : ( ) Γ+∇∫

Γ

dnEEW TzTrz

r
o

rr
γµ~      (1.52) 

 

d’après la loi de Maxwell Faraday nous déduisons que : 

 

    
0

1

ωµ
µ

j

E
H r

−
∧∇=

−

      (1.53) 

 

en décomposant le numérateur, nous obtenons : 

 

   ( )( ) kEEEE TzTrTT

zzr
r
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µ
µ ~11

   (1.54) 

 

cela permet d’écrire : ( )( ) 









+∇+∧∇∧=∧ knEEEn

j
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      (1.55) 

 

et nous  amène à : 

( ) ( )( )( ) ( )( )nkEnE
Zs

knnEE
j

E
j

Hnn ZTTzTrTT

zzr

rrrrrrr
o

rrrrrrrr ∧+∧=∧+∇+∧∇=∧∧ 1~11

00

γµ
ωµµωµ

 

            (1.56) 

et puisque de (1.50) :   ( ) ( )T zE n E n E k n Zsn n H∧ = ∧ + ∧ = ∧ ∧
ur r uur r r r r r uur

   (1.57) 

 

on en déduit que :  TTT

zzr

En
Zs

j
E

rrrr
∧−=∧∇ 01 ωµ

µ
    (1.58) 

    ( ) ZTzTr E
Zs

j
nEE 0~ ωµγµ −=+∇ r

o
rrr

    (1.59) 
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Ceci permet l’identification avec nos deux intégrales de contour. Celles-ci se réécrivent en 

fonction de Zs de la manière suivante: 

 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ Γ∧∧−=Γ∧∇∧
Γ

dEnWn
Z

j
dEWn TT

S
TTT

rr
o

rrrr
o

rr 0ωµ
               (1.60) 

( ) ∫∫ Γ−=Γ+∇
Γ

dEW
Z

j
dnEEW zz

S
TzTrz

0~ ωµγµ r
o

rr
    (1.61) 

 

Il reste ici à définir la quantité Zs. Il existe dans la littérature plusieurs définitions dont la 

plus utilisée fait intervenir la conductivité σ  du ruban métallique ainsi que la profondeur de 

pénétration δ , nous la notons Zsσδ  : 

 

     ( )1
1Zs jσδ σδ

= +      (1.62) 

 

Cette formulation a été abondamment commentée dans la littérature scientifique. Nous 

n’avons pas la prétention d’y apporter un éclaircissement supplémentaire. Rappelons 

toutefois qu’elle n’est valide que si l’épaisseur du ruban métallique vaut au moins trois fois 

l’épaisseur de peau “δ” à la plus petite fréquence de travail. Si tel n’est pas le cas, il est 

préférable d’opter pour une formulation qui, elle aussi, bien qu’approchée ne soit pas limitée 

par la contrainte d’épaisseur précédemment citée. Pour cette raison, nous préférons 

employer la formulation issue des travaux de E. Tuncer et D. P. Neikirk [20]. Nous la notons 

tZsσδ : 

 

   

1
(1 )

1 1
tanh( (1 )) tanh( )

2 2

t

j Zs
Zs

t
j tZs

σδ
σδ

σδ

σδ
σ

δ

+
= =

+
    (1.63) 

 

Dans cette expression intervient naturellement le l’épaisseur de peau δ  mais aussi 

l’épaisseur t  du ruban. Une définition plus précise encore prenant en compte en plus de 

l’épaisseur t du ruban, sa largeur W, est en cours d’implémentation [20].  

 

Avant d’aborder le troisième paragraphe de ce chapitre, rappelons les quelques résultats 

obtenus ici. 
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Pour permettre l’approximation numérique d’un problème d’électromagnétisme, nous avons, 

en suivant la conduite dictée par la méthode des résidus pondérés, établi une formulation 

intégrale de l’équation de Helmholtz.  

 

( ) ( ) ( )
] [
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1

2
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o
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o
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o
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= Ω

N

i
izzzzrTrzTzTrzT

i

dWEkEWEW εµγµ
r

o
rr

o
r

     (1.64) 

 

N : nombre de sous domaines discrétisant le domaine Ω . 

 

Cette formulation : 

 

� Garantit que la solution du champ électrique respectera la relation de continuité des 

composantes tangentes à l’interface entre chaque sous domaine. 

� Prend en compte implicitement la possibilité de définir, pour un sous domaine donné, 

les conditions de type CCE et CCM qui constituent les conditions aux limites 

nécessaires du problème à traiter. 

 

Enfin, si l’on souhaite définir une condition locale d’impédance de surface, il suffit, pour les 

sous domaines concernés, d’ajouter un terme aux expressions ci-dessus qui prennent alors la 

forme : 
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(1.65) 

] [
∑ ∫∫

= Ω

Ω−∇+∇∇
N

i
izzzzrTrzTzTrzT

i

dWEkEWEW
1

2
0

~~ εµγµ
r

o
rr

o
r

0

1 1 n
i

N M
n

z z i
i n

j
W E d

Zs

ωµ
= = Γ

+ Γ∑ ∑ ∫ 0=  

 

 

N : nombre de sous domaines discrétisant le domaine Ω . 

M : nombre de portions constituant la frontière du domaine iΩ . 
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2. Approximation de la fonction inconnue par éléments finis 
 

 Dans ce paragraphe nous nous consacrons à la projection de la solution recherchée E
ur
 

sur une base de fonctions l’interpolation. C’est à partir de cette étape que la méthode générale 

des résidus pondérés migre vers une méthode d’éléments finis. En effet, cette projection de la 

solution s’effectue, ici, selon la définition de l’élément fini. 

 

  2.1 Le domaine Ω : restriction sur les structures 
de propagation envisagées 

 

Jusqu’ici nous n’avons pas cerné précisément le domaine de définition Ω  que nous 

considérons comme un sous espace de IRn avec 3n ≤ . Cependant, comme le laisse sous 

entendre certains développement du paragraphe précédent, nous nous limitons, dans le 

cadre de ce mémoire, au cas 2=n . Ainsi, le domaine 
2IR⊂Ω  fait référence au plan de 

section droite des structures de propagation que nous envisageons d’étudier. En 

conséquence, comme le montre l’exemple du guide coaxial figure 1.10, ont émet ici 

l’hypothèse que selon le vecteur unitaire k
r
, le guide est une recopie constante et infinie de ce 

domaine 
2IR⊂Ω .  

Cette restriction nous convient dans un premier temps compte tenu des objectifs que nous 

nous sommes fixés et qui ont été énumérés au début de ce mémoire. Il est clair que le passage 

à 
3IR⊂Ω  doit constituer le prolongement de ce travail. Nous pouvons à présent introduire 

les notions d’éléments finis, de discrétisation de l’espace Ω , des espaces de référence et des 

fonctions d’interpolation. 

Plan de coupe (orthogonal à k
r

) 

Γ  

Ω
 

Guide coaxiale 

Figure 1.10 :  Le domaine Ω 

i
r

 k
r

 

j
r

 i
r

 k
r

 

j
r
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2.2 L’élément fini 
 

Soit le triplet ( ), ,
i ii PΩ ΩΩ Σ  pour lequel : 

 

� iΩ  est une forme quelconque mais convexe de dimension égale à celle de Ω . 

� 
iΩΣ  représente un ensemble fini de N degrés de liberté. 

� 
i

PΩ  représente l’espace des fonctions d’interpolations de dimension finie. 

 

Par définition, le triplet ( ), ,
i ii PΩ ΩΩ Σ  est un élément fini si l’ensemble 

iΩΣ  est “
i

PΩ -

unisolvant ”. Cela signifie qu’il doit exister une unique fonction p de l’espace 
i

PΩ  qui prenne 

les valeurs de l’ensemble 
iΩΣ  des degrés de liberté. En d’autres termes, à un ensemble défini 

de degrés de liberté doit correspondre une et une seule fonction d’interpolation. Les 

définitions des trois paramètres de ce triplet sont, en général, dépendantes les unes des 

autres. Ceci influe sur le type d’élément fini utilisé. En fonction de la connaissance, a priori, 

du problème qu’il étudie, le physicien essaiera de construire l’élément fini le mieux adapté à 

son problème. Ainsi, pour clarifier davantage encore nos propos, les degrés de liberté de la 

fonction d’interpolation constitueront les nouvelles inconnues du problème. Nous verrons 

qu’ils seront définis en des points particuliers de iΩ  que nous appellerons les nœuds. C’est, 

en ces nœuds, que l’on cherche à résoudre la formulation intégrale (1.65). Partout ailleurs, les 

fonctions de base assurent l’interpolation de ces données. 

 

  2.3 Discrétisation de l’espace Ω 
 

 Commençons, ici, par définir les sous domaines iΩ ;  formes géométriques 

élémentaires discrétisant l’espace Ω . Précisons qu’il nous faut une forme géométrique 

simple mais assez modulable pour permettre la reconstitution la plus fidèle possible du 

domaine Ω , et ce, quelle que soit la complexité géométrique de celui-ci. Le triangle répond 

parfaitement à ces critères. C’est en général ce que l’on utilise dans une méthode d’élément 

finis à deux dimensions. Ainsi, subdivisons le domaine Ω  en un nombre N de  triangle iΩ  

selon les conditions d’intersection suivantes : 
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1

N

i
i =

Ω = ΩU ,  avec       

� �
i j

i j

Ω ∩ Ω = ∅

Ω ∩ Ω =
                                                    ji ≠∀          (1.66) 

 

où � iΩ  est l’intérieur de iΩ . Les conditions de découpage de la section droite (1.66) sont très 

importantes. Elles constituent la base de tout algorithme de discrétisation. Il faut, en effet, 

que sur le domaine Ω  discrétisé, l’on puisse toujours appliquer les propriétés de l’intégrale 

puisque, rappelons le, une intégrale gouverne le comportement physique de notre onde 

électromagnétique. La relation de Chasles constitue l’une de ces propriétés. Elle est illustrée 

figure 1.11 pour un problème à une dimension. 

 

 

 

 

 

 

         
D B C D

A A B C

x x x x

x x x x
dx dx dx dx dx

Ω

= + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

      Figure 1.11   Relation de Chasles 

 

Aucun ‘’chevauchement’’ n’est ainsi permis. On dit que l’on réalise, par cette action de 

discrétisation, l’opération de maillage ou encore dans notre cas de figure particulier, 

l’opération de ‘’triangulation’’. L’entité assurant cette opération de maillage de l’espace Ω  

s’appelle le mailleur. A titre d’illustration, la figure 1.12 représente un maillage possible du 

plan de section droite du guide coaxial réalisé avec le mailleur de PDEtool ; une boîte à outil 

du logiciel Matlab [21]. Nous utilisons cette boîte à outil pour d’une part saisir 

graphiquement la structure que l’on souhaite simuler et d’autre part pour la mailler. 

 

éventuellement un sommet 
 
éventuellement une arête 

x  
Ax  Bx  Cx  Dx  

1Ω  2Ω  3Ω  

[ ]DA xx ,=Ω
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Evidement, pour des triangles, les lignes courbes sont les plus délicates à reconstituer. Cette 

opération est une étape de prétraitement. Le mailleur fournit une liste de chaque triangle iΩ  

ainsi que les coordonnées cartésiennes de leurs sommets respectifs. Cette liste est une 

donnée du problème, connue dès le début, et sur laquelle nous basons tous les calculs. 

  2.4 Espace de référence et coordonnées 
barycentriques 

 

A ce stade, rappelons que : 

 

� Le domaine Ω  est constitué de N triangles. 

� Les coordonnées des 3N sommets relatifs aux N triangles sont connues. 

� Deux triangles ne diffèrent que par leur forme et la position par rapport au repère 

conventionnel. 

 

Partant de ce constat, nous définissons : 

 

� Un nouveau système de coordonnées plus adapté au triangle. 

� Un triangle de référence défini dans un repère de référence. 

� Une transformation géométrique permettant le passage d’un repère à l’autre. 

 

Les formes iΩ  étant désormais connues ; calculer les intégrales (1.65) dans le repère 

conventionnel n’engendre, a priori, aucune difficulté. Néanmoins, chaque triangle possède 

Figure 1.12   Maillage d’un guide coaxial quelconque 
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des coordonnées différentes. Par conséquent, il faut calculer autant d’intégrales qu’il existe de 

triangles dans l’espace Ω . L’objectif, ici, est d’effectuer un changement de repère ainsi 

qu’une transformation géométrique. Cette association permet de définir n’importe lequel des 

sous domaines iΩ  de l’espace réel à partir d’un unique triangle qui constitue de ce fait une 

référence. Quel que soit le nombre N de triangles composant le domaine Ω , cette technique 

permet alors de ne calculer qu'une seule fois l'intégrale. Cette dernière s'effectue sur le 

triangle de référence, et l'intégration sur chacun des N triangles de Ω  s'obtient alors par 

transformation géométrique. Ce procédé, bien connu dans la littérature, allège 

considérablement le calcul nécessaire à l’intégration sur Ω . 

   2.4.1 Coordonnées barycentriques 
 

Jusque là, le point courant est repéré dans Ω  par une combinaison linéaire des deux vecteurs 

unitaire i
r
et j

r
 du repère orthonormal direct ; appelons ce repère ijkO . Vu les conditions 

d’intersection que doit respecter le mailleur, le point courant est forcement situé dans l’un 

des triangles iΩ  dont les trois sommets sont, eux même, repérés par rapport à ijkO  (figure 

1.13). Les coordonnées des trois sommets étant invariantes tout au long de la simulation, le 

triangle peut constituer le repère du point courant. Nous représentons figure 1.13 un des 

triangles iΩ . Nous repérons les trois sommets par les indices 0, 1, 2 tel que le montre la 

figure. Dans ce triangle apparaît le point courant “P” repéré par rapport à Oijk. Traçons 

maintenant les segments qui relient le point courant aux trois sommets du triangle. Trois 

nouveaux triangles apparaissent. Définir le point P en utilisant les coordonnés barycentriques 

P 

i
r

 

j
r

 x  

y  

iΩ  

0  

,0iS  

,1iS  

,2iS  

Figure 1.13   Le point courant défini en coordonnées cartésiennes 
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relatives aux triangles iΩ  consiste à utiliser l’aire de ces trois nouveaux triangles. Notons ces 

différentes aires par les quantités ,0 ,1 ,2, ,i i iA A A  tel que le montre la figure 1.14. 

Appelons iA  l’aire totale du triangle, nous pouvons alors écrire : 

 

iiii AAAA =++ 2,1,0,       (1.67) 

 

Si nous normalisons ces trois aires par rapport à l’aire total du triangle iΩ , nous obtenons les 

coordonnées barycentriques :  

 

    
,0

0
i

i

A

A
ξ = , 

i

i

A

A 1,
1 =ξ , 

i

i

A

A 2,
2 =ξ     (1.68) 

 

Signalons qu’il n’est pas nécessaire de leur attribuer l’indice i, elles sont, par normalisation 

des grandeurs, indépendantes du triangle considéré. 

 

Ainsi :    

[ ]
1

1,0
2

0

=

∈

∑
=k

k

k

ξ

ξ
   i∀Ω ⊂ Ω       (1.69) 

 

Remarquons enfin que si l’une de ces coordonnés est nulle, le point courant décrit une des 

arêtes du triangle, si deux coordonnées sont nulles, alors le point courant est localisé sur l’un 

des sommets. 

P 

,0iS  

,1iS  

,2iS  
,0iA  

,1iA  
,2iA  

Figure 1.14   Le point courant défini en coordonnées barycentriques 
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Figure 1.15   Equivalence espace de référence / espace réel 
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2.4.2 L’espace de référence 
 

De manière à simplifier toutes les manipulations mathématiques sur les éléments 

triangulaires de l’espace réel, introduisons la notion d’élément de référence [5]. Cet élément 

refΩ doit posséder une forme la plus simple possible. Repéré dans un espace de référence, il 

est l’image de l’élément réel iΩ  par une transformation géométrique iτ  (figure 1.15). Ainsi 

nous recherchons la transformation iτ  qui au point P  défini par le vecteur rqp
rrr ψχ +=  dans 

le repère de référence fait correspondre le point iP  défini par le vecteur i i i i ip q rχ ψ= +r r r
 dans 

le triangle iΩ  du repère réel. Cette transformation apparaît directement si l’on utilise les 

coordonnés barycentriques. En effet, elles sont égales dans le triangle de référence et dans le 

triangle réel iΩ . Leur définition dans le repère de référence est très simple. Dans le repère 

réel, elle nécessite l’écriture des différents produits mixtes entre les vecteurs iq
r
, ir
r
 et ip

ur
. Le 

tableau suivant résume les résultats de ces différents calculs : 

Dans l’espace de référence : Dans l’espace réel : 

 

χψξ −−=10  

 

χξ =1  

 

ψξ =2  

( )( )
( ) krq

kpqrrq
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iiii r
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r
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rrrrr

∧
∧−+∧=0ξ  

( )
( ) krq

krp
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i r
o
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r
o
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∧
∧=1ξ  

( )
( ) krq

kpq

ii

i r
o
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r
o

rr

∧
∧=2ξ  

Tableau 1.2  Coordonnées barycentriques dans le triangle de référence (à gauche), dans un triangle 

réel (à droite). 

 

L’expression des vecteurs iq
r
, ir
r
 et ip

ur
 en fonction des coordonnées des sommets du triangle 

iΩ  dans la base Oijk mène aux trois expressions suivantes ;  

 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 2 1 1 2 2 1

0 2 1 1 2 0 2 1 0

2 0 0 2 2 0 0 2

0 2 1 1 2 0 2 1 0

0 1 1 0 0 1 1 0

0 2 1 1 2 0 2 1 0

1

1

1

1

x y x y y y x x
x

y x x y x x y x x
y

x y x y y y x x
x

y x x y x x y x x
y

x y x y y y x x
x

y x x y x x y x x
y

ψ χ

χ

ψ

 
− − −   = − − − − − + −  

 

 
− − −   = − − − + −  

 

 
− − −   = − − − + −  

 

   (1.70) 
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Expressions que l’on peut organiser sous forme matricielle : 

 

( ) ( ) ( )
1 2 2 1 1 2 2 1

2 0 0 2 2 0 0 2
0 2 1 1 2 0 2 1 0

0 1 1 0 0 1 1 0

1 1
1

x y x y y y x x

x y x y y y x x x
y x x y x x y x x

x y x y y y x x y

ψ χ
χ
ψ

− − − − −     
    = − − −    − − − + −    − − −     

 (1.71) 

 

Où encore, pour simplifier : 

 

   

0 0 0

1 1 1

2 2 2

1 1
1

2 i

a b c

a b c x
A

a b c y

ψ χ
χ
ψ

− −     
    =    
         

    (1.72) 

 

Au passage, nous obtenons, par identification, l’expression des coordonnées barycentriques 

en fonction de x et y, tel que : 

 

   ( )1

2k k k k
i

a b x c y
A

ξ = + +  avec =k  0, 1, 2   (1.73) 

 

Nous voyons que cette forme est identifiable à l’inverse d’une matrice dont le terme 2 iA  

représente bien entendu le déterminant. 

 

Ainsi, par inversion on obtient : 

 

   0 1 2

0 1 2

1 1 1 1 1

x x x x

y y y y

χ ψ
χ
ψ

− −     
    =    
         

     (1.74) 

 

Dans ce système matriciel, nous retrouvons: 

� la propriété fondamentale des coordonnées barycentriques : 1
2

0

=∑
=k

kξ   (1.75) 

� la transformation τ  recherchée ; transformation que l’on définit alors comme :  

 

   













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







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







ψ
χ

ψχ
τ

1

:
210

210

yyy

xxx

y

x
    (1.76) 
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Cette transformation τ  est bijective si la matrice [ ]Jτ  n’est pas singulière : 

 

   
[ ]

( )( ) ( )( )

1 0 1 0

2 0 2 0

1 0 2 0 2 0 1 0det( )

x y
x x y y

J
x x y yx y

J x x y y x x y y

τ

τ

χ χ

ψ ψ

∂ ∂ 
  − −∂ ∂  
 = =  − −∂ ∂   
 ∂ ∂ 

= − − − − −

   (1.77) 

 

Ce déterminant vaut deux fois l’aire du triangle. Il s’annule donc uniquement si les trois 

sommets du triangle sont alignés. Cette situation est, bien entendu, implicitement exclue par 

le mailleur. Signalons ici qu’il n’est, bien sûr, pas obligatoire de réaliser ces différents 

développements lorsque l’on souhaite mettre en œuvre un code de calcul. Espace de référence 

et système de coordonnées barycentriques sont des outils qui permettent de simplifier 

l’écriture globale du problème. Il est très probable cependant, que ces simplifications auront 

un impact significatif sur l’efficacité, en terme de temps de calcul, de l’algorithme qui en 

découlera. 

 

  2.5 L’espace des fonctions d’interpolation 
 

 Il reste un ingrédient à définir ; les fonctions de bases. Afin d’illustrer les notions déjà 

introduites dans notre introduction, prenons l’exemple de la série de Fourier. Cette méthode 

stipule que toute forme, pourvu qu’elle soit périodique, peut être décrite par une série de 

fonctions trigonométriques (fonctions de base). Il suffit alors de trouver les différents 

coefficients (degré de liberté) pondérant chaque terme de cette série afin qu’elle converge et 

tende vers la forme recherchée. Il va de soi que, de part leur caractère périodique, le sinus et 

le cosinus constituent les fonctions de base idéales vu le problème posé. Le choix des 

fonctions de base est capital vis-à-vis de la convergence de la solution. Il est clair que plus 

elles auront de similitudes avec la solution du problème plus vite convergera cette solution. 

  2.5.1 Projection sur une base de fonctions d’interpolation  
 

 Contrairement à notre exemple de la série de Fourier, nous n’avons pas dans notre 

problème d’électromagnétisme de critère récurant telle la périodicité d’une variable 

temporelle ou spatiale permettant de faire un choix sur la fonction de base idéale ou, en tout 

cas, celle favorisant une convergence rapide du problème. Tout ce que l’on peut dire est que 

sur un intervalle d’espace assez petit, toute forme de solution tend à devenir suffisamment 

monotone pour qu’un polynôme d’ordre fini puisse la décrire avec un minimum d’erreur. 
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Ainsi, nous développons notre champ vectoriel E
ur
 sur une base de fonctions polynomiales. 

Afin que la formulation intégrale (1.65) ne soit pas triviale, nous avons besoin d’une forme 

polynomiale d’ordre au minimum égale à un. Cependant, pour des raisons de minimisation 

de l’erreur nous choisissons l’ordre deux. Dans l’expression générale (1.2) de notre 

introduction, les termes iN  sont donc des polynômes d’ordre deux à deux dimensions. Dans 

ce cas, la valeur du champs E
ur
 au point courant P, situé quelque part dans l’un des triangles 

iΩ , est la résultante par interpolation de six valeurs de champs pE
ur

 tel que : 

     
5

0
p p

p

E N E
=

=∑
r r

     (1.78) 

Désormais, les inconnues du problème sont les champs pE
ur

. Evidement, ces différents 

champs doivent être définis en des endroits spécifiques de chaque triangle iΩ . Nous 

appelons ces positions particulières, les nœuds de l’élément. Nous avons choisi de les définir 

aux trois sommets du triangle ainsi que sur le milieu des trois arêtes du triangle. Le fait de les 

choisir sur la frontière de l’élément implique que la continuité C0 soit satisfaite. Cette 

continuité est nécessaire et suffisante. En effet d’un point de vue physique et notamment 

pour certaines configurations d’interface diélectrique/métal, assurer une continuité d’ordre 

supérieur peut poser des problèmes dans la prise en compte des ‘’effets de pointes’’. On 

montre sur la figure 1.14 la disposition des 6 nœuds sur le triangle de référence ainsi que sur 

quelques triangles de l’espace réel. Nous voyons que l’on attribue à chacun de ces nœuds un 

chiffre qui permettra l’identification dans les équations. Le choix de cette indexation n’est pas 

hasardeux. On remarque, en effet, que l’on incrémente la valeur du nombre correspondant à 

un nœud sommet selon le sens trigonométrique. Il en va de même pour les nœuds 

correspondant aux milieux des arêtes. Ils sont indexés selon le sens trigonométrique et le 

nœud ‘’3’’ sera toujours disposer sur l’arête délimité par les nœuds aux sommets ‘’1’’ et ‘’2’’. 

Nous les avons disposés de cette façon pour que les indices des nœuds coïncidents avec ceux 
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Figure 1.14   Disposition géométrique des six nœuds d’interpolations 
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des coordonnées barycentriques. Ceci permet d’obtenir une récurrence dans l’écriture du 

polynôme d’interpolation que l’on pourra de ce fait exprimer sous forme générale. Cette 

démarche est purement personnelle, ce n’est donc qu’une convention. Dans l’espace réel, 

l’indexation d’un triangle se fait en choisissant aléatoirement l’un des trois sommets pour lui 

attribuer l’indice ‘’0’’. L’indexation, figure 1.14, des cinq autres nœuds se fait alors en regard 

de ce premier nœud et selon la convention qui vient d’être décrite sur le triangle de référence. 

   2.5.2 Interpolation nodale, polynômes de Lagrange 
 

Afin de respecter la définition de l’élément fini énoncée plus haut, nous allons 

construire un polynôme d’interpolation 

dont le tracé doit passer exactement par 

les valeurs obtenues aux nœuds. En 

d’autres termes, il faut que la valeur de 

notre champ interpolé E soit au nœud q 

exactement égale à celle du champ 

solution Eq. A titre d’exemple, la figure 

1.15 compare, pour un problème à une 

dimension, une interpolation basée sur la 

méthode des moindres carrés à une 

interpolation de type nodale, d’un 

ensemble de valeurs définies en plusieurs 

noeuds. Dans notre cas à deux dimensions, l’interpolation nodale du champ E
ur
 s’écrit sur le 

triangle de référence de la manière suivante: 

 

( ) { }, ( , ) ppE N Eχ ψ χ ψ=
urr

    Avec :          (1.79) 

 

Pour aboutir à cette formulation, nous partons d’une forme polynomiale classique : 

 

( ) { }, ( , ) ppE P eχ ψ χ ψ=
rr

                (1.80) 

 

qui se compose, bien sûr, de la somme de toutes les combinaisons possibles du couples 
jiψχ  

tel que 2≤+ ji   
+∈ Nji, .  Si nous posons : 

 

122
543210 ψχψχψχ=PPPPPP     (1.81) 

( )





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



=
≠

=
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N jji 1

0
,ψχ

Interpolation nodale 

Interpolation “moindre carré” 

Nœud “q” 

Valeur de la solution Eq au nœud “q” 

Figure 1.15  Interpolation nodale de plusieurs données 
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nous pouvons alors définir la matrice [ ]P  constituée des six vecteurs lignes pP  relatifs aux 

six vecteurs champs { }pE
ur

 de la façon suivante : 

 

( )
( )
( )
( )
( )
( )

0 2 20 0
0 0 0 0 0 0
2 21 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

3 3 3 3 3 3 33 3
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4 4 4 4 4 44 4 4
2 2
5 5 5 5 5 55 5 5

, 1
, 1

, 1

1,
1,
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E E

E E

E E
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χ ψ χ χ ψ ψ χ ψ
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χ χ ψ ψ χ ψχ ψ
χ χ ψ ψ χ ψχ ψ
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 
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 =  

  = 

ur ur

ur ur

ur ur

ur ur

ur ur

ur ur

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 0 1

1 0 0 1 0 1

1/ 4 0 0 1/ 2 0 1

1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 2 1/ 2 1

0 0 1/ 4 0 1/ 2 1

e e

e e

e e

e e

e e

e e

   
     
     
     
     =     
     
     
     

      
   

r r

r r

r r

r r

r r

r r

                        (1.82) 

 

Pour vérifier “l’unisolvance” il faut s’assurer qu’il n’existe pas de cas où le déterminant de 

cette matrice peut s’annuler. Ce calcul, plutôt lourd,  aboutit à l’expression suivante: 

      

 

  [ ] ( ) ( ) ( )( )4

0 2 1 1 0 2 2 1 0

1
det

64
P χ ψ ψ χ ψ ψ χ ψ ψ= − − + − + −    (1.83) 

 

Evidement, le triangle de référence est géométriquement invariant. Son déterminant ne peut 

donc s’annuler. Ce déterminant est valable pour n’importe lequel des triangles de l’espace 

réel (il suffit de transposer les variables iχ  et iψ  aux variables ix  et iy ). Dans ce cas, le 

déterminant ne s’annule, cette fois encore, que si les trois sommets sont alignés ; situation 

implicitement exclue par le mailleur. Ainsi, nous pourrons toujours déterminer de façon 

unique les vecteurs pe
r

. L’inversion de la matrice [P] permet de réécrire l’expression (1.80) en 

fonction des vecteurs pE
ur

 : 

 

( ) [ ] { }1
, ( , ) ppE P P Eχ ψ χ ψ −=

urr
 avec [ ] 1

0 2 2 4 0 0

0 4 0 4 4 4

2 2 0 0 0 4

0 3 1 4 0 0

1 3 0 0 0 4

0 1 0 0 0 0

P
−

− 
 − − 
 −

=  − − 
 − −
 
 

  (1.84) 

 

Ceci qui permet l’identification avec (1.79). 
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Ainsi, nous obtenons l’expression des termes pN  : 

 

( ) ( )

( )

( )

0

2 2
1

2

3

4

5

(2 1)

4 2 3 1

(2 1)

4 1

4

4 1

N

N

N

N

N

N

ψ ψ

χψ χ ψ χ ψ

χ χ
χ ψ χ
χψ
ψ ψ χ

= −

= + + − + +

= −
= − −
=
= − −

   (1.85) 

 

Ou encore, en coordonnées barycentriques : 

 

0 0 0

1 1 1

2 2 2

3 1 0

4 1 2

5 2 0

(2 1)

(2 1)

(2 1)

4

4

4

N

N

N

N

N

N

ξ ξ
ξ ξ
ξ ξ
ξ ξ
ξ ξ
ξ ξ

= −
= −
= −
=
=
=

      (1.86) 

 

C’est cette dernière forme que nous retenons pour la suite, car elle est valable à la fois dans le 

triangle de référence et dans n’importe quel triangle de l’espace réel. A ce stade, le triplet 

( ), ,
i ii PΩ ΩΩ Σ  est entièrement défini et le champ vectoriel E

ur
 s’exprime comme : 

5 5

0 0
p Tp p zp

p p

E N E N E k
= =

= +∑ ∑
rr r
   (1.87) 

� iΩ  est un triangle. 

� 
iΩΣ  représente un ensemble de six degrés de liberté associé aux six nœuds de iΩ  (le 

vecteur pE
ur

). 

� et 
i

PΩ  est affecté à l’espace des fonctions d’interpolations polynomiales (les fonctions 

pN ). 

  2.6 L’élément fini à élément d’arêtes 

2.6.1 Intérêt 
 

 Dans cette dernière section concernant l’approximation des fonctions inconnues par 

éléments finis, nous allons enrichir l’élément qui vient d’être défini de notions qui lui 
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permettront d’approximer correctement les fonctions vectorielles. En effet, même si l’élément 

défini à ce stade convient parfaitement à l’approximation des fonctions scalaires, il n’est pas 

adapté aux problèmes vectoriels. Historiquement, les différents algorithmes qui ont été mis 

en œuvre ont généré des solutions non physiques caractérisées par une divergence non nulle. 

Ses solutions qualifiées de ‘’parasites’’ apparaissaient aussi bien sur des problèmes 

stationnaire, non stationnaire que dans un problème déterministe. Evidement des méthodes 

ont depuis été proposées comme notamment la méthode des multiplicateurs de Lagrange qui 

permet de forcer, à zéro, la divergence en utilisant une fonction de pénalité [22] à [26]. 

Cependant cette méthode alourdit considérablement les algorithmes et il semble aujourd’hui 

que les éléments d’arêtes soit la méthode la plus adaptée [2]. Outre le fait que ces nouveaux 

éléments éliminent les solutions parasites, ils offrent des propriétés intéressantes comme 

notamment, celle d’imposer implicitement la continuité tangentielle des champs entre les 

différents éléments. Enfin grâce à ce type de construction, la prise en compte des conditions 

aux limites et locales est facilitée. 

2.6.2 Interpolation de type nodale 
 

Rappelons que notre élément fini discrétise un domaine Ω à deux dimensions repéré par les 

vecteurs unitaires i et j. De ce fait, le vecteur unitaire k, orthogonal au plan contenant Ω, ne 

participe pas aux développements qui vont 

suivre. La forme polynomiale définie dans la 

section précédente relative au vecteur k reste 

donc inchangée. Sur la figure 1.16, nous 

représentons un des vecteurs du champ 

électrique transverse susceptible d’être solution 

du problème au nœud 0 de l’élément nodal Ωi. 

Sur cette figure apparaît en plus du champ 
0
TE
r
: 

 

� les vecteurs unitaires normaux à Гi 

� les vecteurs unitaires tangents à Гi 

� les angles aux différents sommets de 

l’élément Ωi 

 

Les indices des différents vecteurs unitaires tangents et perpendiculaires à une arête 

correspondent à ceux des nœuds sommets délimitant cette arête. De même, nous affectons à 

l’indice de l’angle au sommet, celui du nœud sommet correspondant. Les vecteurs unitaires 

normaux et tangents sont tels que : kjitn
rrrrr =∧=∧ . Continuons à nous focaliser sur le 

Figure 1.16 Conventions vectorielles 
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vecteur transverse 
0
TE
r
. La méthode consiste alors à projeter le vecteur champ électrique au 

nœud 0 sur les deux arêtes latérales ayant pour point commun le nœud O. On cherche donc 

une expression du champ 
0
TE
r
 en fonction des différents vecteurs unitaires. Ainsi, vu les 

conventions de la figure 1.16, nous définissons les quantités scalaires 
0
01e  et 

1
20e  telles que : 

 

     
1
2020

0

0
0101

0

etE

etE

T

T

−=

=
r

o
r

r
o

r

                  (1.88) 

 

Le signe négatif représente une convention que nous commenterons plus tard. De plus, le 

champ 
0
TE
r
 peut se mettre sous la forme d’une combinaison linéaire d’au moins deux vecteurs 

unitaires. En choisissant les deux vecteurs unitaires normaux 01n
r

 et 20n
r

 pour des raisons de 

commodité vu le nœud considéré ici, on écrit le champs 
0
TE
r
 sous la forme suivante: 

 

     2001
0 nnET

rrr
βα +=      (1.89) 

 

Ainsi en appliquant, à cette dernière expression du champ, les produits scalaires (1.88), nous 

obtenons (1.90) par substitution :  

    20
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1
200 n

tn

e
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ET
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r
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o
r

r
+−=                 (1.90) 

 

On peut, bien sûr, remplacer les produits scalaires présents dans cette dernière expression, 

par le sinus de l’angle au sommet “0”. Ainsi, 

en appliquant cette démarche aux deux autres 

sommets, nous obtenons l’ensemble des 

champs transverses aux nœuds 0, 1 et 2 : 
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    (1.91) 
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Nous avons sur la figure 1.17 ajouté les variables 
0
ije  et

1
ije . Pour des commodités de 

représentation, nous les illustrons par des vecteurs alors que ces quantités sont scalaires. Ceci 

permet de mettre en relief l’intérêt de la convention de signe présente dans (1.88). Il en 

découle une ‘’symétrie’’ entre les variables tangentielles d’une même arête, ce qui permet, 

comme le montre la figure 1.18, de réaliser l’étape d’assemblage sans difficulté majeure. 

Quant aux champs électriques situés sur les nœuds aux milieux de chaque arête (nœud 3, 4, 

5), la projection est plus délicate. En effet, nous voyons qu’en ces nœuds, figure 1.19, ne se 

coupe aucune arête de direction différente. La 

démarche appliquée aux “nœuds sommets” 

n’est donc pas possible ici. Même si, avec le 

recul pris aujourd’hui, nous avons plusieurs 

idées pour résoudre ce problème, nous 

appliquons une méthode qui a fait ses preuves. 

Celle-ci consiste à considérer le champ sur les 

nœuds milieux comme la moyenne vectorielle 

des deux champs situés sur les deux sommets 

bornant l’arête en question. Cela permet de 

simplifier considérablement la décomposition 

en éléments d’arêtes.  

Figure 1.18.a L’assemblage relatif à cette convention ne pose aucun problème 
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Figure 1.18.b L’assemblage relatif à cette convention nécessite une étape 
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Figure 1.19. Champs sur les nœuds milieux  



 65 Chapitre 1.  Une méthode d’éléments finis à éléments d’arêtes 

 

Ainsi, les six composantes du champ électrique transverse sont les suivantes : 
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   (1.92) 

 

Cette méthode, basée sur la moyenne des champs aux nœuds sommets, a une incidence sur le 

polynôme d’interpolation. En effet, les champs aux nœuds milieux sont désormais fonctions 

des champs aux nœuds sommets. Ceci a pour conséquence l’élimination de trois degrés de 

libertés sur six. Ceci implique, dans notre cas, un décrément de l’ordre du polynôme 

d’interpolation. Afin de conserver le degré initial de ce polynôme, Zoltan Cendes propose une 

méthode qui consiste à ajouter deux variables dénommées composantes faciales f0 et f1 telles 

que le montre la figure 1.20 [1] [2]. 

Le choix des nœuds milieux, sur lesquels sont définis ces variables, est arbitraire. Pour notre 

part, nous associons les variables faciales 0f  et 1f  aux nœuds “4” et “5” respectivement. Le 

système (1.92) se réécrit alors : 
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Figure 1.20. Ajout des variables faciales 0f  et 1f   
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Dans ces conditions, l’expression finale du champ électrique E
ur
 s’écrit : 

 

( ) ( )
2 5

0 1
20 010 2 0 1 1

0 0

4
sin( )

p
pq rp rp pq p zp

p pp

E e n e n f n f n N E k
ξ
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r r rr r r

       (1.94) 

 

avec les associations indicielles suivantes :  
0 1 2

1 2 0

2 0 1

p q r

 

 

A ce stade, nous recherchons les quatorze variables ;
0 1 0 1 0 1
01 01 12 12 20 20 0 1, , , , , , , ,e e e e e e f f  

0 1 2 3 4 5, , , , ,z z z z z zE E E E E E  qui doivent satisfaire l’équation (1.65) sur un élément iΩ  donné. 

 

3. La méthode de Galerkin 
 
 

Pour rappel, nous avons dans les deux sections précédentes : 

 

� établi une formulation intégrale de notre problème : 
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� formulation dans laquelle intervient le champ solution E
ur
 défini sur un sous domaine 

Ωi : 
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Il reste à construire le vecteur de pondération W. Pour cela, nous employons la méthode de 

Galerkin qui consiste à poser : 

 

W Eδ=
r r

 

 

où Eδ
r
 est la première variation de E

r
. Ce dernier étant une interpolation nodale des 

champs aux nœuds de chaque élément iΩ  (voir paragraphe 2), nous écrivons : 

 

{ } { }p p p pW E N E N Eδ δ δ= = =
r r r r

 

 

Ici les termes pN  incluent évidement la décomposition vectorielle (1.96)du champ électrique 

transverse. Enfin, puisque les 
pEδ
r

 sont indépendants des domaines géométriques iΩ , seuls 

les termes pN  interviennent dans la formulation intégrale (1.95).  

 

Finalement nous retenons que la méthode de Galerkin appliquée à la méthode des résidus 

pondérés consiste à choisir comme pondération, les fonctions de bases qui ont servi à 

construire la fonction d’interpolation. Ainsi, nous écrivons : 

 

pW N=
r

      (1.97) 

 

A ce stade, quelques remarques s’imposent : 

 

� Comme nous pouvons le voir, cette méthode est très simple à mettre en œuvre 

puisque nous n’avons rien de plus à définir ; les fonctions de bases étant maintenant 

connues. 

� De plus, nous rappelons que nous avons construit les fonctions de bases de sorte 

qu’elles respectent les restrictions minimales de dérivabilité imposées par la 

formulation du système. Les fonctions de pondérations les respectent alors 

implicitement, grâce à la méthode choisie : la méthode de Galerkin. 
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Terminons ce paragraphe en développant le vecteur de pondération que l’on obtient à 

partir de l’expression du champ électrique (1.96) : 

 

0 0 1 1 2 2
20 01 01 12 12 20 0 2 20 0 1 01

0 0 1 1 2 2

4 4
sin( ) sin( ) sin( ) sin( ) sin( ) sin( )

TW n n n n n n n n
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θ θ θ θ θ θ
= − − − − − −
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0 0 1 1 2 2 1 0 1 2 2 0(2 1) (2 1) (2 1) 4 4 4zW ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= − − −      (1.98) 

 
Chaque terme intervenant dans la formulation intégrale est désormais connu. 

4. Organisation matricielle, assemblage, résolution numérique 

 

Les démarches effectuées dans ce dernier paragraphe sont communes à toutes 

méthodes d’analyse numérique. Il faut transformer un système physique, pour peu que des 

équations mathématiques le définissent, en un système d’équations algébriques, dans lequel 

n’interviennent que des opérations simples (addition, multiplication,…), afin qu’un 

ordinateur puisse traiter le problème.  

4.1 Organisation matricielle 
 

Bien entendu, il est impossible, ici, de décrire tous les calculs que nécessite 

l’organisation matricielle de notre formulation intégrale. Cependant, à titre d’exemple, nous 

pouvons isoler l’un des termes de cette formulation et développer les calculs correspondants. 

Tous les autres termes se déterminent selon une démarche similaire. 

Choisissons par exemple, le premier terme de l’expression générale (1.95) page 54 : 
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Commençons par calculer TT E∇ ∧
ur ur

. La partie transverse de l’expression 1.96 (paragraphe 3) 

peut se mettre sous la forme suivante : 
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Appliquer le rotationnel transverse à chacun des termes du vecteur TE
ur

 revient à étudier 

l’expression générale suivante : 

 

           ( )T ij T ij T iji j i j i jn n nξ ξ ξ ξ ξ ξ∇ ∧ = ∇ ∧ + ∇ ∧
ur r ur r ur r

   (1.100) 

 

Bien sûr, les vecteurs ijn
r
 sont des vecteurs unitaires normaux aux arêtes des triangles iΩ . 

Leurs coordonnées sont donc des constantes tout au long de la simulation ce qui implique 

que le terme T ijn∇ ∧
ur r

 est nul. De plus : 

 

( ) ( ) ( )T T Ti j i j j iξ ξ ξ ξ ξ ξ∇ = ∇ + ∇
ur ur ur

    (1.101) 

 

et donc :  ( ) ( )T ij T ij T iji j i j j in n nξ ξ ξ ξ ξ ξ∇ ∧ = ∇ ∧ + ∇ ∧
ur r ur r ur r

  (1.102) 

 

Le calcul du rotationnel se réduit ainsi à un calcul de gradient. La correspondance entre les 

coordonnés barycentriques et les coordonnées cartésiennes (expression 1.73) nous permet de 

déterminer facilement le gradient d’une coordonnée barycentrique. On trouve : 

 

( ) 1
( )

2
T k k k

i

b i c j
A

ξ∇ = +
ur r r

     (1.103) 

où kb  et kc  sont les termes de la matrice de passage de l’espace de référence vers l’espace réel 

(expression 1.72). iA  représente l’aire totale du triangle iΩ . Enfin, tout vecteur unitaire 

normal aux différentes arêtes d’un triangle peut s’exprimer selon les vecteurs unitaires i
r
 et 

j
r
. On aboutit à une formulation générale du type : 

 

k k
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ij

b i c j
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L

− −=
r r
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      (1.104) 

 

où ijL  est la longueur de l’arête bornée par les sommets i  et j . Cette dernière formulation 

permet de réécrire l’expression du gradient telle que : 
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et finalement : 

 

2 2
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   (1.106) 

Avec :   
sin( )
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Ce qui permet le calcul de TT E∇ ∧
ur ur

 et T TW∇ ∧
ur uur

 : 
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Nous appliquons ensuite le produit scalaire : 
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Le vecteur transverse des fonctions de pondération ( TW
uur

) est ici introduit sous forme d'un 

vecteur colonne pour respecter les lois du produit matriciel et obtenir autant d'équations qu'il 

y a de fonctions de base. On aboutit, ainsi, à la forme matricielle suivante : 
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Il reste à intégrer cette matrice sur un triangle iΩ . Rappelons que seules les coordonnées 

barycentriques sont dépendantes du domaine géométrique. Chaque membre de la matrice 

précédente pourra toujours se mettre sous la forme d’une combinaison linéaire de 

l’expression intégrale suivante (ceci est valable pour tous les termes de la formulation 

intégrale) : 
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L’intégration se fait donc de manière analytique. On aboutit ainsi à la forme matricielle du 

premier terme de la formulation intégrale : 
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(1.111) 
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Seules les longueurs des arêtes et l’aire du triangle iΩ  correspondant subsistent à l’issue de 

l’opération d’intégration. 
 

4.2 Mise en évidence d’un système matriciel 

 aux valeurs propres 
 

A cette fin, nous reprenons la formulation intégrale en répartissant certains termes de part et 

d’autres du signe d’égalité. 
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    (1.112) 

 

Nous savons désormais que cette formulation intégrale conduit à une formulation matricielle 

du problème. De plus, en effectuant un changement de variable, nous pouvons faire 

apparaître un système aux valeurs propres. Nous posons : 

 

z zE eγ=      et, par conséquent (Galerkin) : z zW wγ=   (1.113) 

 

Ceci permet de réécrire la formulation intégrale : 
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    (1.114) 

 

Ainsi en procédant de la même manière que dans le paragraphe 4.1, nous calculons le produit 

scalaire relatif à chacun des termes constituant la formulation. Nous aboutissons au système 

matriciel élémentaire (relatif à un seul triangle isolé) : 

 

2

1 1¨ ¨
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i ii

i i
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N N
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i iz zzT zz
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e eB B
γ
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= =Ω Ω

      
=     

      
∑ ∑   (1.115) 
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Ou encore, de manière plus générale : 

 

{ } { }
1 1

i
i

i i

N N

i i

A E B Eλ
ΩΩ

Ω Ω
= =

   =   ∑ ∑                 (1.116) 

 

La valeur propre λ  de ce système représente notre constante de propagation complexe élevée 

au carré. Elle est une constante commune à l’intégralité des sous domaine. C’est pour cela 

qu’elle est définie, dans l’expression, en dehors du signe « somme ». Quant au vecteur 

propre, il est constitué, pour un sous domaine iΩ , des 14 composantes de champ électrique 

définies dans le paragraphe 2. Nous avons vu que ces 14 composante sont liées. A chaque 

sous domaine iΩ  correspond donc un vecteur propre différent.  
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On identifie (1.114) dans (1.115) de la manière suivante : 
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iAΩ
 et iBΩ

 sont donc deux matrices carrées de dimension 14 lignes et 14 colonnes. Elles 

renferment l’information électromagnétique propre à un triangle iΩ  donné. Comme nous 

l’avons vu dans le sous paragraphe 4.1, l’intégration se fait de manière analytique. A l’issue de 

cette intégration, il ne reste (voir matrice (1.111)) que les données caractéristiques d’un 

triangle, à savoir ; les aires ou encore les longueurs des différentes arêtes. Il est alors aisé, 

puisque l’on connaît les coordonnées des sommets de chaque triangle (données fournies par 

le mailleur), de calculer toutes les matrices iAΩ
 et iBΩ

 relatives à chaque sous domaine. 

 

4.3 Assemblage 
 

A ce stade, il reste à calculer les sommes présentes dans le système matriciel (1.116). 

C'est-à-dire, étendre les matrices iAΩ
 et iBΩ

, qui ne sont valables que sur un sous domaine 

iΩ ,  à la surface totale du domaine Ω  (la structure de propagation). Cependant cette 

opération n’est pas aussi simple qu’une sommation de N matrices 14*14. En effet, comme 

nous venons de le dire, à chaque sous domaine iΩ  correspond un vecteur champ électrique 

différent. Le champ électrique dans un sous domaine est une interpolation nodale de 14 

composantes définies à des endroits fixes et connus de la frontière du sous domaine (les 

nœuds). L’expression du champ dans une région de l’espace et donc intimement liée à la 

géographie et la géométrie de cette région. Il faudra donc construire un nouveau vecteur 

propre “général” regroupant l’intégralité des composantes de chaque vecteur propre 

“élémentaire”, et ce, sans aucune répétition bien entendu. Ceci constitue l’opération 

d’assemblage. 

Afin de transcrire cette opération de la manière la plus simple possible, nous 

choisissons de prendre un exemple totalement indépendant de notre problème 

d’électromagnétisme. Le système physique relatif à cet exemple est inconnu mais conduit au 

système matriciel suivant : 

 

{ } [ ]{ }
1

0i

i i

N

dt
i

A V I VλΩ
Ω Ω

=

  − = ∑               (1.123) 

 

où [ ]dtI  représente la matrice identité. Nous choisissons de résoudre le système pour la 

structure figure 4.1 qui est déjà subdivisée en quatre sous domaines triangulaires. La 

physique du problème ne nécessite pas de polynôme d’interpolation supérieur à l’ordre 1. Par 

conséquent, il est nécessaire, pour assurer l’unisolvance, de définir 3 nœuds d’interpolation 
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( 1 2 5, , ...v v v ) par éléments. Ils sont définis aux 3 sommets de chaque triangle comme le 

montre la figure 4.1. Ainsi le vecteur { }
i

V
Ω
du système (1.123) possède trois composantes. Il 

en va de même pour la matrice iAΩ
 qui, bien évidement, sera de dimension 3*3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le maillage de cette structure étant une étape de pré traitement, nous connaissons les 

coordonnées de chaque sommet. La première étape consiste donc à calculer chaque 

matrice iAΩ
 relative à chaque sous domaine. 
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Ici, les composantes 1 2 3, ,v v v  ne sont pas encore liées aux nœuds de notre structure. Ce sont 

par convention des termes génériques que nous associerons plus tard aux nœuds figure 4.1. 
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La seconde étape consiste à construire un vecteur propre générale qui contient l’intégralité 

des degrés de libertés définis en chacun des nœuds de la structure (Ω ). 

 

par exemple :    { }
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               (1.124) 

 

Nous aurions pu définir la position des composantes de ce vecteur dans un ordre différent. 

Ceci n’est qu’une convention. 

 

La troisième étape consiste à étendre la dimension de chaque matrice élémentaire à la 

dimension de la future matrice générale ; dimension qui est connue puisque nous venons de 

construire le vecteur propre général. C’est ici que nous associons les composantes génériques 

( 1 2 3, ,v v v ) aux composantes propres à la structure d’exemple ( 1 2 3 4 5, , , ,v v v v v ). 
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Une dernière étape consiste alors à sommer l’ensemble des matrices élémentaires 

étendues. 

 

4

1

i

i

A AΩ →ΩΩ

=

   =   ∑                (1.129) 

 

Nous obtenons la matrice générale de notre exemple ; résultat de l’assemblage des quatre 

matrices élémentaires propres à chaque sous domaine : 
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            (1.130) 

 

Ainsi l’expression (1.123) devient : 

 

{ } [ ]{ }dtA V I VλΩ
Ω Ω

  −                (1.131) 

 

Il faut noter que cette opération n’est pas propre à la méthode des éléments finis. Elle 

est en effet commune à toute méthode numérique qui, au préalable, requiert un découpage de 

l’espace géométrique de travail. Cette opération constitue le cœur de tout outil d’analyse 

numérique et représente l’étape la plus coûteuse en terme de temps de calcul. En effet, la 

taille de la matrice générale nécessite bien souvent une quantité mémoire dépassant celle de 

la mémoire interne du processeur de la machine (mémoire de petite capacité mais 

fonctionnant à la fréquence d’horloge du processeur). Cette matrice sera donc contenue dans 

la mémoire centrale de la machine (mémoire de grande capacité mais fonctionnant à une 

fréquence inférieure). Chaque boucle d’assemblage exige donc une communication 

“processeur-mémoire”. Ceci ralentit considérablement le calcul qui s’effectue quasiment au 

rythme du bus “processeur-mémoire”. La rapidité de calcul de l’outil numérique est donc liée 
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principalement à toutes les optimisations qu’il est possible, compte tenu des restrictions 

techniques énoncées, de faire sur la phase algorithmique de l’opération d’assemblage. 

L’application de la démarche, décrite dans notre exemple page 62, à nos 2 matrices  iAΩ
 et 

iBΩ
, conduit à l’écriture matricielle générale (sur Ω ) suivante : 
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 ou  { } { }A E B EλΩ Ω

Ω Ω
   =                (1.132) 

 
 

4.4 Transformation spectrale et résolution numérique  
 

Afin d’optimiser la recherche de la solution de notre problème, nous effectuons une 

dernière opération. Elle concerne l’ensemble de définition de la valeur propre de notre 

système. En effet, la constante de phase du système étudié est forcément bornée par : 

 

[ ]0( )m λ βℑ ∈ Θ   avec  
max max0 r rβ ε µΘ =             (1.133) 

 

0 0 0β ω ε µ=  est, bien sûr, la constante de phase dans le vide à une pulsation donnée. 
maxrε  et 

maxrµ sont parmi les milieux qui constituent la section droite de notre structure de 

propagation, ceux de perméabilité et de permittivité les plus élevés. 

Cette transformation a pour but de mettre en exergue la valeur propre de plus grand module, 

celle correspondant au mode fondamental. A cette fin, nous soustrayons membre à membre 

au système (1.132) le système (1.134) : 
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nous obtenons : 
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              (1.135) 

 

ou de manière plus générale : 

 

{ } { }' ' 'A E B EλΩ Ω
Ω Ω

   =                (1.136) 
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Outre l’intérêt d’obtenir, sans ambiguïté, l’évolution du mode fondamental, cette 

transformation possède l’avantage de rendre la procédure de recherche de la solution 

systématique. En effet, la variable Θ  est alors considérée comme une variable 

d’initialisation.  
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La figure 4.2 illustre la densité de valeurs non nulles contenues dans la matrice 
'ΩB  à l’issue 

de l’assemblage, et ce, dans le cas d’une simulation faisant intervenir 2433 triangles. Cette 

matrice est de dimension (16540,16540), elle contient 1548721 nombres significatifs et 

15965615 zéros soit 90% de termes nuls qu’il sera judicieux de ne pas stocker. Enfin nous 

pouvons, en observant les variations abrupte de densité de nombres, identifier visuellement 

les sous matrices , , ,TT Tz zT zzB B B BΩ Ω Ω Ω
.  

 

Pour résoudre ce système matriciel, nous employons la méthode d’Arnoldi. Afin de ne 

pas alourdir d’avantage ce premier chapitre, nous n’allons pas développer les concepts 

mathématiques relatifs à cette méthode qui sortent, d’ailleurs, du cadre de ce mémoire. 

Précisons toutefois que parmi les techniques spécialisées dans la résolution de système de 

grande taille, la méthode d’Arnoldi est l’une des plus communément employée [27][28][29]. 

 

 
 

Figure 4.2  Densité des valeurs non nulles de la matrice B 
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Conclusion 
 

En conclusion de ce premier chapitre dédié à l’approche numérique par éléments finis 

des problèmes de propagation guidée d’ondes électromagnétiques, nous remémorons ci-

dessous le synoptique représentant l’ossature de ce chapitre. 

 
La méthode des résidus pondérés constitue le cœur de notre démarche. En effet sa définition 

contient les ingrédients de base qui, d’un problème régi par un système d’équations 

différentielles, conduisent à un système matriciel dont la résolution est alors tout à fait 

abordable par un ordinateur. Les outils numériques qui gravitent autour de cette méthode 

sont le résultat d’un choix que nous avons effectué face à un problème donné. Ce choix n’est 

bien sûr pas unique.  

 

L’ensemble des développements décrits dans le premier chapitre de ce mémoire conduisent  

à la conception d’un code de calcul que nous avons nommé ELFI. Ce calculateur 

électromagnétique 2D est présenté succinctement dans la première partie du chapitre 

suivant. La seconde partie est, quant à elle, dédiée à sa validation.  

 

 

 

Synoptique représentant l’agencement du chapitre 1 
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Partie I     Présentation de l’outil ELFI 
 

Introduction 
 

Nous débutons ce second chapitre dédié à la description de notre code de calcul et à sa 

validation en rappelant la contrainte majeure qui nous a guidée dans le choix d’une 

plateforme logicielle de travail et de développement. Dès le départ, nous souhaitions utiliser 

un ordinateur de type PC, suffisamment performant pour nous affranchir d’une station de 

travail bien plus coûteuse. De fait, l’outil d’exploitation quasiment incontournable 

accompagnant, dans la plupart des cas, ces ordinateurs est Windows. Ainsi sont résolus 

d’emblée les problèmes de coûts prohibitifs liés à la maintenance tant de l’ordinateur lui-

même que de celle logicielle liée à Windows puisqu’elle est de coût faible voire quasiment 

gratuite grâce au mises à jour automatiques. Bien évidemment, nous aurions pu choisir 

l’environnement Linux, qui lui est gratuit. Nous lui avons néanmoins préféré le système 

d’exploitation de Microsoft parce que davantage répandu et familier au plus grand nombre 

d’utilisateurs, même si ce dernier a ces détracteurs. 

Cette mise au point effectuée, nous pouvons à présent aborder la description de l’outil 

que nous avons développé, et ce, en quelques pages. En effet, il n’est pas possible d’être 

exhaustif comme nous l’aurions voulu sous peine de rendre la lecture  de la prise en main de 

notre code très rébarbative. Il est clair que pour être efficace, seule la rédaction d’une notice 

voire d’un manuel d’utilisation est à envisager si l’on désire toucher le plus grand nombre 

d’utilisateurs. ELFI, puisqu’il s’agit du nom de code de notre outil, possède un noyau de 

calcul basé sur la méthode des éléments finis décrite au chapitre précédent. Cette méthode 

requiert, comme nous le savons, de découper la section droite de nos structures en éléments 

de base de géométrie triangulaire. 

La première étape de notre démarche, dans la conception d’ELFI, consiste donc à trouver un 

outil de maillage performant qui puisse satisfaire les contraintes énoncées précédemment. 

Cette recherche nous a amené à sélectionner le logiciel MATLAB. En effet, il possède une 

“boite à outils” nommée PDETOOL qui inclut un mailleur triangulaire et convient 

parfaitement à nos attentes [1]. Le coût d’utilisation et de maintenance de l’ensemble est 

raisonnable. MATLAB, qui était initialement un outil spécialisé dans le traitement matriciel, 

est devenu un langage de programmation à part entière. Sa syntaxe est, du reste, similaire à 

celle des langages de programmation qualifiés “de haut niveau” tel que le Fortran le C/C++, 

le pascal et bien d’autres encore. Il est aujourd’hui accompagné d’une 
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quantité impressionnante de fonctionnalités et autres boites à outils (bibliothèques de 

fonctions) qui font de lui un environnement de développement assisté très efficace. Pour 

toutes ces raisons,  nous l’avons sélectionné d’autant qu’il propose, en plus, des fonctions 

d’affichage graphiques avancées permettant des tracés en deux et trois dimensions sans 

contraintes particulières. Cependant, du fait de la lenteur d’exécution de la version 5, notre 

objectif a consisté, au départ, à construire une interface écrite sous MATLAB permettant de 

récupérer uniquement les données du mailleur qui sont, rappelons le, toutes les informations 

géométriques correspondant à chaque triangle. Le rôle de cette interface est alors d’écrire ces 

informations sur le disque dur de la 

machine. Ce stockage permet ainsi de 

nous orienter vers n’importe quel autre 

outil de développement et langage 

informatique mieux approprié à 

l’exécution de code de calcul lourd. 

Contrairement à MATLAB qui est un 

interpréteur, les langages comme ceux 

cités précédemment (fortran, C++, …) 

permettent une compilation du 

programme. Cette compilation fournit une 

forme binaire du code source directement 

exploitable par le processeur de la 

machine et de ce fait plus rapide à 

l’exécution. A ce stade, une “passerelle” 

doit assurer le lien ou encore le transfert 

des informations géométriques de chaque 

triangle stockées sur le disque dur vers le 

code développé dans un langage différent. 

Toutes nos interrogations concernant le choix du langage le mieux approprié sont levées avec 

l’apparition de la version 6 de MATLAB. En effet, le gain considérable de temps de calcul 

entre cette version et la précédente ne nous fait plus hésiter. Le temps de calcul reste, certes, 

supérieur à celui obtenu par le biais d’une compilation mais devient tout à fait acceptable. 

Nous choisissons en conséquence de développer notre code d’éléments finis intégralement 

sous l’environnement MATLAB. La passerelle logicielle assurant la gestion des données et 

leur sauvegarde sur le disque dur est, de ce fait, beaucoup plus aisée à mettre en œuvre et 

permet, de plus, d’éventuels dialogues entre le noyau de calcul et l’édition des données. 

Comme l’illustre la figure 2.1, ELFI se retrouve, par conséquent, sur la même couche 

logicielle qu’une boîte à outil telle que PDETOOL. ELFI et PDETOOL cohabitent donc et 
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reposent sur l’environnement MATLAB, lui-même géré par le système d’exploitation de la 

machine. 

Comme nous l’avons signalé, les données du mailleur issues de PDETOOL sont 

transférées sous ELFI composé, à ce jour, de deux parties distinctes : 

• Le gestionneur de donnés 

• Le calculateur électromagnétique (EM) 

 

Afin de parcourir l’ensemble des fonctionnalités du code ELFI et de décrire rapidement les 

deux blocs qui le composent, nous choisissons un exemple simple de structure de 

propagation. Sa forme et ses dimensions 

sont données figure 2.2. Cette structure 

purement académique est composée d’un 

ruban de cuivre de conductivité 58 S/µm 

baignant dans deux milieux diélectriques 

homogènes de permittivité εr1 et εr2. 

L’ensemble est délimité par une paroi 

métallique parfaite (condition de court 

circuit électrique : CCE). Cette structure 

non conventionnelle, il est vrai, constitue 

notre fil conducteur pour toutes les 

explications qui vont suivre. 

1 Tracé de la structure et du maillage : lancer PDETOOL 
 

Le contenu de la fenêtre de 

PDETOOL est illustré figure 2.3 où les 

fonctions élémentaires de saisie graphique 

les plus communément utilisées sont 

présentées sous forme d’icônes “carré”, 

“triangle”, “ellipse”, “ligne brisé” etc… 

Notre structure est implicitement 

constituée de trois sous domaines 

différents. Ceci aboutit, par conséquent, 

aux tracés de trois objets graphiques qui, 

reconstitués, fournissent la structure 

originale figure 2.4. Bien évidemment il est possible, si besoin, de choisir d’avantage de 

domaine pour reconstituer la section droite de notre exemple figure 2.2. 

εr1=2 

εr2=9 

σ=58 S/µm 

16° 
2µm 

1.5µm 
2.25µm 

10µm 

Figure 2.2 : Structure de test 

Milieu diélectrique 1 
 
Milieu diélectrique 2 

 

Milieu conducteur 
 
Condition métal parfait (CCE)

 

Figure 2.3 : Environnement PDETOOL 
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Vient ensuite l’opération de maillage accessible par le menu “Mesh”. 

 

 

Signalons que PDETOOL propose un maillage de base figure 2.5 qu’il est possible de modifier 

et d’optimiser à souhait en éditant une gamme de paramètres spécifiques que nous ne 

pouvons détailler ici. Cette opération effectuée, nous pouvons exporter les données du 

maillage dans l’espace de travail de MATLAB comme le montre la figure 2.6. 

Figure 2.4 : Saisie de la structure de test 

Figure 2.5 : Maillage de la structure de test 
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Ces données sont des tableaux d’entiers/réels et contiennent l’ensemble des informations 

relatives à la géométrie de notre structure ainsi qu’à son maillage. 

2 Présentation d’ELFI-Gestionneur de données 
 

Le rôle du gestionneur de données est d’établir un profil de simulation le plus précis 

possible de sorte que le calculateur EM exécute le noyau de calcul en exploitant directement 

les données de ce profil. Ainsi, à partir des trois tableaux issus de PDETOOL, le gestionneur 

va réaliser des tests d’intégrité, des corrections si besoin, construire de nouvelles données, 

mettre en forme et pré configurer le 

calculateur. Il va surtout permettre à 

l’utilisateur de définir les constantes 

physiques caractérisant les différents 

matériaux employés dans sa 

simulation, ainsi que les conditions 

aux limites. Nous l’avons compris, ce 

gestionneur est un ensemble de petits 

algorithmes indépendants exécutant 

des fonctions dédiées à la mise en 

forme générale d’un profil de 

données. Nous ne pouvons pas 

décrire ici chacune de ces fonctions. 

Nous résumons l’ensemble par le schéma figure 2.7. En fait, le gestionneur de données se 

compose de trois blocs fonctionnels. Un premier bloc est dédié à toutes les opérations visant 

à établir un jeu de données concernant la géométrie de la structure ; jeu de données 

directement exploitable par le calculateur. Il fournit, en outre, les informations nécessaires à 

l’interface graphique pour reconstituer la structure et donner ainsi à l’utilisateur un réel 

confort d’édition des paramètres physiques. Il s’agit du bloc numéro 2. La présence de ce bloc 
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Figure 2.7 :   ELFI-Gestionneur de données 

1 

2 

3 

sauvegarde 

Figure 2.6 :  Exportation des données de maillage de PDETOOL vers l’espace de travail de MATLAB 
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fonctionnel n’est pas fortuite. Bien au contraire, son existence s’est avérée peu à peu capitale. 

Elle résulte d’une succession de problèmes qu’il a fallu résoudre lors des phases de test du 

code. Outre l’assistance à l’édition qu’elle confère à l’utilisateur, cette interface est avant tout 

un chef d’orchestre automatisant un grand nombre d’action sur les fichiers de donnés. Ainsi, 

ce bloc fonctionnel constitué d’une interface graphique associée à un automate de gestion 

permet de rendre le jeu de données totalement transparent. L’utilisateur est alors libre de 

concevoir la structure la plus complexe qui soit, en un temps très court et sans se soucier des 

contraintes sous-jacentes. Enfin, les informations issues des deux fonctionnalités qui 

viennent d’être décrites, sont, comme le montre la figure 2.7, acheminées vers une entité de 

sauvegarde dont le rôle est tout simplement d’attribuer aux données le format adéquat pour 

l’écriture dans le disque dur. La fonction demande alors à l’utilisateur le chemin pour  

effectuer la sauvegarde des données. Une fois ce chemin validé, l’écriture s’exécute. 

Reprenons notre exemple et positionnons nous à l’instant où (figure 2.6) nous venons 

d’exporter les informations relatives à la géométrie et au maillage de la structure réalisé à 

l’aide de PDETOOL. A ce stade, les trois  tableaux correspondants, sont présents dans 

l’espace de travail de MATLAB. Nous lançons alors ELFI qui commence par vérifier si des 

informations de maillage sont disponibles. Le succès de ce test provoque automatiquement le 

lancement du gestionneur de donnés qui exécute son premier bloc fonctionnel (figure 2.7). 

Durant cette étape relativement courte, rien ne se passe à l’écran. Si tous les tests de 

conformité sont réalisés avec succès, le second bloc démarre et l’interface utilisateur apparaît 

à l’écran conformément à la figure 2.8. Comme nous pouvons le voir sur la fenêtre de gauche, 

l’interface ne redessine qu’une partie de la structure. En effet, pour minimiser les erreurs et 

les oublis, nous avons opté pour ce système de découpage afin que l’utilisateur n’ait à se 

concentrer que sur un domaine à la fois.  

 

 

15 5 

7 

1 

Figure 2.8 :   ELFI-Gestionneur de données 
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Ce découpage est caractérisé par le recherche de surfaces fermées, c’est à dire délimitées par 

des arêtes connues, celles que l’on peut déjà voir apparaître sous PDETOOL lors de la 

construction de la structure (figure 2.4). L’utilisateur va alors pouvoir, grâce à la fenêtre 

d’édition (à droite sur la figure), paramétrer et définir l’état physique de ce domaine.  

 

Nous allons nous arrêter un court instant et nous focaliser figure 2.9 sur cette fenêtre 

d’édition. 

 

 

Elle se divise en cinq sections. Chaque section correspond à une fonction particulière dans 

l’édition de l’ensemble des paramètres que le code est, à ce jour, capable de prendre en 

compte. Pour ne pas alourdir le contenu de ce volet, un commentaire succinct accompagne 

l’illustration de cette fenêtre. Il est clair qu’elle joue un rôle majeur dans le caractère convivial 

du code mis au point. Comme nous l’avons déjà signalé, elle résulte d’un grand nombre de 

situation, non résolues au départ, qui sont apparues tout au long de la mise au point d’ELFI.  

Après s’être assuré que le domaine courant est complètement configuré, l’utilisateur 

clique sur le bouton “OK” du panneau de contrôle, et l’interface affiche le domaine suivant 

ainsi qu’une nouvelle fenêtre d’édition vierge. Cette séquence va se réitérer autant de fois 

qu’il y a de domaines différents dans la section droite de la structure de propagation. La 

figure suivante montre la chronologie de la phase d’édition de notre structure. 

Champs permettant la saisie des 
informations relatives au matériau 
que l’on souhaite affecter au domaine. 

3 

Champ permettant d’affecter un nom au 
domaine en cours de traitement. 

1 

Panneau de contrôle de la fenêtre 
5 

Ces différents éléments permettent de 
configurer des parcours d’intégration qui 
serviront au noyau de calcul pour extraire, du 
vecteur propre, certaines informations. 

 

4 

Ces différents éléments 
permettent de définir l’état 
électrique de chaque arête qui 
délimite le domaine courant. 

2 

Figure 2.9 :   ELFI-Gestionneur de données 
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Figure 2.10 : Chronologie de la phase d’édition réalisée avec ELFI-Gestionneur de données 
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Les informations présentes sur chacune des trois fenêtres d’édition de la figure 2.10 

correspondent au moment où l’utilisateur est sur le point de cliquer sur le bouton OK du 

panneau de contrôle. Autrement dit, à cet instant, chaque domaine composant la structure 

est entièrement défini conformément aux indications de la figure 2.2 ; le tout étant ensuite 

stocké sur le disque dur. 

3 Présentation d’ELFI-Calculateur EM 
 

Lorsque l’utilisateur démarre le calculateur électromagnétique d’ELFI, l’une des possibilités 

qui s’offrent à lui est d’ouvrir un nouveau fichier de simulation. Ce fichier doit bien sûr avoir 

été crée avec le gestionneur de données d’ELFI, et est censé être présent sur le disque dur de 

la machine. Outre l’accès au disque dur, l’interface utilisateur de ce calculateur EM permet de 

définir quelques paramètres supplémentaires de pré-traitement comme notamment l’édition 

d’une liste de fréquences, ou encore l’ajustement des bornes de recherche de la solution afin 

d’en optimiser éventuellement le temps de convergence. Il est également doté  d’un 

environnement de post-traitement qui, comme son nom l’indique, permet de réaliser des 

opérations sur les diverses variables alors solutions du problème. Afficher les cartes de 

champs électriques et magnétiques, 

calculer une impédance ou encore 

établir le schéma électrique 

équivalent de la structure, s’il existe, 

sont autant d’opérations que cet 

environnement autorise. Tous ces 

éléments ne doivent toutefois pas 

masquer la fonction première du 

calculateur ; résoudre le problème. 

Nous avons, bien entendu, 

commencé par écrire le noyau de 

calcul basé sur la méthode 

d’éléments finis 2D à éléments 

d’arêtes décrite au chapitre 1. Toutes 

les autres fonctions gravitant autour 

de ce dernier, sont apparues durant 

la phase de “débogage” et 

d’optimisation du code. Une à une, 

elles ont permis de réduire au maximum l’intervention de l’utilisateur, de combler les 

manques et de rendre ainsi l’exploitation du noyau totalement automatisée et, par 

conséquent, fiable. La figure 2.11 schématise l’agencement des différentes fonctions qui 
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Figure 2.11 :   ELFI-Calculateur EM 
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composent le calculateur. Cette description est très réductrice mais permet néanmoins 

d’appréhender le fonctionnement général. Par l’intermédiaire d’une interface graphique, 

l’utilisateur va pouvoir soit lancer une nouvelle simulation à partir d’un fichier de données 

construit à l’aide du gestionneur, soit accéder directement à l’environnement de post 

traitement. En effet, comme nous pouvons le voir sur cette figure, il n’existe pas de lien direct 

entre le noyau de calcul et l’environnement de post traitement qui permet d’analyser les 

résultats. Cette construction délibérée est motivée d’une part, par le simple fait qu’il n’est pas 

forcément nécessaire d’effectuer des opérations de post traitement sur la solution du 

problème, et d’autre part, par le fait que nous pouvons les exécuter plus tard puisque la 

solution issue du noyau est automatiquement sauvegardée. De plus, le processus chargé de 

l’exécution des différentes simulations est bâti de façon à pouvoir exécuter séquentiellement 

ou de façon différée, plusieurs fichiers de données. Ces simulations sont traitées les unes à la 

suite des autres durant l’absence de l’utilisateur, pour lui permettre ensuite d’y revenir afin 

d’analyser les résultats en exploitant les opérations de post traitement. 

Tout comme aux pages précédentes, nous ne décrirons que sommairement cette 

deuxième fonctionnalité de notre code. Lançons ce calculateur EM dont l’interface utilisateur 

est illustrée par la figure 2.12. 

 

Cette interface est conçue pour être la plus intuitive possible. La zone graphique à droite 

permet de visualiser les différents fichiers de données que l’utilisateur appelle. Il les ajoute ou 

les supprime grâce aux deux boutons, du même nom, situés plus haut. Cette liste fonctionne 

comme une pile FIFO (first input first output) ; le premier fichier ajouté est le premier traité. 

Comme l’illustre la figure 2.13 page suivante, notre fichier de simulation (réalisé avec ELFI-

Gestionneur de donnés) se trouve en suivant le chemin informatique 

Console de suivit des 
évènements 

 

Liste des fichiers à simuler 

Eléments permettant 
l’édition de la liste des 
fichiers à simuler 

Elément permettant de 
lancer le processus de 
simulation des fichiers 

Figure 2.12 :   ELFI-Calculateur EM 
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“H:\redac\simul_presentation\...”. Nous voyons que pendant que nous recherchons notre 

fichier dans le disque dur, des informations surviennent sur la partie gauche de la fenêtre. 

Ces informations sont, on le comprend, relatives à l’action que nous venons de réaliser. Cette 

zone est une console de suivi qui retransmet toute action venant de l’utilisateur ou tout 

évènement interne au logiciel. Cette console avait été développée, à l’origine, pour faciliter la 

recherche des “bugs” lors de la longue phase de mise au point du logiciel. Elle est encore 

présente aujourd’hui et nous l’utilisons comme concentrateur d’information. Cet espace va 

par exemple soumettre des propositions à l’utilisateur lorsqu’il réalise des actions non 

souhaitées ou encore afficher tout simplement l’état d’avancement de la simulation. 

 

 

 

En effet, après avoir cliqué sur la commande “Lancer”, tout un ensemble d’informations 

défilent sur la console de suivi figure 2.13. On y voit notamment que le logiciel consacre 

quelques secondes à la lecture des données, ainsi qu’à des tests d’intégrité sur ces données. A 

l’issue de ces différents tests, le noyau de calcul se lance et la simulation commence. 

Lorsqu’arrive la lourde tâche d’assemblage, deux barres d’évolution apparaissent au bas de la 

console. Une première barre permet de visualiser l’évolution de l’opération d’assemblage de 

la matrice générale relative à une fréquence. La seconde permet d’estimer l’évolution globale 

Figure 2.13 :   ELFI-Calculateur EM : console de suivi 
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du processus. A l’instant où nous sélectionnons la “page écran” figure 2.13, le noyau de calcul  

traite de l’assemblage de la matrice correspondant à la fréquence 8GHz. Sa progression est de 

79%, ce qui correspond vis-à-vis de notre plage de fréquences (30 points de fréquence) à un 

avancement de 23%. Les témoins d’avancement sont nécessaires chaque fois qu’un outil 

logiciel n’est pas défini “temps réel” et possède donc un temps de réponse, a priori, inconnu 

de l’utilisateur. Ils permettent tout simplement d’observer que le logiciel est en cours de 

fonctionnement, qu’il n’est pas “bloquer” et bien entendu, accessoirement, d’estimer le temps 

de calcul restant. Sur cette même figure nous voyons que le processus périodique 

assemblage-résolution consomme un temps de calcul approximatif de 20 secondes. C’est le 

processus le plus gourmant du noyau, et il faut le réitérer autant de fois qu’il y aura de 

fréquences dans la simulation. Bien sûr, ce temps est directement lié au nombre de triangles 

du maillage et aux performances de la machine qui exécute ELFI. Notre simulation qui 

contient 1033 triangles se termine au bout de 9 minutes et 50 secondes sur une machine 

équipée d’un processeur Intel P4D 2.8GHz dont les performances sont, aujourd’hui, 

dépassées.  

4 Post traitement 
 

Cette opération étant maintenant terminée, explorons rapidement l’environnement de  post 

traitement via le menu “Post” d’ELFI.  

 

Figure 2.14 :   ELFI-Post traitement, menu “Action/Calcul” 
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Comme nous n’avons pas éteint ce dernier depuis la fin de la simulation, l’environnement de 

post traitement charge automatiquement les résultats de cette simulation. Dans le cas 

contraire, le menu “Fichier” de l’environnement donne accès, via la fonction “Charger”, au 

disque dur et permet donc de retrouver les résultats de n’importe quelle simulation déjà 

traitée. L’environnement reprend le tracé de la structure et affiche la liste des fréquences qui 

ont été simulées. Le menu “Action” donne alors, comme le montre la figure 2.14, la possibilité 

de lancer différents calculs. L’utilisateur sélectionne alors la bande de fréquence sur laquelle 

il désire réaliser les calculs grâce aux deux menus déroulants présents sur la fenêtre de calcul. 

Par défaut, cette fenêtre propose la bande de fréquence totale disponible. Puis, il coche les 

paramètres qu’il souhaite extraire du vecteur propre (solution de la structure); une différence 

de potentiel (“V”), un courant (“I”) ou une puissance (“Puissance”). Notons que les 

algorithmes relatifs aux paramètres  “V” et “I” ne seront exécutés que si des chemins 

d’intégration ont été définis lors de la phase de construction de la simulation. Quant à la 

puissance, il s’agit de la puissance totale obtenue par la somme du flux du vecteur de 

Poynting calculé dans chacun des triangles. A titre d’exemple, si l’on coche les cases V et I, les 

calculs de ces grandeurs sont sauvegardées ainsi que leur quotient correspondant. Nous 

exploitons ensuite ces données pour, grâce à un tableur, illustrer l’évolution de l’impédance 

ZVI en fonction de la fréquence figure 2.15. 

 

 

 

En sélectionnant, figure 2.16, dans le menu “Action”, l’option “graphique” puis “Champ EM” 

le logiciel affiche les champs électriques et magnétiques, transverses et longitudinaux, sous 

diverse formes. 
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Figure 2.15 :   Un exemple de l’évolution fréquentielle de l’impédance ZVI 
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Des illustrations à deux dimensions représentent alors un ensemble de vecteurs associés aux 

différents champs en chacun des nœuds de la structure. La figure 2.17 propose, à titre 

d’exemple, une illustration du champ magnétique transverse. 

 

 

 

Figure 2.16 :   ELFI-Post traitement, menu “Action/Graphique” 

 

Figure 2.17 :   Illustration du champ magnétique transverse 
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Lorsque la représentation du module d’une composante, à partir de vecteurs de longueurs 

différentes, n’est pas suffisamment pertinente, nous sélectionnons un tracé en trois 

dimensions. Nous avons choisi, ici, d’illustrer le comportement du module du champ Ez pour 

différentes valeurs de fréquences figure 2.18 en fonction des coordonnées x et y puisque la 

troisième direction est affectée à l’amplitude du champ considéré. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.18 :   Illustration du champ électrique longitudinal. 
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Partie II     Validation de l’outil ELFI 

 

Introduction 
 

 Après avoir décrit l’ensemble des fonctionnalités de notre code, nous pouvons à 

présent aborder sa phase de validation. Compte tenu des contraintes que nous nous sommes 

imposées, contraintes énumérées dans notre introduction principale, nous allons scinder 

cette étape en deux volets distincts. 

 Il est de coutume de tester les performances d’un code d’éléments finis en comparant 

les solutions qu’il fournies à celles analytiques concernant par exemple un guide 

rectangulaire métallique vide ou chargé. De nombreuses publications, existant dans la 

littérature, attestent de cette démarche. Nous en rappelons quelques une pour mémoire [2] 

[3] [4]. Cette liste n’est, bien évidement, pas exhaustive. Même si nous avons commencé à 

tester notre outil par comparaison avec le guide rectangulaire métallique vide ou 

partiellement chargé, il est clair que nous ne montrerons aucun de ces résultats. Devenus 

désormais trop classiques, nous nous sommes plutôt intéressé à la problématique de la 

caractérisation des matériaux et à celle des couplages entre lignes métalliques d’un même 

niveau de métallisation. Ces deux thèmes représentent, du reste, les deux volets de notre 

validation. 

 Le premier volet relatif à la caractérisation des matériaux requiert que le code mis en 

œuvre puisse détecter la présence de domaines de nature très différente, si petits soient-ils. 

Par domaines, nous sous-entendons plutôt des régions remplies de matériaux diélectriques à 

pertes ou encore des métallisations non parfaites. Bien évidement, la nature dissipative de 

ces matériaux, au sens large du terme, est ici introduite par le biais de la tangente de l’angle 

de pertes du matériau “tg(δ)” s’il est diélectrique ou par la conductivité de ce dernier s’il est 

métallique voire, s’il est supraconducteur, par la conductivité complexe 21 σσ j−  dans le cas 

du modèle à deux fluides [5] [6]. Cette capacité à traduire et à déceler l’existence de régions 

de natures différentes est étudiée dans le cadre de ce mémoire à partir des évolutions 

fréquentielles de la constante de propagation complexe, et ce, sur une ligne planaire 

constituée de rubans métalliques. Dans le cas présent, nous ne disposons bien entendu 

d’aucun support analytique fiable qui puisse prévoir, sans faille, constante de phase et 

d’atténuation. Dans ces conditions, nous articulerons une grande partie de notre discussion 

sur la comparaison avec le relevé expérimental. Ce dernier constitue, bien entendu, notre 

référentiel. 

 Le deuxième volet relatif aux couplages engendrés par une proximité trop importante 

des connexions ‘’cuivre’’ dans un circuit VLSI ne repose pas sur la comparaison avec le relevé 
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expérimental. Au contraire de la démarche précédente, nous nous appuierons sur quelques 

développements analytiques “remarquables” de la théorie des lignes couplées. Certains de ces 

développements existent dans la littérature. Nous pensons, notamment aux travaux de V. K. 

Tripathi sur trois lignes couplées [7]. Nous avons pour notre part, mené l’étude analytique 

sur quatre lignes en mutuelles interactions ; étude analytique qui à notre connaissance n’a 

jamais été entreprise. La confrontation des résultats avec ceux issus de notre code nous 

permettra de statuer sur ses capacités à fournir des informations afférentes aux interactions 

mutuelles entre lignes. 

 Nous nous proposons dans un premier temps d’aborder le premier volet de cette 

validation. 

1 Caractérisation fréquentielle de l’atténuation et du 
facteur de ralentissement du mode fondamental de la 

ligne coplanaire 

1.1 Démarche 
 

 Pour effectuer une mesure dans des conditions optimales, il faut que la structure de 

propagation et son système d’excitation soit le plus compatible possible. La transition entre 

ligne coaxiale et le guide d’onde métallique a montré toute son efficacité depuis des 

décennies. L’utilisation de pointes de configuration coplanaires est, à l’heure actuelle, 

incontournable [8] [9]. Qu’y a-t-il de plus compatible qu’un système de pointes coplanaires 

posées sur une ligne coplanaire ? 

 Nous avons donc décidé, pour tester notre code, de réaliser des lignes coplanaires. 

Elles ne sont, certes, pas toujours de topologies conventionnelles comme le montre la figure 

2.19, mais ce choix est délibéré. En effet, la 

ligne de forme simple représentée figure 

2.19a nous sert à qualifier tant les pertes que 

la constante de phase, ou encore la 

permittivité relative effective du mode 

fondamental quasi-TEM. La ligne figure 

2.19b, nous permettra quant à elle,  de 

statuer sur les capacités du code à décrire 

des sous domaines de tailles et de nature 

physique différentes. Pour cette raison, nous 

avons choisi de confectionner des métallisations centrales en forme de ‘’T’’, dont le ‘’chapeau’’ 

de dimensions variables repose sur une couche de silice. 

Métal 
 
SiO2 

Figure 2.19.a 

Figure 2.19.b 

Figure 2.19 : Topologies coplanaires de test 

AsGa 

AsGa 
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1.2 Etude de la coplanaire classique : phase de validation 
 

 Avant d’estimer les performances de notre code, il nous faut rappeler les conditions 

dans lesquelles cette première phase de validation est gérée tant sur le plan numérique 

qu’expérimental. 

1.2.1 Le point de vue numérique 
 

 Ainsi, d’un point de vue numérique, nous effectuons un maillage dans l’intégralité de 

la section droite. Cela signifie que les rubans métalliques sont considérés comme des 

domaines à part entière. Il s’agit, bien entendu, du cas de plus exigeant tant du point de vue 

de la taille mémoire requise que du temps de calcul nécessaire à l’obtention d’une solution. 

Mais, c’est à ce prix qu’une solution fiable est obtenue. Rappelons que le maillage à partir de 

triangles élémentaires est appliqué à une ligne coplanaire blindée par un boîtier parfait. Bien 

évidemment, nous avons placé des murs électriques parfaits verticaux et horizontaux de 

façon à minimiser leurs influences respectives. Rappelons également que le maillage est 

soumis à quelques contraintes, notamment en présence d’arêtes vives. Ce dernier est 

nécessairement plus dense au voisinage d’un coin, dans le passage matériau diélectrique – 

matériau métallique [10] [11]. De même, à l’intérieur d’un domaine métallique, quelle que 

soit sa forme, la plus grande dimension d’un triangle ne doit pas excéder l’épaisseur de peau 

 Ruban  Plan de masse 

 
 Plan de masse 

 

 

 Ruban 

Figure 2.20 : Maillage typique utilisé pour évaluer par, éléments finis, la structure coplanaire 
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δ  à la plus haute fréquence de travail. C’est en respectant ces quelques règles que l’on aboutit 

rapidement à la stabilité et à la convergence de la solution complexe de notre problème de 

propagation guidée ; en l’occurrence la constante de propagation et l’atténuation pour le 

mode fondamental. 

 La figure 2.20, page précédente, illustre un maillage typique. Compte tenu des faibles 

dimensions des métallisations, surtout au niveau des épaisseurs, un zoom des régions situées 

au voisinage des coins des rubans métalliques permet de mieux apprécier l’opération de 

maillage, dans, et autour du ruban. Notons que cette figure est déjà un zoom du maillage 

réel ; maillage réel dont l’illustration ici n’a qu’un intérêt limité dans la mesure où, à cette 

échelle, les métallisations sont peu visibles. 

Pour mémoire, nous  rappelons que la structure figure 2.20 comporte des triangles 

affectés à la description des métallisations et surtout à celle des plans de masse latéraux. 

Nous reviendrons d’ailleurs sur ce dernier point dans la suite de notre étude. 

1.2.2 Le point de vue expérimental 
 

 Pour ne pas nuire à la clarté de ce paragraphe, nous ne développons pas la technique 

de mesure utilisée pour caractériser ces lignes. Ceci est abordé plus en détail dans le dernier 

chapitre de ce mémoire. Toutefois, il nous semble important de rappeler notre démarche. 

Puisque ces relevés doivent constituer une référence indiscutable et fiable, il est primordial 

de considérer les effets suivants : 

 

� L’influence de la pose et de la dépose des pointes du système de mesures sur les 

différentes lignes réalisées. 

 

� L’influence d’une faible variation des dimensions transversales des lignes. 

 

� L’influence de l’épaisseur de la couche d’or qui constitue les métallisations. 

 

� L’action d’une modification de la conductivité des dépôts métalliques. 

 

Hormis le premier de ces effets, les autres se produisent malheureusement tout 

naturellement, et ce, à cause de la reproductibilité des phases technologiques d’insolation, de 

révélation, de dépôt et d’alignement. Nous allons profiter de cette carence en réalisant le plus 

grand nombre possible de lignes coplanaires classiques sur un demi “wafer” d’arséniure de 

gallium, l’autre demi “wafer” étant dédié aux lignes avec métallisation centrale en forme de 

‘’T’’.  
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La figure 2.21 illustre la topologie de la ligne coplanaire simple  ainsi que la disposition des 14 

lignes déposées sur le demi-wafer. Toutes ces lignes ne diffèrent que par leurs longueurs si 

l’on excepte, bien entendu, les faibles variations consécutives à la répétitivité du processus 

technologique. Rappelons que ces lignes 50Ω possèdent un ruban central de largeur 70µm et 

une fente de 53µm pour 500µm de largeur de plan de masse. Pour l’exemple proposé, les 

dimensions transversales des fentes et rubans sont reproduites avec une tolérance de ±5% 

autour de la valeur nominale. Quant à l’épaisseur de métallisation, elle varie de 0,72µm à 

0,67µm d’après nos relevés. Une mesure statique nous fournit une valeur de la conductivité 

comprise entre 37S/µm et 39S/µm. Les caractéristiques du substrat sont celles fournies par le 

revendeur à savoir εr=12.9 et tg(δ)=10-3 pour une épaisseur de 420µm. 

1.2.3 Comparaison entre relevés expérimentaux et résultats numériques 
 

 Sans entrer dans les détails, deux lignes identiques du point de vue de leurs sections 

droites, mais de longueurs différentes sont nécessaires à la mise en œuvre de notre méthode 

de mesure de la constante de propagation complexe [12]. Le jeu de quatorze lignes déposées 

sur substrat d’arséniure de gallium autorise plus de 90 permutations de 2 lignes et fournit, en 

conséquence, plus de 90 relevés expérimentaux. Nous n’avons toutefois sélectionné que trois 

évolutions fréquentielles de l’atténuation figure 2.22. 

Figure 2.21 : Lignes coplanaires déposées sur un demi-substrat d’arséniure de gallium. 
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Figure 2.22: Evolution fréquentielle de l’atténuation linéique (comparaison mesure/ELFI) 
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Ce choix délibéré nous est dicté par un souci de lisibilité des résultats. Ainsi ; la figure 2.22 

regroupe, pour quelques points de fréquence compris en 1 et 35GHz : 

 

� Des symboles carrés “■” représentant les valeurs de l’atténuation les plus proches de la 

moyenne. 

 

� Des symboles triangulaires “▲” et en forme de losanges “♦” affectés à la plus grande 

disparité observée dans nos relevés expérimentaux. 

 

Sur cette figure, nous avons également tracé, en trait plein, l’atténuation linéique 

consécutive conjointement aux pertes diélectriques (même si elles sont a priori faibles) et 

métalliques que fournit notre code d’éléments finis. Cette prédiction de l’atténuation 

correspond, dans le cas présent, à une valeur de conductivité de 38S/µm ; moyenne de la plus 

grande et de la plus petite des valeurs mesurées sur les différentes lignes. Nous avons 

également encadré cette valeur moyenne, par deux autres correspondant à des conductivités 

couramment employées dans la littérature scientifique à savoir σ=33S/µm et σ=41S/µm 

(tracés en pointillés). L’épaisseur de métallisation est ici égale à 0,7µm ; épaisseur que nous 

avons mesurée sur plus de 70% des lignes réalisées. Un coup d’œil, même bref, aux différents 

relevés figure 2.22 montre que notre prédiction théorique de l’atténuation consécutive aux 

pertes est en excellent accord avec l’expérience, et ce, tant du point de vue de son 

comportement fréquentiel que de celui des valeurs de l’atténuation elle-même. 

Il n’est donc pas surprenant que l’on obtienne un résultat tout aussi bon lorsque l’on 

compare, entre elles, les évolutions de la permittivité relative effective mesurée puis calculée 

au moyen de notre code figure 2.23, page suivante. Sur ce dernier relevé ne sont tracés que 

les points expérimentaux de l’évolution la plus proche de notre moyenne des 90 relevés de la 

constante de propagation complexe. Il faut ici signaler que les évolutions de la permittivité 

effective sont quasiment toutes confondues. 

1.2.4 Sensibilité de la solution à une variation de la tangente de l’angle de pertes du 
substrat et à la conductivité des métallisations 

 

 Nous désirons pour notre part, distinguer l’atténuation liée aux pertes métalliques de 

celle afférente aux pertes diélectriques. Nous insistons sur ce fait, car notre code doit pouvoir 

fournir de façon fiable l’impact de chaque phénomène sur l’atténuation bien que nous 

mesurions toujours les pertes totales. Il n’est pas aisé de quantifier, par le relevé 

expérimental, chacune des contributions même s’il est possible de modifier la conductivité en 

déposant des métaux différents à épaisseur constante ou l’inverse. La tangente de l’angle de 

perte est, quant à elle, une donnée du constructeur définie pour le matériau en volume. 
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Figure 2.23: Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective (comparaison mesure/ELFI) 

Fréquence α (dB/cm) β (rad/cm) ε reff

5 0.958 2.778 7.037
15 1.179 8.287 6.958
25 1.305 13.835 6.982
35 1.385 19.473 7.057

Fréquence α (dB/cm) β (rad/cm) ε reff

5 0.854 2.774 7.018
15 1.053 8.282 6.951
25 1.168 13.830 6.977
35 1.244 19.467 7.053

Fréquence α (dB/cm) β (rad/cm) ε reff

5 0.803 2.772 7.009
15 0.990 8.280 6.947
25 1.101 13.828 6.975
35 1.176 19.465 7.051

Sigma=33S/µm

Sigma=38S/µm

Sigma=41S/µm
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Elle est, bien entendu, non ajustable comme on peut le comprendre. Compte tenu de ses 

contraintes et pour une structure coplanaire de section droite donnée, la sensibilité de notre 

code aux variations de conductivité et de tangente d’angle de pertes n’est donc pas totalement 

caractérisée de façon expérimentale. 

 Pour analyser nos résultats, tant d’un point de vue qualitatif que quantitatif, nous 

allons plutôt nous appuyer sur la théorie des perturbations tant que cela est possible, bien 

entendu. La théorie des perturbations est certes une approche. Dès lors, il peut paraître 

surprenant de vouloir valider quelques comportements typiques de notre code de calcul au 

moyen de cette théorie. Dans notre esprit, cette modélisation doit essentiellement conforter 

quelques points comme : 

 

� Le sens des évolutions. 

� Le caractère de proportionnalité entre deux grandeurs. 

� Le comportement d’une solution consécutive à la perturbation voire son invariance. 

 

Ainsi, nous rappelons, pour mémoire, les résultats importants issus de cette méthode [13] 

[14] [15] [16] : 

 

� Elle n’est applicable que dans le cas des pertes faibles tant métalliques que 

diélectriques. 

� L’atténuation consécutive aux pertes diélectriques est directement proportionnelle à la 

fréquence ainsi qu’à la valeur de la tangente de l’angle de pertes “ ( )tg δ ”. 

� Les pertes diélectriques ne provoquent pas de modification de la constante de phase. 

� Les pertes métalliques sont proportionnelles à la résistance de surface. 

� Lorsqu’elles augmentent consécutivement à une réduction de la conductivité, la 

constante de phase croit et inversement. 

 

Nous proposons donc d’évaluer les modifications qu’entraînent une variation de la tangente 

de l’angle de pertes “ ( )δtg ” sur la constante de propagation complexe de la ligne coplanaire 

réalisée précédemment. Rappelons que la conductivité des métallisations vaut 38S/µm et que 

la valeur originale de la tangente de l’angle de pertes du “wafer” d’arséniure de gallium, 

fourni par le constructeur, est de 10-3. Cette dernière valeur est modifiée dans notre code de 

façon à ce que l’on puisse quantifier son impact lorsque, d’un cas sans pertes diélectriques 

( ( ) 0=δtg ) nous passons aux configurations à pertes faibles avec “ ( )δtg ” égal à 10-4, 10-3, 

voire 10-2 que l’on peut considérer comme une valeur discutable en terme de pertes faibles. 
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Figure 2.24: Evolution fréquentielle  de la constante d’atténuation et de la permittivité relative effective  

Fréquence (GHz) tg(δ)AsGa=0 tg(δ)AsGa=10
-4

tg(δ)AsGa=10
-3

tg(δ)AsGa=10
-2

5 2.774225216 2.774220452 2.774179796 2.773799681

25 13.83041437 13.83040827 13.83035464 13.82994538

Constante de phase β(rad/cm)

Fréquence (GHz) tg(δ)AsGa=0 tg(δ)AsGa=10
-4

tg(δ)AsGa=10
-3

tg(δ)AsGa=10
-2

5 0.852927025 0.854621701 0.864665262 0.965107812

25 1.162176587 1.168607848 1.219392175 1.727241761

Constante d'atténuation α(dB/cm)
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Ceci est illustré figure 2.24 tant sur l’évolution fréquentielle de l’atténuation linéique que sur 

celle de la permittivité relative effective. 

 Ainsi, du strict point de vue qualitatif, nous observons bien que la permittivité relative 

effective n’est pas affectée par une augmentation de la tangente de l’angle de pertes même 

importante. En effet, la permittivité relative effective n’a évolué que de 0.017% lorsque de   

10-4, nous injectons dans notre code une valeur 100 fois supérieure, soit ( ) 210−=δtg . La 

valeur de 10-4 n’a, a priori, qu’une très faible incidence sur l’atténuation linéique comparé au 

cas sans pertes diélectriques ( ( ) 0=δtg ). Toutefois, le tableau incrusté dans l’évolution 

figure 2.24 montre bien un accroissement de l’atténuation quand, de ( ) 0=δtg , on passe à 

( ) 410−=δtg . A ce stade, nous sommes en droit de nous demander si l’atténuation calculée 

pour ( ) 410−=δtg  est fiable, et si elle n’est pas noyée dans le bruit numérique généré par 

notre code de calcul. Pour répondre à cette question nous avons traduit les résultats issus de 

la théorie des perturbations sous la forme suivante, à fréquence fixée : 

 

    ( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )0
10

010#
4

4 αδααδα +− −
− tg

tg    (2.1) 

 

Dans cette expression, les termes ( )410−α , ( )0α  représentent respectivement l’atténuation 

calculée, par notre code d’éléments finis pour ( ) 410−=δtg , et ( ) 0=δtg  pour le cas sans 

pertes diélectriques. Le terme entre crochets traduit donc uniquement l’apport des pertes 

diélectriques pour ( ) 410−=δtg  puisque ( )0α  et ( )410−α  correspondent à l’atténuation en 

présence des mêmes pertes métalliques (σ=38S/µm). Comme nous l’avons compris, le terme 

entre crochets est ensuite multiplié pas 10 et 100 puis ajoutée au cas sans pertes diélectriques 

( ( )0α ) si l’on veut prédire l’atténuation ( )( )δα tg  liée à un ( )δtg  égale à 10-3 et 10-2 

respectivement. 

 Ces propos sont traduits dans le tableau suivant pour deux valeurs de fréquences 

différentes, à savoir, 5 et 25 GHz. Ainsi, ( )( )δα tg  représente l’atténuation prédite pour 

( ) 310−=δtg  et ( ) 210−=δtg  avec, comme seul point de départ, l’atténuation calculée en 

l’absence de pertes diélectriques et pour ( ) 410−=δtg . Ce tableau regroupe aussi les valeurs 

de l’atténuation calculée par notre code d’éléments finis pour ( ) 310−=δtg  et ( ) 210−=δtg , et 

ce, pour permettre la comparaison. 
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0.001 0.01 0.001 0.01

0.099548256 0.111111216 0.140389324 0.198873063 Np/cm

0.864665161 0.96509976 1.219406178 1.727389479dB/cm

0.099548267 0.111112143 0.140387712 0.198856057 Np/cm

0.864665262 0.965107812 1.219392175 1.727241761dB/cm

Erreur relative ≈1.10-7
≈8.10-6

≈1.10-5
≈8.10-5

Prédiction fournie par ELFI 

F=5GHz F=25GHz

tg(δ) AsGa

α
(t

g(
δ
)A

sG
a)

Prédiction établie par la
théorie des perturbations

 
Tableaux 2.1 : Comparaison entre les atténuations prédites par ELFI et celles prédites par la théorie des 

perturbations (tg(δ)AsGa=10-3 et 10-2) 

 

A ce stade, nous ne pouvons que nous féliciter de l’excellent accord entre les deux prédictions 

de l’atténuation puisque nous observons un écart relatif compris entre 10-4 et 10-7. Cet accord 

est encore meilleur si l’on opte pour une atténuation calculée à partir de ( ) 310−=δtg . La 

formulation précédente devient alors : 

 

    ( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )0
10

010#
3

3 αδααδα +− −
− tg

tg    (2.2) 

 

Ceci nous permet, de prédire, l’atténuation pour ( ) 410−=δtg  et ( ) 210−=δtg  comme l’illustre 

le tableau suivant, et ce, avec une précision excellente. 

 

0.0001 0.01 0.0001 0.01

0.098391961 0.111111332 0.134540952 0.198855316 Np/cm

0.854621711 0.965100769 1.168607859 1.727235327 dB/cm

0.098391959 0.111112143 0.134540951 0.198856057 Np/cm

0.854621701 0.965107812 1.168607848 1.727241761 dB/cm

Erreur relative ≈1.10-8
≈7.10-6

≈1.10-8
≈4.10-6

tg(δ) AsGa

F=5GHz F=25GHz

Prédiction établie par la
théorie des perturbations

Prédiction fournie par ELFI 

α
(t

g(
δ
)A

sG
a)

 
Tableaux 2.2 : Comparaison entre les atténuations prédites par ELFI et celles prédites par la théorie des 

perturbations (tg(δ)AsGa=10-4 et 10-2) 

 

Intéressons nous, à présent, aux variations fréquentielles de l’atténuation pour une valeur 

fixée de ( )δtg . Nous avons consigné les valeurs des atténuations calculées à la fréquence 

25GHz à partir des résultats obtenus pour la fréquence 5GHz, et ce, lorsque l’angle de la 

tangente de pertes vaut 10-4, 10-3 et 10-2 , dans le tableau 2.3. 
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0.0001 0.001 0.01

0.134533699 0.140315237 0.198134616Np/cm

1.168544858 1.218762661 1.720975409 dB/cm

0.134540951 0.140387712 0.198856057Np/cm

1.168607848 1.219392175 1.727241761 dB/cm

Erreur relative ≈5.10-5
≈5.10-4

≈3.10-3

tg(δ) AsGa

Prédiction établie par la
théorie des perturbations

Prédiction fournie par ELFI 

α
(t

g(
δ
)A

sG
a)

 à
 2

5 
G

H
z

 

Tableaux 2.3 : Comparaison entre les atténuations prédites par ELFI et celles prédites par la théorie des 

perturbations à la fréquence 25GHz. 

 

L’ensemble des tableaux présentés et des résultats qui y sont consignés attestent de 

l’excellent comportement de notre code vis-à-vis des pertes diélectriques. Tout ceci met en 

lumière, les capacités sans failles des éléments finis à éléments d’arêtes à prédire 

l’atténuation afférente à des tangentes d’angle de pertes même très faibles (10-4) puisque la 

limite du bruit numérique semble loin d’être atteinte pour cette valeur. Comme nous l’avons 

déjà signalé, le référentiel nécessaire aux diverses comparaisons est une approche du 

problème réel par perturbation du problème idéal sans pertes. Ceci peut paraître 

déconcertant, mais nous nous sommes expliqué sur ce point. La méthode des perturbations 

est sans conteste fiable et ne prête à aucune controverse si elle est appliquée au cas des pertes 

faibles, et ce, d’autant plus s’il s’agit des pertes diélectriques. En revanche, la détermination 

des pertes métalliques d’une ligne de transmission par perturbation de la structure idéale 

sans pertes est plus restrictive. En effet, elle fait appel à la résistance de surface calculée dans 

le contexte d’une interface “air”-“métal non parfait” infinie dans l’une des trois directions 

d’un trièdre direct. Elle est, de ce fait, directement proportionnelle à l’épaisseur de peau et 

décrite par la formulation très connue suivante : 

 

    
σδ
1=Rs   où  

ωµσ
δ 2=     (2.3) 

 

Bien évidement, cette formulation ne pourrait jamais être utilisée si l’on restreignait son 

champ d’application à la stricte notion d’interface séparant deux milieux infinis. Il est admis, 

dans la littérature scientifique, que cette notion de résistance de surface est valide tant que 

l’épaisseur du matériau métallique dans lequel l’onde se propage vaut au moins trois 

épaisseurs de peau δ  à la plus petite fréquence de travail [17]. 

Pour les structures que nous avons réalisées, ceci n’est jamais vérifié. En effet, nous 

rappelons que l’épaisseur de peau vaut environ 0,7µm pour de l’or (σ=41S/µm) à 10GHz. 

Nous ne pouvons donc pas utiliser la théorie des perturbations pour relier la conductivité à 

l’atténuation linéique. 
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Figure 2.25: Evolution fréquentielle de l’atténuation calculée avec ELFI en fonction de différentes épaisseurs de métallisation et valeurs de la conductivité. 
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  Pour prendre en compte l’incidence d’une évolution de la conductivité, nous avons 

réalisé des lignes coplanaires dont les rubans sont de largeurs identiques mais d’épaisseurs 

différentes. La conductivité de la couche d’or déposée varie ici de 33 à 38 voire 39S/µm pour 

un dépôt d’or de 0,16µm et 1,49µm respectivement. Ainsi, l’évolution figure 2.25 illustre 

l’action conjointe de la conductivité et de l’épaisseur du dépôt d’or sur l’atténuation. Comme 

nous pouvons l’observer figure 2.26 ci-dessous, un accord plus que satisfaisant caractérise la 

prédiction numérique des pertes comparée au relevé expérimental de l’atténuation 

sélectionné pour la fréquence 10GHz lorsque l’épaisseur varie de 0.16µm à 1.5µm.  
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Il faut ici rappeler que seule l’épaisseur des dépôts d’or est déterminée avec précision ; la 

mesure de la conductivité étant reliée à un relevé de la résistance effectuée en continu. 

1.3 La ligne coplanaire avec métallisation centrale en forme de “T” : 

sensibilité à une faible variation des dimensions transverses 
 

 A la vue des résultats précédents, il est clair que notre code d’éléments finis à 

éléments d’arêtes fournit des prédictions fiables de la constante de propagation complexe, 

que ce soit en présence de pertes métalliques et (ou) diélectriques. Il nous faut à présent 

évaluer ses capacités à décrire des domaines dont la section droite est de très petite 

dimension. Nous avons choisi d’aborder cette dernière étape de validation en étudiant une 

structure de propagation de forme plus complexe. Tout en demeurant dans le contexte 

coplanaire, au ruban central classique, nous substituons une métallisation en forme de “T” 

comme l’est celle des grilles “champignons”  des transistors à effet de champ. Nous 

Epaisseur T ELFI
0,16 µm 3.58
0,35 µm 1.82
0,6 µm 1.10
0,7 µm 0.99
1,5 µm 0.66

Fréquence 10Ghz

0.628
0.857

1.1
1.8

4.67
Mesures

Figure 2.26: Evolution de l’atténuation en fonction de l’épaisseur de métallisation à F=10GHz 

 

 

GaAs εr=12,9 

 70µm 
 53µm 

 0,7µm 

 500µm  500µm 

 AsGa (εr=12.9) 

               T 



 116 Chapitre 2       Présentation et validation de l’outil ELFI                    
 

présentons figure 2.27, les différentes structures que nous avons réalisées, et ce, par couple 

de longueurs différentes comme l’exige notre méthode de mesure. 

  

Trois étapes différentes interviennent dans la confection de ces lignes. La première 

consiste à réaliser une ligne coplanaire classique figure 2.27a. Dans une seconde phase, nous 

effectuons un dépôt de silice (SiO2) figure 2.27b pour éviter, dans une troisième phase, 

l’affaissement de la couche métallique supplémentaire déposée pour la confection de la 

métallisation en “T” figure 2.27c/2.27d. Rappelons, au préalable, que les dimensions 

transverses des lignes sont très proches de celles réalisées pour l’étude précédente, à 

l’exception des épaisseurs des dépôts métalliques voisines de 0,6µm. L’ensemble des 

dimensions a été contrôlé ainsi que les diverses épaisseurs des matériaux. 

 Comme nous l’avons déjà précisé, un jeu de deux lignes a été réalisé pour chaque 

version. Ainsi, nous disposons d’une ligne coplanaire classique (a) et d’une ligne coplanaire 

dont la fente est partiellement remplie de silice (b), et enfin d’une structure avec ruban 

central en forme de “T” (c et d). Le tout est respectivement repéré par les chiffres 1-2 (a), puis 

3-4 (b), 5-6 (c), 7-8 (d). Il faut ici noter que deux versions de métallisation en “T” possédant 

un pied de 70µm ont été conçues où seule la largeur du chapeau évolue de 80µm (5-6) à 

100µm (7-8). 

 Afin d’avoir un point de vue global, nous ne proposons, dans un premier temps, que 

les prédictions issues de notre code de calcul. Ainsi, les figures 2.28 et 2.29 illustrent le 

comportement fréquentiel de la constante de propagation complexe pour les quatre couples 

de lignes 1-2 et 3-4, puis 5-6 et 7-8.  

Figure 2.27 : Topologies coplanaires classiques (a, b) et coplanaires avec conducteur central en “T” (c, d) 
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AsGa  (εr=12,9) 
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120µm 

AsGa  (εr=12,9) 

0,59µm 

0,57µm 
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AsGa  (εr=12,9) 

0,59µm 

0,57µm 

100µm 
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Figure 2.28 : Evolution fréquentielle théorique de la constante d’atténuation (σ=38S/µm) 

Figure 2.29 : Evolution fréquentielle théorique de la permittivité relative effective (σ=38S/µm) 
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Un rapide coup d’œil sur l’évolution théorique de la permittivité effective figure 2.29 montre 

que les éléments finis à éléments d’arêtes sont sensibles à l’ajout partiel de la couche de silice 

(ligne 3-4) en lieu et place de la couche d’air dans les fentes de la ligne coplanaire de base 

(ligne 1-2). Ce code d’éléments finis intègre tout aussi bien les modifications engendrées par 

une réduction ou un accroissement des dimensions de la métallisation supérieure en forme 

de “T”. Remarquons que le sens de ces variations est tout à fait crédible. En effet, les 

métallisations en “T” attirent globalement plus de lignes de champs dans l’air, il n’est donc 

pas surprenant que la permittivité relative effective résultante soit un peu plus faible 

comparée au cas des métallisations classiques, même si l’une d’entre elles baigne dans la 

silice (3-4).  

Différencier l’atténuation consécutives aux pertes métalliques des coplanaires classiques avec 

ou sans silice dans les fente (partiellement rempli) parait difficile. En effet, il n’y a dans ce cas 

pas de modification de la section du ruban, mais seulement une légère perturbation des 

lignes de champs liée à l’ajout d’une couche de silice de 0,6µm d’épaisseur. Comme nous 

pouvons le constater figure 2.29, notre code traduit bien ces propos. Des lors que la quantité 

de métal est modifiée, les pertes le sont aussi. Pour les lignes référencées 5-6 et 7-8, une 

réduction de l’atténuation doit être observée comme le veut la logique comparée aux ligne 1-2 

et 3-4. Tous ces travaux trouvent leurs aboutissements 

dans la comparaison des résultats numériques avec les 

relevés expérimentaux (figures 2.31 à 2.36). Ces valeurs 

expérimentales illustrent parfaitement les comportements 

décrits précédemment. Elles sont, de plus, tracées pour 

deux conductivités différentes. La première concerne celle 

de l’or dite en volume soit 4.1 105 S/cm (valeur maximale), 

la seconde caractérise un dépôt par évaporation de 

0,15µm soit 3,2 à 3,3 105 S/cm. Nous remarquons sur les 

figures 2.28, 2.31 et 2.33 que les pertes correspondantes à 

la ligne “78” sont plus importantes que celles relatives à la 

ligne “56”. Ceci peut surprendre quand on sait que cette 

ligne “78” possède un ruban central de section droite plus 

importante que la ligne “56”. C’est bien sûr l’effet de peau associé à la topologie particulière 

de ces lignes en “T” qui causent cet état de fait. La figure 2.30 représente le champ Ez, image 

dans le métal, de la densité de courant Jz. Nous voyons que l’effet de peau contraint cette 

densité de courant à se propager dans la partie métallique du ruban qui repose que le support 

en silice (zone métallique plus mince). Ainsi pour une même fréquence de fonctionnement la 

densité de courant voit, dans le cas de la ligne “78”, une section droite effective plus faible. 

Figure 2.30 : Champ Ez à la 
fréquence 1Ghz 

Ruban central de la ligne “56” 

Ruban central de la ligne “78” 

y 

x z 
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Figure 2.31 : La constante d’atténuation – confrontation mesure/ELFI (σELFI=33S/µm) 

Figure 2.32 : La constante d’atténuation – confrontation mesure/ELFI (σELFI=33S/µm) 
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Figure 2.33 : La constante d’atténuation – confrontation mesure/ELFI (σELFI=41S/µm) 

Figure 2.34 : La constante d’atténuation – confrontation mesure/ELFI (σELFI=41S/µm) 
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Figure 2.35 : Permittivité relative effective – confrontation mesure/ELFI (σELFI=33S/cm) 
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Figure 2.36 : Permittivité relative effective – confrontation mesure/ELFI (σELFI=41S/cm) 
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L’ensemble de ces résultats montre qu’il est possible de prédire la constante de propagation 

complexe avec une excellente précision. Cela signifie aussi que notre code de calcul est 

capable de réagir à une très faible modification tant du point de vue de la nature physique 

d’un sous domaine que de celui de ses dimensions. Notons à ce titre que les sous domaines 

dont il est question, ici, ont une surface de 25µm*0,6µm pour celui rempli de silice et 

10µm*0,6µm pour le domaine métallique. Cela correspond respectivement à environ 

1/200000 et 1/500000 de la surface totale de la section droite simulée. 

 

2. Capacité du code à fournir un schéma électrique 
équivalent à des lignes de transmission couplées 

 

 Dans cette rubrique, nous proposons un tout autre moyen pour valider les 

performances de notre code au travers d’une application liée aux lignes de transmission 

symétriques couplées. Cette validation ne s’appuie, ici, que sur la comparaison avec des 

développements théoriques et les quelques résultats “remarquables” issus de ces 

développements. Pour vérifier, grâce aux éléments finis, ces relations remarquables, il faut 

auparavant s’assurer que la représentation d’un système de conducteurs couplés par un 

schéma électrique équivalent figure 2.37 est bien viable. Ainsi, pour être certain de ce fait, 

nous avons opté pour un système multiconducteur, symétrique, enrobé dans un matériau 

diélectrique à pertes faibles, infini 

dans la direction z, le tout entouré 

par un boîtier métallique 

parfaitement conducteur. Même si 

les conducteurs possèdent une 

conductivité de valeur finie (celle 

du cuivre), la nature des modes à 

fréquence de coupure nulle 

susceptibles de se propager nous 

autorise à utiliser une 

représentation du type R, L, C, G, 

Lm, Cm, où Lm et Cm sont affectées aux interactions mutuelles entre conducteurs. Ce n’est que 

dans ce contexte d’analogie entre une structure électromagnétique et sa représentation fiable 

par un schéma électrique équivalent que nous sommes assurés de tester les performances 

“pures” de notre code. 

Si le cas de deux lignes de transmission couplées est, et a été, largement commenté dans la 

littérature, la configuration à trois lignes couplées développée par V.K. Tripathi en 1977 [7] 

est peut être moins connue. Ceci constitue donc notre point de départ dans l’élaboration de 

z 

Z12 Z23 Z34 Z45 Z56 Z67 

C11 C22 

C12 C23 C34 C45 C56 C67 

C77 
C66 C55 

C44 
C33 

I 1 

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 Vi 

I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 

Z11 Z22 Z33 Z44 Z55 Z66 Z77 

Cii  

I i 

Zii 

C13 
C37 z+dz 

z 

Figure 2.37 : Schéma électrique équivalent général de structures 
multiconducteurs quasi-TEM : la cellule élémentaire 
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notre stratégie. Comme il s’agit d’un nombre impair de lignes, nous nous sommes aussi 

intéressé au cas de quatre lignes en mutuelle interaction. A notre connaissance, il n’existe pas 

dans la littérature d’équivalent aux travaux de Tripahti pour 4 lignes. Nous avons donc 

effectué tous les calculs relatifs à ces 4 lignes couplées. Toutefois, en préambule à l’étude de 

quatre lignes en interaction, nous remémorons l’analyse menant aux résultats fondamentaux 

relatifs à trois lignes couplées. 

  

2.1 Etude sommaire d’un système symétrique de trois lignes en mutuelle 

interaction à partir de son schéma électrique équivalent : 

Etablissement du lien avec les grandeurs issues des éléments finis 
 

2.1.1 Ecriture des équations des lignes couplées et solutions correspondantes [7] 
 

 Le schéma équivalent global précédent se ramène à celui figure 2.38, pour la cellule 

élémentaire, dans le cas de trois lignes symétriques en interactions. Chaque accès numéroté 

“i” est, ici, repéré par un courant entrant Ii et une différence de potentiel Vi. A partir de la 

théorie des lignes de transmission, nous 

pouvons écrire les expressions reliant les 

tensions et les courants, et ce, pour une 

propagation qui s’effectue dans la direction z, 

sous la forme matricielle suivante : 

 

       

{ } [ ]{ }

{ } [ ]{ }

V Z I
z

I Y V
z

∂ = −
∂
∂ = −
∂

  (2.4) 

 

[Z] et [Y] sont ici des matrices 3*3 regroupant les caractéristiques des lignes. Bien sûr, ces 

matrices sont réciproques et, dans le cas présent, symétrique : 

 

  [ ] [ ]
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   = =   
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   (2.5) 

 

{V} et {I} sont des vecteurs colonnes dont les composantes représentent les tensions et les 

courants sur chaque conducteur. 

Figure 2.38 : Schéma électrique équivalent 
d’une cellule élémentaire à trois lignes en 

mutuelle interaction. 
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Par substitution, le système d’équation (2.4) mène au système suivant : 
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Rappelons que chaque composante des vecteurs {V} et {I} est, pour le cas d’une onde 

incidente (dans la direction z), de la forme : 

 

    
z

ii
z

ii eIIeVV γγ −− == ''
    (2.8) 

 

où Vi’ et Ii’ sont des constantes dépendantes des conditions aux limites. On aboutit alors au 

problème aux valeurs propres suivant : 
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où, bien entendu, les termes A, B, C, D, E sont issus du produit matriciel entre [Z] et [Y]. 
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La résolution de ce système est classique. Elle fournit trois valeurs propres qui sont les 

constantes de propagation relatives aux trois modes à fréquences de coupure nulle que l’on 

notera γa, γb, γc. Ils sont, en général, dénommés “modes normaux” et leurs constantes de 

propagation s’expriment ici comme : 
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Une fois ces valeurs propres déterminées, nous pouvons calculer puis exprimer les vecteurs 

propres associés. Ainsi nous représentons sous la forme matricielle ci-dessous, les vecteurs 

propres solutions de l’équation en tension et en courant: 
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L’arrangement des vecteurs propres au sein de 

cette représentation matricielle n’est pas 

quelconque. En effet, nous disposons toujours le 

mode “a” en colonne 1, le mode “b” en colonne 2, et cetera. Ces modes auxquels nous 

attribuons les indices “a”, “b”, “c”, …,  (car il faut bien les identifier) correspondent à une 

empreinte électromagnétique bien particulière. La figure 2.39 représente schématiquement 

les lignes de champs magnétiques transverses (plus simples à représenter que les lignes de 
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champs électriques) pour les trois modes propres, solutions d’une structure à trois 

conducteurs, le quatrième étant le conducteur de référence. Comme nous pouvons le voir, 

nous affectons au mode “a” la configuration magnétique transverse possédant un seul “sens 

de rotation” dans tout le plan de section droite. Cela signifie que pour ce mode, les courants 

présents dans les trois conducteurs se propagent en phase. C’est pourquoi, le vecteur propre 

associé (colonne 1 dans les matrices en tension ou en courant) est constitué de composantes 

qui possèdent toutes le même signe. Ceci constitue notre convention. Elle consiste en une 

classification logique de ces différents modes. Quel que soit le problème traité, le nombre de 

conducteurs de la structure de propagation, que la démarche soit analytique ou numérique, 

nous utiliserons cette convention afin de faciliter les futures comparaisons. Cette précision 

étant faite, observons de plus près les données contenues dans ces matrices. Notre structure 

étant symétrique, l’axe de symétrie électromagnétique est superposé à l’axe de symétrie 

géométrique. Dans notre exemple à trois conducteurs, cet axe de symétrie coupe le 

conducteur central. C’est pourquoi, pour le mode “b” (colonne 2), aucun potentiel ni courant 

n’existe sur conducteur n°2. En effet, pour ce mode l’axe de symétrie électromagnétique est 

un CCE (voir figure 2.39). Quant aux grandeurs PVa, PVc, PIa et PIc, elles représentent 

l’amplitude du potentiel et du courant existant sur le conducteur central relativement à celui 

existant sur les conducteurs extérieurs. Ces grandeurs PVa, PVc, PIa et PIc peuvent aussi être 

considérées comme des pondérations. Leurs expressions, issues de nos calculs, sont les 

suivantes : 
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 (2.15) 

 

A ce stade, l’étude entreprise par V.K. Tripathi est complète. Toutefois, quelques 

manipulations supplémentaires fournissent un résultat remarquable, à savoir : 

 

    2Va IcP P =  et 2Vc IaP P =     (2.16) 

 

Cette relation sera d’une importance capitale dans l’évaluation des performances de notre 

code car elle ne s’appuie sur aucune restriction majeure. Les produits croisés des 

pondérations “tension (mode a) * courant (mode c)” et vice-versa traduisent donc le 

comportement typique en terme de lignes de transmission couplées, de n’importe quel 
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système de trois lignes en interactions mutuelles dans une configuration symétrique. Ce point 

sera bien entendu exploité par la suite. 

2.1.2 Etablissement du lien entre les éléments finis et la formulation analytique 
 

 Compte tenu des préoccupations énoncées au début de ce paragraphe, nous allons 

appliquer les éléments d’arêtes à la 

structure figure 2.40. Le plan de 

section droite est constitué de trois 

connexions métalliques identiques 

de conductivité de valeur finie σ, de 

largeur W=0,8µm et de hauteur 

T=1µm. L’ensemble baigne de part et 

d’autre dans une couche de silice de 1µm d’épaisseur. L’espace inter conducteur de hauteur T 

et de largeur S est rempli d’un matériau de permittivité relative εrLK. 

 

 

Figure 2.41 : Exemple de maillage pour S=0,6µm 

 

Il est alors possible de définir les vecteurs propres associés à chaque mode de 

propagation et par voie de conséquence les champs électriques et magnétiques dans tout le 

plan de section droite. A titre d’exemple, nous proposons, figure 2.42, la configuration des 

champs transverses pour la fréquence 1GHz. C’est à ce niveau que nous construisons la 

passerelle entre les deux approches ; la première purement numérique et la seconde 

exclusivement analytique. En effet, en calculant la circulation des champs électriques et 

magnétiques sur des chemins ou des contours appropriés, nous obtenons tous les éléments 

nécessaires à nos vérifications. Sur, et dans chaque conducteur nous déterminons 

respectivement un potentiel, et un courant, et ce, pour chaque mode. 

rε  

rε  

rLKε  σ  σ  σ  

W

S 

H

H

T  

CCE  

Figure 2.40 : Structures de test 



 
1
2
9
 

C
h
a
p
itr

e
 2
       P

résen
ta
tio
n
 et v

a
lid
a
tio
n
 d
e l’o

u
til E

L
F
I                    

 

 

Figure 2.42 Champ électromagnétique transverse pour F=1GHz 

Champ magnétique transverse mode b 

Champ magnétique transverse mode c 

Champ magnétique transverse mode a 

Champ électrique transverse mode c 

Champ électrique transverse mode b 

Champ électrique transverse mode a 
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Après normalisation, il faut s’assurer : 

 

� d’une part, que les vecteurs propres possèdent l’allure suivante : 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

11,2,3
, ,

2

3

1 1 1

0

1 1 1

a b c

a b c
Va Vc

V
P P

 
=  − 
 − 

  

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

11,2,3
, ,

2

3

1 1 1

0

1 1 1

a b c

a b c
Ia Ic

I
P P

 
=  − 
 − 

   (2.17) 

 

� et d’autre part, que la relation remarquable définie auparavant est bien vérifiée, à 

savoir : 

    2Va IcP P =  et 2Vc IaP P =     (2.18) 

 

Avant de fournir quelques résultats, une brève mise au point s’impose. Notre vérification 

s’appuie uniquement sur la comparaison entre vecteurs propres déterminés analytiquement 

et numériquement. Ainsi, pour étayer nos propos, nous proposons d’apprécier le degrés de 

précision avec lequel nous évaluons les valeurs 0, 1 et -1 dans les différents triplets 1/0/-1, 

1/PVa/1, 1/PVc/1 et 1/0/-1, 1/PIa/1, 1/PIc/1 constituant l’ossature de notre vecteur propre 

“tension” et “courant” respectivement. Cette phase de comparaison est entreprise pour deux 

valeurs de fréquences, à savoir 1GHz et 25 GHz. Nous proposons, dans un premier temps, les 

résultats relatifs à la matrice “tension” [V] regroupant les vecteurs modaux {V}a,b,c : 

analytique :   [ ]

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1

2

3

1 1 1

0

1 1 1

a b c

Va Vc

V
P P

 
=  − 
 − 

     (2.19) 

numérique : 

[ ]1

( ) ( ) ( )

1 1 1 (1)

-0.000070 - 0.000048i (2)

1.000008 - 0.000017i -0.999918 + 0.000046i 1.000207 + 0.000163i (3)

GHz
Va Vc

a b c

V
P P

 
=  − 
  

         (2.20) 

[ ]25

( ) ( ) ( )

1 1 1 (1)

-0.000122 - 0.000128i (2)

0.999988 - 0.000027i -0.999867 + 0.000064i 1.000378 + 0.000547i (3)

GHz
Va Vc

a b c

V
P P

 
=  − 
  

       (2.21) 
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puis la matrice “courant” [I] construite à partir des vecteurs modaux {I}a,b,c : 

analytique :   [ ]

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1

2

3

1 1 1

0

1 1 1

a b c

Ia Ic

I
P P

 
=  − 
 − 

                 (2.22) 

numérique : 

[ ]1

( ) ( ) ( )

1 1 1 (1)

-0.000063 - 0.000043i (2)

1.000066 - 0.000018i -0.999940 + 0.000063i 1.000188 + 0.000131i (3)

GHz
Ia Ic

a b c

I
P P

 
=  − 
  

          (2.23) 

[ ]25

( ) ( ) ( )

1 1 1 (1)

-0.000058 - 0.000091i (2)

1.000077 - 0.000129i -0.999790 + 0.000306i 1.000169 + 0.000092i (3)

GHz
Ia Ic

a b c

I
P P

 
=  − 
  

        (2.24) 

 

Comme nous pouvons le constater, la valeur “1” est obtenue en moyenne à 10-4 près, tout 

comme le “0” pour ce qui concerne les parties réelles. Quant aux parties imaginaires, elles 

sont toujours très faibles car inférieures à 10-5. 

Dans les résultats précédents, consignés sous forme matricielle, nous avons volontairement 

occulté les valeurs numériques des pondérations puisque celles-ci n’ont aucun contenu 

informatif si ce n’est la valeur elle-même. Pour s’assurer que ces pondérations possèdent des 

valeurs fiables, nous avons vérifié que les produits croisés valent “2” comme le suggère notre 

étude analytique. Ceci est effectué aux fréquences 1Ghz et 25Ghz dans le tableau suivant.  

 

P Va x P Ic

P Vc x P Ia

1.191068 - 0.008789i x 1.680122 + 0.012481i = 2,001250 - 0,000099i 2
1.680193 + 0.035375i x 1.190698 - 0.024980i = 2,001487 - 0,000150i 2

1.121421 - 0.070600i x 1.777394 + 0.111634i = 2,001089 + 0,000295i 2
1.948316 + 0.360349i x 0.993424 - 0.183658i = 2,001686 - 0,000155i 2

1G
H

z
25

G
H

z
F

ré
qu

en
ce

résultat numérique résultat attendu

 
Tableaux 2.4 : Résultats numériques des produits des pondérations (cas à trois lignes couplées) 

 

Quelle que soit la valeur de la fréquence utilisée pour effectuer cette vérification, les produits 

croisés des pondérations ont toujours été vérifiés à mieux que 10-3 pour la partie réelle alors 

que la partie imaginaire de ces produits possède une valeur inférieure à 10-4. 
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2.2 Etude de quatre lignes en interaction mutuelle 
 

Fort de cette première phase de vérification relative à trois conducteurs couplés, nous 

pouvons désormais aborder la description de nos travaux portant sur quatre lignes en 

interactions mutuelles. 

2.2.1 Equations des lignes couplées et solutions correspondantes 
 

Cette étude est en tout point similaire à la précédente. Toutefois, l’ajout d’un 

quatrième conducteur alourdit considérablement les calculs. Nous ne fournissons donc, dans 

cette rubrique, que les formulations analytiques essentielles à l’obtention de relations 

‘’remarquables’’. Ces dernières reposent sur la résolution du système de quatre conducteurs 

dont le schéma électrique équivalent est représenté figure 2.43. 

Tout comme précédemment, les 

tensions aux bornes de chaque accès sont 

solutions de l’équation différentielle du 

second ordre suivante : 

 

{ } [ ][ ]{ }

{ } [ ][ ]{ } 0

0

2

2

2

2

=−
∂
∂

=−
∂
∂

IZYI
z

VYZV
z

 (2.25) 

 

Dans ces expressions les grandeurs {V} et {I} représentent un vecteur colonne de dimension 

4. Quant aux produits de matrice [Z][Y], ils possèdent l’allure suivante dans le cas d’un 

système symétrique de quatre conducteurs. 

 

[ ][ ]

A B C D

E F G H
Z Y

H G F E

D C B A

 
 
 =
 
 
 

  et  [ ][ ] [ ][ ]T

A E H D

B E G C
Y Z Z Y

C G E B

D E H A

 
 
 = =
 
 
 

             (2.26) 

 

Les variables A, B, C, D, E, F, G et H résultent de la somme des produits, lignes à colonnes, 

des matrices impédances et admittances, toutes deux de dimension 4. 

 

Z12 Z23 Z34 

C11
2 

C22
2 

C12 C23 C34 

C44
2 

C33
2 

I 1 

V1 V2 V3 V4 

I 2 I 3 I 4 

Z11 Z22 Z33 Z44 

C13 

z+dz 

z 

Figure 2.43 : Schéma électrique équivalent de          
                quatre lignes en mutuelles interactions 

 

z 
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11 11 12 12 13 13 14 14

11 12 12 22 13 23 14 13

11 13 12 23 13 22 14 12

11 14 12 13 13 12 14 11

A Z Y Z Y Z Y Z Y

B Z Y Z Y Z Y Z Y

C Z Y Z Y Z Y Z Y

D Z Y Z Y Z Y Z Y

= + + +
= + + +
= + + +
= + + +

 

12 11 22 12 23 13 13 14

12 12 22 22 23 23 13 13

12 13 22 23 23 22 13 12

12 14 22 13 23 12 13 11

E Z Y Z Y Z Y Z Y

F Z Y Z Y Z Y Z Y

G Z Y Z Y Z Y Z Y

H Z Y Z Y Z Y Z Y

= + + +
= + + +
= + + +
= + + +

             (2.27) 

 

Rappelons que les “Zii” sont affectées aux composantes séries de notre cellule élémentaire 

figure 2.43, alors que les “Yii” correspondent aux composantes parallèles capacitives et 

résistives. Bien évidement, toutes les interactions mutuelles inductives et capacitives sont 

décrites respectivement par les grandeurs “Zij” et “Yij”. 

 

Les développements mathématiques qui suivent cette phase d’établissement des équations 

sont d’une lourdeur extrême. Ainsi, avant de ne procéder qu’à l’écriture de quelques relations 

essentielles, nous remémorons brièvement les règles adoptées pour retranscrire les solutions 

de ce problème. Nous adoptons la même nomenclature que celle déjà utilisée pour la 

configuration à trois lignes couplées. De ce fait, les quatre valeurs propres que nous avons 

trouvées sont décrites par les variables γa, γb, γc et pour la quatrième, par γd. Elles représentent 

chacune la constante de propagation du mode a, b, c, d susceptible de se propager, et ont 

pour expression : 

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

2

2

2

2

1
4

2
1

4
2
1

4
2
1

4
2

a

b

c

d

A D F G A D F G B C E H

A D F G A D F G B C E H

A D F G A D F G B C E H

A D F G A D F G B C E H

γ

γ

γ

γ

= + + + + + − − + + +

= − + − + − − + + − −

= + + + − + − − + + +

= − + − − − − + + − −

             (2.28) 

 

A chacune de ses valeurs propres, repérées par les indice a, b, c, d, nous adjoignons un 

vecteur propre contenant les pondérations PVa,b,c,d ou PIa,b,c,d suivant que l’on s’intéresse aux 

tensions ou aux courants respectivement. Les calculs que nous avons effectués se résument 

sous la forme générale d’une matrice de dimension 4*4 où chaque colonne est affectée à un 

mode (a, b, c, d) alors que chaque ligne correspond au numéro d’un conducteur. 
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[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 (1)

(2)

(3)

1 1 1 1 (4)

Va Vb Vc Vd

Va Vb Vc Vd

a b c d

V P P P P

P P P P

 
 = − − 
 − −
 − − 

 (2.29) 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 (1)

(2)

(3)

1 1 1 1 (4)

Ia Ib Ic Id

Ia Ib Ic Id

a b c d

I P P P P

P P P P

 
 = − − 
 − −
 − − 

  (2.30) 

 

Afin de mieux comprendre la signification des 

différentes informations contenues dans ces deux 

matrices, nous leurs associons, comme 

précédemment, une représentation à partir de 

lignes de champs transverses magnétiques des 

quatre modes a, b, c et d (figure 2.44).  Nous 

reconnaissons les trois premier mode (a, b, c) déjà existant dans une configuration à trois 

conducteurs. Rappelons que ces calculs analytiques ne sont possibles que dans l’hypothèse 

d’une structure géométriquement symétrique. De ce fait, pour une structure à quatre lignes, 

l’axe de symétrie ne passe par aucun conducteur. C’est pourquoi, nous ne retrouvons ici 

aucune pondérations nulles comme c’était le cas dans notre étude à trois conducteurs. Ces 

différentes pondérations PV et PI concernent, ici, les deux conducteurs intérieurs (2 et 3). 

Elles s’expriment sous la forme analytique suivante : 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 2

2

2

4 4

2 2

4 4

2 2

4

2

4

2

Va Ia

Vb Ib

Vc Ic

Vd

A D F G A D F G B C E H A D F G A D F G B C E H
P P

B C E H

A D F G A D F G B C E H A D F G A D F G B C E H
P P

B C E H

A D F G A D F G B C E H
P P

B C

A D F G A D F G B C E H
P

B C

− − + + + + − − + + + − − + + + + − − + + +
= =

+ +

− + + − + − − + + − − − + + − + − − + + − −
= =

− −

+ − − + + − − + + +
= =

+

− − + + − − + + − −
=

−

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2

2

4

2

4

2Id

A D F G A D F G B C E H

E H

A D F G A D F G B C E H
P

E H

+ − − + + − − + + +
+

− − + + − − + + − −
=

−

                       (2.31) 

De ces dernières expressions, nous tirons : 

1Va IcP P =  et 1Vc IaP P =  

1Vb IdP P =  et 1Vd IbP P =                 (2.32) 
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Pour mémoire, les résultats remarquables obtenus pour le cas à trois lignes étaient : 

 

    2Va IcP P =  et 2Vc IaP P =                 (2.33) 

 

Nous voyons que les expressions permettant d’obtenir des valeurs remarquables dans notre 

cas à quatre lignes couplées sont très similaires à celles obtenues pour trois lignes. Il semble 

en effet que ces valeurs soient obtenues à chaque fois que l’on compare, entre elles, les 

pondérations issues des modes de même parité. Pour autant, en aucune manière nous ne 

pouvons conclure à une généralisation de ce constat.  

L’ajout d’un quatrième conducteur démultiplie les combinaisons entre pondérations. Ceci a 

pour conséquence, ici, l’apparition d’autres relations remarquables. Elles sont toutefois 

moins capitales pour notre phase de validation car elles découlent des relations établies 

précédemment (2.32). 

 

� Va Vc

E H
P P

B C

−=
−

    et    Ia Ic

B C
P P

E H

−=
−

    d’où    1Va Vc Ia IcP P P P =                (2.34) 

� Vb Vd

E H
P P

B C

+=
+

   et    Ib Id

B C
P P

E H

+=
+

    d’où    1Vb Vd Ib IdP P P P =                (2.35) 

� 
2 2

2 2Va Vb Vc Vd

E H
P P P P

B C

−=
−

    et    
2 2

2 2Ia Ib Ic Id

B C
P P P P

E H

−=
−

    d’où   1Va Vb Vc Vd Ia Ib Ic IdP P P P P P P P =  

             (2.36) 

 

A notre connaissance, aucun de ces résultats n’est consigné dans la littérature scientifique.  

2.2.2 Calcul par éléments finis d’une structure à quatre conducteurs couplés 
 

Comme nous l’avons signalé auparavant, nous allons nous appuyer sur ces travaux pour 

tester les aptitudes de notre code à vérifier ces résultats dans le cas d’une structure à quatre 

conducteurs de conductivité de valeur finie figure 2.45. Par analogie avec la structure 

précédente, nos quatre conducteurs 

rectangulaires à pertes sont enrobés 

dans de la silice, le tout blindé par un 

boîtier parfait. Les conditions dans 

lesquelles cette étude est effectuée 

sont analogues au cas précédemment 

traité. Cela signifie notamment que 

nous avons maillé (figure 2.46) l’intégralité du plan de section droite. De ce fait, nous 

n’utilisons pas les propriétés de symétrie propre à cet arrangement de quatre lignes, et ce, 

rε  

rε  

rLKε  

W

S 

H

H

T  

CCE  

Figure 2.45 :Structure de test 

σ  σ  σ  σ  
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volontairement. En effet, nous désirons par ce moyen vérifier l’existence d’une éventuelle 

dissymétrie au niveau des vecteurs propres ; dissymétrie introduite par l’évaluation purement 

numérique du problème. 

 

 

Figure 2.46 : Exemple de maillage pour S=0,6µm 

 

La simulation de cette structure, sous ELFI, fournit les quatre solutions électromagnétiques. 

Parmi les fonctions de “post traitement” que propose ELFI, l’une d’entre elle permet de 

construire des chemins d’intégrations. Ainsi, nous pouvons calculer la circulation des champs 

électriques et magnétiques sur ces différents chemins afin d’obtenir, pour les quatre solutions 

(modes), les potentiels et les courants sur les quatre conducteurs. Une normalisation de ces 

résultats est ensuite nécessaire pour qu’ils puissent être identifiables aux vecteurs propres 

analytiques. Nous présentons, ci-dessous, les vecteurs normalisés à partir desquels nous 

pouvons estimer la précision avec laquelle les valeurs “+1” et “-1” sont calculées. Ainsi, pour 

ce qui concerne le vecteur “tension”, nous avons d’un point de vue analytique et numérique 

les arrangements suivant ; et ce, aux fréquences 1 et 25GHz. 

 

analytique :   [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 (1)

(2)

(3)

1 1 1 1 (4)

Va Vb Vc Vd

Va Vb Vc Vd

a b c d

V P P P P

P P P P

 
 = − − 
 − −
 − − 

               (2.37) 

numérique: 

[ ]1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 (1)

(2)

(3)

1,000358 + 0,000057i -1,000101 - 0,000014i 0,999675 - 0,000107i -0,999956 + 0,000015i (4)

Va Vb Vc VdGHz

Va Vb Vc Vd

a b c d

V P P P P

P P P P

 
 = − − 
 − −
 
 

 

            (2.38) 
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[ ]25

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 (1)

(2)

(3)

1,000641 + 0,000485i -1,000051 + 0,000182i 0,999338 - 0,000758i -0,999805 - 0,000035i (4)

Va Vb Vc VdGhz

Va Vb Vc Vd

a b c d

V P P P P

P P P P

 
 = − − 
 − −
 
 

                       (2.39) 

 

La comparaison sur le vecteur “courant” s’effectue de la même manière et aux mêmes 

fréquences. 

 

analytique :   [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 (1)

(2)

(3)

1 1 1 1 (4)

Ia Ib Ic Id

Ia Ib Ic Id

a b c d

I P P P P

P P P P

 
 = − − 
 − −
 − − 

               (2.40) 

 

numérique: 

[ ]1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 (1)

(2)

(3)

1,000423 + 0,000067i -1,000185 - 0,000019i 0,999791 - 0,000103i -1,000088 + 0.000010i (4)

Ia Ib Ic IdGhz

Ia Ib Ic Id

a b c d

I P P P P

P P P P

 
 = − − 
 − −
 
 

 

            (2.41) 

[ ]25

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 (1)

(2)

(3)

1,000803 + 0,000454i -1,000221 + 0,000191i 0,999518 - 0,000753i -1,000012 - 0,000048i (4)

Ia Ib Ic IdGhz

Ia Ib Ic Id

a b c d

I P P P P

P P P P

 
 = − − 
 − −
 
 

                       (2.42) 

 

Nous constatons qu’un degré de précision identique est obtenu pour ces deux cas de figure 

comparé à celui où trois lignes sont en interactions. Ceci n’est pas surprenant car le maillage 

de la structure composée de quatre conducteurs s’effectue avec un taux de raffinement 

identique à celui choisi pour mailler la structure à trois conducteurs. 

Il reste maintenant, à vérifier que les produits croisés des pondérations s’effectuent selon les 

prédictions analytiques référencées en 2.32. Nous consignons, aux fréquences 1 et 25 GHz, le 

résultat de ces opérations dans le tableau suivant : 
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P Va x P Ic

P Vc x P Ia

P Vb x P Id

P Vd x P Ib

1.288062 - 0.015051i x 0.776317 + 0.009040i = 1.000082 - 0.000039i 1
0.776875 + 0.021984i x 1.286392 - 0.036436i = 1.000167 - 0.000026i 1
0.502485 - 0.004776i x 1.990429 + 0.019032i = 1.000252 + 0.000056i 1
1.991381 + 0.040140i x 0.502299 - 0.010084i = 1.000673 + 0.000079i 1

1.172196 - 0.099366i x 0.846906 + 0.071155i = 0.999811 - 0.000746i 1

0.947268 + 0.191838i x 1.014110 - 0.205705i = 1.000096 - 0.000312i 1

0.464655 - 0.044644i x 2.133324 + 0.206023i = 1.000458 + 0.000487i 1

2.265100 + 0.490782i x 0.422179 - 0.091134i = 1.001005 + 0.000770i 1

1G
H

z
25

G
H

z
F

ré
qu

en
ce

résultat numérique résultat attendu

 
Tableaux 2.5 : Résultats numériques des produits de pondérations (cas à quatre lignes couplées) 

 

Il existe, certes, un léger désaccord mais il se traduit en moyenne par un écart relatif de un à 

cinq pour mille. Pour bien estimer le haut degré de performances atteint, il faut se souvenir 

que notre phase de validation implique le calcul le plus précis possible des constantes de 

propagation complexes mais il repose ensuite sur l’évaluation de la circulation des champs 

électriques et magnétiques transverses. Ces calculs d’intégrale le long d’un chemin ou d’un 

contour fermé sont effectués sur quelques dizaines de triangles choisis parmi les 2560 utilisés 

pour discrétiser le plan de section droite. Ceci aboutit au traitement de matrice de taille 

28672*28672 et par voie de conséquence à la mise en œuvre de calculs lourds. Malgré cela, la 

concordance entre les résultats numériques et ceux analytiques est excellente. Ceci valide 

d’une part le noyau de calcul lui-même, mais aussi les différents algorithmes de post 

traitement qui permettent, entre autre, d’extraire les éléments nécessaires à l’établissement 

de ces pondérations. Nous avons, dans cette seconde partie du chapitre 2, insisté sur le 

concept des pondérations, sur leur signification ainsi que sur notre convention pour les 

représenter de manière rigoureuse. Ceci n’est pas fortuit. En effet nous verrons dans le 

chapitre suivant que grâce à quelques manipulations supplémentaires, ces pondérations 

permettent de remonter directement au schéma électrique équivalent d’un tronçon 

élémentaire de lignes couplées. La précision avec laquelle ces pondérations sont calculées a 

nécessairement une incidence sur la fiabilité des composantes R, L, C, G de cette cellule. 
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Introduction 
 

Fort de toutes les vérifications opérées aux pages précédentes, nous abordons, dans ce 

troisième chapitre, le thème des interconnexions confectionnées à partir de cuivre. Nous 

focalisons particulièrement notre attention sur un système de plusieurs connexions cuivre 

considérées comme couplées même si ce n’est, bien évidemment, pas voulu par le concepteur 

du circuit numérique. Ceci implique, pour le système de connexions involontairement 

couplées, la recherche du schéma électrique équivalent et par voie de conséquence le calcul 

de toutes les composantes inductives, résistives et capacitives, mutuelles ou non, de ce 

schéma établi sous forme d’une cellule élémentaire. Il faut bien entendu prédire, par la suite, 

les temps de montée, de descente, de retard de propagation des signaux propagés dans ces 

connexions. A ce stade, nous ne pouvons pas oublier, non plus, un élément majeur dans le 

contexte des connexions couplées, et ce, même involontairement comme on peut l’imaginer ; 

la diaphonie. Toutes ces caractéristiques sont regroupées et connues sous le nom d’intégrité 

du signal. Nous les calculons par la suite, non sans rappeler succinctement, dans un premier 

temps, la topologie d’un circuit numérique récent et les définitions spécifiques qui 

accompagnent la description de sa coupe transversale. Nous exposons ensuite brièvement la 

problématique liée à l’accroissement récurrent de la puissance de calcul des processeurs 

numériques. De ce constat découle tout naturellement l’étude entreprise dans ce troisième 

chapitre. 

 

 

 

La figure 3.1 ci-dessus, illustre très bien la topologie d’un circuit numérique moderne [1]. Il 

est conçu dans une technologie, où le plus petit trait de gravure ou encore la longueur de 

grille d’un transistor n’excède pas 130 nanomètres pour cet exemple. On parle alors de 

“technology node 0,13µm”. Nous pouvons observer, sur cette technologie dite “0,13µm”, 

l’empilement caractéristique des niveaux métalliques et diélectriques. Dans cette succession 

Pitch M4 Lowk  dielectric 

(Lk D) 

 

Interlevel  
dielectric (ILD) 

 
Pitch M2 

Figure 3.1 : Coupe transversale d’un circuit numérique de technologie 0,13µm 
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de couches, nous retrouvons, au niveau le plus bas, les transistors MOS dont les contacts de 

grille, de source et de drain sont reliés au premier niveau de métallisation (M1), par des plots 

ou des “via” en tungstène. 

Nous passons ainsi au premier niveau de métallisation dénommé aussi “local level” 

aux niveaux intermédiaires ou “semi global level” pour aboutir aux niveaux globaux “global 

level”. La complexité de l’architecture du circuit impose, lors de l’étape de routage, le nombre 

total de niveaux de métallisations ainsi que leurs classifications, à savoir “local, semi global, 

global”. Bien entendu, la figure 3.1 illustre, à la fois la coupe de la section droite des 

conducteurs (le niveau M2 par exemple) mais aussi la coupe longitudinale d’un conducteur 

(M3 par exemple) puisque, pour limiter les effets de couplage, chaque niveau Mn est orienté à 

90 degrés par rapport au niveau Mn-1. Le pas ou “pitch” est différent pour chaque catégorie 

d’interconnexions des niveaux locaux, semi globaux ou globaux. Il est clair que cette 

grandeur joue un rôle prépondérant sur la diaphonie. Il faut encore signaler que les 

interconnexions courtes représentent environ 80 à 90% de la longueur totale des connexions 

du circuit. Les 10 à 20% restants sont affectés aux niveaux supérieurs. Cela dit, sur un total de 

5Km environ, la somme cumulée des connexions des niveaux intermédiaires (semi globaux) 

et globaux représentent encore 0,5 à 1Km. A ce stade, il ne faut pas oublier que ce sont toutes 

ces connexions qui posent le plus gros problème du fait de leur longueur. Ainsi, longueurs et 

dimensions d’interconnexions, rapport d’aspect, pas ou pitch, nombre de niveaux de 

métallisation, épaisseurs des couches diélectriques, permittivité “low-K” ou “ultra low-K”, 

temps de montée et de retard de propagation, diaphonie, consommation électrique sont 

autant de grandeurs qu’il faut définir pour que le circuit fonctionne au mieux. Ces grandeurs, 

dont la liste ci-dessus n’est pas exhaustive, sont réajustées pour chaque nouveau saut 

technologique. Ce rôle d’ajustement et de recadrage des performances est assuré par un 

groupe de travail ; l’International Technology Roadmap for Semiconductors (ITRS) 

réunissant l’Europe, l’Asie et les USA [2]. 

Le rôle de cette entité, indépendante, est d’identifier les pistes à explorer et les défis 

technologiques qu’il faut relever pour permettre la conception et le développement des 

circuits intégrés numériques des dix années à venir, voire plus. Il est clair que l’accent est 

mis, depuis peu, sur les efforts importants de modélisation que doit fournir tant la 

communauté scientifique des universitaires que celle des ingénieurs des grands groupes 

industriels. 

L’ITRS insiste sur cet aspect notamment pour prédire les limites technologiques de la 

“roadmap” actuelle en vue d’élaborer des règles qui seront, plus tard, dédiées aux nano 

structures. 

Les efforts préconisés par le groupe de travail de l’ITRS portent sur toute la panoplie de la 

conception du circuit. Ils concernent, à partir de modèles fiables : 
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� La prédiction du comportement électronique et quantique des matériaux 

diélectriques ultra minces. 

� L’élaboration de modèle pour le dépôt, la croissance et l’attaque de matériaux. 

� La mise en œuvre de nouveaux procédés de lithographie et de prédiction des défauts. 

� L’étude des effets thermomécaniques en vue d’améliorer la fiabilité. 

� Le transistor MOS ultime. 

� La simulation RF des connexions entre transistors élémentaires ou blocs logiques. 

 

Cette demande de modélisation des phénomènes s’est encore accrue avec la confection des 

circuits intégrés à partir du cuivre, en lieu et place de l’aluminium à la fin des années 90, et à 

la maîtrise croissante des dépôts de matériaux diélectriques de faible permittivité (low-K). 

Ces deux révolutions technologiques vont modifier la hiérarchie des problèmes à traiter, et 

ce, d’autant plus que la fréquence d’horloge augmente pour chaque nouvelle génération de 

circuits. Le nombre toujours croissant des connexions, la puissance plus importante qui y est 

dissipée, et leur proximité liée à la très forte densité d’intégration constituent un frein dans 

l’augmentation des performances prévues par les spécialistes des circuits intégrés. Ces 

performances, jusqu’alors seules reliées à celles du transistor, sont désormais 

dépendantes de la connexion métallique. En effet, le retard de propagation des 

impulsions dans une connexion cuivre est désormais supérieur au temps de réponse 

intrinsèque du transistor lui-même, et ce, depuis la mise en œuvre et le démarrage de la 

technologie 0,25µm en 1997 par IBM. Ce phénomène s’amplifie d’ailleurs avec la réduction 

des dimensions des transistors. En effet, le retard prédit par l’ITRS pour une connexion 

cuivre de longueur 1mm sera, dans la technologie 35 nanomètres, 100 fois celui d’un 

transistor réalisé dans la même technologie soit 250ps. 

Les interconnexions métalliques deviennent donc, consécutivement à cette prédiction, 

l’un des verrous majeurs dans l’amélioration des performances. Les travaux que nous 

effectuons dans le contexte des interconnexions correspondent parfaitement au message 

émanant de l’ITRS. Cette entité préconise, entre autre, la modélisation hautes fréquences et 

très hautes fréquences des interconnexions. Ne soyons pas surpris ; un signal d’horloge 

cadencé à la fréquence de 3GHz pour un temps de montée de 15ps requiert un encombrement 

spectral de plus de 50GHz. Une étude électromagnétique est alors indispensable, et la 

connexion doit être étudiée comme un guide d’onde. Notre étude bibliographique a montré 

que toutes les questions posées par la technologie du cuivre ont trouvé un début de réponse 

voire quelques solutions. Pour s’en convaincre, on peut consulter trois périodiques 

intégralement dédiés aux interconnexions [3][4][5] qui datent des années 2001-2002. Il n’y 

a, par contre, pas de solutions innovantes ni beaucoup de résultats  concernant les problèmes 

liés à la forte intégration et, par voie de conséquence, aux lignes en mutuelles interactions 
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même si ce phénomène n’est pas désiré. A ce stade, il faut quand même signaler les efforts 

considérables fournis dans le domaine des matériaux, et des procédés technologiques visant à 

réduire ces phénomènes [6]. Les travaux que nous présentons dans ce troisième chapitre 

tentent d’apporter une modeste contribution à la modélisation des phénomènes de couplage 

et, par voie de conséquence, à la prédiction de la diaphonie dans un système 

d’interconnexions couplées même faiblement. Par modélisation, nous voulons signifier que 

nous nous intéressons : 

 

� à la caractérisation électromagnétique de plusieurs interconnexions situées dans un 

environnement où les milieux sont à pertes ou non, diélectriques ou métalliques. 

� à la retranscription, à partir de cette étude numérique nécessitant la mise en œuvre 

d’un calculateur EM, d’un schéma électrique équivalent ; entité alors interprétable par 

les outils d’analyse d’intégrité des signaux tel que, par exemple, le célèbre logiciel 

commercial Spice. 

� A l’estimation de l’intégrité des signaux basée sur le calcul des temps de montée et de 

descente, du retard de propagation et de la diaphonie présente dans un système à 

plusieurs conducteurs même faiblement couplés. 

 

Ces travaux sont menés en collaboration avec Denis Deschacht, directeur de recherche au 

CNRS et membre du LIRM, le laboratoire d’informatique, de robotique et de 

microélectronique de Montpellier. 

1 Structure de propagation quasi-TEM  

Schéma électrique équivalent 
 

Puisque nous avons, en détails, mis l’accent sur le moyen de caractériser 

“numériquement” une structure électromagnétique grâce à ELFI, nous débutons la rédaction 

de ce troisième chapitre en explicitant la procédure mise au point pour remonter au schéma 

électrique équivalent d’une structure de propagation constituée de plusieurs conducteurs. 

 

I 1 

V1 V2 V3 Vn 

I2 I 3 I n 

Conducteur 1 
Conducteur 2 Conducteur 3 Conducteur n 

Conducteur de référence 

z 

Figure 3.2 : Topologie quelconque d’une structure quasi-TEM à n conducteurs 
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Au risque de nous répéter, nous rappelons que les logiciels d’analyse d’intégrité des signaux 

comme SPICE mais aussi ELDO, pour les plus connus, requièrent un schéma électrique 

équivalent du système. Il faut donc impérativement s’assurer du lien entre la description 

électromagnétique et celle électrique de nos interconnexions. La figure 3.2 rappelle, pour 

mémoire, la topologie quelconque d’un réseau de lignes de transmission qui interagissent 

entre elles. Ce réseau, constitué de n+1 conducteurs disjoints possède n modes à fréquence de 

coupure nulle. Le comportement de cette structure est alors équivalent à celui d’une 

concaténation infinie de cellules élémentaires infinitésimales dont le schéma électrique de 

l’une d’entre elles est décrit figure 3.3. Les 

tensions et courants pour cette cellule 

élémentaire sont gouvernés par les 

équations de la théorie des lignes : 

 

{ } [ ]{ }

{ } [ ]{ }

V Z I
z

I Y V
z

∂ = −
∂
∂ = −
∂

  (3.1) 

 

 

Les vecteurs colonnes {V} et {I} ont respectivement pour coordonnées, les n potentiels ainsi 

que les n courants présents sur les n conducteurs de la structure. Les matrices [Z] et [Y] 

regroupent, quant à elles, l’ensemble des 4*n*n éléments passifs constituant la cellule 

élémentaire (résistances, inductances, capacités, conductances). Ce système d’équations 

différentielles du premier ordre conduit, nous l’avons vu dans le chapitre précédent, à un 

système aux valeurs propres que nous n’allons, bien évidement, pas développer ici. Nous 

savons qu’à une topologie faisant intervenir n+1 conducteurs (conducteur de référence 

compris), correspond n vecteurs propres “tension” ({V}a, {V}b, … ) et n vecteurs propres 

“courant” ({I}a, {I}b, … ) associés aux n valeurs propres que sont les constantes de 

propagations (γa, γb, …) de la structure. Ainsi, si nous connaissons ces différentes grandeurs, 

nous pouvons réécrire les équations du système (3.1). Sélectionnons par exemple l’équation 

faisant intervenir la matrice [Z], nous avons en développant : 

 

{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

a a a

b b b

c c c
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V Z I

V Z I

γ
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=

=

=

     (3.2) 

 

 

Figure 3.3 : Schéma électrique équivalent d’une cellule 
élémentaire à n lignes en mutuelles interactions. 
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Nous obtenons n équations indépendantes où n’interviennent pour chacune d’entres elles, 

que les caractéristiques relatives au mode normal concerné. La matrice [Z], quant à elle, reste 

inchangée quel que soit le mode pris en compte puisqu’elle doit vérifier toutes les solutions 

propres du système. Il est alors possible d’écrire le problème sous une nouvelle forme. La 

transcription matricielle du système d’équations (3.2) aboutit à la relation (3.3) dans laquelle 

nous avons, pour mémoire, rappelé succinctement le contenu des matrices. 

 

     [ ][ ] [ ][ ]V Z Iγ =      (3.3) 
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Bien évidemment, cette retranscription du problème respecte les conventions établies dans la 

rubrique “validation” du second chapitre. En multipliant chaque membre de cette dernière 

équation par l’inverse de la matrice regroupant les n*n courants, nous aboutissons à la 

relation (3.4), à savoir : 

[ ] [ ][ ][ ] 1
Z V Iγ −=      (3.4) 

 

Par extension, la matrice [Y] s’obtient de façon similaire en traitant la seconde équation du 

système (3.1). Cela aboutit par conséquent à : 

 

[ ] [ ][ ][ ] 1
Y I Vγ −=      (3.5) 

 

A ce stade le lien entre le volet électromagnétique du problème et celui électrique articulé 

autour d’un schéma électrique équivalent est définitivement établi. Tout repose, dans un 

premier temps, sur la détermination des valeurs propres que sont les différentes constantes 

de propagation complexe de la structure à partir d’ELFI. La connaissance précise de ces 

grandeurs n’assurent pas pour autant une détermination, sans faille, des courants et tensions  

dans et sur les conducteurs d’une structure de propagation [7][8][9]. Il est clair que les 

variations et évolutions fréquentielles de ces grandeurs doivent être contrôlées [10][11]. Nous 

pensons notamment aux structures composées de rubans planaires comme la ligne micro 

ruban ou coplanaire. La problématique des interconnexions est plus simple à appréhender du 
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fait de la topologie et des dimensions des structures étudiées. Nous avons d’ailleurs validé 

notre code en vérifiant quelques relations “remarquables” qui prouvent bien que tensions et 

courants sont correctement calculés. Cette mise au point étant faite, dans les matrices [Z] et 

[Y] sont consignées toutes les composantes de notre schéma électrique équivalent. Nous 

pouvons à ce stade soit utiliser le logiciel mis au point dans l’équipe [7] ou celui commercial 

comme SPICE pour analyser l’intégrité des signaux au sens large du terme. 

 

2 Les circuits numériques à haut degré d’intégration 
 

Le problème électromagnétique auquel nous devons trouver une solution repose 

plutôt sur le schéma de la figure 3.4. Le niveau de métallisation Mn contenant nos 

interconnexions en interactions mutuelles est compris entre deux autres niveaux croisés à 90 

degrés, et ce, pour réduire le 

couplage avec les niveaux 

environnants. Le passage de 

trois à deux dimensions peut 

s’opérer en stipulant que la 

structure est uniforme.  

Cela est envisageable si l’on ne 

considère que la portion de ligne 

en interaction sans prendre en 

compte les changements de 

directions tels les coudes ou 

encore les “via hole”. Cela signifie aussi que ces structures soient suffisamment éloignées de 

notre système de lignes couplées pour qu’il n’y ait pas d’interaction. Une telle hypothèse a été 

envisagée dans la majorité des ouvrages que nous avons compulsés. On peut citer, à titre 

d’exemple, quelques thèses de doctorat universitaire [12][13][14][15]. Bien évidemment, cette 

liste n’est pas exhaustive. 

Ces précisions étant faites, nous devons à présent émettre quelques hypothèses 

simplificatrices. La première repose sur le comportement des niveaux englobant les 

interconnexions que nous désirons étudier. A ce stade, la densité d’intégration est telle que  le 

nombre d’interconnexions est très élevée. Ainsi, chacun des niveaux entourant nos 

connexions est considéré comme un conducteur plan unique [16][17][18] figure 3.5. Ce 

conducteur plan possède, si on le juge utile, une conductivité de valeur finie. Des travaux ont 

montré que ceci peut avoir un impact comparé au cas où les niveaux environnants sont 

parfaitement conducteurs.  

Mn+1 

Mn 

Mn-1 

Figure 3.4 : Représentation schématique de quelques 
niveaux d’un circuit numérique moderne 
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Bien évidemment, cet impact qui se traduit par un accroissement global de l’effet inductif est 

d’autant plus limité que la fréquence des impulsions d’horloge est faible et que les 

dimensions des interconnexions sont réduites. Pour être bref et concis, ce phénomène 

concerne pour l’essentiel les couches dites “global level”, et ce, à condition que la fréquence 

des signaux soit très importante. Les récentes modifications apportées aux processeurs 

montrent qu’à un accroissement de fréquences d’horloge, on a préféré une modification 

radicale de l’architecture du circuit. On a même préféré l’ajout d’un processeur 

supplémentaire à celui déjà existant, le tout fonctionnant à des fréquences inférieures, et ce, 

sur une même puce physique, ce que n’avait pas envisagé G. Moore dans sa fameuse loi [19]. 

La seconde hypothèse repose sur le choix d’un unique conducteur de référence, conducteur 

englobant notre système de connexions couplées même involontairement. Cette hypothèse 

implique aussi que les niveaux supérieurs et inférieurs soient portés à un potentiel identique. 

A ce stade, nous n’avons pas trouvé dans la littérature scientifique de données claires et 

Figure 3.5 : Le treillis d’interconnexions et la représentation simplifiée des 
niveaux supérieurs et inferieurs englobant le niveau d’étude. 

Niveau supérieur 

Niveau inférieur 

Figure 3.6 : La section droite de la structure finale représentant un niveau de métallisation. 
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précises concernant le problème des niveaux environnants, et du potentiel auquel ils sont 

soumis. Un grand nombre de publications et thèses de doctorat font appel à un unique 

conducteur de référence figure 3.6. Nous citons quelques uns de ces travaux pour mémoire 

[16] [17] [18]. 

Ces mises au point étant effectuées, nous pouvons 

à présent focaliser notre attention sur la structure étudiée 

dans ce mémoire ainsi que sur ces dimensions. Elle 

constitue notre “fil d’Ariane” pour toute la suite de cet 

exposé. Nous n’avons pas voulu choisir une configuration 

purement académique mais proche de la problématique 

liée à la forte intégration qui est prévue pour les dix 

années à venir. C’est pourquoi, nous nous sommes 

intéressés aux travaux de J. D. Meindl [20] [21] et plus 

précisément à une topologie d’interconnexions que l’on peut reconstituer à partir du motif de 

base proposé figure 3.7. Ce dernier constitue la brique élémentaire entrant dans l’association 

de trois, cinq et huit interconnexions figure 3.8 par répétition du motif. 

 

Les conducteurs de dimensions transversales W=0.8µm et T=1µm pour H=T=1µm 

concernent, ici, le niveau semi global du circuit. Les signaux d’horloge possèdent des 

fréquences allant du gigahertz à quelques gigahertz. Ces dimensions, constituent le 

dénominateur commun des travaux exposés dans ce mémoire pour 3, 5 et 8 lignes en 

interaction de même que la valeur de la permittivité ε1 remplissant les espaces inter niveaux. 

Par contre, la largeur S de la zone de couplage ainsi que la permittivité du matériau occupant 

cette zone d’interaction de dimension T*S sont les variables de la simulation. La justification 

concernant ce choix précis de 3, 5 et 8 lignes apparaitra clairement dans le troisième 

paragraphe de ce chapitre. Comme nous pouvons l’imaginer, la structure est fermée en 

plaçant à ses extrémités transverses (dans le plan de section droite) une paroi de court circuit 

magnétique (CCM) ou électrique (CCE) parfait. Ceci est effectué en éloignant suffisamment 

ces parois verticales pour ne pas perturber la première et la dernière interconnexion. 

 

 

Figure 3.8 : Représentation des systèmes à 3, 5 et 8 interconnexions. 

Figure 3.7 : Motif élémentaire 

 

Condition métallique parfaite 

Condition métallique parfaite 

H 

H 

T 

W 

S/2 S/2 

σ ε2 

ε1 
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3. Etude électromagnétique des systèmes à 3, 5 et 8 lignes 
 

Afin de ne pas trop alourdir le volet électromagnétique des problèmes abordés dans ce 

chapitre, nous nous intéressons au cas le plus complexe : celui de huit lignes en interaction 

mutuelle. Nous essaierons, toutefois, d’introduire les grandeurs électromagnétiques 

caractéristiques des systèmes à trois et cinq interconnexions autant que cela est possible. 

Nous rappelons, pour mémoire, les dimensions de la structure figure 3.9 composée de huit 

interconnexions “cuivre” identiques baignant dans les mêmes matériaux diélectriques pour 

cet exemple. Les interconnexions possèdent la même conductivité σ=58S/µm et sont toutes, 

ici, séparées par la même distance S. 

 

3.1 Le diagramme de dispersion des modes à fréquence de 
coupure nulle. 

 

Comme nous l’avons démontré dans l’introduction de ce chapitre, l’établissement 

d’un schéma électrique équivalent requiert la détermination des tensions, courants et 

constantes de propagation pour chaque mode. Ces dernières caractéristiques sont, bien 

entendu, définies en premier lieu puisqu’il s’agit des valeurs propres de notre système 

matriciel ; valeurs dont on a impérativement besoin pour calculer les vecteurs propres 

correspondants (E, H puis V, I). Ainsi, la figure 3.10 regroupe, pour la topologie de lignes 

présentées figure 3.9, les huit constantes de propagation complexes que nous avons calculées 

dans la bande 1 à 40 GHz. En fait, nous avons tracé l’évolution fréquentielle de la partie réelle 

(la constante d’affaiblissement) et imaginaire (la constante de phase) sur le même graphe 

figure 3.10.  

Figure 3.9 : Représentation du maillage du système simulé par ELFI. 

S=0,2 µm 
ε1=3,9 

ε2=3,9 
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Un bref coup d’œil à ces évolutions montre que le mode “a” possède la plus petite constante 

de phase mais aussi la plus petite constante d’atténuation. S’il est facile de discriminer les 
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Figure 3.10 : Evolution fréquentielle des constantes de phases et d’affaiblissement des huit modes d’un 
système de huit interconnexions (représentation classique). 

 α mode “g” 
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Figure 3.11 : Evolution fréquentielle des constantes de phases en fonction de la constante d’affaiblissement 
des huit modes d’un système de huit interconnexions (représentation dans le plan complexe). 
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constantes de phase en basses et moyennes fréquences, cette tâche est plus délicate pour les 

fréquences élevées et surtout pour les modes notés “f”, “g” et “h” au-delà de 30 GHz. En effet, 

le dernier mode selon notre nomenclature, soit ici le huitième ou le mode “h”, ne possède pas 

toujours la constante de phase la plus importante alors qu’il est toujours le plus atténué. La 

représentation que nous avons adoptée n’est donc pas nécessairement la meilleure pour les 

systèmes couplés à pertes, même si c’est a priori, la seule existante ou tout du moins la plus 

rencontrée dans la littérature. A la représentation classique figure 3.10 nous préférons celle 

figure 3.11. Elle n’est certes pas conventionnelle puisque nous avons choisi de reporter 

l’évolution de la constante de phase “β” en fonction de la constante d’affaiblissement “α”, et 

ce, pour chaque point de fréquence pris en compte par ELFI. Nous avons donc en plus du 

relevé β=f(α), des courbes iso-fréquences pour marquer la dépendance fréquentielle. Cette 

représentation pour les lignes couplées à pertes possède deux avantages. Le premier, 

qualitatif, concerne la lisibilité globale du relevé. Elle est d’emblée meilleure puisque l’on 

discrimine parfaitement chaque valeur propre complexe comme nous pouvons le constater. 

Ces dernières sont repérées suivant la même nomenclature que celle utilisée dans la phase de 

validation au chapitre précédent. Le second est d’ordre quantitatif. En effet, outre la 

détermination sans ambiguïté des valeurs des constantes de phase et d’affaiblissement, on 

remarque que toutes les évolutions tendent vers la droite β=α dans le relevé figure 3.11. Ceci 

se produit, vers les fréquences basses pour chaque mode concerné. Le terme “fréquences 

basses” n’est certes pas toujours approprié puisqu’à partir de 5GHz, l’évolution de la 

constante de propagation du 8ième mode (mode h) tend vers cette droite, caractéristique d’un 

mode à fortes pertes. Ce comportement particulier mérite quelques éclaircissements d’autant 

qu’il n’est pas spécifique aux structures couplées. Il se produit également lorsqu’une seule 

interconnexion est étudiée; les dimensions de cette connexion étant identiques à celles 

constituant notre système de huit lignes couplées. Ainsi, à partir de la théorie des lignes de 

transmission, on montre aisément que la constante de propagation est reliée aux éléments 

séries et parallèles d’une cellule élémentaire au moyen de la relation suivante, et ce, pour une 

ligne : 

 

( )( )S pj Z Y R jL G jCγ α β ω ω= + = = + +    (3.6) 

 

L’impédance Zs est constituée d’une inductance en série avec une résistance liée à la 

conductivité du cuivre. Une capacité placée en parallèle avec une conductance dont la valeur 

dépend de la tangente de l’angle de perte du matériau représente l’admittance Yp. D’un point 

de vue mathématique, nous retrouvons les conditions d’égalité des parties réelles et 

imaginaires de la constante de propagation lorsque l’expression générale (1) se réduit aux 

relations (3.7) et (3.8), à savoir : 
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( )1
2

RC
jRC j

ωγ ω≈ = +     (3.7)  ( )1
2

LG
jLG j

ωγ ω≈ = +     (3.8) 

 

D’un point de vue physique, seule la relation (3.7) est viable aux fréquences basses. Pour nous 

en convaincre, nous allons effectuer un bilan sur chacune des composantes R, L, C, G de 

notre schéma équivalent, étant entendu que le phénomène de modes à pertes se produit aux 

fréquences décroissantes ou plutôt aux basses et très basses fréquences, et ce, jusqu’au 

continu. Ainsi, à fréquence nulle, la valeur de la résistance est fournie par la loi d’ohm soit 

R=1/(σS). Elle vaut 217 Ω/cm pour une interconnexion cuivre dont les dimensions sont 

H=T=1µm, W=0,8µm. Cette valeur est la plus faible qui soit. En effet, elle croit avec la 

fréquence à cause de l’effet de peau. La capacité, quant à elle, est égale 1,2 pF/cm. C’est la 

valeur calculée au moyen des formulations approchées que l’on retrouve dans les travaux de 

doctorat  d’université de L.Vannier [12] ou encore dans l’habilitation à diriger des recherches 

de E. Sicard [16]. L’inductance possède une valeur approchée de 3,2 nH/cm. La conductance, 

reflet des pertes diélectriques, est nulle pour le continu. Admettons que la variation 

fréquentielle des éléments R, L, C, G soit faible dans le domaine qui nous intéresse. Nous 

voyons que plus la fréquence décroît et plus le poids de la réactance de la self série est faible 

devant celui de la résistance dont le minimum est la valeur continue (217 Ω/cm). Nous 

aboutissons à une conclusion similaire pour la composante parallèle de notre cellule 

élémentaire. Mais, cette fois ci, c’est la conductance que l’on néglige vis-à-vis de la 

susceptance de la capacité. Le schéma électrique équivalent de notre cellule élémentaire est 

alors constitué d’une résistance et d’une capacité. Ceci de doit pas nous surprendre car cette 

représentation a été adoptée jusqu’à la fin des années 90 pour traduire le schéma des 

interconnexions réalisées à partir d’aluminium ou de tungstène. Ce n’est que depuis 

l’apparition du cuivre que les effets inductifs sont apparus sans pour autant dominer 

intégralement le fonctionnement de la ligne. Ceci dit, bien que le cuivre permette une 

réduction sensible de la résistance d’une interconnexion, le phénomène que nous venons de 

décrire se produit toujours. Il apparaît seulement à des fréquences plus faibles comparées 

aux connexions “aluminium”. Finalement, dans ce contexte de schéma équivalent RC, la 

constante de propagation a pour expression approchée : 

( )1
2

RC
j jRC j

ωγ α β ω= + ≈ = +      (3.9) 

 

Ainsi, les parties réelles et imaginaires sont bien égales. Nous récapitulons ces valeurs pour 

les fréquences 100 MHz, 1GHz et 10 GHz dans le tableau 3.1 ; valeurs que nous comparons 

avec celles fournies par ELFI. 
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Fréquence (GHz)
α (Np/m) β (Rad/m) α (Np/m) β (Rad/m) α (Np/m) β (Rad/m)

modèle RC           
R=217 Ω/cm            

C=1.2 pF/cm

28.6019 28.6019 90.4473 90.4473 286.0194 286.0194

ELFI 30.2580 30.6140 102.8335 112.5575 228.1847 511.0519

0,1 1 10

γ=
α

+
jβ

 
Tableau 3.1 : Comparaison entre constante d’atténuation et de phase pour une interconnexion  

W= 0.8µm, H= T=1µm, ε1=ε2=3.9 

 

Comme nous pouvons le constater, à la fréquence 100 MHz le phénomène de mode à pertes 

est présent puisque αElfi≈βElfi pour ensuite s’estomper, somme toute, lentement jusqu’à 

quelques gigahertz.  

Nous ne disposons pas des formulations analytiques des constantes de propagation de 

huit lignes pour retranscrire le comportement basse fréquence figure 3.11, mais nous avons 

établi celles pour trois et quatre interconnexions au chapitre précédent. Nous allons donc 

nous appuyer sur ces configurations et sur les observations faites pour une interconnexion 

pour traduire le phénomène de modes à pertes dans le cas des lignes couplées. Reprenons, 

tout d’abord, les trois expressions des constantes de propagation relatives au système de trois 

interconnexions en interactions mutuelles, à savoir : 

 

( )

( )

22

2

22

1
8

2 2

1
8

2 2

a

b

c

A C E
A C E DB

A C

A C E
A C E DB

γ

γ

γ

+ += + + − +

= −
+ += − + − +

    (3.10) 

 

Compte tenu des remarques précédentes, nous négligeons toutes les conductances ainsi que 

les inductances (inductances mutuelles comprises) puisque les effets selfiques sont masqués 

par les composantes résistives des lignes. Du fait du couplage, nous ne sélectionnons que la 

mutuelle capacitive relative aux deux plus proches interconnexions. En effet, de nombreux 

travaux ont montré que, même dans le cas de couplage fort, la mutuelle entre les lignes les 

plus éloignées pouvait être négligée [12][22]. Compte tenu de toutes ces remarques, les 

expressions des grandeurs A, B, C, D, E se résument à : 

 

( )

11 11 12 12 13 13 1 1

11 12 12 22 13 12 1

11 13 12 12 13 11

12 11 13 22 12 2

12 12 22 22 2 2

0

2

m

m

A Z Y Z Y Z Y jR C

B Z Y Z Y Z Y jR C

C Z Y Z Y Z Y

D Z Y Y Z Y jR C

E Z Y Z Y jR C

ω
ω

ω
ω

= + + ≈
= + + ≈
= + + ≈
= + + ≈
= + ≈

    (3.11) 
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R1, R2, C1 et C2 représentent respectivement la résistance et la capacité des lignes où 

R11=R33=R1, C11=C33=C1 et R22=R2, C22=C2. Du fait de la symétrie adoptée dans cette 

configuration, une seule capacité mutuelle suffit puisque Y12=Y21=Y32=Y23=Ym=jCmω. Grâce à 

ces simplifications, les expressions du carré des constantes de propagation des modes couplés 

sont les suivantes : 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

2
1 1

2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

1
8 8

2 2

1
8 8

2 2

a m

b

c m

A E
A E DB j R C R C R C R C R R C

A C jR C

A E
A E DB j R C R C R C R C R R C

γ ω

γ ω

γ ω

+  = + − + ≈ + + − +
  

= − ≈
+  = − − + ≈ + − − +

  

 (3.12) 

 

Il est clair que, pour ces expressions approchées, les constantes de propagation 

correspondantes possèdent toutes des valeurs différentes avec comme contrainte l’égalité des 

parties réelles et imaginaires ; ce que nous avions à démontrer. Pour mémoire nous 

rappelons ces expressions approchées : 

 

( )2 2
1 1 2 2 1 21 1 2 2

,

1 1

81

2 22

1

2

m

a c

b

R C R C R R CR C R Cj

j
R C

γ ω

γ ω

 − +++  ≈ ±
 
 

+≈

  (3.13) 

 

ainsi que l’évolution fréquentielle des trois constantes de propagations déterminées 

numériquement grâce à ELFI figure 3.12. Comme nous pouvons le remarquer, une fois de 

plus, la caractéristique α=β traduit bien asymptotiquement le fonctionnement aux fréquences 

décroissantes. Le même raisonnement appliqué à quatre lignes en interaction aboutit à une 

conclusion en tout point identique. Nous ne rappelons que les expressions des quatre 

constantes de propagation pour ne pas alourdir cette démonstration, à savoir : 

 

( )( )
( )( )

2

,

2

,

1
4

2
1

4
2

a c

b d

A F G A F G BE

A F G A F G BE

γ

γ

≈ + + ± − − +

≈ + − ± − + +
    (3.14) 

 

Les grandeurs A, B, F, G, E définies au second chapitre de ce mémoire sont imaginaires 

compte tenu des simplifications effectuées.  
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Figure 3.13 : Spectre modal de la constante de propagation relatif à cinq et huit 
interconnexions (S=0,2 µm, ε2=3.9) 
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Figure 3.12 : Spectre modal de la constante de propagation relatif à trois 
interconnexions (S=0,2 µm, ε2=3.9) 
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De ce fait, les constantes de propagation résultantes ont nécessairement une même constante 

de phase et d’affaiblissement. Ceci ne concerne, bien entendu, que la description 

asymptotique du comportement basse fréquence. Il en est de même quel que soit le nombre 

d’interconnexions considéré puisque le carré de la constante de propagation est toujours un 

nombre complexe purement imaginaire. Cet état de fait est propre au comportement, dans 

les fréquences décroissantes, d’une cellule élémentaire dans laquelle les composantes séries 

résistives dominent les éléments selfiques mutuels ou non. Bien évidement dans ce même 

contexte fréquentiel, la conductance qui est le reflet des pertes diélectriques est toujours 

négligeable devant l’effet capacitif de la ligne. Nous observons bien ce phénomène de modes à 

pertes aux fréquences basses sur la figure 3.13 regroupant le comportement des constantes de 

propagation déterminés par ELFI pour cinq et huit lignes. 

 

Afin de conclure ce volet modal de notre étude, nous récapitulons figure 3.14 

l’ensemble de nos résultats relatifs à huit interconnexions en interactions. Les variables sont, 

ici, la permittivité du matériaux remplissant l’espace interconducteur dont la largueur S 

évolue de 0.2 à 1 µm. Nous avons volontairement conservé les mêmes échelles pour tous les 

graphes de façon à identifier clairement l’action de la permittivité et de la proximité des 

lignes sur les constantes de propagation complexes des huit modes. En effet, le cas du fort 

couplage (ε2=3.9, S=0,2 µm) se caractérise par un étalement du spectre de ces huit modes 

alors que l’inverse se produit pour les couplages faibles (ε2=1, S=1 µm). Ce comportement 

n’est pas surprenant. Le couplage provoque, pour certain mode un accroissement des pertes 

comparé à celles d’une ligne. Y. L. Chow l’a très bien montré dans son étude sur deux lignes 

isolées publiée en 1991 [23]. Bien évidemment, plus le couplage est faible et plus notre 

faisceau de modes se contracte pour, à la limite, en cas de découplage parfait, se confondre 

avec l’évolution de la constante de propagation de la ligne seule. Le même phénomène est, 

bien évidemment, observé pour trois et cinq interconnexions en interaction. 
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Figure 3.14 : Evolution des spectres modaux des constantes de propagation complexes en fonction du couplage entre les huit interconnexions 
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3.2 Le champ électromagnétique 
 

Le calcul des valeurs propres, que sont les constantes de propagation complexes, constitue le 

préalable à la détermination des champs électromagnétiques puis, des tensions et des 

courants, sur et dans les interconnexions “cuivre” de conductivité de valeur finie. Cela 

concerne, bien entendu, chaque mode à fréquence de coupure nulle susceptible de se 

propager. Avant de proposer quelques cartes de champs typiques, nous avons effectué le 

calcul des amplitudes des champs en divers endroits de la section droite de notre système de 

huit interconnexions baignant dans de la silice et espacées de 1µm, pour cet exemple. Cette 

opération a été menée pour chacun des huit modes, et ce, dans la plage de fréquence 1 à 

25GHz. 

 

Rappelons que cette bande de fréquence correspond au développement en série de Fourier 

assurant une reconstitution optimale de notre impulsion, de temps de montée 40ps, se 

propageant dans nos interconnexions. Nous illustrons figure 3.15 la synthèse de notre travail. 

Comme nous pouvons le remarquer, nous avons tracé les évolutions fréquentielles des 

champs électriques transverses et longitudinaux figure 3.15a ; la figure 3.15b étant dédiée au 

comportement des champs magnétiques. Ces tracés concernent le premier mode de notre 

système de huit connexions soit le mode “a”. Ce dernier reflète assez fidèlement les tendances 

que nous avons observées lors de nos calculs des champs pour les autres modes. Afin 

d’estimer efficacement le poids des diverses composantes entre elles, nous modifions les 

amplitudes grâce à l’introduction d’un facteur multiplicatif de façon à cadrer les évolutions 

tout en réduisant artificiellement leur dynamique. Ainsi, au premier coup d’œil, nous voyons 

figure 3.15a que le champ électrique transverse ET est toujours 10000 fois plus important que 

son homologue longitudinal EZ. Ceci se vérifie globalement dans toute la bande 1 à 25GHz. 

L’évolution du champ magnétique, figure 3.15b, est tracée suivant la même philosophie. Cette 

fois ci, la dynamique entre le champ magnétique transverse et longitudinal est d’environ 800. 
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Toutefois, une différence fondamentale existe. En effet, le champ magnétique HZ est 

extrêmement faible aux basses fréquences. Son amplitude vaut typiquement, à 1GHz, 10-16. 

Si nous établissons un bilan des dynamiques à la fréquence 1GHz, nous pouvons écrire les 

relations suivantes : 

 

ET >>> EZ HT >>> HZ mais  EZ≠0 et    HZ≈0 (1GHz) 

 

Cette hiérarchie subit une modification notoire à la fréquence 25GHz puisque : 

 

ET >>> EZ HT >>HZ mais  EZ≠0 et    HZ≠0 (25GHz) 

 

Bien que les amplitudes des champs longitudinaux soient toujours beaucoup plus faibles que 

celles des champs transverses, nous avons aux fréquences 1 et 25GHz deux fonctionnements, 

malgré tout, différents. En effet, il est fort tentant d’affirmer que les modes “a”, “b”, “c”, …, 

“h” migrent vers un fonctionnement hybride voire quasi-TEM quand la fréquence croit, alors 

qu’ils tendent vers un comportement transverse magnétique pour les fréquences 

décroissantes ou encore les basses fréquences. Ceci est une question d’appréciation. Nous 

retrouvons des observations similaires dans des ouvrages que nous citerons par le nom de 

leurs auteurs comme le Collin (pages 125 à 129) [24], le Straton (chapitre 9) [25], le 

Harrington (chapitre 1) [26], le Charruau [27], ou encore dans quelques publications des 

années 1990 [28][29][30]. Bien évidement, cette liste n’est pas exhaustive et ne concerne, de 

surcroît, que le cas d’un voire deux conducteurs rectangulaires noyés dans un milieu 

homogène. De tous ces travaux et de la loi d’Ohm qui accompagne leur description, il ressort 

que la densité de courant J est prépondérante selon l’axe z du repère ; les composantes JX et 

JY étant négligeables. De ce fait, l’évolution du champ EZ est, dans les conducteurs, le reflet 

direct de celle de la densité JZ à la valeur de la conductivité près puisque, JZ=σEZ.  On peut 

ainsi obtenir aisément la fonction de répartition du courant longitudinal dans chaque 

conducteur, pour chaque mode normal, et ce, pour une fréquence variable. A ce titre, nous 

illustrons figure 3.16, à la fréquence 1GHz, ce comportement pour le mode a et pour le mode 

h ; modes présentant respectivement le moins et le plus de pertes. Sur la figure 3.16 page 

suivante, nous avons reporté l’évolution du module du champ EZ. Il est prélevé le long de 

l’axe de propagation à la position z=z0 et évolue en fonction des coordonnées x et y de la 

section droite. La localisation, sur ce graphe, des interconnexions est implicite. Pour cette 

raison, nous les avons juste esquissées en trait pointillé.  
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Un bref coup d’œil sur ces évolutions montre que: 

 

• la densité de courant J varie très peu dans les conducteurs, quelle que soit 

l’interconnexion et le mode considéré 

• L’amplitude de J décroît lorsque l’on s’éloigne des conducteurs centraux 

• EZ est, pour le mode “a”, continu et monotone dans le matériau diélectrique inter 

conducteur alors qu’il passe par la valeur nulle entre chaque conducteur pour le mode 

“h”. 

Le relevé figure 3.17, de la répartition de l’intensité du champs EZ dans le plan de section 

droite (pour z=z0) traduit de façon plus réaliste encore les propos précédents, d’où son utilité. 

Résumer les spécificités du fonctionnement des interconnexions à 1GHz, quel que soit le 

mode normal susceptible de se propager, revient à considérer, pour les courants 

longitudinaux circulant dans le cuivre, une répartition quasi uniforme. L’effet de peau n’est, 

ici, pas encore perceptible. Tout ceci nous amène par conséquent à approximer, en premier 

lieu, la valeur de la résistance de la connexion au moyen de la formation statique R=1/σS. 

Dans le cas présent, cette résistance vaut 217 Ω/cm, elle nous permettra de vérifier la bonne 

tenue des prévisions fournies par notre code de calcul. 

|EZ| 

x y 

x y 
Figure 3.16 : Représentation 3D du champ électrique longitudinal Ez pour le 

mode a et h à la fréquence 1GHz 

mode a 

mode h 
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Bien entendu la situation est différentes à 25 GHz comme l’illustre le relevé suivant de la 

composante EZ figure 3.18. 

 

|EZ| 

x 
y 

x y 

Figure 3.18 : Représentation 3D du champ électrique longitudinal 
Ez pour le mode a et h à la fréquence F=25GHz 

mode a 

mode h 

mode a 

mode h 

Figure 3.17 : Représentation 2D du champ Ez pour le mode a et h à la fréquence 1GHz 
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Comme nous pouvons le constater, l’amplitude du champ Ez et, par voie de conséquence, du 

courant Jz est plus faible vers le centre des conducteurs. Ceci est la conséquence de l’effet de 

peau. Cette configuration du champ électrique ressemble à celle de l’effet de pointe du champ 

électrique transverse. Il ne faut surtout pas les confondre, ils sont la conséquence d’effets 

physiques totalement différents.  

Nous allons conclure cette phase d’illustration en proposant le tracé des cartes de 

champs magnétiques transverses relatif à nos systèmes de 3, 5 et 8 interconnexions. Ce tracé 

est effectué à la fréquence 1GHz pour chacun des modes. 

 

 

 

Comme nous le constatons figure 3.19 dans le cas de trois lignes en interaction, le champ 

magnétique pour le mode “a” tourne autour de l’ensemble des trois conducteurs. Nous 

pouvons également interpréter cette topologie comme celle d’un champ tournant autour d’un 

unique conducteur, ce dernier résultant alors de l’association de nos trois connexions. Le 

mode “b” est caractérisé par deux rotations différentes de sens inverse. Le conducteur central 

semble alors inexistant ; aucun courant longitudinal n’y circule. Quant au mode “c”, le champ 

magnétique tourne séparément autour de chaque conducteur en respectant, comme il se doit, 

la symétrie électrique du type CCM pour cet exemple. 

Figure 3.19 : Représentation vectorielle à 2 dimensions du champ HT d’un système à trois conducteurs 
couplés pour F=1GHz 

mode a 

mode b 

mode c 
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Nous retrouvons les trois configurations précédentes dans la cartographie des champs 

magnétiques transverses de cinq interconnexions figure 3.20. En effet, le nombre de rotation 

s’incrémente naturellement lorsque du mode “a”, on passe au mode “b”, puis au mode “c”. 

Bien évidemment, deux situations supplémentaires apparaissent, celles des modes “d” et “e” 

où le champ magnétique transverse tourne respectivement quatre et cinq fois. Dans ce 

dernier cas de figure, le champ enlaçant chaque conducteur est nettement visible. 

 

Figure 3.20 : Représentation vectorielle à 2 dimensions du champ magnétique transverse HT d’un système 
à cinq conducteurs couplés pour F=1GHz 

mode a 

mode b 

mode c 

mode d 

mode e 
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Figure 3.21 : Représentation vectorielle à 2 dimensions du champ magnétique transverse HT d’un système 
à huit conducteurs couplés pour F=1GHz 

mode a 

mode b 

mode c 

mode d 

mode e 

mode f 

mode g 

mode h 
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Les observations que nous venons d’effectuer pour la configuration à cinq interconnexions 

sont intégralement applicables à notre système de huit interconnexions comme l’indique la 

figure 3.21. Pour le mode “a”, on retrouve un champ magnétique entourant l’ensemble des 

huit conducteurs alors que le cinquième mode (mode “e”) est caractérisé par cinq rotations 

du champ magnétique transverse réparties sur les huit lignes. Bien évidemment, seule la 

cartographie du mode “h” permet de retrouver le cas de figure où les champs magnétiques 

tournent séparément autour de chaque conducteur, donc huit fois. On retrouve, bien 

entendu, des fonctionnements identiques à la fréquence 25 GHz.  

 

4 Etablissement du schéma électrique équivalent 
 

Après avoir effectué ce bref “état des lieux” électromagnétique, nous pouvons à présent 

aborder la phase d’élaboration du schéma électrique équivalent à notre système de lignes 

couplées. Rappelons que ce système concerne toujours le cas le plus complexe de huit 

interconnexions cuivre espacées de 0,2 µm, de dimension 0,8*1 µm,  à pertes, le tout 

baignant dans un milieu homogène de silice d’épaisseur totale de 3 µm (εr=3.9, tan(δ)=10-3). 

Au risque de nous répéter, nous remémorons les relations (3.4) et (3.5) établies auparavant ; 

relations sur lesquelles s’appuie la suite de notre travail, à savoir : 

 

[ ] [ ][ ][ ] 1
Z V Iγ −=     (3.15) 

[ ] [ ][ ][ ] 1
Y I Vγ −=     (3.16) 

 

Bien évidemment, nous n’évoquons plus les spécificités de la matrice [γ] puisque le 

comportement des différentes valeurs propres a déjà été discuté. De la même manière, nous 

ne nous occupons pas du contenu des matrices [V] et [I]. Signalons tout de même, que nous 

avons sélectionné et construit des parcours d’intégrations autour des différents conducteurs, 

puis entre les conducteurs et celui de référence pour déterminer le contenu de ces matrices. 

Après calcul et extraction des éléments de notre cellule élémentaire aux fréquences 1 et 25 

GHz (début et fin de spectre fréquentiel permettant une reconstitution fidèle de notre 

impulsion en série de Fourier), nous séparons les parties réelles et imaginaires des matrices 

[Z] et [Y] pour des raisons de lisibilité. Ainsi, nous répertorions leur contenu sous la forme 

d’une matrice résistance [R] et d’une matrice inductance [L] en lieu et place de la réactance 

directement proportionnelle à la pulsation. La même démarche est adoptée pour le report des 

valeurs complexe de la matrice [Y] sous la forme de deux matrices réelles ; l’une concerne la 

conductance [G], l’autre la matrice des capacités [C]. Nous consignons l’ensemble de ces 

résultats dans le tableau 3.2 
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Avant d’entrer dans le détail des chiffres, nous désirons fournir quelques éléments 

d’appréciation globaux. Ainsi, nous proposons de ne discuter, dans un premier temps, que du 

caractère de réciprocité et de symétrie des matrices [R], [L], [C] , et [G] consignées dans le 

tableau 3.2 puisque ce système de connexions est d’abord passif donc réciproque puis 

symétrique à cause de la géométrie choisie. 

 

 

 

Sélectionnons, par exemple, le troisième élément de la première colonne de chaque matrice, 

soit E31. La réciprocité stipule que E31=E13. Cette propriété est illustrée pour chacun des 

éléments R, L, C, G dans les cases colorées en jaune. Vérifiée jusqu’à six chiffres après la 

virgule, elle n’est pas mise en défaut, et ce, même dans le cas d’éléments erronés puisqu’il en 

existe quelques uns (ceux de signe négatif). Cette réciprocité n’est pas davantage détruite 

pour les termes d’ordre élevé liés aux interactions très faibles entre les lignes les plus 

éloignées les unes des autres. Nous pensons à des éléments du type E61 , E71 voire peut être E81 

ou encore E28, cette énumération n’étant pas exhaustive. Nous complétons ce bilan qualitatif 

Tableau 3.2 : Matrices R, L, C, G obtenues à une fréquence de 25GHz 

1 2 3 4 5 6 7 8

241.870200 6.641162 8.998689 7.154883 4.057319 2.005443 0.894917 0.388556 1

6.641162 254.472210 11.283863 7.277355 6.489941 3.793353 1.932074 0.894925 2

8.998689 11.283863 256.101520 11.906172 7.023281 6.418734 3.793390 2.005451 3

7.154883 7.277355 11.906172 256.352940 11.978915 7.023136 6.490006 4.057269 4

4.057319 6.489941 7.023281 11.978915 256.352600 11.906886 7.277256 7.154821 5

2.005443 3.793353 6.418734 7.023136 11.906886 256.101400 11.283730 8.998820 6

0.894917 1.932074 3.793390 6.490006 7.277256 11.283730 254.472530 6.641256 7

0.388556 0.894925 2.005451 4.057269 7.154821 8.998820 6.641256 241.871160 8

3.060852 1.381732 0.503653 0.182076 0.064532 0.022275 0.007375 0.002164 1

1.381732 3.024025 1.373311 0.501942 0.182031 0.064724 0.022279 0.007374 2

0.503653 1.373311 3.022659 1.373390 0.502188 0.182059 0.064724 0.022274 3

0.182076 0.501942 1.373390 3.022907 1.373422 0.502187 0.182031 0.064531 4

0.064532 0.182031 0.502188 1.373422 3.022905 1.373390 0.501942 0.182076 5

0.022275 0.064724 0.182059 0.502187 1.373390 3.022659 1.373311 0.503652 6

0.007375 0.022279 0.064724 0.182031 0.501942 1.373311 3.024022 1.381729 7

0.002164 0.007374 0.022274 0.064531 0.182076 0.503652 1.381729 3.060843 8

1.192704 2.133633 0.009479 0.000381 0.000141 0.000118 0.000083 -0.000077 1

2.133633 0.688692 2.127895 0.009117 0.000404 0.000067 -0.000275 0.000083 2

0.009479 2.127895 0.684768 2.128681 0.009305 0.000240 0.000067 0.000118 3

0.000381 0.009117 2.128681 0.684921 2.128283 0.009314 0.000404 0.000141 4

0.000141 0.000404 0.009305 2.128283 0.684686 2.128741 0.009110 0.000381 5

0.000118 0.000067 0.000240 0.009314 2.128741 0.684935 2.128283 0.009483 6

0.000083 -0.000275 0.000067 0.000404 0.009110 2.128283 0.688597 2.134287 7

-0.000077 0.000083 0.000118 0.000141 0.000381 0.009483 2.134287 1.192799 8

0.187354 0.334977 0.001554 0.000087 0.000037 0.000018 -0.000012 0.000001 1

0.334977 0.108192 0.334140 0.001390 0.000052 0.000027 0.000008 -0.000024 2

0.001554 0.334140 0.107581 0.334325 0.001517 0.000009 -0.000001 -0.000005 3

0.000087 0.001390 0.334325 0.107599 0.334259 0.001463 0.000013 0.000023 4

0.000037 0.000052 0.001517 0.334259 0.107582 0.334489 0.001443 0.000006 5

0.000018 0.000027 0.000009 0.001463 0.334489 0.107600 0.334417 0.001493 6

-0.000012 0.000008 0.000001 0.000013 0.001443 0.334417 0.108186 0.335303 7

0.000001 -0.000024 0.000005 0.000023 0.000006 0.001493 0.335303 0.187380 8

1 2 3 4 5 6 7 8

[L ]

nH/cm

Fréquence=25GHz      Tan( δ)=10-3

[R ]

Ω/cm

[C ]

pF/cm

[G ]

mS/cm
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par une vérification des propriétés de symétrie ; propriétés afférentes à la géométrie de notre 

problème. 

 

 

 

A ce titre, regardons le tableau 3.3 dans lequel les éléments E31 et E13 (cases jaunes) sont 

comparés à ceux E86 et E68 (cases oranges sur le tableau 3.3). Force est de constater qu’ils 

sont égaux deux à deux à savoir E31=E13 et E86=E68 de part la propriété de réciprocité mais ne 

diffèrent entre eux qu’à partir du quatrième chiffre après la virgule pour les éléments résistifs 

et inductifs et du cinquième ou sixième chiffre pour les conductances et les capacités. Ceci 

caractérise, nous l’avons compris, la symétrie de notre problème puisque d’un point de vue 

théorique nous devons écrire que E31=E13=E86=E68. Le résultat est tout aussi satisfaisant 

lorsque l’on compare les termes de plus faible interaction comme ceux déjà cités auparavant 

tel E71 par exemple. Cet élément vérifie la relation E71=E17=E82=E28 pour les matrices [R], [L], 

[C] mais pas pour les conductances. Une explication, sur cet état de fait, est fournie par la 

suite. Remarquons enfin que les termes de la diagonale principale sont égaux deux à deux en 

Tableau 3.3 : Matrices R, L, C, G obtenues à une fréquence de 25GHz 

1 2 3 4 5 6 7 8

241.870200 6.641162 8.998689 7.154883 4.057319 2.005443 0.894917 0.388556 1

6.641162 254.472210 11.283863 7.277355 6.489941 3.793353 1.932074 0.894925 2

8.998689 11.283863 256.101520 11.906172 7.023281 6.418734 3.793390 2.005451 3

7.154883 7.277355 11.906172 256.352940 11.978915 7.023136 6.490006 4.057269 4

4.057319 6.489941 7.023281 11.978915 256.352600 11.906886 7.277256 7.154821 5

2.005443 3.793353 6.418734 7.023136 11.906886 256.101400 11.283730 8.998820 6

0.894917 1.932074 3.793390 6.490006 7.277256 11.283730 254.472530 6.641256 7

0.388556 0.894925 2.005451 4.057269 7.154821 8.998820 6.641256 241.871160 8

3.060852 1.381732 0.503653 0.182076 0.064532 0.022275 0.007375 0.002164 1

1.381732 3.024025 1.373311 0.501942 0.182031 0.064724 0.022279 0.007374 2

0.503653 1.373311 3.022659 1.373390 0.502188 0.182059 0.064724 0.022274 3

0.182076 0.501942 1.373390 3.022907 1.373422 0.502187 0.182031 0.064531 4

0.064532 0.182031 0.502188 1.373422 3.022905 1.373390 0.501942 0.182076 5

0.022275 0.064724 0.182059 0.502187 1.373390 3.022659 1.373311 0.503652 6

0.007375 0.022279 0.064724 0.182031 0.501942 1.373311 3.024022 1.381729 7

0.002164 0.007374 0.022274 0.064531 0.182076 0.503652 1.381729 3.060843 8

1.192704 2.133633 0.009479 0.000381 0.000141 0.000118 0.000083 -0.000077 1

2.133633 0.688692 2.127895 0.009117 0.000404 0.000067 -0.000275 0.000083 2

0.009479 2.127895 0.684768 2.128681 0.009305 0.000240 0.000067 0.000118 3

0.000381 0.009117 2.128681 0.684921 2.128283 0.009314 0.000404 0.000141 4

0.000141 0.000404 0.009305 2.128283 0.684686 2.128741 0.009110 0.000381 5

0.000118 0.000067 0.000240 0.009314 2.128741 0.684935 2.128283 0.009483 6

0.000083 -0.000275 0.000067 0.000404 0.009110 2.128283 0.688597 2.134287 7

-0.000077 0.000083 0.000118 0.000141 0.000381 0.009483 2.134287 1.192799 8

0.187354 0.334977 0.001554 0.000087 0.000037 0.000018 -0.000012 0.000001 1

0.334977 0.108192 0.334140 0.001390 0.000052 0.000027 0.000008 -0.000024 2

0.001554 0.334140 0.107581 0.334325 0.001517 0.000009 -0.000001 -0.000005 3

0.000087 0.001390 0.334325 0.107599 0.334259 0.001463 0.000013 0.000023 4

0.000037 0.000052 0.001517 0.334259 0.107582 0.334489 0.001443 0.000006 5

0.000018 0.000027 0.000009 0.001463 0.334489 0.107600 0.334417 0.001493 6

-0.000012 0.000008 0.000001 0.000013 0.001443 0.334417 0.108186 0.335303 7

0.000001 -0.000024 0.000005 0.000023 0.000006 0.001493 0.335303 0.187380 8

1 2 3 4 5 6 7 8

Fréquence=25GHz      Tan( δ)=10-3

[R ]

Ω/cm

[L ]

nH/cm

[C ]

pF/cm

[G ]

mS/cm
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obéissant bien à la loi suivante : E11=E88, E22=E77, E33=E66 et enfin E44=E55. Cette relation est 

en moyenne qualifiée à mieux que 10-5, et ce, quelle que soit la matrice considérée. Nous 

voyons, au moyen de ces quelques vérifications, que notre code prend bien en compte les 

propriétés de réciprocité et de symétrie, et ce, avec une très bonne précision. Il est clair que 

ceci constitue un gage de bon comportement, “numériquement parlant”. Cette première 

étape qualitative étant validée, nous pouvons à présent aborder le volet quantitatif de nos 

investigations. Ce volet porte essentiellement sur les composantes résistives de notre cellule 

de base qui ne sont que la traduction des parties réelles des matrices [Z] et [Y]. Il s’agit de la 

résistance et de la conductance respectivement. Dans un contexte de pertes diélectriques 

faibles, nous pouvons d’ailleurs montrer que la conductance (propre ou mutuelle) s’exprime 

au moyen de la relation suivante [24] : 

 

G= Cωtan(δ)     (3.17) 

 

Comme nous le constatons, cette grandeur est proportionnelle à la capacité, à la pulsation, 

mais aussi à la tangente de l’angle de pertes. Pour le vérifier, nous regroupons dans le tableau 

3.4, la moitié des matrices C et G calculées grâce à ELFI aux fréquences 1 et 25 GHz. 

 

 

Nous ne présentons donc que les quatre premières colonnes pour améliorer la lecture de ces 

données. La démarche employée pour vérifier la bonne tenue d’ELFI, et par voie de 

conséquence les valeurs calculées, est ainsi clairement identifiée par les “bulles” et les 

facteurs multiplicatifs apparaissant en encadré. En effet, si l’on sélectionne séparément, 

comme point de départ, les valeurs de C et G calculées par ELFI, nous en déduisons toutes les 

autres, au degré de précision numérique près, à savoir 10-5. 

1 2 3 4 1 2 3 4

1.190323 2.129786 0.011282 0.000608 1.192704 2.133633 0.009479 0.000381 1

2.129786 0.688249 2.123484 0.010438 2.133633 0.688692 2.127895 0.009117 2

0.011282 2.123484 0.683993 2.125094 0.009479 2.127895 0.684768 2.128681 3

0.000608 0.010438 2.125094 0.683597 0.000381 0.009117 2.128681 0.684921 4

0.000302 0.000584 0.010735 2.124219 0.000141 0.000404 0.009305 2.128283 5

0.000254 0.000172 0.000589 0.010169 0.000118 0.000067 0.000240 0.009314 6

0.000134 0.000297 0.000029 0.001051 0.000083 -0.000275 0.000067 0.000404 7

0.000094 0.000081 0.000126 0.000415 -0.000077 0.000083 0.000118 0.000141 8

0.007451 0.013530 0.000217 0.000024 0.187354 0.334977 0.001554 0.000087 1

0.013530 0.004350 0.017228 -0.000452 0.334977 0.108192 0.334140 0.001390 2

0.000217 0.017228 0.004372 0.016315 0.001554 0.334140 0.107581 0.334325 3

0.000024 0.000452 0.016315 0.004244 0.000087 0.001390 0.334325 0.107599 4

0.000013 0.000030 -0.000195 0.010914 0.000037 0.000052 0.001517 0.334259 5

0.000007 0.000014 0.000244 0.000302 0.000018 0.000027 0.000009 0.001463 6

-0.000004 0.000007 0.000003 -0.000022 -0.000012 0.000008 0.000001 0.000013 7

0.000002 -0.000003 0.000001 0.000008 0.000001 -0.000024 0.000005 0.000023 8

1 2 3 4 1 2 3 4

mS/cm

Fréquence=1GHz Fréquence=25GHz

[C ]

pF/cm

[G ]

Tableau 3.4 : Comparaison des quatre premières colonnes des matrices C et G à 1GHz et à 25GHz 

x ωtan(δ) 
 

x ωtan(δ) 
 

x 25 
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� soit en multipliant par 25 la valeur de G définie à 1GHz 

� soit en pondérant la valeur de G calculée à 25 GHz par ωtan(δ) pour obtenir la valeur 

des capacités. 

 

Bien évidement, d’autres combinaisons sont possibles avec la même précision de 10-5 sauf 

pour les interactions entre les lignes les plus distantes puisqu’un signe négatif caractérise le 

terme G71. Il est clair que les termes G71, G81 sont trop faibles et ne peuvent être calculés 

précisément par ELFI, et ce, pour cet exemple précis. Ceci dit, il ne faut pas oublier que la 

conductance G, quelle que soit la valeur des Cii et Cij, est 1000 fois plus faible que la 

composante réactive (Cω) du fait de la valeur de la tangente de l’angle de perte qui vaut 10-3 

dans le cas présent. 

Pour ce qui concerne la comparaison avec d’autres travaux portant sur les évolutions des 

composantes réelles de la matrice impédance, notre marge de manœuvre est certes plus 

réduite. En effet, nous ne disposons d’aucune relation, approchée ou non, nous permettant de 

chiffrer et de prédire nos évolutions, si ce n’est la valeur statique de la résistance de la 

connexion. Ce faisant, nous avons malgré tout reporté dans le tableau 3.5 les quatre 

premières colonnes de la matrice R aux fréquences 1 et 25 GHz respectivement. Bien qu’il n’y 

ait pas de lien comparable à celui unissant G et Cω, nous montrons également l’évolution des 

quatre premières colonnes de la matrice inductance, et ce, aux deux mêmes fréquences. En 

définitive, nous illustrons le comportement de l’impédance série de notre cellule. 

 

 

Un bref coup d’œil, à la matrice résistance R, montre que la dynamique maximale entre les 

termes de la diagonale principale est très faible à 1GHz. En effet, les résistances propres des 

interconnexions sont toutes comprises entre 216,17 Ω et 216,21 Ω soit 2,5 10-4 de variation 

Tableau 3.5 : Comparaison des quatre premières colonnes des matrices R et L à 1GHz et à 25GHz 

1 2 3 4 1 2 3 4

216.269352 0.213706 0.034951 0.022127 241.870200 6.641162 8.998689 7.154883 1

0.213706 216.249855 0.201063 0.054313 6.641162 254.472210 11.283863 7.277355 2

0.034951 0.201063 216.227324 0.192356 8.998689 11.283863 256.101520 11.906172 3

0.022127 0.054313 0.192356 216.212081 7.154883 7.277355 11.906172 256.352940 4

0.034876 0.019838 0.041059 0.182705 4.057319 6.489941 7.023281 11.978915 5

0.024062 0.015789 0.017231 0.048759 2.005443 3.793353 6.418734 7.023136 6

0.001791 0.026667 0.014563 0.015010 0.894917 1.932074 3.793390 6.490006 7

0.001017 -0.002952 0.023683 0.034310 0.388556 0.894925 2.005451 4.057269 8

3.108237 1.396677 0.478708 0.166580 3.060852 1.381732 0.503653 0.182076 1

1.396677 3.108799 1.396098 0.479230 1.381732 3.024025 1.373311 0.501942 2

0.478708 1.396098 3.109230 1.395859 0.503653 1.373311 3.022659 1.373390 3

0.166580 0.479230 1.395859 3.108390 0.182076 0.501942 1.373390 3.022907 4

0.058802 0.166114 0.478832 1.397667 0.064532 0.182031 0.502188 1.373422 5

0.020001 0.059011 0.166820 0.477436 0.022275 0.064724 0.182059 0.502187 6

0.007083 0.019937 0.058379 0.167709 0.007375 0.022279 0.064724 0.182031 7

0.002285 0.007078 0.020181 0.058178 0.002164 0.007374 0.022274 0.064531 8

1 2 3 4 1 2 3 4

Fréquence=1GHz Fréquence=25GHz

[R ]

Ω/cm

[L ]

nH/cm
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relative. On comprend, dès lors, que la vérification de l’existence de symétrie entre des 

valeurs possédant une aussi faible dynamique soit critiquable. Elle peut, du reste, être 

imputée sur le compte d’un mauvais conditionnement numérique du problème et par voie de 

conséquence à un manque de précision. Pour cette raison, l’illustration de cette propriété à 

été effectuée à 25 GHz (notons qu’à 1 GHz la symétrie est vérifiée, encore faut il le préciser). 

Comme nous pouvons le constater, l’effet de peau, quasi imperceptible à 1 GHz, est davantage 

marqué à plus haute fréquence. En effet, 10% et 20% de variation relative caractérisent 

l’accroissement des résistances propres des lignes périphériques et centrales respectivement, 

et ce, à la fréquence 25 GHz. Quant aux résistances mutuelles, leurs comportements peuvent 

s’expliquer à partir d’un exemple plus simple ; celui de deux conducteur en interaction. En 

effet, dans un tel système de deux lignes symétriques, les modes a et b sont connus sous 

l’appellation de mode pair et impair. Par superposition de chaque état de base, la 

mathématique du problème aboutit aux relations suivantes : 

 

22 11 2
a bL L

L L
+= =     12 21 2

a b
m

L L
L L L

−= = =      11 22 2
a bR R

R R
+= =       12 21 2

a bR R
R R

−= =  

 

Dans ces expressions, les indices 1 et 2 sont ceux des conducteurs. Ainsi L11 est l’inductance 

propre du conducteur n°1, la mutuelle L12 représentant l’interaction entre les conducteurs 1 

et 2. Par symétrie et réciprocité nous avons bien entendu L11=L22=L et L12=L21=Lm ainsi que 

R11=R22=R et R12=R21=Rm. Les évolutions fréquentielles conjointes des résistances et des 

inductances pour les modes “a” et “b” (pair et impair) sont illustrées à la figure 3.22a pour 

deux interconnexions cuivre possédant les mêmes caractéristiques physiques et géométriques 

que celles entrant dans la confection de nos huit lignes couplées. Ces évolutions fréquentielles 

montrent que les inductances décroissent très légèrement avec la fréquence du fait d’une 

pénétration moindre des champs magnétiques dans le métal. L’inductance propre suit donc 

la même loi ; ce que nous pouvons observer figure 3.22b. Les résistances affectées à chacun 

des conducteurs pour les modes pair et impair tendent, toutes deux, vers une même valeur 

plancher soit 217 Ω/cm (la valeur statique) et croissent ensuite selon l’effet de peau. La 

résistance mutuelle, résultante du bilan résistif figure 3.22c, possède donc une valeur faible 

aux basses fréquences qui tend vers zéro pour le régime continu. Cette valeur croit, bien 

entendu, avec la fréquence. Nous retrouvons bien ce type de fonctionnement dans le tableau 

3.5 (page précédente) où aux fréquences 1 et 25 GHz, le dixième et la dizaine d’ohms 

caractérisent respectivement cette mutuelle pour les lignes les plus proches (R12, R87, etc…). 

Il faut noter la présence de quelques valeurs négatives. Ceci est le signe d’un défaut de 

précision dans la détermination de la résistance mutuelle R28 par exemple mais aussi R18 ce 

qui n’est pas surprenant compte tenu de l’éloignement des lignes. Nous avons tenté 
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d’améliorer cette situation en discrétisant le plan de section droite de nos huit 

interconnexions sur une base de 7200 triangles. Cela correspond à environ 10% de triangles 

supplémentaires, comparé au cas de figure précédemment traité. Malgré cette amélioration 

dans le raffinement, nous avons constaté l’absence de sensibilité à une faible variation des 

dimensions de l’espace inter conducteur, pour les éléments R18, R28, G18, G28 ainsi que C18 

et C28. Comme nous pouvons le remarquer, cela ne concerne que les mutuelles résistives et 

capacitives entre les lignes les plus éloignées. Les inductances sont, quant à elles, sensibles à 

une modification de la section droite, qu’elles soient mutuelles ou non. Partant de ce constat 

et des propriétés de symétrie propres à notre système de huit interconnexions, les termes 

suivants ne sont pas pris en compte, à savoir : 
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Figure 3.22 : Evolution fréquentielle des éléments R, L, Rm, Lm pour un système de deux 
interconnexions où W=T=1µm, H=1µm et ε=3.9 
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18 81R R=      28 82 71 17R R R R= = =        18 81G G=           28 82 71 17G G G G= = =  

18 81C C=         28 82 71 17C C C C= = =  

 

Sachant que chaque matrice est décrite par 64 termes, les éléments restants sont aux nombre 

de 58 sauf pour la matrice inductance L qui, elle, est complète et ne comporte aucun terme 

nul pour signifier qu’une interaction n’a pu être chiffrée avec précision. Aucun problème n’a 

été rencontré lors de l’étude de trois et cinq interconnexions. En effet, pour ces systèmes 

toutes les interactions sont calculées avec précision et fiabilité. Les matrices Z et Y sont donc 

complètement définies. 

 

Nous venons d’exposer le point de vue purement numérique de notre étude portant 

sur huit interconnexions  “cuivre” et celui de l’extraction du schéma électrique 

correspondant. Il s’agit, bien entendu, de la configuration la plus complexe où n’ont été 

négligés, par manque de précision numérique, que quelques termes de très très faibles 

valeurs. Cela aboutit à l’élaboration, sous Spice, d’une cellule élémentaire comportant 135 

éléments au lieu de 144 pour la version complète. Il est certes toujours possible de réduire ce 

nombre de composants. Cette opération s’effectue au prix d’un compromis entre la précision 

obtenue sur la solution recherchée et le nombre d’éléments requis par cellule élémentaire. Ce 

travail très lourd, qui doit être mené avec minutie, sort, bien entendu, du cadre de cette 

étude. Nous pouvons néanmoins alléger cette cellule en ôtant quelques éléments sans que 

cela alourdisse beaucoup notre tâche et nuise à la qualité des résultats. En effet, nous 

remarquons dans le tableau précédent que la première mutuelle résistive R12 est mille fois 

plus faible que la résistance propre R11, et ce, à la fréquence 1GHz. Il est donc probable que 

l’on puisse négliger ce terme ainsi que les sept autres restants. Nous avons vérifié cet état de 

fait en confrontant  les résultats fournis par un code de prédiction d’intégrité des signaux mis 

au point dans l’équipe par Christophe Séguinot à ceux  calculés par Spice [31]. Pour conclure, 

cette cellule élémentaire est constituée de 107  éléments puisque nous avons éliminé les 28 

mutuelles résistives. Bien évidemment, nous aboutissons à des conclusions en tous points 

identiques lorsque l’on s’intéresse aux configurations à 3 et 5 interconnexions. Dans ces deux 

derniers cas de figure, les cellules élémentaires, auxquelles ont été soustraites les mutuelles 

résistives, comportent alors 21 et 50 éléments respectivement. 
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5 Etude d’intégrité des signaux d’un système multiconducteur : 
application à 3, 5 et 8 interconnexions 

 

Avant d’aborder le volet relatif à l’étude de l’intégrité des signaux, une dernière mise 

au point s’impose. Comme nous l’avons sous entendu dans l’introduction de ce chapitre, les 

travaux portant sur le thème des interconnexions couplées sont peu nombreux, si ce n’est 

ceux effectués sur deux et trois lignes en mutuelles interactions. Compte tenu de 

l’accroissement important de la densité d’intégration, nul ne peut à ce jour certifier qu’un 

système de deux ou trois connexions suffit pour décrire la réalité. Partant de ce constat, nous 

avons schématisé figure 3.23, les configurations d’excitation à trois conducteurs et plus qu’il 

est intéressant d’étudier. Bien évidemment, les arrangements proposés ne tiennent pas 

compte de la présence des niveaux supérieurs et inférieurs. Pour des raisons évidentes de 

clarté, nous avons occulté l’environnement de l’interconnexion et l’avons remplacé par un 

unique conducteur de façon à nous concentrer que sur son état à savoir “victime” (couleur 

blanche) ou “agresseur” (couleur rouge). A ce stade, quelques précisions s’imposent. Dans 

notre langage, la ligne dénommée “agresseur” est celle à l’entrée de laquelle on applique un 

niveau logique caractérisé par une impulsion de fréquence F0, de temps de montée Tm0 et 

d’amplitude V0. La ligne dite “victime” est, quant à elle, passive puisqu’aucun signal n’excite  

l’entrée de celle dernière. 

 

 

 

Nous reconnaissons sur la figure 3.23a le cas d’un fonctionnement symétrique où une ligne 

dénommée “agresseur” est entourée de lignes dites “victimes”. Ainsi, en étudiant 3, 5, 7 et 9 

lignes en mutuelles interactions, nous rendons compte de l’influence d’un plus proche voisin 

situé de part et d’autre de l’agresseur, puis de deux plus proches voisins jusqu'à quatre. Les 

configurations asymétriques présentées sur les figures 3.23b et 3.23c sont très nombreuses 

Ligne “agresseur” Ligne “victime” 

Figure 3.23 : Quelques arrangements schématiques possibles comportant une ligne 
“agresseur” (rouge) entourée de lignes “victime” (blanche) 

a
) 

b
) 

c
) 



 176 Chapitre 3       Schéma électrique équivalent et intégrité des signaux dans les systèmes                 
multiconducteurs 

 

comme on peut l’imaginer. La plus évidente concerne le cas d’une connexion perturbée à sa 

droite ou à sa gauche par une, deux, jusqu'à sept victimes voire plus, et ce, toutes situées du 

même coté. Il existe aussi tous les autres cas où la dissymétrie est moins prononcée. Il va de 

soi qu’à la configuration figure 3.23 il correspond le complément figure 3.24 où il n’existe 

qu’une victime en présence d’agresseurs.  

Nous ne pouvons, à ce stade, envisager toutes les combinaisons sous peine d’un trop plein de 

résultats. Nous avons fait le choix d’étudier un système de 3, 5 et 8 interconnexions en 

interaction. Nous le verrons a posteriori, les combinaisons possibles de ligne “victime” et 

“agresseur” sont suffisantes pour conclure. Même si ce travail vise à quantifier l’impact des 

interconnexions voisines sur une interconnexion de référence quelle soit victime ou 

agresseur, il est intéressant d’avoir, en ligne de mire, les caractéristiques d’une seule 

interconnexion dont les paramètres physiques et géométriques sont ceux du motif 

élémentaires figure 3.7 (W=0.8µm, T=1µm, H=1µm, σ=58S/cm) à partir duquel chaque 

système d’interconnexions est construit. 

 

 
Figure 3.25 : Représentation schématique des conditions d’attaque et de charge pour une interconnexion 
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Figure 3.24 : Quelques arrangements d’une ligne victime en présence d’agresseurs 
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Les conditions d’étude de celle dernière sont alors illustrées figure 3.25. Cette interconnexion 

de longueur L possède un plan de section droite en tout point identique à chaque 

interconnexion de base intervenant dans nos systèmes de 3, 5 et 8 lignes. Les paramètres de 

cette étude sont la longueur de la connexion ainsi que la valeur de la permittivité ε2 

remplissant la zone de couplage lorsque plusieurs lignes, si elles existent, sont situées côte à 

côte. Elle est chargée, en sortie, par l’impédance d’entrée d’un buffer soit, une capacité de 

20fF [32]. Quant à l’entrée de la connexion, un générateur délivrant une impulsion 

d’amplitude EG=1 V sous 100 Ω de résistance interne se substitue à la sortie du buffer 

d’attaque. Notre impulsion d’entrée possède une fréquence de 1GHz pour un temps de 

commutation sur le front montant Tcm=40ps. Rappelons que ce dernier est, par définition, 

calculé entre 10% et 90% de l’amplitude du signal ; soit 40 ps pour une rampe de 50 ps par 

volt. Ces mises au point étant faites, la figure 3.26 regroupe en fonction de la longueur “L” de 

notre interconnexion de référence, les évolutions des temps de montée “Tcm” et de retard de 

propagation “Tp”.  

 

Ce retard représente la différence des temps calculés entre le début et la fin de la ligne. Par 

définition, ces temps sont estimés à la moitié de l’amplitude crête du signal d’excitation et du 

signal recueilli après qu’il se soit propagé sur une distance “L”. Pour être concis, cette figure 

regroupe deux cas asymptotiques où la zone dite de “ couplage” est respectivement remplie 

de silice (le pire cas) ou d’air qui représente la limite technologique (le meilleur cas de figure). 
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Figure 3.26 : Evolution des temps de montée et de retard de propagation en fonction de la 
longueur de l’interconnexion pour deux valeur de permittivité ε2. 
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Ce n’est pas tant la permittivité de la zone de couplage qui importe ici, mais plutôt la 

longueur de l’interconnexion. En effet, réduire la permittivité d’un facteur 4 (1 pour 3.9) n’a 

d’incidence que dans le cas d’interconnexion longue de plus d’un millimètre. On notera que 

cet impact est négligeable pour les interconnexions très courtes (L<100µm). Pour réduire 

l’abondance de chiffres, nous préférons introduire la notion de “facteur de mérite” pour 

l’interconnexion. Ce dernier se définit pour le millimètre de ligne. Ainsi, pour le cas qui nous 

préoccupe, il faut se souvenir des chiffres récapitulés dans le tableau 3.6 suivant : 

 

Dans la configuration où le matériau diélectrique est partout le même (3.9), un millimètre de 

cette connexion cuivre cause presque 50% de dégradation du temps de montée comparé à 

celui du signal original et 2ps de temps de retard. Il faut encore rappeler que nous nous 

situons dans les niveaux semi globaux voire globaux d’après les travaux de Meindl ; ce qui 

signifie que le millimètre de connexion de suffit pas à relier, entre eux, les divers éléments du 

circuit. Les chiffres cités précédemment, fournissent donc une appréciation mais pas les 

dégradations occasionnées par deux ou trois millimètres de connexion. Ceci est la raison pour 

laquelle la figure 3.26 regroupe nos évolutions jusqu’à cinq millimètres de longueur de ligne.  

 

5.1 Etude d’un système à huit interconnexions : calcul des 
temps de montée et de retard de propagation 

 

Compte tenu de l’abondance d’informations, nous avons choisi de récapituler les résultats sur 

nos lignes en interaction pour trois configurations géométriques précises. Ceci est effectué 

quel que soit le nombre de connexions “cuivre” couplées (même faiblement) et quelle que soit 

la technologie envisagée, symétrique où asymétrique [33]. Ces trois configurations sont : 

 

� pour la première ; une zone de couplage plutôt fort où la distance entre les lignes et la 

permittivité remplissant la zone de couplage valent respectivement 200 nanomètres 

et ε2=3.9. 

Tcm (ps) Tp (ps)

ε2=3.9 58.33 2.75

ε2=1 52.01 2.20

 Condition métallique parfaite 

Condition métallique parfaite 

σ 

ε1=3.9 

ε1=3.9 

ε2 

Facteur de mérite : temps de commutation sur le front montant et de retard de 
propagation pour un millimètre de connexion en fonction de la permittivité ε2 
de la zone de couplage (F0=1GHz, Tcm0=40ps) 

Tableau 3.6 : 
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� pour la seconde ; une zone de couplage moyenne, caractérisée par un espace inter- 

conducteur et un matériau remplissant cet espace égaux respectivement à 200 nm et 

ε2=1. 

� enfin pour la troisième ; une interaction faible où de l’air occupe le volume entre deux 

conducteurs en regard et distants de 1µm. 

 

La première et la troisième configuration représentent toutes deux une limite asymptotique 

qui doit être considérée respectivement comme le pire et le meilleur cas. Pour ne pas nous 

éloigner du contexte précédent, nous allons à présent estimer les évolutions des temps de 

montée Tcm et de retard de propagation Tp lorsqu’une ligne est active (un agresseur) et est 

perturbée à sa droite par la présence de sept lignes victimes. Il s’agit de l’attaque dite “au 

bord” dans la légende des figures qui vont suivre. De même, nous évaluons l’impact sur 

l’agresseur, de trois et quatre victimes situées respectivement à gauche et à droite. Cette 

topologie est assimilée comme une excitation dite “au centre” dans nos légendes, et ce, bien 

qu’il y ait une légère disymétrie. Ceci est récapitulé à la figure 3.27 suivante où l’agresseur est 

respectivement la ligne N01 pour l’attaque au bord et, N04 pour l’excitation au centre. 

 

 

Dans les deux cas traités, le système étudié comporte un total de huit interconnexions. Nous 

rappelons, pour mémoire, les conditions d’attaque et de charge d’un agresseur et d’une 

victime ; conditions que l’on duplique autant de fois qu’il y a de lignes actives (agresseur) et 

passives (victimes). Ainsi, un générateur délivrant une impulsion d’amplitude 1 volt sous 

100Ω simule l’excitation à l’entrée de la ligne dénommée “agresseur”. Le temps de montée de 

l’impulsion de fréquence 1GHz est celui d’une rampe de 50ps/volt soit 40 ps. La ligne active 

est chargée à son extrémité par une capacité de 20 fF tout comme la ligne passive. Cette ligne 

appelée “ligne victime” est fermée, à son entrée, sur une impédance de 200Ω soit celle de la 

sortie d’un buffer dans l’état “éteint” (off).  

Ligne “agresseur” Ligne “victime” 

Figure 3.27 : Illustration de l’attaque dite “au bord” puis “au centre” dans un système à huit 
interconnexions 

1        2        3        4        5        6        7        8  1        2        3        4        5        6        7        8  

a) : attaque au bord b) : attaque au centre 
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Figure 3.28a : Evolution du temps de montée en fonction de la longueur des huit interconnexions pour trois 
configuration de couplage (fort, moyen, faible) pour une attaque au bord et au centre. 
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Figure 3.28b : Evolution du temps de retard de propagation en fonction de la longueur des huit 
interconnexions pour trois configuration de couplage (fort, moyen, faible) pour une attaque au bord et au 

centre. 
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La figure 3.28a illustre le comportement du temps de montée ou de commutation Tcm sur le 

front montant du signal présent à l’extrémité de la ligne dénommée “agresseur”. Ceci est 

effectué pour une attaque au bord et au centre en fonction de la longueur des connexions, et 

ce, pour les trois configurations dites de couplage fort, moyen et faible. Ces relevés mettent 

en relief : 

 

� D’une part, l’importance des dimensions longitudinales dans la dégradation rapide du 

temps de montée dès 100µm de longueur d’interconnexion, notamment pour le 

couplage fort. 

� Et d’autre part, qu’une attaque au centre est toujours le pire cas comparé à une 

excitation au bord. 

 

Ces évolutions montrent, grâce aux deux comportements asymptotiques (couplage fort et 

faible) que le temps de commutation sur le front montant est compris dans une fourchette de 

valeur qui passe du simple au triple jusqu'à 2mm de longueur d’interconnexion pour se situer 

ensuite dans une plage moindre (le double de la valeur) au delà de 3mm. Longueurs 

d’interconnexions et type d’attaque sont également le dénominateur commun de nos 

remarques relatives au temps de retard de propagation figure 3.28b que nous ne 

commenterons pas d’avantage dans cette rubrique.  

 

5.2 Etude conjointe des systèmes de trois, cinq et huit  
interconnexions : calcul des temps de montée et de retard 
de propagation pour une attaque au bord puis au centre. 

 

 

Plutôt que de fournir un trop plein de chiffre, nous préférons récapituler l’ensemble de nos 

résultats sous la forme d’histogramme aux figures 3.29a et 3.29b en guise de préambule à la 

poursuite de nos travaux. Nous avons choisi d’étendre la notion de facteur de mérite (pour 

une ligne) au cas de 3, 5 et 8 lignes en interaction. Tous nos relevés concernent donc le 

millimètre de longueur d’interconnexions  couplées. Grâce à ce triptyque, l’influence de 2, 4 

et 7 lignes victimes est évaluée pour l’attaque au bord. De même, l’incidence d’une, puis deux 

interconnexions situées de part et d’autre de l’agresseur sont ici illustrées pour l’attaque au 

centre, de même que la configuration à 3 connexions d’un coté de l’agresseur et quatre de 

l’autre pour un système à huit interconnexions. 
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Ces relevés en trois dimensions comportent en ordonnées les valeurs des temps de 

propagation ou de commutation, quant à l’abscisse, elle regroupe les cas à 3, 5 et 8 

interconnexions. Le premier et le dernier plan de ce tracé en trois dimensions sont 

respectivement dédiés aux comportements asymptotiques (couplage faible et fort), alors que 

le cas intermédiaire concerne un couplage, a priori, moyen. Bien évidemment, nous avons un 

histogramme par type d’attaque (au bord ou au centre). Ces précisions étant faites, il nous est 

désormais plus aisé de commenter ces multiples évolutions. Hormis l’aspect quantitatif qui 

3 lignes 5 lignes 8 lignes

faible

moyen

fort

156.78

143.88 142.03

77.71
75.85 75.61

53.12 52.33 52.99

0

20

40

60

80

100

120

140

160

T
em

p
s 

de
 m

on
té

 (p
s)

Nombre de ligne

3 lignes 5 lignes 8 lignes

faible

moyen

fort

98.05
96.01 95.95

62.37 62.02 61.97

52.77 51.98 52.48

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
T

em
ps

 d
e 

m
on

té
 (p

s)

Nombre de ligne

a) : attaque au bord b) : attaque au centre 

Figure 3.29a : Evolution du temps de montée, pour trois configurations de couplage (fort, moyen, faible) dans 
un système à 3, 5 et 8 interconnexions de 1mm de longueur : attaque au bord et au centre. 
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Figure 3.29b : Evolution du temps de retard de propagation, pour trois configurations de couplage (fort, 
moyen, faible) dans un système à 3, 5 et 8 interconnexions de 1mm de longueur : attaque au bord et au centre. 
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est abordé un peu plus tard figure 3.30, nos principales remarques se résument de la manière 

suivante : 

 

� l’attaque au bord est la moins perturbée par le nombre de lignes adjacentes surtout 

pour le temps de retard de propagation. 

� bien évidemment, l’excitation au centre présente toujours plus de sensibilité aux 

lignes environnantes et notamment pour l’évaluation du temps de montée. 

 

5.3 Temps de montée et de retard de propagation : 
comparaison avec une interconnexion seule 

 

Force est de constater aux figures 3.29a et 3.29b que la topologie à 3 interconnexions suffit, 

dans un premier temps, pour prédire temps de montée et de retard de propagation sur 

l’agresseur, sauf en cas de fort couplage. Ce nombre de trois lignes en interactions est le 

préalable indispensable à l’étude d’une connexion de base comme le montre la figure 3.30. 

Nous avons choisi la situation présentant le plus de sensibilité ; celle de l’attaque au centre 

(couplage moyen). 
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Figure 3.30 : Temps de montée, comparaison entre 1, 3, 5 et 8 lignes, couplage moyen 
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En effet, du point de vue du temps de montée, il n’est pas réaliste de considérer 

l’interconnexion seule comme élément de référence. Cette dernière est nécessairement en 

interaction avec ses voisines, même si cela n’est pas voulu. Elle n’est donc jamais isolée. 

L’exemple que nous proposons, ici figure 3.30, concerne une situation symétrique de 

couplage moyen. Nous reviendrons sur ce point et sur les questions qu’il soulève dans la suite 

de cet exposé. Dans le cas présent, 1mm de longueur d’interconnexion induit donc une 

dégradation du temps de montée de 10ps à 35ps par rapport à l’impulsion originale qui est de 

40ps. Ceci aboutit à l’estimation d’un temps de montée compris entre 50ps et 75ps suivant 

qu’une ligne isolée ou une ligne en présence de ses voisines est étudiée. Comme nous 

pouvons le constater, la différence est considérable. Il faut aussi signaler qu’une dégradation 

se produit sur le temps de retard de propagation de 10 à 15%. Il est clair que le retard de 

propagation est le paramètre le moins touché pour 1mm de ligne. Une dégradation plus 

rapide s’opère au-delà de cette longueur. Signalons enfin que la version à trois lignes 

surestime globalement d’environ 5 à 10% la dégradation.  

5.4 Etude de la diaphonie : cas de huit interconnexions 
 

Tant que l’on se cantonne à des calculs de temps, il n’est pas choquant de se focaliser sur un 

ensemble de trois lignes pour définir l’impact, sur l’agresseur, des connexions voisines. 

L’étude d’une configuration à huit interconnexions n’est nécessaire que pour lever tous les 

doutes et confirmer les tendances principales. Par contre, dès que l’on s’intéresse à la 

situation plus globale du fonctionnement, et notamment à celle du signal couplé aux autres 

connexions, le problème est différent. En effet, nous avons dans un premier temps, calculé 

les niveaux, en volt, des signaux recueillis à l’extrémité des différentes lignes victimes situées 

de part et d’autre de l’agresseur, et ce, pour une excitation du type attaque au centre. Ceci est 

effectué, à titre d’exemple, pour un système de huit interconnexions, de longueurs variables, 

en couplage fort (S=0.2µm ε2=3.9). L’ensemble de ces résultats est reporté aux figures 3.31a 

et b qui ne diffèrent entre elles que par l’angle de vue choisi pour appréhender le sens des 

évolutions.  

Ainsi, en ordonnée nous retrouvons l’amplitude de l’impulsion détectée par couplage sur les 

lignes victimes. Ceci s’appelle le crosstalk ou encore la diaphonie. Elle est exprimée en volt, et 

concerne la position far end dans cet exemple. Il s’agit donc, ici, de l’information détectée 

après que l’impulsion couplée ait parcourue une distance finie le long de l’interconnexion 

dans le cas d’un couplage avant. Par opposition, la définition near end correspond au signal 

détecté aux extrémités des différentes victimes ; extrémités toutes situées du même côté que 

celle de l’agresseur qui reçoit l’excitation d’entrée. Ceci correspond, bien entendu, à un 

couplage arrière. 
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Figure 3.31 :Cas d’une attaque au centre, évolution de la diaphonie sur les lignes voisines en 
fonction de la longueur des interconnexions (S=0.2µm, ε2=3.9). 
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Comme il se doit, l’abscisse est dédiée figure 3.31a aux numéros des lignes composant notre 

système de huit interconnexions ; la première et la huitième étant respectivement situées le 

plus à gauche et le plus à droite. Le premier et le dernier plan de ce graphe, réalisé en trois 

dimensions, sont respectivement affectés à 0,1 et 5 mm de longueur d’interconnexions. Quant 

aux valeurs des autres plans intermédiaires, elles s’échelonnent par pas de 0.5, 1 puis 2mm de 

longueur. Nous observons, sur ces graphes au premier plan, un signal d’amplitude 1volt sur la 

quatrième connexion puisqu’elle joue le rôle d’agresseur. Cette information, sur l’agresseur, 

ne correspond en aucune manière à la diaphonie (crosstalk). Il s’agit tout simplement de 

l’amplitude calculée au bout de 100µm de longueur de ligne ; l’influence de la longueur de 

l’interconnexion ne se faisant pas encore ressentir. Sans faire d’analyse précise de toutes les 

données, un bref coup d’œil sur ces graphes aboutit aux deux remarques suivantes.  

D’un point de vu qualitatif le système de huit interconnexions est totalement parasité. En 

effet, un signal existe même sur la troisième ligne située le plus à gauche de l’agresseur. Nous 

pouvons faire une constatation similaire pour l’interconnexion localisée le plus à droite, soit 

la quatrième. Notons que le signal couplé voit son amplitude croître avec la longueur jusqu’à 

2mm environ. Aux alentours de cette valeur, le niveau de l’impulsion à l’extrémité de 

l’agresseur commence à décroître ce qui met en relief le rôle plus néfaste, encore, joué par 

l’interconnexion. A ce stade, il faut signaler qu’une situation identique caractérise aussi une 

seule ligne. 

D’un point de vue quantitatif, l’amplitude du signal détectée sur les victimes les plus 

éloignées représentent 20 à 25% de celle calculée aux extrémités de la plus proche voisine 

située de part et d’autre de l’agresseur. Ce signal sur les lignes 3 et 5 vaut, du reste, presque le 

quart de volt, soit 25% de l’amplitude de l’impulsion injectée à l’entrée de l’agresseur pour 2 

mm de longueur de ligne. Enfin, signalons qu’après 5mm de propagation, l’impulsion en bout 

d’agresseur a perdu 25% de son amplitude, pour atteindre 0.75 volt au lieu du volt 

initialement injecté. Ceci est du à la constante de temps global du circuit équivalent à la ligne 

(en présence de victimes) dont la valeur est du même ordre de grandeur que la demi période 

du signal d’excitation soit 500ps.  

 

5.5 Etude de la diaphonie : cas de trois, cinq et huit  
interconnexions en interaction forte, moyenne et faible 

 

 

Ayant désormais un point de vue précis sur un arrangement particulier de huit lignes, il 

nous faut à présent calculer la diaphonie dans un contexte plus général de trois, cinq et huit 

interconnexions [34] [35].  
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A ce stade, nous calquons la synthèse de nos résultats sur celle du paragraphe précédent. 

En effet, nous choisissons d’illustrer le comportement de la diaphonie pour ces différents 

arrangements de conducteurs en sélectionnant deux cas asymptotiques, en vue d’encadrer 

une troisième situation que l’on peut qualifier de plus normale. Nous rappelons que chaque 

cas asymptotique représente un fonctionnement dit de couplage fort ou faible caractérisé 

respectivement par les données suivantes ; S=0.2µm (S/W=0.25) ε2=3.9 et S=1µm 

(S/W=1.25) ε2=1 (air). Le cas médian concerne une situation où nous avons fait le choix d’un 

fort rapprochement des lignes puisque l’espace interconducteur ne vaut que 0.2µm mais cet 

espace est rempli d’air. Nous pouvons considérer alors que le couplage résultant est moyen. 

Les résultats que nous proposons aux figures 3.32 suivantes, sous forme d’histogrammes, 

reposent également sur une excitation symétrique, et ce, pour des interconnexions de 

longueur 1mm uniquement. Notre référence, à huit conducteurs, est localisée à l’arrière plan 

de ces graphes en trois dimensions, où l’agresseur occupe sur notre abscisse la quatrième 

position par analogie avec l’illustration précédente. Sachant que l’agresseur conserve  

toujours le même numéro, quel que soit le nombre de connexions mises en jeu, seules les 

lignes N03 et N05 se comportent comme des victimes dans le cas d’un système de trois 

interconnexions ; les lignes N01, 2, 6, 7, 8 n’existant pas. Dans le même esprit, les lignes N02, 

3, 5, 6 sont des victimes dans une logique à cinq interconnexions pour une excitation 

symétrique. Bien évidemment, nous consignons en ordonnée toutes les valeurs du signal 

couplé et détecté en position “far end” sur les différentes lignes victimes. Il s’agit, comme 

nous l’avons rappelé auparavant, de la diaphonie.  Elle est exprimée en volt pour les mêmes 

conditions d’excitation et de charge que celles définies figure 3.25, et ce, pour des impulsions 

de fréquence 1 GHz et de temps de montée de 40 ps. Comme nous avons gardé en mémoire le 

fonctionnement à fort couplage en fonction de la longueur des connexions cuivre, page 

précédente, nous nous focalisons une fois de plus sur ce contexte à couplage fort (S/W=0.25 

ε2=3.9). Bien entendu cela concerne maintenant les configurations à 3, 5 et 8 

interconnexions. On retrouve, de ce fait, en arrière plan de la figure 3.32a, la copie de la 

séquence précédente correspondant à 1mm de connexion. Comme nous pouvons le constater, 

ne pas prendre en compte la première, puis deuxième ligne voisine située de part et d’autre 

de l’agresseur est une erreur comme le montre l’arrière plan de cet histogramme dédié au 

système de huit interconnexions. 
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Figure 3.32a : Diaphonie calculée sur les lignes victimes dans le cas d’une attaque au centre : 
comparaison entre 3, 5 et 8 lignes de longueur 1mm (couplage fort) 
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Figure 3.32b : Diaphonie calculée sur les lignes victimes dans le cas d’une attaque au centre : 
comparaison entre 3, 5 et 8 lignes de longueur 1mm (couplage faible) 
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En effet, 1% du signal est encore couplé sur la connexion N08 soit, la plus éloignée. Cette 

affirmation s’atténue et n’est même plus valide lorsque l’on observe le second cas 

asymptotique (S/W=1.25 ε2=1) ; opposé au cas précédent figure 3.32b puisque correspondant 

à du couplage faible. En effet, une ligne victime située de part et d’autre de l’agresseur suffit, 

ici, pour prédire le comportement général comparé au cas où trois et quatre victimes 

entourent l’agresseur (cas à 8 lignes). Comme nous venons de le signaler, ce cas est 

asymptotique. Il fixe donc la limite basse. Un peu plus de réalisme est obtenu dans une 

configuration intermédiaire que l’on qualifie de couplage moyen. Cette évolution figure 3.32c 

montre que deux, voire trois et quatre lignes situées de part et d’autre de notre agresseur  

exercent la même nuisance. Exception faite du signal capté sur la huitième ligne, cinq sur 

huit interconnexions traduisent donc la même problématique pour l’exemple que nous avons 

choisi de traiter dans ce mémoire. 

 

Nous allons clore ce chapitre, non sans effectuer une synthèse des résultats obtenus. 

Ils ne représentent en fait qu’une faible partie de ceux relatifs à toutes les investigations que 

nous avons menées sur le thème des interconnexions. La problématique des connexions 

“cuivre” dans un environnement de circuit intégré numérique peut être appréhendée sous 

deux angles différents. 
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Figure 3.32c : Diaphonie calculée sur les lignes victimes dans le cas d’une attaque au centre : 
comparaison entre 3, 5 et 8 lignes de longueur 1mm  (couplage moyen) 
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Le premier concerne celui d’une ligne que l’on qualifie de ligne active puisqu’une 

impulsion s’y propage. Du simple point de vue de cette ligne, la considérer comme isolée des 

autres, même si elles sont passives, est une erreur. Nous avons montré que l’on sous estime 

fortement le temps de montée jusqu’à plus de 50% et, pour une moindre part, le retard de 

propagation (10 à 15%) de cette seule ligne. L’erreur commise peut, sans conteste, être 

rectifiée si l’on intègre dans notre schéma équivalent la présence des plus proches voisins. 

Ceci signifie, en clair, qu’un système de trois interconnexions, au moins, doit être étudié voire 

cinq pour éviter toutes mauvaises prédictions. Même si une seule ligne est active parmi un 

ensemble de lignes, nous tenons à rappeler quelques pourcentages typiques concernant la 

diaphonie pour un couplage moyen selon notre terminologie. Dans ce contexte d’interactions 

modérées, nous recueillons, quand même, aux extrémités des premières lignes victimes 

situées de part et d’autre de l’agresseur, 20% de l’amplitude de l’impulsion d’attaque. Nous 

retrouvons sur les victimes suivantes encore 5% du signal agresseur, puis 1% pour les deux 

autres. Tout calcul fait, nous venons de décrire une excitation centrée à 7 interconnexions. 

Pour notre part nous en avons choisi huit pour disymétriser légèrement cette configuration et 

en estimer les conséquences. Comme nous pouvons le remarquer, qualifier cet arrangement 

de huit lignes d’asymptotique est fondé. Bien évidemment, tous les chiffres que nous venons 

de rappeler ne peuvent être dissociés des conditions de charge et d’attaque que nous avons 

adoptées, à savoir : RON=100Ω ROFF=200Ω CL=20fF V0=1V TCM0=40ps F0=1GHz. Notre 

couplage moyen est, ici, caractérisé par un espace où les interactions électromagnétiques 

s’effectuent dans l’air (air gap). Le concepteur n’a donc, pour seule marge de manœuvre, que 

la possibilité d’accroître les dimensions de l’espace inter-conducteur s’il veut réduire la 

diaphonie. Mais le pas (pitch) réduit son champ d’action. Un judicieux compromis doit donc 

être effectué. Nous percevons, à ce stade, tout l’intérêt d’une recherche d’un schéma global du 

système d’interconnexions. 

 

Le deuxième volet de cette problématique s’appuie donc sur l’étude globale d’un 

système. En effet, ce ne sont que dans des cas spécifiques ou pendant un laps de temps donné 

que l’on peut considérer une ligne comme active ; les autres étant toutes passives. Pour notre 

part, nous nous sommes intéressés au premier volet de cette problématique complexe. Le 

second concerne une étude spécifique et exhaustive des interconnexions en interaction 

puisqu’il consiste à effectuer une étude d’intégrité des signaux dans un contexte d’excitations 

multiples quelconques, voire asynchrones au moyen d’outil de prédiction de l’intégrité des 

signaux comme SPICE ou ELDO. Comme nous l’avons précisé plus haut, cette tâche lourde 

n’entre pas dans le cadre de ce mémoire.  
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En définitive, le dénominateur commun de ces deux volets réside bel et bien dans 

l’obtention d’un schéma électrique équivalent fiable, et ce, pour une système donné. Nous 

avons montré que nous sommes capable de fournir à l’ingénieur, qui s’occupe de l’opération 

de routage du circuit, le schéma électrique équivalent d’un système de plusieurs lignes en 

interaction, et ce, jusqu’à huit interconnexions. Nous avons effectué cette tâche pour 

différentes valeurs d’espacement des lignes et de permittivité remplissant l’espace de 

couplage. Ce point essentiel a permis de dégager deux cas asymptotiques, ces derniers 

encadrant, a priori, un fonctionnement plus traditionnel. 

 

Dans ce mémoire, nous avons traité le cas d’arrangements symétriques pour les 

interconnexions, à savoir ; espacement, largeur et hauteur identiques. Bien évidemment, 

nous sommes capable de fournir le schéma électrique équivalent d’un arrangement 

quelconque. 

Les quelques remarques, graphes et résultats précédents mettent en relief, une fois de 

plus, le rôle très important que joue les matériaux mis en jeu. En effet, la réduction des 

interactions mutuelles entre lignes ne peut se faire qu’en ajoutant des écrans métalliques 

pour isoler ces lignes ou encore en les éloignant. Si l’on estime ces moyens trop coûteux en 

opérations technologiques et en dimensions de circuit requises, il est toujours possible 

d’influer sur la nature du matériau enrobant les dispositifs ou encore les lignes en présence. 

Dans la confection de circuits intégrés, on parle alors de matériaux à faible permittivité 

(lowk) ou ultra faible permittivité soit “ultralowk” ou encore “air gap” pour la situation ultime 

où l’air occupe les espaces de dimensions microniques. L’impact du matériau est donc 

essentiel.  

Il l’est encore plus, depuis que l’on utilise des nouveaux matériaux à très haute 

constante diélectrique (>300) pour la fabrication, entre autre, des condensateurs et des 

mémoires présentes dans les circuits intégrés. A ce stade se pose la problématique d’une 

détermination fiable de la permittivité de tels matériaux qui en fait, ne sont disponibles qu’en 

couche mince voire très mince. Nous tentons d’apporter quelques réponses sur ce sujet au 

chapitre suivant, et ce, pour des fréquences comprises entre 1 et 26GHz ; le matériau 

concerné étant du PZT. 
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Introduction 
 

 

 

Le sigle PZT est l’abréviation de titano-zirconate de plomb ou encore de toutes les 

céramiques dérivés de la composition Pb(Zrx,Ti1-x)O3 ou x est un nombre compris entre 0 et 1. 

De sa valeur dépendent les propriétés du matériau ainsi réalisé. Notre intérêt pour ce dernier 

s’est accru, et ce, consécutivement aux demandes qui nous ont été faites pour sa 

caractérisation diélectrique microondes. Avant de nous focaliser sur la mise en œuvre des 

moyens nécessaires à cette mesure des propriétés diélectriques [1] à [10], nous avons 

entrepris une recherche bibliographique concernant le matériau. Ainsi, composition, 

procédés mis au point pour favoriser une croissance particulière, électrode spécifique en 

platine, température de recuit, cristallisation, pression, sont autant de points abordés pour 

améliorer, par exemple, les caractéristiques piézoélectriques de ces céramiques sans compter 

leur méthode de dépôt du type sol-gel ou encore par “sputtering” [11]. Ces caractéristiques, 

importantes pour les micro-actionneurs, le sont tout autant pour les MEMS. 

 

L’électronique et la microélectronique ne sont pas, non plus, laisser pour compte. 

SRAM, DRAM, EDRAM, EDORAM, FRAM sont toutes des abréviations des mémoires 

intégrées présentes dans les systèmes à processeur. Dans la plupart de ces mémoires, nous 

trouvons en association un transistor et un condensateur. Ce condensateur possède la 

spécificité d’être le plus petit possible, avec le minimum de courant de fuite et de surcroît, 

grâce à l’effet ferroélectrique, il présente une bistabilité de la polarisation autorisant le codage 

de l’information en binaire (mémoire FRAM ou ferroelectric random access memory). 

 

Il faut pourtant signaler que tous ces travaux publiés, le sont dans des ouvrages 

comme “Journal of Electroceramics”, “Integrated Ferroelectrics”, “Journal of Magnetism”, 

“Applied Physics Letters” ou encore “Smart Material and Structures”, et cette liste n’est pas 

exhaustive. Ces revues scientifiques sont donc plus dédiées à la physique et au matériau lui-

même qu’à la caractérisation diélectrique microonde pure. Nous n’y avons donc retiré que 

très peu de renseignements, d’autant que la plupart des caractéristiques diélectriques sont 

effectuées sur des structures du type condensateur au moyen de pont de mesures. Rares sont 

donc les travaux offrant des évolutions de la permittivité complexe, ne serait-ce que jusqu’à la 

fréquence 1GHz. Il semble toutefois que l’on s’intéresse, un peu plus, au transfert de la 

technologie du film mince de PZT pour la confection des circuits intégrés monolithiques 

microondes [12] [13]. Cette technologie a donc cherché à s’adapter à un objectif de réduction  
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des dimensions grâce à l’introduction de condensateurs MIM (Metal Isolant Metal) de taille 

plus réduite ; les mesures microondes étant encore, ici, faites sur des condensateurs mais 

jusqu’à 18GHz. 

 

Pour notre part, nous décidons de ne pas nous orienter vers la caractérisation 

microonde de capacité MIM de façon à en déduire la permittivité complexe du PZT. 

Toutefois, cette voie n’est peut-être pas à dénigrer. Si l’on désire utiliser ce matériau pour ces 

propriétés ferroélectriques, notamment dans le cas de déphaseurs microondes, il semble 

intéressant que le film mince fasse partie intégrante d’une structure de propagation. A ce 

stade, deux voies doivent être abordées.  

La première concerne une étude du comportement électromagnétique de la structure 

de propagation dans laquelle ce film mince existe en vue d’évaluer sa bande monomode, ses 

pertes, sa bande passante et le déphasage induit, et ce, en présence ou non de polarisation 

externe. Mais, comment aborder cette phase si la permittivité complexe du matériau et son 

“agilité” sont inconnues ?  

Le deuxième volet débouche de ce fait sur une caractérisation du PZT à partir de 

l’étude d’une structure de propagation et non plus de condensateur. Nous avons choisi cette 

dernière voie, même si elle présente plus de difficultés ; la surface de la ligne de propagation 

étant bien plus importante que celle d’un condensateur de 50µm carré. 

 

A ce stade, l’élaboration du PZT en film mince n’entre pas dans le cadre de ce travail, 

car hors de nos compétences. Cette tâche délicate et primordiale est effectuée, dans le cadre 

d’une collaboration, par des spécialistes du matériau dont le professeur Elhadj Dogheche, 

membre de l’équipe Optoélectronique de l’IEMN, fait partie. Pour notre part, nous 

concentrons nos efforts sur le volet d’aide à la caractérisation de ce matériau dans la bande de 

fréquences 1 à 26GHz. 
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1 Contexte général 
 

Avant de décrire la méthode qui nous permet de caractériser un matériau à partir d’un 

relevé expérimental des paramètres [S], nous devons rappeler quelques spécificités liées au 

fonctionnement d’ELFI. La figure 4.1 récapitule sommairement le mode d’emploi du noyau 

de calcul. 

 

 
Les données du problème à résoudre sont les paramètres physiques et géométriques du plan 

de section droite de la structure. Les grandeurs de sortie, dans ce contexte, sont les 

constantes de propagation complexes, les champs électriques et magnétiques et, si 

nécessaire, le schéma électrique équivalent de la structure propageant un ou des modes à 

fréquence de coupure nulle. ELFI, n’est donc pas, dans sa forme originale, directement 

exploitable pour la caractérisation des matériaux. 

Deux solutions s’offrent alors à nous : 

 

• Modifier le noyau de calcul de sorte que la valeur propre devienne identifiable non 

plus, à la constante de propagation au carré de la structure, mais à la permittivité, la 

conductivité ou encore la perméabilité du domaine inconnu. La constante de 

propagation complexe devient, dans ce cas, une donnée d’entrée issue de la mesure, et 

la grandeur physique que nous recherchons, une grandeur de sortie. 
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Figure 4.1: mode d’emploi d’ELFI 
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• Ne pas modifier le noyau de calcul d’ELFI, mais l’inclure dans une boucle 

d’asservissement. A chaque itération, cette boucle définit une nouvelle valeur pour la 

grandeur physique recherchée qui reste de ce fait, vue du noyau, une donnée d’entrée. 

Grâce à ce degré de liberté, nous faisons tendre la constante de propagation calculée 

par ELFI vers celle déduite du relevé expérimental. 

 

La première solution est très intéressante dans la mesure où nous obtenons le résultat aussi 

rapidement que dans le cas d’une recherche de constante de propagation classique. Ceci 

nécessite, toutefois, une révision totale du noyau de calcul suivie d’une nouvelle phase de 

validation. C’est pourquoi nous lui avons préféré la seconde solution qui va, certes, engendrer 

une phase de calcul plus importante, mais un temps de développement de la boucle 

d’asservissement et de validation restreint. A court terme, ce choix s’avère donc beaucoup 

plus intéressant. 

 

2 Boucle d’asservissement incluant le noyau de calcul “ELFI” 
 

Compte tenu du choix que nous avons effectué, nous enrichissons “ELFI” de quelques 

nouveaux composants permettant de construire cette boucle d’asservissement. Cette boucle 

doit permettre, avec un minimum d’itérations, de fournir la grandeur physique recherchée 

avec le maximum de précision possible. Nous la présentons figure 4.2. 

 

 

 

Evidement le noyau de calcul “ELFI” doit, au préalable, être alimenté par tous les paramètres 

géométriques et physiques de la structure de test; celle sur laquelle sont effectuées les 

mesures de la constante de propagation complexe. 
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Figure 4.2 : La boucle d’asservissement incluant le noyau de calcul d’ELFI 
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Nous n’abordons pas, ici, la description de la phase logicielle permettent d’assurer le bon 

fonctionnement de cette boucle. C’est une étape indispensable, certes, mais il est plus 

intéressant de décrire le mode de détermination expérimentale de la constante de 

propagation. 

 

3 Relevé expérimental de la constante de propagation 
complexe : Méthode de Bianco & Parodi 

 

En effet, nous devons fournir à notre boucle d’asservissement la constante de 

propagation issue d’un relevé expérimental. Cette grandeur, comme nous le savons, ne se 

mesure pas directement. Différentes techniques permettent, cependant, de la déduire des 

paramètres [S] fournis par l’analyseur de réseaux vectoriel. Une de ces techniques a retenu 

notre attention à l’issue de notre étude bibliographique. En effet, les travaux publiés en 1976 

par B. Bianco et M. Parodi démontrent une habile extraction de la constante de propagation 

basée sur la mesure des paramètres [S] de deux quadripôles possédant des topologies 

identiques, et ne différant entre eux que d’un incrément de longueur de ligne que l’on notera 

∆L [10]. Nos propos sont illustrés figure 4.3 dans le cas où ces deux quadripôles sont deux 

lignes coplanaires de longueur utile L1 et L2 avec leurs transitions. 

 

 

 

∆L Q3 Q2 Q1 

Figure 4.3 : Deux lignes coplanaires de section droite identique, mais de longueurs 
différentes 

même transition 

même transition 
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L2 
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En admettant que les pointes de mesures soient posées précisément au même endroit sur les 

transitions, les travaux de Bianco et Parodi aboutissent à : 
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Précisons au passage que la technique décrite permet implicitement de défalquer l’influence 

des transitions. On obtient donc une constante de propagation correspondant au tronçon de 

ligne “Q3” de longueur ∆L=L2-L1. Ce sont donc les dimensions du plan de section droite de ce 

tronçon de ligne qui sont stockées dans ELFI pour réaliser la simulation. Finalement, nous 

illustrons l’ensemble de la procédure figure 4.4. 
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Figure 4.4 : Illustration de la procédure d’aide à la caractérisation de matériau 
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4 Validation de la boucle d’asservissement : ligne coplanaire 
déposée sur substrat AsGa 

 

A ce stade d’avancement de notre travail, nous avons une solution immédiate pour tester le 

bon fonctionnement de notre nouvel outil d’aide à la caractérisation des matériaux. En effet, 

la confection des lignes coplanaires déposées sur AsGa constitue une excellente opportunité. 

Nous utilisons donc nos relevés de paramètres [S] initialement prévues pour quantifier les 

pertes au chapitre 2. Les données du problème sont alors les dimensions des lignes et la 

valeur de la conductivité des dépôts d’or. L’inconnue, dans ce cas précis, est la permittivité de 

l’arséniure de gallium que l’on déduit des mesures des paramètres [S] effectuées sur plusieurs 

couples de lignes de longueurs différentes. 

Sur la figure 4.5, nous avons reporté l’évolution de la permittivité relative de notre substrat 

en fonction de la fréquence. Les évolutions que nous avons déduites d’une dizaine de relevés 

sont quasiment toutes superposées, et ce, que le conducteur central soit de forme classique 

ou en “T”. Comme nous pouvons le constater, nous déduisons une valeur de permittivité 

relative de 12.92 ; valeur en parfaite concordance avec celle couramment répertoriée dans la 

littérature et celle fournie par le revendeur (12.9). 
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5 Réalisation de structures pour le test du matériau PZT 
 

Comme nous l’avons signalé au second chapitre de ce mémoire et plus encore au paragraphe 

précédent, il nous faut réaliser deux structures de propagation qui ne diffèrent que par leur 

longueur. Nous employons ici, le terme de structure de propagation car la caractéristique du 

matériau PZT s’effectue dans la bande 1 à 26 GHz. Bien évidement, nous ne concevons pas de 

dispositif d’excitation permettant d’acheminer le signal micro-onde vers nos lignes. Nous 

utilisons, comme il se doit, les sondes ou les pointes de topologie coplanaire couplées à 

l’analyseur de réseau vectoriel ; le tout constituant notre banc de mesure. Cela implique donc 

que les accès de nos structures de test soient de type coplanaire. A ce stade, deux possibilités 

s’offrent à nous pour concevoir nos cellules de test. 

 

• La première consiste à conserver la version coplanaire tant pour l’excitation (à cause 

des pointes) que pour la structure de test elle-même. 

 

• Le second choix réside en une excitation coplanaire (à cause des pointes) d’une 

structure de test conçue en technologie micro-ruban par exemple. 

 

Dans ce cas, la confection de “via hole” est nécessaire pour assurer la transition figure 4.6. 

 

Il est clair que cela nécessite plusieurs étapes technologiques supplémentaires. Concevoir 

l’une ou l’autre des technologies n’a, sur le plan purement théorique de la détermination de la 

constante de propagation complexe, aucune conséquence, et ce, dès lors que l’on respecte la 

philosophie des propos publiés par Bianco et Parodi. Le choix d’une topologie plutôt qu’une 

autre a pourtant un impact sur la caractérisation du matériau s’il est anisotrope. En ce qui 

nous concerne, nous avons vérifié que notre couche de PZT ne présente pas d’anisotropie. Ce 

Transition 

Figure 4.6 : La ligne microruban et son accès coplanaire 

Métallisations “via hole” 
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point sera abordé au paragraphe suivant. Dans ces conditions, la logique veut que l’on 

privilégie, pour les structures de test, la topologie coplanaire. Ce choix s’effectue tout 

naturellement pour quelques raisons évidentes, comme la compatibilité totale avec les 

pointes du système de mesure, la réduction d’étapes technologiques et par voie de 

conséquence de coût mais aussi la reproductibilité des structures réalisées. Cette 

reproductibilité est d’ailleurs un facteur important, voire essentiel, pour une utilisation 

optimale de la méthode. Nous optons, par conséquent, pour la solution coplanaire. Il nous 

faut à présent réfléchir sur la façon dont on va utiliser le matériau PZT pour le caractériser 

dans cet environnement coplanaire. Ce matériau est déposé sous forme de film par une 

technique de dépôt sous vide. Cela implique la réalisation de couches minces, qui, même si 

elles sont superposées par étapes successives de dépôt, ne vont pas excéder une épaisseur 

finale de la dizaine de micromètres voire moins. On notera que ces épaisseurs sont de l’ordre 

de celles des métallisations d’or des lignes métalliques tout du moins jusqu’à 3µm. Cette mise 

au point étant faite, plusieurs topologies sont alors envisageables. Nous en avons illustré trois 

à la figure 4.7. 

 

 

 

Pour la première, figure 4.7a, le matériau est déposé en film mince dans les fentes. D’un point 

de vue technologique, cela implique  d’abord le dépôt du matériau PZT. Par la suite, la 

réalisation  des métallisations nécessite au préalable une sérieuse opération d’alignement en 

terme de masquage. Ceci dit, il n’y a rien d’insurmontable dans cette pratique. Cette structure 

est donc potentiellement réalisable. Pour ce qui concerne la figure 4.7b, le matériau est 

déposé, en film mince, sur la structure coplanaire. Cela  s’apparente donc, dans un langage de 

spécialiste à la confection d’une couche de passivation. Cette topologie finale est très 

intéressante puisqu’il y a une réduction sensible du nombre d’opérations technologiques 

requises pour sa confection comparée à la première réalisation figure 4.7a. La troisième 

Figure 4.7 : Quelques topologies possibles de cellules de test 

Métallisation 
 
Support diélectrique 
 
PZT 

a 

b 

c 
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solution est, en quelques sortes, une solution complémentaire à la précédente. Le matériau 

en film mince est d’abord déposé sur le substrat. Les métallisations coplanaires sont ensuite 

réalisées sur la couche de PZT figure 4.7c. 

 

A ce stade, quelques remarques s’imposent. La couche de PZT nécessite un recuit à 

une température supérieure à 550 degrés Celsius si l’on désire cristalliser correctement le 

matériau. Cette opération va nécessairement endommager les métallisations confectionnées 

à partir d’or, si ces dernières sont effectuées en premier lieu. Cette contrainte élimine, de fait, 

la structure figure 4.6b faisant intervenir une couche PZT supérieure. De plus, pour des 

raisons de réduction du nombre d’opérations technologiques dans la réalisation des 

structures de test, nous optons pour la troisième solution ; celle pour laquelle les lignes 

coplanaires sont réalisées sur la couche de PZT préalablement déposée sur un substrat 

supportant, bien entendu, des températures supérieures à 550 degrés  voire beaucoup plus. 

Ce substrat est ici du saphir. Il est commercialisé, entre autre, par la société Crystec [14]. 

L’ensemble de nos propos est illustré figure 4.8, où six triplets de lignes ont été 

déposés sur un substrat dont le diamètre est de 2,54 cm. Chaque triplet est décliné suivant 

trois longueurs de lignes différentes à savoir, 2, 2.5 et 3 mm. Pour mémoire, les dimensions 

des sections droites des lignes de ces différents triplets sont récapitulées dans le tableau 

suivant. 

 

 

 

Toutes les opérations de dépôt de PZT ainsi que celui des métallisations ont été réalisées par 

le professeur Elhadj Dogheche, spécialiste de ce type de matériau et membre du groupe 
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Optoélectronique dirigé par le Professeur Decoster. Les caractéristiques du dépôt de PZT 

reposent sur la composition suivante : Pb0 + 0.54 ZrO2 + 0.46 TiO2 ce qui, en abrégé, s’écrit 

aussi PZT(1/0.54/0.46) ou encore PZT(x=0.54) pour la céramique PZT de composition 

générale Pb (Zr(x) Ti(1-x)) O3. A partir d’une diffraction par rayon X, nous en avons déduit : 

 

� Que la couche réalisée n’est déficitaire ni en plomb, ni en oxygène, et donc, que la 

composition est correcte. 

 

� Que la cristallisation s’est bien opérée (phase Perovksite) 

 

� Que le film présente une structure polycristalline sans orientation préférentielle 

 

6 Détermination de la permittivité complexe du matériau PZT 
et étude de sensibilité 

 

6.1 Détermination de la constante de propagation  complexe 
d’un jeu de lignes après mesure des paramètres [S] 

 

 Afin de ne pas alourdir le contenu de ce paragraphe, nous ne présentons, dans un 

premier temps, que les résultats concernant le triplet repéré, figure 4.9, par les numéros 07, 

08, 09. 
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En effet, les relevés sur les autres triplets ne sont là que pour “corroborer” ceux déjà existants 

et fournir une loi de dispersion qui, comme nous le verrons, est liée aussi bien à la maîtrise 

technologique des opérations qu’à celle expérimentale. Toutes nos mesures sont effectuées 

sur un analyseur de réseaux vectoriels du type “HP 8510 C” couplé à une station munie de 

pointes coplanaires de marque “Infinity Cascade”. La procédure d’étalonnage est du type 

“TRL ”.  
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Nous avons donc relevé les paramètres [S] des trois lignes dont la différence des longueurs 

vaut 1 mm pour le couple “07-09”, et 500 micromètres pour les deux autres, à savoir “07-08” 

et “08-09”. L’ensemble de ces données est traité par notre système d’extraction en vue 

d’obtenir l’évolution fréquentielle de la constante de propagation complexe dans la plage de 

fréquence 1-26 GHz. A titre d’illustration, la figure 4.10 récapitule l’ensemble de nos résultats 

tant sur la constante de phase que sur la constante d’affaiblissement. Comme nous pouvons 

le constater, les deux évolutions qui correspondent à une longueur équivalente de 500 µm 

(soit “07-08” et “08-09”) encadrent celle de 1mm issue de la différence entre la plus longue et 

la plus courte de nos trois lignes (soit “07-09”). Ce jeu de trois lignes coplanaires déposées 

sur notre film de PZT intègre, à lui seul, toutes les incertitudes avec lesquelles nous 

effectuons ces relevés. Reproductibilité liée à la position des pointes, à l’épaisseur de la 

couche de PZT, sont autant d’éléments dont il faut étudier l’impact. Toutefois, afin d’obtenir 

un bref et rapide aperçu, nous prenons comme grandeurs de référence celles extraites pour la 

ligne de 1mm de longueur que nous reportons dans notre code ELFI. Ce dernier fournit alors, 

pour une épaisseur moyenne de PZT mesurés à 0,6 µm, l’évolution fréquentielle de la 

permittivité relative et de la tangente de l’angle de pertes figure 4.11. 

 

 

 

 

Figure 4.11 : Evolution fréquentielle de la permittivité complexe du matériau PZT 
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Ce matériau possède à 1 GHz une permittivité relative de 1608 pour une tangente d’angle de 

perte de 8*10-2. Cette valeur de permittivité décroit d’environ 25% pour atteindre la valeur 

1200 (avec tan(δ) ≈ 0,35) à 26 GHz. 

6.2 Etude de sensibilité 
 

 Nous désirons quantifier l’impact, sur la détermination de la permittivité complexe du 

PZT, tant d’une variation des dimensions géométriques (épaisseur de PZT) que des grandeurs 

physiques comme la conductivité les métallisations ou encore de la permittivité du Saphir. 

Rappelons que la permittivité relative de notre matériau PZT est déduite du code ELFI à 

partir d’une constante de propagation complexe ; constante que nous obtenons grâce à une 

mesure des paramètres [S]. Le point clé de cette méthode réside donc dans la connaissance 

fine de la constante de propagation de la structure sur laquelle est déposé le matériau, mais 

était il besoin de le rappeler ? Ceci ne peut être assuré que si l’on mesure les paramètres [S] 

avec la meilleure fiabilité qui soit. Si tel n’est pas le cas, nous devons recenser les points ou 

encore les actions qui sont à l’origine d’incertitudes sur les mesures de ces paramètres. Nous 

nous proposons d’effectuer un bref bilan. 

 

6.2.1 Influence du posé de pointes 
 

 Nous avons, dans un premier temps, réalisé plusieurs étalonnage, décalés dans le 

temps, ainsi que quelques posés de pointes sur la même cellule de test. Nous n’avons constaté 

que des changements mineurs sur l’évolution des modules et des phases des paramètres [S] à 

l’issue de cette action. Cette mesure est donc reproductible. Il faut signaler que seules les 

pointes ont été actionnées pour qu’il y ait, ou non, contact. Cela signifie qu’elles n’ont pas été 

déplacées sur la surface du wafer en vue d’assurer le contact avec d’autres lignes. Si tel est le 

cas, une disparité se produit liée au fait que les pointes ne sont pas toujours positionnées au 

même endroit, même si ce déplacement est faible (de l’ordre de 20 à 30µm). 

 

Cela signifie donc, à première vue, que la différence des longueurs entre la ligne courte et la 

ligne longue évolue. Nous avons traduit ce phénomène sur la figure 4.12 en reportant 

l’évolution fréquentielle de la permittivité complexe en fonction de cette variation de 

longueur. Pour mémoire, nous conservons le relevé de la figure 4.11 issu du triplet 07-08-09 

dans lequel les deux lignes utilisées sont la plus courtes (“07”) et la plus longue (“09”). Ce 

relevé en trait plein sur la figure 4.12 concerne, par conséquent, la ligne dite de référence 

dont la longueur après le posé des pointes et vérification vaut 999,6 µm soit pratiquement le 

millimètre. Il est encadré, en trait pointillé, par les valeurs extraites de notre code lorsque la 
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position des pointes varient de ± 50 µm par rapport à leur position d’origine. Comme nous 

pouvons le remarquer, une variation totale de 100 µm sur la position et donc sur la longueur 

de la ligne résultante (L=999,6 µm) provoque 25% de variation sur la valeur de la permittivité 

extraite de notre code qui passe de 1400  (pour ∆L=-50 µm) à 1850 (pour ∆L=+50 µm) à 

F=1GHz. 

 

 

 

 

Ces 100 µm représentent, dans notre cas de figure, 10% de variation de la longueur résultante 

à savoir ; L=Lligne07 - Lligne09. Quant à la tangente de l’angle de perte correspondant aux 

données précédentes, sa variation relative est de l’ordre de 8 à 10%. Nous avons 

volontairement exagéré ce phénomène pour attirer l’attention sur l’importance du contrôle 

du posé de pointes. Que l’on se rassure, nous pouvons améliorer ce point. En effet, nous 

avons vérifié, par des multiples essais, que l’on peut gagner un facteur 5, soit 20 µm d’erreur 

dans le positionnement. Nous l’améliorons encore en plaçant et en gravant des repères à 

proximité des lignes coplanaires. Il existe du reste une solution radicale à cette source 

d’incertitude. Elle consiste à accroître la longueur  de la ligne de référence qui peut très bien 

passer du millimètre au centimètre. Ceci a d’ailleurs été effectué pour mesurer les pertes 

métalliques de nos lignes coplanaires utilisées pour valider ELFI au second chapitre de ce 

mémoire. 
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Figure 4.12 : Evolution fréquentielle de la permittivité complexe du matériau PZT liée à une variation de 
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 Pour conclure ce volet lié à l’incertitude de mesure sur les paramètres [S] nous 

désirons rappeler que: 

 

• Le posé des pointes et leur position doivent être contrôlés précisément 

 

• Tant que cela est possible, la ligne de référence doit être la plus longue possible. Ceci 

implique, bien entendu, plus de contraintes dans la réalisation technologique des 

lignes courtes et longues puisqu’elles doivent conserver les mêmes dimensions 

transversales sur une distance plus importante. 

 

Signalons enfin que ces sources d’incertitudes sont gérables. Une erreur relative de l’ordre de 

1 à 2 % sur la détermination de la permittivité est alors tout à fait envisageable si l’on ne 

considère que cette seule source d’erreur.  

 

6.2.2 Influence d’une variation de l’épaisseur du dépôt de PZT 
 

Le problème est différent lorsqu’il s’agit d’un dépôt de matériau qu’il soit métallique ou 

diélectrique. En effet, une fois le matériau déposé, nous sommes réduit à un constat simple, 

celui du contrôle de son épaisseur et surtout de son uniformité sur la surface du wafer. On ne 
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peut, à ce stade, par une action mécanique ou chimique revenir à l’épaisseur désirée au 

départ du processus. Afin d’avoir un point de vue général sur l’évolution de la permittivité 

complexe à l’issue d’une fluctuation de l’épaisseur du film de PZT, nous reprenons les relevés 

expérimentaux effectués sur la ligne de référence de 1 mm de longueur. La constante de 

propagation déduite des mesures des paramètres [S] ainsi que toutes les autres grandeurs 

sont fixées et interprétées comme des données par ELFI puisque seule l’épaisseur du film de 

PZT est variable. ELFI et l’outil d’extraction associé fournit alors, pour chaque nouvelle 

épaisseur de PZT (avec la constante de propagation de référence représentée figure 4.10) une 

autre valeur de la permittivité relative du matériau. Ceci est illustré figure 4.13 (page 

précédente) où l’épaisseur du film de PZT varie par pas de 0,1 µm entre 0,5 µm et 1 µm.  

Nous récapitulons, dans le tableau suivant, les valeurs brutes des permittivités relatives 

extraites au moyen de notre outil. Nous consignons également, dans ce tableau, la variation 

relative de permittivité calculcée au moyen de la relation simple suivante : 

 

i

ii

TPZTr

TPZTrTPZTr

PZTr

PZTr

ε
εε

ε
ε −

=
∆

+1  

 

Dans cette expression, Ti+1 et Ti sont deux épaisseurs dont la différence est toujours de 0.1µm. 

Bien entendu, εr PZT pour Ti+1 et Ti sont les permittivités relatives déduites pour chacune de ces 

épaisseurs. La valeur ainsi calculée met en relief l’erreur que l’on peut commettre si les 

variations d’épaisseur du matériau ne sont pas maîtrisées. 

 

Ti (µm) 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1926.75 1608.09 1380.88 1210.78 1077.40 971.53

20% 16% 14% 12% 11%
1449.19 1209.80 1039.54 911.59 811.22 731.57

20% 16% 14% 12% 11%

εPZT (F=1GHz)

εPZT (F=26GHz)
 

Tableau 4.1 : Erreur sur l’estimation de la permittivité en fonction de l’épaisseur de la couche. 

 

Comme nous pouvons l’observer, 0,1 µm de fluctuation pour l’épaisseur du dépôt occasionne, 

en moyenne, 10 à 20% de variation relative sur la permittivité diélectrique ; ce qui est 

considérable. L’épaisseur du film de PZT, mais surtout son uniformité, sont des éléments 

fondamentaux pour la caractérisation fiable du film mais ceci n’est pas une surprise. Il est 

clair, que pour le cas considéré ici, il est peu probable d’aboutir à 0,1 µm de variation 

d’épaisseur lorsque le dépôt lui-même est, à la base de 0,6 µm. Toutefois, sur un wafer de 

grande dimension, de telles variations sont possibles, et par conséquent, très préjudiciables à 

l’extraction d’une valeur fiable de la permittivité complexe.  
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Nous allons poursuivre nos investigations en étudiant l’impact d’une variation de l’épaisseur 

de la métallisation des lignes coplanaires.  

6.2.3 Influence de la conductivité des métallisations 
 

Dans cette étude de sensibilité, les grandeurs de référence (considérées comme des données 

dans ELFI) sont déjà répertoriées au paragraphe précédent. Elles nous ont permis de définir 

l’évolution fréquentielle de la permittivité complexe du film de PZT et lorsque l’épaisseur du 

PZT vaut 0,6 µm et celle des rubans métalliques 2.7 µm. La longueur de la ligne dite de 

référence est de 999,6 µm soit quasiment 1mm. Rappelons qu’elle provient du triplet 07-08-

09 dans lequel les lignes 07 et 09 ont été sélectionnées pour la mesure des paramètres [S]. 

Par voie de conséquence, l’extraction de la constante de propagation complexe 

correspondante est, une fois de plus, notre référentiel. A ce stade, nous désirons atteindre un 

double objectif. Il consiste à définir le degré de sensibilité, sur la permittivité, d’une variation 

d’épaisseur des rubans métalliques ainsi que le poids de cette variation sur la valeur de 

permittivité extraite de notre code lorsque l’épaisseur du film de PZT évolue également. Pour 

être le plus concis possible, nous ne considérons que deux cas de figure lorsque l’épaisseur de 

PZT varie de 0,6 à 1 µm par pas de 0,2 µm : 

 

• Le premier, où la métallisation vaut 2.7µm car il s’agit ici d’une valeur mesurée donc 

contrôlée. 

• Le second où l’épaisseur de métallisation est considérée nulle. 

 

Cela ne signifie pas, dans ce dernier cas, que la métallisation est inexistante, bien au 

contraire. La présence de cette dernière et la prise en compte des pertes métalliques est 

assurée par une relation locale faisant intervenir le concept d’impédance de surface. Ce point 

a, du reste, été abordé au premier chapitre de ce mémoire. Nous retrouvons donc, à la figure 

4.14, les relevés fréquentiels de la figure précédente (où l’on maille les métallisations) 

auxquels ont été greffés ceux correspondant à une épaisseur de métallisation nulle (avec 

introduction d’une impédance de surface).  
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Cette épaisseur nulle est certes asymptotique mais elle nous renseigne très bien sur les écarts 

obtenus dans l’estimation brute de la permittivité relative quand d’une épaisseur nulle on 

passe à environ 3 µm de métallisation, et ce, du point de vue théorique et numérique. Cela 

occasionne entre 5 et 8 % d’erreur comme le montre le tableau 4.2 ci-dessous récapitulant 

nos résultats aux fréquences 1 et 26 GHz. 

 

1 26 1 26 1 26 1 26 1 26 1 26

1927 1449 1608 1210 1381 1040 1211 912 1077 811 972 732

1820 1327 1519 1108 1304 952 1144 835 1018 743 918 670

6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9

TPZT4 =0.8 TPZT5 =0.9 TPZT6 =1TPZTi (µm) TPZT1 =0.5 TPZT2 =0.6 TPZT3 =0.7
F (GHz)

∆ε/ε (%)

ε
P

Z
T

Rubans maillés (Tmetal=2.72 µm)

Rubans définis par une condition 
locale d'impédance de surface 

(Tmetal=0)

ε
P

Z
T

 
Tableau 4.2 : Comparaison entre les permittivités obtenues lorsque l’on maille les rubans métalliques, et 

lorsqu’on les définit par une impédance de surface (Zs). 

 

Nous allons quitter le contexte des métallisations, non sans estimer au préalable, l’impact 

d’une variation de la conductivité de ces dernières sur le comportement de la permittivité 

complexe. 
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Cet impact est, une fois de plus, illustré figure 4.15 à partir des mesures faites sur la ligne de 

référence issue du triplet 07-08-09, de longueur 1 mm, et où les épaisseurs de la couche de 

PZT et d’or valent respectivement 0,6 et 2,7 µm. Ces évolutions tracées pour trois valeurs 

différentes de la conductivité montrent que la valeur de la permittivité relative du film de PZT 

déduite de notre code est peu sensible à cette gamme de variation de la conductivité. Par 

contre, il faut noter une sensibilité plus importante sur la tangente de l’angle de perte aux 

basses fréquences quand de σ=33S/µm on passe à σ=41S/µm ; l’écart relatif observé 

atteignant 15% à 1 GHz. Une mauvaise mesure de la conductivité peut donc sous évaluer ou 

sur évaluer la tangente de l’angle de perte du matériau PZT en dessous de 5GHz. 

 

7 Bilan global 
 

7.1 Bilan sur le triplet 07-08-09 
 

L’ensemble des résultats présentés dans ce chapitre est le fruit d’une première tentative de 

mesure des caractéristiques d’un matériau de très forte permittivité, et ce, dans la plage des 

fréquences comprises entre 1 et 26GHz. Signalons que notre tâche est facilitée car, après 
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contrôle, le matériau déposé ne possède pas d’orientations privilégiées. Il n’est donc pas 

anisotrope. Nous rappelons, pour mémoire, dans le tableau 4.3 suivant les grandeurs qui ont 

contribuées à notre étude de sensibilité et leurs pourcentages de variations. Bien 

évidemment, cette étude de sensibilité porte sur le degré de précision avec lequel permittivité 

relative et tangente d’angle de pertes sont déterminés à 1 et 26GHz respectivement. Signalons 

enfin que tous ces chiffres s’appuient sur ceux concernant une ligne de longueur 1mm pour 

laquelle l’épaisseur des métallisations vaut 2.7µm avec une conductivité de 38S/µm, et ce, 

pour une couche de PZT poly-cristalline de 0.6µm d’épaisseur. Cela correspond au couple 07-

09 de notre triplet 07-08-09. 

 

F=1GHz 

posé de pointes 
 
 
 

∆L=±50µm  

 

nominale: L=1mm 

Variation 
d'épaisseur 

 
 
∆T=±0.1µm 

 

nominale: T=0.6µm 

Variation de la 
conductivité 

 
 
∆σ=±10% 

 

nominale:σ=38S/µm 

Variation du 
tenseur de 
permittivité 

 
εxx=8.3 et 10.3 

∆εxx=±10%  

nominale: εxx=9.3 

Variation du 
tenseur de 
permittivité 

 
εyy=10.5 et 12.5 

∆εyy=±10% 

nominale: εyy=11.5 

Variation du 
tenseur de 
permittivité 

 
εxx=εyy=εzz=9.8 

(alumine) 

nominale:  

εxx=9.3 

εyy=11.5 

εzz=9.3 

∆εr PZT/εr PZT ±8 à 10% +20% -15% <1% ±6% ±6% 1.5% 

∆tg(δ)/tg(δ) <1% <1% +10% -20% ±3% ±3% 0.5% 

 

F=26GHz 

posé de pointes 
 
 
 

∆L=±50µm  

 

nominale: L=1mm 

Variation 
d'épaisseur 

 
 
∆T=±0.1µm 

 

nominale: T=0.6µm 

Variation de la 
conductivité 

 
 
∆σ=±10% 

 

nominale:σ=38S/µm 

Variation du 
tenseur de 
permittivité 

 
εxx=8.3 et 10.3 

∆εxx=±10%  

nominale: εxx=9.3 

Variation du 
tenseur de 
permittivité 

 
εyy=10.5 et 12.5 

∆εyy=±10% 

nominale: εyy=11.5 

Variation du 
tenseur de 
permittivité 

 
εxx=εyy=εzz=9.8 

(alumine) 

nominale:  

εxx=9.3 

εyy=11.5 

εzz=9.3 

∆εr PZT/εr PZT ±8 à 10% +20% -15% <1% ±6% ±6% 1.5% 

∆tg(δ)/tg(δ) ±10% <1% +2% -3% ±4% ±4% 0.5% 

 

Tableau 4.3 : Bilan de sensibilité des différents paramètres pris en compte. 

 

Comme nous l’avons signalé au début de ce chapitre, le posé de pointes est une source 

d’erreur si la différence de longueur entre les deux lignes est faible. C’est certainement le cas 

pour ce qui nous concerne. Un décalage des pointes de ±50µm est donc préjudiciable en 

regard des 1000µm de longueur de la ligne résultante de test. Ce point peut être, 

heureusement, considérablement amélioré. Nous estimons pouvoir limiter l’erreur relative 

sur l’estimation brute de la permittivité de la couche et la ramener à 5% voire moins. Au vue 

des résultats regroupés dans notre tableau, il est clair que l’épaisseur du dépôt de PZT doit 

être la plus constante possible. Nous ne pouvons accepter 15% d’évolution de cette épaisseur 

autour de sa moyenne si l’on désire extraire une valeur fiable de la permittivité. Toutes ces 

remarques s’appuient sur l’utilisation du code ELFI lorsque l’on maille les métallisations d’or 
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de 2.7µm d’épaisseur. Remarquons que cette épaisseur représente quatre fois celle de la 

couche de PZT ; la largeur du ruban central valant huit fois cette épaisseur. Si l’on dispose 

d’un code qui ne prend pas en compte l’épaisseur de métal mais la considère nulle tout en 

simulant sa présence par une impédance de surface, alors l’erreur commise sur la prédiction 

de la permittivité de la couche est de l’ordre de 8 à 10%. 

 A ce titre, nous disposons dans notre équipe d’autre code de calcul. Basé sur une 

appréhension complètement différente du problème tant sur le point théorique que 

numérique, il s’agit de l’approche dans le domaine spectral (ADS). Nous avons, par curiosité, 

substitué d’ADS à ELFI pour déduire les évolutions fréquentielles de la permittivité 

complexe. Comme le montre les évolutions figure 4.16, éléments finis (Zs) et approche dans 

le domaine spectral (Zs) fournissent quasiment le même résultat. Cela montre,  même si ce 

n’est pas le but,  les limites d’un code comme l’ADS ne prenant pas en compte les épaisseurs 

finies des métallisations. Cela dit, ce dernier est à la base très performant et peut très bien 

constituer une première aide à la caractérisation du matériau. 
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7.2 Bilan global 
 

Nous allons conclure cette phase d’extraction de la permittivité complexe en présentant 

figure 4.18 un bilan des valeurs déduites de nos mesures effectuées sur quatre triplets de 

lignes parmi six. En effet, deux triplets sont inexploitables du fait de la présence de coupure 

dans les conducteurs centraux des lignes (figure 4.17). 

 

 

Les valeurs proposés aux fréquences 1 et 26GHz sont des valeurs brutes sans prise en compte 

des incertitudes dont les amplitudes sont du même ordre de grandeur que celles répertoriées 

dans le tableau 4.3 pour le triplet 07-08-09. 

 

Figure 4.17 : Photographies de quelques lignes inexploitables  

Figure 4.18a : Evolution de la permittivité relative déduite des relevés effectués sur quatre triplets de ligne 
à la fréquence 1 et 26GHz 
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Comme nous pouvons le constater, des disparités importantes apparaissent dans ces valeurs 

brutes. Elles sont essentiellement liées à deux facteurs, pour l’échantillon qui nous a été 

donné en vue de sa caractérisation diélectrique : 

 

� Le premier, concerne les dimensions longitudinales aboutissant à une ligne de 

référence de 1000µm de longueur, donc trop faible. 

 

� Le second concerne l’homogénéité de l’épaisseur du dépôt. 
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Conclusion générale 

 
 

 

Notre objectif dans ce travail consistait, dans une première phase en la compréhension et en 

l’élaboration d’une méthode d’éléments finis à deux dimensions ; préalable indispensable à la 

mise en œuvre, ultérieure, d’une approche, beaucoup plus complexe, en trois dimensions des 

problèmes. Nous nous sommes donc intéresser aux éléments d’arêtes et à leur transcription 

dans une plateforme logicielle qui nous a semblé et qui nous semble encore aujourd’hui, un 

excellent compromis : la plateforme Matlab. Nous avons consacré une part, non négligeable 

de notre temps, dans la création d’une interface conviviale de façon à rendre moins 

rébarbative la prise en main de notre logiciel que nous avons nommé ELFI. Fort de cette mise 

en œuvre, nous validons ce code en nous basant d’une part sur le relevé expérimental et 

d’autre part sur quelques résultats “remarquables” que nous fournit une approche analytique 

d’un problème de lignes couplées.  

La composante expérimentale de cette validation, porte essentiellement sur le relevé le 

plus fiable possible de la constante de propagation complexe de lignes planaires. Déterminées 

à partir d’une mesure de paramètres [S], elles nous ont permis de vérifier qu’ELFI est capable 

de fournir les constantes de phase et d’atténuation avec une excellente précision. Ces résultats, 

outre leur apport dans la validation du code, nous confortent également dans les aptitudes 

d’ELFI à traduire correctement la nature physique d’un domaine maillé (du métal par exemple 

avec sa conductivité de valeur finie). A ce stade, il ne fait pas omettre non plus de rappeler 

que des dimensions très faibles (de sous domaines) ont été interprétées correctement 

puisqu’elles représentent 1 pour 200000 et 1 pour 500000 de la surface de la section droite 

totale d’une ligne coplanaire avec conducteur central en forme de “T”. Dans notre esprit, cette 

étape constitue un gage de fiabilité dans l’aide à la caractérisation que doit apporter ELFI. 

Quant à la mathématique du problème pour une aide à la validation d’ELFI, nous 

l’avons appliquée sur des lignes couplées dans leur fonctionnement TEM ou quasi-TEM. 

Nous retirons ainsi quelques expressions ou résultats issus de la théorie des modes couplés 
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que nous qualifions de “remarquables”. En effet, après quelques calculs, nous montrons que 

les produits croisés de la tension d’un mode (à fréquence de coupure nulle) par le courant 

d’un autre mode possède une valeur très particulière. Cette valeur vaut 2 dans le cas de trois 

lignes en interactions comme l’a montré V. K. Tripathi. Nous retrouvons ce chiffre à 10-5 

près, après avoir maillé la structure, puis calculé les valeurs propres que sont les constantes de 

propagation pour enfin déduire, du vecteur propre associé, les tensions et les courants, sur et 

dans chaque conducteur, et ce, par intégration des champs. Comme il s’agit d’un nombre 

impair de lignes couplées nous avons cherché à traduire le cas d’un nombre pair de lignes en 

interaction, soit quatre. Ces calculs analytiques extrêmement lourds montrent que les produits 

croisés valent cette fois l’unité ; valeur qu’ELFI retrouve avec une précision de 10-5. A notre 

connaissance, aucun des résultats que nous avons trouvés sur quatre lignes en interaction n’est 

disponible dans la littérature, à moins que nous n’ayons pas effectué correctement notre étude 

bibliographique.  

 

Ces résultats remarquables vérifiés, nous abordons la problématique des 

interconnexions “cuivre” de dimensions microniques, présentent dans les niveaux supérieurs 

de métallisations d’un circuit intégré numérique. Par problématique, nous voulons signifier le 

cas de plusieurs conducteurs couplés même involontairement. Mais ce n’est pas tant 

l’intégrité des signaux qui nous préoccupe mais le moyen de fournir à l’ingénieur, qui prend 

en charge le routage, un schéma électrique équivalent du système de façon à ce qu’un outil 

logiciel comme SPICE puisse prendre le relais. Ainsi, nous décidons de traduire les cas de 

trois, cinq et huit interconnexions “cuivre” ; le système de huit interconnexions se comportant 

comme un cas asymptotique. Afin de montrer les potentialités qu’offre ELFI, notre étude 

porte d’emblée sur le cas le plus complexe, celui de huit interconnexions. Avant de discuter 

de la validité de notre schéma électrique équivalent à ces huit lignes, nous proposons une 

étude électromagnétique de ce système. En effet, ces huit interconnexions sont abordées 

comme un guide d’onde du fait de l’encombrement spectral (25GHz) requis pour la 

reconstitution des impulsions se propageant à la fréquence 1GHz dans les connexions. Cette 

étude électromagnétique sur les huit modes à fréquences de coupure nulle met en évidence le 

comportement à pertes des modes aux fréquences basses du fait de la conductivité finie du 

cuivre composant les connexions. Elle montre aussi que, d’un fonctionnement transverse 

magnétique aux basses fréquences traduisant le fait que J=σEz, on migre vers une 

configuration plus hybride du mode que l’on peut encore qualifier de quasi-TEM aux plus 

hautes fréquences. Après une étape de normalisation des composantes “tension” et “courant” 
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et de calcul des matrices R, L, C, G nous aboutissons tout naturellement au schéma électrique 

équivalent d’une cellule élémentaire que l’on va concaténer pour retranscrire notre guide sous 

SPICE. Les éléments de cette cellule sont analysés pour vérifier quelques propriétés comme la 

réciprocité, la symétrie et la loi d’évolution des conductances. Seuls six éléments ont été 

éliminés dans les matrices [R], [C], [G] qui en comportent 64, car non significatifs voire 

négatifs. Nous avons encore allégé l’écriture en éliminant, après contrôle, les mutuelles 

résistives. Une cellule élémentaire comporte donc, dans sa version définitive, 108 éléments 

pour traduire le système de huit interconnexions en interaction. Le même travail de recherche 

de schéma équivalent a été mené pour 3 et 5 connexions en interaction. Ces trois schémas 

équivalents constituent alors le socle de notre étude d’intégrité des signaux. Dans ce 

manuscrit, nous nous sommes intéressé au cas d’une ligne active (un agresseur) en présence 

de lignes passives (des victimes) dans une configuration du type attaque au bord ou au centre. 

L’attaque au bord signifie, ici, que la ligne active comporte à sa droite ou à sa gauche 

uniquement des lignes victimes dont le nombre s’échelonne de 2 à 7. Pour l’attaque au centre, 

la ligne dénommée “agresseur” est entourée de part et d’autre de trois lignes voire quatre, puis 

deux puis une ligne dans le cas du système à 3 interconnexions. Afin de limiter le nombre des 

cas envisagés, nous étudions ces différents systèmes en interactions lorsque le couplage et 

fort, moyen et faible. Le matériau qui remplit l’espace interconducteur est ici, soit de l’air, soit 

de la silice. Bien évidemment, nous avons aussi étudié l’impact des matériaux “lowk” et 

“ultralowk” ; impact que nous n’avons pas représenté puisqu’au mieux, le matériau 

“ultralowk” migre vers l’air (air gap). De toutes nos investigations il ressort quelques chiffres 

clés et remarques. 

 

� Ainsi, l’étude d’une ligne, sans prendre en compte ses plus proches voisines, n’est pas 

envisageable. La présence de ces lignes passives, même dans le cas d’une interaction 

moyenne, provoque une dégradation du temps de montée de 50% supplémentaire, et 10 

à 15% pour le temps de retard de propagation. 

 

� Si l’on se cantonne aux seuls temps de retard de propagation et de montée de 

l’impulsion située en bout d’agresseur, alors un système de trois lignes en interaction 

suffit. Bien entendu, la situation la plus sensible est celle où l’agresseur est entouré de 

chaque coté par une victime. 
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� La situation se complique lorsque, sur le système de trois lignes que l’on vient d’étudier, 

on calcule le niveau du signal recueilli à l’extrémité des lignes victimes. Il s’agit, ici, de 

la diaphonie en position “far end” ou couplage avant. On remarque que 20% de 

l’amplitude du signal se retrouve en bout des premières lignes couplées dans le cas 

d’une interaction moyenne où l’espace interconducteur est rempli d’air (un cas 

asymptotique). Cette situation n’est certes pas acceptable. On peut toujours limiter cette 

valeur en accroissent l’espace interconducteur. Nous avons réalisé cette opération. Dans 

ce cas il reste encore 4% du signal en bout de la seconde ligne victime (située de part et 

d’autre de l’agresseur). Ceci décrit une situation asymptotique qui ne peut-être atteinte à 

cause du “pitch” ou du pas qui est fixé par le concepteur.  

 

Nous sommes tenté d’affirmer que l’étude d’une ligne active (agresseur) dans un système 

complexe de beaucoup de lignes est correctement traduit lorsque deux interconnexions 

encadrent de part et d’autre l’agresseur dans le cas d’une attaque centrée. Pour une excitation 

sur le bord, 3 ou 4 interconnexions voisines (passives) sont suffisantes pour prédire 

correctement la situation. Bien évidemment, toutes ces remarques concernent un agresseur en 

présence de victimes. Il existe bien entendu toutes les situations complémentaires à celles 

d’un seul agresseur en présence de victimes. Nous n’avons pas étudié ces cas car ceci sort du 

cadre de notre travail ; notre objectif premier étant de fournir un schéma électrique équivalent 

au système de connexion à étudier. Pour notre part nous avons réussi à fournir un schéma 

fiable pour huit interconnexions ; ce système représentant alors notre cas asymptotique, et ce, 

même pour des cas de couplage fort. Ces travaux montrent l’importance du matériau 

remplissant l’espace interconducteur même si cela ne semble pas être suffisant pour réduire la 

diaphonie en cas de forte proximité des lignes donc en cas de forte intégration. 

 

Nous n’avons pas voulu terminer ce mémoire sans mettre en avant la possibilité pour 

ELFI d’assurer une assistance à la caractérisation diélectrique microondes des matériaux. Le 

matériau concerné est du titano-zirconate de plomb plus connu sous le sigle PZT. Il est déposé 

en film mince sans orientation privilégiée, sur un substrat saphir ; film sur lequel sont 

déposées des métallisations pour confectionner des lignes coplanaires. La méthode de mesure 

de la constante de propagation que nous avons choisie repose sur le relevé des paramètres [S] 

de deux lignes qui ne diffèrent, pour la zone utile, que par leur longueur. Une fois cette 

constante de propagation connue et injectée dans ELFI, nous ajustons la permittivité 

complexe jusqu'à ce que notre code retrouve la consigne de départ, à savoir, la constante de 
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propagation complexe déduite de nos mesures des paramètres [S]. Notre objectif, outre la 

détermination de la permittivité complexe, consistait aussi à estimer le degré de précision 

avec lequel nous mesurons cette permittivité. Pour cela nous avons réalisé, sur le même 

substrat, 6 triplets de lignes coplanaires de sections droites différentes. Ce point nous a 

contraint à sélectionner des lignes courtes dont la longueur s’échelonne de 2 à 3mm par pas de 

0.5mm. Avec le recul, ceci est peut être une erreur. En effet, ces six triplets dont deux sont 

défectueux, nous ont permis de mettre en avant la disparité avec laquelle sur le même substrat, 

la permittivité complexe est déterminée. Le résultat est, somme toute, satisfaisant sauf pour un 

triplet car la permittivité relative atteint la valeur de 2500. A ce jour nous n’avons pas 

d’explication sur ce point, si ce n’est une forte variation de l’épaisseur détectée aux extrémités 

des lignes étudiées et aussi au fait que seule une ligne de 2mm et 2.5mm est disponible (soit 

500µm de longueur de ligne utile) ; d’où une imprécision qui peut monter jusqu’à ±20%. Ces 

résultats encourageants sont, à ce jour, les premiers que nous obtenons. Compte tenu de 

l’expérience acquise, il n’est pas judicieux de réaliser des lignes courtes. La différence de 

longueur entre deux lignes doit être supérieure à 3mm si l’on veut ramener l’incertitude sur la 

détermination de la constante de propagation à mesurer de 5%. Il faut aussi maîtriser 

l’épaisseur du dépôt. Ceci est certainement le point le plus délicat. Pour ce qui concerne les 

développements futurs de nos travaux ils s’articulent sur deux axes : 

 

Le premier qui concerne les interconnexions couplées est étendu au cas des lignes dont 

la topologie s’apparente à celle de ligne microruban. Cela concerne typiquement un bus de 

huit pistes en cuivre fonctionnant à des fréquences comprises, pour l’instant, entre 1 et 5GHz. 

Tous ces travaux, qu’ils soient en interconnexions cuivre pour les circuits intégrés ou les 

cartes mères des ordinateurs doivent aussi concerner des systèmes non symétriques de 

connexions avec la possibilité de prendre en compte une ligne jouant le rôle d’écran.  

 

Quant à la caractérisation des matériaux, elle repose sur la mise en œuvre de mesure 

permettant de relever le tenseur diagonal de permittivité si tel est le cas du matériau PZT 

réalisé. Pour notre part, nous sommes actuellement dans l’élaboration de structures permettant 

la détermination large bande des caractéristiques diélectriques des polymères déposés en 

couche mince sur les lignes coplanaires. 
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ELFI : Calculateur électromagnétique pour l’établissement de schémas électriques 

équivalents aux interconnexions “cuivre” couplées et pour la caractérisation des 

matériaux 

 

Résumé 

Les travaux décrits dans ce mémoire concernent la mise en œuvre d’un code de calcul 

électromagnétique d’éléments finis à éléments d’arêtes nommé ELFI, et ce, en deux dimensions. Après 

une importante phase de validation, la méthode des éléments finis est, dans un premier temps, appliquée 

à l’étude de trois, cinq et huit interconnexions “cuivre” , à pertes, constituant les différents niveaux de 

métallisation d’un circuit intégré.  Les schémas électriques équivalents à ces trois systèmes sont ensuite 

implantés sous SPICE pour étudier les évolutions des temps de montée et de retard de propagation des 

signaux ainsi que le comportement de la diaphonie. Ceci est effectué en fonction de la distance séparant 

les connexions et en fonction de la nature des matériaux remplissant les zones de couplage. L’influence 

des lignes passives (les victimes) est alors clairement identifiée en présence d’une ligne active (l’agresseur) 

et réciproquement. Notre code de calcul est ensuite modifié puis adapté pour constituer une aide à la 

détermination de la permittivité diélectrique complexe du titano-zirconate de plomb (le PZT) dans la 

bande 1 à 26 GHz.  Les impacts du posé des pointes de mesure, de la conductivité des métallisations 

coplanaires, de la variation de l’épaisseur de la couche de PZT ainsi que celle du tenseur de permittivité du 

substrat saphir qui supporte les lignes sont, tour à tour, analysées. Cette étude de sensibilité montre que 

l’on détermine, à ce jour, pour ce matériau polycristallin sans orientation particulière une permittivité 

relative de l’ordre de 1500 à ± 5% dans le meilleur cas de figure. 

 

 

ELFI : An electromagnetic software for the extraction of electrical elementary cells 

equivalent to multi-coupled lines system and for material characterisation 

 

Abstract 

The work described in this report concerns a full wave 2D vector finite element method and its 

implementation in the Matlab environment. After various validation steps, our software named ELFI is 

firstly used to study the electromagnetic behaviour of a set of three, five and eight lossy copper 

interconnects of sub-micron sizes in mutual interaction. An extraction tool gives the electrical equivalent 

circuit of the elementary cell equivalent to the three, five and eight coupled lines cases in order to estimate 

signal integrity such as risetime, propagation delay and crosstalk. The proximity effects of several 

neighbour victim lossy interconnects on a single attacker are then analyzed and vice-versa. In a second 

part, we modify our software to predict, from [S] parameters measurement and propagation constant 

extraction, the complex permittivity of PZT thin film. The sensitivity to the location of the probes, the 

thickness of the film, the conductivity of gold metallization, and to the tensor of sapphire substrate which 

support the coplanar lines is undertaken. It shows that, for such polycristal materials, the relative 

permittivity reaches the value of 1500 with 5% variation for the best case. 
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